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i. Modelo dinámico directo: Expresa le evolución temporal de las coordenadas 

articulares del robot en función de las fuerzas y pares que intervienen. 

ii. Modelo dinámico inverso: Determina las fuerzas y pares necesarios para conseguir 

una evolución deseada en las coordenadas articulares. 

 

 

3.2.1 Obtención del modelo dinámico mediante la formulación de Lagrange 

 

Las Ecuaciones de Lagrange (también conocidas como Ecuaciones de Euler-

Lagrange) permiten contar con un sistema analítico para llegar a las ecuaciones que 

describen el comportamiento físico de las partículas, pero no se trata, de ningún modo, 

de una nueva teoría independiente de la teoría Newtoniana.  

 

La ventaja de usar los principios de la mecánica de Lagrange, en realidad de todos los 

métodos de Mecánica Analítica, es que se tendrán tantas ecuaciones como 

coordenadas generalizadas, mientras que con las ecuaciones de Newton se obtendrían 

6 ecuaciones por cada cuerpo. Además, se tiene un sistema de ecuaciones escalares 

que es más simple que un sistema de ecuaciones vectoriales para trabajar 

computacionalmente. 

 

La notación de Lagrange hace uso de un término, al cual se define como lagrangiano, 

que es la diferencia entre la co-energía cinética del sistema y la energía potencial del 

mismo expresadas en términos de las coordenadas generalizadas del sistema, que son 

un conjunto de variables que permiten describir el estado del sistema en todo 

momento. En los casos de sistemas holonómicos, sistemas que como el estudiado 

tienen restricciones que pueden ser descritas cada una por una ecuación de superficie, 

se tienen tantos grados de libertad como coordenadas generalizadas (q), que en este 

caso son los ángulos θi y el desplazamiento horizontal de la base del primer eslabón d. 

 

Para el caso de los sistemas holonómicos las ecuaciones de Lagrange se pueden 

expresar de la siguiente manera: 
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 (3.44) 

 

En donde Qk representa a la fuerza no conservativa expresada para cada coordenada 

generaliza qk para k de 1 a n, donde n es el número de coordenadas generalizadas 

usadas, t representa al tiempo y L al lagrangiano del sistema. 

 

En 1965 Uicker utilizó la representación de Denavit Hartenberg, basada en las 

matrices de transformación homogénea, para formular el modelo dinámico de un 

robot mediante la ecuación de Lagrange. 

 

En este caso se aplicará la formulación lagrangiana dada por Uicker para hallar las 

ecuaciones diferenciales de la dinámica del sistema: 

 

a) Para iniciar se debe asignar a cada eslabón un sistema de referencia de acuerdo a 

Denavit Hartenberg, lo cual se ha obtenido en el estudio de la Cinemática. 

 

b) Obtener las matrices de transformación homogénea para cada elemento. 

 

c) Para calcular la co-energía cinética primero se deben obtener las velocidades 

expresadas como función de las matrices Uij como se muestra en la ecuación 

(3.45). La velocidad 0vi se puede calcular como la derivada con respecto al tiempo 

de la matriz de transformación 0A i que define la posición. A continuación se define 

esta derivada en función de las coordenadas generalizadas qj. 
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Luego se definen las matrices Uij como: 

 

j

i
0

ij q

A
U

∂
∂

=  (3.45) 



 
 

43

 

d) Luego se obtienen las matrices Uijk definidas por: 
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e) Obtener las matrices de pseudo inercia Ji para cada elemento, que vienen definidas 

por: 
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 (3.47) 

 

Estas matrices de pseudo inercia deben describir las propiedades de los eslabones 

incluyendo actuadores y contrapesos debido a que en la rutina elaborada no se han 

considerado de manera separada los pesos e inercias de estos elementos. 

 

f) Después de obtener la velocidad de cada articulación se necesita una expresión 

para la co-energía cinética del elemento i.  La co-energía cinética  de una partícula 

con masa diferencial dm se puede expresar como: 
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Luego, se expresa la energía cinética para un cuerpo i. 
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Con lo que se define la matriz inercial de co-energía cinética como [ ]ijdD = , 

donde: 
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g) Se deben obtener los términos hikm definidos por: 
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h) Sabiendo que la energía potencial del manipulador se puede definir como: 
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El lagrangiano del sistema se expresaría como: 
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Usando la notación matricial se obtiene: 
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Simplificando aún más en forma matricial resulta: 
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Donde: 

 

Q(t)  : vector n×1 del par generalizado aplicado a las articulaciones 

q(t)  : vector n×1 de las coordenadas generalizadas 

(t)q
.

 : vector n×1 de la velocidad de las coordenadas generalizadas 

(t)q
..

 : vector n×1 de la aceleración de las coordenadas generalizadas 

D(q)  : matriz simétrica inercial relacionada con la aceleración n×n  











q,qh

.
 : vector de fuerzas de Coriolis y centrífuga no lineal n×1 

c(q)  : vector de las fuerzas de gravedad n×1 

 

La implementación de este método se encuentra expresada en el código MATLAB del 

Anexo 1. El objeto del código desarrollado es el hallar las fuerzas generalizadas que 

son necesarias para que el sistema se mueva según una trayectoria definida para sus 

coordenadas generalizadas. En este caso el comportamiento deseado de las 

coordenadas generalizadas es expresado explícitamente en función del tiempo. 
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Para poder representar el valor de estas coordenadas en función del tiempo se define 

inicialmente la velocidad deseada en el efector. Por ejemplo, si se desea que el efector 

tenga una velocidad de 20mm/s en sentido paralelo al eje de traslación y una 

velocidad de 30mm/s en sentido perpendicular al mismo considerando que se empieza 

desde la equina del plano de trabajo del robot, entonces la posición del efector final se 

puede definir como: 

 

t20d ×=  (3.54) 

t30100y ×+=  (3.55) 

 

Es válido mencionar que las velocidades que se han elegido están dentro del promedio 

de lo usado en los procesos de corte de plancha metálica según lo expresado en las 

exigencias del Capítulo 2. 

 

Luego, se reemplazan estas expresiones en las ecuaciones (3.24) a (3.27) y se obtienen 

expresiones explícitas de las coordenadas generalizadas en función del tiempo. Con 

estas expresiones se pueden calcular fácilmente las velocidades y aceleraciones al ser 

simples derivadas con respecto al tiempo. Conociendo esta información se necesitaría 

sólo conocer las matrices de inercia para cada eslabón para estar listos a simular la 

dinámica inversa. 

 

Las matrices de inercia son propiedades físicas que dependen del diseño mecánico del 

robot, el cual como se mencionó se hará posteriormente. Entonces por el momento se 

terminará el modelado dinámico ingresando matrices de inercia con valores 

aproximados que no representan con exactitud las verdaderas propiedades físicas que 

el robot tendrá, pero sirven para tener una idea del comportamiento dinámico del 

mismo. Además, una vez terminado el diseño mecánico bastará ingresar las nuevas 

matrices de inercia para tener un modelo dinámico completo que verdaderamente 

describa la dinámica del sistema estudiado. 

 



 
 

47

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 4 

 

SIMULACIÓN Y RESULTADOS 

 

 

La simulación es el proceso de diseñar un modelo de un sistema real y llevar a 

término experiencias con él, con la finalidad de comprender el comportamiento del 

sistema o evaluar nuevas estrategias -dentro de los límites impuestos por un cierto 

criterio o un conjunto de ellos- para el funcionamiento del sistema. El objetivo de la 

simulación es la mejor comprensión del movimiento del mecanismo y para la 

predicción del movimiento del sistema sin necesidad de usar un prototipo físico. 

 

Para poder lograr este objetivo se hizo uso de un Toolbox de Robótica implementado 

en MATLAB [CORKE, 1996] que fue desarrollado con el fin de trabajar fácilmente 

con la notación usada en el algoritmo dado por Denavit Hartenberg. En este caso se 

analizará la respuesta del mecanismo seleccionado ante velocidades articulares 

definidas, para la simulación cinemática, y ante fuerzas y momentos aplicados en la 

simulación dinámica. 

 

 

4.1 Simulación cinemática 

 

Mediante la simulación de la cinemática se busca conocer la relación existente entre 

las coordenadas articulares y la ubicación del robot mediante resultados numéricos y 
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gráficos, para lo cual se hará uso de MATLAB y de un Toolbox [CORKE, 1996] 

desarrollado para estos propósitos. 

 

Una vez en el entorno de MATLAB se usa el comando link para definir los eslabones 

que definen nuestro robot usando la notación de Denavit Hartenberg. Los eslabones se 

definen según link([alpha a theta d sigma], CONVENTION)12 donde sigma es 0 si se 

trata de una unión rotacional y es diferente de cero si se trata de una prismática. En el 

ejemplo mostrado en el Cuadro 4.1 se ha tomado el valor de 10. Además, se asignan 

valores arbitrarios también para los desplazamientos articulares d y theta. 

 

 
Cuadro 4.1. Código para simulación de ubicación 

 

En la parte final del Cuadro 4.1 se muestra la instrucción drivebot que se encarga de 

imprimir resultados gráficos de la ubicación del robot permitiendo además modificar 

                                                 
12 Alpha, a, theta y d son los parámetros del método de Denavit-Hartenberg. Convention se refiere a la convención 
usada para asignar los parámetros de Denavit – Hartenberg: si es de acuerdo al algoritmo estándar o según la 
notación modificada por Craig. 

>> L1=link([0 0 0 0.700 10], 'standard') 
 L1 =  
   0.000000 0.000000 0.000000 0.700000 P (std) 
  
>> L2=link([0 0.500 0 0 0], 'standard') 
L2 =  
  0.000000 0.500000 0.000000 0.000000 R (std) 
  
>> L3=link([0 0.500 0 0 0], 'standard') 
 L3 =  
   0.000000 0.500000 0.000000 0.000000 R (std) 
  
>> L4=link([0 0.100 0 0 0], 'standard') 
 L4 =  
   0.000000 0.100000 0.000000 0.000000 R (std) 
 
>> Robot_1=robot({L1, L2, L3, L4}, 'Robot') 
 Robot_1 =  
 Robot (4 axis, PRRR) 
 grav = [0.00 0.00 9.81]  standard D&H parameters 
 
  alpha  A  theta   D  R/P 
0.000000 0.000000 0.000000 0.700000 P (std) 
0.000000 0.500000 0.000000 0.000000 R (std) 
0.000000 0.500000 0.000000 0.000000 R (std) 
0.000000 0.100000 0.000000 0.000000 R (std)  
 
>> drivebot(Robot_1) 
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los valores de las variables articulares y ver su influencia en la posición y orientación 

del robot como se muestra en la Figura 4.1. 

 

 
Figura 4.1. Simulación de ubicación variando las coordenadas articulares 

 

Con la simulación anterior se ha obtenido una interesante respuesta gráfica, pero si lo 

que se desea es conocer un dato numérico de la cinemática directa o inversa del 

mecanismo entonces se cuenta con los comandos fkine e ikine. 

 

Con el comando fkine (forward kinematics) se obtiene la matriz de transformación del 

efector final con respecto a un inicio de coordenadas que se fija en un punto 

determinado. En el Cuadro 4.2 se muestra el uso de este comando teniendo como 

datos las coordenadas articulares usadas en el ejemplo de cálculo del Capítulo 3. 

 

De los resultados obtenidos en el Cuadro 4.2 se puede notar que la matriz de 

transformación es aproximadamente la misma obtenida en la ecuación (3.19). El 

motivo del error yace en la poca aproximación que se ha usado para ingresar los datos 

de las coordenadas articulares. 

Eje de traslación 

Primera rotación 

Segunda rotación 

Tercera rotación 



 
 

50

 

 
Cuadro 4.2. Códigos para cinemática directa 

 

Luego, haciendo uso del comando ikine (inverse kinematics) se puede hacer el cálculo 

cinemático inverso. En este caso se tiene el inconveniente de que como se usan 

métodos iterativos existen ocasiones en que el método demora en hallar la respuesta y 

otros en los cuales ni siquiera converge. La convergencia o no convergencia del 

método depende únicamente del punto inicial elegido para las iteraciones.  

 

En la rutina MATLAB presentada en el Cuadro 4.3 se presenta el uso del comando 

ikine, para el cual debe de indicarse el nombre con el cual se definió a los eslabones 

del robot, la matriz de transformación para el efector final deseada y las coordenadas 

desde las cuales se iniciará el proceso iterativo. 

 

De los resultados mostrados en el Cuadro 4.3 se observa que en el primer caso no 

convergía mientras que en el segundo, teniendo un punto inicial más cercano a la 

respuesta final, converge sin problemas. 

>> L1=link([0 0 0 300 10], 'standard') 
 L1 =  
   0.000000 0.000000 0.000000 300.000000 P
 (std) 
  
>> L2=link([0 500 1.2945 0 0], 'standard') 
 L2 =  
   0.000000 500.000000 1.294500 0.000000 R
 (std) 
  
>> L3=link([0 500 0.3491 0 0], 'standard') 
 L3 =  
   0.000000 500.000000 0.349100 0.000000 R
 (std) 
  
>> L4=link([0 100 1.4980 0 0], 'standard') 
 L4 =  
   0.000000 100.000000 1.498000 0.000000 R
 (std) 
 
>> drivebot(Robot_1) 
 
>> fkine(Robot_1, [300 1.2945 0.349100 1.498000]) 
ans = 
   -1.0000    0.0000         0      0.0275 
   -0.0000   -1.0000         0    979.7109 
         0         0      1.0000   300.0000 
         0         0           0     1.0000 
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Cuadro 4.3. Códigos para cinemática inversa 

 

Además, se conoce que el sistema es un sistema no lineal debido a las funciones 

trigonométricas existentes entre las coordenadas articulares y la ubicación del robot. 

Estas relaciones además tienen complejidad debido a la presencia de ángulos 

múltiples. Siendo así, es interesante observar cómo es que las coordenadas articulares 

varían unas con respecto de otras, para este caso se ha tomado el escenario en el cual 

la primera coordenada articular (θ1) varía con velocidad constante. 

 

 
Figura 4.2. Relación entre las coordenadas para un caso dado 

 

Para la simulación presentada en la Figura 4.2 se ha asumido que el efector final del 

mecanismo empieza en su extremo izquierdo y luego se va desplazando a la derecha 

como se indica en la rutina presentada en el Cuadro 4.4. 

>> ikine(Robot_1, T, [0 0 0 0]) 
For a manipulator with fewer than 6DOF a mask matrix argument should be specified 
??? Error using ==> ikine 
Solution wouldn't converge 
 
>> ikine(Robot_1, T, [200 1 0 1]) 
For a manipulator with fewer than 6DOF a mask matrix argument should be specified 
ans = 
  300.0000    1.2945    0.3491    1.4980 
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Cuadro 4.4. Rutina para evaluar coordenadas generalizadas 

 

 

4.2 Simulación dinámica 

 

El objetivo de esta simulación es obtener los valores de fuerzas y momentos 

requeridos en los actuadores con la finalidad de conseguir un comportamiento deseado 

en el movimiento del robot. Para modelar el comportamiento de este sistema 

mecánico se usó en el Capítulo 3.2 la formulación de Uicker basada en mecánica 

Lagrangiana. 

% Forward kinematic simulation working on a horizontal plane 
% according to a desired behavior 
  
close all; 
clear all; 
clc; 
  
% Initial parameters assumed as in the initial given 
% position 
  
l1=0.500; % in m 
l2=0.500; % in m 
l3=0.100; % in m 
y_0 = 0; % in m 
theta1_0=-0.662059566615; % in radians 
theta2_0=2.86233997327; % in radians  
theta3_0=0.941312246933; % in radians 
  
% Give a value to the velocity of the very first motor 
  
d_theta_1=1.8; % in rad/s 
time=0; % in sec 
  
% Define the time vector in sample interval of 50ms 
  
for k= 1:1:101 
    theta1(k)=theta1_0+(d_theta_1*0.01*(k-1)); 
    alpha(k)=asin((l1*cos(theta1(k))-l3)/l2); 
    theta2(k)=3.1415926-theta1(k)-alpha(k); 
    theta3(k)=3.1415926-theta1(k)-theta2(k); 
    
y(k)=l1*sin(theta1(k))+l2*sin(theta1(k)+theta2(k))+l3*sin(theta1(k)+
theta2(k)+theta3(k)); 
    end 
  
vtime=[0:0.01:1]; 
plot(vtime,theta2,'r:'); hold on; 
xlabel('t(s))');title('Assuming constant velocity in the first 
joint'); 
ylabel('theta(rad) - y(m)'); 
  
plot(vtime,theta3,'g'); hold on; 
plot(vtime,theta1,'b'); hold on; 
plot(vtime,y,'k'); hold off;legend('Theta 2','Theta 3', 'Theta 1', 
'y'); 

 



 
 

53

La simulación realizada sigue la secuencia mostrada en el Diagrama de Flujo que se 

presenta en la Figura 4.3. 

 

 
Figura 4.3. Diagrama de flujo de la simulación dinámica 

 

4.2.1 Simulación de movimiento paralelo al lado mayor 

 

La primera simulación a realizar será la del movimiento más simple, en el cual el 

robot se mueve sólo de manera paralela al lado mayor de la superficie de trabajo como 

se muestra en la Figura 4.4. Con este movimiento el brazo no se cierra ni se abre 

porque sólo se desplaza. 
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(a) (b) 

Figura 4.4. Trayectoria deseada paralela al lado mayor (a)Vista 3D,  (b) Vista 2D  

 

En esta primera simulación sólo será necesario observar la variación de la primera 

coordenada generalizada y de la primera fuerza generalizada, debido a que las demás 

coordenadas generalizadas no variarán, y el torque requerido en los demás actuadores 

será de cero. 

 

Consideraremos el caso en que los valores de las coordenadas generalizadas sean de: 

 

210601000 ttd ×−×+=  

rad294560.1º17.741 ==θ  

rad349038.0º202 ==θ  

rad492780.1º53.853 ==θ  

 

Se ha elegido esta trayectoria porque su movimiento tiene un valor de aceleración 

constante diferente de cero en la primera coordenada generalizada, por lo cual 

esperaríamos ver una fuerza constante requerida para obtener este movimiento. 

 

Se ha elaborado una rutina en MATLAB que se presenta en la sección 4.3 

denominada Rutina 4.1. Los resultados se muestran en las Figuras 4.5 y 4.6. 
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Figura 4.5. Primera coordenada generalizada (d) [mm] en función al tiempo [s] 

 

 

Figura 4.6. Fuerza generalizada (F) [kg × mm/s^2] del primer efector en función al tiempo [s] 

 

Los resultados obtenidos en la simulación están dentro de lo esperado ya que se puede 

apreciar que para la trayectoria requerida se necesita aplicar una fuerza constante. Por 

lo tanto, y habiendo realizado esta primera simulación, se pasará a analizar casos algo 

más complejos. 
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4.2.2 Simulación de movimiento diagonal con el peso a favor del movimiento 

 

En la sección 4.3 aparece la Rutina 4.2 que muestra el cambio que se hace en los 

Datos de Entrada de la Rutina 4.1 para cuando el robot empieza a moverse desde el 

inicio del plano de trabajo según la ley de movimiento descrita en el Capítulo 3.2 que 

es un movimiento a velocidad constante en forma diagonal del efector final, teniendo 

al efecto del peso a favor del movimiento deseado. Dicha trayectoria se muestra en la 

Figura 4.7. 

 

 
 

 
(a) (b) 

Figura 4.7. Trayectoria deseada con el peso a favor del movimiento (a)Vista 3D,  (b) Vista 2D  

 

Los datos que se obtienen del programa implementado son los valores de las 

coordenadas generalizadas deseadas en función del tiempo y los torques requeridos en 

los actuadores a fin de obtener el comportamiento deseado. Dichos resultados se 

presentan en las Figuras 4.8 a 4.15. 
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Figura 4.8. Primera coordenada generalizada (d) [mm] en función al tiempo [s] 

 

 

 

Figura 4.9. Segunda coordenada generalizada (θ1) [rad] en función al tiempo [s] 
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Figura 4.10. Tercera coordenada generalizada (θ2) [rad] en función al tiempo [s] 

 

 
Figura 4.11. Cuarta coordenada generalizada (θ3) [rad] en función al tiempo [s] 
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Figura 4.12. Fuerza generalizada (F) [kg × mm/s^2] del primer efector en función al tiempo [s] 

 

 

 

Figura 4.13. Torque generalizado (T1) [kg × mm^2/s^2] del segundo efector en función al tiempo [s] 
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Figura 4.14. Torque generalizado (T2) [kg × mm^2/s^2] del tercer efector en función al tiempo [s] 

 

 

 
Figura 4.15. Torque generalizado (T3) [kg × mm^2/s^2] del cuarto efector en función al tiempo [s] 
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Los resultados de esta simulación muestran un comportamiento que se podía esperar 

porque al tener una velocidad lineal constante en el sentido paralelo al lado mayor de 

la superficie de trabajo indica que no es necesario aplicar fuerza sobre la base del 

mecanismo, lo cual era un resultado esperado. 

 

Además, el torque requerido en los motores eléctricos disminuye en valor al 

extenderse más el brazo, lo cual tiene sentido porque cuando se abre el brazo aumenta 

el momento ocasionado por los pesos de los eslabones, lo que favorece al movimiento. 

También está el hecho que cuando se abre el brazo se requiere un menor giro en el 

motor para desplazar el efector final a la misma velocidad. 

 

 

4.2.3 Simulación de movimiento diagonal con el peso en contra del movimiento 

 

En este caso se analiza el movimiento para una trayectoria opuesta a la del caso 

anterior como se muestra en la Figura 4.16, en la cual el peso ya no favorezca al 

movimiento sino que esta vez se oponga al mismo. 

 

Los valores requeridos para las coordenadas generalizadas y fuerzas generalizadas se 

muestran a continuación en las Figuras 4.17 a 4.24. 

 

 
  

(a) (b) 

Figura 4.16. Trayectoria deseada con el peso en contra del movimiento (a)Vista 3D,  (b) Vista 2D  

 

Para esta nueva trayectoria deseada se hace un cambio en los Datos de Entrada del 

programa MATLAB, tal y como se muestra en la Rutina 4.3 en la sección 4.3. 
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Figura 4.17. Primera coordenada generalizada (d) [mm] en función al tiempo [s] 

 

 

 

Figura 4.18. Segunda coordenada generalizada (θ1) [rad] en función al tiempo [s] 
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Figura 4.19. Tercera coordenada generalizada (θ2) [rad] en función al tiempo [s] 

 

 

 

Figura 4.20. Cuarta coordenada generalizada (θ3) [rad] en función al tiempo [s] 
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Figura 4.21. Fuerza generalizada (F) [kg × mm/s^2] del primer efector en función al tiempo [s] 

 

 
Figura 4.22. Torque generalizado (T1) [kg × mm^2/s^2] del segundo efector en función al tiempo [s] 
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Figura 4.23. Torque generalizado (T2) [kg × mm^2/s^2] del tercer efector en función al tiempo [s] 

 

 

Figura 4.24. Torque generalizado (T3) [kg × mm^2/s^2] del cuarto efector en función al tiempo [s] 

 

Comparando los resultados de las dos simulaciones realizadas encontramos que los 

comportamientos son opuestos siendo los torques requeridos cuando el efecto de peso 

es contrario al movimiento ligeramente mayores, lo que significa que el peso es poco 

significativo a comparación de las fuerzas de inercia requeridas para esta clase de 

mecanismos en donde los eslabones son largos y livianos. 
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4.2.4 Simulación de movimiento más exigido para selección de actuadores 

 

La información que brinda el estudio del movimiento más exigido es fundamental 

para la selección de los actuadores, por ello consideraremos un caso en el que se 

necesite llegar a la velocidad máxima de trabajo definida en el Capítulo 2 como 80 

mm/min en un tiempo razonable, que en este caso se ha considerado en 0.5 segundos, 

valor que puede cambiar según la aplicación. En este caso, como no se tiene un 

tiempo de puesta en marcha muy exigido este valor se ajusta a las necesidades. 

 

En este caso se está considerando que se desplace en una línea recta llegando a la 

velocidad máxima de trabajo. Esta disposición de la velocidad es elegida porque el 

robot empezará su movimiento desde el reposo y luego acelerará hasta alcanzar la 

velocidad requerida, la cual se deseará mantener constante durante el trabajo. 

 

 
Figura 4.25. Velocidad deseada en función del tiempo 

 

Para analizar los dos casos más críticos para los actuadores vamos a considerar que la 

velocidad en ambos ejes debe llegar a ser máxima en 0.5 segundos, con lo cual ambas 

trayectorias se podrían definir como: 

 

[mm] t3333.1yy 2
0 ×−=  

[mm] t3333.1zz 2
0 ×−=  

 

Los valores presentados se han reemplazado en la Rutina 4.4 en la sección 4.3 para 

realizar una nueva simulación. En dicha simulación se puede notar que la velocidad es 
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negativa lo cual significa que trata del movimiento de retorno, en el cual el valor de 

las coordenadas generalizadas angulares está disminuyendo. 

 

 

Figura 4.26. Fuerza generalizada (F) [kg × mm/s^2] del primer efector en función al tiempo [0.1 x s] 

 

 

 

 
Figura 4.27. Torque generalizado (T1) [kg × mm^2/s^2] del segundo efector en función al tiempo [0.1s] 
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Figura 4.28. Torque generalizado (T2) [kg × mm^2/s^2] del tercer efector en función al tiempo [0.1s] 

 

 

 
Figura 4.29. Torque generalizado (T3) [kg × mm^2/s^2] del cuarto efector en función al tiempo [0.1s] 

 

El resultado de esta simulación cobrará importancia cuando se realice la selección de 

actuadores en el proceso del diseño mecánico en donde se tendrá que comprobar que 

ellos sean capaces de alcanzar el torque y velocidad máximos requeridos para esta 

aplicación. Ambos datos pueden obtenerse de los resultados de estas simulaciones. 
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4.3 Rutinas para Simulación 

 
Rutina 4.1: Código para simulación dinámica para movimiento paralelo al lado mayor 
 

 
 

% Aplicación del algoritmo computacional de Lagrange para obtener 
% el modelo dinámico del robot de 4 grados de libertad 
  
%                          DATOS DE ENTRADA 
%======================================================================== 
 
% Parámetros dimensionales del mecanismo 
  
l1=500; % in mm 
l2=500; % in mm 
l3=100; % in mm 
g=9810; % in mm/s^2 
G=[-g 0 0 0]; 
 
% Ahora se necesita definir la matriz de pseudo incercia tomando como  
% base las propiedades físicas de los eslabones, actuadores, juntas y 
% todos los cuerpos cuya inercia influye en la ecuación de movimiento 
% (En este ejemplo se están usando valores aproximados que no  
% necesariamente representan el valor verdadero de inercia del robot  
% real. Estos valores se han calculado tomando paralelepípedos metálicos  
% de las longitudes determinadas) 
  
m1=3; % in kg 
m2=6.28; % in kg 
m3=6.28; % in kg 
m4=1.26; % in kg 
 
% Inercias en kg*mm^2/s^2 de los eslabones incluyendo actuadores y 
contrapesos 
 
J1=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 m1]; 
J2=[523333.33 0 0 1570; 0 837.33 0 0; 0 0 837.33 0; 1570 0 0 m2]; 
J3=[523333.33 0 0 1570; 0 837.33 0 0; 0 0 837.33 0; 1570 0 0 m3]; 
J4=[4200 0 0 63; 0 168 0 0; 0 0 168 0; 63 0 0 m4];  
  
% Definición simbólica de la trayectoria cuando el actuador tiene  
% movimiento paralelo al lado mayor, d=1000+40*t-20*t^2 
 
sq1='1000+40*t-20*t^2'; 
sq2='1.2945602'; 
sq3='0.349038'; 
sq4='1.492780';  
 
%                  RUTINA PARA SIMULACION NUMERICA 
%======================================================================== 
 
% Cálculo de velocidades y aceleraciones 
  
sqd1=diff(sq1, 't'); sqdd1=diff(sqd1, 't'); 
sqd2=diff(sq2, 't'); sqdd2=diff(sqd2, 't'); 
sqd3=diff(sq3, 't'); sqdd3=diff(sqd3, 't'); 
sqd4=diff(sq4, 't'); sqdd4=diff(sqd4, 't'); 
  
% Bucle de tiempo 
  
for tk=1:1:50; 
t=(tk - 1)/10;  
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U21=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 1; 0 0 0 0]; 
U22=[-sin(q2) -cos(q2) 0 -l1*sin(q2); cos(q2) -sin(q2) 0 l1*cos(q2); 0 0 
0 0; 0 0 0 0]; 
U23=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U24=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U31=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 1; 0 0 0 0]; 
U32=[-sin(q2+q3) -cos(q2+q3) 0 -l1*sin(q2)-l2*sin(q2+q3); cos(q2+q3) -
sin(q2+q3) 0 l1*cos(q2)+l2*cos(q2+q3); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U33=[-sin(q2+q3) -cos(q2+q3) 0 -l2*sin(q2+q3); cos(q2+q3) -sin(q2+q3) 0 
l2*cos(q2+q3); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U34=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U41=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 1; 0 0 0 0]; 
U42=[-sin(q2+q3+q4) -cos(q2+q3+q4) 0 -l1*sin(q2)-l2*sin(q2+q3)-
l3*sin(q2+q3+q4); cos(q2+q3+q4) -sin(q2+q3+q4) 0 
l1*cos(q2)+l2*cos(q2+q3)+l3*cos(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U43=[-sin(q2+q3+q4) -cos(q2+q3+q4) 0 -l2*sin(q2+q3)-l3*sin(q2+q3+q4); 
cos(q2+q3+q4) -sin(q2+q3+q4) 0 l2*cos(q2+q3)+l3*cos(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 
0 0 0]; 
U44=[-sin(q2+q3+q4) -cos(q2+q3+q4) 0 -l3*sin(q2+q3+q4); cos(q2+q3+q4) -
sin(q2+q3+q4) 0 l3*cos(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
 
U111=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U112=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U113=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U114=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
 
U121=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U122=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U123=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U124=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
 
U131=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U132=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U133=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U134=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
 
U141=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U142=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U143=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U144=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
 
U211=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U212=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U213=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U214=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U221=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U222=[-cos(q2) sin(q2) 0 -l1*cos(q2); -sin(q2) -cos(q2) 0 -l1*sin(q2); 0 
0 0 0; 0 0 0 0]; 
U223=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U224=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U231=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U232=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U233=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U234=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U241=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U242=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U243=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U244=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
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U311=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U312=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U313=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U314=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U321=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U322=[-cos(q2+q3) sin(q2+q3) 0 -l1*cos(q2)-l2*cos(q2+q3); -sin(q2+q3) -
cos(q2+q3) 0 -l1*sin(q2)-l2*sin(q2+q3); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U323=[-cos(q2+q3) sin(q2+q3) 0 -l2*cos(q2+q3); -sin(q2+q3) -cos(q2+q3) 0 
-l2*sin(q2+q3); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U324=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U331=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U332=[-cos(q2+q3) sin(q2+q3) 0 -l2*cos(q2+q3); -sin(q2+q3) -cos(q2+q3) 0 
-l2*sin(q2+q3); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U333=[-cos(q2+q3) sin(q2+q3) 0 -l2*cos(q2+q3); -sin(q2+q3) -cos(q2+q3) 0 
-l2*sin(q2+q3); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U334=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U341=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U342=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U343=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U344=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U411=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U412=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U413=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U414=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U421=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U422=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q3+q4) 0 -l1*cos(q2)-l2*cos(q2+q3)-
l3*cos(q2+q3+q4); -sin(q2+q3+q4) -cos(q2+q3+q4) 0 -l1*sin(q2)-
l2*sin(q2+q3)-l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U423=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q3+q4) 0 -l2*cos(q2+q3)-l3*cos(q2+q3+q4); -
sin(q2+q3+q4) -cos(q2+q3+q4) 0 -l2*sin(q2+q3)-l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 
0 0 0 0]; 
U424=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
 
U431=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U432=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q3+q4) 0 -l2*cos(q2+q3)-l3*cos(q2+q3+q4); -
sin(q2+q3+q4) -cos(q2+q3+q4) 0 -l2*sin(q2+q3)-l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 
0 0 0 0]; 
U433=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q3+q4) 0 -l2*cos(q2+q3)-l3*cos(q2+q3+q4); -
sin(q2+q3+q4) -cos(q2+q3+q4) 0 -l2*sin(q2+q3)-l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 
0 0 0 0]; 
U434=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q3+q4) 0 -l3*cos(q2+q3+q4); -sin(q2+q3+q4) -
cos(q2+q3+q4) 0 -l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
  
U441=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U442=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q3+q4) 0 -l3*cos(q2+q3+q4); -sin(q2+q3+q4) -
cos(q2+q3+q4) 0 -l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U443=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q3+q4) 0 -l3*cos(q2+q3+q4); -sin(q2+q3+q4) -
cos(q2+q3+q4) 0 -l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
U444=[-cos(q2+q3+q4) sin(q2+q2+q4) 0 -l3*cos(q2+q3+q4); -sin(q2+q3+q4) -
cos(q2+q3+q4) 0 -l3*sin(q2+q3+q4); 0 0 0 0; 0 0 0 0]; 
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% Matriz de inercia D 
  
D(1,1)=trace(U11*J1*(U11'))+trace(U21*J2*(U21'))+trace(U31*J3*(U31'))+tra
ce(U41*J4*(U41')); 
D(1,2)=trace(U22*J2*(U21'))+trace(U32*J3*(U31'))+trace(U42*J4*(U41')); 
D(1,3)=trace(U33*J3*(U31'))+trace(U43*J4*(U41')); 
D(1,4)=trace(U44*J4*(U41')); 
  
D(2,1)=trace(U21*J2*(U22'))+trace(U31*J3*(U32'))+trace(U41*J4*(U42')); 
D(2,2)=trace(U22*J2*(U22'))+trace(U32*J3*(U32'))+trace(U42*J4*(U42')); 
D(2,3)=trace(U33*J3*(U32'))+trace(U43*J4*(U42')); 
D(2,4)=trace(U44*J4*(U42')); 
  
D(3,1)=trace(U31*J3*(U33'))+trace(U41*J4*(U43')); 
D(3,2)=trace(U32*J3*(U33'))+trace(U42*J4*(U43')); 
D(3,3)=trace(U33*J3*(U33'))+trace(U43*J4*(U43')); 
D(3,4)=trace(U44*J4*(U43')); 
  
D(4,1)=trace(U41*J4*(U44')); 
D(4,2)=trace(U42*J4*(U44')); 
D(4,3)=trace(U43*J4*(U44')); 
D(4,4)=trace(U44*J4*(U44')); 
 
% Términos hikm 
  
h111=trace(U111*J1*(U11'))+trace(U211*J2*(U21'))+trace(U311*J3*(U31'))+tr
ace(U411*J4*(U41')); 
h112=trace(U212*J2*(U21'))+trace(U312*J3*(U31'))+trace(U412*J4*(U41')); 
h113=trace(U313*J3*(U31'))+trace(U413*J4*(U41')); 
h114=trace(U414*J4*(U41')); 
  
h121=trace(U221*J2*(U21'))+trace(U321*J3*(U31'))+trace(U421*J4*(U41')); 
h122=trace(U222*J2*(U21'))+trace(U322*J3*(U31'))+trace(U422*J4*(U41')); 
h123=trace(U323*J3*(U31'))+trace(U423*J4*(U41')); 
h124=trace(U424*J4*(U41')); 
  
h131=trace(U331*J3*(U31'))+trace(U431*J4*(U41')); 
h132=trace(U332*J3*(U31'))+trace(U432*J4*(U41')); 
h133=trace(U333*J3*(U31'))+trace(U433*J4*(U41')); 
h134=trace(U434*J4*(U41')); 
  
h141=trace(U441*J4*(U41')); 
h142=trace(U442*J4*(U41')); 
h143=trace(U443*J4*(U41')); 
h144=trace(U444*J4*(U41')); 
 
h211=trace(U211*J2*(U22'))+trace(U311*J3*(U32'))+trace(U411*J4*(U42')); 
h212=trace(U212*J2*(U22'))+trace(U412*J3*(U32'))+trace(U412*J4*(U42')); 
h213=trace(U313*J3*(U22'))+trace(U413*J4*(U42')); 
h214=trace(U414*J4*(U42')); 
  
h221=trace(U221*J2*(U22'))+trace(U321*J3*(U32'))+trace(U421*J4*(U42')); 
h222=trace(U222*J2*(U22'))+trace(U322*J3*(U32'))+trace(U422*J4*(U42')); 
h223=trace(U323*J3*(U32'))+trace(U423*J4*(U42')); 
h224=trace(U424*J4*(U42')); 
 
h231=trace(U331*J3*(U32'))+trace(U431*J4*(U42')); 
h232=trace(U332*J3*(U32'))+trace(U432*J4*(U42')); 
h233=trace(U333*J3*(U32'))+trace(U433*J4*(U42')); 
h234=trace(U434*J4*(U42')); 
  
h241=trace(U441*J4*(U42')); 
h242=trace(U442*J4*(U42')); 
h243=trace(U443*J4*(U42')); 
h244=trace(U444*J4*(U42')); 
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h311=trace(U311*J3*(U33'))+trace(U411*J4*(U43')); 
h312=trace(U312*J3*(U33'))+trace(U412*J4*(U43')); 
h313=trace(U313*J3*(U33'))+trace(U413*J4*(U43')); 
h314=trace(U414*J4*(U43')); 
  
h321=trace(U321*J3*(U33'))+trace(U421*J4*(U43')); 
h322=trace(U322*J3*(U33'))+trace(U422*J4*(U43')); 
h323=trace(U323*J3*(U33'))+trace(U423*J4*(U43')); 
h324=trace(U424*J4*(U43')); 
  
h331=trace(U331*J3*(U33'))+trace(U431*J4*(U43')); 
h332=trace(U332*J3*(U33'))+trace(U432*J4*(U43')); 
h333=trace(U333*J3*(U33'))+trace(U433*J4*(U43')); 
h334=trace(U434*J4*(U43')); 
 
h341=trace(U341*J3*(U33'))+trace(U441*J4*(U43')); 
h342=trace(U342*J3*(U33'))+trace(U442*J4*(U43')); 
h343=trace(U343*J3*(U33'))+trace(U443*J4*(U43')); 
h344=trace(U444*J4*(U43')); 
 
h411=trace(U411*J4*(U44')); 
h412=trace(U412*J4*(U44')); 
h413=trace(U413*J4*(U44')); 
h414=trace(U414*J4*(U44')); 
  
h421=trace(U421*J4*(U44')); 
h422=trace(U422*J4*(U44')); 
h423=trace(U423*J4*(U44')); 
h424=trace(U424*J4*(U44')); 
  
h431=trace(U431*J4*(U44')); 
h432=trace(U432*J4*(U44')); 
h433=trace(U433*J4*(U44')); 
h434=trace(U434*J4*(U44')); 
  
h441=trace(U441*J4*(U44')); 
h442=trace(U442*J4*(U44')); 
h443=trace(U443*J4*(U44')); 
h444=trace(U444*J4*(U44')); 
 
% Matriz de aceleraciones centrípeta y de Coriolis 
  
H(1,1)=h111*qd1*qd1+h121*qd2*qd1+h131*qd3*qd1+h141*qd4*qd1+h112*qd1*qd2+
h122*qd2*qd2+h132*qd3*qd2+h142*qd4*qd2+h113*qd1*qd3+h123*qd2*qd3+h133*qd
3*qd3+h143*qd4*qd3+h114*qd1*qd4+h124*qd2*qd4+h134*qd3*qd4+h144*qd4*qd4; 
H(2,1)=h211*qd1*qd1+h221*qd2*qd1+h231*qd3*qd1+h241*qd4*qd1+h212*qd1*qd2+
h222*qd2*qd2+h232*qd3*qd2+h242*qd4*qd2+h213*qd1*qd3+h223*qd2*qd3+h233*qd
3*qd3+h243*qd4*qd3+h214*qd1*qd4+h224*qd2*qd4+h234*qd3*qd4+h244*qd4*qd4; 
H(3,1)=h311*qd1*qd1+h321*qd2*qd1+h331*qd3*qd1+h341*qd4*qd1+h312*qd1*qd2+
h322*qd2*qd2+h332*qd3*qd2+h342*qd4*qd2+h313*qd1*qd3+h323*qd2*qd3+h333*qd
3*qd3+h343*qd4*qd3+h314*qd1*qd4+h324*qd2*qd4+h334*qd3*qd4+h344*qd4*qd4; 
H(4,1)=h411*qd1*qd1+h421*qd2*qd1+h431*qd3*qd1+h441*qd4*qd1+h412*qd1*qd2+
h422*qd2*qd2+h432*qd3*qd2+h442*qd4*qd2+h413*qd1*qd3+h423*qd2*qd3+h433*qd
3*qd3+h443*qd4*qd3+h414*qd1*qd4+h424*qd2*qd4+h434*qd3*qd4+h444*qd4*qd4; 
 
% Cálculo de la matriz de gravedad C 
  
r11=[0 0 0 1]'; 
r22=[l1*cos(q2)/2 l1*sin(q2)/2 0 1]'; 
r33=[l2*cos(q3)/2 l2*sin(q3)/2 0 1]'; 
r44=[l3*cos(q4)/2 l3*sin(q4)/2 0 1]'; 
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C(1,1)=-m1*G*U11*r11-m2*G*U21*r22-m3*G*U31*r33-m4*G*U41*r44; 
C(2,1)=-m1*G*U12*r11-m2*G*U22*r22-m3*G*U32*r33-m4*G*U42*r44; 
C(3,1)=-m1*G*U13*r11-m2*G*U23*r22-m3*G*U33*r33-m4*G*U43*r44; 
C(4,1)=-m1*G*U14*r11-m2*G*U24*r22-m3*G*U34*r33-m4*G*U44*r44; 
  
PARES(:,tk)=D*[qdd1; qdd2; qdd3; qdd4]+H+C; 
  
end  
 
% fin del bucle de tiempo 
  
 
% Ploteo de los resultados de la simulación 
  
subplot(4,2,1), plot(Q1), grid, title('q1=d'), hold 
subplot(4,2,2), 
plot(PARES(1,:)), grid, title('FUERZA Q1 Alg. Lagrange'), hold 
subplot(4,2,3), plot(Q2), grid, title('q2=theta1'), hold 
subplot(4,2,4), 
plot(PARES(2,:)), grid, title('TORQUE Q2 Alg. Lagrange'), hold 
subplot(4,2,5), plot(Q3), grid, title('q3=theta2'), hold 
subplot(4,2,6), 
plot(PARES(3,:)), grid, title('TORQUE Q3 Alg. Lagrange'), hold 
subplot(4,2,7), plot(Q4), grid, title('q4=theta3'), hold 
subplot(4,2,8), 
plot(PARES(4,:)), grid, title('TORQUE Q4 Alg. Lagrange'), hold 
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Rutina 4.2: Modificación a los datos de entrada cuando simulación cuando el peso 

está a favor del movimiento 

 

 

 

 

Rutina 4.3: Modificación a los datos de entrada para simulación cuando el peso se 

opone al movimiento 

 
 
 

Rutina 4.4: Modificación a los datos de entrada para analizar el caso más crítico 

 

 

% Definición simbólica de la trayectoria considerando el movimiento  
% longitudinal como d=20*t y el transversal como 30*t+100 
 
sq1='20*t'; 
sq2='1.57079632679490-atan(l2*sin(acos((l3^2+(30*t+100)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2)))/(l1+((l3^2+(30*t+100)^2-l1^2-l2^2)/(2*l1*l2))))-
atan(l3/(100+30*t))'; 
sq3='acos((l3^2+(30*t+100)^2-l1^2-l2^2)/(2*l1*l2))'; 
sq4='1.57079632679490+atan(l2*sin(acos((l3^2+(30*t+100)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2)))/(l1+((l3^2+(30*t+100)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2))))+atan(l3/(100+30*t))-acos((l3^2+(30*t+100)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2))'; 

% Definición simbólica de la trayectoria considerando el movimiento  
% longitudinal como d=400-20*t y el transversal como 700-30*t 
 
sq1='400-20*t'; 
sq2='1.57079632679490-atan(l2*sin(acos((l3^2+(700-30*t)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2)))/(l1+((l3^2+(700-30*t)^2-l1^2-l2^2)/(2*l1*l2))))-
atan(l3/(700-30*t))'; 
sq3='acos((l3^2+(700-30*t)^2-l1^2-l2^2)/(2*l1*l2))'; 
sq4='1.57079632679490+atan(l2*sin(acos((l3^2+(700-30*t)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2)))/(l1+((l3^2+(700-30*t)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2))))+atan(l3/(700-30*t))-acos((l3^2+(700-30*t)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2))'; 

% Definición simbólica de la trayectoria considerando el movimiento  
% longitudinal como d=400-1.3333*t^2 y el transversal como 700-1.3333*t^2  
 
sq1='400-1.3333*t^2'; 
sq2='1.57079632679490-atan(l2*sin(acos((l3^2+(700-1.3333*t^2)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2)))/(l1+((l3^2+(700-1.3333*t^2)^2-l1^2-l2^2)/(2*l1*l2))))-
atan(l3/(700-1.3333*t^2))'; 
sq3='acos((l3^2+(700-1.3333*t^2)^2-l1^2-l2^2)/(2*l1*l2))'; 
sq4='1.57079632679490+atan(l2*sin(acos((l3^2+(700-1.3333*t^2)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2)))/(l1+((l3^2+(700-1.3333*t^2)^2-l1^2-
l2^2)/(2*l1*l2))))+atan(l3/(700-1.3333*t^2))-acos((l3^2+(700-
1.3333*t^2)^2-l1^2-l2^2)/(2*l1*l2))'; 
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OBERVACIONES Y RECOMENDACIONES  

 

1. Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de los robots pueden obtenerse tanto 

por ecuaciones vectoriales como por ecuaciones escalares; sin embargo, el usar 

ecuaciones vectoriales como las ecuaciones de Newton complica la programación 

de una rutina para poder simular el movimiento del robot. Esto no ocurre cuando 

se usan métodos como las ecuaciones de Lagrange en donde el trabajar con 

ecuaciones escalares facilita el trabajo con herramientas computacionales. 

 

2. El uso de MATLAB para realizar el cálculo de la dinámica puede resultar un poco 

complicado debido al entorno poco amigable en el cual se trabaja con líneas de 

comando. Probablemente el uso de un programa de entorno más amigable, como 

es el caso del Mathcad por ejemplo, pudo haber simplificado el cálculo. 

 

3. En la simulación dinámica realizada en el presente trabajo se analizó sólo el 

movimiento durante el trabajo del robot, es decir cuando el efector final se 

desplaza en un plano horizontal. Se recomienda para un futuro trabajo analizar 

también el movimiento del robot cuando el efector final aún no se ha ubicado en el 

plano de trabajo y, por lo tanto, tiene también movimiento en el eje vertical. 

 
4. En el diseño de la cadena cinemática a usar se recomienda intentar el uso de un 

mecanismo cartesiano en vez de un robot articular, debido a las ventajas que 

presentan los robots cartesianos para el trabajo en plano siendo sus principales 

desventajas su mayor tamaño y su dificultad para trabajar con piezas de gran 

altura. 

 

5. Se recomienda para un trabajo a futuro considerar también el efecto de la fricción 

el la dinámica de este tipo de mecanismos. Los efectos de fricción se verían 

reflejados como otra fuerza no conservativa que se incluiría en las ecuaciones de 

Lagrange. 

 
6. En la búsqueda de un modelo matemático para describir el movimiento del robot 

se exploraron muchas posibilidades, dentro de las cuales estaban también los Bond 

Graphs, que permiten modelar no sólo la dinámica de mecanismo sino también a 
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los actuadores. Al obtener un modelo con este método se pudo notar cuánto se 

complicaba el modelo debido principalmente a la presencia de modulación en las 

relaciones de transformación de energía, por ese motivo se decidió desistir y 

continuar trabajando el modelo matemático tomando como base las formulaciones 

de Denavit Hartenberg y de Uicker. Sin embargo, se recomienda que se explore 

esta posibilidad para el estudio de robots cartesianos en los cuales el efecto de esta 

modulación no está presente. 
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CONCLUSIONES 

 

1. En el presente trabajo se ha elaborado un programa en MATLAB para trabajar las 

ecuaciones de movimiento de un robot articular de cuatro grados de libertad como 

contribución a un proyecto multidisciplinario de diseño de un robot para corte de 

madera usando láser. El programa toma como datos de entrada los pesos e inercias 

de los eslabones incluyendo actuadores y la trayectoria deseada para el efector 

final para obtener como respuesta los valores de fuerzas y momentos requeridos 

en los motores para lograr que el robot cumpla con el comportamiento deseado. 

 

2. El comportamiento del modelo en las simulaciones estuvo dentro de lo esperado 

para los distintos casos estudiados siguiendo las tendencias de crecimiento y 

decrecimiento esperadas en los casos mostrados en el Capítulo 4.2. Estos 

resultados de torques requeridos, en especial los de la simulación en el caso 

considerado más crítico, serán útiles para dimensionar los actuadores del robot 

cuando se empiece el proceso de diseño mecánico. El resultado de esta 

modelación matemática sirve también para el sistema de control del robot, ya que 

al definir la trayectoria deseada se obtiene información del torque requerido en los 

motores, lo cual serviría a su vez como una señal de referencia que describa el 

comportamiento deseado para el sistema de control. 

 
3. El método aplicado en la obtención del modelo matemático está basado en los 

algoritmos de Denavit Hartenberg y de Uicker. Estos métodos permiten que la 

rutina MATLAB pueda ser utilizada para hacer simulaciones de movimiento de 

otros robots haciendo cambios las sub rutinas correspondientes a los parámetros de 

Denavit Hartenberg y las matrices de inercia. 

 
4. El desarrollo del programa ha comprobado la facilidad que brinda el uso de 

métodos computacionales para el estudio de la mecánica de cuerpos rígidos, 

aplicado en este caso a la Robótica, para realizar cálculos a gran velocidad que es 

lo que nos permitió poder evaluar las fuerzas dinámicas en nuestro mecanismo. 
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