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ANEXO 1: PARÁMETROS CINEMÁTICOS 

Los parámetros cinemáticos originales, tomados del libro de Winter [26], se muestran 

en la matriz siguiente: 

 

 

(A1.1) 

 
 
 

La matriz utilizada en el diseño del rehabilitador se calcula al multiplicar los valores 

anteriores por el factor ὅ. Los resultados se muestran en (A1.3). 

 
ὖὅὓ ὖὅὓͅέὶὭὫὭὲὥὰὅz  (A1.2) 

 
  

[rad/s2] [m/s2] [m/s2] [°] 
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ANEXO 2: CÁLCULO DE MASA E INERCIA 

 
A2.1. Masa extremidades inferiores: 
 
Las longitudes del muslo, pierna y pie de un humano en función de su altura, se muestra 

en la figura siguiente: 

 

 
Figura A1.1. Dimensiones extremidad inferior 

 

Los valores se calculan con las ecuaciones del libro de Winter [26], para un niño de 42 

kg. 

ὓ πȢρz ά đ τȢς ὯὫ 

ὓ πȢπτφυzά đ ρȢωυσ ὯὫ 

ὓ πȢρτυzά đ πȢφπω ὯὫ 

 
A2.2. Masa plataforma y placa de apoyo: 
 
La masa de la plataforma se halla en base a las dimensiones preliminares y 

considerando un espesor de 3/8ò y material aluminio.  

 

ὓ ” ὠz ςχππ
ὯὫ

ά
πzȢππρρςά σȢπςτ ὯὫ 

 
En otra parte, hay incluir el peso de la plancha de apoyo del pie. Aquella se considerará 

de dimensiones 150x565x9.525 mm y como material aluminio.  

 

ὓ ” ὠz ςχππ
ὯὫ

ά
πzȢπππψρά ςȢρψπ ὯὫ 
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A2.3. Inercia extremidades inferiores: 
 
Los radios de giros respecto a su centro de masa, necesarios en el cálculo de las 

inercias se hallan con las dimensiones de cada elemento (figura A2.1). 

 
Ὧ Ⱦ πȢσςσzὌ πȢρρψχ ά 

Ὧ Ⱦ πȢσπςzὌ πȢρρρτ ά 

Ὧ Ⱦ πȢτχυzὌ πȢρρρτ ά 

 
Los momentos de inercia de respecto a su centro de masa se calculan así: 

 

Ὅ ὓ Ὧz πȢπυως ὯὫȢά  

Ὅ Ⱦ ὓ Ὧz πȢπςτςτ ὯὫȢά  

Ὅ Ⱦ ὓ Ὧz πȢππχωρ ὯὫȢά  

 
Sin embargo, es preciso llevar cada uno de los valores de inercia ya calculado, al centro 

de masa de la plataforma. Para ello, se utilizará la fórmula de Steiner teniendo en cuenta 

la distancia entre el centro de masa del pie, muslo y pierna hasta el centro de masa de 

la plataforma. Los valores se calculan de la siguiente manera. 

 

Ὅ πȢπυωςτȢςz πȢφρωςρȢφφω ὯὫȢά  

Ὅ πȢπςτςτρȢωυσzπȢςυχψ πȢρψφ ὯὫȢά  

Ὅ πȢππχωρπȢφπωzπȢπστςτπȢππψφ ὯὫȢά  

 
A2.4. Inercia plataforma y placa de apoyo  
 
Las inercias de la plataforma y plancha de apoyo se hallarán mediante el programa 

SolidWorks. 

Ὅ Ⱦ πȢπςψυφ ὯὫȢά  

Ὅ Ⱦ πȢππτρπ ὯὫȢά  
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Figura A2.2. Distancias miembros inferiores hacia CM plataforma 
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ANEXO 3: COORDENADAS DEL TALÓN Y DEDO PULGAR 

Las coordenadas de ambos puntos para una longitud de paso de 400 mm se reúnen en 

la matriz siguiente: 

 

 

(A3.1) 

 
  

[mm] [mm] [mm] 
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ANEXO 4: PROGRAMAS UBICACIÓN ARTICULACIÓN ESFÉRICA 

Los programas realizados para la ubicación de las articulaciones esféricas S2, S3 y S4 

según la nomenclatura ya descrita se muestra a continuación se muestran a 

continuación: 

 

 

 

S3 = 
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S4 = 
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ANEXO 5: RELACIÓN ENTRE DIMENSIONES Lp Y dp DE LA PLATAFORMA 

El espacio entre la dimensión de del hexágono ὖ (Ὠ ) y el lado mayor del hexágono ὄ 

se calculará según la figura a continuación: 

 

 
Figura A5.1. Hexágonos ὖ y ὄ. Vista superior. 

 

De lo anterior: 

 

ὢ ὕὙ ὕὙ  (A5.1) 

 

Por semejanza de triángulos: 

 

ὐὌ
ςὒ Ὠ Ѝσ

ς
 (A5.2) 

 

El punto O viene a ser el baricentro de los hexágonos irregulares y por propiedad de 

éstos: 

 

ὕὌ
ς

σ
ὐὌ

ςὒ Ὠ Ѝσ

σ
 (A5.3) 

 

La altura ὌὙ  es igual a: 

 

ὌὙ
ὒ

ς
Ѝσ (A5.4) 

 

El segmento ὕὙ  se puede hallar al restar a ὕὌ  la altura ὌὙ : 
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ὕὙ
ςὒ Ὠ Ѝσ

σ

ὒ

ς
Ѝσ

Ѝσ

φ
ὒ ςὨ  (A5.5) 

 

Extrapolando la expresión anterior para el hexágono ὖ: 
 

ὕὙ
Ѝσ

φ
Ὠ ςὒ  (A5.6) 

 

Por condición: 
ὢ π 

Ѝσ

φ
ὒ ςὨ

Ѝσ

φ
Ὠ ςὒ π 

ὒ
ὒ ςὨ Ὠ

ς
 

 

Al reemplazar valores del hexágono ὄ: 
 

ὒ
ωφπὨ

ς
 (A5.7) 

 

Por otro lado, el valor inicial de la dimensión Ὠ  que evita interferencias de los apoyos 

de las articulaciones esféricas es 190 mm. 

 

 
Figura A5.2. Valor mínimo Ὠ  para evitar interferencias entre apoyos. 
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ANEXO 6: PROGRAMA ○▄►░█░╬╪╬░▫▪╛ͅ 
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ANEXO 7: PROGRAMA ╬▐▄╬▓╪ͅ▪▌◊■▫ 

 

 

 
 
Por ejemplo, para el siguiente arreglo de valores se tienen valores menores a 60° sólo en una combinación (56.7°, ver recuadro) y un torque 

mayor de -97.4 Nm. 
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ANEXO 8: PROGRAMA ╪▪▌◊■▫►ͅ▫◄◊■╪ 
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ANEXO 9: RESUMEN DE CÁLCULO DE ITERACIONES 

En la tabla siguiente se muestran los resultados como producto de las iteraciones para 

la determinación de las dimensiones del rehabilitador; para lo cual, se basó en las 

consideración es expuestas en la página 57 del documento principal de la tesis.  

 
Tabla A6.1 

 

 dp Lp r H L Co Tmax ɗ min (Á) ɗ max (Á) 

1 256 350 105 368 451 0.2 -107.0 -66.7 78.3 

2 258 350 105 367 449 0.2 -105.5 -73.2 73.2 

3 262 350 105 374 456 0.2 -110.1 -72.7 73.6 

4 240 352 105 295 383 0.2 -78.5 -67.3 74.8 

5 240 352 105 337 424 0.2 -92.4 -79.0 79.8 

6 240 352 105 361 442 0.2 -96.3 -75.7 75.5 

7 242 352 105 277 365 0.2 -73.2 -63.0 79.6 

8 242 352 105 306 393 0.2 -82.3 -70.0 75.1 

9 242 352 105 321 409 0.2 -88.5 -72.5 75.0 

10 242 352 105 352 436 0.2 -96.3 -76.5 73.7 

11 244 352 105 282 370 0.2 -75.5 -63.7 73.6 

12 244 352 105 355 440 0.2 -99.9 -64.2 78.8 

13 245 352 105 313 398 0.2 -83.9 -61.5 79.0 

14 245 352 105 345 429 0.2 -94.7 -59.4 78.2 

15 246 352 105 310 395 0.2 -83.3 -67.7 76.4 

16 248 352 105 350 435 0.2 -98.8 -68.7 71.3 

17 248 352 105 350 435 0.2 -85.3 -68.7 71.3 

18 248 352 105 350 435 0.2 -92.1 -68.7 71.3 

19 254 352 105 329 414 0.2 -91.6 -71.0 73.2 

20 254 352 105 366 450 0.2 -91.6 -63.5 72.3 

21 260 352 105 398 481 0.2 -123.0 -57.7 68.9 

22 260 352 105 398 481 0.2 -105.9 -57.7 68.9 

23 260 352 105 398 481 0.2 -88.8 -57.7 68.9 

24 266 352 105 474 552 0.2 -113.1 -68.1 57.1 

25 236 354 105 321 410 0.2 -63.8 -51.8 70.0 

26 236 354 105 321 410 0.2 -87.5 -51.8 70.0 

27 235 354 105 323 408 0.2 -85.1 -65.0 67.7 

28 230 354 105 355 445 0.2 -100.1 -63.5 69.1 

29 230 354 105 355 445 0.2 -85.9 -63.5 69.1 

30 255 354 105 432 513 0.2 -96.1 -48.6 64.2 

31 200 355 105 369 466 0.2 -72.4 -62.9 68.4 

32 200 355 105 369 466 0.2 -99.9 -62.9 68.4 

33 206 355 105 431 505 0.2 -105.5 -62.9 66.2 

34 206 355 105 431 505 0.2 -90.1 -62.9 66.2 

35 210 355 105 435 524 0.2 -105.5 -49.3 66.1 



17 
 

 

 dp Lp r H L Co Tmax ɗ min (Á) ɗ max (Á) 

36 214 355 105 459 545 0.2 -112.2 -36.7 67.4 

37 218 355 105 465 538 0.2 -102.5 -48.7 63.7 

38 218 355 105 465 538 0.2 -85.3 -48.7 63.7 

39 220 355 105 412 490 0.2 -106.3 -64.3 63.6 

40 220 355 105 412 490 0.2 -91.6 -64.3 63.6 

41 220 355 105 412 490 0.2 -76.2 -64.3 63.6 

42 220 355 105 520 597 0.2 -105.5 -47.9 63.4 

43 225 355 105 575 650 0.2 -122.2 -54.4 58.9 

44 226 355 105 413 502 0.2 -87.8 -66.9 68.0 

45 226 355 105 413 502 0.2 -104.7 -66.9 68.0 

46 230 355 105 556 635 0.2 -151.7 -55.9 62.5 

47 232 355 105 496 570 0.2 -120.1 -60.3 65.4 

48 236 355 105 489 568 0.2 -125.5 -64.4 63.8 

49 236 355 105 489 568 0.2 -83.1 -64.4 63.8 

50 242 355 105 500 581 0.2 -92.6 -58.8 62.5 

51 242 355 105 500 581 0.2 -139.6 -58.8 62.5 

52 244 355 105 555 628 0.2 -147.8 -54.5 61.3 

53 248 355 105 454 536 0.2 -123.4 -49.4 55.2 

54 248 355 105 454 536 0.2 -82.6 -49.4 55.2 

55 248 355 105 454 536 0.2 -93.2 -49.4 55.2 

56 250 355 105 470 549 0.2 -94.7 -55.8 62.8 

57 250 355 105 476 557 0.2 -100.7 -61.6 62.3 

58 200 356 105 494 564 0.2 -103.2 -63.6 65.4 

59 200 356 105 494 564 0.2 -77.0 -63.6 65.4 

60 202 356 105 478 568 0.2 -87.4 -51.3 62.9 

61 202 356 105 479 569 0.2 -88.8 -49.4 60.5 

62 205 356 105 599 675 0.2 -108.6 -50.6 55.2 

63 210 356 105 404 488 0.2 -90.9 -64.3 66.5 

64 212 356 105 418 493 0.2 -54.0 -65.8 70.2 

65 212 356 105 564 637 0.2 -70.1 -59.8 55.1 

66 214 356 105 536 610 0.2 -67.8 -63.8 65.8 

67 214 356 105 590 660 0.2 -71.6 -63.9 62.9 

68 215 356 105 442 530 0.2 -63.9 -60.6 66.0 

69 215 356 105 552 633 0.2 -74.7 -62.1 66.0 

70 216 356 105 442 517 0.2 -57.8 -63.7 68.9 

71 218 356 105 435 522 0.2 -63.1 -63.8 67.8 

72 218 356 105 534 607 0.2 -67.8 -64.1 62.2 

73 220 356 105 517 598 0.2 -71.6 -49.1 65.2 

74 220 356 105 538 621 0.2 -77.0 -58.7 58.4 

75 224 356 105 474 549 0.2 -40.8 -52.7 66.2 

76 224 356 105 497 582 0.2 -48.5 -62.2 61.1 

77 224 356 105 554 625 0.2 -46.2 -61.9 58.7 

78 225 356 105 525 601 0.2 -45.4 -59.8 62.3 
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 dp Lp r H L Co Tmax ɗ min (Á) ɗ max (Á) 

79 226 356 105 551 624 0.2 -47.0 -63.7 62.9 

80 228 356 105 571 642 0.2 -47.7 -55.2 55.8 

81 230 356 105 522 599 0.2 -47.0 -53.7 65.1 

82 230 356 105 530 603 0.2 -45.4 -59.6 55.2 

83 230 356 105 641 713 0.2 -54.7 -57.1 53.7 

84 235 356 105 436 522 0.2 -44.7 -63.7 62.5 

85 250 356 105 470 549 0.2 -47.0 -55.6 58.0 

86 190 358 105 476 546 0.2 -35.4 -44.6 66.7 

87 192 358 105 612 679 0.2 -43.9 -60.8 60.0 

88 194 358 105 568 650 0.2 -45.3 -36.3 57.8 

89 195 358 105 582 651 0.2 -43.1 -56.8 58.8 

90 196 358 105 507 580 0.2 -39.3 -44.7 58.4 

91 196 358 105 553 636 0.2 -45.4 -32.4 63.8 

92 198 358 105 424 504 0.2 -35.4 -57.7 66.4 

93 198 358 105 483 570 0.2 -41.6 -62.0 65.8 

94 200 358 105 482 569 0.2 -76.1 -40.3 56.7 

95 200 358 105 619 698 0.2 -50.1 -59.6 57.4 

96 202 358 105 542 629 0.2 -48.5 -59.9 63.6 

97 202 358 105 695 770 0.2 -54.7 -57.3 56.3 

98 202 358 105 735 802 0.2 -53.9 -47.7 53.3 

99 204 358 105 420 511 0.2 -39.3 -58.9 66.1 

100 204 358 105 591 662 0.2 -45.4 -57.9 60.8 

101 215 358 105 520 594 0.2 -43.1 -54.0 59.9 

102 215 358 105 890 959 0.2 -70.1 -44.6 57.5 

103 216 358 105 679 754 0.2 -57.0 -47.1 52.0 

104 250 356 105 470 549 0.2 -83.9 -55.6 58.0 
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ANEXO 10: PROGRAMA ▀▄▼╬▫□▬█ͅ◊▄►◑╪▬ͅ■╪◄█ 
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ANEXO 11: NORMA ASTM B438 
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ANEXO 12: VARIACIÓN DEL ÁNGULO SEGÚN EL TIEMPO DE MARCHA 

Los valores de los ángulos de cada articulación en cada frame de marcha se presentan 

en la tabla siguiente: 

 
Tabla A12.1. Ángulos por cada frame de marcha 

    S2 S3 S4 

 FRAME T(s) T'(s) ʻȄȅ ʻȄȊ ʻȅȊ ʻȄȅ ʻȄȊ ʻȅȊ ʻȄȅ ʻȄȊ ʻȅȊ 

ES
T

A
N

C
IA 

28 0.00 0.00 19.0 56.6 -12.8 -17.1 -9.3 -62.1 -22.8 -7.9 -71.7 

30 0.03 0.07 18.0 55.6 12.5 -15.6 -8.8 60.9 -10.7 -10.0 46.9 

32 0.06 0.14 18.1 35.4 24.7 -9.6 -10.7 41.9 -8.4 -12.5 -33.9 

34 0.09 0.22 23.6 19.7 -50.7 -8.3 -10.0 39.8 -8.1 -10.4 -37.7 

36 0.11 0.29 28.1 16.6 60.9 -5.6 -40.3 6.5 -36.9 -5.6 82.6 

38 0.14 0.36 14.2 39.4 17.1 -4.7 -23.9 -10.4 -11.8 -5.0 -67.4 

40 0.17 0.43 30.2 13.6 -67.4 -3.8 -10.3 -20.1 -9.1 -3.9 67.1 

42 0.20 0.50 18.8 14.3 -53.1 -3.0 -4.7 -32.9 -8.0 -2.7 -71.6 

44 0.23 0.57 11.4 23.8 -24.6 -1.6 -3.3 -25.2 -1.4 -7.1 -11.4 

46 0.26 0.64 12.4 13.4 -42.5 -0.3 -0.5 -29.4 -0.3 -0.5 28.3 

48 0.29 0.72 13.6 9.5 -55.1 1.3 1.8 -35.4 1.1 7.8 7.8 

50 0.32 0.79 22.3 6.7 73.9 13.4 2.5 -79.7 8.8 2.5 -74.1 

52 0.34 0.86 7.1 7.3 44.1 8.6 4.3 -63.9 7.0 4.6 56.9 

54 0.37 0.93 3.8 20.9 9.8 5.5 16.8 -17.7 5.4 26.2 -10.8 

56 0.40 1.00 3.6 3.7 44.7 9.3 8.9 -46.4 37.5 6.6 -81.5 

58 0.43 1.07 52.4 1.2 89.1 8.7 18.0 -25.2 15.2 9.4 58.8 

60 0.46 1.15 0.3 0.3 -49.0 9.2 50.8 7.5 12.3 14.0 41.2 

62 0.49 1.22 -0.7 -1.5 23.9 11.4 20.6 -28.3 31.2 10.9 -72.4 

64 0.52 1.29 -6.3 -1.2 79.1 15.5 15.0 46.1 11.6 40.6 -13.5 

66 0.54 1.36 -2.6 -2.0 -52.6 41.2 11.8 -76.6 22.1 13.9 58.6 

68 0.57 1.43 -3.0 -2.3 52.6 12.1 49.6 10.3 49.9 12.7 79.3 

B
A

L
A

N
C

E
O 

70 0.60 1.50 -2.2 -4.1 27.8 15.7 17.7 -41.4 42.6 12.9 76.0 

72 0.63 1.57 -3.2 -0.8 -75.4 11.2 31.6 -17.9 23.7 12.6 63.0 

74 0.66 1.65 7.2 0.4 86.9 11.2 16.6 -33.6 16.3 12.1 53.9 

76 0.69 1.72 3.2 2.0 58.6 23.2 8.3 -71.2 44.0 8.3 -81.4 

78 0.72 1.79 6.5 3.7 -60.7 11.7 7.5 57.4 51.3 6.7 84.6 

80 0.74 1.86 6.6 7.2 42.6 9.9 5.3 -61.8 31.7 5.1 81.7 

82 0.77 1.93 6.8 28.0 12.6 13.7 3.0 -78.0 4.4 4.7 42.9 

84 0.80 2.00 12.4 11.7 46.8 1.3 1.2 -45.3 1.3 2.7 25.7 

86 0.83 2.07 11.3 24.7 23.5 -5.8 -1.5 75.7 -2.0 -2.0 -44.5 

88 0.86 2.15 12.7 55.5 8.8 -10.1 -3.6 -70.5 -3.3 -39.7 -4.0 

90 0.89 2.22 22.0 19.3 -49.0 -5.7 -10.1 29.3 -13.9 -4.8 -71.4 

92 0.92 2.29 49.5 17.2 75.2 -16.3 -6.9 67.5 -9.6 -7.1 -53.6 

94 0.94 2.36 19.7 37.0 25.4 -13.7 -8.8 57.7 -7.7 -13.3 -29.7 

96 0.97 2.43 19.2 51.0 15.7 -13.0 -10.1 -52.5 -21.1 -7.7 70.7 

97 0.99 2.47 29.9 22.7 54.0 -8.7 -23.7 -19.2 -9.9 -11.2 41.2 
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El tiempo de marcha del rehabilitador diseñado se ve afectado por el factor ὅ , calculado 

en 2.8.3 del documento principal de la tesis. 

 

Ὕᴂ ὝȾὅ  (A12.1) 
 

Se procede a graficar la variación de dichos ángulos respecto a Ὕᴂ. 

 

 

 

 

Figura A12.1 Variación de ángulos vs Tiempo de marcha ï Articulación S2 
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Figura A12.2. Variación de ángulos vs Tiempo de marcha ï Articulación S3 
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Figura A12.3. Variación de ángulos vs Tiempo de marcha ï Articulación S4 

 

 

 

 

 

 

y = 0.3584x4 - 2.1119x3 + 3.4902x2 - 1.1959x - 0.203

-1.50

-1.00

-0.50

0.00

0.50

1.00

1.50

2.00

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50Á
n

g
u

lo
 (

ra
d

)

Tiempo de Marcha (s)

Variación ̒ xy-S4 vs Tiempo de Marcha

x̒y-S4

Polinómica (̒xy-S4)

y = 0.5232x4 - 2.8386x3 + 4.653x2 - 1.9962x - 0.0798

-2.00

-1.50

-1.00

-0.50

0.00

0.50

1.00

1.50

2.00

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Á
n

g
u

lo
 (

ra
d

)

Tiempo de Marcha (s)

Variación ̒ yz-S4 vs Tiempo de Marcha

y̒z-S4

Polinómica (̒yz-S4)

y = 0.3782x4 - 1.9237x3 + 2.7899x2 - 0.8857x - 0.1098

-1.50

-1.00

-0.50

0.00

0.50

1.00

1.50

2.00

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50Á
n

g
u

lo
 (

ra
d

)

Tiempo de Marcha (s)

Variación ̒ xz-S4 vs Tiempo de Marcha

x̒z-S4

Polinómica (̒xz-S4)



30 
 

 

Tabla A12.2. Velocidades angulares en articulaciones esféricas 

  S2 S3 S4 MÓDULO 

 FRAME ˖Ȅȅ ˖ȄȊ ˖ȅȊ ˖Ȅȅ ˖ȄȊ ˖ȅȊ ˖Ȅȅ ˖ȄȊ ˖ȅȊ ˖н ˖о 4̟ 

E
S

T
A

N
C

IA 

28 0.92 -1.24 -3.36 -0.09 -1.82 -0.68 -1.20 -0.89 -0.68 0.92 -1.24 -3.36 

30 0.65 -1.21 -2.43 0.08 -1.19 -0.83 -0.72 -0.51 -0.83 0.65 -1.21 -2.43 

32 0.42 -1.17 -1.65 0.22 -0.67 -0.94 -0.33 -0.20 -0.94 0.42 -1.17 -1.65 

34 0.21 -1.13 -0.97 0.34 -0.21 -1.02 0.03 0.06 -1.02 0.21 -1.13 -0.97 

36 0.03 -1.08 -0.42 0.43 0.16 -1.06 0.31 0.27 -1.06 0.03 -1.08 -0.42 

38 -0.12 -1.02 0.05 0.51 0.47 -1.08 0.56 0.44 -1.08 -0.12 -1.02 0.05 

40 -0.24 -0.95 0.42 0.56 0.71 -1.06 0.75 0.57 -1.06 -0.24 -0.95 0.42 

42 -0.33 -0.89 0.70 0.59 0.88 -1.02 0.89 0.65 -1.02 -0.33 -0.89 0.70 

44 -0.41 -0.81 0.90 0.61 1.01 -0.96 0.99 0.70 -0.96 -0.41 -0.81 0.90 

46 -0.46 -0.73 1.03 0.61 1.07 -0.88 1.05 0.72 -0.88 -0.46 -0.73 1.03 

48 -0.49 -0.65 1.09 0.59 1.09 -0.78 1.08 0.71 -0.78 -0.49 -0.65 1.09 

50 -0.50 -0.56 1.10 0.56 1.07 -0.67 1.07 0.67 -0.67 -0.50 -0.56 1.10 

52 -0.49 -0.48 1.06 0.52 1.01 -0.54 1.04 0.61 -0.54 -0.49 -0.48 1.06 

54 -0.47 -0.38 0.98 0.46 0.92 -0.41 0.97 0.53 -0.41 -0.47 -0.38 0.98 

56 -0.44 -0.30 0.86 0.40 0.81 -0.27 0.88 0.44 -0.27 -0.44 -0.30 0.86 

58 -0.39 -0.20 0.72 0.33 0.66 -0.13 0.77 0.33 -0.13 -0.39 -0.20 0.72 

60 -0.33 -0.11 0.55 0.25 0.50 0.01 0.64 0.21 0.01 -0.33 -0.11 0.55 

62 -0.27 -0.02 0.38 0.17 0.33 0.15 0.50 0.09 0.15 -0.27 -0.02 0.38 

64 -0.19 0.07 0.20 0.08 0.15 0.29 0.35 -0.04 0.29 -0.19 0.07 0.20 

66 -0.11 0.15 0.02 -0.01 -0.03 0.41 0.19 -0.16 0.41 -0.11 0.15 0.02 

68 -0.03 0.24 -0.14 -0.10 -0.21 0.53 0.02 -0.28 0.53 -0.03 0.24 -0.14 

B
A

L
A

N
C

E
O 

70 0.06 0.32 -0.29 -0.19 -0.39 0.63 -0.15 -0.40 0.63 0.06 0.32 -0.29 

72 0.15 0.39 -0.41 -0.27 -0.55 0.72 -0.31 -0.50 0.72 0.15 0.39 -0.41 

74 0.23 0.47 -0.50 -0.36 -0.70 0.79 -0.48 -0.59 0.79 0.23 0.47 -0.50 

76 0.32 0.53 -0.55 -0.43 -0.82 0.83 -0.63 -0.66 0.83 0.32 0.53 -0.55 

78 0.40 0.59 -0.54 -0.51 -0.92 0.86 -0.77 -0.71 0.86 0.40 0.59 -0.54 

80 0.48 0.65 -0.49 -0.58 -0.99 0.85 -0.91 -0.74 0.85 0.48 0.65 -0.49 

82 0.55 0.69 -0.37 -0.63 -1.02 0.82 -1.02 -0.74 0.82 0.55 0.69 -0.37 

84 0.61 0.73 -0.17 -0.68 -1.01 0.75 -1.11 -0.71 0.75 0.61 0.73 -0.17 

86 0.66 0.76 0.09 -0.71 -0.95 0.65 -1.18 -0.64 0.65 0.66 0.76 0.09 

88 0.70 0.79 0.45 -0.73 -0.84 0.51 -1.23 -0.54 0.51 0.70 0.79 0.45 

90 0.73 0.80 0.91 -0.74 -0.68 0.33 -1.24 -0.39 0.33 0.73 0.80 0.91 

92 0.74 0.80 1.45 -0.73 -0.46 0.11 -1.22 -0.21 0.11 0.74 0.80 1.45 

94 0.73 0.79 2.12 -0.70 -0.16 -0.16 -1.17 0.02 -0.16 0.73 0.79 2.12 

96 0.71 0.77 2.88 -0.66 0.19 -0.48 -1.07 0.30 -0.48 0.71 0.77 2.88 

97 0.69 0.76 3.34 -0.63 0.41 -0.66 -1.01 0.47 -0.66 0.69 0.76 3.34 

 
De la tabla anterior, se observa que las mayores velocidades angulares se desarrollan 

en la articulación S2. El mayor valor de estos es 4.16 rad/s que se utilizará para el cálculo 

de la articulación esférica en el tema de tesis (ver 3.2). 
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ANEXO 13: CÁLCULO UNIÓN ATORNILLADA ARTICULACIÓN ESFÉRICA 

La unión atornillada presente en la articulación esférica es de las medidas siguientes: 
 

 

Figura A12.1. Medidas de la unión con perno M8 (nomenclatura según Paulsen) 

 
Ὠ ψ Ὠ ρσ Ὠ χȢρψψ Ὠ φȢτφφ Ὠ φȢψςχ Ὠ ψȢτ 

 
El primer paso es calcular las constantes de rigidez del perno y de las placas unidas. En 

el caso del perno, se determina con la siguiente expresión: 

 

ὧ
ρ

τ
“z Ὁ

πȢυὨ
Ὠ

σȢχυ
Ὠ

χȢψυ
Ὠ

πȢυὨ
Ὠ

πȢτὨ
Ὠ

 
(A13.1) 

 

Al reemplazar valores en (A13.1), ὧ  es igual a 362870 N/mm. Respecto a las placas, 

el cálculo de la constante de rigidez (ὧ ) depende del caso en el que se encuentre; para 

lo cual, primero se hallan los siguientes parámetros [17].  

 

Ὀ ωz ς ρψ ὒ ρρȢφ ύ ρ (agujero pasante) 

 

Ὀ Ὠ ύὒÔÁÎ‎ (A13.2) 

ÔÁÎ‎ πȢσφςπȢπσςÌÎ
ὒ

ςὨ
πȢρυσÌÎ

Ὀ

Ὠ
 (A13.3) 

 

Al reemplazar valores en ambas expresiones: Ὀ ρχȢυ mm y por ser este valor 

menor a Ὀ ρψ, se aplicará la expresión siguiente para el cálculo de ὧ : 

 

ὧ
ύὉ“Ὠ ÔÁÎ‎

ςÌÎ
Ὠ Ὠ Ὠ ύὒÔÁÎ‎ Ὠ

Ὠ Ὠ Ὠ ύὒÔÁÎ‎ Ὠ

 
(A13.4) 

 
Si se sustituyen valores en (A13.4): 
 

ὧ ςρψσχτυȢρ ὔȾάά 
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Por teoría, la fuerza externa aplicada en la unión atornillada se distribuye tanto para el 

perno como para las placas. El valor de cada una depende del factor de carga [17].  

 

ˡ
ὧ

ὧ ὧ
 (A13.5) 

Se reemplazan valores: 
 

ˡ πȢρτ 
 

Por otro lado, las superficies de unión del perno presentan rugosidades que originan 

una fuerza de asentamiento que disminuye la fuerza de apriete [17].  Los valores del 

asentamiento se estiman según la tabla siguiente: 

 
Tabla A13.1. Valores del asentamiento [17] 

 
 

Según figura A13.1, estas son las zonas a evaluar el asentamiento (caso ρπ Ὑ τπ) 

para carga normal: 

 

‏ Ⱦ σȢπ ‏ Ⱦ ςȢπ ‏ Ⱦ ͺ ςȢπ ‏ Ⱦ σȢπ 

 
El asentamiento de la unión atornillada se calcula al sumar los valores de asentamiento 

parcial: 

 
‏ σȢπ ςȢπ ςȢπ σȢπ ρπȢπ ‘ά 

 

La fuerza de asentamiento se halla al multiplicar  lcon el valor de asentamiento: 

 

Ὂ
ὧὧ

ὧ ὧ
‏  (A13.6) 

 
Al reemplazar valores: 

Ὂ σρρς ὔȢ 

 
En otra parte, se deberá aplicar una fuerza de ajuste mayor debido a las incertidumbres 

presentes para que la unión atornillada tenga un valor mínimo de ajuste; lo cual da origen 
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una fuerza de montaje máxima y mínima relacionados con el factor de ajuste [17]. Para 

este caso dicho factor será igual a 1.51. 

 

‌
Ὂ

Ὂ
 (A13.7) 

 

 
Figura A13.2. Fuerzas en una unión atornillada2: a) Durante el montaje, b) Bajo carga externa. Extraídas 

de Paulsen [17] 

 

Según lo expuesto por Budynas [5], el torque de ajuste se calcula de la siguiente 

manera: 

ὓ ὑὊ Ὠ (A13.8) 

 
El factor K depende del proceso de fabricación del perno. Debido a que no se conoce el 

dicho proceso, se considerará K = 0.23. Asimismo, el valor de Ὂ  se selecciona de 

los dos siguientes valores: la fuerza máxima admisible que soporta el perno ὊȾ  y la 

fuerza máxima que se puede aplicar sin causar aplastamiento entre las placas a unir 

ὊȾ . El factor 0.754 es un factor recomendado por Budynas. Se selecciona perno de 

grado 12.9 y placas de material acero A36. 

 

ὊȾ πȢχυ
“ὨὛ

τ
 (A13.9) ὊȾ πȢχυ

“Ὠ Ὠ „

τ
 (A13.10) 

 

Al reemplazar valores en las expresiones anteriores:  

 

ὊȾ πȢχυ
“z φȢψςχzρρππ

τ

σπρωω ὔ 

ὊȾ πȢχυ
“ρσ ψȢτ ςυπ

τ
ρττωχ ὔ 

 

                                                 
1 Valor extraído del anexo 2. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
2 Gráfico extraído del anexo 2. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
3 Shigleyôs Mechanical Engineering Design. Página 438, Bibliografía 20. 
4 Shigleyôs Mechanical Engineering Design. Página 442. Ecuación 8-31. Bibliografía 20 
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Para evitar que ambos componentes fallen, se escoge el menor valor de ambos. Por 

ello, Ὂ ρττωχ ὔ y al sustituir valores en (A13.8), ὓ ςωφωπ ὔάά. En base a 

la bibliografía, se escriben las siguientes expresiones: 

 
Ὂ ϳ ρ ˡ Ὂz  (A13.11) 

Ὂ ϳ ˡ Ὂz  (A13.12) 

Ὂ Ⱦ Ὂ Ὂ Ⱦ  (A13.13) 

Ὂ Ὂ Ὂ Ὂ Ⱦ  (A13.14) 

 
Se reemplaza en (A13.7): Ὂ ωφφτ ὔȢ 
 
Verificación del perno durante el montaje 
 
En esta etapa, se produce un esfuerzo de tracción en el perno y cortante por torsión: 
 

„
τὊ

“Ὠ
 (A13.15) 

†
ρφὓ

“Ὠ
 (A13.16) 

„ „ σ† πȢωὛ (A13.17) 

 
Al sustituir valores: „ σωφ ὓὖὥ y † τχυ ὓὖὥ. Reemplazando en (A13.17): 
 

913 MPa < 990 MPa 
 

Es decir, el perno M8 de grado 12.9 no falla durante el ajuste. 
 

Verificación del perno durante la aplicación de la carga estática 
 
De la figura 2.32, la fuerza a soportar por los pernos de las articulaciones esféricas varía 

según el frame de la marcha. El valor alternante, medio e inferior de las fuerzas se 

muestran a continuación: 

 
Ὂ ͺ φπτȢφ ὔ Ὂ ͺ ρρχȢω ὔ Ὂ ͺ χςςȢυ ὔ 

 
En el cálculo de resistencia por carga estática, se trabajará con el mayor valor (Ὂ ͺ

χυυȢς ὔ). Como se observa en la figura 3.8, la unión de la articulación es mediante dos 

pernos; por ello, la carga externa en cada perno es la mitad.  

 

Ὂ Ⱦͺ σπςȢσ ὔ Ὂ Ⱦͺ υψȢω ὔ Ὂ Ⱦͺ σφρȢσ ὔ 

 



35 
 

 

Al reemplazar valores en las ecuaciones anteriores: 

 
Ὂ ϳ ςφπ ὔ, Ὂ ϳ τςȢσ ὔ, Ὂ Ⱦ ρτυσω ὔ y Ὂ φςως ὔ. 

 

En vista de que la fuerza residual en la unión es mayor a cero, ésta no se separará. 
 

Debido a que se está considerando la fuerza en la barra de orientación axial, la fuerza 

externa sólo actúa en esta dirección. Por lo que durante la aplicación de esta carga se 

genera un esfuerzo de tracción y un esfuerzo cortante, que son determinadas con las 

ecuaciones siguientes: 

 

„ Ⱦ

τὊ Ⱦ

“Ὠ
 (A13.18) 

† Ⱦ Ὧ† πȢυ†  (A13.19) 

„ „ σὯ† Ὓ (A13.20) 

 
De Paulsen, k = 0.55. Se sustituyen valores en las expresiones anteriores: 
 

„ υχσȢχ ὓὖὥ ρρππ ὓὖὥ 

 
Por lo anterior, el perno no falla durante la aplicación de la carga estática. 
 

Verificación del perno por fatiga 
 
La carga alternante por perno se calculó líneas arriba: 

 
Ὂ Ⱦͺ σπςȢσ ὔ 

 
El esfuerzo alternante se calcula con la ecuación siguiente: 

 

„ Ⱦ

τ Ὂl Ⱦͺ

“Ὠ
 (A13.21) 

 
Con el objetivo de determinar el valor límite a la fatiga para el perno „ , se debe cumplir 

lo siguiente: 

πȢσ
Ὂ

ὊȢ
ρ (A13.22) 

 
Los valores anteriores se calculan con las expresiones siguientes [17]: 

 

                                                 
5 Valor extraído de página 13. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
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ὊȢ Ὓ
“Ὠ

τ
 (A13.23) 

Ὂ πȢωὛ
“Ὠ

τ
 (A13.24) 

 

Sustituyendo valores ὊȢ τπςφφȢτ ὔ, Ὂ σφςσωȢχ ὔ y en (A13.22): 

 
Ὂ

ὊȢ
πȢωρυ 

 

El valor anterior está dentro del rango; por lo que se procede a calcular de „. En vista 

de que no conocen el proceso de fabricación del perno, se utilizará la siguiente 

expresión: 

 

„ πȢψυ
ρυπ

Ὠ
τυ (A13.25) 

 
Se reemplazan valores: 

 

„ υτȢς  ὓὖὥ 

 
Según norma VDI 2230, en el caso de cálculo por fatiga debe cumplirse lo siguiente: 

 

ὊὛ
„

„ Ⱦ
ρȢς (A13.26) 

 
Reemplazando valores: 

 

ὊὛ
„

„ Ⱦ
τφ ρȢς         ὕὑȦ 

 
En conclusión, el perno seleccionado resiste satisfactoriamente las condiciones de 

trabajo en la simulación de la marcha. 
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ANEXO 14: CÁLCULO TORQUE DE AJUSTE DE CONTRATUERCA 

La unión entre la barra y la articulación esférica se realiza mediante un ajuste de 

contratuerca (figura 14.1) para de esta manera asegurar que estos dos elementos no se 

separen durante la simulación de la marcha. 

 

 
Figura A13.1. Detalle de ensamble entre articulación y barra 

 

Sin embargo, con el fin de aplicar la teoría de tornillos ya explicada en el anexo anterior, 

se desarrollará una unión equivalente al ensamble mostrado en la figura A14.1. En la 

figura A14.2 se muestra la unión a estudiar, donde se considera a la articulación y tuerca 

como dos planchas de acero unidas entre sí por un perno de aluminio en lugar de la 

barra. Las medidas entre ambas figuras se mantienen. 

 

 

Figura A14.2. Unión equivalente entre articulación y barra 

 
Para un perno M24 de rosca corriente según DIN 933, las medidas son las siguientes: 
 

Ὠ ςπ Ὠ σπ Ὠ ρψȢσψ Ὠ ρφȢωσ Ὠ ρχȢφφ Ὠ ςπ 

 

Se prosigue con el cálculo de las constantes de rigidez de las placas y del tornillo. Al 

reemplazar en (A13.1) según las medidas mostradas en la figura anterior: 

 

ὧ
ρ

τ
“z χz ρπ

πȢυὨ
Ὠ

πȢυὨ
Ὠ

πȢσσὨ
Ὠ

χρωψςχȢφ ὔȾάά 

 
Los parámetros a utilizar en el cálculo de las constantes de rigidez de las placas son los 

siguientes [17]: 
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Ὀ στȢφ ὒ υυ ύ σ (agujero roscado) 

 

Al reemplazar valores en (A13.2) y (A13.3) se obtiene Ὀ ψωȢςχ mm. Debido a que 

Ὠ Ὀ , la unión se encuentra en el caso 16 para el cual la constante de rigidez se 

halla con la siguiente expresión: 

 

ὧ
Ὁ“Ὀ Ὠ

τὒ
 (A14.1) 

 

Sustituyendo valores y teniendo en cuenta que las placas propuestas son de acero: 

 

ὧ
χππππ“σπ ςπ

τz υυ
ρτωωσωφȢυὔȾάά 

 

Reemplazando en (A13.5) 

 
ˡ πȢσςτ 

 

Según tabla A13.1, estas son las zonas a evaluar el asentamiento (caso ρπ Ὑ τπ) 

para carga normal: 

 

‏ Ⱦ σȢπ ‏ Ⱦ ςȢπ ‏ Ⱦ σȢπ 

 

El asentamiento de la unión atornillada se calcula al sumar los valores de asentamiento 

parcial: 

 

‏ σȢπ ςȢπ σȢπ ψȢπ ‘ά 

 
Al reemplazar valores en (A13.6): 

Ὂ στπτ ὔȢ 

 
En el anexo anterior, la fuerza residual fue hallada con (A13.14) teniendo en cuenta una 

fuerza máxima de ajuste calculada con (A13.9). No obstante, el resultado de esta última 

expresión es de gran magnitud, lo cual puede ocasionar falla en la rosca de la barra de 

aluminio. Por tal motivo, se reescribirá la ecuación (A13.14) con el objetivo de estimar 

la fuerza mínima de ajuste para el presente caso y con esta, determinar la fuerza 

máxima.  

 

Ὂ Ὂ Ὂ Ⱦ Ὂ  (A14.2) 

 

                                                 
6 Caso expuesto en página 8. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
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En vista de que la fuerza residual nunca debe ser menor o igual a cero: 

 

Ὂ Ὂ Ὂ Ⱦ  (A14.3) 

 
Se ha calculado la variación de la fuerza axial en la barra: 

 
Ὂ φπτȢφ ὔ Ὂ ρρχȢω ὔ Ὂͺ χςςȢυ ὔ 

 
Reemplazando en la ecuación anterior: 

 

Ὂ στπτχςςȢυz ρ πȢσςτ σψωςȢφ ὔ 

 
Por lo anterior, el valor mínimo de la fuerza para obtener una fuerza residual nula entre 

las placas es 3892.6 N. En este caso, se trabajará con un Ὂ ρςυππ ὔ y según 

(A13.7), Ὂ ρψχυπ ὔȢ Reemplazando valores en (A13.11), (A13.12), (A13.13) y 

(A13.14) 

 
Ὂ ϳ τψψȢρυ ὔ, Ὂ ϳ ςστȢσυ ὔ, Ὂ Ⱦ ρψωωυ ὔ y Ὂ ψυψυ ὔ. 

 

En vista de que la fuerza residual en la unión es mayor a cero, ésta no se separará. 
 

Verificación del perno durante el montaje 
 
Reemplazando en (A13.15), (A13.16) y (A13.7): „ χφȢφ ὓὖὥ, † ωρȢω ὓὖὥ y en 

(A13.17): 

 
176.7 MPa < 221.4 MPa 

 

Es decir, la barra de rosca M20 de aluminio no falla durante el montaje. 
 

Verificación del perno durante la aplicación de la carga externa (estática) 
 
Al sustituir valores en (A13.18), (A13.19) y (A13.20): 

 
„ ρρρȢρσ ὓὖὥ ςτφ ὓὖὥ 

 
Por lo anterior, el perno no falla durante la aplicación de la carga estática. 
 

Verificación del perno por fatiga 
 

Reemplazando valores en (A13.23) y (A13.24): ὊȢ φπςρω ὔ, Ὂ υτρωχ ὔ y 

en (A13.22): 

Ὂ

ὊȢ
πȢωρ 
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Es decir, es posible utilizar las relaciones expuestas en la norma VDI 2230. 

Reemplazando valores en (A13.25): 

 

„ πȢψυ
ρυπ

ςτ
τυ ττȢφ 

 
En (A13.26): 

 

ὊὛ
ττȢφ

φπτȢφz πȢσςτ

“z
ρχȢρφφ
τ

υυ ρȢς 

 

Es decir, se verifica la resistencia de la barra ante la carga oscilante. Finalmente, el 

torque de ajuste se determina con (A12.8): 

 

ὓ ὑὊ Ὠ πȢσz ρψχυπρzχȢφυυωωȢσ ὔά 
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ANEXO 15: MATRIZ ▀█◑╪ DE FUERZAS DESCOMPUESTAS EN ╟░    
 

  

[N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] 
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ANEXO 16: PROGRAMAS ▄▼█◊▄►◑▫ͅ , ▄▼█◊▄►◑▫ͺ  y ▄▼█◊▄►◑▫ͺ   
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ANEXO 17: RESULTADOS DE PROGRAMAS DE CÁLCULO DE VIGAS 12, 34 Y 56 

Programa ὩίὪόὩὶᾀέρͅς 

 

 

 

[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [mm] [mm] [MPa] [MPa] [°] 
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Figura A17.1. Esfuerzos normales resultantes por flexión en viga 12 

 
 
 
 
 

Figura A17.2. Deflexiones en Y, Z y ángulo de giro en viga 12 
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Figura A17.3. Esfuerzos cortantes resultantes en viga 12 

 

 

E
S

F
U

E
R

Z
O

 (
M

P
a
) 

FRAME 



54 
 

 

Programa ὩίὪόὩὶᾀέσͅτ 

 

[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] 
[mm] [mm] [MPa] [MPa] [°] 




















































































































































































