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RESUMEN 

La industria extractiva de minerales, en el Perú, es un actor muy importante de 

desarrollo económico y tecnológico. Destacando el cobre como principal mineral. Es 

importante, como país minero, desarrollar investigaciones y tecnologías que ayuden 

a mejorar el proceso de extracción y concentración de minerales. En la industria 

minera actual, donde se ha conseguido un gran avance en la automatización, aún 

existen grandes retos y oportunidades de mejorar los procesos en búsqueda de una 

mejor eficiencia. Una de las etapas más importantes y críticas es la concentración de 

minerales mediante el uso de celdas de flotación. El control efectivo de este proceso 

permite obtener niveles adecuados e importantes de grado y recuperación en el 

concentrado de mineral. En el caso de las celdas de flotación tipo columna, el 

comportamiento es multivariable y muy dinámico por ser dependiente de los cambios 

de las características del mineral que se procesa y de las perturbaciones de la planta. 

Es ampliamente conocido que el control predictivo basado en modelos constituye 

una poderosa herramienta de control de plantas multivariable que presentan un 

comportamiento dinámico complejo como en el caso de la celda de flotación tipo 

columna. Es por esto, que el objetivo en la tesis es diseñar un controlador predictivo 

generalizado (GPC) multivariable para el control efectivo de una celda de flotación 

tipo columna utilizada en el proceso de recuperación de cobre. El modelo 

matemático obtenido tiene un grado de aceptación FIT superior a 80%. Se realizaron 

evaluaciones comparativas del sistema de control de la celda de flotación tipo 

columna, con los controladores GPC multivariable y PI diseñados considerando 

diferentes escenarios de operación e índices de desempeño. Se determinó que, el 

mejor desempeño del sistema de control se obtiene cuando se aplica el controlador 

GPC multivariable diseñado. 
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INTRODUCCIÓN 

Actualmente, a nivel mundial la concentración de minerales se realiza en gran 

medida mediante el método de flotación [2, 3, 6, 9, 11]. La flotación de minerales en 

celdas constituye uno de los procedimientos utilizados en la recuperación de 

minerales finos [4, 8]. El control efectivo de este tipo de plantas tiene una alta 

incidencia económica y sobre el medio ambiente [12, 13, 15, 17, 18, 19, 21].  

La flotación consiste básicamente en el fenómeno de adhesión de las partículas de un 

mineral valioso a burbujas de aire, producidas dentro de una celda llena de agua [14, 

6]. La espuma que se acumula en la parte superior de la celda es el resultado del 

proceso de adhesión y se denomina concentrado [7, 10].  

La flotación ha permitido la recuperación de minerales que anteriormente no se 

podían recuperar por falta de procedimientos y equipamiento, o por la pequeña 

concentración de minerales valiosos que se encuentran en la naturaleza [23]. La 

flotación es un método único en posibilidades y en eficiencia [28]. Actualmente, han 

sido desarrollado diferentes equipos de flotación, constituyendo la celda de flotación 

tipo columna, la celda más utilizada para recuperar minerales que no es posible 

recuperar en la etapa de flotación mediante el uso de bancos de celdas de flotación 

convencionales [40, 41]. Las columnas de flotación se diferencian radicalmente de 

las celdas de flotación mecánicas convencionales, tanto en el diseño como en la 

filosofía de operación [149]. 

Desde la aparición de la celda de flotación tipo columna, su uso se ha incrementado 

debido a sus grandes facilidades de mantenimiento, instalación, funcionamiento 

metalúrgico y eficiencia [40]. La amplia utilización de las celdas de flotación tipo 

columna, así como su complejo comportamiento dinámico [5, 24, 30, 36] ha llevado 

a los fabricantes a desarrollar diferentes estrategias de control para obtener el mejor 

desempeño [20, 22, 25, 26, 27, 29, 31, 32, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 42]. Es notorio 

destacar, que la mayor parte de los sistemas de control de este tipo de plantas se 

basan en el uso de controladores convencionales (PI/PID) [42]. Por otro lado, es bien 

conocido que cuando las plantas industriales presentan comportamientos dinámicos 

complejos los controladores PID no son suficientes para garantizar un óptimo 

desempeño [16, 50, 57, 64, 116, 118, 123, 125, 142, 143, 151, 152]. Es por ello, que 

los beneficios metalúrgicos, económicos y medioambientales que se obtiene del 
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proceso de concentración de metales valiosos en este tipo de plantas no son los 

esperados [28]. Toda esta información, es abordada en el capítulo I. 

El control predictivo basado en modelos constituye una poderosa herramienta de 

control de plantas caracterizadas por presentar un comportamiento dinámico 

complejo, y se enmarca dentro de los controladores óptimos, es decir de aquellos en 

los que las actuaciones responden a la optimización de un criterio [1, 43, 44, 45, 

154]. Esta estrategia ha sido utilizada con éxito en el control de diversos procesos 

industriales debido a su carácter intuitivo, a su capacidad de control de plantas con 

diferentes comportamientos dinámicos, así como al sistemático tratamiento de las 

restricciones, entre otras ventajas [46, 47, 48, 49].    

La presente tesis presenta como objetivo general el desarrollo de un controlador 

predictivo generalizado (GPC) multivariable para el control efectivo de una celda de 

flotación tipo columna utilizada en el proceso de recuperación de cobre de una 

empresa minera de Perú, de forma tal de aumentar la capacidad de concentración del 

cobre y reducir las afectaciones al medio ambiente. 

Para el desarrollo de la presente tesis se tomaron los datos, tendencias y rangos de 

operación de las variables críticas de una celda de flotación tipo columna; para 

identificar su comportamiento dinámico y obtener, en el capítulo II, un modelo 

matemático que describa de forma adecuada su dinámica. En el capítulo III se 

desarrollar el diseño del controlador GPC Multivariable. Además, en el capítulo IV, 

se diseñaron controladores clásicos del tipo PI para analizar comparativamente con el 

controlador GPC el desempeño, bondades y debilidades del sistema de control 

desarrollado. 
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CAPÍTULO I: ESTADO DEL ARTE DE LOS SISTEMAS DE 

CONTROL DE CELDAS DE FLOTACIÓN TIPO COLUMNA  

1.1. Introducción 

La flotación constituye un método de separación, mediante el cual las partículas 

sólidas son separadas por burbujas de aire en un medio acuoso [3]. Para la flotación 

se requiere que la superficie de las partículas flotantes sea repelente al agua [149]. El 

aire es introducido en la pulpa para que las partículas hidrofóbicas se puedan adherir 

a las burbujas de aire y subir a través de la pulpa a la superficie formando una capa 

de espuma mineralizada que luego se pueda retirar [4].  Las partículas hidrofilicas no 

se adhieren a las burbujas de aire y permanecen en suspensión [6]. El producto de 

espuma se denomina concentrado y al producto de cola – ganga (mineral sin valor) 

[6].  

En la década de los 60 P. Boutain y R. Temblay investigaron los procesos de 

flotación en columna contracorriente [7, 150]. Han pasado más de 50 años desde 

estas primeras pruebas y los resultados obtenidos han posibilitado incrementar el 

desarrollo y la investigación en este campo de la ciencia. Debido a ello, el uso de las 

celdas de flotación tipo columna es ampliamente aceptado. 

Es bien conocido que el desempeño de las celdas de flotación tipo columna es mejor 

que el de las celdas de flotación convencionales cuando se usan en la flotación de 

partículas finas [9]. La ausencia de una zona de mezclado, y el uso de agua para 

limpiar la zona de burbujas en la parte superior de la columna permiten la producción 

de concentrado de partículas finas de mayor ley [14]. 

La complejidad dinámica de las celdas de flotación tipo columna radica en las 

diferentes variables físicas que intervienen en el proceso. En una celda columna 

típica se requiere controlar el nivel en la celda y la fracción de aire (% de volumen de 

aire en la celda) manipulando el flujo de alimentación de la pulpa, el flujo de 

alimentación de agua, el flujo de aire, el flujo de colas, etc. [15].  

Los fabricantes de celdas columnas, han propuesto y desarrollado diferentes 

variantes de instrumentación y control, usando estrategias de control PID. Las 
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desventajas de estos sistemas de control radican en la falta de integración de los lazos 

de control existentes [16]. 

1.2. Problemas actuales del proceso productivo de recuperación de 

concentrado de cobre 

Mientras la demanda global de cobre siga en crecimiento, será necesario usar nuevas 

fuentes de recurso, tales como los relaves de minas antiguas o depósitos de minerales 

con baja ley o con altas impurezas de antimonio (Sb) y arsénico (As). La necesidad 

de procesar estas nuevas fuentes de recursos implica desarrollar nuevas tecnologías y 

formas de procesamiento de recuperación de minerales. 

Con el uso de nuevas fuentes de minerales, se hace necesario reducir el tamaño del 

mineral para conseguir el grado de liberación de la partícula valiosa (galena) (Fig. 

1.1). Es en esta etapa que se hace necesario el uso de celdas de flotación tipo 

columna, las cuales comparadas con las celdas convencionales procesan mejor las 

partículas finas [6].   

 

Fig. 1.1. Relación del tamaño de mineral en la etapa de procesamiento.  

En el Perú, la industria minera es uno de los pilares más preponderantes en la 

generación de riqueza (PWC, 2013), representando el 15 % aproximadamente del 

PBI. En la (Fig. 1.2) se exhibe un diagrama que muestra la importancia de la 

industria minera en el PBI de Perú. 
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Fig. 1.2. Importancia de la industria minera en el PBI de Perú. 

En el país existen diversas fuentes de recursos minerales; como: relaves, minas con 

bajas leyes. Los problemas de procesar estas fuentes de recursos, yace en que el 

material presenta variaciones en sus propiedades como: dureza, granulometría, 

densidad, etc. Estas variaciones provocan que los equipos de procesamiento de 

minerales trabajen con bastantes perturbaciones [19]. 

La eficiencia de la flotación es muy dependiente de los cambios de las características 

del mineral que se procesa, lo cual influye en el grado y la recuperación del producto 

final [10]. A esto se le suma las perturbaciones presentadas por los equipos auxiliares 

a las celdas de flotación, como por ejemplo los fallos en bombas, las fugas en 

tubería, los fallos en sopladores, fallos en las bombas de agua de lavado, etc. 

1.3. Características fundamentales del proceso de flotación en celdas columna 

1.3.1.  Características fundamentales del proceso de flotación 

La flotación es un proceso fisicoquímico de tres fases (sólido, líquido y gas), cuya 

finalidad es la separación de especies minerales mediante la adhesión selectiva de 

partículas minerales a burbujas de aire, aprovechando las propiedades hidrofilicas e 

hidrofóbicas de los materiales a separar. A pesar de su aparente simplicidad el 

proceso de flotación es relativamente moderno, de un origen reciente. 

Los antecedentes históricos del proceso de flotación se remontan a los antiguos 

fenicios, el padre de la historia Heródoto -- 484 a 425 A.C.—en [2] se informa que 

estos, más de 2500 años atrás, usaban plumas grasosas de ganso y otras aves para 

hacerlas pasar a través de las arenas auríferas, y en una corriente de agua recuperar 

las partículas de oro adheridas a la grasa de las plumas [2], informa también que en el 
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siglo XV los persas usaban un método de concentración que estaba basado sobre la 

mojabilidad selectiva de ciertos minerales. Sin embargo, se considera que el origen 

del proceso de flotación es relativamente reciente debido a que sus fundamentos 

teóricos y tecnológicos fueron desarrollados en el siglo XX. 

El proceso de separación por flotación, consiste en separar un mineral valioso 

(galena) del material no valioso (ganga), para realizar esta separación es necesario 

que las especies útiles que constituyen la mena estén separadas o liberadas, o sea, 

que cada partícula individual represente una sola especie mineralógica. Luego, el 

mineral liberado es acondicionado con distintos reactivos, que tienen el objetivo de 

preparar las superficies de los minerales para la absorción de reactivos 

(modificadores), aumentar las propiedades hidrofóbicas de los minerales 

(colectores), facilitar la formación de una espuma pareja y estable (espumantes) y 

modificar el PH de la pulpa (cal). 

El mineral acondicionado con los reactivos se introduce enseguida en las máquinas 

de flotación, donde mediante la adhesión de la galena a burbujas de aire, son 

transportados a la superficie, recolectados y recuperados como concentrado. La 

fracción que no se adhiere a la burbuja permanece en la pulpa y constituyen la cola o 

relave, en la Fig. 1.3 se muestra lo descrito. 

 

Fig. 1.3. Principio de separación por flotación [6].  

1.3.2. Características fundamentales de la celda de flotación tipo columna 

Una celda columna, tal como se muestra en la Fig. 1.4, es de sección circular. La 

pulpa acondicionada se alimenta a una distancia de un tercio de altura, desde el 
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rebose de la celda, el aire es introducido o inyectado a través de los difusores que se 

encuentran cerca a la base y el agua de lavado ingresa a través de una especie de 

ducha de 3 a 6 pulgadas sobre o debajo del rebose de la celda, dependiendo del 

fabricante de la celda columna. 

Las partículas de mineral contenidas en la pulpa tropiezan con una nube ascendente 

de burbujas de aire y son llevadas hasta el rebose, pero estas al pasar por encima del 

punto de alimentación, se encuentran con un flujo suave descendente de agua fresca 

que lava las partículas de ganga adheridas a ellas. El concentrado de este modo, 

emerge por el rebose de la celda y los relaves se descargan por la parte inferior de la 

celda. El proceso de colección en una celda columna se sustenta en el hecho de que 

las partículas minerales de la especie valiosa y ganga están moviéndose en sentido 

contrario a la nube de burbujas, lo cual puede explicarse en dos patrones de flujo en 

contracorriente: 

— Un flujo descendente de partículas de mineral y burbujas ascendentes en la 

zona de colección. 

— Burbujas ascendentes y un flujo descendente de agua de lavado en la zona de 

limpieza. 

 

Fig. 1.4. Celda columna Metso. 

El bias es una variable de control en las celdas columnas que representa a la fracción 

neta de agua que fluye a través de la espuma, asegurando la acción de limpieza, y 

evitando el arrastre hidráulico de partículas finas [6].  Las celdas pueden operar con 

Bomba de 

alimentación 

de pulpa 

Bomba de 

alimentación 

de aire 

Agua de lavado 

Bomba 

de colas 

Bomba de 

producto 

http://www.google.co.za/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiA29zZ3qDTAhXFdSYKHUf7D54QjRwIBw&url=http://www.metso.com/products/separation/microcel-high-recovery-flotation-columns/&bvm=bv.152180690,d.ZGg&psig=AFQjCNEh_MhqRvbozh9Pu6EOT1ylPk24sw&ust=1492149079592804
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bias negativo y bias positivo, sin embargo, las celdas columnas deben trabajar con 

bias positivo [6].  

En el régimen de operación con bias negativo, el flujo de alimentación es siempre 

mayor que el flujo de relaves, causando exceso de volumen para su rebose como 

concentrado. Ello indica que cierta cantidad de agua de la pulpa va al concentrado, lo 

cual da un producto de baja ley. Esto es: 

QC
QF

= BIAS < 1 (1.1) 

En el régimen de operación con bias positivo, el flujo de relave es mayor al flujo de 

alimentación, dando como resultado un producto de mayor calidad, es decir, de más 

alta ley debido a la menor cantidad de ganga. 

BR =
QC
QF

= BIAS > 1 (1.2) 

El régimen de tasa de error (bias rate) positivo tienen un valor recomendado entre 

1.01 y 1.15 [14]. 

El agua de lavado agregada en el rebose de la celda columna tiene las siguientes 

funciones: 

— Formar el bias. 

— Mantener el nivel de pulpa, lo cual satisface la siguiente ecuación. 

QF + QW = QT + QC (1.3) 

— Limpiador del concentrado. 

Las funciones del aire son: 

— Producción de burbujas muy finas, consiguiendo la máxima retención del 

contenido volumétrico de aire o holdup de aire. 

— Promover la mayor probabilidad de encuentro partícula-burbuja, de modo de 

alcanzar una mayor recuperación de la especie de tamaño fino. 

— Permitir establecer una relación flujo de aire-velocidad de extracción del 

concentrado. 

— Mantener el nivel de pulpa. 

— Limpieza del concentrado. 

1.4. Estado del arte de los sistemas de control de celdas de flotación tipo 

columna.  

Los sistemas de control de una celda de flotación tipo columna deben estar enfocados 

en maximizar el rendimiento en términos de grado y recuperación, así como 
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minimizar el consumo de energía, de agua y de aditivos químicos [12]. 

Existen varias técnicas de control, para las celdas de flotación tipo columna, que han 

sido propuestas. Las estrategias de control planteadas llegan inclusive a considerar al 

proceso como un sistema SISO. Generalmente el objetivo del control implica decidir 

la estrategia y los algoritmos de control que se deben utilizar [50, 85, 88, 90].  

Generalmente, los sistemas de control, de las celdas de flotación tipo columna, no 

son sofisticados, principalmente por qué la variable crítica del proceso que se puede 

medir directamente es la altura de la cama de burbujas.  

El desarrollo de nuevos sensores para bias, gas holdup y velocidad superficial del gas 

ofrecen la posibilidad de implementar sistemas de control avanzados, los cuales se 

caracterizan por su elevada efectividad en el control de procesos [52, 53, 62, 111, 

112, 114, 115, 129]. 

En [12] se propone un controlador PI descentralizado para un sistema de dos fases en 

una celda de flotación tipo columna de laboratorio. El bias (sesgo) y la altura de la 

cama de burbujas fueron las variables controladas y las variables manipuladas fueron 

el flujo de agua de lavado y el flujo de colas de la celda. Los controladores PI 

propuestos relacionan el bias con el agua de lavado y la altura de la cama de burbujas 

con el flujo de colas. Esta relación de control se debe a que el flujo de colas no tiene 

efecto sobre el bias. Sin embargo, como el sistema está débilmente acoplado se 

utilizan estrategias de control basadas en sistemas SISO con controladores PI 

convencionales.  

Las limitaciones y robustez de los controladores PI convencionales en el control de 

procesos con comportamiento dinámico complejo han sido ampliamente analizadas 

en la literatura, ver por ejemplo [54, 55, 58, 59, 60, 61, 62, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 72, 

73, 81, 92, 93, 95, 153, 155, 156]. Otro factor que afecta al sistema de control 

propuesto es la no linealidad del proceso, por ejemplo, la altura de la cama de 

burbujas, la cual también depende del flujo de aire). 

Recientemente, estrategias similares fueron  implementadas en celdas de flotación 

tipo columna de laboratorio usando una pulpa de alimentación [13]. Dos lazos de 

control PI fueron propuestos para manipular el flujo de agua de lavado y el flujo de 

las colas y de esta manera controlar el nivel de la cama de burbujas y el bias, los 

resultados obtenidos se presentan en la Fig. 1.5.  



 

 

14 

 

 

Fig. 1.5. Principio de separación por flotación [13].  

Los resultados del comportamiento de la celda, frente a variaciones del flujo de aire 

se presentan en la Fig. 1.6. [13] 

 
Fig. 1.6. Principio de separación por flotación [13]. 
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En [16] se implementó un controlador no lineal del tipo ganancia programada con 

controlador PI para el control del nivel de burbujas en una columna de dos fases, 

donde la ganancia proporcional del controlador es función del caudal de aire. En la 

Fig. 1.7 se muestra la respuesta temporal del sistema de control. La primera parte del 

grafico muestra el cambio del setpoint de nivel de la cama de burbujas de 40 a 60 cm 

y viceversa, con un valor de flujo de aire de 1.25 cm/s. 

 

Fig. 1.7. Respuesta temporal del sistema de control.  

Después de 800 s, el flujo de aire se incrementa a 1.8 cm3/s y la ganancia 

proporcional del controlador PI es ajustada. El controlador utilizado no tiene una 

retroalimentación basada en el flujo de aire, debido a esto no puede anticipar un 

cambio brusco en el flujo de aire y de esta manera hacer los ajustes de la ganancia 

proporcional del controlador PI. Sin embargo, hace un ajuste adecuado de la 

ganancia proporcional para mantener una misma dinámica de profundidad de 

espuma. Además, se realizan otros cambios de setpoint de 60 a 40 cm. 

En [17] se propone una estructura de control basada en el desacoplamiento de la 

planta y los controladores PI. Como variables manipuladas se utilizan el flujo de 

agua y el flujo de aire y como variables controladas el nivel de interface de la cama 

de espumas y la fracción de aire o holdup. Una de las conclusiones a las que se llega 
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es que el lazo de control de flujo de aire y la fracción de aire presenta problemas 

debido a la fuerte interacción que existe entre la variable fracción de aire con los 

demás flujos de ingreso y salida de la planta. 

En [15], usando dos sensores virtuales, uno para la altura de la cama de espumas y el 

otro para medir el bias se propone un controlador multivariable no lineal con 

estructura GlobPC (Global Prective No linear). La representacion del proceso se 

muestra en la Fig. 1.8, las dos variables manupuladas son el flujo de colas y el flujo 

de agua de lavado y las variables controladas son la altura de la interface de la cama 

de espumas y el bias. 

 

Fig. 1.8. Modelo del proceso de la celda columna [15].  

Dos controladores SISO GlobPC fueron usados como se ilustra en la Fig. 1.9. Los 

efectos de la interdependencia de variables en la planta se redujeron mediante el uso 

de una matriz de desacoplamiento. 
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Fig. 1.9. Diagrama de la estructura del controlador propuesto [15].  

Las respuestas temporales del sistema de control se muestran en la Fig. 1.10. 

 

Fig. 1.10. Respuestas temporales del sistema de control [15]. 
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En [18] se desarrolla un sistema de control experto con prevención de sobrecarga 

de espumas en una celda columna de laboratorio. El diagrama instrumental, (ver 

Fig. 1.11) fue propuesto para optimizar los indicadores mineralógicos: el grado de 

concentración y la recuperación. El sistema de control fue desarrollado en base al 

control predictivo multivariable [19]. El sistema experto basado en el uso del 

grado vs recuperación posibilitó disminuir la cantidad de reglas del controlador 

fuzzy.  

En [20] se desarrolla un controlador fuzzy obteniendo una concentración de cobre 

sobre el rango admitido, manteniendo la recuperación por encima del nivel limite 

definido. En el diseño del controlador fuzzy se utilizaron como variables 

manipuladas el flujo de aire y el nivel de interface de la cama de burbujas. El 

setpoint del agua de lavado fue seleccionado en base a mantener un bias positivo 

(ver Fig. 1.12). Los resultados de las pruebas del controlador fuzzy propuesto e 

implementado en una celda columna piloto, fueron aceptables, se logró producir 

concentrado de cobre dentro del rango aceptable de recuperación y sin saturar, la 

mayor parte del tiempo, las variables manipuladas. 

 

Fig. 1.11. Diagrama instrumental de la celda columna [18]. 
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Fig. 1.12 Diagrama P&ID [20].  

En [21, 22] se muestran los avances obtenidos en los sistemas de control de las 

celdas de flotación tipo columna. En la tabla 1.1 se realiza un resumen de estos 

trabajos: 

Tabla 1.1. Resumen del estado del arte del control de celdas de flotación tipo 

columna. 

Autores Variables controladas 

Algoritmo de 

control 

propuesto 

Tipo de 

columna 

Ameluxen R, 

Llerena R, Dustan 

P, Huls B (1988) 

Nivel de cama de espumas 

y BIAS 
PID Industrial 

Barriere PA, 

Dumont F, 

Desbiens A 

(2001) 

Nivel de cama de espumas 

Backstepping, 

model reference 

nonlinear 

control 

Piloto de 2 

fases 

Bergh LG, 

Yianatos JB, 

Cartes F (1996)  

Grado y recuperación 

Lógica fuzzy 

para supervisor 

lazos de control 

locales 

Piloto, 

industrial 
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Bergh LG, 

Yianatos JB, 

Acuna C, Perez 

H, Lopez F 

(1999) 

Grado y recuperación Sistema Experto Industrial 

Bouchard J, 

Desbiens A, del 

VillarR (2005) 

Nivel de cama de espumas 

y BIAS 

Reviso todos los 

temas 

Piloto de 2 y 

3 fases 

Chuk OD, Mut V, 

Nuñez E, 

Gutierrez L 

(2001) 

Nivel de cama de espumas 

y gas holdup 
MPC Laboratorio 

Cienski T,Coffin 

V (1981) 
Nivel de cama de espumas PID Industrial 

del Villar R, 

Grégoire M, 

Pomerleau A 

(1999) 

Nivel de cama de espumas 

y BIAS 
PID 

Laboratorio, 

2 fases 

Desbiens A,del 

VillarR, MilotM 

(1998) 

Nivel de cama de espumas 
Gain Schedule 

PI 

Piloto de 2 

fases 

Hirajima T, 

Takamori T, 

Tsunekawa M, 

Matsubara T, 

Oshima K, Imai T 

(1991) 

Grado Lógica Fuzzy Industrial 

Kosick G, Dobby 

GS, Young P 

(1991) 

Performance de la celda 

columna en la zona de 

densidades pulpa/espumas 

y/o grado y recuperación 

Lógica Fuzzy Industrial 

Maldonado M, 

Desbiens A, del 

Villar R (2008)  

Nivel de espumas, BIAS, 

gas Holdup 

PI, 

descentralizado 

Piloto, 2 

fases 

Maldonado M, 

Desbiens A, del 

Villar R (2009)  

Nivel de espumas, BIAS, 

gas Holdup 
PI + MPC 

Piloto, 2 

fases 

McKay JD, 

Ynchausti RA 

(1996) 

Grado del concentrado de 

la columna y grado de la 

cola de la celda 

convencional scanveger 

Sistema Experto Industrial 

Milot M, 

Desbiens A, del 

Villar R, Hodouin 

D (2000) 

Nivel de espuma, BIAS MPC 
Piloto, 2 

fases 

Nunez E, 

Desbiens A, del 

VillarR, 

Duchesne C 

(2006) 

Nivel de espuma, gas 

holdup 
MPC 

Piloto, 3 

fases 
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Persechini MAM, 

Peres AEC, Jota 

FG (2004) 

Nivel de espuma, BIAS, 

gas holdup 
PID 

Piloto, 2 

fases 

Pu M, Gupta Y, 

Taweel AA 

(1991) 

Nivel de espumas, gas 

holdup 
MPC 

Laboratorio 3 

fases 

Los sistemas de control propuestos usan 2 variables de entrada y 2 de salida, 

considerando las demás variables del proceso como perturbaciones. En [12] se 

concluye que las interdependencias de las demás variables de proceso son muy 

fuertes y por ello no se logra un control satisfactorio.  

Del estudio desarrollado sobre el estado del arte de los sistemas de control de las 

celdas de flotación tipo columna se puede concluir, que a pesar de las diversas 

estrategias de control propuestas para resolver el problema del control efectivo de 

este tipo de plantas, aún existen problemas no resueltos tanto de carácter teórico 

como práctico. Ello se debe al complejo comportamiento dinámico que presenta este 

tipo de plantas. Es bien conocido que el control efectivo de plantas multivariables 

con comportamientos dinámicos complejos es muy difícil de obtener utilizando las 

estrategias de control resumidas en este estudio, incluso desacoplando las variables 

de las plantas, ver, por ejemplo: [56, 70, 71, 74, 75, 76, 77, 78, 83, 84, 86, 87, 89, 91, 

94, 98, 102, 103, 110]. 

Hace algunas décadas, el único objetivo realmente importante en el control de 

procesos era lograr alcanzar una operación estable de la planta, ver por ejemplo [120, 

121, 131, 133, 134, 135, 136, 140]. Sin embargo, hoy en día, la existencia de un 

mercado, tan variable y difícil de predecir, ha obligado a las empresas a mejorar sus 

procesos productivos conforme evoluciona el mercado, con el fin de mantenerse 

competitivas y rentables [43, 56]. La competencia que existe en los diversos niveles 

de la industria, al igual que el creciente interés de la sociedad por los problemas del 

medio ambiente que se originan a raíz de los procesos industriales, han llevado a la 

necesidad de disponer de estrategias de control fiables que permitan la operación de 

las plantas con alto grado de eficiencia y flexibilidad [63, 64, 71, 81, 105, 109]. 

Hoy en día, los sistemas de control de procesos industriales deben cumplir 

simultáneamente con criterios de calidad en la producción, para satisfacer 

especificaciones sujetas a demandas normalmente variables; con criterios 

económicos, asociados con el mantenimiento de las variables de la planta y la 
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minimización de funciones de costos de operación, así como con criterios de 

seguridad y de protección del medioambiente. Por consiguiente, en la actualidad, el 

objetivo de los sistemas de control consiste en actuar sobre las variables 

manipuladas, de forma tal de satisfacer múltiples y cambiantes criterios de 

funcionamiento, en presencia de cambios en la dinámica de los procesos. Las 

diversas metodologías de control que existen hoy en día, tienen el reto de enfrentarse 

al cumplimiento de este objetivo. 

El control predictivo basado en modelo (MBPC o MPC) constituye una poderosa 

herramienta para afrontar este reto, ya que acepta cualquier tipo de modelo, 

funciones de costo o restricciones, convirtiéndose en la metodología que puede 

reflejar más directamente los múltiples criterios de funcionamiento, relevantes en la 

industria de procesos [56]. El control predictivo, también conocido en la industria 

como control multivariable o control avanzado, es una estrategia de control que se ha 

impuesto en las últimas décadas en la industria de procesos como la mejor opción 

para controlar procesos con múltiples entradas y múltiples salidas, satisfaciendo 

además un conjunto de restricciones de operación de los mismos, ver, por ejemplo: 

[56, 78, 79, 82, 88, 90, 91, 104, 109, 113, 117]. En general, las estrategias de control 

predictivo, las cuales tienen su origen en base al predictor de Smith y sus diferentes 

modificaciones, están siendo aplicadas con éxito en los últimos años [105, 107, 113, 

117, 119, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 130, 132, 137, 138, 139]. Sin embargo, 

esta estrategia de control es más compleja que las estrategias convencionales y 

requiere de mayores recursos de cómputos para su implementación práctica. Los 

retos existentes consisten en los diseños de algoritmos de control aplicables, de fácil 

implementación y haciendo uso de modelos simples para una operación óptima del 

proceso en todo su rango de funcionamiento. Por otro lado, fuera de la industria 

clásica de procesos (química, petroquímica, farmacéutica, etc.), el reto consiste en la 

aplicación de estas técnicas de control a otros procesos con dinámicas complejas, por 

ejemplo, en los procesos de obtención y recuperación de concentrados de minerales.   

El desarrollo de controladores predictivo generalizado (GPC), por su propia 

estructura, resultan adecuados para desarrollar un control multivariable de procesos. 

Por consiguiente, el desarrollo de controladores predictivos multivariables constituye 

un problema abierto y de elevada importancia científico-técnica. 
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1.5. Objetivos de la tesis.  

La presente tesis tiene como objetivo general el desarrollo de un controlador 

predictivo generalizado (GPC) multivariable para el control efectivo de una celda de 

flotación tipo columna utilizada en el proceso de recuperación de cobre de una 

empresa minera de Perú, de forma tal de aumentar la capacidad de concentración del 

cobre y reducir las afectaciones al medio ambiente. Para cumplir con este objetivo se 

plantean los siguientes objetivos específicos: 

— Desarrollar un estudio sobre el estado del arte de los sistemas de control de celdas 

de flotación utilizadas en la industria minera. 

— Obtener, mediante las herramientas de identificación de sistemas, un modelo 

matemático adecuado del comportamiento dinámico multivariable de la celda de 

flotación tipo columna objeto de estudio. 

— Diseñar un controlador GPC multivariable para el control efectivo de las variables 

críticas de la celda de flotación objeto de estudio. 

— Analizar el controlador predictivo bajo diferentes escenarios de operación. 

— Plantear una propuesta de implementación practica del controlador diseñado. 

— Analizar el posible impacto que se obtendrá de la aplicación del controlador 

diseñado. 
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CAPÍTULO II: IDENTIFICACIÓN DEL COMPORTAMIENTO 

DINÁMICO DE UNA CELDA DE FLOTACIÓN TIPO 

COLUMNA  

2.1. Introducción 

El proceso de recuperación de cobre, analizado en el capítulo anterior, muestra que la 

celda de flotación tipo columna presenta un mejor comportamiento, que las celdas de 

flotación convencionales, en la recuperación de partículas finas. Debido a esta 

bondad es que su uso ha sido ampliamente aceptado en el proceso de recuperación de 

minerales valiosos de partículas finas. 

El proceso de recuperación de minerales valiosos en celdas columnas ocurre en el 

interior de las plantas concentradoras. El mineral pasa por varios equipos que 

reducen el tamaño de las partículas, de tal manera que cada partícula represente una 

única especie mineralógica. Después la pulpa (mineral con agua) pasa por la etapa de 

separación de especies de minerales valiosos. Primero pasan por un banco de celdas 

de flotación convencionales. Las colas de estos bancos, pasan por una etapa de 

remolienda, obteniéndose partículas finas. La pulpa con partículas finas pasa por la 

etapa de concentración de mineral en las celdas de flotación tipo columna. 

La celda de flotación cuenta con varios equipos auxiliares para manipular los flujos 

de ingreso y salida de la misma. Los equipos auxiliares son: la bomba de 

alimentación de agua de lavado, bomba de alimentación de pulpa, bomba de succión 

de colas, soplador de aire, válvulas de control para la alimentación de espumante.  

En este capítulo se describe el funcionamiento de la celda columna objeto de estudio, 

se analiza la importancia de cada variable de proceso, se identifica el 

comportamiento dinámico de las variables críticas de este tipo de plantas, también se 

analizan las perturbaciones típicas que afectan al proceso. Se utilizan las 

herramientas de identificación de sistemas de Matlab para obtener el modelo y 

validar el mismo. 

2.2.  Descripción del proceso productivo de obtención de concentrado de cobre 

2.2.1. Conceptos generales 

La práctica de procesamiento de minerales es tan antigua como la civilización 

humana. Los minerales y sus productos derivados han formado nuestras culturas en 
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desarrollo desde el hombre de piedra hasta los metales de uranio y la era atómica. 

Para entender el proceso de recuperación de mineral valioso en una celda de 

flotación es necesario conocer las etapas previas y la importancia de cada una de 

ellas.  

2.2.2. Etapa de reducción del tamaño del mineral 

El objetivo de la reducción de tamaño de mineral, proveniente de la mena, es liberar 

los minerales de valor desde la roca donde están depositados. Esto significa que se 

debe lograr un tamaño de liberación, normalmente en un intervalo de 100–10 

micrones. 

Para obtener el grado de liberación deseado, se plantean diferentes circuitos de 

procesamiento, con diferentes tipos de equipos. La selección de estos equipos se basa 

en las características del material y la cantidad a procesar. En la Fig. 2.1 se muestra 

el rango en el cual pueden operar estos equipos (ver curva 1). 

 

Fig. 2.1. Relación de equipo vs tamaño de mineral a procesar (Metso).  

Los circuitos típicos de reducción en operaciones mineras en el país, llevan una etapa 

de chancado primario, molienda SAG y chancado de pebbles. En la Fig. 2.2 se 

muestra un circuito de chancado y molienda y en la Fig. 2.3 un molino SAG y 2 

molinos de bolas. 
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En el proceso de reducción de tamaño, se usan grandes cantidades de agua para 

lograr trabajar con mineral húmedo. Esta mezcla es conocida como pulpa. La pulpa 

acondicionada es enviada a la etapa de separación de minerales o la etapa de 

flotación. 

 

Fig. 2.2. Chancado de 1-2 etapas, típico previo al ingreso al molino AG-SAG 

(Metso).  

Algunas de las perturbaciones en la etapa de reducción son: la dureza del mineral, el 

índice de trabajo, la chancabilidad, etc.  

 
Fig. 2.3. Molinos SAG y de bolas de una planta minera. 
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Algunas de las perturbaciones en la etapa de reducción son: la dureza del mineral, el 

índice de trabajo, chancabilidad, etc. 

2.2.3. Etapa de recuperación de minerales valiosos por flotación 

La flotación es un proceso de separación de mineral valioso (galena) y mineral no 

valioso (ganga), que se lleva a cabo en pulpas acondicionadas de agua y mineral. 

Los minerales valiosos son reacondicionados mediante la adición de colectores, 

modificadores y espumantes. La superficie del mineral valioso adquiere la propiedad 

hidrofóbica y estas son adheridas a burbujas de aire que son introducidas en la pulpa 

y son transportadas ascendentemente a una cama de espumas, ver Fig. 2.4.  

 

Fig. 2.4. Separación de minerales hidrofóbicos.  

En el proceso de flotación, aparte de controlar los reactivos, es importante controlar 

el tiempo de retención de las partículas y la aireación. El tiempo de retención 

determina la cantidad de celdas que van a formar el banco de celdas de flotación. La 

aireación es importante para conocer las condiciones óptimas de flotación. 

Los diseños de los circuitos de flotación varían en su complejidad dependiendo 

mayormente del tipo de mineral, grado de liberación de los minerales, pureza del 

producto. Un circuito simple, como el que se muestra en la Fig. 2.5 consiste en solo 

una celda de flotación. Al producto que ingresa a la celda se le denomina 

alimentación, al mineral valioso recuperado se le llama producto y al mineral no 

valioso se le conoce como desechos o cola. 

 
Fig. 2.5. Circuito simple de flotación (Metso). 
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Las plantas concentradoras de cobre típicamente tienen circuitos complejos de varias 

etapas, por ejemplo, 2 etapas de desbaste (a, b), una etapa de barrido (c), tres etapas 

de limpieza (d), y una etapa de remolienda (e), ver Fig. 2.6. 

En esta etapa de separación del mineral valioso, se usan circuitos de celdas de 

flotación convencionales, ver Fig. 2.7. 

 

   

Fig. 2.6. Circuito complejo de flotación de cobre.  

 
Fig. 2.7. Circuitos de celdas de flotación. 

2.2.4. Etapa de remolienda. 

Después del proceso de flotación por celdas convencionales, el material valioso de 

las celdas cleaner y las colas del cleaner pasan a la etapa de remolienda. La pulpa, 

que ingresa a la etapa de remolienda, contiene partículas conformadas por mineral 
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valioso (galena) en menor proporción que la ganga (ver Fig. 2.8). Estas partículas, 

por su composición, no pueden ser recuperadas en la etapa de flotación. 

El objetivo de la etapa de remolienda es reducir el tamaño de las partículas para 

conseguir un mayor grado de liberación y de esta manera separar las partículas 

valiosas de las no valiosas. El mineral resultante de la etapa de remolienda pasa a la 

celda de flotación tipo columna, debido a que este equipo trabaja mejor con 

partículas finas que las celdas convencionales.  

Son ampliamente usados, en la etapa de remolienda, los molinos verticales VTM y 

SMD (ver Fig. 2.9 y Fig. 2.10). 

 
Fig. 2.8 Circuito complejo de flotación de cobre. 

 
Fig. 2.9 Equipos de remolienda. 

Concentrado Relave 

Molino vertical VTM 

Molino SMD 
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2.2.5. Etapa de concentración de minerales por flotación en celda columna 

Las celdas de flotación tipo columna trabajan bajo el mismo principio que las celdas 

de flotación convencionales. Sin embargo, las celdas columna no usan mecanismos 

mecánicos para la agitación de la pulpa y distribución de las burbujas de aire. 

Además, las otras diferencias básicas con respecto a una celda convencional es la 

mayor relación 

altura – diámetro, sistema de generación de burbujas de aire y el uso de agua de 

lavado en la parte superior de la celda. 

 

Fig. 2.10. Molino vertical VTM. 

En aplicaciones de partículas finas las celdas columnas ofrecen las siguientes 

ventajas: 

- Mejora en el desempeño metalúrgico. 

- Bajo consumo de energía. 

- Menor área de piso ocupada por el equipo. 

- Menor cantidad de componentes de mantenimiento. 

En la Fig. 2.11 se muestra una celda de flotación tipo columna diseñada por Metso 

Minerals. 
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2.2.6. Etapa de espesamiento y filtrado 

El producto obtenido a la salida de las celdas de flotación contiene una elevada 

cantidad de agua en la pulpa. Para separar el agua del mineral concentrado se usan 

dos etapas. 

La primera etapa es la de espesamiento. Los espesadores trabajan bajo el principio de 

decantación del mineral. El mineral es acondicionado para que la velocidad de 

decantación sea mayor y poder obtener el producto en la parte baja del equipo. El 

producto obtenido de los espesadores de cobre, tienen un 50-65% de sólidos (ver Fig. 

2.12). 

 

Fig. 2.11. Celda de flotación tipo columna. 
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Fig. 2.12. Esquema de un espesador.  

El producto obtenido en los espesadores es enviado a los filtros, estos pueden ser de 

diferente tipo de tecnología, dependiente del tamaño de la partícula que procesan (ver 

Fig. 2.13). El producto obtenido a la salida de los filtros tiene un rango de 6 a 11% de 

humedad. Este concentrado final, por su humedad, ya puede ser fácilmente 

transportado y comercializado. 

 

Fig. 2.13. Curva de tecnología de filtro vs tamaño de partícula (Metso).  
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Los filtros tipo prensa son ampliamente usados en las planas de concentración de 

cobre (ver Fig. 2.14). Su selección y uso radica principalmente en el tamaño de las 

partículas de pulpa que procesan.  

 

Fig. 2.14. Filtro prensa VPA de Metso. 

2.3.  Las celdas de flotación tipo columna como objetos de control 

2.3.1. Descripción de las variables críticas del proceso de flotación de una celda 

columna 

En la Fig. 2.15 se muestra una representación esquemática de una celda de flotación 

tipo columna. Una corriente de pulpa acondicionada se alimenta a 2-3 m de la parte 

superior de la columna, mientras que se inyecta un flujo de gas (normalmente aire) 

en la parte inferior a través de un sistema de burbujeo o rociador. Una característica 

única de la columna de flotación es la adición de agua por encima del puerto de la 

zona de recolección, cuyo objetivo se explicará más adelante. Bajo condiciones de 

funcionamiento normales, la celda columna se divide en dos regiones, cada una de 

las cuales tiene un objetivo y un contenido de aire diferentes (fracción de volumen). 
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Fig. 2.15. Zonas de la celda de flotación tipo columna.  

La zona inferior, entre el puerto de alimentación y el puerto de ingreso de aire en la 

parte inferior, típicamente contiene menos del 20% de aire. La zona entre el puerto 

de alimentación y el de alimentación de agua de lavado de la columna presenta un 

contenido de aire mucho mayor (por encima del 70%), por lo que se denomina zona 

o cama de espuma. Como se mencionó anteriormente, se rocía agua sobre la espuma, 

siempre que se cumplan las condiciones adecuadas, parte de esta agua desciende 

hasta el fondo, lavando la espuma de la zona y retirando las partículas hidrófilicas 

que podrían haber sido retenidas por las burbujas ascendentes. En esta forma, el 

concentrado o producto se libera de partículas de ganga no deseadas, mejorando así 

su grado final. Como resultado de esta acción de lavado, la zona de espuma se 

denomina también zona de limpieza.  

Altura de la zona de espumas 

Como su nombre indica, esta variable (Hf) corresponde a la distancia entre la parte 

superior de la columna y la posición de la interface pulpa-espuma. Determina la 

altura relativa de las zonas de limpieza y recolección y, en consecuencia, el tiempo 

medio de residencia de la pulpa en la zona de recogida de la columna. Como tal, 

contribuye fuertemente al valor de la recuperación de la zona de recolección, aunque 

Agua de lavado (Qw) 

Concentrado o 

producto (Qp) 

Alimentación 

(Qa) 

Aire (Qg) 

Colas (Qc) 

Zona de 

limpieza 

Zona de 

colección 
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otras variables como el caudal de gas, el diámetro de la burbuja, etc. también tienen 

una influencia. Como resultado, su comportamiento debe ser monitoreado y 

controlado de cerca para lograr el funcionamiento estable de la columna. Esta 

variable se mide actualmente mediante distintos dispositivos. La celda de estudio, 

cuenta con dos medidores de presión para medir la posición de la interface [14]. La 

altura en función de las presiones Pi y las posiciones de los sensores Hi se determina 

mediante la expresión: 

H = H3  
H1(P1 − P3) − P1(H1 − H2)

H3(P1 − P2) − P3(H1 − H2)
 (2.1) 

Retención de gas (gas holdup) 

Básicamente, para medir la retención de aire en la celda columna se usa la presión 

hidrostática diferencial. Es la técnica más antigua y sencilla para evaluar la retención 

de gas. Consiste en medir la presión hidrostática en dos puntos de la zona de 

recolección a una distancia ΔL cm. Si P1 y P2 son los valores correspondientes de 

presión y P1 y P2 son los valores de presión correspondientes y (ρsl) es la densidad 

media de la pulpa entre los dos sensores, entonces se calcula la retención de gas a 

partir de la siguiente ecuación: 

𝜀𝑔 = 100(1 −
P1 − P2

ρsl ∗ g ∗ ΔL
)  (2.2) 

2.3.2. Esquema del proceso e instrumentación de la celda de flotación 

columna en estudio. 

En la Fig. 2.16 se muestra un esquema de la celda de flotación objeto de estudio. Se 

ha modificado el esquema, añadiéndose una relación de proporción BR (Bias Rate) 

entre el flujo de alimentación y el flujo de colas. El objetivo es mantener un bias 

positivo. 
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Fig. 2.16. Esquema de instrumentación y control de la celda objeto de estudio.  

Las variables manipulables y controladas se resumen en la tabla 2.1. 

Tabla 2.1. Variables críticas de la celda flotación objeto de estudio. 

Descripción Variables 

Variables manipuladas 

- Flujo de alimentación de pulpa –Qf 

- Flujo de agua de lavado – Qw 

- Flujo de colas – Qc 

- Flujo de aire – Qg 

Variables controladas 

- Nivel de interface de espumas con 

pulpa H-Hf 

- Gas Hold Up o Air Fraction. 

- Bias rate BR. 
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Perturbaciones 

 

- Composición mineralógica. 

- PH. 

- Fluctuaciones de tamaño de 

distribución de partículas. 

- Fluctuaciones en el grado de 

alimentación. 

- Viscosidad y densidad de la pulpa. 

- Fallas en las bombas de los sistemas 

auxiliares. 

2.4.  Identificación de la celda de flotación tipo columna 

Para la obtención del modelo matemático multivariable de la celda de flotación tipo 

columna objeto de estudio se utilizan las herramientas de identificación de sistemas 

[51], las cuales han sido aplicadas en la obtención de modelos matemáticos con un 

elevado grado de adecuación de una gran variedad de plantas industriales, ver por 

ejemplo [56, 80, 96, 97, 99, 100, 101, 140, 145, 146, 147, 148]. 

Se considera a la celda columna como un sistema multivariable lineal en la zona de 

operación, es decir que cada salida puede obtenerse como la superposición de la 

acción de cada una de las entradas existentes. 

La relación bias rate es constante, de en un valor de 1.1, que se encuentra dentro del 

rango recomendado entre 1.01 y 1.15 [14]. La relación proporcional entre el flujo de 

colas y el flujo de alimentación es controlada mediante en un lazo independiente del 

controlador GPC a diseñar. El comportamiento dinámico de la columna objeto de 

estudio se representa mediante la siguiente función de transferencia: 

[
H
ε
] = [

G11(z) G12(z)
G21(z) G22(z)

G13(z) G14(z)
G23(z) G24(z)

] [

Qw
Qc
Qf
Qg

]  (2.3) 

donde:  

H:  Nivel de interface de pulpa y espumas. 

ε:  Air holdup o Air fraction. 

Qw:  Flujo de agua de lavado. 

Qc:  Flujo de colas de la celda columna. 

Qf:  Flujo de pulpa de alimentación. 

Qg:  Flujo de aire. 

El objetivo es encontrar cada una de estas funciones de transferencia, que describen 
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la dinámica de la columna de flotación objeto de estudio [20, 21]. 

Después de obtener el punto de estado estable de la celda columna, cada variable 

manipulada fue sometida a variaciones pseudo-aleatorias, registrándose las salidas y 

las entradas de la planta. Los datos obtenidos fueron procesados mediante una 

estructura de modelo tipo ARMAX. El punto de operación estable y los rangos de 

variaciones de las entradas se muestran en la tabla 2.2. 

Tabla 2.2. Punto inicial de operación y rango de variación de las variables 

manipuladas. 

Punto de operación Rango de variación 

Agua de lavado 

Qw = 400 ml/min 
400 – 480 ml/min 

Flujo de alimentación 

Qf = 120ml/min 
120 - 145 ml/min 

Flujo de colas 

Qc = 440 ml/min 
440 – 490 ml/min 

Flujo de aire 

Qg = 1570ml/min 
1570 – 1640 ml/min 

En la Fig. 2.17 se muestra la respuesta del nivel de interface en la celda columna 

frente a variaciones del flujo de agua (Qw). Las señales obtenidas se usaron para 

encontrar la función de transferencia Nivel Interface – Flujo de Agua (G11(z)). 

 

Fig. 2.17. Respuesta temporal del nivel de interface – flujo de agua de lavado. 

Se obtuvo la siguiente expresión para la función de transferencia G11(z): 
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A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.4) 

A(z) =  1 − 0.3068z−1 − 0.6871z−2 

B(z) = 0.002564z−4 + 0.001215z−5 

C(z) =  1 + 0.8525z−1 + 0.1129z−2 − 0.0321z−3 − 0.02274z−4 

En la Fig. 2.18 se muestra la respuesta del air holdup en la celda columna frente a 

variaciones de flujo de agua (Qw). Las señales obtenidas se usaron para encontrar la 

función de transferencia air holdup – flujo de agua (G21(z)). 

 
Fig. 2.18. Respuesta temporal air holdup – flujo de agua de lavado. 

Se obtuvo la siguiente expresión para la función de transferencia G21(z): 

A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.5) 

A(z) =  1 −  1.199 z−1 +  0.2439 z−2  

B(z) = −0.03902 z−7 +  0.03806 z−8  

C(z) =  1 −  0.02132 z−1 +  0.05018 z−2 −  0.01394 z−3 −  0.01007 z−4  
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En la Fig. 2.19 se muestra la respuesta del nivel de interface en la celda columna 

frente a variaciones de caudal de colas (Qc). Las señales obtenidas se usaron para 

encontrar la función de transferencia nivel interface – flujo de colas (G12(z)). Se 

obtuvo la siguiente expresión para la función de transferencia G12(z): 

A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.6) 

A(z) =  1 −  0.9962 z−1  

B(z) = −0.006483 z−4  

C(z) =  1 −  0.005491 z−1 +  0.000244 z−2 −  0.001047 z−3 +  0.01513 z−4  

 

 
Fig. 2.19. Respuesta temporal del nivel de interface – flujo de cola. 

La Fig. 2.20 muestra la respuesta del air holdup en la celda columna frente a 

variaciones del flujo de cola (Qc). Las señales obtenidas se usaron para encontrar la 

función de transferencia air holdup – flujo de colas (G22(z)). Se obtuvo la siguiente 

expresión para la función de transferencia G22(z): 
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A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.7) 

A(z) =  1 −  0.8276 z−1 +  0.6438 z−2 −  0.7666 z−3    

B(z) = 0.004358 z−9 −  0.005267 z−10 +  0.003042 z−11 −  0.0007577 z−12 

C(z) =  1 −  1.3 z−1 +  1.324 z−2 −  0.9734 z−3 +  0.354 z−4 +  0.1553 z−5

−  0.1274 z−6 +  0.0236 z−7 

 
Fig. 2.20. Respuesta temporal air holdup – flujo de cola. 

En la Fig. 2.21 se muestra la respuesta del nivel de interface en la celda columna 

frente a variaciones de caudal de alimentación de pulpa (Qf). Las señales obtenidas 

se usaron para encontrar la función de transferencia nivel interface – flujo de 

alimentación (G13(z)). Se obtuvo la siguiente expresión para la función de 

transferencia G13(z): 

A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.8) 

A(z) =  1 −  0.9989 z−1  

B(z) = 0.002875 z−2   

C(z) =  1 +  0.001499 z−1 +  0.009423 z−2  
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En la Fig. 2.22 muestra la respuesta del air holdup en la celda columna frente a 

variaciones de flujo de alimentación (Qf). Las señales obtenidas se usaron para 

encontrar la función de transferencia air holdup – flujo de alimentación (G23(z)). 

 
Fig. 2.21. Respuesta temporal del nivel de interface – flujo de alimentación. 

Se obtuvo la siguiente expresión para la función de transferencia G23(z): 

A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.9) 

A(z) =  1 −  0.9989 z−1  

B(z) = −(6.14e − 05 )z−6 

C(z) =  1 −  0.009113 z−1 −  0.001932 z−2 +  0.02083 z−3 −  0.01714 z−4

+  0.001396 z−5 −  0.02685 z−6 −  0.00339 z−7 

En la Fig. 2.23 se muestra la respuesta del nivel de interface en la celda columna 

frente a variaciones de caudal de aire (Qg). Las señales obtenidas se usaron para 

encontrar la función de transferencia nivel interface – flujo de aire (G14(z)). 
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Fig. 2.22. Respuesta temporal air holdup – flujo de alimentación. 

 
Fig. 2.23. Respuesta temporal del nivel de interface – flujo de aire. 
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Se obtuvo la siguiente expresión para la función de transferencia G14(z): 

A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.10) 

(z) =  1 –  0.9925 z−1  

B(z) = 0.002204 z−2 

C(z) =  1 +  0.01847 z−1 −  0.01484 z−2  

En la Fig. 2.24 se muestra la respuesta del air holdup en la celda columna frente a 

variaciones de flujo de aire (Qg). Las señales obtenidas se usaron para encontrar la 

función de transferencia air holdup – flujo de aire (G24(z)). Se obtuvo la siguiente 

expresión para la función de transferencia G24(z): 

A(z)y(t) =  B(z)u(t) + C(z)e(t) (2.11) 

A(z) =  1 −  0.9965 z−1  

B(z) = 0.0004991 z−8 

C(z) = 1 +  0.01622 z−1 +  0.001359 z−2 −  0.01749 z−3 −  0.02528 z−4

−  0.005187 z−5 −  0.01561 z−6 +  0.00729 z−7  

 
Fig. 2.24. Respuesta temporal air holdup – flujo de aire. 
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La matriz de la función de transferencia obtenida se resume en la tabla 2.3, con 

Tm=0.5. 

Tabla 2.3. Funciones de transferencia de la celda columna. 

 Nivel de interface (H) 

Agua de lavado 

(Qw) G11(z) =
0.002564z−4 + 0.001215z−5

1 − 0.3068z−1 − 0.6871z−2
 

Colas (Qc) G12(z) =
−0.006483 z−4

1 −  0.9962 z−1
 

Alimentación de 

pulpa 

(Qf) 
G13(z) =

0.002875 z−2  

1 −  0.9989 z−1
 

Flujo de aire 

(Qg) G14(z) =
0.002204 z−2

1 −  0.9925 z−1
 

 Air Holdup (ε) 

Agua de lavado 

(Qw) G21(z) =
−0.03902 z−7 +  0.03806 z−8

1 −  1.199 z−1 +  0.2439 z−2 
 

Colas 

(Qc) 

G22(z)

=
0.004358 z−9 −  0.005267 z−10 +  0.003042 z−11 −  0.0007577 z−12

1 −  0.8276 z−1 +  0.6438 z−2 −  0.7666 z−3 
 

Alimentación de 

pulpa 

(Qf) 
G23(z) =

−0.0000614z−6

1 −  0.9989 z−1 
 

Flujo de aire 

(Qg) G24(z) =
0.0004991 z−8

1 −  0.9965 z−1 
 

 

2.5. Validación del modelo matemático. 

Para la validación del modelo matemático se utilizaron las herramientas de 

identificación de sistemas del toolbox de Matlab. En las Fig. 2.25, 2.26, 2.27, 2.28, 

2.29, 2.30, 2.31 y 2.32 se muestran los resultados de validación de las diferentes 

funciones de transferencia del modelo multivariable obtenido de la columna de 

flotación objeto de estudio, así como los valores de adecuación (FIT) de dichas 

funciones. 
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Fig. 2.25. Resultados de validación del modelo nivel de interface – flujo de agua 

G11(𝑧). 

 
Fig. 2.26. Resultados de validación del modelo air holdup – flujo de agua G21(𝑧).  

 



 

 

47 

 

 
Fig. 2.27. Resultados de validación del modelo nivel de interface – flujo de colas 

G12(𝑧). 

 
Fig. 2.28. Resultados de validación del modelo air holdup – flujo de colas G22(𝑧). . 
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Fig. 2.29. Resultados de validación del modelo nivel de interface – flujo de 

alimentación de pulpa G13(𝑧). 

 
Fig. 2.30. Resultados de validación del modelo air holdup – flujo de alimentación de 

pulpa G23(𝑧).  
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Fig. 2.31. Resultados de validación del modelo nivel de interface – flujo de aire 

G14(𝑧). 

 
Fig. 2.32. Resultados de validación del modelo air holdup – flujo de aire G24(𝑧).  
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Las funciones de transferencia presentan valores de adecuación (FIT) por encima de 

80%, los cuales son aceptables para su aplicación en el diseño de sistemas de control 

[52]. 

2.6. Conclusiones. 

Se desarrolló una breve descripción del proceso productivo de obtención de 

concentrado de cobre. 

Se estudiaron las celdas de flotación tipo columna como objetos de control, 

determinándose sus variables críticas de salida y entrada. 

Se desarrolló el procedimiento de identificación de una columna de flotación real, 

utilizando datos de entrada y salida obtenidos en tiempo real de las diferentes 

variables críticas. Como resultado se obtuvo un modelo multivariable que describe su 

comportamiento dinámico mediante 2 variables de salidas y 4 variables de entrada.  

Los resultados de validación del modelo matemático obtenido mostraron que todas 

las variables presentan un adecuado grado de aceptación con un FIT superior al 80%, 

por ende, dicho modelo puede ser utilizado en el diseño de controladores efectivos de 

este tipo de plantas. 
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CAPÍTULO III: DISEÑO DEL CONTROLADOR PREDICTIVO 

GENERALIZADO MULTIVARIABLE PARA EL CONTROL DE 

UNA CELDA DE FLOTACIÓN TIPO COLUMNA  

3.1.  Introducción 

El objetivo de las celdas de flotación tipo columna es la obtención de concentrado de 

mineral con una ley adecuada y un grado de recuperación aceptable. El objetivo del 

presente capitulo consiste en diseñar un controlador predictivo generalizado (GPC) 

de una celda de flotación tipo columna utilizada en la recuperación de cobre. 

3.2.  Justificación de la estrategia de control a utilizar 

El control predictivo es ampliamente aceptado y usado en la industria por su 

naturaleza de controlar procesos multivariables. Sobre este tema se han escrito varios 

libros [43, 44, 57] y se han desarrollado diversas investigaciones. 

En el capítulo previo se mostró que proceso de la celda de flotación tipo columna es 

multivariable con variables fuertemente entrelazadas y que presenta un 

comportamiento dinámico complejo. Es bien conocido, que el control predictivo 

basado en modelo constituye una potente herramienta de control para las plantas 

industriales caracterizadas por presentar comportamientos dinámicos complejos [57].  

3.3. Diseño del controlador GPC para el control de la celda de flotación tipo 

columna  

3.3.1. Conceptos generales 

El controlador predictivo generalizado (GPC) fue propuesto por David Clarke en 

1987 [45]. El modelo matemático multivariable de la planta debe representarse 

mediante un modelo CARIMA multivariable:  

A(z−1)y(t) = B(z−1)u(t) + C(z−1)e(t), (3.1) 

donde A(z−1) y B(z−1) son matrices conformadas por los polinomios obtenidos en el 

capítulo previo: 

A(z−1) = I + A1z
−1 + A2z

−2 +⋯+ Anaz
−na 

B(z−1) = B0 + B1z
−1 + B2z

−2 +⋯+ Bnbz
−nb 

C(z−1) = I + C1z
−1 + C2z

−2 +⋯+ Cncz
−nc. 

(3.2) 

Para el cálculo, debido a su complejidad, se asume C(z−1) como una matriz 
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identidad Inxn, las variables 𝑦(𝑡), 𝑢(𝑡) y 𝑒(𝑡) son vectores de tamaños 𝑛𝑥1, 𝑚𝑥1 y 

𝑛𝑥1 respectivamente. Se considera la siguiente función de coste para el caso 

multivariable [43]: 

J(N1, N2) = ∑‖y(t + j|t) − w(t + j)‖R
2

N2

j=N1

+∑‖∆u(t + j − 1)‖Q
2

Nu

j=1

, (3.3) 

donde 𝑁1 y 𝑁2 son los horizontes de predicción y de control respectivamente. 𝑅 y 𝑄 

son matrices de ponderación diagonales y definidas positivas. 

Inxn = 𝐄j(z
−1)𝐀̃(z−1) + z−j𝐅𝐣(z

−1) con 𝐀̃(z−1) = Δ𝐀(z−1). (3.4) 

Los polinomios Ej y Fj son únicos de grados j − 1 y na respectivamente. Si la 

ecuación (3.1) es multiplicado por ΔEj(z
−1)zj: 

𝐀̃(z−1)𝐄𝐣(z
−1)y(t + j) = 𝐄𝐣(z

−1)𝐁(z−1)∆u(t + j − 1) + 𝐄𝐣(z
−1)e(t + j). (3.5) 

Reemplazando la ecuación (3.1) en (3.4) y simplificando se obtiene: 

y(t + j) = 𝐅𝐣(z
−1)y(t) + 𝐄𝐣(z

−1)𝐁(z−1)∆u(t + j − 1) + 𝐄j(z
−1)e(t + j). (3.6) 

Como el grado del polinomio 𝐄j(z
−1) = j − 1, en consecuencia, los términos del 

ruido en (3.6) están en el futuro. Usando el operador y tomando en cuenta que 

E[e(t)] = 0, la mejor predicción de y(t + j) es: 

E[y(t + j)] = ŷ(t + j|t) = 𝐅j(z
−1)y(t) + 𝐄j(z

−1)𝐁(z−1)∆u(t + j − 1). (3.7) 

Las condiciones iniciales para el cálculo recursivo de los polinomios Ej y Fj son: 

𝐄1 = I. (3.8) 

𝐅1 = z(I − 𝐀̃). (3.9) 

Haciendo el polinomio 𝐄j(z
−1)𝐁(z−1) = 𝐆j(z

−1) + z−j𝐆jp(z
−1), la predicción se 

obtiene como: 

ŷ(t + j|t) = 𝐆j(z
−1)∆u(t + j − 1) + 𝐆jp(z

−1)∆u(t − 1) + 𝐅j(z
−1)y(t). (3.10) 

Los dos últimos términos de la derecha de la ecuación (3.10) son considerados como 

parte de la respuesta libre del sistema, considerando que las señales de control se 

mantienen constantes. La ecuación (3.10) se puede reescribir en la forma: 

ŷ(t + j|t) = 𝐆j(z
−1)∆u(t + j − 1) + 𝐟j, (3.11) 

donde 𝐟j = 𝐆jp(z
−1)∆u(t − 1) + 𝐅j(z

−1)y(t). Ahora considerando una secuencia de 
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Nj predicciones adelante: 

ŷ(t + 1|t) = G1∆u(t) + 𝐟1
ŷ(t + 2|t) = 𝐆2∆u(t + 1) + 𝐟2

⋮
ŷ(t + N|t) = 𝐆N∆u(t + N − 1) + 𝐟N

 (3.12) 

Debido a las propiedades recursivas del polinomio 𝐄j, la expresión (3.12) puede ser 

reescrita como: 

[
 
 
 
 
 
ŷ(t + 1|t)

ŷ(t + 2|t)
⋮

ŷ(t + j|t)
⋮

ŷ(t + N|t)]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

G0 0
G1 G0

… 0
… 0

… 0
… 0

⋮ ⋮
Gj−1 Gj−2

⋱ ⋮
… G0

⋮ ⋮
⋮ 0

⋮ ⋮
GN−1 GN−2

⋮ ⋮
… …

⋱ ⋮
… G0]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

∆u(t)

∆u(t + 1)
⋮

∆u(t + j − 1)
⋮

∆u(t + N − 1)]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
f1
f2
⋮
fj
⋮
fN]
 
 
 
 
 

. (3.13) 

Las predicciones pueden ser expresadas en forma: 

𝐲 = 𝐆𝐮 + 𝐟 (3.14) 

El término de respuesta libre puede ser calculado de manera recursiva: 

𝐟j+1 = z (I − 𝐀̃(z
−1)) 𝐟j + 𝐁(z

−1)∆u(t + j), (3.15) 

donde f0 = y(t) y ∆u(t + j) = 0 para j ≥ 0 

Se puede apreciar que si la matriz 𝐀(z−1) es una matriz diagonal, las matrices 

𝐄j(z
−1) y 𝐅j(z

−1) también son diagonales y el problema se reduce a la reducción de 

n ecuaciones diofánticas. El cálculo de 𝐆j(z
−1) y 𝐟j también está simplificado. 

La minimización de la función objetivo (3.3) usando 
∆J

∆u
= 0  para el caso sin 

restricciones conlleva a la obtención de la respuesta explícita: 

u = (𝐆TR𝐆 + Q)−1𝐆TR(𝐰 − 𝐟), (3.16) 

3.3.2. Estructura de control 

En los epígrafes 1.3.2 y 2.3.2, se obtuvo la relación de proporcionalidad, entre el 

flujo de colas Qc y el flujo de alimentación de pulpa Qf, siendo esta proporción 

conocida como constante bias rate (BR). 

Considerando la constante BR entre ambos flujos, la estructura (diagrama de 

bloques) del sistema de control se muestra en la Fig. 3.1, de donde es posible 
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observar las 4 variables de entradas y las dos variables de salida de la celda de 

flotación objeto de estudio.  

La salida del controlador GPC setpoint flujo de colas va al controlador del BR, cuyo 

efecto es buscar una relación proporcional entre ambos flujos:  

BR =
QC
QF

 (3.17) 

 

El controlador GPC tiene que ser capaz de integrar en su algoritmo de control los 

efectos asociados a la relación proporcional BR. 

 
Fig. 3.1 Estructura del sistema de control con controlador GPC de la columna de 

flotación. 

3.3.3. Función de transferencia MIMO de la estructura de control 

En el epígrafe 2.4 se obtuvo el modelo matemático multivariable de la columna de 

flotación y en la tabla 2.3 se mostraron las funciones de transferencias de dicho 

modelo conformado por 2 entradas y 4 salidas. En base a la estructura de control con 

GPC se requiere replantear dicho modelo matemático. 

Bajo la estructura actual, el controlador tendrá 2 entradas y 3 salidas. El efecto del 

flujo de alimentación Qf sobre la planta y el controlador GPC se mantendrán 

replanteando la ecuación (2.3) en una nueva función de transferencia, considerando 

(3.17): 

Qf 

Qg 

Qc 

Qw 

Air 

Holdup 

Nivel de 

interface 

Celda de flotación 

tipo columna. 

 

 
Incluye sus sensores, 

actuadores y 

controladores de flujo. 
Controlador 

 

GPC 

Controlador 

del BR  

Set point 

Air 

Holdup 

Set point 

de Nivel 

interface 
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[
H
ε
] = [

G11(z) G12(z)
G21(z) G22(z)

G13(z) G14(z)
G23(z) G24(z)

] [

Qw
Qc

Qc/BR
Qg

] (3.18) 

Siendo BR una constante. 

[
H
ε
] = [

G11(z) G12(z) +
G13(z)

𝐵𝑅

G21(z) G22(z) +
G23(z)

𝐵𝑅

G14(z)
G24(z)

] [

Qw
Qc
Qg

] (3.19) 

[
H
ε
] = [

GG11(z) GG12(z)

GG21(z) GG22(z)

GG13(z)
G23(z)

] [

Qw
Qc
Qg

] (3.20) 

Los valores de las funciones de transferencia (3.20) se muestran en la tabla 3.1.  

Tabla 3.1 Funciones de transferencia para el diseño del controlador. 

 Nivel de interface (H) 

Agua de lavado 

(Qw) GG11(z) =
0.002564z−4 + 0.001215z−5

1 − 0.3068z−1 − 0.6871z−2
 

Colas (Qc) 

GG12(z)

=
0.00261364 z−2 − 0.002603704 z−3 − 0.006483 z−4 + 0064758687z−5

1 −  1.9951 z−1 + 0.99510418 z−2
 

Flujo de aire 

(Qg) GG13(z) =
0.002204 z−2

1 −  0.9925 z−1
 

 Air Holdup (ε) 

Agua de lavado 

(Qw) GG21(z) =
−0.03902 z−7 +  0.03806 z−8

1 −  1.199 z−1 +  0.2439 z−2 
 

Colas 

(Qc) 

GG22(z)

=

−0.00005582 z−6 + 0.00004619513  z−7 − 0.00003593574 z−8

+0.0044008 z−9 −  0.00962021 z−10 +  0.00830321 z−11

− 0.003796354 z−12 +  0.000756867 z−13

1 −  1.8265 z−1 +  1.47049 z−2 −  1.40969 z−3 + 0.765756 z−4
 

Flujo de aire 

(Qg) GG23(z) =
0.0004991 z−8

1 −  0.9965 z−1 
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3.3.4. Diseño del controlador GPC multivariable para el control de la celda de 

flotación tipo columna  

Para la obtención de algoritmo de control se debe hallar primero las matrices de las 

funciones de transferencias A(z−1) y B(z−1) de (3.1). 

Según la ecuación (3.15) la matriz A(z−1) debe ser diagonal. Expresando (3.20) en 

términos de sus numeradores y denominadores se obtiene: 

[
H
ε
] =

[
 
 
 
 
NGG11(z)

DGG11(z)

NGG12(z)

DGG12(z)

NGG21(z)

NGG21(z)

NGG22(z)

DGG22(z)

NGG13(z)

DGG13(z)
NGG23(z)

DGG23(z)]
 
 
 
 

[

Qw
Qc
Qg

] (3.20) 

Llevando (3.20) a la forma de (3.1) se obtiene: 

[
A11(z

−1) 0

0 A22(z
−1)

] y(t) = [
B11(z

−1) B12(z
−1)

B21(z
−1) B22(z

−1)

B13(z
−1)

B23(z
−1)

] u(t) (3.21) 

MCM representa el mínimo común múltiplo, siendo los valores de la matriz A(z−1): 

A11(z
−1) = MCM(DGG11(z), DGG12(z), DGG13(z))

A22(z
−1) = MCM(DGG11(z), DGG12(z), DGG13(z))

 (3.22) 

y los valores de la matriz B(z−1) en términos de A11(z
−1) y A22(z

−1): 

B11(z
−1) = A11(z

−1)
NGG11(z)

DGG11(z)

B12(z
−1) = A11(z

−1)
NGG12(z)

DGG12(z)

B13(z
−1) = A11(z

−1)
NGG13(z)

DGG13(z)

B21(z
−1) = A22(z

−1)
NGG21(z)

NGG21(z)

B22(z
−1) = A22(z

−1)
NGG22(z)

DGG22(z)

B23(z
−1) = A22(z

−1)
NG23(z)

DG23(z)

 (3.23) 

Para los valores de la tabla 3.1, donde los denominadores no tienen un factor en 

común, entonces el MCM es el producto de los denominadores, los valores de los 

componentes de la matriz A(z−1) se expresan como: 

A11(z
−1) = DGG11(z) ∗ DGG12(z) ∗ DGG13(z)

A22(z
−1) = DGG11(z) ∗ DGG12(z) ∗ DGG13(z)

 (3.24) 
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Los valores de los componentes de la matriz B(z−1) se expresan como: 

B11(z
−1) = NGG11(z) ∗ DGG12(z) ∗ DGG13(z)

B12(z
−1) = DGG11(z) ∗ NGG12(z) ∗ DGG13(z)

B13(z
−1) = DGG11(z) ∗ DGG12(z) ∗ NGG13(z)

B21(z
−1) = NGG11(z) ∗ DGG22(z) ∗ DGG13(z)

B22(z
−1) = DGG11(z) ∗ NGG22(z) ∗ DGG13(z)

B23(z
−1) = DGG11(z) ∗ DGG22(z) ∗ NGG13(z)

 (3.25) 

De la tabla 3.1 y de (3.24) se obtiene: 

A11(z
−1) = 1 − 3.2944z−1 + 3.20473661z−2 + 0.152335z−3

− 1.7412798z−4 + 0.67861z−5 

(3.26) 
A22(z

−1) = 1 − 4.022z−1 + 6.91927z−2 − 7.50899z−3 + 6.420258z−4

− 4.06674462z−5 + 1.444317z−6 − 0.1861144z−7 

De la tabla 3.1 y de (3.25) se obtiene: 

B11(z
−1) = 0.002564z−4 − 0.0064452z−5 + 0.0039986z−6

+ 0.0010826z−7 − 0.0012z−8 

(3.27) 

B12(z
−1) = 0.002614z−2 − 0.006z−3 − 0.0041z−4 + 0.0177z−5

− 0.00771z−6 − 0.0069z−7 + 0.00442z−8 

B13(z
−1) = 0.002204z−2 − 0.0050734z−3 + 0.002028z−4

+ 0.002348z−5 − 0.001506z−6 

B21(z
−1) =  −0.03902z−7 + 0.1482z−8 − 0.235842z−9

+ 0.237424z−10 − 0.1941173z−11 + 0.112385z−12

− 0.0290427z−13 

B22(z
−1) =  −0.00005582z−6 + 0.00016874z−7 − 0.00021766z−8

+ 0.0045597z−9 − 0.0193451z−10 + 0.035765z−11

− 0.036936z−12 + 0.0233758z−13 − 0.0091416z−14

+ 0.0020116z−15 − 0.000184z−16 

B23(z
−1) =  0.0004991z−8 − 0.00151z−9 + 0.001949z−10

− 0.001806z−11 + 0.001405z−12 − 0.00062985z−13

+ 0.000093216z−14 

Considerando (3.26) y (3.27) las expresiones (3.2) y (3.1) se representan como:  

[I A1z
−1 ª2z

−2 ⋯ A7z
−7] y(t) = [B1z

−1 B2z
−2 … B16z

−16] u(t) (3.28) 
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donde las matrices Ai son matrices de 2x2 y las matrices Bi son de 2x3, siendo la 

matriz A(z−1): 

A(z−1)𝑡 =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 [

1 0
0 1

]

[
−3.2944 0

0 −4.022
] z−1

[
3.20473661 0

0 6.91927
] z−2

[
0.152335 0

0 −7.50899
] z−3

[
−1.7412798 0

0 6.420258
] z−4

[
0.67861 0

0 −4.06674462
] z−5

[
0 0
0 1.444317

] z−6

[
0 0
0 −0.1861144

] z−7 }
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝑡

, (3.29) 

y la matriz B(z−1): 

B(z−1)𝑡 =

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 [

0 0 0
0 0 0

] z−1

[
0 0.002614 0.002204
0 0 0

] z−2

[
0 0.006 −0.0050734
0 0 0

] z−3

[
0.002564 −0.0041 0.002028

0 0 0
] z−4

[
−0.0064452 0.0177 0.002348

0 0 0
] z−5

[
0.0039986 −0.00771 0 − 0.001506]

0 −0.00005582 0
] z−6

[
0.0010826 −0.0069 0
−0.03902 0.00016874 0

] z−7

[
−0.0012 0.00442 0
0.1482 −0.00021766 0.0004991

] z−8

[
0 0 0

−0.235842 +0.0045597 −0.00151
] z−9

[
0 0 0

0.237424 −0.0193451 0.001949
] z−10

[
0 0 0

−0.1941173 0.035765 −0.001806
] z−11

[
0 0 0

0.112385 −0.036936 0.001405
] z−12

[
0 0 0

−0.0290427 0.0233758 −0.00062985
] z−13

[
0 0 0
0 −0.0091416 0.000093216

] z−14

[
0 0 0
0 0.0020116 0

] z−15

[
0 0 0
0 −0.000184 0

] z−16 }
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑡

 (3.30) 



 

 

59 

 

En base a estas expresiones se desarrolló un programa en Matlab para sintonizar el 

controlador GPC, encontrándose las matrices adecuadas de sintonización: 

Wu = [
2 0 0
0 0.2 0
0 0 4

] Matriz de peso de las entradas. 

(3.31) Wy = [
0.2 0
0 6

] Matriz de peso de las salidas. 

Ny = 40 Horizonte de predicción 

un = 2 Horizonte de las entradas. 

3.4.  Resultados de simulación del sistema de control diseñado 

Las pruebas del controlador GPC MIMO sobre la celda de flotación tipo columna, 

arrojaron buenos resultados para valores de sintonización indicados en la tabla 3.2. 

Tabla 3.2. Valores de los parámetros de ajuste del controlador GPC multivariable. 

Wu = [
2 0 0
0 0.2 0
0 0 4

] matriz de peso de las entradas. 

Wy = [
0.2 0
0 6

] matriz de peso de las salidas. 

ny = 40 horizonte de predicción 

nu = 2 horizonte de control. 

El escalón aplicado a cada variable, se muestran en la tabla 3.3. 

Tabla 3.3. Escalón aplicado en las pruebas. 

Variable Escalón aplicado 

Nivel (cm) 440 – 490 

Air Holdup (%) 20- 25 

El tiempo de establecimiento del nivel de interface es de 70 segundos 

aproximadamente y la respuesta no muestra sobreimpulso. El tiempo de 

establecimiento del Air Holdup es de 50 segundos aproximadamente y la respuesta 

no muestra sobreimpulsos.  

Por consiguiente, las pruebas realizadas con variaciones tipo escalón y considerando 

los parámetros de la tabla 3.1 arrojaron resultados satisfactorios, los cuales se 

muestran en la Fig. 3.2. 
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Fig. 3.2. Respuestas temporales del sistema de control con controlador GPC 

multivariable. 

En la Fig. 3.3 se muestran las señales del sistema de control de Bias Rate, con las 

señales de control (flujo de colas y flujo de alimentación). Los resultados obtenidos 

son también aceptables. 

 
Fig. 3.3. Respuesta temporal del sistema de control de Bias Rate (BR). 
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3.5. Conclusiones 

Se fundamentó la estrategia de control a utilizar para el control efectivo de la 

columna de flotación objeto de estudio.  

Se realizó el diseño del controlador GPC multivariable de la columna de flotación 

objeto de estudio. 

Los resultados de simulación del sistema de control diseñado mostraron un buen 

desempeño de todas las variables de la columna de flotación objeto de estudio.  
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CAPÍTULO IV: PROPUESTA DE IMPLEMENTACIÓN PRACTICA 

DEL SISTEMA DE CONTROL DE LA CELDA DE FLOTACIÓN 

TIPO COLUMNA  

4.1.  Introducción 

El controlador GPC multivariable diseñado, demostró un buen comportamiento. En 

este capítulo se analizar la robustez del controlador y el comportamiento frente a 

perturbaciones. Para verificar la robustez del controlador GPC multivariable 

diseñado se realizará un análisis comparativo de las respuestas temporales del 

sistema de control de la columna de flotación con controladores GPC y PID 

desacoplados. También es parte de este capítulo, realizar una propuesta de 

implementación práctica, del sistema de control diseñado. 

4.2. Resultados comparativos de simulación del sistema de control diseñado con 

controladores GPC multivariable vs PID 

Para la comparación de los controladores GPC multivariable y PID se usan los 

criterios de desempeño que se exhiben en la tabla 4.1. Estos indicadores han sido 

ampliamente usados y aceptados [46, 47, 48]. En [46, 47] se utiliza el criterio del 

cuadrado del error (ISE) y en [48] se desarrollaron trabajos de investigación en base 

al criterio de la integral del cuadrado del error ponderada en el tiempo (ITSE). En [1] 

se considera el criterio de la integral del error absoluto (IAE), donde la acción de 

seguimiento, viene dado por la integral del valor absoluto del error. En [49] se 

utilizan los criterios ISE, IAE, ITSE e ITAE. En el presente trabajo se usaron esos 4 

criterios para evaluar el desempeño de los controladores. 

Tabla 4.1. Índices de desempeño para los controladores. 

Indicador Expresión Característica 

ISE 



N

k

e keJ
0

2

1 )(  Integral del cuadrado del error 

ITSE 



N

k

e kkeJ
0

2

2 )(  
Integral del cuadrado del error 

ponderado en el tiempo 

IAE 



N

k

kke yrJ
1

3  Integral del error absoluto 

ISU 



N

k

ssu ukuJ
0

2

1 ))((  
Integral de la salida de control 

cuadrática 
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TVU 



N

k

kku uuJ
1

12  Integral de la variación total de control 

4.2.1. Diseño del controlador PI para el control de la celda de flotación tipo 

columna 

Para el diseño de controladores PID, considerando que el modelo de la celda de 

flotación tipo columna es MIMO, resulta necesario seleccionar 2 entradas que actúen 

sobre las 2 salidas de la planta y encontrar la matriz de desacoplamiento de las 

variables de dicha planta. En [17] se concluye que para controlar el nivel de interface 

debe usarse el flujo de colas y para controlar el air holdup debe usarse el flujo de 

ingreso de aire a la celda columna. Las funciones de transferencia para diseñar los 

controladores PID se muestran en la tabla 4.2. 

Tabla 4.2. Funciones de transferencia de la planta para el diseño de controladores 

PID 

 Nivel de interface (H) 

Colas (Qc) G12(z) =
−0.006483 z−4

1 −  0.9962 z−1
 

Flujo de aire 

(Qg) G14(z) =
0.002204 z−2

1 −  0.9925 z−1
 

 Air holdup (ε) 

Colas 

(Qc) 

G22(z)

=
0.004358 z−9 −  0.005267 z−10 +  0.003042 z−11 −  0.0007577 z−12

1 −  0.8276 z−1 +  0.6438 z−2 −  0.7666 z−3 
 

Flujo de aire 

(Qg) G24(z) =
0.0004991 z−8

1 −  0.9965 z−1 
 

Para el diseño de los controladores se analiza la estabilidad de la planta, como se 

muestra en la Fig. 4.1. 

Para determinar si es posible desacoplar el sistema de la respuesta escalón que se 

muestra en la Fig. 4.2 se obtiene la matriz de ganancia relativa (RGA):  

A = [
−1.73 0.2983
0.02773 0.1404

] (4.1) 
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Fig. 4.1. Polos y zeros de la función de transferencia 2x2. 

La matriz RGA = ቂ0.9671 0.0329
0.0329 0.9671

ቃ.  

Como resultado se obtiene que el sistema puede ser desacoplado. 

 
Fig. 4.2 Respuestas escalón de las funciones de transferencias. 

 

La matriz de desacoplamiento encontrada utilizando códigos de Matlab es: 

Pole-Zero Map

Real Axis-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

0.1 /T

0.1 /T

0.2 /T

0.2 /T

0.3 /T

0.3 /T0.1
0.2

0.3
0.4
0.5

0.9

0.6

0.8
0.7

0.4 /T

0.4 /T
0.5 /T

0.5 /T

0.6 /T

0.6 /T

0.7 /T

0.7 /T

0.8 /T

0.8 /T

0.9 /T

0.9 /T

1 /T
1 /T

Step Response

Time (seconds)
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

From: Aire

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
0

0.05

0.1

0.15
-2

-1.5

-1

-0.5

0

From: Colas

X: 601.5
Y: 0.1404

X: 601.5
Y: 0.2938

X: 804.8
Y: 0.02773

X: 816
Y: -1.703
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D = [
1 0
0 1

]. (4.2) 

Considerando la matriz de desacoplamiento obtenida los lazos de control pueden ser 

sintonizados de forma independiente, como sistemas SISO. Los valores finales de 

ajuste de los parámetros de los controladores PI diseñados se muestran en la tabla 

4.3. 

Tabla 4.3. Resultados del ajuste de los parámetros de los controladores PI. 

 Nivel de interface (H) 

Flujo de colas 

(Qc) 
Kp = −1.7906, Ki =  −0.03673 

 Air holdup (ε) 

Flujo de aire 

(Qg) 
Kp = 142.105, Ki =  1.85814 

 

En la Fig. 4.3 se muestran las respuestas temporales del sistema de control de la 

planta objeto de estudio desacoplada con diferentes valores de ajuste de los 

parámetros de los controladores PI.       

 
Fig. 4.3. Respuestas temporales del sistema de control de la planta desacoplada 

con diferentes valores de ajuste de los parámetros de los controladores PI. 
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4.2.2. Resultados comparativos de simulación del sistema de control de la celda 

de flotación tipo columna objeto de estudio con controladores GPC 

multivariable vs PI 

Para evaluar comparativamente el desempeño del sistema de control, con los 

controladores diseñados GPC multivariable (Figura 3.1) y PI desacoplados, de la 

celda de flotación tipo columna objeto de estudio se plantearon diferentes escenarios 

de operación de la planta y se calcularon con elevado nivel de precisión los índices 

de desempeño representados en la tabla 4.1. En la Fig. 4.4 se muestra el diagrama del 

sistema de control de la celda columna con controladores PI no desacoplados.  

 

 

Fig. 4.4. Estructura del sistema de control de la celda de flotación con controladores 

PI no desacoplados. 

El primer escenario de operación consistió en aplicar los setpoints de las variables 

controladas a los controladores PI sin desacoplar y sin considerar el efecto de 

perturbaciones. 

Los resultados de simulación del sistema de control se muestran en la Fig. 4.5 y los 

indicadores de desempeño se resumen en la tabla 4.4. 

- 

- 

+ 

+ 

Qc 

Qg 

Celda columna 

PI(z) 

Setpoint 

Air holdup 

Setpoint 

Nivel 

interface 
G11(z) 

G22(z) 

PI(z) 

Nivel de 

interface 

Air 

Holdup 
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Fig. 4.4. Respuestas temporales del sistema de control con controladores           GPC 

(3x2) vs PI no desacoplados. 

Tabla 4.4. Índices de desempeño de los controladores GPC y PI no desacoplados. 

Controlador GPC PI 

ISE / Nivel interface 1.76863e+04 1.52204e+04 

IAE / Nivel interface 6.37065e+02 6.68956e+02 

ITSE / Nivel interface 9.80511e+05 8.40241e+05 

ITAE / Nivel interface 4.39997e+04 5.62341e+04 

ISE / Air holdup 2.00573e+02 2.33811e+02 

IAE / Air holdup 58.42479 92.96567 

ITSE / Air holdup 1.08864e+04 1.33324e+04 

ITAE / Air holdup 5.28447e+03 8.26236e+03 

 

El segundo escenario consistió en aplicar los setpoints de las variables controladas a 

los controladores PI desacoplados, sin considerar el efecto de perturbaciones. La 

estructura del sistema de control para este escenario se muestra en la Fig. 4.5.  
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Fig. 4.5. Estructura del sistema de control con controladores PI desacoplados.  

El setpoint aplicado para el caso de nivel es de 240 cm a 290 cm, para el air holdup 

de 20 a 25%. Los controladores PI actúan sobre la planta MIMO de 2 entradas y 2 

salidas, nivel, air holdup, caudal de colas y caudal de aire.  

Los resultados de simulación del sistema de control se muestran en la Fig. 4.6 y en la 

tabla 4.5 se exhiben los índices de desempeño. 
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Fig. 4.6. Respuestas temporales del sistema de control con controladores           GPC 

(3x2) vs PI desacoplados (figura 4.5). 

Tabla 4.5. Indicadores del desempeño del sistema de control con controladores GPC 

vs PI desacoplados.  

Controlador GPC PI 

ISE / Nivel interface 1.76863e+04 3.11930+04 

IAE / Nivel interface 6.37065e+02 2.09771e+03 

ITSE / Nivel interface 9.80511e+05 2.99695e+06 

ITAE / Nivel interface 4.39997e+04 2.72170e+05 

ISE / Air holdup 2.00573e+02 6.55927e+02 

IAE / Air holdup 58.42479 2.87224e+02 

ITSE / Air holdup 1.08864e+04 5.25973e+04 

ITAE / Air holdup 5.28447e+03 3.65591e+04 
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De los resultados mostrados en la tabla 4.4 se concluye, que los desempeños del 

controlador GPC multivariable y de los controladores PI SISO son similares. Sin 

embargo, esta comparación solo abarca un concepto teórico, puesto que el proceso es 

multivariable. Los indicadores mostrados en la tabla 4.5 para el controlador GPC 

multivariable son mejores que los obtenidos para los controladores PI desacoplados. 

Además, por la curva del comportamiento de ambos controladores, se concluye que 

el controlador GPC multivariable funciona de forma más efectiva. 

4.3.  Propuesta de implementación practica del sistema de control desarrollado 

4.3.1. Descripción de una celda columna en una planta concentradora. 

El diagrama de flujo de la planta concentradora de cobre brinda información 

relevante sobre la ubicación de los equipos y de sus sistemas auxiliares. En la Fig. 

4.7 se muestra el diagrama de flujos de la planta concentradora de cobre objeto de 

estudio. 

El P&ID (Diagrama de proceso e Instrumentación) (Fig. 4.8) muestra los 

instrumentos instalados y los lazos de control actualmente implementados. Es 

importante disponer de esta información para determinar los cambios a introducir 

debido al diseño del nuevo controlador GPC multivariable. 

De la Fig. 4.7 se obtiene la información relacionada con los equipos auxiliares de la 

planta objeto de estudio, los cuales se detallan a continuación: 

- Bomba de alimentación de pulpa. 

- Bomba de agua de lavado. 

- Válvula dardo para control de flujo de colas. 

- Soplador para flujo de aire a la celda columna. 

Del P&ID se determina los sensores actualmente instalados: 

- Sensor de nivel para celda columna. 

- Flujometro de alimentación de concentrado. 

- Flujometro de agua de lavado. 

- Flujometro de agua de lavado. 

- Flujometro de aire. 
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Fig. 4.7. Diagrama de flujo de la planta concentradora de cobre.  
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Fig. 4.8. Diagrama Proceso & Instrumentación actual de la planta concentradora de 

cobre.  
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Los lazos de control implementados en el P&ID son: 

- Lazo de control de flujo de alimentación. 

- Lazo de control de flujo de agua. 

- Lazo de control de flujo de aire. 

- Lazo de control de nivel de celda columna. 

En la tabla 4.6 se muestran los componentes actuales del hardware del sistema de 

control y supervisión existente: 

Tabla 4.6. Componentes actuales del sistema de control y supervisión. 

Nombre Modelo Cantidad 

PLC Allen Bradley 1769 L32E 1 

Fuente de poder 1769-PA4 1 

Módulo de entradas 

digitales 
1769-IQ16 1 

Módulo de entradas 

análogas 
1769-IF8 3 

Módulo de salidas 

análogas 
1769-OF8C 2 

Switch Ethernet EDS-205-M 1 

En la Fig. 4.9 se muestra una imagen de la celda de flotación tipo columna objeto de 

estudio (actualmente en operación). El sistema de ingreso de aire se encuentra 

instalado en la parte inferior de la celda columna. El aire se inyecta por las paredes 

de la celda para obtener un flujo ascendente homogéneo. El sistema de inyección de 

aire es conocido como “air injection spargers”. El sistema de inyección de aire es un 

subsistema crítico de la celda de flotación tipo columna (ver Fig. 4.10). 

El flujo de mineral no valioso que desciende a través de la celda y que es evacuado 

por la parte baja constituye las colas de la celda. En la Fig. 4.11 se muestra la tubería 

por donde se evacua las colas. 

El sistema de inyección de agua de lavado de la planta (ver Fig. 4.12) consiste en un 

plato tipo malla distribuidor de agua. El flujo de agua llega a la parte superior donde 

se distribuye uniformemente a toda la sección circular de la celda para hacer un 

adecuado lavado de la cama de espumas.  

 



 

 

74 

 

 
Fig. 4.9. Celda de flotación de la planta concentradora de cobre objeto de estudio. 

 

 
Fig. 4.10. Sistema de inyección de aire. 
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Fig. 4.11. Línea de evacuación de colas. 

 
Fig. 4.12. Sistema de agua de lavado de la celda columna. 
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El nivel se mide a través de un sensor infrarrojo que lee el nivel de un plato metálico 

que está unido a una boya que descansa sobre el nivel de la interface pulpa / cama de 

burbujas (ver Fig. 4.13). 

 
Fig. 4.13. Sensor de nivel de la interface pulpa / cama de espumas. 

El sensor de nivel se conecta a un controlador local de nivel (ver Fig. 4.14).  

 
Fig. 4.14. Controlador local de nivel de la interface pulpa / cama de espumas. 
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El aire ingresa a la celda a través de los aspersores de aire, que son alimentados por 

un soplador de aire. El soplador alimenta a dos celdas columna (ver Fig. 4.15). 

 
Fig. 4.15. Soplador de aire de la celda columna. 

El producto final, se obtiene por rebose de las burbujas en los labios superior de la 

celda (Fig. 4.16). 

 
Fig. 4.16. Cama de espumas. 
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4.3.2. Propuesta de implementación 

Para implementar el controlador GPC en la celda de flotación tipo columna objeto de 

estudios se deben desarrollarse los siguientes cambios en el P&ID actual de la planta: 

- Implementar un controlador del flujo de alimentación de pulpa. 

- Implementar un controlador de flujo de colas. El sistema actual trabaja con un 

sensor de nivel que actúa sobre unas válvulas dardo. 

- Instalar un sensor de presiones para medir el air holdup. 

- Conectar vía ethernet el controlador GPC multivariable diseñado (instalado 

en una PC industrial) con el PLC de control local. 

Los cambios propuestos, están resaltados, en color rojos en el diagrama P&ID de la 

Fig. 4.17. Se propone que el controlador GPC multivariable se instale en el sistema 

de control distribuido (DCS) de la planta. 
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de cobre. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.17. Diagrama Proceso & Instrumentación propuesto de la planta concentradora
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4.4. Conclusiones 

Se diseñaron controladores PI desacoplados para el control de la celda de flotación 

tipo columna objeto de estudio. Los resultados de simulación del sistema de control 

con los controladores PI diseñados mostraron resultados adecuados. 

Se realizaron evaluaciones comparativas del sistema de control de la planta objeto de 

estudio con los controladores GPC multivariable y PI diseñados considerando 

diferentes escenarios y los índices de desempeño propuestos. Se determinó que los 

mejores resultados del sistema de control se obtienen cuando se aplica el controlador 

diseñado GPC multivariable.   

Se desarrolló una propuesta de implementación práctica del controlador GPC 

multivariable diseñado. 
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CONCLUSIONES GENERALES 

Todos los objetivos trazados en esta tesis fueron cumplidos. 

Se realizó un estudio sobre el estado del arte de los sistemas de control de las celdas 

de flotación utilizadas en la industria minera. Como resultado se determinó que a 

pesar del desarrollo actual que presenta esta industria, aún existen muchos problemas 

no resueltos que no posibilitan obtener los resultados económicos y de protección del 

medio ambiente requeridos.    

Mediante la aplicación de las herramientas de identificación de sistemas se obtuvo un 

modelo matemático multivariable que describe el comportamiento dinámico de una 

celda de flotación tipo columna, actualmente en operación. Los resultados de 

validación del modelo matemático obtenido mostraron que todas las variables 

presentan un adecuado grado de aceptación con un FIT superior al 80%, y por 

consiguiente dicho modelo puede ser utilizado en el diseño de controladores 

efectivos de este tipo de plantas. 

Se fundamentó y se desarrolló el diseño de un controlador GPC multivariable para el 

control efectivo de la columna de flotación objeto de estudio. Los resultados de 

simulación del sistema de control diseñado mostraron un buen desempeño de todas 

las variables de la columna de flotación objeto de estudio.  

Se realizaron evaluaciones comparativas del sistema de control de la celda de 

flotación tipo columna con los controladores GPC multivariable y PI diseñados 

considerando diferentes escenarios de operación e índices de desempeño. Se 

determinó que el mejor desempeño del sistema de control se obtiene cuando se aplica 

el controlador GPC multivariable diseñado.   

Se desarrolló una propuesta de implementación práctica del controlador GPC 

multivariable diseñado, la cual puede posibilitar aumentar la recuperación actual de 

cobre, así como disminuir las afectaciones del medio ambiente.   
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