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Resumen

En este trabajo de investigacion detallamos la elaboracion, experimentacion y analisis
de los resultados de dos actividades dirigidas a la experimentacién que tienen los
alumnos de maestria en Ensefianza de las Matematicas de la Pontificia Universidad
Catolica del Perti, estos alumnos son profesores en formacion continua, al enfrentar el
formalismo con el que suelen ensefarse las transformaciones lineales, al estudiar su
definicion, propiedades, algunos problemas que contienen este objeto matematico como
pueden ser la matriz de una transformacion lineal, relativa a una base, a la imagen y

nucleo de una transformacion lineal.

Las actividades fueron disefiadas teniendo como marco tedrico la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica, de modo que estas debian exigir cambios de registros de
representacion (del algebraico al leguaje natural, del grafico al algebraico, etc) y
tratamientos en el mismo registro para que los docentes en formacién continua logren
las conversiones y tratamientos, y finalmente respondan lo pedido en cada pregunta de

las actividades.

Como proceso metodologico utilizamos la Ingenieria Didéctica, que se ubica en el
registro de estudio de casos, y sirvid para la creacion, aplicacion, observacion y analisis
de las actividades, al confrontar los resultados esperados en la experimentacion con los
resultados obtenidos de las actividades. El GeoGebra fue la herramienta de suma
importancia para la creacion de las actividades y los alumnos la usaron de manera
directa para el desarrollo de las mismas, el cual les ayud6 en promover especificamente
el registro grafico. La investigacion muestra que los alumnos han logrado realizar
conversiones del registro grafico al algebraico, del registro algebraico al de lenguaje

natural, del registro algebraico al matricial y del registro algebraico al grafico.

Palabras claves: Transformacion lineal, conversion, tratamiento, teoria de registros de

representacion semiotica, ingenieria didactica.



Introduccion

En el presente trabajo de investigacion presentamos actividades con el uso del software
matematico GeoGebra, con la finalidad de reforzar el aprendizaje y la comprension de
las Transformaciones Lineales, y a la vez superar la dificultad que tienen los profesores
en formacion continua, con respecto al formalismo de este objeto matematico. Esta
inquietud surgid a partir de la experiencia como alumno de la maestria en el curso
Algebra Lineal, observar trabajos de investigacion que sefialan en comun las mismas
dificultades del aprendizaje y ensefianza de las transformaciones lineales y observar que
la ensefanza de este contenido matematico se reduce principalmente a tratamientos sélo
en el registro algebraico, enfoque que puede presentar en los alumnos dificultades para
reconocer distintos registros de representacion, dificultades para distinguir entre
transformaciones lineales y no lineales, obteniendo por parte de ellos aprendizajes y

técnicas de manera mecanica que en cierto tiempo pueden llegar a ser olvidadas.

Investigadores como los que mencionaremos en los antecedentes, refuerzan esta
inquietud del formalismo en el momento de ensefiar, centrandose en un s6lo registro
(registro algebraico), sin tener en cuenta la importancia del cambio de registros, donde
el alumno pueda interactuar a través de un software, por ejemplo el GeoGebra, en los

diferentes registros.

En consecuencia a todo lo dicho anteriormente, se formulé como objetivo principal de
esta investigacion, analizar el efecto que tiene en los alumnos de maestria en Ensefianza
de las Matematicas, el uso del software GeoGebra para su aprendizaje y ensefianza del
contenido matematico. Para conseguir este objetivo se uso dos actividades y el software
GeoGebra, siguiendo los procesos que indica la Ingenieria Didactica como metodologia

de investigacion.



Este trabajo de investigacion esté distribuido en cinco capitulos de la siguiente manera:
En los capitulos 1, 2 y 3 se desarrollan los aspectos teoricos de la investigacion, donde
presentamos: La justificacion, el problema de investigacion, antecedentes y objetivos; el
marco tedrico fundamentado en la Teoria de Registros de Representacion Semiotica
(TRRS) y finalmente los principales conceptos de la Ingenieria Didactica como nuestra

metodologia de investigacion.

En el capitulo 4, se presenta la propuesta constituida por el andlisis de restricciones, el
disefio de actividades y el andlisis a priori, donde definimos los comportamientos

esperados y las dos actividades disefiadas.

En el capitulo 5, se presenta la fase experimental formada por la experimentacion, el
andlisis a posteriori y la validacion, donde se analiza la comparacion de los resultados

esperados y los resultados obtenidos.

Finalizamos la investigacion con las conclusiones obtenidas en funcion a los objetivos
planteados y se proponen algunas recomendaciones para emprender otras

investigaciones relacionadas al tema.
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CAPITULO 1

Introduccion

En esta primera parte describiremos los antecedentes y la justificacion de nuestra
investigacion, sustentando nuestra presentacion en la revision de investigaciones
relacionadas con el concepto Transformaciones Lineales, delimitando nuestro trabajo
con la pregunta y objetivos de nuestra investigacion, los cuales mencionaremos mas

adelante.

1.1. La Problematica

Observamos que en el nivel de Maestria en Ensefianza de las Matematicas de la
Pontifica Universidad Catolica del Peru, los profesores en formacién continua que
participaron de nuestra investigacion tienen estudio de pre grado, en su mayoria en
las carreras de educacion o alguna ingenieria y son muy pocos en ciencias
matematicas en el momento que se realiz6 la investigacion. En la maestria se llevan
cursos de matematica de nivel superior, los cuales entre sus objetivos buscan
ampliar y profundizar los distintos conceptos matematicos, objetivos que permitan
comprender, explicar y justificar resultados durante el proceso de ensefanza y
aprendizaje. A través de las experiencias en este proceso, y la revision de textos
observamos un manejo tradicional de los conceptos matematicos, con un esquema
fijo. Este se caracteriza por establecer, en primer lugar las definiciones y
propiedades de cierto objeto matematico y luego mostrar ejemplos y ejercicios
practicos (aplicacién de propiedades directas) con procedimientos algoritmicos
donde no se enfatiza con amplitud sobre los diferentes registros de representacion
(Duval,1999),  relacionados con el tratamiento de determinado concepto
matematico. Esperamos que la realizacion de este trabajo de investigacion

sustentado en la Teoria de Registros de Representacion Semidtica ayude a mejorar
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1.2.

el transito por los diferentes registros de representacion del objeto matematico que
en nuestro caso serd la transformacion lineal.

Es posible, que la forma tradicional de ensefiar y aprender haga que los estudiantes
no transiten por los diferentes registros de representacion que sefiala la teoria de
Duval (conversion), es posible que tampoco permita trabajar dentro de un mismo
registro de representacion (tratamiento) en forma correcta y no permita a los
estudiantes articular las diferentes representaciones que se pueden realizar con el
objeto matematico transformacion lineal.

A continuacidon presentaremos los antecedentes que respaldan nuestro trabajo y

posteriormente desarrollaremos la justificacion de nuestra problematica.

Antecedentes

Los estudios que apoyan y relacionan a nuestra investigacion son los siguientes:

La investigacion realizada por Rodriguez (2011), explica que una de las dificultades
a tener en cuenta es la falta de interés de los estudiantes en el aprendizaje, como
también el formalismo en cada definicidon que se les presenta. Tiene por objetivo
de su investigacion, realizar un diagnodstico sobre el curso Algebra Lineal
desarrollado por la Universidad de los Andes, y a partir de este diagndstico
determinar cuales eran las principales dificultades que se presentaban en el proceso
de ensenanza y aprendizaje de dicho curso. El estudio que realizé fue mixto, donde
su investigacion se desarrolld en dos partes, una cuantitativa y otra cualitativa, las
cuales desarrolla con la participacion de profesores y alumnos que formaban parte
del curso Algebra Lineal. Su investigacion se inicid con una entrevista diagndstico
del curso a los docentes y alumnos, para luego proponerles desarrollar s6lo a los
alumnos un taller con el uso del software Cabri. El autor, en sus conclusiones
afirma que los estudiantes tienen dificultades de tipos conceptuales; entre otras
razones, el alto nivel del formalismo empleado por el profesor. El uso del software
Cabri ayud6 a disminuir los errores conceptuales de los estudiantes, en este caso,

proporcionandoles un mejor aprendizaje de las transformaciones lineales.

Una segunda investigacion consultada por Ulicab y Oktac (2006), tiene por objetivo

principal observar las conexiones que los estudiantes desarrollan entre conceptos y
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su naturaleza, tomando como base observaciones empiricas. En su trabajo los
investigadores tratan de explicar por qué los estudiantes no tienen éxito en la
resoluciéon de problemas de extension lineal (que consiste en determinar una
transformacion lineal por medio de las imagenes de los vectores de una base),
basandose en la experiencia y observacion de los resultados que obtenian. Aqui, los
investigadores utilizan como marcos teoricos de referencia: El pensamiento teorico
versus el pensamiento practico, definido por Sierpinska y el obstaculo del
formalismo segun Dorier y otros. El desarrollo de su investigacion contempld tres
etapas: En primer lugar, el desarrollo del curso Algebra Lineal usando el ambiente
tecnologico Cabri-Géometre II, con ocho estudiantes de primer semestre inscritos
en la maestria del Departamento de Matematica Educativa. En segundo lugar, se
aplicé un cuestionario diagndstico, comprendido en seis secciones, cuyo contenido
estuvo relacionado con las transformaciones lineales. Y finalmente se llevd a cabo
una entrevista, conformada por tres actividades, donde intervino el problema de
extension lineal. Los Investigadores concluyen que cuando se recurre a aspectos
intuitivos y analiticos de conceptos se tiene que buscar un equilibrio entre ambos,
para que los estudiantes se apropien adecuadamente de los significados que
involucran dichos conceptos. También, enfatizan la importancia de considerar
problemas novedosos que permitan a los estudiantes poner en practica sus
conocimientos adquiridos, donde conceptos diferentes deberian articularse para

solucionar los problemas que se les plantee.

Una tercera investigacion consultada por Romero (2010), presenta como uno de sus
objetivos el disefio de una secuencia didactica para la ensefianza de las
transformaciones lineales. Usa como marco teorico la Teoria de Registros de
Representacion Semiodtica segin Duval, donde resalta la importancia en las
conversiones y tratamientos. Su metodologia desarrollada es a través de una prueba
piloto previa y posteriormente cuatro actividades didacticas usando el software
GeoGebra, sobre transformaciones lineales, con 20 alumnos inscritos en el curso de
Algebra Lineal. En estas actividades el docente pudo intervenir cuando se
detectaban dudas conceptuales, operacionales o relacionadas con el uso del
software GeoGebra y ademads se encargd de institucionalizar algunos conceptos y
propiedades al término de cada actividad, formalizando resultados de las

exploraciones de los estudiantes. Una de sus primeras conclusiones afirma que el
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registro de representacion en el que se inicia el estudio de algiin objeto matematico
afecta el nivel de comprension que se puede llegar a obtener de ¢él1; también afirma
que la secuencia que disefiaron facilito la creacion de significados graficos y
algebraicos de las transformaciones lineales y sus propiedades, lo cual favorece la
realizacion de conversiones entre ambos registros y redujo dificultades de
aprendizaje relacionadas a las transformaciones lineales. Esta investigacion,

tomaremos en cuenta para el disefio de nuestras actividades.

Finalmente, la investigacion realizada por Molina y Oktac (2007), tiene por
objetivo identificar modelos intuitivos (en el sentido de Fischbein), que los
estudiantes pudieran tener acerca de las transformaciones lineales en contexto
geométrico. El interés de los investigadores en este trabajo es observar de qué
manera la existencia de los modelos geométricos influye en el aprendizaje del
concepto transformacion lineal. Para esta investigacion usan como marco teorico el
trabajo de Fischbein acerca de la intuicion y los modelos intuitivos. Su
metodologia consistid en disefiar una entrevista con base en sus consideraciones
tedricas y objetivos de su investigacion, luego realizar un andlisis a-priori, aplicar la
entrevista y finalmente realizar un analisis a-posteriori. La aplicacion de la
entrevista fue a un grupo de 5 estudiantes que terminaron su licenciatura en
Ensefianza de la Matematica y tomaban un curso que involucraba el uso del
software Cabri como recurso para la ensefianza del Algebra Lineal, en la maestria
de Matematica Educativa. Dicha entrevista fue dividida en dos grupos de preguntas:
Las primeras usualmente discutidas en los libros de texto o en el desarrollo de los
cursos de Algebra Lineal y las otras preguntas mas abiertas, debido a que no se
pedia algo formal acerca de transformaciones lineales. Estas preguntas se disefiaron
de modo que sean contestadas segiin sus términos de lo que entendian, mostrando
las nociones intuitivas que ellos asociaban a la definicion. Concluyen que los
estudiantes relacionan el término transformacion lineal con lineas rectas y a éstas

con el grado de las expresiones algebraicas.

Tomamos como guia dichos articulos y tesis de investigacion ya que por un lado
nos brindan un alcance muy cercano de lo que suponemos en nuestra problematica,
y por otro lado nos muestran la dificultad que tienen los alumnos en el tema de

transformacion lineal, sobre todo con el formalismo que hay en cada definicion y
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1.3.

propiedad. Estas investigaciones también apoyan la iniciativa de desarrollar dicho
tema en un ambiente tecnologico de geometria dindmica, de nuestro interés con el

software GeoGebra.

Justificacion

Este trabajo surge luego de observar las dificultades que tienen los alumnos de pre
grado y posgrado como sefialan nuestros antecedentes, en el aprendizaje de las
definiciones, propiedades y la representacion grafica de estas, dadas de manera
abstracta y formal en el area del algebra lineal, especificamente en las
Transformaciones Lineales (TL). Después de los espacios vectoriales, el estudio de
las TL es un tema fundamental para el algebra lineal ya que permite estudiar
algunas caracteristicas importantes entre dos espacios vectoriales y generar nuevos
conceptos en el algebra lineal como son nucleo e imagen de una TL, valores y
vectores propios, etc. Es por ello que en esta investigacion se trabajara teniendo
como objeto matematico a las TL visto en el nivel superior de estudios, con
profesores de formacion continua del semestre 2015-2 de la maestria en Ensefianza
de las Matematicas, del curso de Algebra Lineal.

No hemos encontrado ningln trabajo de investigacion en nuestro pais acerca de la
ensefanza y aprendizaje de las TL, pero si encontramos investigaciones en otros
paises como mencionamos en los antecedentes. Utilizaremos el software GeoGebra
porque facilitard la interpretacion geométrica y porque ademas este software esta al
alcance de toda institucion educativa ya que es un software libre y relativamente
facil de usar, pues no usa un lenguaje de programacion y sus herramientas son
directas. En el caso que el alumno desee saber mas de este software, dejaremos en

las referencias el manual web oficial.

El contenido matematico inicia ensefidandose en la educacion basica regular (DCN
del 2016) desde los niveles de cuarto, quinto y sexto grado de primaria como
también en primero de secundaria, centrandose en la resolucion de problemas de
forma: movimiento y localizacion en el area de Geometria y Medida, para que los
estudiantes de ese nivel obtengan la capacidad de modelar objetos con formas
geométricas y sus transformaciones, es decir, las transformaciones de figuras en el

plano como la simetria, traslacion, rotacion, ampliacion, composicion de
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reflexiones y composicion de transformaciones. Observamos la importancia e
influencia del contenido matematico desde la representacion grafica en los inicios

de su ensefianza.

Las Transformaciones Lineales, tiene aplicaciones intra y extra matematicas. Por
ejemplo: En los negocios, permite la comparacién de varios tipos de productos y
determina el tipo que produce el mayor beneficio. Para esto se introducen como
columnas las cantidades sobre el tipo de piezas que se necesitan, para hacer cada
producto. Cada columna representa un vector que se puede introducir en un
programa de transformacion lineal. La Transformacion Lineal determina el costo
por pieza y obtiene el costo mas bajo posible para sus productos. En la
computacion, los disefiadores graficos miran a las TL como una manipulacion de
pixeles en la pantalla de una computadora. Cada vector o matriz columna
representa un pixel de una imagen; esto permite al disefiador utilizar una
transformacion lineal para agrandar, ampliar o girar los pixeles, uno por uno, hasta
que toda la imagen sea afectada por la transformacion, representada en este caso
como un vector o matriz columna. Los programadores usan las transformaciones
lineales para hacer muchas de las imadgenes tridimensionales y de computadora.
Estos ejemplos, muestran la importancia del aprendizaje de las TL, no solo en
alumnos que van a carreras de ciencias o ingenierias sino a otras areas del
conocimiento.

Aunque no hay una estructura curricular fija a nivel de estudios superiores, porque
cada universidad a nivel nacional desarrolla sus propios silabos segun las carreras
profesionales, observamos que este contenido matematico es también relevante para
otras carreras como Comercio y Negocios, Computacion o en Medicina. Creemos
que esta investigacion es importante, a nivel de la maestria porque aclarara a los
profesores si el modo de ensefiar y explicar, con apoyo del software GeoGebra,
mejora o no en el desarrollo del aprendizaje y ensefianza. Por otro lado, es
importante porque los estudiantes de la maestria ejercitan su capacidad de pensar en
forma intuitiva, grafica y formal, conceptos abstractos como el de las TL,

mencionado por Molina, J y Oktac, A (2007).

En nuestro pais (Pertl) no se encuentra desarrollada ninguna propuesta de las TL

mediante el software de representacion dindmica GeoGebra. Esto nos motiva a
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realizar este trabajo de investigacion con el interés que mas adelante algin
investigador pueda mejorar y experimentar las actividades, para obtener sus propias
conclusiones sobre la forma en que ayudd o no dichas actividades realizadas con el

software, en el aprendizaje de este concepto matematico.

1.4. Problema de investigacion
Por lo expuesto anteriormente, formulamos la pregunta: ;Como influyen las
actividades preparadas con el software GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje del
objeto Transformacion Lineal con docentes en formacion continua del curso

Algebra Lineal de la maestria en Ensefianza de las Matematicas?

1.5. Objetivos de la investigacion

Objetivo general: Analizar el efecto que tiene el uso de actividades preparadas con
el software GeoGebra en el aprendizaje de conceptos y propiedades basicas sobre
transformaciones lineales en docentes en formacion continua del curso Algebra

Lineal de la maestria en Ensefianza de las Matematicas.

Objetivos especificos:
= Identificar los procesos seguidos por los estudiantes, cuando se les formula

preguntas acerca de la definicion y propiedades de transformacion lineal.

= Reconocer, a partir de actividades preparadas con el software GeoGebra, las
distintas representaciones que realizan los estudiantes al abordar tareas sobre

transformaciones lineales.
*= Analizar si se produce la coordinacion de al menos dos registros de

representacion y reconocer el papel que juega el software GeoGebra en este

proceso.
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CAPITULO 2

Marco Teorico

En este capitulo desarrollamos el marco tedrico seleccionado, el cual resulta apropiado
para cumplir con el objetivo de investigacidon propuesto. Dicho marco corresponde a la
Teoria de Registros de Representacion Semidtica, desarrollada por Raymond Duval.
Justificaremos por qué optamos por esta teoria, resaltando su forma estructurada;
mencionando los tipos de registros que frecuentemente se emplean al abordar el tema de
transformacion lineal. A continuacion, justificaremos y desarrollaremos nuestro marco

teodrico.

2.1 Teoria de registros de representacion semiotica

En esta parte justificamos y desarrollamos nuestro marco teorico fundamentado en la
Teoria de Registro de Representacion Semiotica (TRRS) de Duval (1999).

La TRRS nos servira de base para el desarrollo de actividades que mostraremos mas
adelante para la mejor asimilacion de conceptos y propiedades de las transformaciones
lineales, en las que trabajaremos con tratamientos y conversiones definidos segin
Duval. Trabajamos con esta teoria, ya que parte de nuestro trabajo consiste en proponer
actividades cuyo desarrollo requieren el empleo del software de representacion
dindmica GeoGebra, para poder ofrecer una mejor perspectiva cognitiva y asimilacion
de conceptos de los alumnos acerca del objeto matematico TL, para observar y analizar
los cambios de registros de representacion, que seran el algebraico, geométrico, grafico
y matricial con ayuda del software GeoGebra. El supuesto de la TRRS nos dice que a

diferencia de lo que ocurre en otros campos del conocimiento, los objetos matematicos

17



no son directamente accesibles a la percepcidon; por esta razdn es necesario

representarlos para desarrollar el pensamiento matematico.

Por otro lado, Duval en el articulo de 1998 destaca el cuidado que se debe tener para no
confundir los objetos matematicos con las representaciones que se hacen de ellos. Las
diversas representaciones semioticas de un objeto matematico son necesarias para el
aprendizaje y dichos objetos matematicos no son claramente accesibles a la percepcion
0 a una experiencia intuitiva inmediata.

Finalmente, dado que el concepto Transformacion Lineal admite varios registros de
representacion, la mejor comprension de este concepto quedara reflejada en la

coordinacion de sus diferentes registros.

Segtin Duval (2012), las representaciones semioticas son producciones constituidas
por el empleo de signos pertenecientes a un sistema de representacion que tiene
inconvenientes propios de significado y de funcionamiento. Por ejemplo: Una figura
geométrica, un enunciado en lenguaje natural, una férmula algebraica y un grafico son
representaciones semioticas que exhiben sistemas semidticos diferentes.

Las representaciones no son unicamente necesarias para fines de comunicacion, ellas
son igualmente esenciales a la actividad cognitiva del pensamiento. De hecho juegan un
papel importante en el desenvolvimiento de la representaciones mentales, en la

realizacion de diferentes funciones cognitivas y en la produccion del conocimiento.

Senala Duval (2012), para que un sistema semiotico pueda ser un registro de

representacion semiotica, debe permitir las tres actividades cognitivas fundamentales:

1. La formacion de una representacion identificable como una representacion de un
registro dado.

2. Eltratamiento de una representacion, que es la transformacion de la representacion
dentro del mismo registro donde esta ha sido formada. El tratamiento es una
transformacion interna a un registro.

3. La conversion de una representacion, que es la transformacion de la representacion
en otra representacion de otro registro en la que se conserva la totalidad o parte del
significado de la representacion inicial.

La conversion es una actividad cognitiva diferente e independiente del tratamiento. No

todos los sistemas semidticos permiten estas tres actividades cognitivas fundamentales.
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Cada representacion no se encuentra completa con respecto al objeto que representa,
pues en el registro en el que se presenta también limita determinadas propiedades de
dicho objeto, es decir que su contenido depende del registro de representacion que del
objeto representado; por ello es necesaria la interaccion entre los diferentes registros de

representacion del objeto matematico que se desea estudiar.

Algunos diferentes tipos de registros de representacion, segiin Duval son:

= Registro de lenguaje natural: El registro de la lengua natural permite introducir
definiciones, asi como hacer descripciones o designaciones.

= Registro grafico: El registro grafico posibilita inferir, con un simple vistazo, el
comportamiento que va seguir determinado objeto matematico.

= Registro algebraico: Permiten realizar generalizaciones, modelizaciones y sefialar
caracteristicas particulares del objeto que representa.

= Registro numérico: Las representaciones de tipo numérico permite apreciar algunas
de las caracteristicas y elementos identificados de los objetos matematicos a los que

hace referencia.
La siguiente figura fue obtenida de la primera actividad desarrollada sobre la definicion

de TL, donde podemos reconocer que en el trabajo matematico se emplean diferentes

registros de representacion semiotica.

Registro Grafico Registro Par ordenado

Registro Lenguaje Natural

Figura 2.1: Algunos registros de una TL de un participante de la investigacion.
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Podemos reconocer en la figura 2.1 que el participante de la investigacion hace
correctas conversiones entre los registros grafico, par ordenado y lenguaje natural, y

desarrolla operaciones internas en su mismo registro llamados tratamientos.

Por otro lado, segin Ramirez, Romero y Oktac (2013), también admitiremos como
registro de representacion el registro matricial, que permite representar en forma de
matriz una gran diversidad de objetos del Algebra Lineal. La naturaleza de las matrices
como arreglos de otros objetos provoca que en cierta forma se “hereden” algunas
caracteristicas de estos y de sus representaciones. En el tratamiento de las matrices
observamos que estan bien definidas las operaciones de adicion, sustraccion,
multiplicacién por un nimero real, etc. Mientras que en la conversidon puede representar

un par ordenado, un vector, una base de un espacio vectorial, una transformacion lineal.

La imagen que mostramos a continuacion (figura 2.2), presenta un ejemplo de los dos
procesos cognitivos que menciona Duval en esta teoria: La conversion y el tratamiento;
observando también dos diferentes tipos de registros para un problema matematico, el
registro de lenguaje natural y el registro algebraico, los que a la vez respetan sus propias

estructuras internas.

Sea T una transformacion lineal definida de &* a &2, tal
que T'(x, y) tiene como imagen al vector que es el reflejo respecto
al eje X, Haliar el nucleo de dicha transformacion T.

CONVERSION TRATAMIENTO
Cambiando el sistema semidtico Manteniendo el mismo
(el registro) usado, sin camblar los sistema semiotico

objetos indicados

Para hallar el nucleo se cumple:
T(x,y) = (x,~y) T(x,v) =(0,0)

x (x,~y) = (0,0}
T(x,y) = [ _F) ‘

x=0 A y=0

Figura 2.2: Dos procesos cognitivos fundamentales del pensamiento.
Fuente: Idea tomada de Duval, R (2006)
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2.1.1. Registro de representacion semiotica del objeto transformacion lineal
En esta seccidbn mostraremos los diferentes tipos de registros que se pueden
emplear al desarrollar la actividad matematica que involucra a la transformacion
lineal. Para ello nos basamos en el trabajo de Romero (2010) y consideramos
ademas el registro de lenguaje natural, que en nuestro caso es el castellano (o
espafiol). En este ultimo registro la forma que tienen las representaciones son
enunciados u oraciones que respetan la gramadtica y ortografia; y entre los
tratamientos que pueden ocurrir en este registro, estdn las explicaciones

(justificaciones), descripciones, razonamiento, etc.

Figura 2.3: Ejemplo de representaciones asociados al objeto TL.
Fuente: Romero (2010, p.11)
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Los tratamientos que se puedan realizar dentro de un mismo registro,
dependeran del tipo de registro en el cual se esta trabajando, por ejemplo,
desarrollando el proceso matematico y encontrando soluciéon a una situacion
problematica planteada. A continuacion mostraremos otro cuadro con
tratamientos particulares de cada registro, considerando en los ejemplos a

los registros grafico y matricial.

Figura 2.4: Tratamiento de multiplicacion por un escalar en el registro grafico y
matricial.
Fuente: Romero (2010, p.12)

Un ejemplo en contexto donde podamos observar los diferentes registros de

representacion de las transformaciones es el siguiente:

Registro

Lenguaje

/ Natural

Sea T la transformacion lineal de R? —» R? tal que a cada vector

le hace corresponder el vector obtenido por la rotacion del

primero, un angulo de 60 en sentido anti horario.

a) Gréficamente la transformacion lineal es
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Registro
Grafico

b) La regla de correspondencia que define explicitamente la transformacion lineal
es

T(x,y) = (x.cos(607) — y.sen(60") ; x.sen(60) +y.cos(60°)) = (x',y")

1 3 3 1
T(x,y) = (x.z—y.g ; x.g—yE)

™~

Registro Par
Ordenado

c) La matriz de T relativa a la base candnica se halla:

60) 60) X Registro
cos —sen .
TCoy) = (sen(60°) cos(607) )< ) — Matricial

y
ey
T(x,y) = | |
Ge) V31 (y)
2 2
Luego su matriz de T relativa a la base canonica es:
/ 1 V3

2 2 I
3

f

N =

/
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Este es un ejemplo particular de transformacién lineal llamada rotacién con 60°en

sentido anti horario. Se puede desarrollar similarmente para un angulo « .

En esta investigacion se consideraran actividades que demanden usar el registro
grafico debido a que podran ser abordadas con el software GeoGebra, que se
caracteriza por ser un software de representacion dinamica y principalmente
geométrica. Consideramos que para una mejor comprension y una mejor
construccion de conocimientos asociados a TL, se debe partir del registro gréfico.
Se debe buscar el uso de conceptos que puedan interiorizarse a través del trabajo
con el registro grafico. Manejar el concepto en un registro involucra manejar e
interpretar conceptos y propiedades relacionados a éste, lo que en definitiva

redunda en una mejor calidad de aprendizaje.

2.2 Transformacion lineal desde la TRRS
El concepto Transformacion Lineal (TL) es un tema importante en el Algebra
Lineal, debido a que mediante este concepto se relacionan dos espacios vectoriales,
mediante funciones que preservan propiedades de aditividad y linealidad y que bajo
ciertas condiciones permitird identificar algunos espacios vectoriales con otros mas
conocidos. El objeto matematico TL fue tratado de manera independiente por Jacobi
en 1830, Weierstrass, en la década de 1860 y Kronecker, en la década de 1950. A
continuacion presentamos a las TL desde el punto de vista actual, donde

reconoceremos los diferentes tipos de registros de representacion:

2.2.1. Transformacion lineal desde el punto de vista actual

Todo este estudio de TL revisado en algunos textos del 4rea Algebra Lineal,
nos ayuda en la creacion de nuestras actividades que se aplicaran a los
profesores en formacién continua, como también contribuye a entender la
complejidad en el manejo de este concepto.

Las siguientes definiciones, ejemplos y propiedades de TL son obtenidos de
Lima (1998) y Grossman (2008), y es el esquema que actualmente se sigue en
el desarrollo de los cursos de nivel superior, en especifico dentro del curso

Algebra Lineal de la Maestria en Ensefianza de las Mateméticas.
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En el desarrollo de este trabajo asumimos conocida la definicion de espacio
vectorial, ya que es un contenido matematico ensefiado previamente a
transformaciones lineales en el curso de Algebra Lineal. Asi, podemos afirmar
que R? es espacio vectorial y serd este el espacio con el que trabajaremos en

nuestras actividades.

Definicion 2.1: Sean E y F espacios vectoriales. Una Transformacion Lineal
A de E en F, representada por A: E — F es una correspondencia que a cada
vector v € E le asigna un vector A(v) € F, tal que para cualesquiera u,v € E
y a € R, se cumplen las relaciones:
Alu+v) =A4Au) + AWw)
A(au) = aA(u)

El vector A(u) se llama imagen de u mediante la transformacion lineal A.

De esta definicion surgen las siguientes propiedades inmediatas:

SiA:E —> F es una transformacion lineal entonces A(0) = 0.

Dados u,v €E y a,f €R, se tiene A(au+ pv) = A(au) + A(Bv) =
aA(u) + BA(v). En particular: A(—v) = —A(w) y A(u —v) = A(u) — A(v),
parau,v € E.

Mias generalmente dados vy, ..,v, €EE y aq,..,a, ER, se cumple

A(viai+...+ vpay) = A +. ..+, A(vy).

Las transformaciones lineales A: E — F, del espacio vectorial E en si mismo se
llaman operadores lineales en E. A su vez, las transformaciones lincales
@: E - R, con valores numéricos, son llamados funcionales lineales.

Un operador lineal especial es el operador identidad I: E — E, definido por
I(v) = v, paratodo v € E.

Por otro lado, introduciremos algunas definiciones de objetos matematicos que

necesitamos, tales como:

Definicién 2.2: Sea E un espacio vectorial. Un subespacio vectorial o
simplemente un subespacio de E es un subconjunto F c E, donde F cumple

las siguientes propiedades:
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1. 0€F.
2. Siu,v € Fentoncesu + v € F.
3. Siv € F entonces, paratodo @ € R, av € F.
De esto se sigue que si u y v pertenecen al subespacio F y a, § son numeros

reales, entonces au + fv € F.

Luego, a toda transformacion lineal A:E — F estdn asociados dos
subespacios vectoriales indispensables para estudiar el comportamiento de
A: el nicleo de A, que es un subespacio de E, y la imagen de A, que es un

subespacio de F, las cuales definiremos a continuacion:

Definicion 2.3: La imagen de A es el subconjunto Im(A) c F, formado por
todos los vectores w = A(v) € F que son imagenes de elementos de E por

la transformacion A.

La nocioén de imagen tiene sentido para toda funcion A: E — F, lineal o no.
Si A es lineal, entonces Im(A) es un subespacio vectorial de F. Si Im(4) =
F, se dice que la transformacién A es sobreyectiva. Esto significa que para

cualquier w € F dado, existe v € E tales que A(v) = w.

Definicion 2.4: El nucleo de la transformaciéon lineal A:E — F, es el

conjunto formado por todos los vectores v € E tal que A(v) = 0.

El ntcleo de A, Nu(A) es un subespacio vectorial de E.

Si Nu(A) = {0}, se dice que la transformacion A es inyectiva, que significa
que dos elementos distintos del dominio no deben tener una misma imagen.
El reciproco también es cierto, es decir, si la transformacion A es inyectiva

entonces Nu(A) = {0}.

Observamos que las definiciones dadas hasta aqui muestran el estrico
formalismo y no se observa cambios de registros, con los cuales las

definiciones sean faciles de comprender.
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Presentamos un ejemplo donde podamos observar estos dos ultimos

conceptos, Imagen y Nucleo de una TL en los siguientes registros:

componente.

Sea T la transformacion lineal de R? - R? tal
que a cada vector del domino se le hace
corresponder el vector obtenido por la diferencia

del doble de su abscisa y su ordenada, en cada

Regla de correspondencia de la transformacion lineal:

T(x,y) = 2x—y,2x—y)

€<

Registro

/ Lenguaje

Natural

Registro Par
Ordenado

Para llegar a este registro par ordenado, implicitamente se tuvo que hacer la

conversion, donde en el registro lenguaje natural se debié tener mucho cuidado con

los signos de puntuacion e interpretacion para llegar a este nuevo registro.

La imagen de T esta dada por:

Im(T) ={(x",y)eER?:x'=y"'=2x —y;x,y € R} 4

Registro
Algebraico

Obtenemos este registro algebraico luego de usar de manera correcta la definicion

de imagen de T, donde implicitamente se hizo tratamientos en el registro par

ordenado y asi obtener la Im(T).

Registro

Grafico

]

Figura 2.5: Grafica de Im(T) = {(x’,y") € R?>:x’ = y'} (lado derecho: recta amarilla)

Registro
El nicleo de T est4 dado por: Algebraico
Nu(T) ={(x,y) ER? : T(x,y) = (0,0)} = {(x,y) ER? : y = 2x} | €—
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Figura 2.6: Grafica de Nu(T) = {(x,y) € R?:y = 2x} (lado izquierdo: recta azul)

Registro

Grafico

]

Observando que es posible hallar de manera inmediata usando el software

GeoGebra tanto la imagen como el nucleo de una transformacion lineal,

teniendo en cuenta que hacer la conversion del registro algebraico hacia el

registro grafico es un proceso trivial, sin embargo la conversion inversa no

es tan inmediato pues previamente es necesario hacer tratamientos y usar

algunas propiedades geométricas. Por lo cual solicitaremos en nuestras

actividades a los profesores en formacion continua esta ultima conversion

para ser analizada.

Definicién 2.5: Sea E un espacio vectorial, X es un subconjunto de E es

linealmente independiente (L.I) si ningln vector v € X es combinacion

lineal de otros vectores de X.

Definicién 2.6: Una base de un espacio vectorial E es un conjunto B c E

linealmente independiente que genera E, es decir que todo vector v € E se

expresa de modo Unico como combinacion lineal de elementos de la base.

Si el espacio vectorial E tiene una base con un numero finito de elementos,

entonces la dimension de E es el nimero de vectores en todas las bases y E

se denomina espacio vectorial de dimension finita. Si E = {0}, entonces se

dice que E tiene dimension cero.
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Se dice que una base es llamada base candnica de R? si sus elementos de la

base son7 = (1,0) yj = (0,1).

EJEMPLO: Encontrar una base para el siguiente sub espacio vectorial E de

R3, definido por:
E={(x,y,2)€ER3/ 2x—y+3z=0}

Se observa que si tomamos x y z arbitrariamente, entonces y = 2x + 3z.

Asi, los vectores en E tienen la forma
(x,2x +3z,z) = (x,2x,0) + (0,32, 2) = x(1,2,0) + z(0,3,1)

Lo cual muestra que los vectores (1,2,0) y (0,3,1) generan E. También se
puede observar que los vectores son linealmente independientes ya que no

son multiplos entre si. Por lo tanto, forman una base para E.

A continuacion presentaremos ejemplos basicos sobre transformaciones

lineales:

Ejemplo 2.1. La transformacion cero: Sean E y F espacios vectoriales.
Definimos T: E = F por T(v) = 0 paratodo v € E.

Tiene por nucleo: Nu(T) ={v € E:T(v) =0}=FE

Y por imagen: Im(T) ={w € F:T(v) =w,Vv € E} = {0}

Ejemplo 2.2. La transformacion identidad: Sea E un espacio vectorial.
Definimos I: E — E por I(v) = v paratodov € E.

Su nucleo es: Nu(l) ={v € E: I(v) = 0} = {0}

E imagenes: Im(I)={veE:Ilv)=v,VvEE}=E

Ejemplo 2.3. La transformacion reflexion respecto al eje Y: Sea T: R? —
R? definida por T (x,y) = (—x,y), para todo (x,y) € R?. Justificamos que
T es transformacion lineal:

= Sean (x1,y1), (x2,y2) € R?

T((x1'Y1) + (xZ':VZ)) = (=x1—x,y1 +¥2)
= (=x1,y1) + (—x2,¥2)
T(x1,y1) + T (x2,¥2)
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* Sea(x,y) ER’ya€R

T((ax,ay)) = (—ax,ay)
a(—x,y)
= al(x,y)

Tiene por nticleo:
Nu(T) = {(x,y) € R%:T(x,y) = (0,0)} = {(0,0)}
Y por imagen:

Im(T) = {(x",y") € R%:T(x,y) = (—=x,y),V(x,y) € R*} = R?

Figura 2.7: Reflexion respecto al eje Y.

Ejemplo 2.4. Operador proyeccion ortogonal sobre una recta: Sea la recta
con ecuacion y = x. Esta recta es un subespacio vectorial de R2.
Consideremos el operador T:R? — R2, que a cada vector u = (x,y) € R?
se le asigna el vector T(u) = (x',x"), cuyo extremo es el pie de la

perpendicular bajada desde u sobre la recta y = x. Este operador esté
definido:
T: R? - R?

x+y x+y

xy) - Ty = (5252

Tiene por nticleo:

Nu(T) = {(x,y) € R:T(x,) = (0,0)} = {(x,y) € R:y = —x}
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Y por imagen:
m(T) = {(x',y) € RET(xy) = (32,°32),v(x,7) € R}

Im(T) = {(x",y") € R*: y' = x'}

Figura 2.8: Proyeccion ortogonal sobre la recta y=x.

Ejemplo 2.5: Operador proyeccion: Sea T: R3 —» R3 definido T;(x,v,z) =
(x,y,0) para todo (x,y,z) € R3. Entonces T; es el operador proyeccién
que toma un vector en el espacio de tres dimensiones y lo proyecta sobre el
plano XY. De manera similar, T,(x,y, z) = (x, 0, z) proyecta un vector en el

espacio sobre el plano XZ.

Tiene por ntcleo:
Nu(T,) ={(x,y,z) € R®:T(x,y,z) = (0,0,0)}
Nu(T,) ={(0,0,2)} = Eje Z
Y por imagen:
Im(T) ={(x",y",2) e R:T(x,y,2) = (x,,0),¥(x,y,2z) € R3}
Im(T) ={(x",y,z)ER3: x"=x Ay =y A z' =0} = Plano XY
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Figura 2.9: Proyeccion sobre el plano XY y XZ
Fuente: Grossman,S (2008,p.462)

La ausencia del registro grafico en el tema transformacion lineal en los
libros de algebra lineal es notoria, lo cual nos induce a enfocarnos mas en el
uso de este registro en nuestra investigacion y a través de nuestras
actividades por medio del software GeoGebra. Pero también nos
enfocaremos en el uso principal de los registros algebraico, par ordenado,
matricial y lenguaje natural. Presentaremos en el software GeoGebra
vectores en el dominio y su imagen paralelamente, donde el alumno pueda
manipular a través de mouse dichos vectores del dominio y asi poder
responder las preguntas de las actividades que se les entrega de manera
fisica en hojas. Dichas preguntas estdn fundamentadas bajo la teoria

desarrollada en esta parte.

Un teorema importante dentro de las transformaciones lineales es el teorema
2.1, obtenido de Lima (1998), el cual usaremos en nuestra investigacion
aplicado en el espacio vectorial R?.

Teorema 2.1: Sean E, F espacios vectoriales y B una base de E. A cada
vector u € B asignémosle (arbitrariamente) un vector u’ € F. Entonces
existe una Unica transformacion lineal A: E — F, de modo que A(u) = u’,
para todo u € B.

Demostracion: todo vector v € E se expresa, de modo unico, como
combinacién lineal v = ajuq + -+ + a,,u,, de elementos de uy, ..., u,, de

la base B.
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Definimos A: E — F poniendo
AW) = au'y + -+ anu'y
Dados v, w € E tenemos

UV =a.uq + -+ (Zmum

Y
w = ,Blul + -t .Bmum
Entonces:
m
vtw= Z(“i + Bw;
i=1
Luego

AW +w) = ) (@ +fou's = ) 'y + 'y = AW) + Aw)

Anélogamente se ve que A(av) = aA(v).

Por consiguiente A: E — F, asi definida, es una transformacion lineal tal que
A(u) =u' para todo u € B. En cuanto a la unicidad: Sea B:E - F
cualquier otra transformacion lineal tal que B(u) = u’, para todo u € B;

entonces, para cada v = ), a;u; se tiene

B(v) =B (Z aiui) = Z a;.B(u;) = Z au’; = A(w)

Por lo tanto B = A.

Notamos el continuo uso del registro algebraico y sus tratamientos en este
teorema para ser demostrado, a la vez va de la mano con el formalismo lo

cual es usual y hace que sea complicada su comprension.

Para mejorar la comprension de este teorema, mostramos a continuacion el

siguiente ejemplo:
Sea T:R® - R? una funcion, y {e;, e,, €5} base canonica de R3, tal que

T(ey) = (L,1); T(ey) = (=1,1); T(es3) = (0,0).

33



Por el teorema anterior, T se extiende de forma uUnica como una
transformacion lineal de R® a R?, es mas, mostramos a continuacion la

regla de correspondencia de T
Para todo v = (x,y,z) € R3, se tiene v = xe; + ye, + zes, luego

T(v) = xT(ey)+yT(ez) + 2T (e3)
T(wv) = x(1,1) +y(—1,1) + z(0,0)

Es decir T(x,y,z) = (x —y,x + y).
]

En virtud al teorema 2.1 anterior, ahora se verd que para toda
transformacion lineal A: R™ - R™ existe una matriz a m X n tal que

A(x) = ax, para todo x € R".

Para definir una transformacion lineal A: R™ — R™ basta seleccionar, para
cada j=1,..,n un vector v; = (alj,azj, ...,am]-) € R™ y decir que
v; = A(e;) es la imagen del j-ésimo vector de la base candnica, e; =
0,...,1,...,0) por la transformacion lineal A. Asi queda determinada la

imagen A(v) de cualquier vector (xy,...,x,) € R®. En efecto, se tiene

v =x.eq + -+ x,€, , entonces

n n n
Alv) =A Zx]-e]- = Z x; A(ej) =Z(a1jxj y A2 Xj ey A jXj)
j=1 j=1 j=1
n n n
= Z aljxj ,Z azjxj PR, amjxj ,
j=1 j=1 j=1
0 sea que
AQxy %55 %) = (Y1, V2 woes Ym)
Donde

Y1 = Q11X1 + Q12X + 0+ ApXy
Y2 = Az1X1 + QppXy + o+ Ayp Xy
(*)

Ym = QmiX1 T QpaXy + 0+ Qup Xy
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Una transformacion lineal A: R® - R™ queda completamente determinada
por una matriz a = [aij] € M(m X n). Los vectores columna de dicha
matriz son las imagenes A(e;) de los vectores de la base candnica de R™.
La imagen A(v) de un vector arbitrario v = (xq, ..., x,) € R™ es el vector
w = (¥, ..,¥m) € R™, cuyas coordenadas son dadas por las ecuaciones

(*) anteriores, en las que intervienen los vectores fila de la matriz a.

Se dice que a es la matriz de la transformacion A relativa a las bases
canonicas de R™ y R™. Se tiene

m

A(€])= Zaijel- ; (]=1,,n)

i=1

Donde los e; estan en R™ y los e; en R™.

En esta seccibn hemos presentado conceptos y propiedades que estaran
presentes en nuestras actividades. Se pone atencidon a los tratamientos y
conversiones implicitas pero que no son tan directas, que se realizan con
algunos conceptos asociados a la TL. En algunas ocasiones nos facilitan
ideas para desarrollar conversiones entre los registros grafico, par ordenado,

lenguaje natural y matricial.
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CAPITULO 3

Metodologia de la investigacion

En este capitulo presentaremos las caracteristicas del método empleado para el
desarrollo de nuestra investigacion, el cual toma algunos elementos de la ingenieria
didéctica, pues permite analizar los componentes que intervienen en los procesos de

construccion y comunicacion de los saberes matematicos en la clase.

3.1 Tipo de estudio

Nuestra investigacion sera de tipo cualitativa experimental. Este tipo de estudio se
remonta entre finales del siglo XIX e inicios del siglo XX. En los afios 1940 y 1950
decay6 la importancia del enfoque cualitativo debido al posicionamiento del enfoque
cuantitativo; pero en la década de 1960, este enfoque recobra vitalidad e importancia, la
etnometodologia (es el estudio de cémo las “practicas” o los “métodos” son usados por las
personas en circunstancias particulares y concretas, para crear y sustentar el orden social)
surge con vigor destacando aportes como el de Peter L. Berger y Thomas Luckmann en
1966, quienes presentan modelos de construccion de la realidad usando el enfoque
cualitativo, y en esos tiempos fortalecen la importancia de este enfoque en una
investigacion que tiene como uno de sus objetivos, destacar la comprension del
fenomeno social, desde la perspectiva de los actores, como lo menciona Eisner,1981.
Los investigadores tratan de comprender a las personas dentro del marco de referencia
de ellas mismas. En nuestra investigacion, la comprension del fendmeno social se

efectuara en el aula de clases y serd descriptiva y explicativa.

El término “cualitativo”, se usa bajo dos acepciones, una como cualidad y otra mas
comprehensiva, como calidad. A partir de estas consideraciones podemos afirmar que

nuestra investigacion es de tipo cualitativa.
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Es experimental, debido a que en nuestro caso desarrollaremos dos actividades con los
alumnos del curso Algebra Lineal. La fuente directa de datos es el ambiente natural y el
principal instrumento de recoleccion es el investigador, en nuestro caso, el ambiente
natural serd el aula de clase con los alumnos del curso y seremos nosotros (los
investigadores) quienes recolectemos los resultados de las actividades realizados por los

alumnos mediante las dos actividades aplicadas para nuestra investigacion.

3.2 La ingenieria did4ctica

El método de investigacion que usaremos en nuestra investigacidon tomara en cuenta
elementos de la ingenieria didéctica, la cual surge a principios de los afios ochenta,
como una metodologia para las realizaciones tecnologicas de los hallazgos de la teoria
de Situaciones Didacticas y de la Transposicion Didéctica. El nombre surgio de la

analogia con la actividad de un ingeniero (Artigue, Douady y Moreno, 1995).

Artigue menciona que la ingenieria didactica es una metodologia que se encuentra
ubicada en los registros de los estudios de casos y la validacion que desarrolla es
interna, fundamentada en la confrontacion entre el analisis a priori y el analisis a

posteriori.

... la ingenieria didactica se caracteriza en primer lugar por un esquema experimental
basado en las realizaciones didacticas en clase, es decir, sobre la concepcion,
realizacidn, observacion y andlisis de secuencias de ensefianza.... se caracteriza también
por el registro en el cual se ubica y por las formas de validacion a las que estd asociada.

Artigue(1995,p.36-37)

Luego, el proceso de desarrollo de esta metodologia es delimitada por las siguientes

cuatro fases:

Primera fase: Analisis preliminares.
Segunda fase: Concepcion y analisis a priori.
Tercera fase: Experimentacion.

Cuarta fase: Analisis a posteriori y validacion.
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3.2.1

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

Los andlisis preliminares

En toda investigacion donde se aplique la ingenieria didéctica, estos andlisis se
realizan teniendo en cuenta los objetivos especificos de la investigacion.
Serviran de base para la siguiente fase. Estos analisis preliminares segin Artigue

(1995) son:

e FEl andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la
ensefanza.

e FElandlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos en el aprendizaje.

e FEl andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y
obstaculos que determinan su evolucion.

e El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion

didactica efectiva.

La concepcidn y analisis a priori

En esta fase se analizan los comportamientos matematicos y cognitivos que se
espera de los estudiantes, ademas se analizan las estrategias que utilizaran, asi

como las dificultades y errores que puedan cometer.

La experimentacion

El desarrollo de la investigacion se centra en esta fase, con la participacion
principal de los alumnos, acompafiados por el investigador quien tendra como
tarea asesorar y ayudar a resolver algunas dificultades de los alumnos. En esta
etapa el alumno desarrolla en forma individual las actividades elaboradas por el

investigador.

El andlisis a posteriori y la validacion
El anélisis a posteriori se centra en el conjunto de datos recogidos durante la
experimentacion, las observaciones realizadas y las producciones de los

estudiantes durante las actividades y fuera de ellas.
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En la validacion se describen los comportamientos matematicos y cognitivos
esperados que fomentd la secuencia didactica. Se confrontan las hipotesis
elaboradas en el andlisis a priori y el andlisis de los resultados de la fase

experimental o analisis a posteriori.

3.3 La ingenieria did4ctica en la investigacion

En esta seccion desarrollamos la primera fase de la ingenieria didéactica. Esta fase se
centra exclusivamente en el objeto matematico, que en nuestro caso seran las

Transformaciones Lineales.

Las cuatro fases de la ingenieria didéactica estaran presentes en nuestra investigacion
por la manera en que la planteamos, el de confrontar los supuestos establecidos en el
analisis a priori con los resultados del analisis a posteriori, para poder validar o
afirmar si el uso del software GeoGebra ayudd o no en el aprendizaje del objeto

matematico Transformacion Lineal.

3.3.1. Analisis preliminar

En esta primera fase se desarrolla un enfoque sistémico de las
Transformaciones Lineales, haciendo un andlisis desde los puntos de vista
epistemoldgico, cognitivo y didactico, para explicar como surge, como se
presenta en el aula y como se desarrolla en los libros el objeto matematico
Transformacion Lineal, y asi tener mayor informacion para la siguiente fase,

el analisis a priori.

= Desde el punto de vista epistemoldgico, se hard nuevamente una breve
resefia historica de las transformaciones lineales y los conceptos asociados
a éstas. Hemos encontrado poca informacion de la resefia histérica donde
se mencione Unicamente a las transformaciones lineales, sin embargo
mencionaremos brevemente la influencia historica de otros conceptos
matematicos que se relacionan con ellas. Comentamos la forma en que
estos conceptos matematicos influenciaron en la evolucion de las
transformaciones lineales, para esto tomaremos los datos mencionados por

Luzardo, D y Pena, A (2006).
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Dentro de los conceptos elementales del algebra lineal encontramos a las
ecuaciones lineales, matrices, determinantes, transformaciones lineales,
dimensiones, formas bilineales, formas cuadraticas y espacios vectoriales;

estos conceptos con frecuencia estan interconectados.

Gaus, en su libro Disquisitiones, introdujo de manera implicita y
significativa, a las matrices, como abreviaturas de transformaciones

lineales.

Las transformaciones lineales han estado representadas como arreglos
rectangulares de nimeros, aunque Gauss no lo usé explicitamente, utilizo
la terminologia de la matriz. También consideré implicitamente el
producto de matrices de orden 2 X 2 y 3 X 3; las que tuvo en cuenta en la

composicion de las correspondientes transformaciones lineales.

Por otro lado, Cayley en 1858, public6 su Memoir on the theory of
matrices, la cual contiene la primera definicion abstracta de matriz y donde
mostr6 que los arreglos de coeficientes estudiados para las
transformaciones lineales y formas cuadraticas, son casos especiales de
este concepto general de matriz. Cayley utilizo matrices en otro papel para
resolver un problema importante, el llamado problema de Cayley-Hermite,
que estudia la determinacion de todas las transformaciones lineales

dejando una forma cuadratica en n variables invariantes.

Las transformaciones lineales de coordenadas

n

szzajkxk 1<sj=m)

k=1

Aparecié en un lugar destacado de la geometria analitica de los siglos XVII
y XVIII (sobre todo para m =n < 3). Esto condujo naturalmente a
calculos realizados sobre arreglos rectangulares de niimeros. También
aparecieron en la geometria proyectiva, fundada en el siglo XVII y se

describe analiticamente a principios del XI1X.

Se debe destacar la influencia de Frobenius sobre el desarrollo de la nocion
de transformacion lineal, la cual venia evolucionando desde el siglo XVIII

con los trabajos de Cauchy, Weierstrass y Kronecker, entre otros, y que
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adoptdé su forma actual en 1918 de la mano del matematico aleman

Hermann Weyl (1885-1955).

Actualmente, las matrices, como los polinomios o las series de potencias,
bien pueden considerarse como arreglos de datos de algun tipo seglin
James Joseph Sylvester (1814-1897), donde el Algebra que se establezca
sobre éstas, determina la manera en que estos datos pueden combinarse
para generar nueva informacion (segun Cayley). La formulacion de un
problema concreto en términos del algebra lineal ha sido, y sin duda lo
seguird siendo, uno de los métodos mas efectivos para hallar su solucion.
Herramientas tales como el determinante y las transformaciones lineales,
entre otras, contribuyen decisivamente a facilitar esta labor hasta el dia de

hoy.

Desde el punto de vista cognitivo como ya hemos mostrado en los
antecedentes del capitulo 1, las diferentes investigaciones han desarrollado
andlisis que involucra indirecta o directamente el objeto matematico
Transformacion Lineal relacionado a la Teoria de Registros de

Representacion Semidtica u otros marcos teoricos.

De esta forma, Uicab y Oktac (2006) comentan que distintas
investigaciones de tipo diagnostico mostraron que las dificultades de los
estudiantes en algebra lineal revelan un mismo obstaculo, al cual llaman
obstaculo de formalismo, que se produce cuando el estudiante manipula
las representaciones formales simbolicas, pero no tiene las suficientes
aptitudes para comprenderlas, lo cual da pie a que trabajen en el nivel de
manipular las expresiones, pero ignoran los significados o las reglas de las

matematicas.

De igual manera Rodriguez (2011) sefala que los elementos que generan
dificultades durante el proceso de aprendizaje y ensefianza del Algebra
Lineal (en particular de las Transformaciones Lineales) son el uso del
formalismo (por la fuerte cantidad de abstraccidon), agobio ante nuevas
definiciones y la falta de conexion por parte de los alumnos con lo que

ellos ya saben de matematicas.
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Nosotros en las actividades plantearemos preguntas que nos permitan
constatar si estas dificultades estan presentes en nuestros profesores en

formacion continua.

Desde el punto de vista didactico mostraremos un analisis sencillo de los
libros que se usan como referencia en el curso de Algebra Lineal de la
Maestria en Ensefianza de las Matematicas tales como: Algebra Lineal de
Lima, Linear Algebra de Hoffman y Algebra Lineal de Grossman; y el
silabo del mismo curso. Sabemos que el concepto TL es importante en el
Algebra Lineal pues permite vincular dos espacios vectoriales y a la vez
estudiar caracteristicas importantes de estos espacios vectoriales. También
permite generar nuevos conceptos en el Algebra Lineal como son el de
nacleo, imagen, valores y vectores propios, etc. La importancia del
concepto transformacion lineal en el curso se justifica por el nimero de
horas invertidas en este tema (20 horas de clase aproximadamente, el 34%
del total de horas del curso). El aprendizaje del concepto TL es uno de los

objetivos del curso en el que se dicta, como sefiala el silabo.

El curso Algebra Lineal de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas
es dividido en cuatro capitulos: Conceptos previos, Espacios Vectoriales,
Transformaciones Lineales y Sistemas de Ecuaciones y Matrices. De esta
forma los alumnos abordan las Transformaciones Lineales en el capitulo 3
segun el silabo del curso de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas,
donde se desarrolla la definicion, ejemplos y propiedades de las
Transformaciones Lineales, rango y ntcleo de una transformacion lineal,
representacion matricial de una transformacion lineal e isomorfismos de
espacios vectoriales. En nuestras actividades nos concentramos en algunos
conceptos fundamentales, por ejemplo, definicion de TL, nicleo e imagen
de una TL, representacion matricial de una TL. El curso se desarrolla de
forma tradicional con horas de teoria y laboratorio, donde no se trabaja con
asistentes o apoyos en clase y el profesor del curso es el unico que
acompafia y guia al alumno hacia el aprendizaje y asimilacion de cada

concepto.

Por otro lado, se considera que para lograr un mejor aprendizaje de los

diferentes objetos matematicos ensefiados en clase, en especial las
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Transformaciones Lineales, para los alumnos no sélo debe ser suficiente
habilidades técnicas o algoritmicas, es necesario que realicen distintas
representaciones semidticas, dando importancia al tratamiento en cada tipo
de representacion: verbal, grafica, algebraica y matricial; por lo que es una
condicion necesaria para el aprendizaje del objeto matematico que ellos

hagan un correcto uso de las conversiones y tratamientos.

Lima (1998) es un libro introductorio al Algebra Lineal, que va dirigido a
estudiantes de ciencias, sobresaliendo el buen contenido matematico en
todo el libro y en particular en el tema de Transformaciones Lineales como
se muestra en el capitulo 4 del texto. Elon Lima muestra en forma directa
el concepto de nuestro objeto matemdtico e inmediatamente muestra
algunos casos particulares de Transformaciones Lineales, propiedades y
teoremas con sus respectivas justificaciones (demostracion) formales
(abstracta). También presenta ejemplos con uso de la teoria previa, los
cuales son ejemplos intra-matematicos (netamente matematicos, no
aplicados a otras areas o alguna situacion en la vida real), y tienen niveles
de dificultad graduados que van desde el menor hasta el mayor y finaliza
el capitulo con una lista de ejercicios que exigiran al lector usar la teoria
del capitulo y de este modo reforzar los conceptos del capitulo. Desde el
punto de vista didactico, el concepto TL es presentado en forma verbal y
analitica, excepto en algunos ejemplos que se presentan al final del
capitulo en forma grafica. En sus ejercicios propuestos retoman la forma
verbal y analitica. Desde nuestro punto de vista es necesario un mayor
nivel de preparacion académica, ya que es un libro con mayor profundidad
de analisis. Aunque el autor mencione que no son necesarios
conocimientos previos para abordar este libro, si recomienda que sea
llevado después de un curso de Geometria Analitica en dos y tres
dimensiones para que el estudiante esté familiarizado a nivel basico con la

representacion algebraica de ideas geométricas y viceversa.

De forma similar, Hoffman (1971) aborda en el capitulo 3 de su libro el

concepto TL de forma muy parecida al libro de Lima.

Hoffman presenta en forma precisa el concepto TL, ejemplos de dicho

objeto matematico dentro de la misma 4rea del Algebra Lineal (no
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aplicados a otras ciencias o areas) para luego seguir con teoremas,
demostraciones analiticas y terminar con ejercicios de mayor dificultad.
Dichos conceptos, teoremas, ejemplos y ejercicios son presentados solo en
los registros verbal y analitico o algebraico, presentacion que puede

resultar incompleta para el aprendizaje del concepto TL.

Po otro lado, Grossman (2008) inicia el desarrollo del tema TL en forma
diferente y un tanto dindmica, sin perder su formalismo. Muestra
inicialmente dos ejemplos introductorios que se presentan en los registros
algebraico, verbal, grafico y matricial (definido asi por Romero, 2010)

pero sin separarlos detalladamente, como mostramos a continuacion:

Figura 5.1

Figura 3.1: Formas de representacion en una Transformacion Lineal
Fuente: Grossman (2008, p.458)

En la figura 3.1 sefalamos cuatro registros de representacion de la
transformacion lineal, pero Grossman no sefiala y mucho menos muestra
los procesos externos entre estos registros (conversiones) en su ejemplo.
Probablemente dando a entender el autor que estas conversiones son
directas o triviales, pero podemos decir que previamente a estas
conversiones es necesario hacer tratamientos en sus respectivos registros
para facilitar el cambio de registro, como es el caso la conversion del
registro grafico al registro algebraico o del registro leguaje natural hacia el

registro grafico.

Se formaliza el concepto TL para luego ilustrar con mas ejemplos,
finalizando el capitulo con dos listas de ejercicios, una en el modo

tradicional, y otra lista de ejercicios con ayuda de un software matematico.

44



En esta seccion hemos presentado las caracteristicas y procesos de la
ingenieria didactica como método de investigacion, centrandonos en el
analisis preliminar desde los diferentes puntos de vista segun Artigue.

Posteriormente, como parte del desarrollo de nuestra investigacion se
mostrard resultados obtenidos por un instrumento, que nos permite
reconocer las caracteristicas del grupo de estudio para saber a qué

profesionales estamos aplicando la secuencia de actividades.
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CAPITULO 4

La Propuesta

En este capitulo desarrollaremos la segunda parte de la ingenieria didactica. Aqui
tendremos en cuenta las limitaciones y/o restricciones donde realizaremos nuestras
actividades y el grupo de personas (profesores en formacion continua) con los que

trabajaremos, los objetivos trazados y principalmente el analisis a-priori.

4.1. Analisis de Restricciones

Para este analisis, hemos aplicado un instrumento que permite recoger informacion del
grupo de docentes en formacion continua con el que se llevara a cabo el estudio. Este
instrumento para recoger informacion fue aplicado a 7 de un total de 10 docentes en
formacion continua que llevaron el curso del segundo ciclo universitario de la maestria

en el semestre 2015-2; dicho instrumento solicita la siguiente informacion:
1. Tipo de educacion superior realizada.

2. Carrera superior realizada (en pre grado).

3. Tiempo de dedicacion al curso (fuera del aula semanalmente por horas).
4. Nivel de conocimiento previo del tema Transformacion Lineal.

5. Ntmero de veces que lleva el curso Algebra Lineal en la maestria.

A continuacion presentaremos los resultados del instrumento:
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. Tipo de educacion superior realizada: El 71% de los profesores en formacion
continua proviene de una universidad publica (equivalente a cinco profesores) y el

29% de una universidad privada o particular (equivalente a dos profesores).

Estudio superior (pre grado): Es importante detallar que en porcentaje de otros esta
considerado por los pertenecientes a las carreras de Administracion, Ingenieria
eléctrica y Matematica; mientras que los de Educacion se refiere a Educacion en
Matematica, los cuales son un poco mas de la mitad. Hay tres profesores en
formacion continua que conforman Otros, donde un profesor estd en cada

especialidad anteriormente mencionada; y cuatro profesores son de educacion.

Tiempo de estudio del curso: Existe tres grupos con un porcentaje del 28;8% cada
uno (dos profesores en formacion continua en cada grupo) que dedica entre 4, 5y 6
horas de estudio semanal al curso respectivamente. Y hay un porcentaje del 13;6%
(un profesor) que solo dedica 2 horas semanales a dicho curso. A partir de esta
informacion, podemos decir que la mayoria de profesores en formacion continua,

dedica un adecuado nimero de horas semanales, en repasar y estudiar el curso.

Conocimiento previo del tema de estudio: La mayoria de los profesores en formacion
continua, menciond que no tenia conocimientos previos del tema de Transformacion
Lineal, lo que nos hace suponer que quizés no lo recuerdan. Cabe destacar que cuatro
de los siete profesores no tienen algin conocimiento previo del objeto matematico y

tres profesores si lo tienen.

Numero de veces que llevan el curso: El 57%de los profesores en formacion continua
(equivalente a cuatro profesores) llevan por primera vez el curso Algebra Lineal y un

43% (tres profesores) lleva por segunda vez.

Observamos que de acuerdo a los datos recogidos, nuestra muestra de alumnos

mayormente proviene de universidades publicas (nacionales), las cuales generalmente

ofrecen una menor preparacion profesional (menos horas de clases, menor capacitacion

de sus docentes, pobre infraestructura, laboratorios no bien equipados, etc). La mayoria

de profesores en formacion continua proviene de hacer estudios universitarios de pre
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grado en educacion matematica y observamos que en las otras carreras profesionales
hay solo un profesor en cada especialidad. Por otro lado, también notamos que la
mayoria de los profesores invierten su tiempo en promedio entre 4 a 6 horas semanales
repasando el curso Algebra Lineal lo cual es bueno. Finalmente, como ya lo habiamos
comentado hay un grupo de profesores que no tienen o recuerden algiin conocimiento

previo con respecto al objeto TL.

Esta informacion es importante y necesaria en nuestra investigacion, para saber algunas
caracteristicas de los profesores en formacion continua con los que se esta trabajando,
proporcionandonos informacion sobre los prerrequisitos que traen sobre el curso y de

este modo hacer un analisis mas objetivo en las actividades que se les propondra.

4.2. Diseno de Actividades

En el disefio de actividades presentadas a los profesores en formacién continua elegimos
utilizar la representacion grafica en el planteamiento de las preguntas, fundamentando
en que esta representacion involucra manejar e interpretar el concepto y propiedades

relacionadas a TL.

La representacion grafica promueve la intuicion del docente en formacion continua para
lograr significados abstractos y manipulables, en consecuencia lograr las conversiones
(del registro grafico a otros registros) y tratamientos en estos registros. Es asi como
planteamos estas actividades, pues facilita hacer los tratamientos en el registro grafico

por ser visual y manipulable a través del software GeoGebra.

La idea de la construccion de nuestras actividades fue tomada de la investigacion
desarrollada por Romero, 2010. Teniendo en cuenta las sugerencias de su investigacion
para superar las dificultades relacionadas con el software GeoGebra y las posibles

modificaciones en el disefio.

Las actividades buscan promover en términos del conocimiento matematico que los
profesores en formacion continua logren superar la dificultad del formalismo y tener
claro la definicion y propiedades relacionadas al contenido matemaético, es decir,
interiorizar las condiciones que definen a una TL, sus propiedades y también los

conceptos nuevos relacionados a TL, como son niicleo, imagen y matriz de una TL .
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Por otro lado, las actividades también buscan que los profesores en formaciéon continua
hagan cambios de registros y sus tratamientos de manera correcta, ya que es muy
posible una mayor dificultad en la conversion del registro grafico al registro algebraico,
pues tradicionalmente se presentan los contenidos matematicos del registro algebraico

hacia el registro grafico y no es usual hacer la conversion inversa entre estos registros.

4.3. Andlisis a priori

Las actividades 1 y 2 permitirdn que los profesores en formacion continua realicen
diferentes registros de representacion. En concordancia con la teoria de Duval, se
insistira en que el alumno efectie al menos dos cambios de registros de representacion

para llegar a obtener el aprendizaje del objeto matematico.

A continuacion describiremos los comportamientos matematicos deseados en cada

actividad aplicada a los profesores en formacion continua:

ACTIVIDAD 1

Esperamos que los profesores en formacion continua puedan interpretar las graficas de
las funciones que se les presenta, respondiendo las preguntas planteadas en cada grafica.
Para ello los profesores en formacion continua deberian realizar las correspondientes

conversiones de registros, para cada pregunta.

En particular, esperamos que los profesores en formacion continua noten y describan
las relaciones entre vectores del dominio y vectores de su imagen, afirmen si existe o no
alguna relacion entre los vectores de la imagen T(u), T(¥) y T(w) sabiendo que
W = U + v, sefialen explicitamente como estd definida la funcion T (x; y) y finalmente
justifiquen si T es una transformacion lineal y en caso afirmativo sefalen la matriz de T

relativa a la base canonica.

La actividad 1 estd conformada por tres graficas de funciones diferentes, donde los
profesores en formacion continua tendran que responder preguntas correspondientes a

cada grafica.
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Gréfica 1

En esta primera grafica se espera que los profesores en formacion continua lleguen a
concluir con la definicion de la funcion T(x;y) = (—2x; —2y). Para esto, en primer
lugar hallaran T(x;y) para cada (x;y) € R?, para luego concluir que es una

transformacion lineal.

Para la pregunta (1) se espera que los profesores en formacion continua identifiquen la
relacion entre el vector U y su imagen T(u). Para llegar a la relacion pedida los
profesores pueden iniciar sefialando puntos especificos de vectores del dominio y

observando sus respectivas imagenes, por ejemplo:

T(1;,0) = (=2;0) = —2(1;0) T(=1;0) = (2;0) = =2(=1;0)
T(0;1) = (0;-2) = —2(0;1) T(0;—-1) = (0;2) = —2(0; 1)
T(-11 = (2,-2) = =2(-1;1) T(1;-1) = (=2;2) = —-2(1;-1)

Se observa que la relacién entre un vector 1 del dominio y un vector T (1) de su

imagen, es que U est4 siendo multiplicado por —2 para obtener T ().

Finalmente, los profesores en formacion continua también pueden llegar a manipular
un s6lo vector y alargandolo en diferentes proporciones, o manipular diferentes vectores
colineales de diferente tamafio o magnitud(tratamientos en el registro grafico), como
mostramos en nuestra figura siguiente, y poder llegar a notar que la imagen de dos
vectores colineales son también vectores colineales y la proporcion entre los tamafios o
magnitudes de dos vectores colineales es la misma que la de sus imagenes, esto lo

podemos notar con el siguiente ejemplo:

Sean u = (1;1), v =(2;2) y w = (3;3), notamos que ¥ = 2U y W = 3u, luego
observando sus imagenes T (W) = (—2;—2), T(¥) = (—4;—4) y T(W) = (—6;—6), y

haciendo algunos tratamientos en el registro algebraico tenemos:

T2 = T(D) T(3%) = T(W)
T(2W) = (—4;—4) T(3%) = (—6;—6)
T(2W) = 2(-2;-2) T(3%) = 3(—2;—2)
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T(2UW) = 2T(w) T(3u) = 3T(w)
y podemos llegar a concluir una propiedad de linealidad

T(ad) =aT@) ;
donde « € Ry u € RZ.

Figura 4.1: Propiedad de linealidad T (a %) = a T (1).

Para el desarrollo de esta primera pregunta, los profesores en formacion continua deben
manipular y observar (tratamientos) los vectores del dominio y sus respectivas imagenes
para lograr posteriormente el cambio de registros, del grafico al par ordenado, luego
pasar por ciertos tratamientos (calculos algebraicos) para obtener la relacion pedida.
Finalmente, deben efectuar la conversion del registro par ordenado al registro verbal y
para ello es necesario describir la relacion obtenida usando las palabras correctas y

signos de puntuacion.

En la pregunta (2) se espera que los profesores en formacion continua vayan
preparandose para identificar la definicion de Transformacioén Lineal que se desarrolla
con los vectores de la imagen T(%), T(¥) y T(w), teniendo en cuenta que W =U + U

son elementos de su dominio. Una forma de encontrar la relacion puede ser a través de:

W = U + v
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(1,1) = (1,0) + (0,1)

T1,1) = (-2,-2)
T(1,1) = (=2,0) + (0,-2)
T(1,1) = T(1,0) + T(0,1)
TW) = T@ + T

Por otro lado, usando la respuesta de la pregunta anterior podemos hacer lo siguiente, de

un modo formal donde:

(wiswp) = (Ug;up) + (v4; v7)
(Wi wy) = (ug +vg5up +v3)

luego por la relacion encontrada en la pregunta 1, tenemos:

T(ug;uy) = —2(uqg;uy)
T(vy;v,) = —2(vy;v,)
T(wyswy) = —2(wy; wy)
reemplazando (wy; w,) = (ug + vy uy + vy)
T(wi;wy) = —=2(uy + vy;uy +v;)
T(wi;wy) = =2(ug;up) + —2(vq;v2)
T(wi;wp) = T(ug;up) +T(vy;v7)
T(w) = T(W) +T®)
Por lo tanto, la relacion pedida es que T (W) es igual a la suma de los vectores

T(¥) y T(¥). Similarmente a la pregunta 1, debemos tener cuidado en manipular y
observar los vectores del dominio y sus imagenes para hacer un correcto tratamiento en
el registro grafico. Luego realizar operaciones algebraicas (tratamientos) en el registro

par ordenado para responder lo solicitado.
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En la pregunta (3) se espera que los profesores en formacion continua teniendo claro
las respuestas de las preguntas anteriores (1) y (2) puedan llegar a definir dicha funcidén

T.
Luego, siendo U = (x; y):
T@W) = T(x;y) = =2(x;y) = —2u

lo podemos observar en las siguientes graficas:

Figura 4.2: Vector u = (2,1) y su imagen T (1) = (—4,-2) = —2(2,1).

Figura 4.3: Vector & = (4,2) y su imagen T (%) = (—8,—4) = —2(4,2).
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Haciendo las conversiones correctas de la pregunta 1 y 2 y otros tratamientos en el

registro grafico con vectores, se puede obtener la respuesta correcta.

En la pregunta (4) se espera por parte de los profesores en formacion continua que
justifiquen formalmente la afirmaciéon de que la funcion T(x;y), definida
anteriormente, es una transformacion lineal. Sean U y v elementos del dominio, y a un

namero real:

TU+7) = —2(u+v)
= —2Uu+ 27

TU+7v) = TW)+TW)

Y
T(al) = —2(a i)
= a (-2i)

T(a®l) = aT (i)

Por lo tanto, la funcion T es una transformacion lineal. Luego dicha transformacion

lineal se puede representar de forma matricial de la siguiente manera:

X\ (=2 0\ (X
T (y) N ( 0 _2) (y)
donde, la matriz relativa a la base canodnica esta formada en sus columnas, por las

imagenes de los vectores canonicos del dominio

(o %)
0 -2
Dejando de lado el registro grafico en esta pregunta, es necesario que el profesor en
formacion continua concluya que T es transformacion lineal, para que con los

tratamientos en el registro matricial se logre obtener la matriz relativa a la base

candnica.
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Gréfica 2

En esta grafica la funcion estd definida por T(x;y) = (x + 1;y) y se espera que los
profesores en formacion continua obtengan tal funcion, y observando, por ejemplo, que

T(0; 0) es diferente de (0; 0), concluyan que T no es una transformacion lineal.

En la pregunta (1) se espera que los profesores en formacion continua noten la relacion
entre el vector U y su imagen T (i). Para llegar a esta relacion de forma practica, los
profesores deben sefialar vectores especificos del dominio y observar el resultado de sus
correspondientes imagenes, luego notar el comportamiento de la funcion y llegar a

concluir con la relacion pedida. Por ejemplo:

T(10)=(20=01+10) T(=10)=(0;0)=(-1+10)
ro;n=TLH=0+11) TO-D=1L-1)=0+1-1)

TLD=2ZD)=>10+11) T2Z-3)=3;-3)=2+1-3)

Estas observaciones permiten concluir que la relacion entre el vector U y su imagen
T (1) se establece del siguiente modo: La abscisa del vector U es incrementada en 1,

manteniendo constante su ordenada.

De igual manera que en la gréafica anterior, aqui los profesores en formacion continua
hacen el cambio de registro, del grafico al numérico (para tomar los vectores especificos
del dominio y su respectivas imagenes), luego pasan por el tratamiento en este registro
para llegar a notar las caracteristicas comunes que tienen cada vector del dominio y su
respectiva imagen, para que finalmente los profesores en formacion continua hagan la

conversion al registro verbal y comenten cudl es la relacion solicitada.

Por otro lado, los profesores en formacion continua también pueden llegar a manipular
un solo vector, alargandolo en diferentes proporciones, o también pueden manipular
diferentes vectores colineales de diferente tamafio, como mostramos en la siguiente
figura, y de esta manera llegar a notar que la imagen de dos vectores colineales no son
vectores colineales y tampoco se mantiene la proporcion entre los tamafios de dos
vectores colineales con sus imagenes respectivas, esto solo ocurre en transformaciones

lineales. Podemos ilustrar con el siguiente ejemplo:
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Sean U = (1;-1), v =(2;—2) y w=(3;-3), notamos que v =2uU y w =3,
luego observando sus imagenes T (1) = (2;—1),T[®) = (3;-2) y T(w) = (4;-3),

y haciendo algunos tratamientos en el registro algebraico tenemos:

2T (1) = 2(2; 1) 3T () = 3(2;—1)
2T () = (4;-2) 3T (@) = (6; —2)
T(21) = T(¥) T(31) = T(W)
T(2%) = (3;—2) T(31) = (4;—-3)
Luego:
T(2%) # 2T (%) T(31) # 3T ()

Podemos afirmar que no cumple la propiedad de linealidad T (ail) = aT (i), por lo

tanto
T(ail) # aT (W)

También se observa esta propiedad de linealidad de una TL de manera inmediata a

través de tratamientos en el registro grafico.

Figura 4.4: No cumple propiedad de linealidad T (ai) = aT (i)
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En la pregunta (2) esperamos que los profesores en formacién continua vayan
anticipando a identificar que para este caso no se cumplira parte de la definicion de
transformacion lineal. Aqui los vectores de la imagen T'(%), T(¥) y T (W) no llegaran a

cumplir la relacion
T(w) = T(W) + T (D).

Esta conclusion se puede obtener usando la primera pregunta y también después de
observar lo siguiente:
» Seani = (2;1),¥=(1;0) y w = (3;1) tales que: (3;1) = (2;1) + (1;0)
y tenemos que:
T =%1); T(Z1) = (31); T(1;0) = (2;0)
luego:
T(3;1) # T(2;1)+T(1;0)

1) = G+
41 =+ (5;1)

» Seani = (—2;1),¥=(-1;2) y w = (—3;3) tales que:
(=3;3) = (=D +(-12)
y tenemos que:
T(=3;3) = (=23); T(=2;1) = (=L 1); T(-1,2) = (0;2)
luego:

T(-3;3) # T(-2;1)+T(-1;2)
(=2;3) # (L1D+(0;2)
(-2;3) +# (-1;3)

Por lo tanto no se cumple la relacion T(W) + T(V) = T(W), parau; Uy W en el
dominio de T tal que U + v = W.

Aqui también los profesores en formacion continua deben hacer el cambio, del
registro grafico al registro numérico, para luego efectuar el respectivo
tratamiento en este ultimo registro y concluir finalmente que no existe relacion

entre los vectores de la imagen.
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En la pregunta (3) esperamos que los profesores en formacion continua después de
observar los resultados en las preguntas anteriores lleguen a notar el comportamiento de

dicha funcion, para que finalmente muestren la definicion explicita de T como sigue:

Toy)=x+1Ly)

En la pregunta (4), los profesores en formacion continua después de tener la definicion
explicita de la funcion en el desarrollo anterior, veran el comportamiento de la funciéon a
través del software y haran tratamientos en los registros grafico y numérico, y llegaran a
la conclusién que la funcion T(x;y) = (x + 1;y) no es transformacion lineal. Luego

justificamos de esta forma:
Seanu = (uj;u,)y v=(v;v)talqueu+v=(u, +v;u, +v,):
Tu+v) =T, +v;u,+v,) =W +v, +1Lu,+v,)
mientras que:
Tusu,) +Tw;v) =W, +Luw)+ v +Lv,)
=, +v,+2u,+v,)
de donde se observa que:

T(u, +vy;u, +vy) #= T(ug,uy) + T(vyg;vy)
T +V) * TW) + TW)

Por lo tanto, T no es transformacion lineal, o como ya lo comentamos previamente,
seria suficiente hacer tratamientos en el registro grafico, en particular observar que
2 = (0;0) no tienen como imagen al vector (0;0), sino al vector T(¥) = (1;0) #

(0;0).

GRAFICA 3

Esta grafica representa a la funcidon proyeccion ortogonal, la cual estd definida para el

caso en que la recta donde se proyecta tiene por ecuacion y = x , y se define por:

x+y x+y
T(x”’):( 2 2 )
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donde al final los profesores en formacion continua deberian llegar a afirmar que esta

funcidn es una transformacion lineal.

En la pregunta (1) se espera que los profesores en formacion continua identifiquen la
relacion entre 4 y T (1), iniciando su desarrollo con casos simples, por ejemplo, cuando

la recta donde se proyectan los vectores es el eje X oeleje Y.

y =0 (ejeX) x =0 (ejeY)
T(2;1) = (2;0) T(5;3) =(0;3)
T(1;0) = (0;0) T(0;1) = (0;0)
T(5;6) = (5;0) T(3;3) =(0;3)

para finalizar que dicha funcion es la proyeccion.

También, los profesores en formacion continua pueden hacer tratamientos en el registro
grafico, es decir, manipular un so6lo vector alargandolo en diferentes proporciones, o
también manipular diferentes vectores colineales de diferente tamafio, como mostramos
en la figura siguiente, y llegar a notar nuevamente que la imagen de dos vectores
colineales son también vectores colineales y la proporcion entre los tamanos de dos
vectores colineales es la misma que la de sus imagenes, esto lo podemos observar con el

siguiente ejemplo:

Sean © = (3;1), v =(6;2) y W = (9;3), notamos que ¥ =2u y w = 3u, luego
observando sus imagenes T (W) = (2;2), T(¥) = (4;4) y T(w) = (6;6), y haciendo

algunos tratamientos en el registro algebraico tenemos:

T(2) = T(P) T(3%) = T(W)
T(2W) = (4;4) T(3%) = (6;6)
T(21) = 2(2;2) T(3%) = 3(2;2)
T(2%) = 2T (%) T(3%) = 3T (%)
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y podemos llegar a concluir la propiedad de linealidad T (au) = aT (&) , donde « € R
y U € R

Figura 4.5: Propiedad de linealidad T (ai) = aT (1)

Desde el punto de vista de la teoria de registros de representacion semidtica, los
profesores en formacion continua haran el tratamiento con el software, manipulando
con el mouse los vectores y la recta sobre la cual se proyectan éstos, luego haran la
conversion, registrando los datos que obtienen al manipular los vectores y la recta, para
casos sencillos como se muestran en la parte anterior y observando la propiedad o

caracteristicas que tiene la funcion.

En la pregunta (2), aunque no es tan inmediato observar, se espera que los profesores en
formacion continua lleguen a concluir que T(W) = T(%) + T(¥). En esta parte
esperamos que los profesores en formacion continua inicialmente realicen tratamientos
similares en el registro grafico como en la pregunta anterior, es decir, primero muevan a
la recta donde se proyectan los vectores, sobre el eje X, el eje Y o sobre y = x (casos
simples) y observen como actta la funcion sobre los vectores #, ¥ y W, sabiendo que
W=1u+7v.

Para el caso en que la recta sea y = 0 (eje X). Sean U = (5;3), v =(-2;2) yw =
(3;5). Tenemos:T (%) = (5;0); T(¥) = (—=2;0); T(W) = (3;0); donde observamos
que se cumple T(W) = T(W) + T (V).
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Para el caso en que la recta sea x =0 (eje Y). Sean U = (3;—-1), v =(—1;6) y
w = (2;5). Tenemos:

T(u) = (0;—1); T(W) =(0;6); T(W) = (0;5) donde observamos que se cumple
T(W) = T(@) + T(P).

Y finalmente, para el caso en que la recta sea y = x (recta identidad). Sean U = (5; 1),
U= (—4;2) yw = (1;3). Tenemos: T(1) = (3;3); T(W) = (—1;—-1); TW) = (2;2)
donde también observamos que se cumple T(w) = T (1) + T (V).

Es asi, que de forma sencilla, luego de realizar los tratamientos algebraicos los

profesores en formacion continua pueden llegar a observar que la relacion entre estos

vectores T'(1), T(V) y T (W) es:

T(W) = T(@) + T®)

En la pregunta (3), esperamos que los profesores en formacion continua puedan llegar a
definir para cada caso particular la funcion, es decir, segun la recta sobre la cual se
proyectan los vectores del dominio. En esta situacion los profesores en formacion
continua deben hacer manipulacion de la recta a través del software (tratamientos del
registro grafico) para obtener los casos solicitados y luego de hacer la conversion
(cambiando del registro grafico al registro algebraico) y tratamientos (haciendo
operaciones dentro de este ultimo registro mencionado) puedan llegar a concluir con las

definiciones explicitas para cada caso.

= Primer caso: Cuando la recta sea y = 0 (eje X)
T(8;4) =(8;0)
T(2;-4) = (2;0)

T(=47)=(-40)

T(=3;-5)=(=3;0)

Observamos que el comportamiento de la funcidon para cualquier vector es que su
primera componente se mantiene constante (es fija), mientras que la segunda

componente se vuelve siempre cero, para cualquier valor. De esto se concluye que:

T(sy) = (x0)
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= Segundo caso: Cuando la recta sea x =0 (eje Y)
T(7;4) = (0;4)
T(=4;3) = (0;3)
T(3;-2) =(0;-2)
T(=1;-6) = (0;-6)

Observamos en este caso que el comportamiento de la funcion para cualquier vector es
que su primera componente se vuelve cero, mientras que la segunda componente se

mantiene para cualquier valor. En este caso se concluye que:

T(sy) = (0;y)

= Tercer caso: Cuando la recta sea y = x.
T(4;8) = (6;6)
T(—42)=(-1-1)
T(5;=5) = (0;0)
T(=2;-6) = (=4, —4)

Observamos que cuando la funcion se aplica a cualquier vector del dominio, el resultado
€s un nuevo vector cuyas componentes son iguales a la semisuma de las componentes

del vector del dominio, es decir

xX+y x+y
T(x‘y):( 2 2 )
En la pregunta (4), esperamos que los profesores en formacion continua puedan llegar a
justificar para cada caso particular que la funcion es una transformacion lineal. A través
de tratamientos establecidos a partir de las definiciones halladas en la pregunta anterior
esperamos que puedan concluir que la funcidén cumple con las dos condiciones que
definen a una transformacion lineal. Veamos:

= Primer caso: La recta donde se proyectaes x = 0 (eje Y)
T(ﬂ + "3) = T(ul + 171; uz + 172)
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T(iZ + 1_7)) = (0;uz) + (0;v3)

TU+v)=T) +T((W)

T(aid) = T(aily; ail,)
T(a@d) = (0; ail,)
T(aid) = a(0;7,)
T(a®l) = aT (i)

Por lo tanto, observamos que la funcion es una transformacion lineal pues cumple las

dos condiciones de la definicion.

= Segundo caso: La recta donde se proyecta es y = 0 (eje X)
T+ V) = T(uy + v uy +vy)
TU+7V) = (uy +vy;0)
T+ V) = (uy;0) + (v;0)

TW+7v) = TW) +T(®)

T(aid) = T(aus; au,)
T(aid) = (auy; 0)
T(aid) = a(uy;0)
T(ai) = aT (%)

En este caso también se llega a concluir que la funcion cumple con las condiciones de

transformacion lineal.

= Tercer caso: Cuando la recta donde se proyecta es y = x.

T(ﬂ + "3) = T(ul + 171; uz + 172)

o u+vi+u, +v, u +vi+u, +v
T(u+v)=(1 1 2 2 Uy 1 2 2)

2 ’ 2
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o U tu, vi+vy, uptu, vi+v
T(u+v)=<1 2 1 2 Uy 2 1 2)

2 2 2 2

T(iZ+1?)=<

1@+9) = (3.2) +(5.2)

u; + u, u1+u2)+(v1+v2 v1+v2)
2 72 2 2

TU+v)=T@ +TW)

T(ail) = T (auy; au,)

au, +au, au, + auz)

T(“ﬁ)=( 2 2

u+u, u+u
T(aﬁ)=a(1 2 1 2)

2 2
T(au) = aT (%)
Por lo tanto para este caso también la funcion es una transformacion lineal. Finalmente

luego de hacer los tratamientos correspondientes, afirmamos que la funcién proyeccion

ortogonal es una transformacion lineal.

ACTIVIDAD 2

Se espera que los profesores en formacion continua interpreten las graficas, haciendo
manipulaciones y observaciones (tratamientos) en el registro grafico. Para luego hacer
las conversiones necesarias entre los diferentes registros y lograr responder las

preguntas correctamente.

Esperamos que los profesores en formacion continua hallen las imagenes de los vectores
canonicos (e; = (1;0) y e, = (0;1)) y describan lo hallado para que finalmente
muestren la matriz relativa a la base canodnica, sefialen explicitamente como esta

definida la transformacion lineal T (x; y) y verifiquen si cumple la igualdad T(x;y) =

X
A (y> , donde A representa a la matriz relativa a la base candnica hallada anteriormente.

También esperamos que los profesores en formacidon continua determinen los

subespacios, imagen y nicleo de T, muestren como ejemplo un elemento de cada
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subespacio; y finalmente hagan nuevamente la conversion al registro grafico de los

subespacios que incluyan el elemento indicado que sefial6.

La actividad 2 estd compuesta por dos graficas de transformaciones lineales, donde los
profesores en formacidon continua deben de responder las preguntas relacionadas a cada

grafica.

Gréfica 1

En esta primera grafica esperamos que el profesor en formacion continua que luego de
algunos tratamientos en el registro grafico, concluya con la definicion de la
transformacion lineal T (x;y) = (5x + y; x + 5y), luego calcule la matriz asociada a
dicha transformacion y finalmente refuerce la nocion de imagen y nucleo. Para lograr lo
cometido, el profesor en formacidn continua tiene que hacer correctamente las
conversiones y tratamientos en los registros: grafico, de lenguaje natural, algebraico y

matricial.

Para la pregunta (1), se espera que los profesores en formacion continua hagan la
conversion, del registro grafico al registro algebraico, para calcular los valores de las

imagenes en los vectores canonicos:
T(1;0) =61 y T0O;1) = (1;5)

Luego de observar estos resultados esperamos que comenten alguna relacion o
caracteristica que se est¢ cumpliendo entre ellos, para que finalmente formen con los
resultados obtenidos de las imagenes de los vectores candnicos, la matriz A de T como

sigue:
5 1
A=
1 5
Teniendo en cuenta que implicitamente se esta realizando una conversion hacia el

registro matricial.

Para la pregunta (2), se espera que los profesores en formacién continua puedan hacer

los tratamientos correctos para poder lograr lo solicitado. La forma de hallar la

65



definicion explicita de la transformacion lineal T, es colocar el par (x;y) como

combinacion lineal de los vectores candnicos:
(xy) =x(1;0)+y(0; 1)
para luego aplicar la transformacion T de la siguiente manera:
T(x;y) = T(x(1;0) + y(0;1))
T(x;y) =T(x(1;0)) +T(y(0;1))

T(x;y) =xT(1;0)+yT(0;1)

y usando los resultados de la pregunta anterior, tenemos:
T(x;y)=xT(1;0)+yT(0;1)
T(x;y)=x(51)+y(15)
T(x;y) = (5xx) + (¥; 5y)
T(x;y) = (5x+y;x+5y)

Podemos concluir que después de hacer estos tratamientos, la transformacion lineal es
T(x;y) = (5x +y; x + 5y). Luego para analizar si cumple la igualdad mencionada,

haremos los tratamientos correspondientes del registro matricial. De la primera pregunta

se hall6 la matriz relativa a la base canonica, la cual es A = (5 1), entonces:

1 5
T(6y) =A(})
16y =3 5)()
T = (1 50)

donde la notacion de la matriz columna de 2 X 1 es equivalente al par ordenado (esto es

una conversion, del registro matricial al registro algebraico), es decir:

5x +y\ _
<x+5y>:(5x+y,x+5y)

X
por lo tanto podemos concluir que si es cierto la igualdad sugerida T(x;y) = A (y)
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En la pregunta (3), se espera que los profesores en formacion continua recuerden las
definiciones de nucleo e imagen, luego a través de tratamientos en el registro
algebraico, hallen como estan formados los sub espacios, nlicleo e imagen, para esta
transformacion lineal. En caso contrario no recuerden las definiciones sera notorio para
que el profesor en formacién continua cometa errores en esta pregunta como en la

siguiente.
Primero hallamos el nicleo de T, definido por:
Nu(T) = {(x;y) € R*/ T(x;y) = (0;0)}
hacemos los tratamientos en el registro par ordenado para calcular el nticleo.
T(x;y) =(0;0)
(5x +y;x+ 5y) = (0;0)
Luego

5+y=0
{ ty > x=0A y=0

x+5y=0

por lo tanto el nucleo de T es Nu(T) = {(0;0)}.
Ahora hallamos la imagen de T, la cual esta definida por:
Im(T) = {(x',y") € R?* /T(x;y) = (x;¥") A (x;¥) € Dom(T)}
hacemos los tratamientos en el registro par ordenado para calcular la imagen.
T(xy) = (x5y)

(Gx+y;x +5y) = (x;9)

(5xx) + (;5y) = (x5y")

x(G;D+y (L5 = (*5¥)
luego, concluimos que:

Im(T) ={(x";y)=x (51 +y(1;5)/x,y € R} = R?

Finalmente, un elemento del nticleo y la imagen son (0; 0) y (6; 6) respectivamente.
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En la pregunta (4), se espera que los profesores en formacion continua hagan de manera
correcta la conversion, del registro algebraico al registro grafico, con los resultados

hallados en la pregunta anterior.

Observamos que el nicleo de T esta formado por el unico elemento (0;0), y la imagen
de T esta formado por la combinacion lineal de los vectores {(5;1); (1;5)}. Teniendo
en cuenta que, en la grafica del GeoGebra el dominio donde estd definida la
transformacion T(x;y) = (5x + y; x + 5y) es la frontera de un cuadrado de lado 1, en

el primer cuadrante, presentamos las graficas del nticleo y la imagen de T.

Figura 4.6: Grafica del nicleo de T(x;y) = (5x +y; x + 5y)
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Figura 4.7: Grafica de la imagen de T(x;y) = (5x + y; x + 5y)

En esta ultima grafica, el lado derecho fue construido activando la aplicacion rastro
sobre el punto T, para poder observar a través del software la imagen a partir de la
frontera del cuadrado. La transformacion lineal T restringido a la frontera del cuadrado

de lado una unidad, tiene como imagen un rombo y su elemento graficado es el punto

(6;6).

Gréfica 2

Para la segunda grafica, esperamos que el profesor en formacion continua luego de
algunos tratamientos en el registro grafico logre concluir con la definicion de la
transformacion lineal T'(x;y) = (2x — y; 2x — y), luego calcule la matriz asociada a
dicha transformacién y finalmente refuerce la nocidon de imagen y ntcleo, tanto
algebraica como geométricamente. Para lograr lo esperado, el alumno tiene que hacer
correctamente las conversiones y tratamientos en los registros: grafico, de lenguaje

natural, algebraico y matricial.

Para la pregunta (1), esperamos que los profesores en formacion continua hagan el
cambio de registro, del grafico al algebraico, para hallar los valores de las imagenes de

los vectores 1; = (1; 0), U, = (0; 1), 15 = (0; 0) y u, = (0.5; 1):
T(ty) = (2; 2); T(dy) = (=1; —1); T(t3) = (0; 0); T(dy) = (0; 0)

Luego de observar estos resultados esperamos que comenten alguna relacion o
caracteristica que se esté cumpliendo entre ellos, para que finalmente con los resultados
obtenidos con las imagenes de los vectores canonicos, construyan la matriz A de T

como mostramos a continuacion:
A= (2 —1)
2 -1
Sabiendo que para llegar a esta matriz, el profesor en formacién continua debié hacer

una correcta conversion del registro grafico al registro matricial.
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En la pregunta (2), se espera que los profesores en formacién continua hagan los
tratamientos correctos para poder lograr lo pedido. Para hallar en forma explicita la
transformacion lineal T, expresar el vector (x;y) como combinacion lineal de los
vectores candnicos, luego aplicar T a cada lado y finalmente usar las respuestas de la

pregunta anterior:
(6 y) =x(1;0) +y(0; 1)

Para luego aplicar la transformacion T de la siguiente manera:

T(x;y) =T(x(1;0) +y(0;1))

T(x;y) = T(x(1;0)) +T(y(0;1))

T(x;y) = xT(1;0) +yT(0;1)
y usando los resultados de la pregunta anterior, tenemos:

T(x;y)=xT(1;0)+yT(0;1)

Tsy)=x(2 2)+y(-1-1)

T(xy) = (2% 2x) + (—y; =)

Tx;y) = (@2x—y; 2x—y)

Finalmente, luego de hacer los tratamientos previos, concluimos que la transformacion
lineal es T(x;y) = (2x —y; 2x — y). Para analizar si cumple la igualdad mencionada

en la presente pregunta, haremos los tratamientos correspondientes del registro

matricial. De la primera pregunta se hallo la matriz relativa a la base canonica, la cual es
_(2 -1
A= (2 _1)
Luego

T(x,y)=A (;C/)

e =(; 1))

T(x,y) = (Eﬁ _ i)

donde la notacion de la matriz columna de 2 X 1 es equivalente al par ordenado (esto es

una conversion, del registro matricial al registro par ordenado), es decir:
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<2x—y

2x_y>z(2x—y,2x—y)

Por lo tanto podemos concluir que la igualdad sugerida es cierta

T(x,y) =A (;C/)

En la pregunta (3), esperamos que los profesores en formacion continua recuerden las
definiciones de nticleo e imagen, luego usando tratamientos en el registro algebraico,
hallen como estan formados los sub espacios, nucleo e imagen, para la transformacion
lineal. En caso contrario no recuerden las definiciones sera notorio para que el profesor

en formacion continua cometa errores en esta pregunta como en la siguiente.
Iniciamos hallando el nticleo de T, definido por:
Nw(T) = {(x;y) € R* /T(x;y) = (0;0)}
hacemos los tratamientos en el registro par ordenado para hallar el nticleo.
T(x;y) = (0;0)
(2x —y;2x —y) = (0;0)
Luego

{2x—y=0
2x—y =0

> 2x =y
Por lo tanto el nucleo de T es Nu(T) = {(x;y) € R? / y = 2x}.
Luego hallamos la imagen de T, la cual esta definida por:

Im(T) = {(x";y) €ER?/ T(x;y) = (x";5") A (x;y) € Dom(T)}
hacemos los tratamientos en el registro par ordenado para calcular la imagen.

T(xy) = (x5y)
2x—y2x—y) = (x¥)
2x -1 = (x5y)

luego, como (2x — y) € R concluimos que:

Im(T) ={(x;y)=a(1;1)/ a=2x—y A x;y € R}, es decir:

Im(T) ={(x;y) =a(;1)/ aeR}={(x";y) eR:y =x"} =1,
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Finalmente, un elemento del nticleo y la imagen son (0.5;1) y (2;2) respectivamente.

En la pregunta (4), esperamos que los profesores en formacion continua usen de manera
correcta el cambio de registros, del algebraico al grafico, y con los resultados hallados
en la pregunta anterior grafiquen correctamente. Observamos que el nucleo de T es la
recta y = 2x, y la imagen de T estd formado por multiplos del vector direccion {(1; 1)},
es decir es la recta identidad y = x. Teniendo en cuenta que, en la grafica del GeoGebra
el dominio donde estd definida la transformacion T(x;y) = (2x —y; 2x —y) es la
frontera de un cuadrado de lado 1, en el primer cuadrante, a continuacion presentaremos

las graficas del nticleo y la imagen de T.

Figura 4.8: Grafica del ntiicleo de T(x;y) = 2x —y; 2x —y)

Como el dominio donde estamos definiendo la transformacion es solo la frontera del
cuadrado de lado 1, el nicleo de T seran todos los puntos que cumplan la ecuacion

y = 2x los cuales son Nu(T) = {(0,0); (0.5,1)}
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Figura 4.9: Grafica de la imagende T(x;y) = 2x —y; 2x — y)

En esta Ultima grafica, el lado derecho fue construido activando la aplicacion rastro
sobre el punto Ty, para poder observar a través del GeoGebra la imagen a partir de la
frontera del cuadrado. La transformacion lineal T restringido su dominio a la frontera
del cuadrado de lado una unidad, tiene como imagen el segmento de recta y = x para

x € [—1; 2] y su elemento graficado es el punto (2; 2).

A continuacion, presentamos nuestro ultimo capitulo donde mostramos el andlisis a

posteriori y la validacion de nuestra investigacion a partir de ellos mismos.
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CAPITULO 5

Fase experimental y Analisis A posteriori

En esta capitulo describiremos la fase experimental desarrollada con los profesores en
formacion continua y los pro y contra que pudieron aparecer durante el desarrollo de las
actividades. También se hard la presentacion de los resultados de algunos de los
alumnos, el analisis a posteriori de sus respuestas y finalmente se mostrara la validacion

de los mismos.

5.1 Experimentacion

Esta parte, también es importante en nuestro trabajo de investigacion y se caracteriza
por la participacion de los profesores en formacion continua, resolviendo y encontrando
solucion a diversas situaciones planteadas por el investigador, en cada actividad y
también se describe el contexto en el que se desarrolla el estudio. La experimentacion
fue aplicada en el curso Algebra Lineal con profesores en formacién continua de
Maestria en Ensefianza de las Matematicas del semestre 2014-2. La aplicacion de la
experimentacion (aplicacion de las actividades) fue en los meses de Noviembre -
Diciembre del 2014, debido a que el tema Transformacion Lineal es el tercer capitulo
que se desarrolla en dicho curso.

Las actividades fueron elaboradas por el investigador, revisadas por el profesor del
curso Algebra Lineal, con la finalidad de verificar que las preguntas estén bien
formuladas y para poder estimar el tiempo a emplear en el desarrollo de cada actividad.
El tiempo de aplicacion de cada actividad fue de 60 minutos y en ellas se indico a los
profesores en formacion continua que estas actividades forman parte de nuestro trabajo
de investigacion, que lo aconsejable es desarrollar voluntariamente, pero con la seriedad

del caso, todas las preguntas elaboradas en la correspondiente actividad.
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Las actividades presentadas a los profesores en formacion continua en cada sesion

fueron las siguientes:

ACTIVIDAD 1: Esta primera actividad fue aplicada a nueve profesores en formacion
continua de la maestria de Ensefianza de las Matematicas, del curso Algebra Lineal.
Esta actividad consta de 3 graficas que mostraremos después de presentar nuestros
objetivos de esta primera actividad. Con esta actividad esperamos que los alumnos

lleguen a:

e Usar el software para efectuar con el mouse el movimiento dindmico de los
.. — -
vectores del dominio (U y V).
e Identificar a las Transformaciones Lineales teniendo en cuenta las relaciones que
debe cumplir cada funcidon que se les presenta.
e Desarrollar en cada pregunta formulada, los respectivos tratamientos vy

conversiones asociados a la definicion de transformacion lineal.

Donde los profesores en formacion continua deben responder las preguntas siguientes a

la grafica que presentamos a continuacion.

Figura 5.1: transformacion lineal T'(x,y) = —2(x, y).

Las preguntas de esta primera actividad son:
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1. ;Qué relacion puede describir entre el vector 1 y su imagen T (i)?

—

2. Dado los vectores 1, ¥ y W en el dominio de T, tales que W = U + ¥. ;Qué relacion

existe entre los vectores T (1), T(vV) y T(W)?

3. Muestra como esta definida explicitamente la funcién T. Es decir, si U = (x,y) ;

halla T (x, y).

4. (Sera T una transformacion lineal? (justifique su respuesta). En caso afirmativo,

muestra la matriz A de T relativa a su base canodnica.

El software GeoGebra ayuda, al profesor en formacion continua, en esta actividad ya
que con el mouse se pueden efectuar cambios en los vectores del dominio (lado
izquierdo), simultdneamente aparecer&n en el lado derecho, las 1imagenes
correspondientes de tales vectores. Se espera finalmente que después de estas
observaciones, los estudiantes obtengan la regla de correspondencia de la

transformacion lineal y justifique su resultado.

Grafica 1:
En esta primera actividad se muestra al alumno a través del software GeoGebra, la
representacion grafica de los vectores asociados a una transformacion lineal mostrada

anteriormente.

Nuestra actividad inicia, mostrando a los alumnos en el GeoGebra, dos vistas
simultaneas (derecha e izquierda), en la vista izquierda se dan tres vectores, donde dos
de ellos se pueden hacer variar o mover con el mouse (i y ) de manera que el vector
W sea dado por W = % + ¥. Simultdneamente aparecen en la vista derecha los vectores
T(W), T(V) y T(wW), los cuales son las imagenes de los vectores de la izquierda, con
estos vectores de la derecha los alumnos deben también hallar una relacion entre estas

imagenes T (W), T(V) y T(W).
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Figura 5.2: Variacion de U, U y W con sus respectivas imagenes.

El profesor en formacion continua, a partir de los datos que pueda obtener de la gréafica
mostrada a través del GeoGebra, tiene que responder las preguntas seiialadas

anteriormente.

Con esta primera grafica, esperamos que el profesor en formacion continua aprenda y/o
refuerce la definicion de transformacion lineal, establezca alguna relacion entre un
vector del dominio y el respectivo vector de su imagen, establezca la relacion entre los
vectores de la imagen y muestre su matriz relativa a la base canonica, tomando en
cuenta que el profesor en formacion continua debe comentar, hacer sus respectivos
cambios de registros (conversidon) y operaciones en un mismo registro (tratamiento)

para llegar a la respuesta correcta.

Grafica 2:

La representacion grafica de los vectores, para esta segunda funcidon que se les muestra

a los alumnos a través del software GeoGebra es:
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Figura 5.3: Funcion T(x,y) = (x + 1,y)

Similarmente, como en la grafica anterior hemos construido este app que consiste de
dos vistas graficas (derecha e izquierda), donde los vectores de la izquierda son
elementos del dominio ( U, ¥ y W) y de manera simultdnea en la vista derecha, se

muestra las imagenes de los vectores mediante cierta funcion.

Con esta grafica, esperamos que el profesor en formacion continua llegue a sefialar su
regla de correspondencia, establezca la relacion entre un vector del dominio y el
respectivo vector de su imagen, establezca la relacion entre los vectores de la imagen.
Teniendo en cuenta que el profesor en formacion continua debe comentar, hacer sus
respectivos cambios de registros (conversion)y operaciones en un mismo registro
(tratamiento) para llegar a la respuesta correcta, afirmando que no es una

transformacion lineal.
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Figura 5.4: Variacion de los vectores del dominio y sus imagenes

Como en el grafico 1, el software GeoGebra ayuda a los estudiantes a deslizar en
distintas direcciones los vectores del dominio (lado izquierdo), simultdneamente

apareceran en el lado derecho, las imagenes correspondientes de estos vectores.

Se espera que el profesor en formacion continua considere como uno de los vectores del
dominio al (0;0) y que al ver su correspondiente imagen concluya que esta funcion no
es una transformacion lineal. También se espera que después de varias observaciones, el

estudiante obtenga finalmente la regla de correspondencia de la funcion.

Figura 5.5: Vector @ = (0,0) y su imagen T'(d) = (1,0).
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Gréfica 3:

En esta tercera grafica, que se les muestra en el GeoGebra a los profesores en formacion
continua, a diferencia de las dos graficas anteriores optamos por usar solo una vista

grafica de esta tercera funcion:

x+y x+y)
2’ 2

Figura 5.6: proyeccion ortogonal sobre la recta y = x: T(x,y) = (
En esta grafica también insertamos una recta, de modo que los vectores del dominio 1,
¥ y W son proyectados ortogonalmente sobre esta recta. Para el desarrollo de esta parte,
correspondiente a la primera actividad, consideramos los casos mas simples de
proyeccion, estos son, proyeccion sobre la recta y = x, proyeccion sobre la recta
y = 0 (el eje X) y proyeccion sobre la recta x = 0 (el eje Y). Aqui también los

- o
vectores U, v y la recta pueden moverse con el mouse.

Con esta tercera grafica, esperamos que el alumno llegue a sefialar la definicion de la
transformacion lineal para el caso sefialado, la relacion entre un vector del dominio y su
imagen, la relacion entre los vectores de la imagen y mostrar su matriz relativa a la base
candnica, teniendo en cuenta que el alumno debe comentar, hacer sus respectivos
cambios de registros (conversidn)y operaciones en un mismo registro (tratamiento) para

llegar a la respuesta correcta.
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Figura 5.7: Vectores movibles o libres U y v.

ACTIVIDAD 2: Esta segunda actividad fue aplicada a siete alumnos de la maestria de
Ensefianza de las Matematicas del curso Algebra Lineal. Con esta segunda actividad

esperamos que los alumnos lleguen a:

Desarrollar tratamientos y conversiones dentro de la definicion de TL, y del concepto de
nucleo e imagen de una TL, de acuerdo a lo formulado en cada pregunta.

Complementar la comprension de las transformaciones lineales con ayuda del

GeoGebra.

Donde los profesores en formacion continua deben responder las siguientes preguntas

que son parte de la segunda actividad:

1. (Qué valores toma T (%) cuando i son los vectores canonicos? ;Qué relacion hay
entre U y su respectivo T'(1) para cada vector canonico? (COMENTE). Y muestre
la matriz A de T relativa a la base candnica.

2. Escriba el par (x; y) como combinacion lineal de los vectores candnicos y luego

seflale como esta definida explicitamente la transformacion lineal T (x; y). Analice

. ) x
siesciertoque T(x;y) = A (y) .
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3. Usando las respectivas definiciones, determine la imagen y nticleo de T. De un
elemento de la imagen y un elemento del nticleo respectivamente.
4. Grafique (sombree) la imagen y nucleo de T, y los elementos de la pregunta

anterior.

El GeoGebra ayudara a responder cada pregunta y/o confirmar los resultados que los
profesores en formacién continua obtengan en su registro algebraico, teniendo la
facilidad de manipular al vector del dominio i situado al lado izquierdo y al mismo
tiempo apareciendo su imagen T(u) al lado derecho, esperando que luego de las
observaciones hechas por los profesores en formacion continua respondan lo solicitado

en cada gréfica.

Teniendo en cuenta que el dominio donde estamos definiendo a cada transformacion

lineal, segtin las graficas, sOlo es la frontera de un cuadrado de lado igual a 1 unidad.

Grafica 1:

La grafica de esta primera transformacion lineal que se les muestra a los alumnos a

través del GeoGebra es:

Figura 5.8: Transformacion lineal T(x,y) = (5x + y, 5x + y).

Con esta primera grafica, esperamos que los profesores en formacion continua aprendan

o refuercen, la representacion de una TL mediante su matriz relativa a la base canonica
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y los conceptos de los sub espacios imagen y nucleo de una transformacion lineal; y
esto lo logre a partir de sefalar la definicion de dicha transformacion lineal, la relacion
entre un vector del dominio y un vector de su imagen, mostrar su matriz relativa a la
base canonica de dicha transformacion lineal y finalmente graficar la imagen y nucleo
de dicha transformacion lineal. Teniendo en cuenta que el profesor en formacion
continua debe comentar, hacer sus respectivos cambios de registros (conversion)y

operaciones en un mismo registro (tratamiento) para llegar a la respuesta correcta.

Grafica 2:

La grafica de esta segunda transformacion lineal que se les muestra a los profesores en

formacidon continua a través del GeoGebra es:

Figura 5.9: Transformacion lineal T(x,y) = (2x — y, 2x — y).

Con esta segunda grafica, esperamos que el alumno llegue a sefialar la definicion de la
transformacion lineal para el caso indicado, la relacion entre un vector del dominio y un
vector de su imagen, mostrar su matriz relativa a la base candnica de dicha
transformacion lineal y finalmente graficar la imagen y ntcleo de dicha transformacion
lineal, teniendo en cuenta que el alumno debe comentar, hacer sus respectivos cambios
de registros (conversion) y operaciones en un mismo registro (tratamiento) para llegar a

la respuesta correcta.

83



5.2 Anélisis a posteriori

En esta parte se hard la presentacion de los resultados de los profesores en formacion
continua y el analisis de las respuestas desarrolladas por ellos en las actividades 1 y 2,
estos resultados fueron recogidos por el investigador. Para desarrollar el andlisis de los
resultados de los profesores en formacion continua, el investigador debe hacer la
comparacion entre lo obtenido con la propuesta del andlisis a priori, aqui es donde se
observaran los errores comunes que pueden cometer los profesores en formacion
continua y también observar las formas comunes o distintas que pueden exhibir al
contestar las preguntas planteadas en las actividades.

Para hacer este analisis, se consider6 una muestra de tres de los alumnos que
desarrollaron las dos actividades y luego, en forma andnima, se analiz6 y se mostro su
desarrollo. También se presenta un informe general por cada situacion planteada en las
actividades, clasificando las respuestas de todos los profesores en formacion continua
en: correctas, incorrectas y abstenciones. Esta clasificacion se forma a partir de la teoria
desarrollada en clases y parte de ella presentada en el capitulo 2 de esta investigacion,
definidas como respuesta correcta cuando estd conforme a la teoria del objeto
matematico, es una respuesta incorrecta cuando no es conforme a la teoria del objeto
matematico, y es considerada como respuesta abstencion el momento en que el alumno
no ha respondido dicha pregunta, ya que el desarrollo de todas las preguntas de las
actividades son desarrolladas en forma voluntaria.

A continuacion presentaremos el analisis de cada actividad y mostraremos el desarrollo
de tres profesores en formacion continua, los cuales llamaremos: Alumno 1, Alumno 2

Alumno 3.

5.2.1. Andlisis de la Actividad 1

Para el analisis de esta primera actividad detallaremos las respuestas de los alumnos
para cada grafica, enfrentando las preguntas que conforman esta actividad 1. Al finalizar
el analisis de cada gréafica presentaremos un cuadro, que resume los resultados de los

alumnos en esta primera actividad.
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1.

GRAFICA 1

Figura 5..10: Funcion T(x; y) = —2(x;y)

A los profesores en formacion continua se les hace sencillo hallar la relacion
existente de manera algebraica entre el vector U y su imagen T (i), pues es casi
inmediato notar dicha relacion en el registro grafico, manipulando a través del
software GeoGebra el vector del dominio y observando su imagen. Algunos afiaden
una descripcion en el registro de lenguaje natural pero no todos lo hacen
correctamente, equivocandose al no mencionar el cambio de orientacion del vector
imagen. En términos de la teoria de registros se puede decir que los cambios de
registros (las conversiones), del registro grafico al registro algebraico y luego al
registro de lenguaje natural, mostrado por la mayoria de los profesores en
formacion continua son correctos. Aunque ningin profesor en formacion continua
describe o comenta acerca de la propiedad de la linealidad como mostramos en el
analisis a priori T(a @) = a T (W).

El 78%de los profesores en formacion continua (7de ellos) respondieron en forma
correcta, afirmaron y/o mostraron que la relacion entre el vector % y su imagen
T(4) es la mitad o de 1 a 2, lo cual es correcto y 5 profesores en formacion
continua de este grupo afadieron una descripcion (registro en lenguaje natural)

acerca de esta relacion, la mas resaltante es la siguiente.
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Figura 5.11: Descripcion de un participante, para la funcion T (x;y) = —2(x; y)

Sefialamos como resaltante, debido a la forma inusual o particular de describir la
relacion entre el vector U y su imagen T(u). Al otro 22% de los profesores en
formacion continua les falté sefialar que la orientacion entre el vector % y su imagen

T (1) es opuesta, éstos respondieron en forma equivocada.

Esta pregunta 2, se les hace algo mas complicado a los profesores en formacion
continua en comparacioén con la pregunta 1. Se esta solicitando la relacion entre los
tres vectores de la imagen, los cuales estdn dependiendo de los tres vectores del
dominio, teniendo en cuenta la relacion entre estos W = i + . Observamos que en
su mayoria los profesores en formacion continua realizan la conversion del registro
grafico al registro par ordenado de algunos vectores para que usando tratamientos,
concluir la relacion existente.

Para la segunda pregunta el 78% de los profesores en formacion continua (7 de
ellos) respondieron en forma correcta, llegando a sefialar que la relacion entre los
vectores T (), T(¥) y T(W) es T(W) = T(u) + T(v). De este grupo de profesores
en formacion continua, 4 de ellos escribieron en forma directa el resultado, mientras
que los otros 3, llegaron a concluir la relacion solicitada a partir de la conversion
del registro grafico al algebraico, escogiendo vectores especificos y luego de hacer
algunos tratamientos en el registro algebraico llegan a concluir con la relacion
sefialada anteriormente.

El otro 22% de los alumnos, es decir, los otros 2 alumnos comentan caracteristicas
que observan entre los vectores del dominio y su respectiva imagen, pero no llegan
a sefialar algo cercano a la relacion correcta. Mostraremos uno de estos casos

erréneos a continuacion.
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Figura 5.12: Respuesta equivocada de un alumno.

Se observa que arrastra el error de la pregunta 1, la falta del signo negativo
(orientacion opuesta al vector inicial), y no llega a concluir nada con respecto a lo

pedido a esta pregunta 2.

Luego de pasar por las preguntas 1 y 2 y responder correctamente, los profesores en
formacion continua definen explicitamente la funcion T. Por otro lado, algunos
arrastran el error de las preguntas anteriores o se les hace complicado responder
esta pregunta a los profesores en formacion continua que no logran hacer las
conversiones y tratamientos de manera correcta. Desde el punto de vista de la teoria
de registros, podemos decir que las conversiones de los registros grafico, algebraico
y leguaje natural; y sobre todo los tratamientos en los registros grafico y algebraico
ayudo a los profesores en formacion continua a concluir la definicion de la funcion
T(;y) = =2(x).

En la tercera pregunta el 78% de los profesores en formacion continua (7 de ellos)
llega a formalizar algebraicamente la regla de correspondencia de la transformacion
lineal, consecuencia de haber desarrollado la pregunta 1, lo cual suponemos que, a
los profesores en formacion continua les ayud6 a concluir en forma inmediata y
segura. El otro 22% de los profesores en formacion continua siguen arrastrando el
error de la pregunta 1, éstos solo escriben T(x;y) = 2(x; y), observandose que no

hacen bien el cambio del registro grafico al registro algebraico.

Figura 5.13: Respuesta correcta de un participante de la investigacion.
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4. En esta pregunta final, algunos profesores en formacion continua luego de hallar la
funcion T en la pregunta 3, tiene dificultad en hallar la matriz relativa a la base
candnica por falta de conocimiento o no hacen el cambio de registro correcto. Solo
el 78% de los profesores en formacion continua responden en forma correcta la
pregunta, justificando su respuesta, pero de este grupo no todos muestran la matriz
A de T relativa a la base candnica. Llama la atencidn la respuesta de un profesor en
formacion continua, al mostrar como la matriz relativa a la base candnica, la matriz
columna

—2

r= [_2]

Cuyo analisis detallaremos mdas adelante. Por otro lado, hay dos profesores en
formacion continua (11% del total), en los que por un lado, uno de ellos se abstiene
en su respuesta y el otro desarrolla algo parecido a combinaciones lineales pero no

llega a nada correcto sobre lo que se le pedia en esta pregunta.

Cuadro resumen de resultados de los profesores en formacion continua con la grafica 1,
en esta primera actividad, sobre un total de 9 profesores en formacion continua se

obtuvieron los siguientes resultados.

Ahora, presentaremos el desarrollo de 3 profesores en formacion continua que
confirmen nuestro primer andlisis general, los cuales los llamaremos Alumno 1,

Alumno 2 y Alumno 3 .
e Alumno 1

Para la primera pregunta, el profesor en formacion continua a quien se le llamara

alumno 1 hizo el desarrollo que mostramos a continuacion:
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Figura 5.14: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 1.

Donde observamos, que en forma directa muestra la relacion entre el vector U y su
imagen T (i), suponiendo que ha observado claramente esta relacion después de hacer
tratamientos en el registro grafico a través del GeoGebra. Luego con un ejemplo
muestra dicha relacion, tomando el vector U = (—1;—1) para que concluya que
T(W) = (2;2) y finalmente haga la conversion, del registro algebraico al registro de
lenguaje natural, para describir la relacion, diciendo: La relacion que observo es que su

imagen de u es el opuesto del doble de u.

En la segunda pregunta el alumno 1 respondio de la siguiente forma:

Figura 5.15: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 1.

Donde su forma directa de responder, sin mostrar ningun tratamiento previo, se debe a
que hace los tratamientos en la computadora a través del GeoGebra, con lo que llega a
la respuesta correcta. El software ayuda en el desarrollo intuitivo del Alumno 1.
Muestra el buen manejo de los tratamientos en el registro grafico, a través del software,
para que concluya haciendo el cambio de registro al algebraico y mostrarnos la relacion
entre los vectores T(W), T(V) y T(w), la cual es: T(W) =T(W) + T(¥) ; donde
w=u+vyuv€E R?. Aunque también se deja de lado al usar el software otras

propiedades mas abstractas o generales que tiene las TL.

Para la tercera pregunta el alumno 1 respondio de la siguiente manera:
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Figura 5.16: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 1.

Responde en forma inmediata esta pregunta, debido a que esta directamente relacionada
con las dos preguntas anteriores y también porque puede observar luego de hacer
tratamientos en el GeoGebra y llegar a inducir dicha definicion, la cual esta
correctamente escrita, pues detalla desde donde parte y hacia donde llega la funcion

(R?).

Finalmente en la cuarta pregunta el alumno 1 respondi6:

Figura 5.17: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 1.

El alumno hace bien la justificacion formal de transformacion lineal, desarrollando
tratamientos coherentes dentro del registro algebraico respetando las propiedades
algebraicas, para que concluya que T(x;y) = —2(x;y) es una transformacion lineal y
luego de una conversion implicita muestre la matriz A relativa a la base candnica de la
transformacion T. Observando que tiene claro como hallar la matriz, puesto que escribe
en la parte superior de sus columnas a la transformacion aplicada a los vectores

candnicos T'(e,) y T (e,).
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e Alumno 2

Para la primera pregunta, el alumno 2 hizo el desarrollo siguiente:

Figura 5.18: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 2.

A diferencia del alumno 1, el alumno 2 inicia tomando vectores especificos con sus
respectivas imagenes (aunque en la imagen del ultimo vector escribe lo mismo que el
vector de su dominio), para que a partir de estos casos particulares concluya en forma
correcta que T (i) = —2u. Luego describa la relacion hallada, asi: Es un alargamiento
en sentido contrario, donde no dice con exactitud de que proporcion es el alargamiento,
pero si tiene en cuenta el signo describiéndolo como Sentido contrario. Sobre el
desarrollo del alumno 2 podemos decir que, hace bien las conversiones o cambios de
registros, del geométrico al algebraico y luego del registro algebraico al registro de

lenguaje natural. Observando que no tiene dificultad para esta primera pregunta.

En la segunda pregunta el alumno 2 respondio:

Figura 5.19: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 2.

Donde se observa que el alumno 2 toma vectores particulares © = (3;1) y v = (1;3)
para luego usar el dato W = U + U y también usar el software GeoGebra para hallar las
imagenes de dichos vectores, y concluir en forma acertada T(w) = T (1) + T(v). Esto

muestra, la manipulacién correcta que hace el alumno en los tratamientos del registro
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algebraico y conversiones entre los registros grafico y algebraico. Notando que el

proceso de solucidon que realiza es similar al de la pregunta anterior.

En la tercera pregunta el alumno 2 respondi6 de la siguiente manera:

Figura 5.20: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 2.

Respondié de manera directa dicha pregunta, consecuencia de estar directamente
relacionada con las dos preguntas anteriores y también ya que el alumno puede hacer
tratamientos en el registro grafico a través del GeoGebra y llegar a deducir dicha
definicion, la cual esta escrita en forma correcta, aunque no detalla especificamente el

dominio y rango, como el alumno 1.

Para finalizar, en la cuarta pregunta el alumno 2 hizo el desarrollo siguiente:

Figura 5.21: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 2.

El alumno hace bien la primera parte T(d + ¥) = T(%) + T(¥), correspondiente a la
justificacion de transformacion lineal, pero la segunda parte so6lo lo menciona diciendo

que es de igual modo. En la primera parte hace tratamientos coherentes dentro del
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registro algebraico respetando las propiedades algebraicas en R?, y luego concluye que
T es una transformacion lineal. Finalmente, muestra en forma equivocada la matriz
relativa a la base candnica de la transformacion T, observando que no tiene claro como

hallar la matriz o hace una mala conversion, puesto que escribe una matriz columna
-2
=)
-2
y no detalla como lo halla, suponiendo que lo halla al aplicar la transformacién al vector

_ .
U = (1;1) y colocar su imagen como vector columna.

e Alumno 3
Para la primera pregunta, el alumno 3 desarrollo:

Figura 5.22: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 3.

Donde observamos en forma inmediata el uso principal del registro en lenguaje natural

con un minimo uso del registro algebraico dado por:

k

2k

~L Rl

Teniendo en cuenta que sefiala el paralelismo que existe entre el vector U y su imagen
T (1), cuya idea es correcta aunque formalmente es incorrecto puesto que no existe la
divisién entre vectores. Pero no se cumple la simetria contradiciéndose el mismo
alumno, ya que previamente sefiald la proporcion de 1 a 2. Por otro lado, no llega a
decir nada con respecto al sentido opuesto, o que es lo mismo, le falté el signo negativo
en la representacion algebraica, notando que tiene dificultad en representar la relacion
de orientacion entre u y su imagen T (u). Esto nos muestra que el cambio de registro,
del gréfico al de lenguaje natural, no lo hace de manera totalmente satisfactoria, pero si

se acerca mucho al resultado correcto.
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En la segunda pregunta el alumno 3 respondio6 de la siguiente forma:

Figura 5.23: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 3.

El alumno sigue usando el registro de lenguaje natural de manera considerable, en el
desarrollo de esta pregunta. Notamos que sigue arrastrando el error al mencionar que
observa simetria entre el vector y su imagen. Menciona alargamiento en los vectores de
las imagenes, pero este significado no era el buscado en esta pregunta. Suponemos que
el alumno 3 no lleg6 a entender la pregunta o evidentemente tiene problemas al hacer la
conversion del registro grafico a otro registro. El uso del registro de lenguaje natural lo
hace en forma eficiente, pero sus respuestas estan mas relacionadas a la pregunta

anterior.

Para la tercera pregunta el alumno 3 respondi6 de la siguiente manera:

Figura 5.24: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 3.

Observamos que responde esta pregunta sin escribir ninglin tratamiento algebraico
previo a la respuesta que escribe, esto puede ser debido a que estd relacionada de
manera directa con las preguntas anteriores y también porque puede notarlo al hacer
tratamientos a través del software GeoGebra y llegar a deducir la definicion solicitada,

en la cual sigue arrastrando el error de la falta de signo negativo.

Finalmente en la cuarta pregunta el alumno 3 respondi6 de la siguiente manera:

94



Figura 5.25: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 3.

Al observar este desarrollo, podemos decir que el alumno no logra apropiarse de la
definicion Transformacion Lineal en forma clara, esto puede ser consecuencia del mal
desarrollo de las preguntas previas a esta pregunta, debido a la mala coordinacion que

realizo entre registros.

Estos tres alumnos, son los diferentes casos que hemos analizado en la primera

actividad, aplicada a la primera grafica.

GRAFICA 2

Figura 5.26: Grafica de la funcion T(x; y) = (x + 1;y).

95



Esta grafica es mas complicada para que los profesores en formacion continua
obtengan las conversiones de manera correcta, debido a que la funcion que se
define en esta grafica 2 no es TL. En su mayoria, los profesores en formacion
continua tienen dificultad de llevar el registro grafico al registro de lenguaje natural
o registro par ordenado. Al usar casos particulares, no logran obtener una relacion
entre U y su imagen T (1) o no hacen una descripcidn correcta de ésta.

El 44% de los profesores en formacion continua (4 de ellos) respondieron en forma
correcta, sefialando la relacion entre el vector U y su imagen T (i), tanto en el
registro algebraico y el registro de lenguaje natural, mostrando inicialmente casos
particulares (ejemplos), obtenidos mediante manipulacion del mouse en el apps
creado en el GeoGebra. El otro 56% de los profesores en formacion continua (5 de
ellos) responden en forma incorrecta, por ejemplo, uno de ellos muestra
algebraicamente un caso particular y no describe o no concluye alguna relacion, y
otro alumno hace una descripcion en registro de lenguaje natural pero de manera

equivocada.

Figura 5.27: Respuesta correcta de un alumno

Observamos que este alumno hace un buen cambio de registro, del geométrico al
algebraico, para obtener los dos casos particulares que sefiala y posteriormente

hace una correcta conversion, del registro algebraico al registro de lenguaje natural.

La dificultad para los profesores en formacion continua se centra en sefialar si
existe o no alguna relacion entre los vectores de la imagen. Algunos profesores en
formacion continua de manera inmediata la relacion T(W) = T (1) + T(¥), debido
a la mala observacion en el registro grafico. Otros responden sin coherencia a la
pregunta planteada. Aqui, nuevamente el 44% de los profesores en formacion
continua (4 de ellos) sefialan que no existe relacion entre los vectores T(%), T(V) y

T (W), lo cual es correcto y algunos alumnos sefialaron que T(W) # T(4) + T (?).
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Un profesor en formacidon continua de este grupo no respondié en forma correcta la
primera pregunta. Por otro lado, el 34% de los profesores en formacion continua (3
de ellos) concluye de manera incorrecta que la relacion entre estos vectores es
T(w)=T@{@)+T(¥), de los cuales uno de estos profesores respondid
correctamente la pregunta 1. Finalmente, el 22% equivalente a dos profesores en

formacion continua, dan respuestas que no tienen relacion con esta pregunta.

Figura 5.28: Respuesta incorrecta de un alumno

Los profesores en formacion continua al sefialarles que # = (x,y) es un par
ordenado y al tomar casos particulares para u, ellos concluyen en el registro par
ordenado y algunos hasta en el registro de lenguaje natural como estd definida la
funcion T. Para esta tercera pregunta, el 67% de los profesores en formacion
continua (6 de ellos) hacen un correcto cambio de registro, usando como respuesta
base la pregunta 1 y también deducen con sus propios casos particulares, la
definicion de la funcidn mostrada mediante el GeoGebra T(1) = T(x;y) = (x +
1;y). El otro 33% de los profesores en formacion continua (3 de ellos) no llegan a
mostrar explicitamente como esta definida la funcion T, debido a que arrastran su

error de la pregunta 1.

Figura 5.29: Respuesta correcta de un alumno

Finalmente para esta pregunta, algunos de los profesores en formacion continua ya
tienen claro las condiciones de TL, por ello es que justifican de manera correcta que
dicha funcion T(x;y) = (x + 1;y) definida en la grafica 2, no es TL. El 22% de

los profesores en formacion continua (2 de ellos) no respondio esta tltima pregunta.
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Otro 33% de los profesores en formacion continua respondieron incorrectamente
debido a los errores que cometen en las preguntas anteriores y finalmente el 45% de
los profesores (4 de ellos) hacen un buen cambio de registro, del grafico al

algebraico, y tratamientos para justificar que T no es una transformacion lineal.

Figura 5.30: Respuesta correcta de un alumno

Cuadro resumen de resultados de los alumnos con la grafica 2.

Ahora, presentaremos el desarrollo de 3 alumnos que confirmen nuestro primer analisis

general de la grafica 2.

e Alumno 1

Para la primera pregunta, el alumno 1 desarrolld como se muestra a continuacion:

Figura 5.31: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 1
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El alumno 1 inicia haciendo la conversion, del registro grafico al registro par ordenado,
dando tres vectores en particular con sus respectivas imagenes, y luego haciendo la
conversion, del registro algebraico al registro de lenguaje natural, describe: La relacion
que observo entre 1 y su imagen T(u) es que la primera componente de la imagen
aumenta en una unidad y la segunda componente se mantiene (No cambia). Las
conversiones mostradas estdn bien realizadas y concluimos que el alumno llega a la
respuesta correcta luego de inducir estos resultados de casos particulares desde el

registro grafico.

Para la segunda pregunta, el alumno 1 escribi6 lo siguiente:

Figura 5.32: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 1

Donde podemos observar que en lugar de escribir que no existe alguna relacion,
menciona que existe la relacion: T(w) # T(u) + T (v), suponemos que esto es debido a
que su respuesta estd guiada a su desarrollo de la misma pregunta, en la grafica 1. El
alumno para llegar a esta conclusion, ha hecho tratamientos en el registro grafico
usando el GeoGebra, es decir manipulando mediante el mouse los vectores U y v, para
observar las imagenes de estos vectores y también el vector T (W), sabiendo que

-l bl - . . s . 4
w = u + v y concluir que no existe relacion alguna entre estas imagenes.

Para la tercera pregunta, el alumno 1 escribi6 lo siguiente:

Figura 5.33: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 1
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Respondié de manera directa esta pregunta, debido a que esta directamente relacionada
con la pregunta 1 y porque también puede observar luego de hacer tratamientos en el
GeoGebra y llegar a concluir dicha definicion, la cual estd correctamente escrita, pues
detalla desde donde parte y hacia donde llega la funcion (R?). Concluyendo que hace

una buena coordinacion de registros.

Para la cuarta pregunta, el alumno 1 hizo su desarrollo como se muestra a
continuacion:

Figura 5.34: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 1

El alumno llega a justificar correctamente, haciendo el tratamiento correspondiente en el
registro algebraico y concluye que T(x;y) = (x +1;y) no es una transformacion

lineal. Esta conclusion, resulta de justificar que
TW) #T(W) + T(®)

siendo suficiente que no cumpla la igualdad (como sefialé en la pregunta 2), ya no es
necesario mostrar T(a.%) = a.T (). Finalmente podemos decir que este alumno se

apropi6 del concepto TL.

100



e Alumno 2
Para la primera pregunta, el alumno 2 respondi6 lo siguiente:

Figura 5.35: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 2
Notamos que el alumno inicia tomando vectores particulares con sus respectivas
imagenes, haciendo un buen cambio de registros del grafico al par ordenado. Luego
nuevamente hace el cambio de registros del algebraico al lenguaje natural, en esta parte
menciona la frase: Hay alargamiento en el mismo sentido, lo cual no es muy facil de
entender a lo que se refiere, pero después describe de manera detallada, diciendo: El eje
X de la transformacion lineal es una mas que el eje X en el vector, y que la ordenada no
varia para el vector y su transformacion. Muestra que la descripcion de la relacion

pedida en la pregunta 1, del grafico 2 es correcta.

Para la segunda pregunta el alumno 2 hizo el desarrollo siguiente:

Figura 5.36:: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 2

Podemos ver que el alumno comienza tomando vectores especificos tales como
u=(13), v=(3;2) y w=(45)=u+7v, para luego hallar sus imagenes
respectivamente, pero en el caso de la imagen de w se observa que el alumno 2 hace una
correccion en su primera componente y escribe T(W) = (6;5) lo cual es incorrecto,
pues en el software GeoGebra es inmediato observar que T(w) = (5;5). Esto lleva a

que el alumno concluya de manera equivocada que T(¥) + T(V) = T(w), pues esto no
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se cumple. Desde el punto de vista de la teoria de registros, el alumno inicia haciendo
un correcto cambio de registros, hasta que deja de hacerlo para T'(W) y lo reemplaza por
el tratamiento en el registro algebraico asumiendo que T (W) = T (1) + T(¥), con lo que
concluye afirmando incorrectamente la igualdad y no llega a comprobar en el registro

grafico.

Para la tercera pregunta el alumno 2 escribi6 su respuesta como sigue:

Figura 5.37: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 2

Da una respuesta directa, esto debido a que hizo cambios de registros correctos, del
grafico al algebraico y luego al lenguaje natural, en la pregunta 1, concluyendo de

manera correcta la definicion en el registro algebraico T(x;y) = (x + 1;y).

Para la cuarta pregunta el alumno 2 escribi6 su desarrollo como sigue:

Figura 5.38: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 2

El alumno hace los tratamientos correctos en el registro algebraico al momento de
mostrar que no se cumple T(W) = T(uW) + T(¥), sin embargo, comete error de

tratamiento en la parte T (a. %) = a.T (i) pues afirma que
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(ax+ L ay) = a(x+ 1;y)

y concluye de manera incorrecta que cumple la igualdad T(a.%) = a.T (&), lo cual no
es cierto. Finalmente, concluye que la funcion T(x;y) =(x+1;y) no es

transformacion lineal debido a su primera condicion que no cumple.

e Alumno 3
Para la primera pregunta, el alumno 3 respondid en el registro de lenguaje natural

como demuestra a continuacion:

Figura 5.39: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 3

El alumno usa el término mddulo (refiriéndose a tamafio o longitud del vector), diciendo
que el modulo de los vectores U y T (1) es diferente, lo cual es correcto, pero no es
cierto que T'(i) es una unidad mayor que el vector U, cometiendo error de coordinacion
de registros y concluye que existe paralelismo en el mismo sentido (refiriéndose al
paralelismo con la misma orientacion o igual direccién de los vectores). Concluimos
que el alumno 3 no hace una buena conversion, del registro grafico al registro de
lenguaje natural, cometiendo el error de describir equivocadamente la relacion entre las
coordenadas de las abscisas entre el vector © y su imagen T (), mencionando como el

crecimiento en una unidad del médulo del vector imagen.

Para la segunda pregunta el alumno 3 respondio :

Figura 5.40: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 3
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El alumno opt6 una vez mas por el uso del registro en lenguaje natural, pero
observamos que continiia con deficiencias en el cambio de registros, del grafico al
lenguaje natural, pues sigue mencionando que los vectores del dominio #, ¥ y W son
una unidad menor que sus imagenes T(u), T(V) y T(W) respectivamente. Luego
observamos que menciona la frase desplazamientos paralelos en el mismo sentido,
teniendo la misma idea segun lo sefialado en la pregunta 1 (al paralelismo con la misma
orientacion o igual direccion de los vectores). Concluimos que el alumno 3 no hace
tratamientos correctos en el registro grafico y en consecuencia no hace una buena
conversion, del registro grafico al registro de lenguaje natural, cometiendo el error de
describir la relacion entre los vectores del dominio y la imagen, lo cual no se solicit6 en
esta pregunta sino la relacion entre los vectores T(i), T (V) y T (W), si existiera, lo cual

no ocurre.

Para la tercera pregunta el alumno 3 intent6 responder como mostramos:

Figura 5.41: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 3

Deja de lado el registro de lenguaje natural, ya que la pregunta explicitamente sugiere
ser respondida en forma algebraica. En lo que el alumno 3 escribe, observamos que no
llega a responder en forma correcta esta pregunta, mostrandose en esta parte los errores
que el alumno llegd a cometer haciendo las conversiones en las preguntas 1 y 2. El

alumno muestra que
TW=u+a- (y)+@a)=x+ay+a);
donde podemos concluir de lo observado, que a € R? y seria finalmente
TW) =x+ay+a),

lo cual es incorrecto. La definicion correcta de esta funcion es T(u) = T(x;y) =

(x+ L;y).
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Para la cuarta pregunta el alumno 3 desarroll6 como mostramos a continuacion:

Figura 5.42: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 3

El alumno usa el registro en lenguaje natural para justificar su respuesta, diciendo: L0OS
vectores u, v y w son paralelos y para ser una T.L, dos vectores deben ser vectores
linealmente independientes; quiero decir no ser paralelos, esto nos lleva a darnos
cuenta que el alumno 3 puede estar confundiendo la definicion de transformacion lineal
con la definicion de base de un espacio vectorial. Finalmente podemos decir que el
alumno tuvo problemas haciendo el cambio de registros, del grafico al lenguaje natural
en forma directa, el cual no siempre es facil y directo hacer esta conversion entre estos

registros.

GRAFICA 3

Figura 5.43: Grafica de la funcion T (x; y) = % ;%).
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1.

Para esta grafica no es tan obvio observar la relacion al manipular con el mouse
solo el vector U, también es necesario manipular a la recta que aparece y asi hallar a
través de situaciones simples la relacion entre % y su imagen T (). Fue necesario
que los profesores en formacion continua hagan tratamientos en el registro grafico
de forma obligatoria. Es la grafica de mayor dificultad dentro de esta primera
actividad, pues no sélo depende de los vectores sino también de la recta para hallar
la TL. En esta pregunta el 67%de los profesores en formacion continua (6 de ellos)
respondieron de manera correcta, hicieron buen cambio de registros, del grafico al
de lenguaje natural, y s6lo dos de estos seis profesores en formacion continua
mencionaron exactamente la relacion que se les presenté entre U y su imagen T (i),
llegando a dar algun caso particular de esta relacion entre ellos. El 11% de los
profesores en formacion continua (1 de ellos) prefirid abstenerse de responder y el
restante 22% (2 de ellos) no muestran la relacion solicitada de manera correcta,
presentando respuestas de casos particulares que no se relacionan de ninguna forma

con la funcidn dada en este caso.

Figura 5.44: Respuesta correcta de un alumno

El grado de dificultad es ain mayor que la pregunta anterior, pues aqui intervienen
tres vectores (i, U y V) y la recta para poder hallar la relacion entre las imagenes de
los tres vectores mencionados. Los tratamientos en el registro grafico hecho por los
profesores en formacion continua tienen su grado de dificultad, en consecuencia
esta dificultad es transmitida para hacer las conversiones que parte de este registro
grafico. Para la segunda pregunta, s6lo el 33% de los profesores en formacion
continua (3 profesores) llegaron a obtener la relacion correcta entre los vectores
T (), T(V) y T(w), aunque sin detallar como obtuvieron la respuesta; mientras que
el 56% de profesores en formacion continua (5 profesores) sefialan que no tienen
relacion alguna o escriben alguna relacion incorrecta. El 11% de profesores en

formacion continua (1 profesor) borra lo que inicialmente escribid y prefiere
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abstenerse a responder. Es notorio que para esta funcion, el cambio de registros, del

grafico al algebraico o lenguaje natural, no es tan inmediato.

Figura 5.45: Respuesta incorrecta de un alumno

3. Con las instrucciones dadas en esta pregunta con respecto a los casos particulares
de la recta, mas de la mitad de profesores en formacion continua logran responder
de manera correcta. El software ayud6 a que los propios profesores en formacion
continua puedan interactuar en las diferentes situaciones planteadas sobre la recta, e
inducir como esta definida la funcion en cada caso.

Para esta tercera pregunta, como son tres casos para la recta sobre la cual se
proyecta, se contard como respuesta correcta cuando se responda bien mayor o
igual a 2 casos; se contara como incorrecta cuando se responda bien menor o igual
a 1 caso y serd abstencion cuando no responda nada. Asi el 56%de profesores en
formacion continua (5 de ellos) responde bien s6lo dos casos y ningun alumno
responde correctamente los tres planteados en esta pregunta. De estos cinco
alumnos, cuatro de ellos responde los casos particulares x = 0y y = 0. E133% de
profesores en formacion continua (3 de ellos) responde incorrectamente, de los
cuales s6lo un alumno responde un caso y es cuando y = x. Finalmente, el 11% de
profesores en formacion continua (1 profesor) no responden nada. Los casos
particulares para la recta donde se proyecta, hacen que el cambio de registro, del
grafico al algebraico sea inmediato, debido a que los tratamientos en el registro

grafico son menos complicados.

Figura 5.46: Respuesta incorrecta de un alumno
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4. En esta pregunta los profesores en formacién continua se centran en el registro par
ordenado, dejando de lado otros registros. Son muy pocos los que justifican su
respuesta por la dificultad en la definicion de esta TL o por los tratamientos en este
registro. Para esta cuarta pregunta el 67% de los profesores en formacién continua
(6 profesores) llega a responder de manera correcta, pero s6lo dos profesores
justifican su resultado. El 11% de los profesores en formacion continua (1 de ellos)
responde de manera incoherente para la pregunta propuesta. Y el 22% de los
profesores en formacion continua (2 de ellos) no responden. Cabe recordar que la
pregunta es para los casos en que la recta donde se proyecta es x =0, y=0y
y = x. Por otro lado, la falta de justificacion pudo ser porque fue la ultima pregunta

y la actividad finalizaba, sin embargo un alumno justifico6 de manera general.

Figura 5.47: Respuesta correcta de un alumno

Cuadro resumen de resultados de los alumnos enfrentando la grafica 3, en esta

primera actividad.

Ahora, presentaremos el desarrollo de 3 alumnos de los que analizaremos

detalladamente sus respuestas.
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e Alumno 1
Para la primera pregunta, el alumno 1 hizo el desarrollo que mostramos a

continuacion;

Figura 5.48: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 1

El alumno afirma que T'(%) es la proyeccion ortogonal de % sobre una recta en el plano
cartesiano, lo cual es correcto y ofrece un ejemplo particular para mostrar su afirmacion.
Desde el punto de vista de la teoria de registros, podemos decir que el alumno 1 hace
tratamientos en el registro grafico a través del GeoGebra, para que concluya que T es la
transformacion proyeccion ortogonal. Por otro lado, también observamos que el alumno
hace una buena conversion, del registro grafico al registro algebraico, para mostrar el

ejemplo de manera correcta.

Para la segunda pregunta, ¢l alumno 1 responde lo siguiente:

Figura 5.49: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 1
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Escribe su respuesta T(w) = T (1) + T (V) la cual es correcta, y notamos que el alumno
ha empleado el caso particular T(W) = (2;0), T(¥) = (—=1;0) y T(W) = (1;0)
(proyeccion sobre el eje X). Podemos decir que el alumno hace bien el cambio de
registros, del grafico al algebraico, para los vectores mencionados anteriormente, y
también posibles tratamientos en el registro grafico a través del software GeoGebra.
Concluimos que los tratamientos en el registro grafico inducen al alumno 1 a hallar la

relacion buscada.

Para la tercera pregunta, el alumno 1 muestra de manera directa sus respuestas:

Figura 5.50: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 1

El tinico caso en que la funcion esta bien definida es para la recta y = x. Por otro lado,
notamos que el alumno realiza de manera incorrecta cambio de registros (conversiones),
del registro grafico al registro algebraico, para cada caso en que se pide definir la
funciéon T cuando la recta es x =0 y y = 0, esto puede ser debido a que no hace los

tratamientos correctos en el registro grafico.

Para la cuarta pregunta, el alumno 1 escribi6 su respuesta de la siguiente forma:

Figura 5.51: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 1
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Afirmando de manera directa y en forma general que T si es una transformacion lineal
para toda recta y = a.x, aunque no justifica nada, es correcto. Suponiendo que le es
complicado demostrar esto, cuando la recta es y = 0 y cuando la recta es x = 0, debido
a la manera equivocada que hallo la funcion T en la pregunta 3, concluimos que el
alumno 2 no hace bien las conversiones y tratamientos necesarios para justificar que T

es transformacion lineal, para los tres casos de la recta donde se proyecta.

e Alumno 2

Para la primera pregunta, el alumno 2 desarroll6 como se muestra a continuacion:

Figura 5.52: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 2
El alumno hace varias conversiones para cada vector con su respectiva imagen, las que
escribe al lado izquierdo de su desarrollo. Luego al querer generalizar supone que para
U = (2x;0) o (0; 2x), concluye que T (1) = (x; x) cuando la recta donde se proyecta es
y = X, lo cual es cierto, pero sélo cuando los vectores son de la forma u = (2x;0) o
(0; 2x). Podemos decir que el alumno hace bien el cambio de registros, del grafico al
algebraico, pero solo en el caso que ¢l sefiala como deben ser los vectores u del
dominio. Por otro lado, el alumno 2 no hace bien los tratamientos en el registro grafico

para deducir la relacion solicitada entre los vectores U y T ().

Para la segunda pregunta, el alumno 2 inicialmente empicza intentando escribir la
respuesta, pero luego se desanima y prefiere abstenerse de escribir algo que no esta

seguro posiblemente.

Figura 5.53: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 2
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Podemos decir que el alumno no puede hacer las conversiones, del registro grafico al

registro algebraico, y los tratamientos en estos registros.

Para la tercera pregunta, el alumno 2 hizo el siguiente desarrollo:

Figura 5.54: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 2

Donde podemos ver que inicialmente hace conversiones, del registro grafico al registro
algebraico, en dos casos particulares, para luego inducir hacia la definicion para el caso
en que la recta sobre la cual se proyecta es x = 0, de igual manera hace el desarrollo
para el caso en que la recta sea y = 0, los cuales son resultados correctos. Segun la
teoria de registros, el alumno 2 hace bien los cambios de registros y los tratamientos,
tanto en el registro grafico como en el registro algebraico, aunque falté el desarrollo

para el caso en que la recta sea y = x, el cual es mas complicado.

Para la cuarta pregunta, el alumno 2 respondi6 de la siguiente forma:

Figura 5.55: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 2
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El alumno quiere hacer la justificacion T(d + v) = T(&) + T (V) pero sin usar alguna
definicion especifica y tampoco las definiciones que hall6 en la pregunta anterior, con lo
cual hace tratamientos incorrectos. Sin embargo, llega a concluir de manera fortuita que
T es una transformacion lineal, lo cual es correcto. Finalmente, decimos que el alumno
2 no hace los tratamientos correctos en el registro algebraico, para que con las

definiciones de la pregunta anterior pueda justificar satisfactoriamente su respuesta.

e Alumno 3

Para la primera pregunta, el alumno 3 hizo el desarrollo que mostramos a

continuacion:

Figura 5.56: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 3

Hace una buena conversion, entre el registro grafico y el lenguaje natural, describiendo
bien la relacion entre el vector i y su imagen T (1), aunque no sefiala con exactitud a
que se refiere con una proyeccion. Segin la teoria de registros se diria que el alumno 3
hace una conversion correcta y para llegar a esto suponemos que hizo varios

tratamientos en el registro grafico usando el software GeoGebra.

Para la segunda pregunta, el alumno 3 uso el registro de lenguaje natural, con lo que

debid describir la relacion pedida. Su respuesta se muestra a continuacion:

Figura 5.57: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 3
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El alumno usa en forma adecuada el registro de lenguaje natural, pero comete errores,
por ejemplo: el médulo de T'(v) es igual al mddulo de T(W) y toda su descripcion no
ayuda a obtener la relacion solicitada en esta pregunta. Concluimos que no hace
tratamientos correctos en el registro grafico, para luego hacer la conversion al registro
algebraico o lenguaje natural, y mostrar que la relacion existente entre los vectores de

las iméagenes es T(W) = T(1) + T (V), cuya respuesta estd mas ligada a la pregunta 1.

Para la tercera pregunta, el alumno 3 escribié de manera directa lo siguiente:

Figura 5.58: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 3

Vemos que las respuestas de los dos primeros casos T(x;y) = (0;y) yT(x;y) = (x;0)
son las correctas, pero falta detallar a que caso pertenece, porque puede ocurrir el
mismo error que mostramos en la imagen 5.38. Para el Gltimo caso, cuando la recta
donde se proyecta es y = x, el alumno responde en forma incorrecta definiendo a la
funcion como T(x;y) = a(x;y) donde x # 0, y # 0 y a € R. Podemos decir que el
alumno 3 hace bien los tratamientos en el registro grafico para los dos primeros casos,
luego a través de la conversion, del registro grafico al registro par ordenado, define a la

funcidn correctamente.

Para la cuarta pregunta, el alumno 3 respondi6 de la siguiente manera:

Figura 5.59: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 3
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Observamos que su respuesta no tiene ninguna relacion con lo que se le pide responder
en esta pregunta. Concluimos que el alumno 3 no realiza correctamente los tratamientos
y conversiones necesarias para cada caso, es decir, no hay una buena coordinacion entre

registros y asi poder justificar que T es una transformacion lineal.

5.2.2. Andlisis de la Actividad 2

Para esta segunda actividad, analizaremos las soluciones de los profesores en formacion

continua para cada grafica, enfrentando las preguntas que constituyen esta actividad.

Al final del analisis de cada grafica, presentaremos un cuadro que resuma los resultados
de los profesores en formacion continua en esta actividad, recordando que fueron 7

profesores en formacion continua los que realizaron esta segunda actividad.

GRAFICA 1

Figura 5.60: Grafica de la transformacion T (x; y) = (5x + y; x + 5y)

1. En esta actividad se sefialo previamente que T es una TL, por ello fue mas simple
para los profesores en formacion continua responder. Para la primera parte, los
profesores en formacion continua mostraron las respuestas explicitamente llegando
a usar en forma correcta el software, es decir que efectian bien la conversion de

registros, del grafico al algebraico, y para la ultima parte todos desarrollan
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correctamente la conversion de registros, del algebraico al matricial. La segunda
parte, solo cuatro alumnos comentan su respuesta, mientras que los otros tres
alumnos no describen nada. Para esta primera pregunta, observamos que el 100%
de los profesores en formacion continua (7 profesores) respondieron en forma
correcta la primera y tercera parte, es decir, la primera y ultima pregunta que

conforma este primer item.

Figura 5.61: Respuesta correcta de un alumno

2. Esta pregunta indujo a los profesores en formacion continua a hacer necesariamente
conversiones entre los registros par ordenado y matricial, y a la vez desarrollar los
tratamientos en cada registro, aunque no todos lo lograron. Para esta pregunta el
71% de los profesores en formacion continua (5 profesores) respondieron de
manera correcta, llegando a hacer un buen tratamiento en el registro matricial y
algebraico, mostrando en primer lugar la definicién de la transformacion lineal
T(x;y) = (5x +y; x + 5y) y luego a través de la conversion entre estos registros
puedan decir que es correcta la igualdad presentada en esta pregunta. El otro 29%

hizo su desarrollo en forma incorrecta.

A continuacién presentamos la respuesta de un profesor en formacion continua, el
cual pasa desapercibido la conversion del registro matricial al algebraico y

concluye afirmando que la igualdad

T(x,y)=A (;C,)

€s correcta.
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Figura 5.62: Respuesta correcta de un alumno

3. Una de las primeras dificultades en esta pregunta para los profesores en formacion
continua es tener claro la definicion de nlicleo e imagen de la TL. Fue crucial para
ellos responder correctamente la pregunta anterior para lograr la respuesta de esta
pregunta y fue necesario hacer bien los tratamientos del registro par ordenado.

Para esta tercera pregunta, el 57% de profesores en formacion continua (4de ellos)
llegan a desarrollar correctamente lo pedido, desarrollando un buen tratamiento en
el registro algebraico, observando que estos alumnos manipulan bien las
definiciones que se les solicitd. Mientras que el 43% de profesores en formacion
continua restante, también recuerda la definicion de imagen y nicleo de una
transformacion lineal, pero no hacen uso correcto de tratamientos en el registro

algebraico, lo cual les impide llegar a la respuesta correcta.

Figura 5.63: Respuesta incorrecta o incompleta de un alumno

4. Aqui ocurri6 cierta confusion en la mayoria de los profesores en formacion
continua al olvidar que el dominio de la TL estaba graficamente restringido a la
frontera del cuadrado de una unidad de lado. Aqui el software ayud6 de manera

significativa para realizar las graficas pedidas.
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Para esta cuarta pregunta, el 57% de profesores en formacion continua (4 de ellos)
desarrollan correctamente el cambio de registros, del algebraico al grafico, y grafica
en forma correcta la imagen y nucleo de la transformacién. Suponemos que estos
alumnos efectuaron su desarrollo después de observar en el GeoGebra el
movimiento tanto del dominio como de la imagen, concluyendo que hacen bien los
tratamientos en este registro. EI 29% de los profesores en formacion continua (2
profesores) solo llegd a graficar apenas los elementos que les pedian y un 14% de

profesores en formacion continua (1 profesor) se abstiene de hacer sus graficas.

Figura 5.64: Grafica correcta de un alumno

A continuacion presentamos el cuadro resumen de resultados de los alumnos en la

grafica 1. En esta segunda actividad asistieron s6lo 7 alumnos.

Ahora presentaremos el desarrollo de 3 alumnos que confirmen nuestro primer analisis

general de la grafica 1.

e Alumno 1

Para la primera pregunta, notamos que el alumno 1 hizo lo siguiente:
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Figura 5.65: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 1

Logré hacer bien el cambio de registro, del grafico al algebraico, para poder hallar las

imagenes de los vectores candnicos.

Luego usa el registro de lenguaje natural para describir la definicion de la
transformacion: la primera componente de la imagen es cinco veces la primera
componente mas la segunda componente del conjunto de partida, analogamente lo hace
para la segunda componente de la imagen y lo hace bien. Tiene claro coémo est4 formada
la matriz A de T relativa a la base canonica y para ello usa la conversion del registro

algebraico hacia el registro matricial, pues usa las imagenes de los vectores candnicos.

Para la segunda pregunta el alumno 1 hace los tratamientos correctos y necesarios
dentro del registro matricial y par ordeando, para que luego pueda comparar sus

resultados y confirmar lo sefialado por la igualdad final.

Figura 5.66: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 1
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Para la tercera pregunta el alumno 1 tuvo claro la definiciéon de imagen y nicleo:

Figura 5.67: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 1

Hace tratamientos correctos en el registro algebraico para ambas definiciones,
finalmente llega a obtener las respuestas correctas y presenta un elemento de cada sub
espacio como se habia pedido. Aqui los profesores en formacion continua excluyen el

uso del software GeoGebra, pero pudieron usarlo para comprobar sus resultados.

Para la cuarta pregunta el alumno 1 tuvo que hacer el cambio de registros, del
algebraico al grafico para poder conseguir lo solicitado y también hizo tratamientos en
el registro grafico, a través del GeoGebra para tener con mayor facilidad la grafica de la

imagen.

Figura 5.68: Respuesta de la pregunta 4 del alumno 1
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Observando bien la imagen, podemos notar que el alumno 1 se da cuenta que la imagen
de T forma todo el plano R?, pero como nuestro dominio esté restringido a la frontera
del cuadrado de longitud una unidad, este forma el rombo, como muestra la grafica del
alumno. Aqui una vez mas el software GeoGebra le permitié al alumno 1 visualizar que
un cuadrado puede ser transformado en un paralelogramo mediante la transformacion T.
Pero a la vez tomando sélo el subconjunto del dominio en esta gréafica, la visualizacion
de la imagen de toda la TL esté4 siendo limitada por el software, siendo ésta todo RZel

cual debe ser complementado con un desarrollo analitico.

e Alumno 2

Para la primera pregunta el alumno 2 escribi6 lo siguiente:

Figura 5.69: Respuesta de la pregunta 1 del alumno 2

El alumno 2 hace la conversion, del registro grafico al registro algebraico de manera
correcta y observamos que sabe como esta formada la matriz relativa a la base canonica,
y es entonces que realiza la conversion del registro par ordenado al registro matricial, en
el momento que usa los pares ordenados como vectores columna para la matriz A de T

relativa a la base canonica.

Para la segunda pregunta el alumno 2 hace bien los tratamientos en el registro
matricial, para obtener la igualdad solicitada. Posteriormente halla la transformacion
en su registro par ordenado, para luego comparar con lo obtenido en registro
matricial. Podemos decir que implicitamente se hace la conversion de los registros

par ordenado y matricial, para hacer dicha comparacion.
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Figura 5.70: Respuesta de la pregunta 2 del alumno 2

Para la tercera pregunta el alumno 2 hizo lo siguiente:

Figura 5.71: Respuesta de la pregunta 3 del alumno 2

Este alumno, recuerda las definiciones de ntcleo e imagen, pero no realiza los
tratamientos adecuados dentro del registro algebraico y no llega a obtener conclusiones
para obtener explicitamente el nicleo e imagen de T. Finalmente s6lo llega a dar un
elemento del ntcleo el (0; 0), observando la complejidad que produjo para este alumno

2 las definiciones de nucleo e imagen de T.

Para la cuarta pregunta, el alumno 2 solo llega a graficar lo siguiente:
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Figura 5.72: Grafica de la pregunta 4 del alumno 2

Donde observamos que al no obtener solucion en la pregunta anterior, el alumno 2 no
puede hacer la conversion, del registro algebraico al registro grafico. Solo grafica el
punto (0; 0), el cual es el tnico elemento del niicleo. Aqui el alumno no aprovecha el

software como herramienta para que le ayude a graficar la imagen de T.

e Alumno 3
Para la primera pregunta, el alumno 3 inicia desarrollando correctamente la
conversion del registro grafico al registro par ordenado y luego halla las imagenes de
los vectores canonicos. Usa el registro de lenguaje natural para describir
caracteristicas que observa entre algin elemento del dominio y su imagen.
Finalmente, presenta la matriz A de T sin mencionar o mostrar algiun tratamiento o

conversion entre registros. Mostraremos a continuacion su desarrollo:

Figura 5.73: Grafica de la pregunta 1 del alumno 3
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Para la segunda pregunta, el alumno 3 hizo lo siguiente:

Figura 5.74: Grafica de la pregunta 2 del alumno 3

Todo el desarrollo que hace es incorrecto. El alumno desarrolla tratamientos para
mostrar las imagenes de los vectores canonicos como combinacion lineal de vectores
canonicos, redefiniendo a la matriz A como una matriz columna, lo cual no es correcto.

No llega a definir explicitamente la TL y tampoco halla la matriz relativa a la base

candnica.

Para la tercera pregunta, el alumno 3 desarroll6:

Figura 5.75: Grafica de la pregunta 3 del alumno 3

Notamos que recuerda el concepto de nucleo e imagen, pero claramente se observa que
no sabe como determinarlos, pues parte de igualdades sin sentido para esta parte de la
actividad. Concluimos que no hace los tratamientos adecuados y no es posible analizar
conversiones en este caso, suponiendo que este alumno 3 no interiorizo o se apropi6 de

estas definiciones.
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Para la cuarta pregunta, el alumno 3 arrastra los errores cometidos de la pregunta

anterior y s6lo se limita a hacer la conversion, del registro algebraico al registro grafico,

de los elementos hallados:

Figura 5.76: Grafica de la pregunta 4 del alumno 3

GRAFICA 2

1.

Figura 5.77: Grafica de la transformacion T (x; y) = (2x —y; 2x — y)

En esta primera pregunta todos los profesores en formacién continua responden,
aunque para algunos de ellos fue complicado hallar la relacion entre ¥ y T(i) para
poder comentarlo. Los profesores en formacion continua llegan a desarrollar bien lo
pedido, haciendo una buena conversion entre los registros grafico y par ordenado,
para que en el registro de lenguaje natural algunos comenten algunas caracteristicas

que observan o del comportamiento geométrico que observan mediante la
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manipulaciéon del vector con el software. También mencionamos que todos los

alumnos llegan a mostrar la matriz A relativa a la base candnica.

Figura 5.78: Respuesta correcta de un alumno

2. Los profesores en formacion continua hacen el analisis pedido, usando tratamientos
dentro del registro algebraico y el registro matricial. Los alumnos mostraron la
definicion de la transformacion lineal T(x;y) = (2x —y; 2x — y), luego a través
de la conversion entre el registro algebraico y grafico, concluyen que la igualdad es
correcta. Para esta segunda pregunta, el 71% de los profesores en formacion
continua (5 profesores) respondieron de manera correcta. El 29% restante (2

profesores) hizo su desarrollo incorrecto, debido a tratamientos incoherentes.

3. Hay profesores en formacion continua que no recuerdan los conceptos de imagen y
nacleo de una TL, es por ello que se les complico toda esta pregunta ya que es lo
primero que necesitan para hacer cualquier tratamiento necesario. Aqui el 57% de
los profesores en formacion continua (4 profesores) responde de manera
satisfactoria, haciendo uso de tratamientos en el registro algebraico con el que
trabajan, observando que ellos tienen un buen manejo de la definicion, esto les
facilita hallar lo pedido y dar un ejemplo de lo que obtienen. El 43% de los
profesores en formacion continua que quedan o no tienen clara la definicion de
imagen y ndcleo o no hacen los tratamientos correctos, como mostramos a

continuacion.
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Figura 5.79: Respuesta incompleta de un alumno

4. Se observo la dificultad que tienen algunos profesores en formacion continua en
hacer la conversion hacia el registro grafico. El software debid cumplir un papel
importante para la finalidad de esta pregunta, ayudando a graficar lo solicitado.
Para esta cuarta pregunta, el 43% de los profesores en formacioén continua, es decir,
3 profesores de los 4 que respondieron bien la pregunta anterior, llegan a realizar un
correcto cambio de registros, del algebraico al grafico, observando que hacen una
buena interpretacion de los resultados que obtuvieron anteriormente. El otro 57%
de los profesores en formacion continua (4 profesores) no hacen una conversion

correcta y algunos solo grafican algiin elemento de la imagen y del nucleo.

Figura 5.80: Respuesta correcta de un alumno

A continuacion presentamos el cuadro resumen de resultados de los profesores en
formacion continua con la grafica 2. En esta segunda actividad se contd con solo 7

profesores en formacion continua.
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Ahora presentaremos el desarrollo de 3 profesores en formacion continua, etiquetados
como Alumno 1, Alumno 2 y Alumno 3, que confirmen nuestro primer andlisis general

de la grafica 2.

e Alumno 1

Para la primera pregunta el alumno 1 hizo el siguiente desarrollo:

Figura 5.81: Grafica de la pregunta 1 del alumno 1

Comete el error al calcular T(0.5; 1), pues su valor es (0;0), luego para el resto de
puntos hace bien la conversion del registro grafico al algebraico. Usa el registro de
lenguaje natural para describir la definicion de la transformacioén: Las componentes de
T (1) son la diferencia del doble de la primera componente y la segunda componente, lo
cual es correcto. Y finalmente, muestra la matriz A de T relativa a la base canodnica en
forma correcta, sefialando que las imagenes de los vectores candnicos son las columnas
de la matriz, mostrando que realiza un correcto cambio de registros del par ordenado al

matricial.

128



Para la segunda pregunta el alumno 1 desarroll6 de la siguiente manera:

Figura 5.82: Grafica de la pregunta 2 del alumno 1

Notamos que todos los tratamientos que realiza son correctos en el registro algebraico y
matricial, luego compara sus resultados afirmando que es cierta la igualdad. Podemos
sefialar que implicitamente hay una conversion entre el registro matricial y el

algebraico, para poder comparar la igualdad.

Para la tercera pregunta el alumno 1 recordod las definiciones de ambos sub espacios

(imagen y nucleo de T). Su desarrollo se muestra a continuacion:

Figura 5.83: Grafica de la pregunta 3 del alumno 1

Podemos decir que efectia correctamente todos los tratamientos en el registro
algebraico en cada definicion y finalmente muestra un elemento de la imagen y uno del
nucleo como piden en la pregunta. Omitiendo temporalmente en esta pregunta el uso

del software GeoGebra para hallar el elementos del nucleo e imagen.
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Para la cuarta pregunta el alumno 1 hace la conversion, del registro algebraico al
registro grafico, y grafica las rectas que forman el nicleo e imagen en todo el plano R?
y sefala los elementos de cada sub espacio. Sin embargo, no toma en cuenta la
restriccion del dominio (frontera del cuadrado de lado 1) donde esta definida T segun la
grafica 2 dada, seria para la imagen s6lo un segmento de recta desde -1 hasta 2 y para el

ntcleo sélo los puntos {(0;0); (0.5;1)}

Figura 5.84: Grafica de la pregunta 3 del alumno 1

e Alumno 2

Para la primera pregunta el alumno 2 muestra su siguiente desarrollo:

Figura 5.85: Grafica de la pregunta 1 del alumno 2

Donde observamos que hace una correcta conversion, del registro grafico al registro
algebraico, para hallar las imagenes de los puntos que nos piden, de manera directa
muestra la matriz A de T relativa a la base candnica, y no llega comentar alguna
relacion o caracteristica que haya observado entre los vectores del dominio y su imagen.
Concluyendo que para este alumno 2 no es facil de observar esta relacion de forma

directa.
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Para la segunda pregunta el alumno 2 hace los tratamientos convenientes en el registro
matricial, aunque cabe mencionar que pasa por alto la conversion, del registro matricial

al registro algebraico, donde pueda decir que son iguales o equivalentes

<2x—y

e y) = @x=y.2x =)

Figura 5.86: Grafica de la pregunta 2 del alumno 2

Para la tercera pregunta el alumno 2 sélo llega a desarrollar lo siguiente:

Figura 5.87: Grafica de la pregunta 3 del alumno 2

Al parecer no recuerda exactamente la definicion de nicleo y de imagen de manera
formal, por otro lado desarrolla bien el tratamiento en el registro algebraico para la

definicion de nucleo y sefiala un elemento que si le pertenece.

Para la cuarta pregunta, era de suponer que el alumno 2 s6lo hizo la grafica del nucleo
de T en forma correcta, es decir, hace un buen cambio de registros, del algebraico al

grafico y sefiala el elemento que dio en la pregunta anterior.
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Figura 5.88: Grafica de la pregunta 4 del alumno 2

Arrastra el problema de la pregunta anterior, al no recordar su definicion, aunque

también o pudo obtener de usar el software.

e Alumno 3

Para la primera pregunta el alumno 3 hace su desarrollo de la siguiente manera:

Figura 5.89: Grafica de la pregunta 1 del alumno 3

Desarrolla correctamente los tratamientos en el registro grafico para luego realizar la
conversion del registro grafico al registro par ordenado, para hallar los valores de las
imagenes de los vectores dados, usa el registro de lenguaje natural para comentar
algunas relaciones que llega a observar y finalmente muestra de manera correcta la

matriz relativa a la base candnica A.

Para la segunda pregunta, el alumno 3 logré hacer lo siguiente:
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Figura 5.90: Grafica de la pregunta 2 del alumno 3

Donde notamos que el alumno hace tratamientos incoherentes, con respecto a lo
solicitado en la pregunta. Nuevamente intenta colocar las imagenes de los vectores
canonicos como combinacion lineal de vectores candnicos. Finalmente, no hace los
tratamientos en el registro algebraico y matricial correspondientes, observando que no

tiene claro lo pedido en esta pregunta.

Para la tercera pregunta el alumno 3 desarrolla lo siguiente:

Figura 5.91: Grafica de la pregunta 3 del alumno 3

Notamos que no tiene claro la definicion de imagen, pues iguala una combinacion lineal
de los vectores canodnicos con la imagen de uno de ellos y concluye sefialando como un

elemento de la imagen de los mismos vectores canonicos. Efectia este mismo
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procedimiento con la diferencia que iguala al vector (0; 0) para hallar un elemento del

nucleo. Los tratamientos que realiza en ambas situaciones son los correctos.

Para la cuarta pregunta, observamos que el alumno 3 hace bien las conversiones, del
registro algebraico al grafico, sdlo que realiza las graficas de los dos elementos hallados
en la pregunta anterior, y no grafica ni la imagen ni el nticleo, pero tampoco hace los

tratamientos necesarios para hallarlos a través del software.

Figura 5.92: Grafica de la pregunta 4 del alumno 3

5.3. Validacién

En esta seccion se validaran todos los resultados, teniendo en cuenta las consideraciones
0 comportamientos cognitivos y matematicos que se promovido en cada situacion
planteada dentro de cada actividad, las estrategias que pudieron utilizar los alumnos y

sefialando también las dificultades que pudieron tener durante el desarrollo.

e Los resultados de la grafica 1, de la primera actividad, son buenos, debido a que los
docentes en formacion continua consiguen lo esperado en cada pregunta. En su
mayoria hacen bien los cambios de registros como lo esperamos, observando que los

tratamientos realizados por ellos de manera libre a través del software ayudo a que
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los docentes en formacion continua tengan independencia en su desarrollo, es decir,
algunos docentes dieron las respuestas de manera directa en el registro algebraico,
mientras que otros hicieron conversiones para diferentes casos y a partir de ahi
lograron generalizar para dar su respuesta en el registro algebraico, lenguaje natural o
ambos. Podemos decir que se consiguio lo esperado en esta primera grafica.

En la grafica 2, de la primera actividad, los docentes en formacion continua tienen
problemas al enfrentar el registro grafico de una funcion que no es TL, no
consiguiendo los resultados correctos en su mayoria. Los profesores no realizan una
conversion adecuada, del registro grafico al algebraico, pues no llegaron a hallar la
relacion entre U y T(#) o afirman de manera equivocada que T(W) = T'(d) + T (V).
Ningtn alumno noté que T(0,0) # (0,0) para que concluyan que la funcion T no es
transformacion lineal, como lo mencionamos en el analisis a priori y a la mayoria se
le complica justificar esta afirmacién como es el caso del Alumno 3.

Para la gréfica 3, la cual tenia un alto nivel de complejidad, como lo suponiamos,
para la pregunta 2, los profesores en formacién continua respondieron que no
encuentran alguna relacion entre las imagenes T(W), T(u)y T(¥), lo que nos
confirma la dificultad del desarrollo al no hacer los tratamientos adecuados en el
registro grafico. Es probable que no manipularon la recta para llegar a deducir la
respuesta, como lo suponiamos en nuestro analisis a priori. Cabe resaltar que s6lo un
profesor en formacion continua logré definir la TL cuando la recta era y = x,
confirmando la complejidad de esta grafica en esta primera actividad y el mal
tratamiento del registro grafico que ellos realizaron en este caso.

Podemos observar que los comportamientos esperados por los docentes en formacion
continua fueron previstos en esta primera actividad, haciendo que ellos sin tener
dificultad en el uso del GeoGebra efectuaran los tratamientos necesarios. Para que
los docentes en formacion continua noten qué gréficas de las funciones presentadas
son transformaciones lineales, debian pasar por al menos dos registros de
representacion, siendo el mas usado el registro algebraico, también se tratd6 de que
manejen el lenguaje natural describiendo o  comentando los resultados de las
relaciones que se les pedia y con menor intensidad que usen la representacion en el

registro matricial para sefialar su matriz relativa a la transformacion lineal si esta lo

fuera.
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e La gréifica 1 de la segunda actividad, refleja la comprension y aprendizaje ocurrido
tras la primera actividad, teniendo muy buenos resultados entre las dos primeras
preguntas relacionadas: Hallar la transformacion lineal T y la matriz relativa a T.
Teniendo como resultados que todos los docentes en formacién continua responden
la primera pregunta en forma correcta y en su mayoria lo mismo ocurridé con la
segunda pregunta. Observamos que los docentes mejoraron con respecto a la primera
actividad en el manejo del cambio de registros, del grafico al algebraico y lenguaje
natural, y los tratamientos en estos registros, ayudando a hallar la definicion de
transformacion lineal y la comprension de que toda transformacion lineal puede ser
representada de manera Unica por una matriz. Por otro lado, hubo algo de dificultad
en los tratamientos para hallar la imagen y nucleo, y esto se observé en la grafica del
alumno 2y 3, como se observo este error en el andlisis a priori.

e Para la grafica 2 de la segunda actividad, los docentes en formacion continua hacen
en su mayoria el desarrollo de las dos primeras preguntas de manera correcta,
también confirmando una vez mas el reforzamiento del aprendizaje del concepto
transformacion lineal y la representacion matricial de esta, consecuencia de las
correctas conversiones y tratamientos en los diferentes registros, como lo
esperabamos. Pero en las tultimas dos preguntas, tuvieron problemas en los
tratamientos lo cual arrastraron a la construccion de la gréafica, esto nos muestra que
el formalismo de estas definiciones impiden la comprension de ellas mismas,
haciendo que los alumnos se equivoquen al hacer los tratamientos y conversiones,
similarmente a la pregunta 1 de esta segunda actividad.

e En general, desde el punto de vista de la teoria de registros los resultados muestran
que los docentes en formacion continua pueden realizar las conversiones, del registro
grafico al registro algebraico, del registro algebraico al registro de lenguaje natural,
del registro grafico al registro de lenguaje actual (con algo de dificultad) y del
registro algebraico al registro grafico. Cuando los docentes en formacion continua
hacen los tratamientos en el registro grafico no presentan dificultad, sin embargo en
el momento de justificar o describir algebraicamente o en lenguaje natural tienen

cierta dificultad por el formalismo que estas mismas requieren.
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CONCLUSIONES

= Los docentes en formacion continua han mostrado que tienen la capacidad de
manipular el cambio de registros (conversiones), del grafico al algebraico y del
algebraico al lenguaje natural, cuando inicialmente se les presenta en el software

la transformacion lineal de manera grafica.

= Los docentes en formacion continua presentan cierta dificultad de aprendizaje al
enfrentar de manera directa el formalismo en las definiciones, como se afirmaba
en las investigaciones de nuestros antecedentes. Hay dificultad para formar
expresiones con sentido, como podemos observar en las ultimas dos preguntas

de cada grafica de la segunda actividad.

= Algunos profesores en formacion continua no identificaron las propiedades
algebraicas del concepto del objeto matematico en el registro grafico, se
equivocaron en la grafica 2 de la primera actividad, pues esta no es

transformacion lineal.

= La representacion mas usada por los docentes en formacion continua en el
concepto transformacion lineal es la algebraica, por ello consideramos que es
necesaria la articulacion entre diversos registros a partir de actividades mediante
el uso del software. Esto ayudari, como ya lo mostramos, a reforzar el
aprendizaje de este objeto matematico, ya que estos cambios de registros no son

actividades triviales para los profesores en formacion continua.

= El marco teorico elegido fue muy importante para la creacion de las actividades
y el analisis de los procesos que realizan los profesores en formacion continua
en su desarrollo de estas actividades. Nos ayud6 a observar si los profesores se

apropian del contenido matematico al ver que logran una buena coordinacién
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entre los diferentes registros de representacion y realizan tratamientos correctos

dentro de estos registros.

La Ingenieria Didactica como metodologia elegida fue apropiada por su
estructura para planificar los procesos de nuestra investigacion y el analisis de
las componentes que intervienen en los procesos de construccion 'y
comunicacioén del contenido matematico TL que desarrollamos en el salon de

clases.

Los resultados muestran que el uso de actividades preparadas con el software
GeoGebra ayudo significativamente a los docentes en formacidon continua, con
el aprendizaje de la definicion y propiedades de las transformaciones lineales, a

causa de los tratamientos y conversiones de al menos dos registros.
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Sugerencias Para Futuros Trabajos

Los objetivos logrados en la investigacion y el desarrollo de todo el proceso seguido
para alcanzarlos, pueden servir como guias de referencia para futuras investigaciones

que mejorarian este trabajo de investigacion. Estas pueden ser:

= Repetir la experimentacion con otros alumnos, para observar si los resultados y
dificultades registradas en este trabajo se repiten o cambian. Esta nueva
experimentacion daria mayores elementos para afinar el redisefio de nuestras

actividades, ya sea en el mismo software o en las preguntas formuladas.

= En la ensefanza de este objeto matematico se debe enfatizar en el cambio de
cualquier registro al registro grafico, matricial o lenguaje natural y el tratamiento
en estos mismos registros, pues asi los alumnos aprenderan a discernir cuando
una funcion es transformacion lineal o no, y también permitirda manipular los

diferentes registros de representacion del objeto matematico.
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ANEXO

Presentamos las hojas de atividades usadas en nuestra investigacion:
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ACTIVIDAD 1

NOMBRE:

INSTRUCCIONES: No es necesario tener un conocimiento previo del software GeoGebra
para el desarrollo de esta actividad. Solo se usara la manipulacion de movimientos con el
mouse sobre los vectores u y ¥ , teniendo en cuenta que a los vectores puedes ampliar o

reducir el tamafio (0 norma).

l. Gréfica G;

La grafica adjunta muestra dos vectores i y T (1) en R?, donde T es una funcion de R?

en R? (El dominio de T es R?)

1.- {Qué relacion puede describir entre el vector U y su imagen T (1) ?

—

2.- Dado los vectores 1, ¥ y w en el dominio de T, tales que W = i + ¥ {Qué relacion

existe entre los vectores T (), T (V) y T(W)?

3.- Muestra como esta definida explicitamente la funcion T. Méas aun si U = (x,y),

halla T'(x, y).
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4.- (Sera T una transformacion lineal? (justifique su respuesta). En caso afirmativo,

muestra la matriz de T relativa a su base candnica.

I1. Grafica G,
La grafica adjunta muestra dos vectores 2 y T(%) en R?, donde T es una funcion de R?

en R? (El dominio de T es R?)

1.- (Qué relacion puede describir entre el vector & y su imagen T () ?
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2.- Dado los vectores U, ¥ y w en el dominio de T, tales que W = U + ¥ ;{Qué relacion

existe entre los vectores T (1), T(¥) y T(W)?

3.- Muestra como estd definida explicitamente la funcion T. Mas atn si U = (x,y),

halla T (x, y).
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4.- ;Sera T una transformacion lineal? (justifique su respuesta)

I11. Grafica G
La grafica adjunta muestra dos vectores i y T (1) en R?, donde T es una funcion de R?

en R? (El dominio de T es R?)

1.- {Qué relacion puede describir entre el vector U y su imagen T (1) ?

—

2.- Dado los vectores U, U y w en el dominio de T, tales que W = U + ¥ {Qué relacion

existe entre los vectores T (), T(v) y T(W)?
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3.- Muestra como esta definida explicitamente la funcion T. Mas alin si U = (x,y),

halla T (x,y) para el caso que larectasea: y = 0 (eje X),x =0 (ejeY)y y = x.

4.- (Sera T una transformacion lineal? (justifica su respuesta)
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ACTIVIDAD 2

NOMBRE:

INSTRUCCIONES: No es necesario tener un conocimiento previo del software GeoGebra
para el desarrollo de esta actividad. Solo se usara la manipulacion de movimientos con el

mouse sobre el vector u , teniendo en cuenta que al vector solo puede ser movido por el borde

del cuadrado de lado 1.
|. Gréafica 1

La gréfica adjunta muestra dos vectores 1 y T (1) en R? , donde T es una transformacion

lineal de R? en R? (El dominio de T es R?)

1.- ;Qué valores toma T (1) cuando U son los vectores candnicos? ;Qué relacion hay
entre U y su respectivo T (1) para cada vector candnico? (COMENTE) Y muestre

la matriz A de T relativa a la base canonica.

2.- Escriba el par (x,y) como combinacion lineal de los vectores candnicos y luego

sefiale como estd definida explicitamente la transformacion lineal T (x, y). Analice

X
si es cierto que T(x,y) = A (y)
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3.- Usando las respectivas definiciones, determine la imagen y ntcleo de T. De un

elemento de la imagen y del nucleo respectivamente.

4.- Grafique (sombree) la imagen y nucleo de T, y los elementos de la pregunta

anterior.
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I1. Gréafica 2

La gréfica adjunta muestra dos vectores 1 y T(1) en R? , donde T es una transformacion

lineal de R? en R? (El dominio de T es R?).

1.- {Qué valores toma T (i), cuando: U = (1,0); 4 = (0,1); u = (0,0) yu = (1/2,1)?
(Qué relacion hay entre U y su respectivo T(1)? (COMENTE). Y muestre la matriz

A de T relativa a la base candnica.

2.- Escriba el par (x,y) como combinacion lineal de los vectores candnicos y luego
seflale como esta definida explicitamente la transformacion lineal T (x, y). Analice si

x
es cierto que T(x,y) = A (y)
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3.- Usando las respectivas definiciones, determine la imagen y nticleo de T. De un

elemento de la imagen y del nticleo respectivamente.

4.- Grafique la imagen y nucleo de T, y los elementos de la pregunta anterior.
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