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Resumen

El presente trabajo de Tesis muestra tres metodologías distintas para obtener la composi-

ción más eficiente de un portafolio de acciones a través de la optimización matemática,

a partir de la media, varianza y asimetría, de algunas acciones seleccionadas del Índice

Selectivo de la Bolsa de Valores de Lima, dichas metodologías parten de la ampliación de

la Teoría de Portafolios Eficientes de Markowitz.

Las acciones fueron seleccionadas teniendo en consideración la antigüedad de su coti-

zación en la Bolsa de Valores de Lima, puesto que se trabaja con precios de acciones

semanales, aquellas que recientemente cotizan en bolsa no tienen información suficiente

para obtener matrices de varianza/covarianza y asimetría/coasimetría, adecuadamente

definidas.

La primera metodología de solución genera portafolios que se encuentran en la Superficie

Eficiente, es decir portafolios que no pueden mejorar en alguna de las variables (media,

varianza o asimetría) sin desmejorar en otra, la selección de cualquiera de ellos depen-

derá de las características del inversionista, como el nivel de aversión al riesgo, entre otros.

La segunda metodología es la optimización Lexicográfica, basada en la optimización suce-

siva de la media, varianza y asimetría, teniendo siempre como restricciones los parámetros

obtenidos en la optimización anterior. Dado que el orden de las optimizaciones influye en

la solución final, se aplicó la metodología bajo todas las combinaciones posibles. Los

portafolios que se obtuvieron fueron soluciones de esquina, y en la mayoría de los casos

no hubo cambio desde la primera optimización.

La tercera metodología es la optimización por Niveles Objetivo, donde se plantean obje-

tivos deseables de media, varianza y asimetría, que en nuestro caso fueron los obtenidos

de los portafolios del Índice General de la Bolsa de Valores de Lima y del Índice Selec-

tivo de la Bolsa de Valores de Lima. El portafolio solución superó en todos los casos los

índices objetivo.
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INTRODUCCIÓN

El modelo de selección de portafolio de acciones, a partir de un modelo de optimización

matemática, más difundido es el modelo de Media - Varianza de Markowitz, debido a que

dicho modelo ofrece relativa simplicidad para obtener resultados, y facilidad para com-

prender los parámetros empleados en la optimización, características que son valoradas

por los inversionistas que buscan herramientas rápidas para tomar decisiones que les per-

mitan aprovechar oportunidades de obtener rentabilidad en mercados de acciones muy

dinámicos y altamente sofisticados.

Sin embargo, dicho modelo omite características importantes del comportamiento de las

acciones al basarse únicamente en la media y la varianza, puesto estadísticos como la

asimetría proveen información importante. En ese sentido, la asimetría indica si la distribu-

ción de probabilidades de una acción o un portafolio tiene mayor probabilidad de obtener

valores mayores a su promedio o menores a éste, información que no puede deducirse

a partir de la media y varianza, y que un inversionista racional desea incorporar en su

proceso de selección.

En ese sentido, adicionar la asimetría a un modelo de selección de portafolios de ac-

ciones resulta de gran importancia para un inversionista, y como se verá en la presente

tesis, no resulta significativamente más complicado que el modelo media - varianza, así

como tampoco la interpretación de los resultados requiere de un conocimiento profundo

de la matemática detras del proceso de optimización.

Por otro lado, en los últimos años el crecimiento de la Bolsa de Valores de Lima, a pesar

de la crisis internacional genera que cada vez los inversionistas sean más sofisticados al

momento de realizar la selección de la composición de su portafolio de acciones.

Teniendo en cuenta todo lo antes señalado, la presente tesis desarrollará un modelo de

optimización matemático para la adecuada selección de portafolios eficientes con relativa

simplicidad, empleando para ello la media, varianza y asimetria de los datos históricos de

algunas acciones seleccionadas de la Bolsa de Valores de Lima. Modelo que permitirá

aprovechar la coyuntura favorable actual en el Perú, y que en los próximos años, con la

experiencia obtenida en Perú y una vez superada la crisis internacional, podría replicarse

con acciones del exterior.

1



1 MARCO TEÓRICO

1.1 Concepto de riesgo

El riesgo es la posibilidad que un evento salga fuera de los parámetros esperados, desde

el punto de vista de las finanzas es la posibilidad de que el retorno de un activo tenga un

valor diferente del retorno esperado. Sin embargo no todas las personas perciben el riesgo

de la misma manera, de ahi que se han propuesto tres clasificaciones a las percepciones

de las personas respecto del riesgo:

• Averso al Riesgo: Es la persona que no está dispuesta a aceptar más riesgo a

menos que obtenga mayores retornos a cambio.

• Indiferente al Riesgo: Es una persona que no tiene preferencias entre aceptar una

inversión con un retorno y riesgo determinado a otra inversión con el mismo retorno

pero un mayor nivel de riesgo.

• Amante del Riesgo: Es una persona que está dispuesta a aceptar mayores niveles

de riesgo manteniendo igual el retorno de la inversión.

En el ámbito de las finanzas, la varianza es ampliamente utilizada como medida de riesgo

de los activos en forma individual o en combinación de ellos.

1.2 Teoría de utilidad

1.2.1 Teoría Clásica de la Utilidad

En el siglo XVII d.C., matemáticos como Blas Pascal y Pierre de Fermat, sostuvieron que

las personas que participaban en juegos de apuestas, normalmente escogían de entre

dos juegos por aquel que tuviese el mayor retorno esperado. Así, si en un juego determi-

nado los ingresos (al ganar y perder) están dados por el vector (A1, A2, . . . , An) con una

probabilidad asociada dada por el vector (p1, p2, . . . , pn), el valor del retorno esperado del

juego estará dado por:
∑

j pjAj . Pascal y Fermat sostenían que las personas racionales

deberían escoger el juego que ofrezca el mayor retorno esperado sin importar las prefer-

encias individuales, y son las percepciones subjetivas diferentes que tienen los individuos

sobre las probabilidades de ganar o perder, las que causan que alguien ofrezca el juego y

2



que otra persona lo juegue. También según ésta teoría la variabilidad de los retornos no

tiene importancia.

Sin embargo Nicolás Bernoulli mostró la debilidad de esta teoría a través de un ejemplo

llamado ‘La paradoja de San Petersburgo’
1 que se explica a continuación:

“Suponga que una moneda será lanzada al aire hasta que aparezca la primera cara. Al ju-

gador se le pagará 2num. si la cara aparece en el intento ‘n’. Qué precio estaría dispuesto

a pagar el jugador por el privilegio de jugar?” El retorno esperado del juego estaría dado

por:

E = 2

(

1

2

)

+ 22
(

1

2

)2

+ . . . + 2n

(

1

2

)n

= 1 + 1 + 1 + . . . = ∞

Entonces de acuerdo a la teoría planteada por Pascal y Fermat, cualquier persona debería

estar dispuesta a pagar cualquier enorme suma de dinero por participar en el juego, y ello

es claramente absurdo. Bernoulli sostenía que las personas deberían escoger el juego

que maximize la utilidad esperada en lugar de escoger a aquel que maximice el retorno

esperado. Por ejemplo, si un jugador tiene como función de utilidad u = log(x), donde x

es el ingreso generado por el juego, entonces:

E(u) =
∑

nlog2

(

1

2

)n

, n = 1, 2, 3, . . . ,∞.

Que se demuestra converge a un número finito β. De acuerdo con Bernoulli, el máximo

ingreso (α), que un individuo estaría dispuesto a pagar esta dado por: log(α) = β.

Sin embargo Bernoulli no ofrecía razones contundentes y suficientemente generales por

las cuales un individuo debería regir sus elecciones por esta teoría

1.2.2 Teoría Moderna de la Utilidad

Muchos años después de Bernoulli, John Von Neuman y Oskar Morgensten postularon

una serie de axiomas suficientemente racionales, donde de cumplirse éstos, es posible

construir una función de utilidad cardinal, mas aun los axiomas estipulan que un individuo

que escoge entre dos loterías, deberá escoger aquella lotería que maximice su utilidad

esperada, así:

Sean ‘n’ resultados dados por X = (x1, x2, . . . , xn) asociados a diferentes probabilidades

1BISWAS, Tapan “Decision Making Under Uncetainty”. Londres, 1997.
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de ocurrencia pi, i=1, 2, . . . , n, donde los resultados finales de la lotería estarán dados por

L = (p1x1, p2x2, . . . , pnxn). Sin perder generalidad asumimos que: x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn.

Axioma1: La preferencia se estima entre dos resultados de las loterías, y tienen una

relación transitiva, es decir que para cualquier xi y xj se cumple que xi ≥ xj o

xj ≥ xi; además si xi ≥ xj y xj ≥ xk esto implica que xi ≥ xj ≥ xk.

Axioma2: Un individuo es indiferente entre cualquier lotería compuesta y una simple que

involucren x1, x2, . . . , xn como posibles pagos, donde las probabilidades de la

lotería simple son seleccionadas de acuerdo a las leyes de la probabilidad ordinaria,

en particular si:

L(i)=
(

p
(i)
1 x1, p

(i)
2 x2, . . . , p

(i)
n xn

)

Entonces:2

(

q1L
(1), q2L

(2), . . . , qsL
(s)

)

∼ (k1x1, k2x2, . . . , knxn)

Donde efectuando y organizando tenemos que: ki = q1p
1
i + . . . + qsp

s
i .

Axioma3: Un individuo es indiferente entre cualquier posible pago xi y alguna lotería que

involucre solo x1 y xn. Por ejemplo: Existe un número ui tal que:

xi ∼ [uix1, 0x2, 0x3, . . . , 0xn−1, (1 − ui)xn]

Axioma4: En cualquier lotería L, x∗
i es sustituible por xi así:

(p1x1, . . . , pixi, . . . , pnxn) ∼ (p1x1, . . . , pix
∗
i , . . . pnxn)

Axioma5: La preferencia entre las loterías es transitiva.

Axioma6: Un individuo prefiere estrictamente una lotería (px1, (1 − p)xn) a otra lotería

(p∗x1, (1 − p∗)xn) o es indiferente entre ellas solo si: p � p∗ o p = p∗ respectiva-

mente.

Estos seis axiomas son suficientes para garantizar la existencia de una función de utilidad

Neuman-Morgenstern, y para establecer la teoría de la utilidad esperada.

2El símbolo ∼ denota equivalencia
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1.3 Funciones de utilidad

Si bien las funciones de utilidad dependen de cómo un individuo evalúe su riqueza a partir

de factores tales como el grado de inversión en el activo, costo de adquirir el activo, etc.

existen algunas formas generales que toman las funciones de utilidad que son aversas al

riesgo. La forma que adopta una función de utilidad tiene estrecha relación con el nivel de

riesgo que se acepta3, así podemos enumerar algunas de las más representativas:

• U = xα, 0 ≤ α ≤ 1

• U = ln(x)

• U = a + 2bx + c2, x ≤ b/c

• U = 1 − e−(αx+β)

• U = (ax + b)c, (a, b � 0; c ≺ 1)

1.4 Criterios de dominio estocástico

Los criterios de dominio estocástico son axiomas básicos que establecen el órden de

las preferencias que debe tener un inversionista racional ante distintos activos, y que ter-

mina en la formulación de la función de utilidad. A pesar de que inicialmente se postu-

laron como la base del modelo de selección de portafolio de activos de Media-Varianza

[Markowitz(1979)], su uso también se hace extensivo a cualquier otro modelo que quiera

utilizarlo puesto en su forma general no hace ninguna suposición sobre la forma de la

función de probabilidad de los retornos de los activos, e inclusive tampoco hace ninguna

distinción entre las diversas formas que pueden tomar las funciones de utilidad.

Así fueron propuestos 3 criterios básicos, donde cada uno es más “poderoso”4 que el

anterior.
3BISWAS, Tapan “Decision Making Under Uncetainty”. Londres, 1997.
4ELTON, Edwin J. y GRUBER, Martin J. “Modern Portfolio Theory and Investment Analysis”. New York,

1991
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1.4.1 Dominio Estocástico de Primer Órden

El Dominio Estocástico de Primer Orden (FSD por sus siglas en inglés) muestra que los in-

versionistas prefieren más a menos, es decir un inversionista escogerá entre dos opciones

de inversión en activos por aquel que tenga un rendimiento esperado mayor. Formalmente

si: f (R) y g (R) representan la función de densidad de los retornos de los portafolios F y

G respectivamente con dominio en [a, b], se demuestra que F domina al portafolio G si se

cumple que:
∫ R

a
[f (y) − g (y)] dy ≤ 0

Para cada R ∈ [a, b] con por lo menos una estricta desigualdad, la única condición es que

la función de utilidad sea monótona creciente U ′ (R) � 0 ∀ R ∈ [a, b]

Prueba

Dadas las condiciones especificadas anteriormente, F es preferido a G si el valor espe-

rado de la utilidad de la distribución F es más grande que el valor esperado de la utilidad

esperada de G. El valor esperado de la utilidad de:

F =

∫ b

a
U (x) dF (x)

Y el valor esperado de la utilidad de:

G =

∫ b

a
U (x) dG (x)

Donde a y b son los valores extremos que F y G pueden tomar. Así para que F sea

preferida a G:
∫ b

a
U (x) dF (x) �

∫ b

a
U (x) dG (x)

∫ b

a
U (x) dF (x) −

∫ b

a
U (x) dG (x) � 0

Recordando el procedimiento para la integración por partes, hacemos u = U (x) y dw =

d [F (x) − G (x)], quedando así:

∫ b

a
U (x) d [F (x) − G (x)] = U (x) [F (x) − G (x)]ba

−

∫ b

a
U ′ (x) [F (x) − G (x)] dx

6



Además por propiedades de las funciones acumuladas tenemos que F (b) = G (b) = 1

y F (a) = G (a) = 0, por ello el segundo término de la presente ecuación tiene que ser

positivo; como se asumió que U ′ (x) es mayor o igual a cero, necesariamente el término

[F (x) − G (x)] es negativo lo que se traduce en que F (x) es menor o igual que G (x)

para todo x. Donde, para que por lo menos un valor sea diferente de cero, algún valor

entre [a, b] debe cumplir la desigualdad estricta.

Esto quiere decir que la probabilidad que un x sea menor que un x1 dado, es mayor o igual

en G (x) que en F (x), o en términos más simples la probabilidad de tener rendimientos

más bajos es mayor o por lo menos igual en G (x) que en F (x) para todo x1 ∈ R

1.4.2 Dominio Estocástico de Segundo Órden

El Dominio Estocástico de Segundo Orden(SSD por sus siglas en inglés) complementa

al FSD, añadiendo que los inversionistas son aversos al riesgo, es decir un inversionista

prefiere obtener el rendimiento más alto en el peor de los casos, que obtener el rendimiento

más alto en el mejor de los casos, así por ejemplo un inversionista es averso al riesgo si

dados los activos A y B que cumplen:

Tabla 1: Ejemplo: Activos A y B

A B

Retorno Probabilidad Retorno Probabilidad

6 0.5 5 0.5

8 0.5 9 0.5

Según el FSD RA = 6 ∗ 0.5 + 8 ∗ 0.5 = 7 y RB = 5 ∗ 0.5 + 9 ∗ 0.5 = 7, no llegamos

a ninguna solución. Sin embargo si analizamos la tabla 1, vemos que en el peor de los

casos el activo A obtiene 6%, y el activo B obtiene 5%, es decir se obtiene un 1% extra de

A si sucede el peor de los casos, pero si sucede el mejor de los casos, se obtien 8% de

A y 9% de B, es decir se pierde 1% de escoger A. Si el inversionista es averso al riesgo

estará dispuesto a perder 1% en el mejor de los casos, solo para obtener 1% extra en el

7



peor de ellos. Formalmente tenemos que:

∫ R

a

∫ y

a
[f (w) − g (w)] dwdy ≤ 0

Para todos los valores de R ∈ [a, b], con una estricta desigualdad para almenos algún R

∈ [a, b], aquí las condiciones de las funciones de utilidad son más estrictas que en el FSD;

en el SSD U ′ (R) � 0 y U ′′ (R) ≺ 0, ∀ R ∈ [a, b]

Prueba

Asumiendo que se cumple el FSD y además que U ′′ (R) ≺ 0, ∀ R ∈ [a, b].

Se demostró en el FSD que:

∫ b

a
U ′ (x) [F (x) − G (x)] dx � 0

Integrando por partes una vez más, tenemos que:

−U ′ (x)

∫ x

a
[F (y) − G (y)] dy|ba +

∫ b

a
U ′′ (x)

∫ x

a
[F (y) − G (y)] dxdy

Ó

−U ′ (b)

∫ b

a
[F (y) − G (y)] dy +

∫ b

a
U ′′ (x)

∫ x

a
[F (y) − G (y)] dxdy

Por definición U ′ (b) � 0, por lo tanto el primer término de la ecuación es positivo si

la integral es negativa. También por definición U ′′ (b) ≺ 0, por lo que el segundo término

será positivo si la integral es negativa o cero para todos los valores de x. Para los términos

diferentes de cero, la integral debe ser estrictamente negativa para al menos un valor de x

1.4.3 Dominio Estocástico de Tercer Órden

El Dominio Estocástico de Tercer Órden (TSD por sus siglas en inglés) refina los criterios

anteriores, este criterio asume que los inversionistas muestran aversión al riesgo abso-

luta decreciente, es decir ante grandes retornos, el inversionista está dispuesto a aceptar

menores probabilidades de ocurrencia (sin dejar de lado el FSD y el SSD). Una de las

propiedades de una función de utilidad que muestra aversión al riesgo absoluta decre-

ciente es que posee una tercera derivada positiva, y el TSD usa éste hecho. Según el

TSD, el portafolio F domina al G si se cumple que:

∫ R

a

∫ y

a

∫ w

a
[f (z) − g (z)] dwdydz ≤ 0
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Para todos los valores de R ∈ [a, b], con una estricta desigualdad para almenos un R ∈

[a, b], y:
∫ R

a

∫ y

a
[f (w) − g (w)] dwdy ≤ 0

Donde R varía continuamente en el intervalo cerrado [a, b], además debe cumplirse que

U ′ (R) � 0, U ′′ (R) ≺ 0, y U ′′′ (R) � 0 ∀ R ∈ [a, b]

Prueba

F domina a G si el valor esperado de la utilidad de F es más grande que el valor esperado

de la utilidad de G. Además en la demostración del SSD obtuvimos que:

−U ′ (b)

∫ b

a
[F (y) − G (y)] dy +

∫ b

a
U ′′ (x)

∫ x

a
[F (y) − G (y)] dxdy � 0

Integrando por partes el segundo término obtenemos:

−U ′ (b)

∫ b

a
[F (y) − G (y)] dy + U ′′ (b)

∫ t

a

∫ b

a
[F (y) − G (y)]dydt

−

∫ a

b
U ′′′(x)

∫ x

a

∫ t

a
[F (y) − G (y)] dydxdt

Si recordamos que:
∫ b

a
[F (y) − G (y)] dy

es una integral de valor negativo, y además se asumió que U ′ (x) � 0, U ′′ (x) ≺ 0 y

U ′′′ (x) � 0, entonces todos los términos toman valores positivos con lo cual se demuestra

el teorema.

1.5 Optimización de modelos matemáticos

1.5.1 Programación Lineal

La programación lineal (PL) surgió de la necesidad de encontrar la mejor respuesta (res-

puesta óptima) a una necesidad que está sujeta a una serie de restricciones que limitan el

logro del objetivo propuesto; en términos matemáticos tenemos:

F.O : Max (Min) F (x1, x2, . . . , xn)

Sujeto a :

f1 (x1, x2, . . . , xn) ≤ a1
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. . . . . .

fm (x1, x2, . . . , xn) ≤ am

Rango de existencia :

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, . . . n

Las restricciones pueden ser relaciones de mayor igual, menor igual, estricta desigualdad

o igualdad dependiendo de la situación que se quiera modelar, y tanto la Función Objetivo

como las restricciones son funciones lineales.

A. Región Factible. Se define la región factible de un modelo de programación lineal

(PL) como un conjunto de puntos (x1, x2, . . . , xn) que satisfacen las restricciones

del modelo. Además esta región factible para cualquier PL es un conjunto convexo

(Si A y B son puntos factibles para un PL, entonces el segmento de recta que une A

y B también es factible)

B. Solución Óptima. Dado un punto x∗ de la región factible, es una solución óptima

cuando se cumple que f (x∗) ≥ f (x), (en el caso de minimización sería f (x∗) ≤

f (x)). Asimismo, se puede decir que para un modelo de PL, si se tiene una solución

óptima entonces ésta es un punto extremo de la región factible que es óptimo.

1.5.2 Programación No Lineal

Un problema de programación No Lineal(PNL) tiene una proposición bastante similar a la

de un problema de PL:

F.O : Max (Min) F (x1, x2, . . . , xn)

Sujeto a :

f1 (x1, x2, . . . , xn) ≤ = ≥ a1

. . . . . .

fm (x1, x2, . . . , xn) ≤ = ≥ am
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Rango de existencia :

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, . . . n

En el caso de un modeo de PNL, la solución óptima se define de la misma forma que en el

caso de un modelo de PL, pero hay muchas otras características que deben ser detalladas

para su correcta comprensión.

A. Región Factible. Las características de la región factible son similares a la de un

PL, sin embargo en un modelo de PNL a pesar que la región factible sea un con-

junto convexo, la solución óptima no tiene que ser un punto extremo de dicha región

factible, es más la solución óptima para un modelo de PNL podría no encontrarse

en la frontera de dicha región.

B. Extremo Local. Sea un punto factible x = (x1, x2, . . . , xn), es máximo local si

para un ε suficientemente pequeño, cualquier punto factible x∗ = (x∗
1, x∗

2, . . . , x
∗
n)

con |xi − x∗
i | ≤ ε (i = 1, 2, . . . , n) satisface f (x) ≥ f (x∗). Sin embargo es impor-

tante señalar que es posible que un máximo local no sea la solución óptima para un

modelo de PNL.

C. Optimización no Restringida. En el caso de un problema de optimización no lineal

sin restricciones con varias variables (también extensivo para el caso de una sola

variable) a diferencia de un modelo lineal puede existir una solución acotada y finita.

Si tenemos el modelo:

Max (Min) f (x1, x2, . . . , xn)

s.a (x1, x2, . . . , xn) ∈ <n

Se asume que existen derivadas parciales de primer y segundo órden de la función

f (x1, x2, . . . , xn) y son continuas en todos los puntos. Sea:

∂f (x̄)

∂xi

la derivada parcial de f (x1, x2, . . . , xn) con respecto a xi, evaluada en x̄. Entonces

si x̄ = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n) es un punto estacionario, debe de cumplirse que:

∂f (x̄)

∂xi
= 0
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A partir de un punto estacionario podemos definir un mínimo o máximo local o des-

cartarlo, esto a través de la matriz hesiana Hk (x̄) de acuerdo a la siguiente regla:

Si Hk (x̄) � 0, k = 1, 2, . . . , n entonces un punto estacionario x̄ es un mínimo local

para el PNL presentado líneas arriba. Además si para k = 1, 2, . . . , n, Hk (x̄) es

distinta de cero y tiene el mismo signo que (−1)k, entonces un punto estacionario x̄

es un máximo local para un modelo de PNL irrestricto.

Se deduce que si Hk (x̄) 6= 0 y no se cumplen las condiciones antes descritas,

entonces un punto estacionario x̄ no es un extremo local.

D. Optimización Restringida.

• Multiplicadores de Lagrange. Los multiplicadores de Lagrange se emplean para

PNL de la siguiente forma:

Max (Min) z = f (x1, x2, . . . , xn)

s.a gi (x1, x2, . . . , xn) = bi

Para resolver este PNL se asocia un multiplicador λi con la i-ésima restricción y se

forma la función de Lagrange:

L (x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm) = f (x1, x2, . . . , xn)

+
m

∑

i=1

λi [bi − gi (x1, x2, . . . , xn)]

Para que el punto
(

x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m

)

sea una solución de este PNL,

debe ser solución para el siguiente problema irrestricto:

Max (Min) L (x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm)

Para que este punto sea una solución óptima del PNL deben de cumplirse algunas

condiciones:

– Si el modelo de PNL es de maximización, f (x1, x2, . . . , xn) es una función cón-

cava y cada gi (x1, x2, . . . , xn) es una función lineal, entonces cualquier punto
(

x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m

)

que sea solución del PNL irrestricto planteado

líneas arriba producirá una solución óptima (x̄1, x̄2, . . . , x̄n).
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– En el caso que el PNL sea de minimización, f (x1, x2, . . . , xn) una función

convexa y cada gi (x1, x2, . . . , xn) una función lineal, entonces cualquier punto
(

x̄1, x̄2, . . . , x̄n, λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄m

)

que sea solución del PNL irrestricto planteado

líneas arriba producirá una solución óptima (x̄1, x̄2, . . . , x̄n).

Para mayor detalle de este método de solución véase Rardin (1998) o Winston

(2004).

• Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Las condiciones de KKT son una ge-

neralización de los multiplicadores de Lagrange explicados anteriormente, se aplica

al modelo de PNL que tienen la forma:

Max (Min)f (xj)

Sujeto a:

gi (xj) ≥ bi

gi (xj) ≤ bi

gi (xj) = bi

Donde f y gi son funciones diferenciables en todo el dominio y xj son las variables

del modelo.

Para encontrar una solución a este modelo, primero se deben encontrar los puntos

KKT de acuerdo a las siguientes condiciones:

Primero. Cualquier restricción que sea una inecuación debe ser activa en el óptimo

local o debe cumplir con que:

λi [bi − gi (xj)] = 0

Esto debe cumplirse para todas las i-esimas inecuaciones.

Segundo. Los multiplicadores de Lagrange λi de las restricciones i del modelo

inicial, deben satisfacer la siguiente tabla:

Tercero. Debe de cumplir con la ecuación del gradiente:

∑

i

∇gi (x) λi = ∇f (x)

Por lo tanto se puede decir que para cualquier x con su correspondiente λ que sa-

tisfaga estas tres condiciones se puede llamar punto de KKT.

13



Tabla 2: Condiciones KKT: Regla de los multiplicadores λi

Objetivo i es ≤ i es ≥ i es =

Max. λi ≤ 0 λi ≥ 0 No def.

Min. λi ≥ 0 λi ≤ 0 No def.

Se puede demostrar que un punto de KKT es aquel que no admite dirección que

satisfaga las condiciones de primer órden para mejorar la solución del PNL, por lo

tanto las condiciones de KKT son suficientes para establecer un óptimo cuando la

ausencia de direcciones factibles son suficientes5. El caso mas común son con los

programas convexos, donde si un punto x es un punto de KKT en un programa

convexo, entonces x es un óptimo global.

Sin embargo existen casos, aunque muy raros, en los que un óptimo global de un

programa convexo no es un punto de KKT. Por ello existen una serie de calificaciones

para las restricciones que complementan las condiciones antes dadas, donde cada

óptimo local o global es un punto de KKT (Véase Bazaraa y Shetty (1993)).

1.5.3 Optimización Multiobjetivo

La optimización multiobjetivo son un conjunto de metodologías para modelar problemas

que persiguen más de un objetivo a la vez, es decir cuando no se pueden reducir los prob-

lemas a un único objetivo, se emplea esta metodología aunque en la mayoría de los casos

pueda resultar más complicada. A continuación se desarrollarán algunas metodologías

para la solución de este tipo de problemas:

A. Frontera Eficiente.
6 Para construir la frontera eficiente es necesario definir lo que

es un punto eficiente, de esta manera si tenemos f1 . . . fn las funciones objetivo de

un problema de maximización tales que fi : <m → <, y sea x∗ un punto factible del

modelo. El punto x∗ será un punto eficiente si no existe otro punto factible y∗ tal que

fi (y
∗) ≥ fi (x

∗) para todo i = 1, . . . , n, donde para almenos un i∗ se cumpla que

fi∗ (y∗) � fi∗ (x∗).

5RARDIN, Ronald L. “Optimization in Operations Research”. New Jersey, 1998
6Ibid
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Como se puede observar, la definición anterior puede generar muchos puntos efi-

cientes para un mismo problema, que pueden ser considerados unos mejores que

otros dependiendo del criterio que se utilice, por lo que se hace conveniente generar

un rango de soluciones eficientes, los cuales en su conjunto se llaman frontera efi-

ciente. Para la construcción de la frontera eficiente se recomienda consultar Rardin

(1998).

B. Optimización Lexicográfica. Esta metodología se utiliza principalmente para pro-

blemas que tengan más de dos funciones objetivo por optimizar. El rango de solu-

ciones eficientes para problemas con varias F.O puede ser enorme, por ello se re-

duce el modelo multiobjetivo a una secuencia de optimizaciones simples que con-

sideran una sola función objetivo en un estricto órden de importancia. La función

objetivo más importante es optimizada primero, luego la segunda es optimizada su-

jeta adicionalmente a que la primera función objetivo tiene por lo menos su valor

óptimo y asi sucesivamente. Para mayor detalle de este método, se recomienda

revisar Rardin (1998).

1.5.4 Optimización por Metas

La programación multiobjetivo asume que siempre estamos buscando una solución mejor

(ya sea en maximización buscando más o en minimización buscando menos) sin consi-

derar si hemos alcanzado o no un nivel aceptable en un determinado objetivo. La progra-

mación por metas establece niveles a alcanzar por cada objetivo, en lugar de cantidades

por maximizar o minimizar. Para esto, se crean variables no negativas adicionales que

se suman a las funciones objetivo que se maximizan y se sustraen de las que se mini-

mizan, se establecen los niveles de los objetivos y se incluyen como restricciones junto

con estas variables no negativas, la única función objetivo sería la suma o resta de estas

variables adicionales que serán minimizadas. Para ello es indispensable tener adecuada-

mente identificados los niveles objetivos que se quieren alcanzar como mínimo, frecuente-

mente estos niveles objetivos se pueden trazar a través de la comparación con un sistema

similar o benchmark.

Sin embargo, existe la posibilidad que las soluciones de este modelo no sean eficientes,

es decir se pueda mejorar un objetivo sin afectar los demás objetivos, puesto cuando se
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alcanza el nivel objetivo, el modelo pierde incentivos para seguir mejorando en su solu-

ción. Para evitar soluciones ineficientes, se añaden fracciones suficientemente pequeñas

de los objetivos originales (que ahora se encuentran en las restricciones) dentro de la fun-

ción objetivo.

Para mayor detalle de este método, revisar Rardin (1998).
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2 CARACTERÍSTICAS EN LA SELECCIÓN DE UN PORTAFOLIO

DE ACTIVOS

En teoría un individuo puede consumir toda su riqueza inmediatamente despreciando todo

consumo futuro, sin embargo en la práctica no lo hará. Un individuo escoge consumir hoy

menos de lo que podría con el objeto de obtener mayor consumo futuro. En su sentido

más amplio la selección de carteras implica la elección de una opción (entre muchas otras)

que redunde en algún posible beneficio en algún instante posterior, como por ejemplo la

elección de un trabajo, una póliza de seguro, etc. Sin embargo, la teoría de carteras pro-

fundiza en la selección de un conjunto conveniente de inversiones líquidas, como invertir

en activos con riesgo, prestar, guardarlo líquido, etc., todas estas alternativas se consid-

eran como inversión. El problema principal radica en escoger a los activos adecuados, en

la proporción adecuada, a fin de obtener la máxima rentabilidad posible que estos puedan

ofrecer.

2.1 Activos

La cantidad de Activos que se pueden incluir dentro de un portafolio es infinita, sin em-

bargo debido a las restricciones de información y al costo de procesamiento de datos solo

se consideran algunos elegidos bajo criterios específicos. Se asume que todos los activos

son perfectamente divisibles y que dentro de los límites se puede invertir en cada uno de

ellos la cantidad que uno desee.

Para efectos del presente documento, solo se consideran como activos aquellos instru-

mentos de renta variable representativos del capital social de una empresa que se encuen-

tre cotizando activamente. La proporción invertida en un activo determinado se designa

como x1, la proporción invertida en el activo 2 como x2, etc., y todas las proporciones han

de sumar 1:
N

∑

i=1

xi = 1

2.2 Caracterización de un portafolio

Los activos, así como los portafolios que se conforman en combinación de ellos, son

caracterizados comúnmente por índices de naturaleza estadística denominados “momen-
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tos”, estos “momentos” son extensamente conocidos como la media (primer momento

respecto del origen), varianza(segundo momento respecto de la media), asimetría (tercer

momento respecto de la media), etc. A continuación se presentarán formalmente solo los

tres primeros momentos, pues son los de mayor relevancia para el presente trabajo.

2.2.1 Primer momento respecto del origen

Si tenemos una variable aleatoria X, con función de probabilidad f (x), podemos definir

una función de X que sea igual a la variable elevada a un exponente entero no negativo.

z (x) = xk, k ∈ Z, k ≥ 0

El valor esperado de z(x) es el k-ésimo momento de la variable X respecto a su origen:

µk = E
[

xk
]

=

∫ ∞

−∞
xkf (x) dx

k = 1, µ1 = E
[

x1
]

= E [x] = µ

A este primer momento respecto del origen se le llama también media aritmética de la

variable; según la teoría de portafolio si la variable X representa la rentabilidad de un

activo, entonces el primer momento respecto del origen representa la tendencia central de

la rentabilidad de dicho activo, es decir cómo se ha venido comportando la rentabilidad a

lo largo del tiempo de estudio.

En un portafolio de activos este primer momento respecto del origen se utiliza para hallar

el valor esperado de la rentabilidad del portafolio, así:

R (x) = E [r (x)] =
n

∑

i=1

Ri · xi

Donde:

R (x) es la rentabilidad del portafolio

E [r (x)] es el valor esperado de la rentabilidad aleatoria r del portafolio

Ri es la rentabilidad del activo i

xi es la proporción invertida en el activo i

2.2.2 Segundo momento respecto de la media

Si tenemos una variable aleatoria X, con función de probabilidad f (x), podemos definir

una función de X que sea igual a la diferencia de la variable y su media aritmética elevada
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a un exponente entero no negativo.

z (x) = (x − µ)k , k ∈ Z, k ≥ 0

El valor esperado de z(x) es el k-ésimo momento de la variable X respecto a su media:

µk = E
[

(x − µ)k
]

=

∫ ∞

−∞
(x − µ)k f (x) dx

k = 2, µ2 = E
[

(x − µ)2
]

= σ2

A este segundo momento respecto de la media se le denomina varianza; en un portafolio

de activos donde la variable X caracteriza a la rentabilidad de un activo, la varianza repre-

senta la volatilidad de la rentabilidad en el tiempo respecto de su valor central, mientras

mayor sea el valor de la varianza mayor será la dispersión de los posibles resultados de

la rentabilidad del activo, por lo que la media no representaría una verdadera tendencia

central y por ende se asumiría un mayor riesgo en el portafolio de incluirse el activo. La

varianza tiene unidades cuadráticas, lo que dificulta su interpretación, por lo que también

se utiliza la desviación estándar, que es la raiz cuadrada de la varianza. En caso se

quiera aplicar la varianza para dos variables aleatorias distintas X, Y se tomará el valor

esperado a la nueva función z (x, y), entonces tenemos:

σxy = E [(x − µ) (y − µ)]

A este valor se le denomina covarianza, y es una medida de la variación común a las

dos variables además del grado de relación que poseen. Sin embargo un indicador más

confiable del grado de relación que pueden tener dos variables es el coeficiente de co-

rrelación que está dado por:

ρ =
σxy

σxσy

El valor del coeficiente de correlación varía entre 1 y -1; tomará el valor de 1 cuando los

dos activos involucrados tengan correlación perfecta lineal en el mismo sentido, -1 cuando

posean una correlación lineal perfecta pero de sentidos opuestos, y 0 cuando no exista

relación entre dichos activos. En teoría de portafolio este índice de correlación nos muesta

que tanta relación tienen dos activos, esto es muy importante pues al momento de calcular

el riesgo de todo el portafolio no se hace linealmente como en el caso de la rentabilidad,
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la varianza del portafolio tiene la siguiente forma:

σ2
p =

N
∑

i=1

N
∑

j=1

xixj · σij

De aquí deducimos que mientras mayor sea la correlación negativa entre dos títulos distin-

tos menor será la varianza del portafolio, lo cual implica asumir un menor riesgo, de aquí se

desprende un concepto muy importante en teoría de portafolios y es el de diversificación

de las inversiones, pues si escogemos títulos correlacionados negativamente estaremos

minimizando el riesgo asistemático del portafolio y se formará una cartera eficiente que

más adelante se explicará con más detalle.

2.2.3 Tercer momento respecto de la media

El procedimiento antes descrito es el mismo, pero para un valor de k = 3, entonces

tenemos:

µ3 = E
[

(x − µ)3
]

Este tercer momento respecto de la media mide la asimetría de una distribución; si la

asimetría toma valores negativos (asimetría hacia la izquierda), quiere decir que la vari-

able en estudio toma valores muy bajos con mayor frecuencia que valores muy altos, si

la asimetría es positiva se puede decir lo contrario. En caso se quiera aplicar la asimetría

para variables distintas X, Y, Z, se formará la función f (x, y, z) y se tomará el valor esper-

ado, obteniendo:

γxyz = E [(x − u) (y − u) (z − u)]

En teoría de portafolios este índice nos muestra si un activo tiene probabilidades de altos

o bajos retornos, es decir si tenemos un activo con una distribución asimétrica hacia la

izquierda (es necesario recordar que no hace falta conocer la función de densidad), éste

tiene mayores probabilidades de obtener retornos muy bajos que obtener retornos muy

altos y viceversa; este índice toma el nombre de asimetría y se calcula de la siguiente

forma:

γ3
p =

N
∑

i=1

N
∑

j=1

N
∑

k=1

xixjxk · γijk

Obtener esta información e incluirla en un modelo de selección de portafolio nos permite

estructurar una cartera con mayor información que solo la volatilidad de los retornos, y

20



como en toda decisión mientras mayor información tengamos disponible, la decisión que

tomemos nos acercará más a nuestro objetivo.

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

Asimetría Negativa Asimetría Positiva

Figura 1: Distribuciones de Probabilidad Asimétricas

2.3 Diversificación

El riesgo asociado a la inversión en activos puede clasificarse básicamente en dos tipos, el

riesgo sistemático y el riesgo asistemático; el primero es el que ser refiere a los riesgos que

no son propios del activo en cuestión, como los riesgos de políticas económicas, niveles

de ahorro, tasas inflacionarias, etc. controlar este tipo de riesgo escapa de las manos del

inversionista; sin embargo el riesgo asistemático es aquel que es propio del mercado del

activo, o de la empresa que el activo representa, se cuantifica a través de la varianza, y

es este riesgo el que puede ser reducido a través de la diversificación de los activos. La

diversificación consiste en repartir nuestro capital a invertir entre diferentes activos que

esten, lo más posible, negativamente correlacionados, así la varianza se va reduciendo

hasta obtener valores mínimos.

2.4 Portafolios eficientes

Los portafolios eficientes son aquellos portafolios que no son dominados por ningún otro

portafolio en el espacio media-varianza, es decir es una cartera que no puede ser mejo-

rada, si se quisiera incrementar la rentabilidad de la cartera, esto solo se podría realizar
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asumiendo más riesgo (varianza). Estos portafolios eficientes, son la aplicación financiera

de los puntos eficientes descritos capítulos atras en el marco teórico, el conjunto de todos

los portafolios eficientes forma la frontera eficiente que nos señala un camino de inver-

sión que garantiza la mejor composición para el nivel de riesgo que queremos asumir de

acuerdo con la información entregada (básicamente promedios y desviaciones estándar

de los activos individuales).
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Figura 2: Frontera Eficiente

La línea punteada son puntos no representativos de la frontera eficiente, puesto si trazamos

una línea vertical en esa región cruzará a la gráfica en dos puntos distintos, el punto

que pertenece a la línea punteada posee la misma desviación estándar que el punto que

pertenece a la línea continua, pero menor rentabilidad por lo que se puede decir que los

portafolios de la línea continua dominan a los portafolios que pertenecen a la línea pun-

teada, lo que los excluye como parte de la frontera eficiente. Para mayor detalle de los

portafolios eficentes véase Sharpe (1976).

2.5 Venta en corto

La venta en corto es una expresión utilizada para denotar la venta de un activo que no se

encuentra dentro de nuestra cartera con la intención de comprarlo a menor precio en el

futuro.

En forma detallada, se puede decir que se vende un activo X en el tiempo t, a un precio
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P1, como no se posee el activo X, se alquila a un precio Q hasta un periodo pactado

t + 1. En t + 1 se debe recomprar el activo X a un precio P2 para entregarlo al arren-

datario, donde para obtener ganancias de esta operación el precio P2 deberá ser mayor

que P1 + Q.

El peligro de esta operación radica en la volatilidad que debe tener el activo, puesto el

precio de recompra (P2) deberá cubrir el costo de arrendar el activo, sin embargo el pre-

cio del activo podría caer y deberá cubrirse la pérdida más el costo de arrendar el activo.

En la realidad esta operación es utilizada para especular, es decir para causar un efecto

determinado en el mercado que pueda beneficiarme de alguna manera, es empleada nor-

malmente por fondos de inversión de alto riesgo (Hedge Funds).
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3 PRINCIPALES MODELOS DE VALUACIÓN Y SELECCIÓN DE

PORTAFOLIOS DE ACTIVOS

El presente capítulo presenta una serie de modelos que enmarcan la presentación del

modelo de estudio, se puede ver una clara evolución en las ideas subyacentes utilizadas

en los modelos, y esto por consiguiente en su complejidad por tratar de modelar el com-

portamiento de los activos en los mercados de valores.

3.1 Modelo de valoración de activos de capital (CAPM)

Es el modelo más conocido en la valoración de activos, incluye los siguientes supuestos:

• Los inversionistas evalúan su portafolio de acuerdo a su retorno esperado y su

desviación estándar

• Los inversionistas siempre desean obtener mayores rentabilidades y son aversos al

riesgo

• Los activos son infinitamente divisibles

• Hay una única tasa de interés libre de riesgo

• Se puede prestar o endeudarse al mismo nivel, no hay spread

• Los impuestos y costos de transacción son irrelevantes

• Todos los inversionistas tienen el mismo horizonte de transacción

• Todos los inversionistas pueden acceder a la misma tasa libre de riesgo

• La información es gratuita, instantánea y la misma disponible para todos los inver-

sionistas

• Existen expectativas homogéneas respecto a los retornos esperados, varianzas y

covarianzas para todos los inversionistas, por lo tanto, todos ven el mismo conjunto

eficiente
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Algunos de estos puntos son los más débiles de este modelo pues están bastante alejados

de la realidad.

La representación matemática de este modelo es de la siguiente manera:

E [RJ ] = RF + |E [RM ] − RF | β

Donde:

RJ :Rentabilidad del Activo J

RM :Rentabilidad del Mercado

RF :Rentabilidad del Activo Libre de Riesgo

β: es una medida de riesgo no diversificable o sistemático del activo individual J, definido

como:

β = Cov (RJ , RM ) /V ar (RM )

El valor de β para el portafolio de mercado M es la unidad(1)

El valor más importante del modelo es el β, existe una extensa bibliografía para determinar

cuál es el valor óptimo de este, en algunos casos se interpreta como el grado de riesgo

que el inversionista tiene, es decir cuanta relación guarda el portafolio propio con relación

a lo que suceda en el mercado.

3.2 Modelo de media-varianza de Markowitz

Este es un modelo de selección de portafolio de activos, pues dada una cartera base, el

modelo determina los pesos que deben de tener los activos en la cartera a fin de obtener

máxima rentabilidad con mínima varianza. En la forma estándar del modelo de Markowitz

se tienen las siguientes condiciones:

• La distribución de probabilidad de los precios de los activos es conocida

• El retorno del portafolio es la esperanza matemática del retorno de los activos

• El riesgo del portafolio es considerado como su varianza

Sea:

Xi: la proporción que se invertirá del activo “i” en el portafolio

Ri: el retorno del activo “i”, que es una variable aleatoria de distribución conocida y se
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cumple que ui = E [Ri]

Además sabemos que R = (R1, R2, . . . , Rn)T ; x = (x1, x2, . . . , xn)T ; u = (u1, u2, . . . , un)T

y Σ es la matriz varianza-covarianza del vector de la variable aleatoria R. Entonces por

simple lógica tenemos que:

Retorno del Portafolio: RT · x = R1x1 + R2x2 + . . . + Rnxn

E
[

RT · x
]

= uT · x

Varianza del Portafolio: V ar = xT · Σ · x

Este modelo ha sido resuelto y ampliamente estudiado, incluso existe un algoritmo para el

desarrollo del mismo que permite obviar las complejidades que implica resolver este mo-

delo matemático. Además es uno de los modelos más aceptados, puesto a partir de este

se puede determinar una frontera de inversión eficiente, que dependiendo del grado de

aversión al riesgo que tiene el inversionista se puede determinar un portafolio apropiado

que ofrezca la mayor rentabilidad posible.

3.3 Modelo de los números índices de Sharpe

El modelo de Sharpe se basa en la regresión lineal modelada de la siguiente manera:

Ri = αi + βi · Rm + ei

Donde:

Rm:Variable aleatoria de los índices del mercado

βi: Exposición del activo Ri al mercado, o visto de otra forma, el efecto que tiene el mer-

cado sobre el activo Ri

αi: Componente del retorno Ri

ei: Error de estimación del modelo
(

E [ei] = 0; V ar [ei] = σ2
ei; Cov [Rm, ei] = 0

)

, Además:

E [Rp] = E
[

RT · x
]

=
[

E (αi + βi · Rm)T · x
]

=
N

∑

i=1

xi (αi + βi · E [Rm])

σ2
p =

N
∑

i=1

x2
i β

2
i σ2

m +
N

∑

i=1

x2
i σ

2
ei

+
N

∑

i=1

xi

N
∑

j=1,j 6=i

xixjβiβjσ
2
m

Este modelo plantea una regresión lineal para estimar la rentabilidad del portafolio, sin

embargo muchos de los valores son ajustados subjetivamente de acuerdo al conocimiento

del mercado que tenga el usuario.
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3.4 Modelo de la media-semivarianza

Según este modelo el inversionista solo debe estar preocupado por el comportamiento del

precio de la acción cuando esta esté por debajo del valor de su media, así tenemos:

E
[

(min {R − E [R] , 0})2
]

Solo cuando el valor del activo esté por debajo de la media, el esperado tomará valor de

cero, y es cuando el inversionista deberá tomar medidas en el activo, puesto dejará de ser

atractivo invertir en este.

3.5 Modelo de la media objetivo

En este modelo el riesgo iguala el valor esperado de una función que es mayor o igual

que un retorno meta “t”, y es no decreciente en desviaciones por debajo del valor de “t”,

matemáticamente:

Max Fα [t] =

∫ t

−∞
(t − x)α dF (x) , α � 0

Donde:

t: Retorno meta que se busca lograr.

x: Retorno de la inversión.

α: Actitud del inversionista respecto del riesgo de caer debajo del valor de t.

F: Distribución de probabilidad del retorno de un portafolio.

Al igual que otros modelos tiene parámetros muy subjetivos como el α, que estima nu-

mericamente la actitud que tiene el inversionista respecto del riesgo que está dispuesto a

asumir.

3.6 Modelo de la media-varianza-asimetría

El tercer momento de la distribución de los retornos esperados es llamado “Skewness”,

que mide la asimetría de la distribución de probabilidad de los retornos. En este modelo

se busca obtener la media y el coeficiente de asimetría más altos sujetos a una varianza
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mímina; planteado en forma matemática tenemos, obtenemos lo siguiente:

Maximizar: E
[

(R (x) − r (x))3
]

Sujeto a:

E
[

(R (x) − r (x))2
]

= s2

r (x) = r

x ∈ X

Donde: X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}

Este modelo será desarrollado con más detalle en los siguientes capítulos de la presente

tesis.
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4 MODELO MEDIA-VARIANZA-ASIMETRÍA

En el presente capítulo se presentarán de forma teórica y paso a paso, los modelos escogi-

dos para seleccionar la composición óptima de un portafolio de acciones, teniendo como

punto de partida la media, varianza y asimetría histórica de un grupo de acciones previa-

mente seleccionado. Como se verá más adelante, la solución de los modelos requieren de

muchos pasos iterativos, por lo que la formulación aplicada a la Bolsa de Valores de Lima

(BVL), y que se encuentra en lenguaje AMPL, se presenta en los anexos, puesto incluye

declaraciones y extensas matrices de datos necesarias para el software, pero de poca

importancia para el adecuado entendimiento de los modelos presentados. Finalmente, es

importante recalcar que los desarrollos teóricos presentados son los efectivamente aplica-

dos a los datos recogidos de la Bolsa de Valores de Lima; y, que los resultados finales de

los modelos, se presentarán en el siguiente capítulo.

Si se considera un mercado con “n” activos riesgosos de retornos aleatorios, un inversio-

nista distribuirá su riqueza entre estos activos riesgosos buscando maximizar su renta-

bilidad esperada, minimizar su varianza y maximixar su asimetría al final del periodo de

inversión que éste fije.

4.1 Descripción

Si se plantea el modelo en forma general se tiene que:

• xi: La proporción de la riqueza invertida en el activo riesgoso “i”; i=1,2,. . . ,n

• µi: El promedio histórico de los retornos del activo riesgoso “i”; i=1,2,. . . ,n

• R (x): El retorno total del portafolio.

• σij : La covarianza histórica de los retornos entre ri y rj ; i,j=1,2,. . . ,n

• V (x): La varianza total del portafolio.

• γijk: La asimetría histórica de los retornos entre ri, rj y rk; i,j,k=1,2,. . . ,n

• S (x): La asimetría total del portafolio.
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Con la finalidad de simplificar el modelo, no se incorporan los costos de transacción de

la compra-venta de los activos; asimismo, se restringe la venta en corto de los activos,

pues por lo explicado en capítulos anteriores, es una operación muy riesgosa y debe ser

evaluada con criterios especiales que no se incluyen en el presente modelo.

Se debe señalar que existen algunas restricciones que serán comunes para todos los

modelos, así para restringir la venta en corto, es decir que la participación de cada una

de las acciones en el portafolio óptimo sea un numero mayor o igual a cero, se emplea la

siguiente restricción:

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n.

Asimismo, es necesario garantizar que la suma de las participaciones de cada una de las

acciones en el portafolio óptimo no sea mayor que uno, es decir que no se pueda invertir

más de lo que se tiene (100%), por lo que se emplea la siguiente restricción:

n
∑

i=1

xi = 1

Entonces, se deduce que el modelo tiene tres objetivos fundamentales a fin de escoger el

vector ~x óptimo:

Maximizar R (x)

Minimizar V (x)

Maximizar S (x)

Sujeto a:
n

∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n.

Donde definimos:

R (x) =
n

∑

i=1

µixi

V (x) =
n

∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj

S (x) =
n

∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

γijk xixjxk
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4.2 Optimización multiobjetivo

La optimización multiobjetivo, como su nombre lo indica, son técnicas diseñadas para

resolver modelos de optimización con más de una función objetivo. A continuación se

desarrollan dos metodologías distintas para resolver el modelo.

4.2.1 Optimización de Superficie Eficiente

La bibliografía revisada desarrolla modelos de frontera eficiente para programas de op-

timización con dos funciones objetivo, sin embargo por la naturaleza del problema es-

tudiado, la metodología empleada para extender su aplicación a un programa con tres

funciones objetivo es de desarrollo propio y consistente con los conceptos detrás de la

metodología para dos objetivos. Cuando tratamos con el modelo de Media-Varianza-

Asimetría, al tener tres objetivos claramente definidos, la frontera eficiente se transforma

en una superficie eficiente, pues cada uno de los objetivos representa un eje. Si bien la

construcción de esta superficie eficiente resulta laboriosa y operativa, su principal ven-

taja radica en la gama de portafolios óptimos que ésta metodología ofrece, y que con un

perfil de riesgo adecuadamente identificado o un nivel de rentabilidad definida, el inver-

sionista puede optar entre alguno de ellos.

Para encontrar esta superficie eficiente partimos de la frontera eficiente, con la misma

metodología estándar definida en Rardin (1998), y adicionalmente para las mismas ban-

das de varianza sobre las que se maximizó la rentabilidad, ahora se la minimiza, de esa

manera se obtienen los límites de una región factible de puntos
(

σ2, µ
)

sobre el cual se

maximizará la asimetría para obtener puntos de la superficie eficiente
(

σ2, µ, γ
)

. A conti-

nuación se detalla paso por paso la construcción:

1ero Obtención de la Frontera Eficiente

Maximizar: Minimizar:
n

∑

i=1

µixi

n
∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj

Sujeto a: Sujeto a:
n

∑

i=1

xi = 1
n

∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n
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La primera optimización busca maximizar la rentabilidad del portafolio R(x), sujeto a las

restricciones estándar que ya habíamos mencionado, como resultado se obtiene el punto
(

σ2
a1, µa1

)

que por definición resulta también el punto de máxima varianza, la segunda

optimización busca minimizar la varianza del portafolio V(x), sujeto a las mismas restric-

ciones, de aquí se obtiene el punto de mínima varianza
(

σ2
a15, µa15

)

.

De manera ilustrativa, se presentará por única vez en el cuerpo de la presente tesis, el

algoritmo computacional del lenguaje AMPL para la primera optimización (maximización

de la utilidad), se omitirán las matrices de datos a las que hace referencia los parámetros

de la programación por su extensión:

param n, integer;

set ACTIVOS := 1..n;

param r {i in ACTIVOS};

param v {(i,j) in {ACTIVOS,ACTIVOS}};

param s {(i,j,k) in {ACTIVOS,ACTIVOS,ACTIVOS}};

var x {j in ACTIVOS} >= 0;

maximize z : sum {i in ACTIVOS } r[i]*x[i];

subject to restriccion1 {i in ACTIVOS} : x[i]>=0;

subject to restriccion2 : sum{j in ACTIVOS} x[j]= 1;

El parámetro “n”, es el numero de acciones, que para nuestro modelo son 10, el parámetro

“r” es el vector de rentabilidades, el parámetro “v” es la matriz de dos dimensiones de va-

rianzas y covarianzas, y finalmente el parámetro “v” es la matriz de tres dimensiones de

asimetria y coasimetrias. También se declaran las variables “x” que representa la pon-

deración de la acción en el portafolio óptimo.

Es importante señalar, que se considera más importante la presentación de los modelos

en notación matemática que en lenguaje AMPL, puesto que no hace falta estar familiari-

zado con el software, y permite al lector realizar la optimización de los modelos con otro

software de su elección, lo que se vería dificultado de presentar los modelos en lenguaje

AMPL.

De forma similar se plantea la programación en lenguaje AMPL de los demás modelos en

los anexos.

Entre µa1 y µa15 se obtuvieron 13 valores equidistantes, a este grupo de valores lo lla-
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maremos
→
µa= {µa1, µa2, . . . , µa14, µa15}, sobre el cuál minimizaremos la varianza (fijando

la rentabilidad en cada punto) para obtener la frontera eficiente. Para ello ejecutaremos el

siguiente programa tantas veces como valores tiene
→
µa, variando cada vez cada uno de

los quince valores de
→
µa:

Minimizar:
n

∑

i=1

n
∑

j=1

σijxixj

Sujeto a:
n

∑

i=1

µi xi =
→
µa

n
∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n

Como se puede apreciar, se añadió una nueva restricción, que obliga al programa a bus-

car la mínima varianza para el nivel de rentabilidad fijado por ésta nueva restricción, sin

dejar de lado las demás restricciones ya comentadas.

De aquí obtenemos el vector
→

σ2
a=

{

σ2
a1, σ

2
a2, . . . , σ

2
a14, σ

2
a15

}

, por lo que la frontera efi-

ciente
→

FE estaría compuesta por quince pares ordenados (en el plano σ2µ), tal que
→

FE=
{(

σ2
a1, µa1

)

,
(

σ2
a2, µa2

)

, . . . ,
(

σ2
a14, µa14

) (

σ2
a15, µa15

)}

.

Los programas en lenguaje AMPL de todas las optimizaciones empleadas para este primer

paso se encuentran en el anexo 2.1.1.

2do Obtención de la Región Factible

Los puntos que se ubican por encima de la frontera eficiente
→

FE no son factibles, y los

que se ubican por debajo de ella no son eficientes, sin embargo estos últimos podrían

tener mejor asimetría que los puntos de la frontera eficiente. Para determinar ello es nece-

sario establecer una región factible de puntos sobre la que se maximize la asimetría, por

lo que dado que ya obtuvimos la cota superior de esta región (frontera eficiente), ahora

obtendremos la cota inferior o “frontera factible - ineficiente”, minimizando la rentabilidad

con la varianza fija en el vector
→

σ2
a:
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Minimizar:
n

∑

i=1

µixi

Sujeto a:
n

∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj =

→

σ2
a

n
∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n

Como se puede apreciar, a diferencia de la anterior optimización, aquí se minimiza al

rentabilidad del portafolio R(x), sujeto a que la varianza del portafolio V(x), tome uno a

uno los valores del vector
→

σ2
a, es decir se busca la rentabilidad mínima para un nivel de

varianza dado, teniendo en consideración las restricciones antes explicadas

De aquí obtenemos el vector
→

FFI=
{(

σ2
a1, µb1

)

,
(

σ2
a2, µb2

)

, . . . ,
(

σ2
a14, µb14

) (

σ2
a15, µb15

)}

de donde es importante señalar que en los casos observados empíricamente, µa1 = µb1,

y µa15 = µb15, es decir la región factible tiene esquinas, de esta manera sabemos que

cualquier punto fuera de la región compuesta por la cota superior
→

FE y la cota inferior
→

FFI, resulta no factible.

El programa en lenguaje AMPL de este segundo paso se encuentran en el anexo 2.1.2.

3ero Obtención de la Superficie Eficiente

Para obtener los suficientes parámetros para optimizar la asimetría y obtener una super-

ficie representativa sobre la región factible, se determinan 13 puntos equidistantes entre

cada uno de los puntos de la cota superior
→

FE y la cota inferior
→

FFI , excepto en las es-

quinas; por ejemplo entre los puntos
(

σ2
a2, µa2

)

y
(

σ2
a2, µb2

)

se trazan los puntos equidis-

tantes
{(

σ2
a2, µa2b2,2

)

, . . . ,
(

σ2
a2, µa2b2,14

)}

, de esa forma obtenemos una matriz M15x13 de

pares ordenados
(

σ2, µ
)

, más los dos puntos de las esquinas.
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M =



























(

σ2
a2, µa2

)

. . .
(

σ2
a14, µa14

)

(

σ2
a2, µa2b2,2

)

. . .
(

σ2
a14, µa14b14,2

)

. . .
. . . . . .

(

σ2
a2, µa2b2,14

)

. . .
(

σ2
a14, µa14b14,14

)

(

σ2
a2, µb2

)

. . .
(

σ2
a14, µb14

)



























Sobre cada punto de la matriz M se maximizará la asimetría, de acuerdo al siguiente pro-

grama:

Maximizar:
n

∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

γijk xixjxk

Sujeto a:
n

∑

i=1

µixi = My

n
∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj = Mx

n
∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n

Como se puede apreciar, en esta optimización se busca maximizar la asimetria del portafo-

lio S(x), sujeto a que, seleccionado un punto de la matriz M, la rentabilidad del portafolio

R(x) sea igual al componente y del punto seleccionado (My), y la varianza V(x) sea igual

al componenten x del mismo punto (Mx), esto se repite para cada uno de los puntos de la

matriz M.

El resultado final son 197 puntos que forman la superficie eficiente, cuyos resultados se

presentarán y discutirán en el siguiente capítulo. El programa, en lenguaje AMPL, de este

último paso se encuentra en el anexo 2.1.3.

4.2.2 Optimización Lexicográfica

Esta metodología se utiliza en modelos multiobjetivo con dos o más funciones objetivos,

pues como se vió en la sección anterior, el número de soluciones eficientes en un modelo
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de superficie eficiente, suele ser significativo, y de numerosos pasos.

La dificultad principal de este modelo radica en otorgar importancias relativas entre los

diversos objetivos a solucionar, puesto es necesario dar un órden a las optimizaciones

sucesivas de acuerdo a la importancia que tenga cada uno de los objetivos, siendo el

más importante el primero que los siguientes, y así sucesivamente, por ejemplo, si asu-

mimos que primero es la rentabilidad, luego la varianza y finalmente la asimetria (RVA),

tendríamos la siguiente secuencia:

Primer Paso:

Maximizar
n

∑

i=1

µixi

Sujeto a:
n

∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n.

De donde se obtiene el vector solución ~x1, que cumpla con R (~x1) = a

Segundo Paso:

Minimizar
n

∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj

Sujeto a:
n

∑

i=1

µixi ≥ a

n
∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n.

De donde se obtiene el vector solución ~x2, que cumple con R (~x2) ≥ a, y V (~x2) = b
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Y finalmente:

Maximizar
n

∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

γijk xixjxk

Sujeto a:
n

∑

i=1

µixi ≥ a

n
∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj ≤ b

n
∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0,∀i = 1 . . . n.

De donde se obtiene el vector solución ~x3, con R (~x3) ≥ a, V (~x3) ≤ b y S (~x3) = c.

Como se puede observar, la primera optimización maximiza la rentabilidad del portafolio

R(x) sujeta a las restricciones antes comentadas, la segunda optimización minimiza la

varianza del portafolio V(x), repitiendo las restricciones de la optimización anterior pero

añadiendo como restricción que se cumpla, por lo menos, la rentabilidad obtenida en la

optimización anterior (en esta restricción, por provenir de una maximización, la expresión

‘por lo menos’ se traduce en el signo ≥), la última optimización maximiza la asimetria del

portafolio S(x), igualmente respetando las mismas restricciones de la optimización anterior

y añadiendo como restricción que se cumpla, por lo menos, la varianza obtenida en la

optimización anterior (en esta restricción, por provenir de una minimización, la expresión

‘por lo menos’ se traduce en el signo ≤). El orden de la optimización depende de las pre-

ferencias del inversionista: maximizar las ganancias, minimizar el riesgo o aumentar las

probabilidades de retornos positivos. Es importante señalar que las restricciones otorgan

mayor libertad al emplear signos de desigualdad (≥ o ≤), en lugar de signos de igualdad

(=). Al tener tres objetivos distintos, alternando el orden de éstos se pueden formar 6

combinaciones distintas, la programación en lenguaje AMPL paso a paso de cada una de

estas 6 combinaciones se encuentran en el anexo 2.2.

4.3 Optimización por metas

Mientras la programación multiobjetivo busca la mejor alternativa para todos sus objetivos

sin considerar cuan satisfactorios sean los niveles alcanzados, la programación por metas
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busca alcanzar determinados niveles en sus objetivos, puesto es más realista al considerar

que la importancia de un objetivo disminuye una vez que este es alcanzado. El principal

problema de esta metodología es que requiere más información que los modelos anterio-

res, pues es necesario conocer cuantitativamente las metas de cada uno de los objetivos

a incluir en el modelo.

4.3.1 Optimización por Niveles Objetivo

En esta metodología las funciones objetivos se transforman en restricciones ‘suaves’, es

decir restricciones que son deseables pero pueden ser violadas en la solución final, con

dicho fin se crean variables de desviación, que son utilizadas para almacenar el monto en

que las restricciones suaves son violadas.

Sin embargo, las soluciones obtenidas a través de esta metodología no garantizan la ob-

tención de puntos eficientes, puesto cuando en un modelo se alcanzan los objetivos y

las variables de desviación alcanzan el valor de cero, nada en el modelo alienta a alcan-

zar mejores resultados. Por ello, para asegurarnos que el modelo alcance soluciones efi-

cientes, es necesario incluir un pequeño múltiplo positivo de cada objetivo de minimización

del programa original, y un pequeño múltiplo negativo de cada objetivo de maximización

original. Para mayor detalle de este arreglo revisar Rardin(1998).

En el caso del modelo de Media-Varianza-Asimetría, si definimos las metas de R (x) como

un valor r1, de V (x) un valor v1 y de S (x) a s1, y le damos la misma prioridad a los tres

objetivos, el modelo quedaría de la siguiente manera:

Minimizar: u1 + z2 + u3 − 0.001







n
∑

i=1

µixi −
n

∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj +

n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

γijk xixjxk







Sujeto a:
n

∑

i=1

µixi + u1 − z1 = r1

n
∑

i=1

n
∑

j=1

σ2
ij xixj + u2 − z2 = v1

n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

γijk xixjxk + u3 − z3 = s1

n
∑

i=1

xi = 1

xi, ui, zi ≥ 0,∀i = 1 . . . n.
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La primera restricción busca que la rentabilidad del portafolio R(x) sea igual al nivel r1 de-

seado, buscando siempre que no sea menor que éste al minimizar u1; de igual manera se

busca que la varianza del portafolio V(x) sea igual al nivel v1 deseado, buscando siempre

que no sea mayor que éste al minimizar z2; y finalmente se busca que la asimetria del

portafolio S(x) sea igual al nivel s1 deseado, buscando siempre que no sea menor que

éste al minimizar u3, cumpliendo también las demás restricciones que han sido explicadas

con anterioridad.

Como se puede apreciar, este modelo requiere de niveles objetivo que el inversionista de-

sea de su portafolio, en ese sentido, para efectos del presente documento se utilizaran

como niveles objetivo los resultados históricos del Índice Selectivo de la Bolsa de Valores

de Lima (ISBVL), y el Índice General de la Bolsa de Valores de Lima (IGBVL).

El programa, en lenguaje AMPL, para la optimización por metas con los niveles objetivo del

ISBVL se encuentra en el anexo 3.1.1, y con los niveles objetivo del IGBVL se encuentra

en el anexo 3.1.2.
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5 APLICACIÓN DEL MODELO MEDIA-VARIANZA-ASIMETRÍA EN

LA BVL

En el presente capítulo se presentarán los resultados de la aplicación de los modelos

teóricos presentados en el capítulo anterior y cuya programación en lenguaje AMPL, paso

por paso se encuentra en los anexos adjuntos al presente documento.

5.1 Selección de acciones para la construcción de portafolios

Para el desarrollo de los modelos de solución propuestos en el capítulo anterior, es nece-

sario identificar ciertos criterios a seguir para obtener una base de datos confiable y de-

bidamente estructura que responda a todos los requisitos de los modelos, así deberán

cumplirse las siguientes condiciones:

• El periodo de análisis elegido para cada uno de los activos será desde enero del

2001 hasta diciembre del 2008.

• Se utilizan los precios de cierre semanales de negociación (‘trading’) de la rueda de

bolsa, obtenidos a través del sistema de información internacional Bloomberg7.

• Debido a las restricciones de software, se debe escoger un número limitado de ac-

ciones, por ello se han seleccionado las acciones del índice ISBVL (Índice Selectivo

de la Bolsa de Valores de Lima), para mayor detalle del cálculo de la conformación

de esta cartera se recomienda revisar la página web de la Bolsa de Valores de Lima

(BVL).

• Dado que la composición de la cartera del ISBVL varía periódicamente, se utilizarán

las acciones que componen la cartera vigente a partir del 01.07.09; sin embargo, de

dicha cartera se retiran del análisis a 5 acciones, puesto su inicio de cotización es

reciente y no tienen información en parte considerable del periodo escogido, estas

son: Atacocha (2007), La Cima Inv. (2004), Minera IRL (2007), Maple (2007), Sider-

Perú (2006). En la siguiente tabla se muestra la composición de la cartera de este

índice:

7Servicio de Información Financiera ampliamente reconocida a nivel internacional
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Tabla 3: Cartera del ISBVL vigente desde el 01.07.09

N◦ Nombre Nemónico Peso

1 Volcan “B” VOLCABC1 11.58%

2 Maple MPLE 10.15%

3 ADR Buenaventura BVN 8.57%

4 Southern PCU 7.86%

5 Milpo MILPOC1 7.56%

6 Cerro Verde CVERDEC1 7.05%

7 Credicorp BAP 6.95%

8 Atacocha “B” ATACOBC1 6.12%

9 La Cima Inv. LACIMAI1 6.01%

10 SiderPeru SIDERC1 5.36%

11 Minsur Inv. MINSUI1 5.33%

12 Corp. Aceros Areq. Inv. CORAREI1 4.82%

13 Austral AUSTRAC1 4.67%

14 Minera IRL MIRL 4.07%

15 Pomalca POMALCC1 3.90%

5.2 Validación de los datos de rentabilidad

La fuente de información utilizada es Bloomberg, de donde se obtuvo los precios de cierre

semanales por transacciones cerradas desde el 2001 hasta la última semana cotizada del

2008, para todas las acciones pertenecientes al ISBVL vigente a partir de 01.07.09.

De los datos de precios se obtuvo la rentabilidad lineal semanal a través de la fórmula

aritmética:

Rt =
Pt − Pt−1

Pt−1

Y con estos datos se obtuvo el vector de rentabilidades (10x1), la matriz de dos dimen-

siones de varianzas y covarianzas (10x10), y la matriz de tres dimensiones de asimetrías

y coasimetrías (10x10x10), que se muestran a lo largo de los anexos de los modelos

desarrollados en los anexos adjuntos.
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5.3 Portafolios de media-varianza-asimetría

5.3.1 Portafolio a través de la Optimización de Superficie Eficiente

En la aplicación del modelo de Superficie Eficiente, se determinó empíricamente que la

región de puntos factibles en el plano µσ2, sobre la que se levanta la superficie eficiente,

es una región cerrada, sobre la cual se traza una malla de puntos equidistantes a fin de

maximizar la asimetría, y obtener así la relación de puntos con mayor “probabilidad” de

obtener rentabilidades positivas.

La utilidad de este modelo radica en no solo tener el portafolio con mayor rendimiento

dado nuestro nivel de aversión al riesgo, sino a tener además aquella combinación con

mayor probabilidad de tener mayores rendimientos en el futuro.

La aplicación del modelo paso a paso en forma teórica fue explicado en el capítulo an-

terior, y la aplicación en lenguaje del software AMPL se encuentran en los anexos 2.1.1,

2.1.2, y 2.1.3.

A continuación se muestra la gráfica y la tabulación de los resultados de los 197 puntos

de la superficie eficiente, es importante recordar que son valores semanales.

Figura 3: Superficie Eficiente
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SUPERFICIE EFICIENTE

r 2.609%

v 18.510%

s 145.999%

x1 0.000%

x2 0.000%

x3 0.000%

x4 0.000%

x5 0.000%

x6 0.000%

x7 0.000%

x8 0.000%

x9 100.000%

x10 0.000%

r 2.468% 2.463% 2.459% 2.454% 2.449% 2.444% 2.440% 2.435% 2.430% 2.425% 2.421% 2.416% 2.411% 2.406% 2.402%

v 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196% 15.196%

s 108.235% 108.287% 108.317% 108.342% 108.366% 108.389% 108.412% 108.433% 108.453% 108.471% 108.498% 108.501% 108.501% 108.496% 108.345%

x1 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 0.000% 0.222% 1.121% 2.019% 2.920% 3.997% 5.138% 6.277% 9.163% 7.481% 5.013% 2.005% 0.113%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 1.944% 4.403% 7.049% 9.290%

x4 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 9.441% 5.324% 2.742% 1.965% 1.370% 0.776% 0.180% 0.000% 0.000% 0.000% 0.065% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.000% 4.128% 6.177% 5.727% 5.244% 4.761% 4.277% 3.258% 2.021% 0.786% 0.151% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x8 0.000% 0.000% 0.535% 1.524% 1.699% 1.873% 2.047% 2.163% 2.254% 2.344% 0.050% 0.000% 0.000% 0.350% 0.000%

x9 90.559% 90.548% 90.547% 90.562% 90.566% 90.571% 90.575% 90.581% 90.587% 90.593% 90.569% 90.576% 90.584% 90.596% 90.597%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 2.328% 2.318% 2.309% 2.299% 2.290% 2.280% 2.270% 2.261% 2.251% 2.242% 2.232% 2.223% 2.213% 2.204% 2.194%

v 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222% 12.222%

s 77.625% 77.754% 77.811% 77.861% 77.907% 77.950% 77.990% 78.027% 78.061% 78.090% 78.115% 78.133% 78.132% 78.111% 78.067%

x1 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 0.000% 1.111% 3.059% 4.999% 6.943% 8.883% 11.049% 13.534% 14.918% 14.048% 9.996% 4.910% 0.249%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.991% 4.767% 8.806% 13.882% 18.542%

x4 0.000% 0.000% 3.146% 3.094% 2.686% 2.297% 1.896% 1.502% 0.882% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 18.879% 10.119% 6.262% 4.886% 3.824% 2.752% 1.689% 0.630% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.000% 8.771% 9.146% 8.221% 7.375% 6.535% 5.697% 4.854% 3.624% 1.789% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x8 0.000% 0.000% 0.331% 1.548% 1.904% 2.255% 2.602% 2.948% 3.252% 3.474% 2.886% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 81.121% 81.110% 81.116% 81.140% 81.152% 81.163% 81.173% 81.182% 81.192% 81.202% 81.205% 81.185% 81.198% 81.208% 81.209%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%
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r 2.187% 2.173% 2.159% 2.144% 2.130% 2.116% 2.102% 2.087% 2.073% 2.059% 2.044% 2.030% 2.016% 2.002% 1.988%

v 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586% 9.586%

s 53.408% 53.623% 53.718% 53.794% 53.858% 53.916% 53.967% 54.013% 54.053% 54.086% 54.114% 54.133% 54.123% 54.071% 53.988%

x1 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 0.000% 2.301% 5.209% 8.110% 11.003% 13.897% 16.932% 18.726% 20.511% 20.962% 14.490% 7.121% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 1.683% 3.435% 7.202% 13.657% 21.025% 24.243%

x4 0.000% 0.831% 6.426% 6.120% 5.524% 4.930% 4.338% 3.746% 3.001% 1.967% 0.920% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 28.318% 15.854% 9.649% 7.632% 6.034% 4.441% 2.854% 1.268% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.000% 11.615% 12.039% 10.593% 9.325% 8.062% 6.804% 5.548% 4.030% 2.155% 0.267% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 3.915%

x8 0.000% 0.000% 0.170% 1.601% 2.132% 2.661% 3.186% 3.711% 4.195% 3.618% 3.009% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 71.682% 71.700% 71.716% 71.754% 71.777% 71.797% 71.814% 71.829% 71.842% 71.851% 71.858% 71.836% 71.853% 71.855% 71.842%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 2.047% 2.028% 2.009% 1.990% 1.971% 1.952% 1.933% 1.914% 1.895% 1.876% 1.857% 1.838% 1.819% 1.800% 1.781%

v 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289% 7.289%

s 34.837% 35.142% 35.276% 35.364% 35.442% 35.511% 35.570% 35.619% 35.662% 35.696% 35.721% 35.736% 35.709% 35.632% 35.476%

x1 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 0.000% 3.390% 7.283% 11.160% 15.027% 18.843% 20.902% 23.163% 25.510% 27.458% 18.192% 8.481% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.004% 1.804% 4.026% 6.306% 9.994% 19.244% 23.234% 37.510%

x4 0.000% 1.997% 9.741% 9.149% 8.352% 7.555% 6.769% 5.979% 5.344% 4.110% 2.743% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 36.940% 21.426% 12.736% 10.397% 8.256% 6.128% 4.007% 1.914% 0.265% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.809% 14.253% 14.758% 13.009% 11.302% 9.605% 7.928% 6.266% 5.020% 2.746% 0.275% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 5.733% 0.000%

x8 0.000% 0.000% 0.397% 1.637% 2.352% 3.062% 3.753% 4.457% 4.115% 3.394% 2.596% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 62.250% 62.324% 62.367% 62.418% 62.456% 62.489% 62.516% 62.538% 62.551% 62.563% 62.570% 62.548% 62.564% 62.553% 62.490%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 1.906% 1.882% 1.859% 1.835% 1.812% 1.788% 1.764% 1.741% 1.717% 1.694% 1.670% 1.647% 1.623% 1.599% 1.576%

v 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331% 5.331%

s 21.190% 21.553% 21.711% 21.812% 21.899% 21.973% 22.034% 22.083% 22.124% 22.156% 22.175% 22.180% 22.140% 22.052% 21.819%

x1 0.000% 0.500% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 0.000% 4.714% 9.602% 14.460% 19.279% 22.457% 24.981% 27.722% 30.638% 32.858% 21.637% 9.337% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 1.626% 3.881% 6.531% 9.355% 13.785% 20.511% 25.103% 45.409%

x4 0.000% 3.321% 13.054% 12.109% 11.099% 10.097% 9.108% 8.256% 7.473% 6.107% 4.405% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 46.161% 26.402% 15.784% 13.000% 10.308% 7.637% 4.994% 2.786% 0.732% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 1.019% 16.762% 17.493% 15.310% 13.161% 11.032% 8.927% 7.223% 5.686% 3.163% 0.102% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 4.489% 12.224% 1.396%

x8 0.000% 0.000% 0.582% 1.706% 2.607% 3.500% 4.378% 4.311% 3.888% 3.105% 2.121% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 52.820% 53.015% 53.087% 53.162% 53.223% 53.274% 53.314% 53.340% 53.358% 53.372% 53.379% 53.358% 53.364% 53.336% 53.195%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%
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r 1.765% 1.738% 1.710% 1.682% 1.654% 1.626% 1.599% 1.571% 1.543% 1.515% 1.487% 1.460% 1.432% 1.404% 1.377%

v 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702% 3.702%

s 11.594% 12.046% 12.216% 12.321% 12.410% 12.484% 12.542% 12.589% 12.626% 12.652% 12.665% 12.660% 12.625% 12.543% 12.385%

x1 0.000% 1.942% 1.204% 0.684% 0.170% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 0.192% 6.069% 11.885% 17.648% 22.892% 25.883% 28.851% 32.034% 35.429% 37.632% 26.056% 12.423% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.480% 3.164% 5.835% 8.811% 12.139% 16.461% 21.030% 26.115% 41.571%

x4 0.000% 4.431% 15.904% 14.834% 13.769% 12.626% 11.485% 10.539% 9.636% 8.196% 6.205% 1.029% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 56.688% 30.848% 18.284% 15.262% 12.253% 9.160% 6.154% 3.716% 1.277% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.000% 19.009% 19.891% 17.428% 15.027% 12.508% 10.111% 8.275% 6.465% 3.789% 0.198% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.611% 8.648% 17.244% 14.354%

x8 0.000% 0.000% 0.624% 1.723% 2.814% 3.905% 4.668% 4.177% 3.664% 2.881% 1.736% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 43.312% 43.770% 43.902% 44.001% 44.081% 44.153% 44.210% 44.247% 44.272% 44.288% 44.292% 44.267% 44.267% 44.218% 44.075%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 1.625% 1.592% 1.560% 1.527% 1.495% 1.462% 1.430% 1.397% 1.365% 1.332% 1.300% 1.267% 1.234% 1.202% 1.169%

v 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424% 2.424%

s 5.494% 6.003% 6.161% 6.261% 6.344% 6.410% 6.462% 6.501% 6.529% 6.544% 6.545% 6.530% 6.481% 6.386% 6.048%

x1 0.000% 3.210% 2.352% 1.729% 1.120% 0.518% 0.057% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 1.821% 8.826% 15.726% 22.533% 26.837% 30.362% 33.838% 37.665% 40.609% 39.043% 23.667% 8.297% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 2.581% 5.692% 8.794% 12.461% 16.165% 18.188% 24.008% 29.729% 65.236%

x4 0.000% 7.603% 18.324% 17.037% 15.767% 14.529% 13.463% 12.378% 11.280% 9.322% 6.260% 0.373% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 66.112% 32.940% 20.058% 16.434% 12.879% 9.385% 6.452% 3.615% 0.797% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.000% 21.440% 21.764% 18.798% 15.892% 13.042% 10.746% 8.602% 6.482% 2.837% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 1.302% 6.875% 16.839% 26.610% 0.000%

x8 0.000% 0.000% 0.654% 1.991% 3.306% 4.589% 4.398% 3.837% 3.264% 2.158% 0.125% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 33.888% 34.808% 35.027% 35.186% 35.311% 35.403% 35.467% 35.515% 35.545% 35.558% 35.539% 35.522% 35.487% 35.364% 34.764%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 1.484% 1.448% 1.411% 1.375% 1.339% 1.302% 1.266% 1.229% 1.193% 1.156% 1.120% 1.083% 1.047% 1.010% 0.974%

v 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484% 1.484%

s 2.034% 2.568% 2.688% 2.774% 2.844% 2.895% 2.934% 2.962% 2.979% 2.983% 2.978% 2.957% 2.901% 2.807% 2.482%

x1 0.000% 4.210% 3.294% 2.583% 1.864% 1.281% 0.813% 0.349% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 4.783% 12.860% 20.897% 26.941% 30.999% 34.992% 38.949% 42.214% 42.028% 38.425% 20.676% 4.525% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 1.579% 5.109% 8.543% 11.960% 15.476% 17.769% 20.479% 27.073% 33.057% 74.097%

x4 0.000% 13.592% 20.358% 18.826% 17.335% 16.070% 14.926% 13.832% 12.705% 10.105% 5.806% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 75.535% 31.693% 20.996% 16.822% 12.653% 9.066% 6.007% 2.976% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.000% 24.174% 23.006% 19.533% 16.146% 13.270% 10.897% 8.556% 6.208% 1.883% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 1.637% 7.038% 13.783% 25.050% 35.459% 0.000%

x8 0.000% 0.000% 0.904% 2.469% 4.008% 4.571% 3.942% 3.395% 2.802% 1.305% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 24.465% 26.331% 26.659% 26.907% 27.096% 27.222% 27.307% 27.357% 27.377% 27.379% 27.359% 27.313% 27.200% 26.959% 25.903%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%
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r 1.344% 1.304% 1.264% 1.224% 1.184% 1.144% 1.104% 1.064% 1.024% 0.984% 0.944% 0.904% 0.864% 0.824% 0.784%

v 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856% 0.856%

s 0.608% 0.906% 0.989% 1.052% 1.099% 1.134% 1.158% 1.172% 1.177% 1.175% 1.162% 1.131% 1.069% 0.961% 0.726%

x1 5.247% 4.714% 3.833% 3.024% 2.313% 1.788% 1.278% 0.781% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.743% 10.666% 19.743% 27.404% 31.994% 36.463% 40.828% 43.443% 44.387% 42.512% 29.987% 12.897% 0.000% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 1.056% 5.005% 8.870% 12.634% 15.522% 17.708% 20.122% 25.361% 31.672% 52.837% 82.707%

x4 0.000% 23.471% 21.564% 19.856% 18.294% 17.013% 15.723% 14.530% 12.493% 9.648% 2.526% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 64.850% 25.228% 20.114% 15.364% 11.069% 7.563% 4.233% 0.954% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 13.350% 27.154% 22.926% 18.972% 15.465% 12.735% 10.078% 7.484% 4.099% 0.085% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 2.891% 8.076% 14.808% 24.756% 35.844% 28.206% 0.000%

x8 0.000% 0.000% 1.693% 3.475% 4.586% 3.925% 3.277% 2.668% 1.438% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 16.553% 18.691% 19.205% 19.567% 19.813% 19.978% 20.078% 20.121% 20.114% 20.096% 20.032% 19.896% 19.587% 18.958% 17.293%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 1.203% 1.154% 1.106% 1.057% 1.008% 0.959% 0.910% 0.861% 0.812% 0.763% 0.714% 0.666% 0.617% 0.568% 0.519%

v 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475% 0.475%

s 0.121% 0.247% 0.304% 0.342% 0.367% 0.382% 0.388% 0.385% 0.374% 0.346% 0.297% 0.222% 0.122% 0.057% 0.025%

x1 7.343% 4.776% 3.649% 2.837% 2.190% 1.582% 0.779% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 10.218% 22.640% 30.782% 36.487% 41.840% 44.429% 45.787% 43.965% 29.897% 11.426% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 0.000% 3.143% 8.063% 12.711% 15.811% 18.202% 20.922% 26.903% 33.602% 56.725% 79.298% 91.113% 0.000%

x4 9.452% 23.791% 21.320% 19.395% 17.728% 16.141% 13.909% 10.817% 3.294% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 46.657% 22.203% 15.595% 10.426% 6.125% 2.061% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 26.794% 25.630% 20.083% 15.831% 12.341% 9.049% 5.567% 0.953% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 4.246% 10.322% 18.029% 29.711% 42.090% 31.523% 11.048% 1.371% 43.195%

x8 0.000% 1.151% 3.646% 4.046% 3.256% 2.671% 1.292% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 9.754% 12.232% 13.067% 13.539% 13.810% 13.947% 13.968% 13.920% 13.791% 13.489% 12.882% 11.752% 9.654% 7.516% 0.000%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 56.805%

r 1.063% 1.016% 0.969% 0.922% 0.875% 0.828% 0.781% 0.734% 0.688% 0.641% 0.594% 0.547% 0.500% 0.453% 0.406%

v 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287% 0.287%

s 0.015% 0.063% 0.088% 0.105% 0.114% 0.117% 0.116% 0.111% 0.099% 0.078% 0.054% 0.031% 0.009% 0.004% 0.002%

x1 6.759% 4.121% 3.282% 2.620% 2.049% 1.311% 0.302% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x2 4.008% 24.280% 32.286% 38.021% 43.512% 45.101% 46.439% 45.853% 42.045% 24.708% 11.076% 0.369% 0.000% 0.000% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 4.031% 9.062% 13.595% 16.088% 18.248% 20.570% 23.553% 29.728% 34.394% 37.094% 61.771% 64.468% 68.839%

x4 27.261% 22.556% 20.401% 18.672% 17.029% 14.883% 11.961% 6.693% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 28.211% 15.921% 10.503% 6.113% 2.061% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 28.099% 21.659% 17.025% 13.283% 9.964% 6.843% 2.569% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 5.169% 11.033% 17.586% 25.431% 37.206% 47.117% 56.329% 33.983% 18.313% 31.161%

x8 0.955% 3.523% 3.670% 2.980% 2.341% 1.103% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 17.219% 0.000%

x9 4.706% 7.939% 8.802% 9.250% 9.448% 9.502% 9.449% 9.298% 8.971% 8.359% 7.413% 6.208% 4.246% 0.000% 0.000%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%
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r 0.922% 0.888% 0.854% 0.820% 0.786% 0.751% 0.717% 0.683% 0.649% 0.615% 0.581% 0.547% 0.512% 0.478% 0.444%

v 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195% 0.195%

s 0.000% 0.013% 0.020% 0.024% 0.027% 0.027% 0.026% 0.025% 0.021% 0.002% 0.001% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x1 5.045% 3.399% 2.854% 2.491% 2.110% 1.453% 0.680% 0.001% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.011% 0.000%

x2 26.329% 34.845% 39.632% 43.678% 45.079% 46.161% 47.106% 47.478% 46.526% 13.892% 15.348% 16.046% 18.503% 19.463% 17.866%

x3 0.000% 5.966% 9.947% 13.546% 15.377% 17.121% 18.434% 19.933% 21.691% 14.218% 11.903% 12.743% 13.333% 17.436% 34.692%

x4 23.962% 20.687% 19.202% 17.916% 16.561% 14.512% 12.279% 10.210% 5.287% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x5 17.202% 9.178% 5.605% 2.494% 0.065% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 19.461% 17.859% 14.630% 11.864% 9.868% 6.760% 3.506% 0.467% 0.000% 29.802% 23.494% 17.495% 10.930% 4.906% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 3.424% 7.679% 11.939% 15.992% 20.837% 42.088% 49.255% 53.716% 57.234% 58.184% 47.443%

x8 5.036% 2.972% 2.431% 2.027% 1.411% 0.214% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 2.965% 5.095% 5.699% 5.985% 6.107% 6.100% 6.056% 5.920% 5.659% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 0.782% 0.763% 0.745% 0.726% 0.708% 0.690% 0.671% 0.653% 0.634% 0.616% 0.598% 0.579% 0.561% 0.542% 0.524%

v 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147% 0.147%

s -0.004% -0.002% -0.002% -0.001% -0.001% -0.001% -0.001% -0.002% -0.002% -0.002% -0.003% -0.002% -0.003% -0.003% -0.003%

x1 3.691% 2.596% 2.428% 2.300% 0.873% 0.530% 0.065% 0.017% 0.073% 0.506% 0.367% 0.944% 1.176% 1.240% 0.000%

x2 40.291% 43.058% 44.723% 45.329% 44.527% 44.224% 44.586% 45.062% 45.677% 47.921% 48.332% 47.292% 47.958% 48.183% 46.128%

x3 9.602% 13.053% 14.755% 16.113% 14.262% 15.483% 16.390% 17.448% 18.489% 20.807% 21.389% 21.581% 22.827% 23.382% 22.876%

x4 20.841% 18.583% 17.375% 16.119% 12.342% 9.693% 7.383% 5.158% 3.289% 7.636% 5.489% 0.075% 0.324% 1.481% 5.277%

x5 7.822% 1.905% 0.099% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 12.333% 18.246% 15.899% 12.827% 24.710% 24.439% 23.552% 22.159% 20.332% 3.471% 3.383% 12.294% 8.558% 4.372% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 1.558% 4.471% 3.220% 5.631% 8.024% 10.156% 12.141% 17.212% 18.933% 17.816% 19.157% 21.342% 25.719%

x8 3.893% 0.624% 0.688% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x9 1.527% 1.937% 2.476% 2.841% 0.065% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 2.448% 2.107% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

r 0.641%

v 0.133%

s -0.005%

x1 2.211%

x2 47.023%

x3 17.090%

x4 16.754%

x5 0.000%

x6 5.958%

x7 9.555%

x8 1.024%

x9 0.386%

x10 0.000%
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En la siguiente figura se muestra la vista de dos dimensiones Varianza-Rentabilidad de la

superficie eficiente presentada en el gráfico anterior, como se puede apreciar, el límite que

forman los puntos (cada punto tiene un portafolio único asociado) más altos representan

la frontera eficiente del modelo, y el límite inferior que forman los puntos más bajos repre-

sentan la frontera “factible ineficiente”, todos los puntos graficados dentro de esta region

son los elegidos para, sobre cada uno de ellos, maximizar la asimetria.

Asimismo, es importante señalar que la forma de la frontera eficiente obtenida a partir de

los datos de las acciones seleccionadas es similar a la forma teorica de la frontera eficiente

señalada en el gráfico N◦ 2 del presente documento.

Por otro lado también se puede apreciar que la región es cerrada y en los extremos tiene

puntas, motivo por el cual solo se trazó una malla de puntos para la maximización de la

asimetria en los puntos intermedios.

La rentabilidad máxima obtenida es 2.61% y la mínima es de 0.64%

Figura 4: Superficie Eficiente: Vista Varianza Rentabilidad

En la siguiente figura se muestra la vista de dos dimensiones Rentabilidad-Asimetria de la

superficie eficiente presentada en la figura N◦ 3 del presente documento, como se puede

apreciar los puntos en esta vista siguen formando una figura claramente acotada con pun-

tas en los extremos, la principal diferencia, con respecto a la vista anterior, radica en el

sentido, totalmente opuesto, de la curvatura de la figura.

La asimetria máxima obtenida es 145.99% y la mínima es -0.005%
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Figura 5: Superficie Eficiente: Vista Rentabilidad Asimetría

En la siguiente figura se muestra la vista de dos dimensiones Varianza-Asimetria de la

superficie eficiente presentada en la figura N◦ 3 del presente documento, como se puede

apreciar la serie de puntos en esta vista forma una figura con una curvatura similar a la

figura anterior, sin embargo no se puede apreciar la serie de puntos optimizados puesto

es una vista de “perfil”, es decir los demás puntos son perpendiculares a esta vista y

parecieran ser solo uno.

La varianza máxima obtenida es de 18.51% y la mínima es de 0.13%

Figura 6: Superficie Eficiente: Vista Varianza Asimetría

49



5.3.2 Portafolio a través de la Optimización Lexicográfica

En este modelo, a diferencia del anterior, se aumentan los grados de libertad cambiando

las ecuaciones por inecuaciones, es decir pasando de emplear restricciones de igualdad

por restricciones de desigualdad, ello genera mejores resultados con una ligera y acep-

table violación de las restricciones en los decimales finales de los resultados. Dado que

bajo esta perspectiva, el órden en que se realizan las optimizaciones es relevante, se

realizaron las optimizaciones con todos los escenarios posibles: Rentabilidad - Varianza

- Asimetría (RVS), Rentabilidad - Asimetría - Varianza (RAV), Varianza - Rentabilidad -

Asimetría (VRA), Varianza - Asimetría - Rentabilidad (VAR), Asimetría - Rentabilidad -

Varianza (ARV), y Asimetría - Varianza - Rentabilidad (AVR).

Las optimizaciones teóricas empleadas en este modelo fueron presentadas en el capítulo

anterior, y las optimizaciones en lenguaje AMPL se encuentran en los anexos 2.2.1, 2.2.2,

2.2.3, 2.2.4, 2.2.5, y 2.2.6.

A continuación se presentan los resultados finales de cada una de las metodologías de

optimización empleadas, es importante señalar que en los modelos VRA y VAR, al iniciar

con la optimización de la varianza se obtiene el resultado más conservador:
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Tabla 4: Optimización Lexicográfica: Resumen de los resultados obtenidos

RVA RAV VRA VAR ARV AVR

r 2.609% 2.609% 0.64250% 0.64150% 2.609% 2.609%

v 18.510% 18.510% 0.13316% 0.13316% 18.510% 18.510%

s 145.999% 145.999% −0.00453% −0.00451% 145.999% 145.999%

x1 0.000% 0.000% 2.259% 2.231% 0.000% 0.000%

x2 0.000% 0.000% 46.949% 46.983% 0.000% 0.000%

x3 0.000% 0.000% 16.954% 17.035% 0.000% 0.000%

x4 0.000% 0.000% 16.941% 16.810% 0.000% 0.000%

x5 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 0.000% 0.000% 5.964% 6.019% 0.000% 0.000%

x7 0.000% 0.000% 9.341% 9.451% 0.000% 0.000%

x8 0.000% 0.000% 1.182% 1.075% 0.000% 0.000%

x9 100.000% 100.000% 0.410% 0.396% 100.000% 100.000%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

En relación al análisis de cada una de las variantes del modelo, y tal como se puede

apreciar en los anexos antes mencionados, en los modelos de RVA/RAV y AVR/ARV, no

se aprecian mejoras después del primer paso; por otro lado, como se puede apreciar

en el siguiente cuadro, en el modelo VRA se aprecia una mejora en el segundo paso

con relación al primero, mejorando la rentabilidad semanal en 0.00143% y la asimetría

en 0.00001%, sin registrar cambios en el tercer paso; en el modelo VAR, como era de

esperarse, el primer paso arroja los mismos resultados que el primer paso del modelo

VRA, el segundo paso presenta mejoras de 0.00025% en la rentabilidad y 0.00001% en

la asimetría, el tercer paso solo presenta mejoras de 0.00017% en la rentabilidad. Es

importante resaltar que si bien el modelo VRA presenta una mejor rentabilidad, también

presenta una asimetría más negativa.
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Tabla 5: Resultados paso a paso de los modelo VRA y VAR

Modelo VRA Modelo VAR

1er Paso 2do Paso 3er Paso 1er Paso 2do Paso 3er Paso

r 0.64108% 0.64250% 0.64250% 0.64108% 0.64133% 0.64150%

v 0.13316% 0.13316% 0.13316% 0.13316% 0.13316% 0.13316%

s −0.00454% −0.00453% −0.00453% −0.00454% −0.00451% −0.00451%

x1 2.233% 2.259% 2.259% 2.233% 2.228% 2.231%

x2 46.866% 46.944% 46.949% 46.866% 46.989% 46.983%

x3 16.919% 16.943% 16.954% 16.919% 17.047% 17.035%

x4 16.893% 16.954% 16.941% 16.983% 16.797% 16.810%

x5 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

x6 5.809% 5.944% 5.964% 5.809% 6.020% 6.019%

x7 9.609% 9.350% 9.341% 9.609% 9.472% 9.451%

x8 1.272% 1.196% 1.182% 1.272% 1.052% 1.075%

x9 0.400% 0.411% 0.410% 0.400% 0.394% 0.396%

x10 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000%

5.3.3 Portafolio a través de la Optimización por Niveles Objetivo

Para este modelo se trabajó con dos portafolios objetivo, el primero constituido por el

Índice General de la Bolsa de Valores de Lima - IGBVL y el segundo por el Índice Selectivo

de la Bolsa de Valores de Lima - ISBVL, para ver el detalle de la conformación de ambos

índices revisar la página web de la Bolsa de Valores de Lima (BVL).

Los resultados obtenidos en ambos modelos se encuentran en el CD adjunto; en el si-

guiente cuadro se presentan los valores de la media, varianza y asimetría de los portafolios

solución de las optimizaciones tanto del solver Loqo como del solver Lancelot, como los

mismos indicadores para los modelos que usan tanto los portafolios del IGBVL como del

ISBVL:
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Tabla 6: Optimización por Niveles Objetivo: Resultados para ambos solvers

ISBVL IGBVL

Loqo Lancelot Loqo Lancelot

r 0.889538% 0.749513% 0.752497% 0.689029%

v 0.180173% 0.180702% 0.141188% 0.141337%

s −0.0007% 0.0166% −0.0044% −0.0029%

x1 4.480% 1.943% 3.399% 2.215%

x2 30.504% 40.096% 42.956% 44.170%

x3 2.106% 16.244% 11.965% 16.701%

x4 22.921% 18.636% 20.142% 18.022%

x5 14.103% 0.000% 5.716% 0.000%

x6 18.665% 6.382% 11.215% 6.747%

x7 0.016% 9.784% 0.103% 9.531%

x8 4.436% 1.482% 3.264% 0.155%

x9 2.763% 5.432% 1.236% 2.458%

x10 0.006% 0.000% 0.005% 0.000%

Asimismo, y teniendo en consideración las definiciones teoricas, las variables de desviación

han tenido el siguiente comportamiento:

Tabla 7: Variables de desviación para IGBVL con ambos solver

IGBVL u1 u2 u3 v1 v2 v3

Loqo 0.000% 0.000% 0.000% 0.261% 0.000% 0.002%

Lancelot 0.000% 0.000% 0.000% 0.197% 0.000% 0.003%
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Tabla 8: Variables de desviación para ISBVL con ambos solver

ISBVL u1 u2 u3 v1 v2 v3

Loqo 0.000% 0.000% 0.000% 0.386% 0.000% 0.007%

Lancelot 0.000% 0.000% 0.000% 0.246% 0.000% 0.024%

En relación a los portafolios que usan como base los datos del IGBVL, si bien se puede

apreciar que el solver Loqo, obtuvo una mejor rentabilidad y una menor varianza que el

solver Lancelot, la asimetría presentada por este último resulta mejor, es decir si bien en

el portafolio del solver Lancelot la rentabilidad resulta menor y la varianza mayor que el

portafolio del Loqo, las probabilidades de obtener rentabilidades positivas es mayor.

Similar situación ocurre con los portafolios optimizados a partir de los datos del ISBVL, sin

embargo aquí las diferencias de la asimetría entre un solver y el otro son más significativas

y por ende beneficiosas para el inversionista; interpretándolo, si bien en el portafolio del

solver Lancelot, los resultados de rentabilidad se van a alejar más del valor esperado que

en el portafolio del solver Loqo, es más probable que se aleje hacia el lado positivo que al

lado negativo, lo cuál es más beneficioso para el inversionista.
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6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

A continuación se presentarán las principales conclusiones, producto de la optimización

con los tres modelos de solución desarrollados en la presente tesis, así como recomenda-

ciones que buscan confirmar hallazgos empíricos o establecer pruebas más estrictas para

medir la eficacia de los modelos desarrollados.

6.1 Conclusiones

Superficie Eficiente

• Emplear únicamente la media y la varianza para la selección eficiente de un portafo-

lio de acciones no es suficiente, puesto en base a los mismos datos históricos

de precios se puede construir el indicador de asimetría, que proporciona informa-

ción valiosa para la construcción de un portafolio con mejores probabilidades de

rendimientos positivos.

• La metodología de Superficie Eficiente proporciona una amplia variedad de portafo-

lios eficientes entre los cuales se puede elegir de acuerdo a la aversión al riesgo del

inversionista, puesto el riesgo no se entiende solo como la desviación del rendimiento

obtenido respecto del esperado, sino también como la probabilidad de obtener ren-

dimientos negativos.

• La metodología de Superficie Eficiente resulta muy laboriosa para su construcción,

asimismo no se ha demostrado teoricamente que la región factible sobre la que

se maximiza la asimetría sea en todos los casos una región cerrada, por lo que la

metodología empleada podría variar dependiendo del resultado.

• A fin de poder seleccionar un portafolio, no basta con tener definido el nivel de

rentabilidad deseada, sino también el nivel de riesgo que estamos dispuestos a

aceptar. Ello se demuestra, observando las tablas de resultados de esta metodología,

donde para una rentabilidad promedio de 1% semanal, se tienen hasta cuatro portafo-

lios potenciales (pueden ser más dependiendo de cuantos puntos escojamos de la

región factible para maximizar la asimetria), todos con diferentes niveles de varianza

y asimetria.
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Optimización Lexicográfica

• En la metodología de Optimización Lexicográfica, se aprecian algunas mejoras pro-

ducto de violaciones aceptables en las restricciones, asimismo se puede apreciar

que iniciar el proceso de optimización con la rentabilidad o la asimetría resulta in-

diferente.

• En esta metodología la primera optimización da la pauta a seguir, puesto asi se

inicie con la rentabilidad, varianza o asimetría se obtiene una solución de esquina

que no puede ser mejorada en los siguientes pasos; en los dos casos donde las

optimizaciones inician con la varianza, la mejora en el siguiente paso es producto de

leves violaciones en los últimos decimales de la varianza, por lo que aparentemente

se estarían obteniendo mejores rendimientos con el mismo nivel de varianza, cuando

en realidad la varianza sí aumenta, pero en los últimos decimales.

Optimización por Niveles Objetivo

• En la metodología de Optimización por Niveles Objetivo, tal como demuestran los

datos, en los dos solver utilizados, se han mejorado significativamente los resultados

obtenidos en promedio por el Índice General y el Índice Selectivo de la Bolsa de

Valores de Lima, por lo que el desarrollo de los modelos se justifica.

• En la misma metodología se comprueba el rol fundamental de la asimetría, propor-

cionando información vital para la toma de decisiones, puesto de otra manera se hu-

biese escogido un portafolio con mayores probabilidades de obtener rentabilidades

negativas que positivas.

• De todas las metodologías estudiadas en el presente trabajo, se considera que ésta

es la de mayor utilidad, puesto provee resultados concretos para la selección de un

portafolio de acciones.

• Sin perjuicio de lo señalado en el punto anterior, los resultados obtenidos en la me-

todología de Optimización por Niveles Objetivos se encuentran contenidos en la

metodología de Superficie Eficiente.
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• Se puede observar fácilmente, que el punto solución del Solver Loqo, no cae sobre

a la frontera eficiente (para los niveles de rentabilidad obtenidos, el nivel de la vari-

anza es superior), por lo que desde un punto de vista de Media-Varianza, resultaría

en un punto ineficiente y por lo tanto se descartaría; sin embargo teniendo en con-

sideración la asimetría, dicho punto resulta eficiente, pues presenta una asimetría

significativamente superior a los resultados del Solver Lancelot.

• Teniendo en consideración lo señalado en el punto anterior, resulta imprescindible

incluir dentro de los modelos de selección de portafolios de acciones, indicadores

que reflejen el nivel de asimetría del portafolio.

6.2 Recomendaciones

Superficie Eficiente

• Para que se justifique el desarrollo de la metodología de Superficie Eficiente, se

recomienda tener implementado un sistema que permita la adecuada identificación

de la aversión al riesgo del inversionista a fin de seleccionar adecuadamente de

entre todos los puntos de la superficie eficiente, el portafolio que se ajuste a su

perfil.

• Asimismo, a fin de verificar que la metodología desarrollada se puede generalizar

para cualquier caso, se recomienda probar teoricamente, que la región factible es

cerrada, o que tiene puntas en sus extremos.

Optimización Lexicográfica

• Dado que esta metodología solo proporciona soluciones de esquina, es muy limitada

en los posibles resultados que se puedan obtener de ella, por lo que no se considera

eficiente en términos de la información que proporciona versus el esfuerzo realizado

para obtenerla. Por lo que se recomienda, que a menos que se tenga un número

robusto de acciones por optimizar en la cartera, esta metodología se emplee para

realizar un análisis de sensibilidad, a fin de determinar las mejoras en los objetivos

producto de pequeñas violaciones en las restricciones.
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Optimización por Niveles Objetivo

• Se recomienda medir la eficacia de este modelo, empleando como benchmark otras

alternativas de inversión de renta variable disponibles en el mercado.

• Asimismo, se recomienda emplear como benchmark índices de acciones de otros

países como el S&P 500, DJI, Dax 30, Cac 40, etc.
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