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Resumen

El objetivo en esta tesis consiste en demostrar la buena formulaciéon local del problema de

valor inicial
atu—{—@gu-l—uzaxu =0 )
u(z,0) = uo(z),
donde u = u(z,t) para x € R y t > 0 en los espacios de Sobolev clasicos H'/4(R).
Para la demostracién se utiliza el método de los estimados lineales de Kenig, Ponce y Vega con
el fin de probar la existencia y unicidad de solucién local de la ecuacion integral asociada al PVI
(1), ademas la dependencia continua de la solucién respecto del dato inicial. La técnica usada

para obtener estos resultados esta basada en el teorema de punto fijo de Banach combinado

con los efectos regularizantes del grupo de operadores unitarios asociados a la parte lineal.
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Introducciéon

Para un problema de valor inicial asociado con una ecuacién, en derivadas parciales de

evolucion, se tienen tres cuestiones fundamentales: existencia de soluciones, unicidad de solu-
cién y dependencia continua de la solucién en los datos iniciales. Para discutir la existencia de
soluciones es necesario especificar, no solamente, la clase de funciones donde buscamos la solu-
cion, sino también en que sentido las condiciones iniciales son satisfechas. Una vez garantizada
la existencia de una solucién, se debe garantizar también la unicidad de ésta y asi mismo la
dependencia de la solucién de los datos iniciales. Debemos recordar que los datos de un proble-
ma fisico son datos experimentales que necesariamente contienen errores de medida, es, por lo
tanto, natural preguntarse si pequenas variaciones en los datos conllevan pequenas variaciones
en la solucién; es decir se debe garantizar que si la condicién inicial sufre una pequena variacion,
es natural esperar que la solucién del problema de valor inicial también varia continuamente
en alguna topologia. Un problema de valor inicial para el cual valen la existencia, unicidad y
dependencia continua en los datos iniciales es llamado problema bien formulado en el sentido
de Hadamard, en caso contrario se dice que el problema es mal formulado.
Nos interesan las llamadas ondas dispersivas, es decir, aquellas ondas que describen la propa-
gacion de ondas en un fluido, de modo que las ondas con diferentes longitudes de onda tienen
velocidades de propagacion distintas. La nocién de onda dispersiva no se basa en el caracter de
la ecuacién, sino en la naturaleza de la solucién.

La ecuacion de Korteweg-de Vries modificada (KdVm)
Opu(x,t) + Ou(x,t) + u?(z,t)Opu(z,t) = 0

donde u es una funcién real con x € R y t > 0, es una ecuacién en derivadas parciales que
incluye efectos de no linealidad y dispersion a la vez. El primer término de la ecuacién denota la
evolucion temporal de una perturbacion u (se puede considerar como la elevacion de la superficie

del agua relativa a su posicion de equilibrio), el segundo es el término dispersivo debido a la
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tercera derivada parcial espacial de u, y el tercer término es considerado el término no lineal
debido a la multiplicaciéon entre u? y su primera derivada parcial respecto al espacio. Al igual

que la ecuacion de Korteweg-de Vries
Opu(x,t) + Ou(x,t) + u(z, t)dpu(x,t) = 0,

la ecuaciéon de KdVm es un modelo que describe en una dimensién espacial, la propagaciéon de
ondas de longitud de onda larga en medios dispersivos no lineales. La propagacién de ondas
solitarias en la superficie del agua, en canales pocos profundos, es un ejemplo de medio dispersivo
en el que se pueden hallar este tipo de ondas.

Kato 1975, [9] v [10], demostro que el PVI asociado a la ecuacion de KdV generalizada
Opu(t) + Opu(t) + uPu(t) =0, peZ*

esta bien formulado localmente en H*(R) para s > 3/2, para ello us6 la teoria cuasi-lineal por
él desarrollada. Por otro lado, Nunes 1980, [19], demostré que el PVI asociado a la ecuacion de

KdV con coeficientes variables
Opu(t) + a(t)Oyu(t) + u(t)Opu(t) =0

es bien formulado localmente en H*(R) para s > 3/2. Para ello uso6 el método de Regularizacion
Parabolica como en [7| para mostrar la existencia de soluciones y los estimados de Bona-Smith
[2] para probar la dependencia continua de la soluciéon respecto de los datos iniciales.

El requisito s > 3/2 no es posible mejorarlo usando los métodos anteriores, pues una propiedad
usada en los pasos criticos de las demostraciones de Kato y Nunes, es la que caracteriza a los
espacios de Sobolev H® como un algebra de Banach. Por ello, con el fin de obtener mejores
resultados (s < 3/2), es necesario prescindir de tal propiedad. Esto fue hecho por Kenig, Ponce
y Vega en [11], [12] y [13]. Ellos demostraron que el PVI asociado a la ecuacion de KdVm
es bien formulado localmente en H*(R) para s > 1/4. Para ello usaron las propiedades de la
integral oscilatoria definida por el PVI asociado con la ecuacion de KdVm lineal con el fin de
obtener adecuados estimados lineales, que les permitieron utilizar el teorema de contracciéon y
aplicar el método de punto fijo para resolver la ecuacion integral equivalente al PVI asociado
a la ecuacion de KdVm.

En el trabajo proponemos estudiar el método de los estimados lineales de Kenig-Ponce-Vega,
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y utilizarlos para demostrar la buena formulaciéon local del PVI

Opu(t) + 03u(t) + u?(t)0pu(t) =0
u(0) = up.

(1)

donde u = u(x,t) paraxz € Ryt > 0. El objetivo de la tesis es demostrar la buena formulacion
local del problema de valor inicial (1) en el espacio de Sobolev clasico H/4(R).

Para ello, nos planteamos el siguiente objetivo:

Usando el método de los estimados lineales, probaremos el teorema local 5.2. Este teorema nos
garantiza la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucién de la ecuacioén integral
(5.1) determinada por el problema de valor inicial asociado a la ecuacion de Korteweg-de Vries
modificada (1) en el espacio de Sobolev H'/4(R).

Para lograr el objetivo propuesto dividimos nuestro trabajo en cinco capitulos.

En el primer capitulo presentamos los conceptos y propiedades de los espacios LP(£2), los espa-
cios LP(I, X)) y sus propiedades.

En el segundo capitulo estudiaremos temas del Analisis Armoénico que comprende las integrales
oscilatorias en una dimensién, teoremas de interpolaciéon y teorema de Integral Fracionaria,
ademas la transformada de Hilbert que seran necesarios para fundamentar las demostraciones
de los capitulos posteriores.

En el tercer capitulo estudiamos la existencia y unicidad del PVI lineal (3.1), resultado que es
demostrado en el teorema 3.3. Posteriormente enunciamos y demostramos algunas propiedades
del grupo de operadores unitarios {W (t)}+>0 generado por el problema lineal.

En el cuarto capitulo estudiamos los estimados lineales estudiados por Kenig, Ponce y Vega en
los teoremas 4.1, 4.2 y 4.3.

Finalmente en el quinto capitulo estudiamos la buena formulacion local de la ecuacion de KdV
modificada en espacios de menor regularidad, esto es en espacios de Sobolev H/4 (R).

Para ello tomaremos como referencia los articulos [11], [12] y [13] y demostramos el teorema

5.2 que garantiza la buena formulacion local de KdVm (1).
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Notaciones

» N=7Zt={1,2,...}.

» Ng=2Z"U{0}=1{0,1,...}.

= X,Y espacios de Banach.

= X — Y cuando X C Y con la aplicacién “inclusién” continua.
» X' Y’ espacios duales de los espacios de de Banach X e Y.

= (-,-)x7.x producto interno en la dualidad X', X.

» L(X,Y) espacio de operadores lineales acotados de X en Y.

» L(X) =L(X,X).

= C*([0,T], X) espacio de funciones con k derivadas continuas, definidas sobre [0,7] con

valores en X.
= C([0,T]): X)=C°0,T] : X).
= CF(R™) espacio de funciones en C*(R™) con soporte compacto.
» C§°(1, z) espacio de funciones en C'* con soporte compacto de I en z.

= CF (R™) espacio de funciones en C*(R") tales que ella y sus derivadas hasta el orden k

tienden a cero en el infinito.

= max [|0“ .
" luley = méax lo%ul e~

» S(R™) espacio de Schwartz sobre R™.

» S'(R™) espacio de las distribuciones tempeeradas sobre R™.
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« IP

loc

Q) ={f:Q—=R,; f|r € LP(Q) para todo compacto K C £, 1 <p < co}.

. LP(Q):{umedible en QCR"y / |u(z)Pdz < oo, 1§p<oo}.
Q

o fulle = (/Q |u(x)|pdm> v norma de u en Ly(2).

= L°(Q) = {umedibleen Q CR"y 3 C > 0 : |u(z)| < C ce.t. Q}.
v |u||pee = Inf{C > 0:|u(z)| < C c.e.t. Q} norma de u en L>°(9).
» (u,v)r2 producto interno en Ly(R™) de u y v.

= LP(R: L([0,T])) = {u: R x [0,T] = R, |lul|pprs < ooconl<p,q< oo}

T pla \ P
n flullpze = / (/ |u(a:,t)]th> dx , 81 p =00 6 ¢ = 0o usaremos una notacion
r \Jo

similar, incluyendo la norma del supremo esencial.
» D(A) dominio del operador lineal A.

» R(A) rango del operador lineal A.

p/q 1/p
' el = ( L(] |u<x,t>ert) da:) .
R \JR

w u(€ —izy, x)dx transformada de Fourier de u.
\/ﬁ /
» U(x) g u(§)d¢ transformada de Fourier inversa de u.
\/ 27 / 5

» D? derivada homogénea de orden s, ﬁ%(ﬁ) — | SISUI(G).
» H* espacio de Sobolev de orden s de tipo L?.
» H*(R) espacio de Sobolev Homogéneo de orden s.

= Jlull o, = [[Dull -

= (' representa una constante cuyo valor puede cambiar de una linea a otra.

Observacion. Vamos a suprimir el coeficiente en la transformada de Fourier y en la

1
V2T

transformada inversa de Fourier.
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Capitulo 1

Espacios de normas mixtas

FEn este capitulo presentamos los principales conceptos y resultados que seran utilizados en

los capitulos posteriores.

1.1. Espacios L*(Q2)

Definicién 1.1. Sea p € R con 1 < p < oo; se define

LP(Q) ={f: Q= R; f medible y |f|P € L' (Q)}

11z = ([ !f(w)!pdx>1/ '

con

Definicién 1.2. Se define
L*Q)={f:Q2—R: fes medible y3C >0: |f(x)] <C, cet. en Q}

y se denota

| fllzee = Inf{C : |f(z)] < C; c.e.t.en Q}.
Si f € L>®(Q), entonces |u(x)| < ||f|lr~ c.e.t. en Q.

1 1
Teorema 1.3. [5, Desigualdad de Holder]. Sean p,q € R tales que 1 <p<ooy -+ —-=1.Si

D q
fELPQ) yge LIQ), entonces fg € L1 (). Ademds,

19l < I fllzellglla- (1.1)
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Observacion.
1) Cuando aplicamos (1.1) diremos que usamos la desigualdad de Hélder con (p, q).

1 1 1
2) En general, si f € LP y g € L9, entonces fg € L" siempre que — = — + —. Ademas,
r p g

gl < I fllzellgllLa-

En efecto, aplicando la desigualdad de Holder a las funciones f" y g" sabiendo que

1
1= —+ ——, tenemos
p/r  q/r
19" Nl < N o llg" | pasr
r/p r/q
- < / IfT!”/Td:r> ( / lgr|q/rd:c>
Q Q
1/p" 1/q]"
_ < / Ifl”dw) ( / |g|qda:)
Q Q
= lfzzllgllZa
pero,

/"
1l = /Q \Falrde = [( /Q Ifgl’"dx> ] = fglr,

luego || fgllzr < [Ifll7llgllzq- Por lo tanto,
1fgllr < [Ifllzellgllza-
Teorema 1.4. [5, Desigualdad de Minkowski). Si1 <p < oo y f,g € LP(Q), entonces

I+ gllze < [fllze + llgllze-

Concluimos esta seccién con algunos comentarios respecto de algunas propiedades elementales
de los espacios LP(2). Las demostraciones de estas propiedades se encuentran en [3].
Para 1 < p < oo, LP es un espacio de Banach, ademés LP(2) es reflexivo para 1 < p < 00 y

separable para 1 < p < co. Asi mismo, el espacio Cp(2) es denso en LP(€2) con 1 < p < co.

1.2. Espacios L*(1, X)

Sea 1 < p < 0o. Denotemos por LP(I, X') al conjunto de (clases de equivalencia de) funciones

medibles v : I — X tal que la funcion ¢ — || f(¢)||x pertenece a LP(I).
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Siu e LP(I,X) definimos

1/p
([1ropa) si 1<p<oo,
HfHLP(I,X) = I
mf{C>0:||ft)|x <C cet. I} si p=oc.

Los espacios LP(I, X) tienen muchas de las propiedades de los espacios LP(I) = LP(I,R),
con esencialmente las mismas pruebas.

El espacio LP(I,X) con la norma ||.||z» es un espacio de Banach si p € [1,00]. Cuando
1 <p < oo el espacio C§°(I, X) es denso en LP(I, X), como se puede ver en [3].

SifelLP(I,X)NLI(I,X) conp < q, entonces para todo r € [p, q] tenemos f € L"(I,X),y

102z < W1 ol F 15t 5,

1 6 1-6
donde — = — + , como se puede ver en [5].
r . p
1 1 1
Si felP(I,X)yge Li(I,X') con — +— = — < 1, entonces la funcion
p q T

h:telw (g(t),f(t))x x estaen L'(I)y
1Ay < 1 leec,x) N9l Lo, x)-
En relaciéon con esta ultima observacion, citamos el siguiente resultado.

Proposicion 1.5. [4, Teorema 1.4.19]. Si p € [1,00) y X es reflexivo (o X' es separable),
1 1

entonces (LP(I, X)) = L1(I,X) con —+— = 1. Ademds, si X es reflexivo LP(I, X) es reflexivo
p q

cuando 1 < p < o0.

De aqui en adelante usaremos la notacion LPX para referirnos a los espacios LP(I, X).

1.3. Propiedades de los Espacios LP(I, L9)

Teorema 1.6. [5, Desigualdad de Minkowski para integrales]. Si 1 < p < 0o, entonces

(LI <x7y>dxpdy>l/pé [(f1stvra)” o

‘ /Rf(x,y)dﬂf

Usaremos la notacion LELZ para referirnos al espacio LP(R, L) y LY L para referirnos a

es decir

< /R 1 (@, )|l o

LP(R, L9).
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Lema 1.7. 5i f € LiL% yfe L?FL%, entonces
LiL2 = [2L2.
Demostracién. Usando el teorema de Fubini, tenemos

2 _ T 2 ) _ T( 2 ) _ 2
s = [ ([ st opa)as= [ ([ 1s@opas) de=1s12,,

Por lo tanto | £l 22 = [1£ll2 2- O
Lema 1.8. Si f € L2L¥ y g € LLL2., entonces fg € L2L2, ademds
1ol e < I lzznss ol oz

Demostracion. Usando la definicién de norma en LiL%, aplicando la desigualdad de Hoélder

en la variable ¢ con (00,1) y en la variable = con (1, 00) respectivamente tenemos:

0 T
||f9||%gL2T = /_oo (/_T |f9($,t)|2dt> -
o T
- [ ([ 1 0Pigtepar) a
o T
. 2
< /_Oo ([_S%I)T}‘f(m,tﬂ /_T lg(z,t)] dt) o
- T
? 2
< (/_OO [_S%lf}]’f(x,t)\ dw) <2161E/—T lg(x,t)] dt)

= 1M N3
Por lo tanto
If9llzr2. < N Fllzesellglligorz - O

Lema 1.9. Si f € LiOL?/Z Yyge Lio/gL%O, entonces fg € L2L?, ademds

HfQHLng < Hf”L%oL?/?HgHLiothw-

Demostracion. Aplicando la desigualdad de Holder generalizada con r = 2, respecto a t con

(5/2,10) y respecto a = con (20,20/9) respectivamente, tenemos

alhgae = ([ ([ 0w ora)as)”
- (/]R (/R‘f(x7t)l5/2dt>2/5 (/R Ig(ac,t)l“’chty/10 dac)

1/2
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M)

< (/R (/R\f(x,t)|5/2dt>8da:> o (/R (/R ]g(a:,t)\wdt>9dx>9/20

= ”fHL%OLi/QHg”Lgo/QL%o- g
Por lo tanto
“fg”L%Lf < Hf”L%OLf/ZHg”Lch/gL}O'

Lema 1.10. Si f € L1L®, entonces f2 € L2LF y

1720 e g = 117 e

Demostracion.
9 1/2 9 1/2
1210z = | [ | s 1Pl de] < { [ ] s (ol s (@] do
R |te[-T,T] R |te[-T,T] te[-T,T)
A 1/2 4 1/47 2
([ | s s@o|de) = |{[| sp if@o)| d
R |te[-T,T] R |te[-T,T]
_ 2
s 0
Lema 1.11. [Regla de Leibniz para derivadas fraccionarias]. Sea o €]0, 1], a1, as €]0, af donde
Il 1 1 1 1 1
a = a1 + ag. Sea p1,p2,q1,q2 €1, 4+00[ tal que — = — + — y — = — + —. Entonces
p b1 p2 9 @ Qg2

1Dz (uv) = uDgv —vDgul pere < |[Dg ull s par || D32 o]l prz poo
Ademds, para a; = 0 el valor q1 = oo es elegido.
La demostracion de este lema se encuentra en [12, Teorema A.8|.

Lema 1.12. [Regla de la cadena para derivadas fraccionarias|. Sea o €]0,1[ y p,q,p1,p2,q2 €

1 1 1 1 1 1
11,400, ¢1 €]1,00[ tal que — = — 4+ — y — = — + —. Entonces
p Pt p2 9 q@ Q2

1D F(F)ll s, < CIE (F)ll g g | D7 Fl s

La demostracion de este lema se encuentra en |12, Teorema A.6|.
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Capitulo 2
Temas de analisis armonico

2.1. Integrales oscilatorias en una dimension

En esta secciéon estudiamos el comportamiento asintotico de I(\) cuando A — oo donde

b
I0) = [ ™) f(z)aa,

y ¢ es una funcion real cuya derivada existe en todo z € [a, b] llamada fase, y f es una funcion
compleja cuya derivada existe en todo x € [a, b].
Veremos que este comportamiento asintotico es determinado por los puntos criticos T de ¢, esto

es, ¢'(T) = 0.
Proposicion 2.1. Sea f € C§°([a,b]) y ¢'(x) # 0 para todo = € [a,b]. Entonces

1A = /b MO f(z)de = O(AT"),

a

cuando \ — oo para todo k € 7.

1 d
Demostraciéon. Definamos el operador diferencial L(f) = - 3 qﬁ’df’ entendiendo ¢’ como
i x
derivada de ¢ respecto a su variable independiente.
d
Es claro que el operador L!(f) satisface L!(f) = I ( )‘\f¢l> En efecto,
x \1

/1df N\ Jdf 1

(1t (o))~ (1 ()
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d 1 , 1 d,; i
por tanto L(g) = 7 (M(b’g)' Ademas L(e?) = W%(elw) = en general

LF(e?) = ¢ Luego,

b b ‘ b
/e’)‘qbfdx:/ Lk(e“\qs)fdx:/ M (IHEfdr  ya que (LF) = (LY

a

- /ab ) (;)ka(l‘)dm = (i)k/b e Fy(x)dx
= (k) 7F /ab M Ey(z)dr = O(A™%)  cuando A\ — 4o0. O

Proposicion 2.2. Sea k € ZT y |¢®¥)(x)| > 1 para todo x € [a,b] con ¢'(z) mondtona en el

b
/ @) gy
a

donde Cj es una constante independiente de a y b.

caso k = 1. Entonces

<CAVE  A>0

Demostracion. Para k = 1. Usando integracién por partes se tiene

oA b

bi)\fbd N bL ’L)\¢d N ; 1 -A/i/\qﬁd _ bl 7)\¢d 1 d
ae x—a(e )x—awz¢e x—w—aaeﬁg x

1 [ ) pird(a) 1 (% ,d (1
= _ = —/ 62)\(]5* — dl?
i\ o)  ¥(a) iNJo  de \¢

Luego,
b 1 eiAd)(b) eiz\d)(a) 1 b d 1
AP el r = e | [—
[ el <3\~ @ | 3L @ ()
A S Y ]
TANGO) P (a))  Ald(b)  ¢(a)
i 1
< X(Q) o X(l)
=35

Si k > 2. Lo demostraremos por induccion para k+ 1 por hipotesis (inductiva), suponiendo que
/b eMdy| < Ck+1)\—1/k+1_

Sea x¢ € [a,b] un minimizante global de ¢, es decir [¢*) (z0)| :aaglggb 1p®) ()]

Si ¢ (o) = 0, fuera del intervalo |z — 6, zg + 6| tenemos ](Z)(k)zwﬂ > ¢ para algtn 0 con ¢’

zo—9 ) zo+9 ) b )
/ e dy / e dx / e dx
a zo—0 zo+0d

0=
/ AP ($) 4| =

se cumple para k, es decir |¢**1)(z)| > 1, demostremos que

mondétona si k = 1. Luego,

b
/ e dx
a
zo—9
/ e dx
a

< + +

pero,
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por hipotesis inductiva donde ¢ (z) = dC) = [pF(z)| =

1)
b
/ e dy
x0+5

Por otro lado

> 1 del mismo modo

p* 1 ()]
5

< OL(A8) 1/,

I0+5 )
/ e dr
zo—0

b
/ e dy
a

I0+5 )
< / |€*?|dz: = 25. Por lo tanto, al tomar § = \~1/k+1,
X

0—0

< CL(NO)VF 426

= C/C)\—l/k()\—l/k+1)—1/k+2)\—1/k+1 _ (Ck+2))\_1/k+1 _ Ck+1)\_1/k+1-

Si ¢k (zo) # 0, entonces xg = a 6 xg = b y un argumento similar nos lleva a la misma cota.

Finalmente tomando § = A\~ %! completa la prueba. O

Corolario 2.3 (Van der Corput). Sea k € Zt y |¢®)(z)| > 1 para todo = € [a,b] con ¢'(z)

mondtona en el caso k = 1. Entonces

b .
/ eMd)(m) dz

donde CY}, es una constante independiente de a y b.

< G5 f Nz + 1 1)

T
Demostracion. Se define F(x) = / e W dy, entonces F'(z) = (@),

a

b
Ademas |F(z)| = / e’>‘¢(y)dy‘ < CpA~Y* segiin el teorema anterior.
a

Luego,

/a " (0| = /a ' F'(a)f ()da| = ‘F(x) Fa) — /a ' F(@)f (@)de

b
< |F(b)f(b) - F(a)f(a)] + / F(2)f'(z)dz

b b
< [F(b)f(x)] + / |F(@)||f (@) de < [F)[|£(b)] + CpA~/* / £ ()]
b
< CRA VR F(b)] + Cpa~ 1k / ()| da
b
< CR A VEsup{|f(2)]; a < @ < b} + CpATVE / | (x)|d

= O fllpee + CATYH I o = ARl + (1f l120)- 0

Estudiaremos una aplicaciéon de estos resultados en la proposicion 2.4, la cual sera utilizada en

la demostracion de los estimados lineales del capitulo 4.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




Proposicién 2.4. Sea 3 € [0,1/2] y Ig(x) la siguiente integral oscilatoria
o0 . 3
Is(x) :/ @ty P dn
—0o0

Entonces Ig € L*(R).

1, sin|>2
Demostracion. Primero fijemos una funcion ¢y € C*°(R) con ¢o(n) = g
0, silpl<1

Observemos que la funcion (1 — ¢o)(n)e’ |n|® € LY(R), ademés su transformada de Fourier

estd en L°(R). Ademaés,

too i(x 3 +oo (x 3
Iﬂ(ﬂf)=/ el@nt )Inlﬂdnz/ e @18 (1 — o + o) (n)dn

too W
:/ wwwmwywmwm+/ ' P ipo () di

2 o~ ~
=/;WW%WmeW®+h@=C+%w,

— too
donde C' es el valor de la primera integral y Ig(x) = / ez(x"+”3)|77]5 ©o(n)dn luego, para
—0oQ0
acotar |Ig(x)| es suficiente acotar |Ig(x)|.

Para x > —1, la funcién fase ¢(n) = xn + 13 en el soporte de ¢y, satisface
|6/ ()| = |z + 30%| > |2 + |n*.

Luego,

~ oo 3 L 3 > 3
fﬂ(w)Z/ et@ntn )wo(n)\n\ﬁdn=/ e’(m”’)\nlﬁdnﬂL/l e @)y By

-1 3 +oco 3
= / @) ()P dp +/ e @ntn%) B . (2.1)
—00 1

Usando integraciéon por partes se tiene

T itontn®) B4 T i) 2 n’ d
e = e (x4+3n°) 77—
/1 n”dn /1 (z+3n )Z(x+3n2) n
. + .
_ jeil@ntn®) s > B /+OO @ +1°) (B~ (z + 3n2) — 607 )dn
x + 3n? 1 i(x + 3n?)
Entonces
+oo i(z+1) +oo B=1(x 4+ 3n2) — 6P| d 1
/ e’(x”+’73)nﬁdn S _67 / ‘577 ( n )2 5 n ’ n _ +ng
1 r+3 1 |z + 312 xr+3 ’
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ya que x > —1 y la integral impropia es convergente. La primera integral de (2.1) se acota de
manera similar. Por tanto, ]fg(x)\ <K,gsixz>-1.

Para x < —1, consideremos las funciones (¢1,¢2) € C5°(R) x C5°(R) tal que

©1(n) +p2(n) =1

con soporte de oy C A ={n: |z +3n% <|z|/2} y p2(n) =0en B={n: |z +30% > |z|/3} vy

dividamos la inetgral I, 3(x) en dos sumandos, como:

- too oo
.mmz/ amﬂmﬁmwm=/’ @) 18 00 () (01.(7) + o2(m)) i
—o0 —oo
T ity 8 e + B
=/ el @t ) wo(n)cm(n)dnJr/ ) n1% 00 (n)02(n))dn

= Ig.(x) + Iga(2)
Entonces, |T3(z)| < [Ts1(z)| + | T32(x)]-

1
Cuando ¢2(n) = 0 se prueba que |¢'(n)| = |z + 3n?| > 6(|1‘| + [7]?). Entonces,
~ +(>o . 3
Iga(x) = / ) 01 oo (m)p2(m)dn
—00

—/::gf)<>mm%%GW““0m

|77|B d i(zn+n3)
= - — (e d
[ g () an

2 )P d [ iwnind) 2N d ([ ientn®)
_ i | i(x d e i(xn+n d )
/oo i¢'(n) e2(11) dn (6 ) : +/z i¢'(n) e2(1) dn (e ) 7 (22)

Solo acotaremos la segunda integral de (2.2), ya que la primera integral se acota de manera

similar.
Asi,
+eo |77|5 d i
L /(1 %< >“
_ 1’pa(n)e’® / (877~ Ypa(n) + 14 (n)) — nPpa(n)¢"] e*dn
W 2 2 i(¢')?
—(2%p2(2)e®) / oo [¢/ (817 o2 (n) + 0P b (n)")] ey
i¢'(1) 2 i(¢')?

oo 7764P2(77) d i

A w'dnGﬂdﬂ

12900(2)] | [ AP pa(n)] +20 18)06 ()| 00 1810 () |6
< 12928 /M AUV T 102 T 1e2VNe 1
—\wm|+é ¥l ”*L ¥l ”fé w7

+oo dn +oo ,rll/2 +00 ,’73/2
< (Cy+C. / —+ C / ——dn+C / ——d
e A P R S i v e N g eI R

=C
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yva que las tres integrales impropias son convergentes. Por tanto, ’I~ @2(:[:)‘ <C; C>0.

3|z d*¢(n)
2 dn?

Asi, el lema de Van Der Corput (con A = 1) y la forma de ¢p; p1 garantizan que existe una

Ahora si n € A, tenemos que, ’ | <3 <

‘ = 6|n| > (6]x)"/* > V6 > 1.

constante “C” independiente de x < —1 tal que,

aatal| =| [ el entarontirn| < Cu (17l + 17122

donde f(n) = [n|%¢o(n)e1(n).

Luego, o
=]

75 0)] = / ¥ o otayin| + 1 e“lnPeotnan) = & >0
1=\ Lym /7

Por tanto Iz € L*(R) O

2.2. Teoremas de interpolacion de la integral fraccionaria

Aqui enunciamos el teorema de Riesz-Thorin y los teoremas 2.9 y 2.12. Asi mismo consi-
deremos (X, A, n), (Y, B, 1) espacios medibles y denotamos LP(X) = LP(X, A, u) y LYY) =
LYY,B,u) para 1 < p,q < 0.

Definicion 2.5. Sea T': LP(X) — L%(Y) es llamada sublineal si
T(u+o) <|T(W)|+T@)] v [T(cu)l=cT(u)]

para todo u,v € D C DomT y ¢ > 0; el operador T es llamado de tipo fuerte (p,q) con
constante M, si

[TullLe < Mpg||ull e

para todo u € LP(X).

Teorema 2.6. [5, Riesz-Thorin]. Sea p1 # p2, q1 # q2. Sea T un operador lineal acotado de
LPY(X) en LT(Y) con norma My y de LP2(X) en L9%(Y) con norma Ms. Entonces T un

operador lineal acotado de LP*(X) en L% (Y) con norma My < M{=9MY donde

1 1-06 0 1 1-46 0
— = +—, —= +—, 0<O<1
Po b1 b2 q9 q1 q2

El siguiente ejemplo muestra una propiedad del operador convolucion, el cual seréd demostra-

do gracias al teorema de Riesz-Thorin.
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Ejemplo. (Desigualdad de Young generalizada). Sea u € LP(R™) y v € L4(R"),

1 1 1 1 1
1<p,g<oocon —+ —>1. Entonces f*g € L"(R"), donde — = — + — — 1. Ademas,
P q r P g

lu vl Lr < flullze [0 La-
En efecto, para v € L9(R") definimos el operador
Tula) = [ uly)ola=)dy = (urv)(a).
La desigualdad integral de Minkowski demuestra
[Tulle < [JollLallullL:

Por la desigualdad de Holder

[TullLee < lvllzalfull o

asi tenemos que T es de tipo (1,q) y (¢, 00) con norma acotada por ||[v||ze. Luego el teorema

2.6 garantiza que T es de tipo (p,r), donde

1:ﬂ+§:1_,
P 1 q q
y
1:ﬂ+0:1+(1—9)—1:l+1—1.
r q q q q p

Ademas, por la definicion de norma del operador T' y el hecho de que ||T'|| < ||v||ze se tiene
[uxollr < [lullze[[v] Lo 0

Teorema 2.7 (Teorema de interpolacion compleja de Stein). Sea {1.}, z€ F={z=x+ iy :

0 <z < 1} una familia admisible de operadores tal que

[ Tiyullag < Mo(y)l|wllpo

[T iyullgn < Mi(y)llullp,
para toda funcion u € LPi, 1 < p;,q; < oo, M;(y), j = 0,1 son independientes de u y satisface
la desigualdad
sup e bWl log M;(y) < oo, b <.
—00<y<00

Entonces, si 0 <t <1 existe una constante My tal que

[Trullg, < Millullp,

o 11—t t 11—t t
para toda funcion simple v y — = —— + —, =
bt Po b1 a 40 il
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La demostracion de este resultado se encuentra en [14 T'eorema 2.7].
Para enunciar y demostrar el teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev o teorema de la Integral

Fraccionaria, teorema 2.12, necesitamos las siguientes definiciones y teoremas:

Definicion 2.8. Sea f € L], (R™), definimos la funcién maximal de Hardy - Littlewood M f (),

asociado a f

1 1
Mf(z) =sup —— f(y)|dy = sup — flz —ry)ldy
() SUD B ] BT($)| ()] Sup - Bl(o)| ( )|

1
= sup <|f| * MXBT(O)) ().

Teorema 2.9 (Hardy-Littlewood). Sea 1 < p < co. Entonces M es un operador sublineal de

tipo (p,p), es decir
IMfllze < Cpllfllze, para todo  f € LP(R™).
La demostracion de este resultado se encuentra en [14, Teorema 2.5].

Teorema 2.10. [14, Teorema 2.4]. Sea ¢ € L*(R™) una funcion positiva y no creciente con

respecto a v = ||z|| € [0,00). Entonces
tHz -
supl « f@)] = sup | [ EEEZI )0y < ol M ).
t>0 t>0 2

Definicién 2.11. El potencial de Riesz de orden @ con 0 < o < 1, denotado por I, se define

af@) = Ca [ Lty = ok 0 (2.3
R |z —y["
n/29a
donde K, (z) b i Bhio %) y I es la funcion Gamma.

T e YT T(n/2 - af2)

Teorema 2.12 (Hardy - Littlewood - Sobolev). Sean 0 < a <n, 1 <p < g < oo

(07
" .

1 1
q P

1. Si f € LP(R™) entonces la integral (2.3) es absolutamente convergente para casi todo

z e R™.

2. Sip>1, entonces I, es de tipo (p,p), es decir

Hafllza < Cpallfllze-
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Demostracion. Tenemos que

e <ca [ TE=Wlay o, [ =Dl
ly|<e [yl ly|>e Yl
< |CoKQ * f ()| + |Ca K + f(x))]
< CoKp # | f1(2) + Coa K | f|(2),
donde
1
e 0 ll=se 0 Jz[<e
KS(z) =4 7 y KX =4
0 ;x| > e [ ;x> e

K?|f|(z) representa la convolucién de la funcion KO € (R") con |f| € LP.

1
En efecto, |f| € LP pues por hipétesis f € LP, K9(x) = HTa es integrable en una vecindad
77
del origen si y sblo si n — a < n, es decir, si @ > 0 y por hipdtesis esto es verdadero. Por la

desigualdad de Young generalizada decimos que K2 (z)* |f| € LP conp=1, gq=pyr = p.
1

K2°x|f|(z) es la convolucion de la funcion K2° € L¥ con |f| € LP. En efecto, K2°(x) = e
x

es integrable en L¥ en el complemento de una vecindad del origen si y solo si (n —a)p’ <n'y

| «a
esto es verdadero puesto que por hipotesis — = — — —.

q p n
Por la desigualdad de Young generalizada decimos que K$°  |f| € L® conp =p', g=py
r = 00.
Por lo tanto, ambas integrales convergen absolutamente, entonces I, f(z) es absolutamente

convergente para casi todo x € R™.

Demostremos ahora

HIafHLq < Ca,anHLP'

En efecto, por el teorema 2.10
CaKq * | [f|(z) < Sup CaKq | f|(2)] < Call Kol M| f|(2) (2.4)

haciendo un cambo de variable en coordenadas polares en R", tenemos

d € ,.n—1 n
1K = [ a= [ [ Do) = Tt = Gt (25)
le|<e |7 oB.1(0)Jo T o
donde w,, := |B;1(0)|, medida de B;(0) en R™.
Usando la desigualdad de Young,
Co Ko # [ fl(@) < [Cok 5 |fl(2)] < Call KN o 11 2o (2.6)
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y de modo anélogo a lo desarrollado en (2.5), tenemos

, —+o0 n—1
1K = [ it = [ [ epddotw)
Ly laf>e |z|(mmP oBy(0) S (TP

. oo n—1—(n—a)p’ _ nwn L
= NWy, T - / : (n—a)p'—n’
R (n—a)p—n ¢ P

n
7

KL 0 = Crac™ ™77 (2.7)

de (2.4) y (2.5) tenemos que CoKY * |f|(z) < Cpac®M|f|(x) y de (2.6) y (2.7) tenemos
oK # |f](@) < Cnac™™ 77 |f]r.
Entonces

1o f(@)] < Crale®Mf () + "5 || fl|0).

Elegimos € = ¢(x) de modo que
e*Mf() =" fll1»,
luego

[Iof(z)] < Cn,afaMf(x)a

n
7

como e*Mf(x) =er 7(n_a)\|f||Lp entonces £ 7" = I flle (Mf(z))~L, por tanto

e = IFIB (M ()™,

Luego,

1 —=ER

1o f(2)] < Cnac® M () = Cuall fll 7o (MF@)'"F = Cuall 4o (M (),

donde 6 = %.
n

Por otro lado, usando el teorema de Hardy-Littewood, teorema 2.9,

||IaquLq :/R|Iaf(x)|qu S/R CO&,TLHfH%p(Mf(.CE))I_e‘qdgj

(1-0)q

_ (1-0)q -0
= Gl ([ MA@ a) T = ol IS IMAN

—0
< Coall A9 F115579 < Crall £11%,

Por consiguiente,

”IafHLq < CmaHfHLp- 0
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2.3. Transformada de Hilbert

1 1
Definicion 2.13. El valor principal de la funcién —, denotado por vp—, se define por
T T

para todo f € S.

1 1
También usaremos la notacion (vp—, f) para indicar a vp—(f), uso que se justifica por la
x x
siguiente proposicion.

Recordemos que: Ver [21]
1) Para cada (v, 8) € Z* x Z* denotamos la seminorma ||| . |||,y definida como
1 M0y = 12”07 Fll oo
El espacio de Schwartz S(R) es el conjunto de funciones reales

S(R) ={ue C®: ||ulllpg < oo, para todo (v, 8) € Z x Z*}

2) ¢ : S(R) — R define una distribucion temperada si

a) 1 es lineal,

b) 1 es continua, es decir, si f, — 0 cuando n — oo, entonces ¥(f,) — 0 cuando

n — oQ.

1
Proposicion 2.14. El valor principal de — es una distribucion temperada, es decir
x

1
/
vp— € §'.
x
.. 1 W -
Demostraciéon. Como — es una funciéon impar, f, — 0 cuando n — oo, entonces
x

1 .
vp;(fn) = lim

e—0* |x|>€

A __Ef” v [ Bl
N /x|>1 f”i )d * 51—>0+ < R f" /
/W f”f ds +/ b PR g +/ b

f _
O falx) = fu(0)
fn l’ fn( ) - fn( )
/x>1 T /a:|<1 T ,

o5
>

n

n
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ademas,

vp%(fn)

1 1 [*
< / (@) | i + / 1 / £(y)dyde
lz|>1 T lz|<1 T Jo

1
< o full e / L w4 / dz
|z|>1 T

lz|<1
< 2|z fullze + 2l fnllze

< 2[[|fn

M0

entonces ||| fulll(01) — 0 cuando n — oo y ||| fulll(1,0) cuando n — oo, luego vp (fn)

1 1
cuando n — oo, es decir, vp— es continua. Por lo tanto vp— € S’. O
x x

Sige S’y f €S8, entonces g(f) = g(fA') En efecto, usando la identidad de Parseval tenemos

para todo f € S,

~

) =@ =19 =9

Proposicion 2.15. Si f € S entonces

e

op(€) = —imsgn()

en donde la funcion sgn se define para § # 0 por sgn(§) = %
Demostracion. Para todo f € S,
1
ot () =vpe(F) = tim [ T ge— 1im / £ | o,
x e—=0F Jig|>e 6—’0+ \>s

usando el teorema de Fubini y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos,

1 , e~ g = . et
vp;(f)—slif& Rf(l‘) /|§>6 ¢ dﬁda:—/Rf(fv) <51i%1+ /|§|>E ¢ df)

Por otro lado,

. e—izf J . —& e—iz§ J —zm§ J
a—1>%l+ |€|>e f f N aigl* </oo f § + g)
i +o00 e—im{ J +oo —z:(:& d
= ([ e [
Too _92i sen € > sen x&
= 1 ——df=-21 Ii d
5—1>r(r)lJr < f € zsi}(r)l § §
+oo
= —Qi/ sezx{dg = —mi sgn(x).
0

Luego tenemos

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




De esto concluimos que

—

<vpé,f) = (—mi sgn(z), f)

Por lo tanto,

—

1 .
op—(6) = i sgn(c). O
Definicion 2.16. Dado f € S, la transformada de Hilbert es el operador dado por

Hf(y) = lim S,

1 1
z = —vp—=* f(y).
e=0t Jjy—a|>e Y — 7T ™ X

Notemos ademaés que, por definicién de vp, se cumple

vpl @) dr = lim / f(@) dx.
y

TJRY - =0t Jy—z|>e Y —

Asi tenemos el teorema siguiente.

Teorema 2.17. Para todo f € S se cumple:

HI(E) = —i sgn(€) f(€)

H2 =T
HO, = O, H
IHfllz2 = 11 fllz2

Demostracion. En primer lugar,

HF(©) = ~op- * (€) = o () (6) = ~i smn(©)F1€)

En segundo lugar, H2 = H(Hf), entonces

—_— -~ ~

H(HF)(E) = —i sen(€HF(&) = —i sgn(&)[—i sgn(&) F(€)] = —F(&)

luego H(Hf) = —f, es decir, H? = —1I, donde I es la funcién identidad.
En tercer lugar,

— -~ ~

HOLJ(€) = —i sgn(€)uf (€) = —i sgn(€)i€ F(€) = i€(~i sgn(€) () = i€HF(€) = BHS(€).

Luego, HO, f = 0. Hf, es decir HO, = O, H.
Finalmente, usando la igualdad de Plancherel y la primera igualdad, tenemos

~ ~

IHfllze = [HFllze = | =i sen(®) Fllze = 112 = I1F]1z2- O
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Capitulo 3

Problema de valor inicial asociado a la
ecuacion lineal de Korteweg-de Vries

modificada

En este capitulo se estudiara el problema de valor inicial (PVI) asociado con el problema

{ Byu (t) + Bu (t) = 0 (3.1)

u(z,0) = (z)

donde w es una funcién real con x € R, t > 0; ug € H®, detallando algunas propiedades del
grupo de operadores unitarios en L? generado por el PVI (3.1).
3.1. Problema lineal

Iniciamos esta seccion con la siguiente definicion,

Definicién 3.1. Definamos el operador —A por

D(—A) = H**3, scR
(3.2)
Au = 3u
Asi el problema lineal (3.1) puede escribirse de la forma
ou(t)+Au(t)=0; teR
)+ Au () s
u(z,0) =ugp (x).
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Sea el operador —A definido por (3.2), usando la transformada de Fourier con respecto a la

variable x tenemos,
Dru(€,t) = —FRu(&, 1) = —(i€)*a(&, 1) = i€a(¢, 1)
para cualquier u € H?.
Proposicion 3.2. —A es lineal, tiene dominio denso, es m-disipativo y antiadjunto en H®.

Demostracion. Sea —A el operador,
—A:H" C HS — HF
ur— —0u
La linealidad del operador —A y la densidad son inmediatas. Ademas, si v € H*%3, por defini-
cion de [|-|| g« v la desigualdad
| Au]l g = [|=05ul| o < [lull goss

de donde —Au € H®. Por lo tanto, Ran (—A) C H® cualquiera sea u € H5"3. Probaremos que
—A es m-disipativo en H®. En efecto:

—A es negativo. Sea u € H*3, entonces

(—Au, u) s < 83u u> < u, > == <u, —8£u>Hs = — (u, —Au) .

Luego (—Au,u) . <0.

2. —A es disipativo. En efecto, existe A\g > 0, para todo v € H*, existe u € D (—A) = H*3 :
u + AoAu = v. Tomemos \g = 1, entonces (I + A)u = v, esto es u + Au = v, aplicando

transformada de Fourier con respecto a la variable z en ambos miembros de la igualdad

v la definicién del operador A, tenemos:
(1-i®) (&) =0(¢)

~ v
despejando u (£) y aplicando transformada inversa de Fourier se tiene, u(§) = (%) .
-1

v (§)
1—i&3

v
Luego dado v € H® existe u = ( ) tal que u + Au = v.

Ademéas u € H*F3, en efecto,

s = [ (14672

53

2 ~ 2
_ 21\ s+3 [v (¢l
dg_/R(Hg) 7|1_i£3‘2d§

+£28+3 ) B s )
<o (L pera-ao [are)perie<x

pues v € H®, luego v € H5T3.
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3. —A es antiadjunto en H®. En efecto, sean u,v € H® entonces

(—Au,v) s = <—8§u,v>Hs = <8§u, —U>Hs

= (_1)3 <u7 ag (—U>>H5 = - <u7 _85 (v)>Hs = <u7 _AU>HS
Por lo tanto —A es antiadjunto en H*. O

Teorema 3.3. El operador —A genera un semigrupo de contracciones {W (t)},~, sobre H?,
s >0 tal que

—

W () u(€) = € a(€) (3.4)

Ademds, {W (t)},~, se extiende a un grupo de operadores unitarios en H® y cualquiera sea
u € H®, la funcion

W ()u:Rf — H®
es la unica solucion del problema de valor inicial (3.1).

Demostracion. La primera afirmacion se cumple ya que —A es m-disipativo y D(—A) es denso.
Para demostrar (3.4), resolveremos el problema de valor inicial (3.1) tomando la transformada

de Fourier en la variable espacial obteniendo

Luego,
(€, t) = €Ty (€) . (3.5)

Definimos W (t)u(€) = €’tg(€) obteniendo (3.4) y la tltima afirmacion es consecuencia de la
primera afirmacion. O
Aplicando la transformada de Fourier inversa con respecto a la variable x en la ecuacion (3.5)

obtenemos una solucion del problema (3.1) que tiene la forma
ul1) = (0 (€))" = W (t)uo.

A continuacién enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de este operador. Para
esto, debido a [21, Proposicion 1.33] porque H? = L? en adelante las funciones en H*® para

s > 0 seran consideradas como funciones de L2.
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3.2. Propiedades del grupo generado por el problema lineal

El grupo de operadores unitarios sobre L? satisface las siguientes propiedades:

Teorema 3.4. Si u € L?, entonces

B W (H)u = W (t)dpu (3.6)

DOW (tyu = W (t)D®u (3.7)

Demostraciéon. Aplicando la transformada de Fourier con respecto a la variable espacial de

la derivada con respecto a x, tenemos:

—_—

0: W (H)u(€) = €W (H)u(€)
= (i6)e€1a(E) = €1 (iE)u(¢)
= " G,u(€) = W (1)Bpu(£).

Luego

O W (t)u(x) = W (t)Opu(x).

Ademaés, aplicando la transformada de Fourier con respecto a la variable x del operador D“

tenemos
DaW (B)u(€) = €W ()ul€) = [€[*E 1 a(e) = &g *a(e)
= ¢€* Dau(€) = W(t)Doul(€)
luego

DWW (t)u = W (t)D%u. O
Teorema 3.5. Siu,v € L?, entonces

(W (B, 01z = (u, W (t)) 2 (38)

(DWW (t)u,v) g2 = (u, DW (t)v) 2 (3.9)

Demostracion. Usando las propiedades de producto interno en L? y las propiedades de trans-

formada de Fourier tenemos

W (0,012 = (€R(E)Y,0) 12 = (18, ).

= <aa ei£3t6>L§ = <a7 W(t)'l)>L§

= (u, W(t)v)Lz-
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Ademas, usando las propiedades de producto interno en L?, la igualdad (3.7), (3.8), las propiedades

de transformada de Fourier y Plancherel, tenemos

(DW (t)u, v}z = (DW (¢ Ju,0) 2 = (el W (t)u, )12

={
= (W (1), €]0) 2 = <v7@,Dav>Lg
= (W(t)u, D?v)s

= {

w, DWW (£)v) 1. O

Teorema 3.6. Si u,v € L?, entonces

/ / Wt (z,t)dtdz = / u(z) ( /R W(t)v(:c,t)dt) dx (3.10)
/ / B, W (¢ (z,t)dtdz = — / u(z) < /R axW(t)v(x,t)dt> dx (3.11)

/ / (DOW (8)u)(@)o(x, t)dtdz = /R () ( /R (D“W(t)v)(a:,t)dt) de (312)

Demostracion. Usando el teorema de Fubini y la igualdad (3.8) tenemos

//W xtdtdm-//W v(x, t)dzdt = / (t)u, v(-, 1)) 2dt

/R w, W (o, 1) ad = / / o, D) dadt

= [ u(z) [ W(t)v(x,t)dtdx.
R R

Luego, usando la desigualdad (3.8), integrando por partes y usando el teorema de Fubini tene-

mos

/ / 0. (#)u(a)v(, £)dwdt = /R (O W (Hyu(z), o(-, ) 2 dt

= _/R<W(t)u(x),axv(-,t)>Lgdt

A /R (u(a), W (1) By, 1)) 2 dt

_ —/<u(m),8xW(t)v(-,t))L%dt

- /i u(z) < /R 8IW(t)v(x,t)dt) dx.

Por tltimo, usando el teorema de Fubini, propiedades del producto interno en L? y la igualdad
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(3.9) tenemos

/ / (DOW (t)u) (@)o(x, £)dtdz — / (DOW (£)u) () (z, £)dadt
R JR R

(DWW (t)u,v) 2 dt

(u, DW (t)v) 2 dt

I
——
S —

u(z)DW (t)v(x, t)dxdt

uﬂ(i;) < /R D‘“W(t)v(:n,t)dt) dz. O
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Capitulo 4

Estimados lineales

En este capitulo se estudiaran los efectos regularizantes del grupo {W(¢)}1er generado por
el PVI (3.1) y los estimados lineales asociados con la KdVm, presentados por Kenig, Ponce y

Vega [12], los cuales conduciran a un 6ptimo resultado local para la ecuacion de KdVm.

4.1. Estimados lineales

Teorema 4.1. Si u € L? entonces

10:W (Jullpgerz < Cllullzz (4.1)

[1Dz0:W (ullpgerz < Cl[Dyullz, s €R (4.2)

Siv € LLL? entonces para cualquier T > 0

896/0 W(t — 1)v(z,7)dr

=4 CHUHL;L?T (4.3)
LPL2

Demostracién. Consideremos v € L?. Usando la transformada de Fourier con respecto a la

variable z
W (Dyu(€) = (i)W ()u(€) = (i€) (" a(¢)),
y haciendo un cambio de variable i = &3 tenemos:
0, W (tyu(z) = C /R i€ (€)' d
_ C’/Rin1/3ei”tﬂ(n1/3)ei”1/3“(3772/3)d77

:C/Rn—1/3e(int+in1/3ax)a(n1/3)dn‘
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Tomando la norma en L? a la funcion 0,Wwu con respecto a t y el usando el teorema de

Plancherel, tenemos

|0 WuHL2 —/ ‘/277 1/3, (int+int/3z) = a(n 1/3)d77

1/3 (int/3z)~ ( 1/3)) mtdn‘ dt

dt

/R \( e g3 ()| ar
= [l e e g ) P
= [ )
=3 [ et
- ¢ | [@(©)Pds = Clfall; = Clul,

Luego HE)qu(x)H%? =C ||u|]%%, aplicando supremo con respecto a la variable x a ambos

términos de la igualdad resulta
10:W () u(-2)llpgerz < Cllullzz-
Para demostrar la desigualdad (4.1) notemos que
D30, W (t)u = DEW (t)0pu = W (t)D:0yu = W (t)0xDiu = 0, W (t)Diu
luego usando la igualdad (4.1) tenemos
D30 (Yl e 2 = 10 () D3l e g2 = Ol Dl

lo que demuestra (4.2).

Probaremos en primer lugar que

0, /R W (—r)o(-, 7)dr

Recordemos que el “argumento de dualidad” es expresado por

1/q
</ [A(z, )|, dt) = sup {
ol g7, =1

Por el argumento de dualidad tenemos

/W L T)dT

< Cllllpy -

L

h(z, t)o(z, t)d:vdt‘} .

( /W deT)()da:

= sup { }
2 _
L ”U‘”L%_l

x
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Integrando por partes, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz en 7, la desigualdad de

Holder en x con (00, 1) y la desigualdad (3.6), tenemos

(/W deT)()d:E ‘< /W :mdm>L%

= </ W(—7)v(x,T)dr, 0 u>
L3

= _AAW(—T)amu(x)v(x,T)dex

= _/R/R&mW(—T)u(:U)U(:U,T)de:E

—7)u(x)v(z, 7)|drdx
1/2
x)]2d7>

A
&
=

IA
=
A~
5%\

&

%

||8 W(=r)u(x)||2llv(z, )| L2 dz
< V0 (el JAECRIPE
< Cllullezllvllzyzz
Tomando supremo en |[ul|z2 = 1, obtenemos

‘aw/RW(—T)U(.’E,T)dT "

En segundo lugar, para t € [0,7], T > 0 tenemos

< Cllvllpare-

Gx/o Wt — 7)v(z, 7)dr

L2 0 L2

Por el argumento de dualidad tenemos

‘ax /0 tW(fT)v(x,T)dT /R <ax OtW(T)v(x,T)dT> u(z)dz

b

= sup {
12 ulz=1
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desarrollando de manera similar a la primera parte, se tiene,

[ (o0 [ wirntaar) ey

1/2

S/R</Ot|8wW(—T)u(x)|2dT)1/2 (/Ot\v(x,t)|2d7'> dx

1/2

</R(/Ot\axW(—T)u(w)\2d7>l/2 (/jwm,m%) do

1/2

S/[R(/IR\(?J;W(—T)u(x)\QdT)l/Z (/OT\U(:I;,t)PdT) dx

< N0W (=7)ullpeerzllvllryrz,

< Cllullz vl Ly zz.-

Tomando supremo en [lu|z2 = 1, obtenemos

tomando supremo a ambos términos de la desigualdad en ¢ € [0,77], se tiene

Bs /0 t W (—7)o(z, 7)dr

4 < Cllvllparz.,

Ox /Ot W (—7)v(x,)dr

sup < C sup |[v|L1p2
te[0,T] 2 te[0,7) ol
t
896/ W (—7)v(x, 7)dr < COlvllzizz2-
0 Lo L2 o
Por lo tanto
t
8:,3/ W(t —1)v(z,7)dr < C|vllp1z2- O
0 L L3 L
o1/4
Teorema 4.2. Siuec H entonces
IW (t)ull pa ree < CIIDY *ulpz (4.4)

Demostracion. Veamos que la desigualdad (4.4) es equivalente a

1DZ YW ()0l apee < Cllvllpz (4.5)

En efecto, sea Di/4u =vvel’y

(1Y) () = v(=)

|11/43(€) = B(€)

u(g) = |¢ 74 (¢)

u(€) = (|€)745(9)" (z) = Dz ().

Ademas,
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Luego tenemos
W (t)ullpsre = ||W(t)D;1/4U”L§L;>° = ‘|D:;1/4W(t)v||L§Lt°° y ||D91;/4UHL3 = [|v]|zz-

Se obtiene de esta forma la desigualdad (4.5).

Demostraremos que la desigualdad (4.5) es equivalente al estimado

=W )dtH < Ollgll s, con g€ LY3L] (4.6)

Para esto, en primer lugar probaremos la desigualdad (4.6).

VAW () VAW (g (-, t)dt d:c
= /D VAW () g(z, t)d /D Vi g(z,7)dT | dx
= /D VAW () g(z, t)d /D—1/4 g(x,7)dr | dx
= /D VAW () g(z, t)d /D VAW (1) g(, 7)d7 | dx
- D YAW (t)g (e, )dt /R D YAW (—r)g(a, T)d7> da

]R
/D VAW (g (2, 1) / VAW (—1)g(w, 7)dr ) dtdz
Wit

o
o

D7 VAg(x,t) /D VAW (=1)g(, 7)dr | dtda

/Dx VAW (=1)g(, 7)dr | dtda

Dy /49( )/D_1/4W(t—7') (z, 7)drdtdx

g(:v,t) / D=YADZVAW (¢t — £V, 7)drdtda
R R

T e —7)g(x, 7)dTdtdx,
Rg( ,t)/R W (t )g(x, T)drdtd

2
=//g(w,t)/D;”QW(t—T)g(:c,T)detdx.
L2 R JR R

Aplicando la desigualdad de Holder con respecto a t con (1, 00)

g/ (/ z,t) dt> <§1€1£/D 2wt — 7)g(a, T)dT) dx

SPW (4 - gl )

I
%\%\%\\\\%\%\%\%\
\ \

luego

VAW (1) g (-, t)dt

VAW (t)g(-, t)dt

lg(a, -o)llda
Ly

Aplicando la desigualdad de Holder en x con (4,4/3), tenemos

2
VAW (8)g(-, t)dt AW (=) G (o, T da

gl 4/5 (4.7)
LAL® LLy
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En segundo lugar probaremos que

2 PW (= 7)g (0 T)da

<C
e S lgll s

Para esto, veamos que

I_l/QW('t: _T)g('wa T)dT

- ’ /Rﬂa—wwa “95(E 7)Y (x)dr
- ‘/R(Iﬁ\‘lﬂeigs“‘”ﬁ(f,T))V(x)df

¢ V (1§72 €)@ 5 5(, T)dr
R

=C’ / ( / 15\‘1/2e"53“‘”eifxd£) #g(-,7)dr
R

ey
., 4 (/e(“t i)+

wre-ney |
eI | * 1) lar

Afirmamos que existe N € ZT tal que para cualquier v € R

N
(€5 +a€) d§ |- C(1+ 171)
R |g[2/2 | —

L /2
usando esta afirmacién obtenemos
/ i(Ex+(t—7)¢€3) d§
R HE&

</,

R
C -

< [ s+ gt lar

@ =

Z/R/wa(y—ﬂ?ﬂ'ﬂdydT
(G

z//ng(y—x,T)ldey

/Rly|1/2/|g |dey7

C _
< W */R|g(ac,r)\dr. (4.8)

Por otro lado debido al teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev, donde o« =1/2, n =1, p =4/3

x |g(x, T)|dr

;1/2W('t) _T)g('xv T)dT

es decir

;1/2W('t) _T)g('xa T)dT

y ¢ = 4, el potencial de Riesz de orden 1/2 es de tipo (4/3,4). Ademas,

*:Li/?’ —>L;i7

[ lat.lar )

Liyp = || /2

C
PRE * /R lg(-,7)|dr

es decir,

< Cy31/2
L3
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equivalentemente

C
e * /R lg(-,7)|dT

Aplicando supremo con respecto a t a la desigualdad (4.8)

C _
sup smm*éw@xwf

teR
i L/
< ——« [ lg@,7)ldr,
‘ e T2

[ D2 W =g e
R
integrando con respecto a z a ambos miembros y usando (4.9)

4 1/4 o
/ dx < / 12*/ |g(x, T)|dT
R Ly® R ||]V/ R

C _
B * /R g(x, 7)|dT

< Cligllars;1- (4.9)
L4 vt

/ D;1/2W('t) _T)g('im T)dT
R

/ D;1/2W('tv _T)y('xa T)dT
R

4 1/4
da:)

HD;l/QW(-t, )5, T)df‘

LiLE LA
“1/2y7(.. 7 \a(-
[Pz 2w o ~mgteamr| < Cllgln
Reemplazando en (4.7) tenemos,
1D MW (g (-, t)dt |2 < Cligll 751, (4.10)

lo que prueba la desigualdad (4.6). Por dltimo demostraremos que (4.5) es equivalente al esti-

mado (4.6). En efecto, usando el argumento de dualidad y la desigualdad (4.10) tenemos

|

D YAW (B)oll s = sup {//Dfmwmwmwwm
Ilgll R JR

=1
Li/gL%

donde

—1/4 olz)al- " ol 174 . 4
/R/RDQC W(t)v(z)g(-,t)dtd /R ( )/RDI W(t)g(-, t)dtd

</
< (/R W)\%) \ (/R

/ DY (1)g(-, t)dt
R

dx

o() /R DZYAW (1)g (-, £)dt

9 1/2
da:)

[ Dew gt vy
R

= vz

L3

< Cllolizellgll sy
Tomando el supremo sobre los [|g||, 4/s,, = 1, obtenemos finalmente
z Ly
HDQIMW(UUHLiLr < Clvl Lz,

y asi la desigualdad (4.4). O
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Observacion.

1) Siu € L%*(R) entonces
D,u = 0, Hu y Ogu = —DHu (4.11)

En efecto, aplicando la transformada de Fourier con respecto a la variable z y el Teorema

2.17 tenemos:

i

it £l
i€

Dyu(€) = |¢la(e) = l¢] () = —igsgn(§)a(e) = EHu(E) = D, Hu(€).

(&) = —ig

Luego, D,u = 0, Hu.

Ahora, aplicando las propiedades de transformada de Hilbert tenemos:
Opu = 0, H?u = —HO,Hu = —HDyu = —D;Hu.
Por lo tanto, tenemos (4.11). O
Teorema 4.3. Sea u € L? entonces
W @)ullzsrp0 < Cllullz (4.12)
DWW (0)ull 572 < 1DVl 2 (4.13)
Demostracion. Para demostrar (4.12) consideremos la familia analitica de operadores lineales
Tou = D7 *DI=W (t)u, con zé€C, 0< Rez<l. (4.14)
Cuando z = iy,
Tiyu = Dy W/ADI"WW (t)u = Dy DFP¥/AW (t)u = D, W (t) D ¥/ *u.
Debido a (4.11) Tiyu = 8xW(t)D;5iy/4Hu, asi mismo, por el estimado (4.1) tenemos la igualdad
| Tiyul e 12 = 110:W (8) D> * Hu|| e 2 < OIID | 12 = C|| D> 2.
Aplicando Plancherel,
D77 a2y = 1027l = [ - ace) e

=/|I£I5Z’y/4l2!ﬂ(€)!2d§=/ [a(¢)|*de = |[all3
R R 3

_ 2
= [lullzz-
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Luego, [Tyl z2 < Clull 2, es decir
sup | Toyull 2 < Clul 2. (4.15)
r€R

Por otro lado, cuando z = 1 4 ¢y obtenemos

Ty yiyu = Dy WFW/ADI=+Wlyy 1)y = DIVADZSW/AW (t)u.

Por la propiedad (3.7) y el estimado (4.5) tenemos la desigualdad

|71 piyull paree = D7 4D 5 AW (tul| pa poe = "D;1/4W(t)D;5iy/4u|’Lngo

< C|’D;5iy/4u||Lg = Clul| 2,
luego [[T1+iyullparee < Cllullpz, es decir

< Cllullz (4.16)
4

x

sup |Ti-yiyul
teR L

observemos que Ty, : L2 — L®°(Ry, L?) y Tiqiy : L2 — LY(Ry, L§°). Luego para f € Ry de

las desigualdades (4.15) y (4.16) obtenemos las estimativas

I(Tyu)flipz < Cllullzz vy (Tiiyw) fllze < Cllullzy (4.17)

debido al teorema de interpolacién compleja de Stein (Teorema 2.7), g9 =2, pp =2, ¢ =00y

p1=2.Siz=4/5en (4.14), T,u = Ty/su = W(t)u. Eligiendo r = 4/5, obtenemos la relacién

1 1 4 1 1 4
VR y S (4.18)
pr 9po  9p1 4 590  dq1

De la desigualdad (4.17), obtenemos p, = 2, ¢ = 10. Luego, ||(Ty/su)f| L0 < Cyysllullrz, es

decir

(W ()u) fllpze < CllulLz-
Ademas para u € L? y de las desigualdades (4.15) y (4.16) obtenemos las estimativas
I Twyulleee < Cllullz vy I Tiayullrs < Cllullzz (4.19)

debido al teorema de interpolacion compleja de Stein (Teorema 2.7), go =00, po =2, 1 =4y

p1 = 2. Eligiendo » = 4/5 y por la relaciéon (4.18) obtenemos p, = 2y g, = 5. De la desigualdad

(4.19), existe una constante C,. tal que || Ty/s5ulrs < Cyssllul|r2, es decir

W (t)ull s < Cllullrz

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




Finalmente, Ty 5 : L2 — LP(R,, L% y
W @)ull o < Cllullzz-
Para demostrar (4.13) consideremos la familia analitica de operadores lineales
Tyriyu = DYAA"IDYW )y con v,y €R, 0<~y<1. (4.20)

Cuando v =0,
Tiyu = DY*DYW (t)u

Debido al estimado (4.1) tenemos

|Tiyull e 12 = IDY*DEW ()l poor2 = |1 Do D3/ DEW (t)ull o 2

= [10.W (t) D/ *D¥ Hu| oo 12 < C||Dy/* Di¥Hul| 12 = C|| Dy *ull 12
1/4 .

luego [|Tiyull o2 < Cf| D2 "ull 2, es decir

sup | Tiyull 2 < CIID*ul| 2. (4.21)

z€R
Por otro lado, cuando z = 1 + ¢y obtenemos

Titiyu = DYW (t)u

Por la propiedad (3.7) y el estimado (4.4) tenemos la desigualdad

I viyull Lasge = IDEW (@)ull paee = W (@) Di¥ullparpe < C||Dy/*Diful| 2

< 1Dy *ull 2,

1/4 .
luego | Tiiyllpezse < ClDY *ull 2, es decir

sup|Tiayull| < C|DYul|rs. (4.22)
teR 4

x

L

Luego para f € R y de las desigualdades (4.21) y (4.22) obtenemos las estimativas
I(Tiiyw) e < CIDY Mulliz v I Tyw)fllze < CIDY *ullz, (4.23)

debido al teorema 2.7, g9 = 2, po = 2,q1 = o0 y p1 = 2. Por otro lado si v + iy = % +:0 en

(4.20), Tyqiyu = Ty jsu = D W (t)u. Eligiendo r = 1, obtenemos la relacién
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De la desigualdad (4.23), p, = 2, ¢, = 5/2. Luego ||(T1/5u)f||L?/2 < Cllullg2, es decir
I(DW (t)u) fll 52 < Cliulls
Ademas para u € L? y las desigualdades (4.21) y (4.22) obtenemos las estimativas
I Tiyullee < Cllullz vy [Tiiyullps < Cllullzz, (4.25)

debido al teorema 2.7, gg = o0, po = 2,q1 =4 y p1 = 2. Eligiendo r = %, por la relacion (4.24)

obtenemos p, = 2 y ¢, = 20, de la desigualdad (4.25) tenemos [T /5ul|z20 < C|lul|2, es decir
[1D=W ()ul| 20 < Cllullzz-
Finalmente, T /5 : L2 — L2(R,, L)/%) y

1DW @)ull g0 572 < Cllu] 13-

De este modo concluimos la demostracién del teorema. O
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Capitulo 5

Buena colocacion local para el
problema de valor inicial asociado a la
ecuacion de Korteweg-de Vries

modificada

La diferencia entre la ecuacion (5.1) y la dada en (1) es que en (5.1) no exige el mismo
orden de diferenciabilidad de la soluciéon. En este capitulo probamos que la ecuacion integral
(5.1) es bien colocada localmente en H'/4. Para esto usamos los estimados lineales obtenidos

en la seccién 4.1 que permiten aplicar el teorema de punto fijo de Banach.

5.1. Buena colocacién local de PVI asociado a la KdVm en H'/*
o 1/4
Definicion 5.1. Sea el operador A el generador de un semigrupo {W(t)}+>0. Sea ug € H
o 1/4
La solucion u € C([-T,T] : H ) de (5.1) es llamada “solucion mild” del problema de valor

inicial no homogeneo (1).
La ecuacién integral

u(t) = W(t)uo(t) — /0 W (t — 7)u?(7)0pu(T)dr (5.1)

o 1/4 o0 1/4
esta bien colocada localmente en H | si paratodoug € H  existe T' > 0 y una tnica solucién
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de (5.1) tal que para (x,t) € R x [-T,T],
we C(-T,T): H )n()Ej,
j=1
donde FE; son espacios de Banach. Ademas, la funcién flujo definida por

o 1/4 o 1/4 n
F:H —C(-T,7T):H (R)NE

ug — u(-,t)

es continua.

Teorema 5.2. Consideremos el PVI (1). Entonces para cada ug € HY*, existe

T = T(||D91;/4u0||L%) > 0 y una solucion mild unica u(t) de (1) que satisface

we C([-T,T) : HY*), (5.2)
‘p%%uw@<m, (5.3)
10ull 20 5/2 < 00, (5.4)
‘p%‘wﬁ<w (5.5)
y
[ull pa e < o0 (5.6)

Ademds, para cualquier T' €]0,T| existe una vecindad V de uy en HY* tal que la funcion

F : 7y — u(t) de V en el espacio definido por (5.2) - (5.6) conT' en lugar de T es lipschitziana.

0 1/4
Vamos a trabajar en los espacios H  debido a que sus elementos cumplen las propiedades

exigidas para los estimados lineales estudiados en el capitulo 4 ademas, se cumple por la in-

o 1/4
clusién continua que H'/* — H

Demostracion. Sea T' > 0 fijo, que definiremos después. Definimos el espacio de Banach
o 1/4 4

YT:C([—T,T] H )N E;

j=1

donde E; son espacios de Banach definidos por (5.3) - (5.6), con la norma

Il = e ol

TV

donde

lullroy = lull o 10 = 11Dl e 12, (5.7)
L>~H
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||“||(T,1) = ||8xu||L%oL;/2,

lullizz) = I1DY*ull 130, (5.9)
llliz3) = I1DY*Byull e 1., (5.10)
el gy = el cse, (5.11)

Dado a > 0, que definiremos después, definidos el espacio de Banach
Vi ={ueYr:|lully, <a}
con la métrica inducida por la norma

d(u,v) = |[lu = v[[ly-

0 1/4
Probaremos que debido a los estimados (4.1), (4.2), (4.4), (4.5), (4.12), (4.13), si up € H

entonces para cualquier T' > 0, W (t)up € Yz con |||W (t)uo|||y, independiente de T'. En efecto:

Usando las propiedades de grupo de operadores unitarios tenemos:

W (t)uoll(z,0) = sup ||D91:/4W(t)u0||L§: sup ||W(t)Dalg/4uo||L§
te[-T.,T) te[—T.,T)

= 1D *uoll 2 = 1Dy o]l 2.
IW (t)uollz,1y = 10=W (t)uoll 10,52
< [1D=W (8)Huoll g0 572 < 1Dy *Huoll 2 = || Da/ *uoll 2
W ()uoll .2y = D3/ W ()uoll 15 o = IIW (£) D3/ uo| 5 110
< |W () D3/ uoll s o < ClI DY *uoll 2.
W (t)uoll(z,3) = D3/ *0W (¢)uo| e 2. < |1D3/*0xW (¢)uo| e 12,
< C||D3 *uoll 2.
W (£)uoll(ay = IW (B)uoll arge < I[W (#)uoll sz < ClIDL uoll 2.

. 4
Por lo tanto, [[[W(t)uollly, = méx [[W(t)uollry) < ClID ol -

[ERRE)

Definamos sobre Y7 el operador integral
t
Uy (0) () = W(t)ug — / W(t — 7)(v20,v)(7)dr (5.12)
0
del PVI lineal no homogéneo
Opu + O3u +v20,v = 0
u(z,0) = up(z).

Antes de continuar con la demostraciéon del teorema, necesitamos probar el siguiente lema.

(5.13)
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Lema 5.3.

HD;/%Q&CU

3
‘L%L% < C|Jvl3,. (5.14)

2

Demostracion. Usando el lema 1.11 con f =v*, g=0,v, p=q=2, a=«a; =1/4,

p1 =20/9, ¢1 = 10, p2 = 20, g2 = 5/2 deducimos lo siguiente:

HD}/4 (v?0pv) — V2D 48,0 — Ovaglc/ZvaHL < C||D;/4U2“L20/9L¥) |0z ]|

5/2
213 e
es decir,
1/4,2 < 1/4,2 2pl/
HD”T 020, ‘L%L% < C|| Dy v ||nggo/9L1T0 ||3xv||L%OL5T/2 + |[v* D,/ Opv L2
+ ‘ &CvD}/”‘vz‘ (5.15)

1212
=T

En primer lugar desarrollamos el primer sumando, para esto usamos el lema 1.12 con

Fw)=v% p1=4,po=5yq =00, g2 = 10.

[P

< Cll2vll sz || DY |

L0t —

1/4
= Cllvllzazse || DY

L3Li0 L3Li0

Desarrollando el segundo sumando, para esto usamos el lema 1.8, con f =12y g = Di«/ 4811).

HUQD;/‘L@CU‘

, = Iv2lze | DY 000
T

L2L ‘LgOL%

Luego, desarrollamos el tercer sumando, para esto usamos el lema 1.9 con respecto a T’y a x

|

Finalmente reemplazando en la expresion (5.15) tenemos:

respectivamente.

1/4, 2
0zvD,/ v L2 < ||8;,;UHL%OL5%/2

xT

D1/4U2‘

120030

HD}”/%Z&CU 1212

< Cllvllpapg HD;MU‘

amangoL;/Q + HU2HL§L%O HDalc/Zlazv

LEL1O | ‘LgOLQT

213
0 |02
= ol NDY s i 100l oy s + oWy [ DY 00
1020l a0 3721 D3 40| 2070 30
< Clollzg el DY *oll g i 1000l o e + oMy e [ DF 400
+C ol g | DY oo 1900 g0
= 2001 10" 40l sy 0o o2 + ol | P00

< 200l ol @y 10l (may + lolFr gy ol z3)

< Ol
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De esta manera queda demostrado el lema. U

Continuando con la demostracion del teorema, primeramente demostraremos que ¥,,, esta bien
definida, es decir, R(¥y,) C Y7, para algin 71 = T1(||D;/4U()HL%) €[-T,T).

En efecto, demostraremos que ¥, (v) es continua en tar

W () (£) = g (U)(t0)||10{1/4

to

t
< W (t)ug — W (to)ug — (/0 W(t — 1) (v?0,v)(7)dr — W (to — T)(1)28xv)(7')d7'> ||I(}1/4

0

o1/4

< W (o — W (to)uoll s + ‘
H H

/0 O(W(to — T)(’L)anv)(T) - Wit - T)(’U28xv)(7'))d7'

+ /(W(to—T)(’()28xU)(T)dT

to

01/4
H

< HW(t)u() — W(to)U0||ﬁ1/4 + /0 ’ H(W(to = T) — W(t — T))(vzax’u)(T) 1?11/4 dr

+/t |(W(t = 7)(v?0,v)(7)

ol/4 dr.
H
Luego,

W0 () (t) = Wuo (V) (F0) | ¢ 174 < W (E)uo — W (to)uoll o 1/4

+/ Wt — 7) = Wit = ) (0200) (D], 19
0 H

+|t —to| sup [|[W(t — 7)(v20:0)(T)|| o 174
[-7.7] 14

cuando t — ta' , el primer converge a cero por la continuidad de la aplicacion W (.)u lo mismo
sucede en el segundo sumando por la misma razén y el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue. El tltimo sumando converge a cero cuando t — ta“ . Esto nos demuestra la continuidad
a la derecha de t. La continuidad a la izquierda de tg, y de ahi la coninuidad en %g, sigue de
manera anéloga.

Usando las propiedades del grupo {W(t)}+>0, los estimados (4.1),(4.2), (4.4), (4.5), (4.12) y

(4.13) tenemos:

DY 0z = DX W) (w0~ [ Wrorir)

LE

= HW(t)D}/“ <u0 — OtW(—T)(UZawU)(T)dT>

L3
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tomando supremo en t € [T, T, se tiene

t
sup 1DV ()2 = sup |[DL? (Uo— / W(—T><v26xv><r>df>
te[—T,T) te[—T,T) 0

< ||[DM/* <u0 - /0 t W(—T)(qﬂamu)(f)m)

Luego [P (0) iz 0) < [[ D" (w0 — Jy W(=r) (12020) (r)ar ) |,

L3

LE

%o (0)llz1.2) = 192 Wug (0)]l 20 572

0,V (1) <u0— / W (—1) (®0,0) (T)dT) e

_lp,w <u0— / W(—7) (v20,0) de)z T

HDL/A (uo — /0 W (r) (v?0v) (T)d7>

_ | pya <uo _ /0 W) (v?0w0) (T)d7>
1Wa ()l (z3,2) = D3/ * Wiy (0) 23 230

= HD}/‘*W@) (uo — / t W (=) (v*0yv) (T)dT)

HW t)DL/4 <u0—/ W (=) (v29,v) (T)dT)

SCHD;M <u0— /O W(—7) (v20,0) (T)df)

5/2
r2ory/

IN

L3

L3

L3I0

L5I19

L3

@l = [ P 0w )|,

= || DY 40, W (¢ (uo —/ W (—7) (v?0,v) (T)d’l’)
LLZ

= ||0. DY W (t) ( uo — / W(—7) (v20,v) (T)dT)

LeL2

= |0, W (t)DY/* <u0— W (=) (v*0,v) (T)dT>

LgeLZ

DY/* <u0 - tW(—T) (v?0,0) (7 )d7>

0

L3
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||‘I’uo(U)||(T1,4) = ||‘I’uo(v)||L;1L°T°

— Hw(t) <u0 - /Ot W(t — 1) (v?050) (ﬂdr)

LALSS
_ HW(t) <u0— /0 W) (20,0) W‘“) .
<o (s [ wen (0 )|

Usando las desigualdad de Minkowski, resulta que:

19 (0) < CHDi/“ (w0~ [ wen o ()

< C||D¥ o +CHD}/4 / W) (620,0) (r)dr
L3 0

L

+C

/t DYAW (—7) (v28xv) (T)dr
0

=C ‘ Di./4u0

2 2

t
< C||DY4uqg 12 + C/o HD;MW(—T) (v28xv) (T)HL% dr
T
< ¢ || DYy, L tC /_ ; DYYW (—7) (v20,0) (T>HL§ dr
T
=aC' D}/‘luo + C’/ I/V(—T)Dgl/4 (1)283521) (T)H dr
g 7 2

LIL'

T

T
_ 1/4 1/4 (,2
= C||DY*uq L%%—C'/_T DY (v*0,v) (T)"L%dT

Usando Cauchy Schwarz y el teorema 5.3, se tiene

T 1/2 T 2 1/2
192 0llys, < CNDY wollz + € ([ ar) ™ ([ [P (Poue) (), r)

T 1/2
— DYl + 012 ([ [0 (Po.0) o), ar)
=T z

— C||DYuol| 2 + CT> HD;/4 (qﬂazv)‘

L7L3
< C|DY *uollpz + CT?||v] || (5.16)
Luego
1% (V)lllyvzy, < CIDY ol z + CT2|[[o][3;.-
Eligiendo
a = 2C|| DY *ug|| 12 (5.17)
y 17 satisface
8CT?a <1 (5.18)
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entonces
3

a a
19 (), <5+ 55 < a.
Es decir, R(Wy,) C Y.
En segundo lugar demostraremos que ¥, : Y — Y es una contraccion para algin

T = T(| Dy *upll12) < T

t
||Dalc/4(\11uo ('U)_\I]uo (@)HL% = D;/ZL/ Wi(t— T)(U2(9$’U - 5289:’7-7)(7_)d7_
0

L3

= || DY*W (t) / W (=7)(v20,v — 020,0) (7)dr

LE

_ w@pys / W () (02050 — T20,0)(7)dr

L:

t
_ ||y / W (=) (0280 — 328, 7)(7)dr
0

12
t
DYAW (—7) (0?00 — 0%8,0)(7)dr
0 L2
s
< / HD}/‘*W(—T)(U?aﬂ 1 @Qaza;)(f)dT] h
0 z

< /_i HDi/‘l(rUan’U = '1728;6@(7')”]4% dr

tomando el supremo en t € [—T, T, se tiene

sup_ || DY (Wuq ()= Wy (#)lzz < sup / [P a, - Posv))| , dr
te[~T,T) ° te[-TT) L2
T
§/ HDi/4(1)28xv—'17285,;@(7')“];2 dr
wego, 192 (0) ~ W@l < [ |[PE P00 — 0|, ar.
g (V) = P )l 2,1) = 1102 (Wug (0) = W (O)] 10 572
= /Wt—r)(vﬁv—v%)v)()
L20L5/?
— oWt / W(—r) (2050 — 520,7) (7)dr
L20r3?
t
— ‘DxW(t)H / W (—7) (v?0pv — 529,0) (7)dr
0 r20r3/?
t
< HDQI/ALH/ W (=) (v*0pv — 0°0,0) (1)dr
0 L2
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t
< HD}/”‘ / W(—7) (v?0pv — %0,9) (1)dT
0

L3

t
/ DY (—7) (20,0 — 3°0,7) (r)dr
0

L3

dr

LE

< [ [p¥r 0o 05 ¢
-T

Wy (0) = P (0)ll1,2) = I1D3* (Paiy (0) = W (7)) ] 5 110

_ H pl/A /O Wt - 7) (02050 — P0,5) (e

L3 L0

< HW(t)D}/4 /O W(r) (120u0 — 20,5) (r)dr

L3 L0

t
<C HD}/‘l / W (=) (v?0pv — 3%0,0) (7)dr
0

L3

t
=C ‘ / DYAW (=) (v?0pv — 3%0,) (7)dr
0

LE

T
<c / |p¥* (o0 70,2 (7)), dr
_T

L;

[Wao (v) = Wy (5)“(T,3) ~ ‘Dals/48x(\IJUO (v) = W (5))HLOOL2
z T

= ||DY/48, / W(t — 1) (v20,v — 7?0,0) (1)dr

LLZ,

= (t)Dy/* / W (=) (v20,v — 820,0) (7)dr

Ly L2

< ‘amW(t)D}/‘* / tW(—T) (v*Opv — 0°0,0) (1)dr
0

LeL?

t
< C‘ DY/4 / W(—7) (v20pv — 3%8,9) (1)dr
0

L3

< C'/Ot HDglc/‘lW(—T) (v*0pv — 0%0,D) (7')HL% dr

g 1/4 ()2 ~2g9 ~
< C/THD‘” (v 0pv — 0°0,0) (T)HL% dr

Wi (0) =W (0) | (,4) = H‘Ifuo(v)—‘l’u ()l g

HW / W (—7) (v?0pv — 20,0 (7)dr

t—7)(v 281}—1}81))( )dT

LALS®

LALZ,
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t
<C HD}/‘l / W(—7) (v20pv — %8,0) (T)dT
0 L%

dr

L3

t
<c / |Dw (=) (P00~ 70,0) ()]
0

T lsi/a oo 24 ~
< C/_THD”"/ (v 0pv — 0°0,) (7’)HL% dr.

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el lema 5.3 resulta

T
1920 (0) = W@l <€ [ [ (2000 - P0,7) (1), a7

T 1/2 T 5 1/2
<C ( / d7> ( / | DY (w00~ 70,7) ()|, dT)
=T z

-T

= COTY/? HD}C/4 (UQ(?mU — 528905)‘

L3212

= CT'2|| DY/* (v20,0 - #0,7)

L2112

L%L%>

= OT'2 [(Iolllvz + I13lllv) (Holli3 + 11 = Holllvz 115]yz)]

+ HD}/“TXZOJ

< @pl/2 <HD}/4 (U28x’0)‘ T
x =T

< T2 ([llolli; + N1B113;.)

<120 (v, + 11112,) v = 3llvs
< 20TY262||v — 0| ||y

Entonces la eleccion de a y T en (5.17) y (5.18) nos muestra que ¥, es una contraccion, pues

=~ 1 -
a0 (v) = Yo @)lllvr < Zlllv = Dlllvz-

Entonces por el teorema de punto fijo de Banach, existe v € Y tnica solucion W, (v) = v, es
decir

o) = W (E)uo — /O W(t - 7) (20,0) (7)dr. (5.19)

Finalmente demostraremos que para 7" € [—T,T] el flujo

0 1/4
F:VyyCH —Yp

o — u = F(up),

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




en una vecindad V,, es una funcién lipschitziana, es decir, se cumple

[1F (uo) — F(uo)lllvy, < Klluo — ﬂ0||10{1/4, K >0.
En efecto, usando argumentos similares al anterior, deducimos que para T" € [T, T,
[1F (uo) = F(@o)|llv,, = [[Wue(v) — ¥z (0)][] v

< C||p¥ o ~ @) |, + ) 0 - TR,

L3

= C||Di4 o — )|, + @) (I0lIR,, + 13113, ) o =l

x

S C ’D;M(U,o — ﬂo)

1 ~
2 10N =l

<C HD}/‘*(uo | ao)(

1 p_
o 70|PY o )|

LE

<K HD;/‘*(UO _ a0)|

L3

= KH’LLQ - a0|| ol/4
H

5
Esto muestra que existe K = ZC > 0 tal que
[1F (uo) — F(wo)|lly,, < Klluo — %Hﬁm-

Por lo tanto, la solucion v(-) € Y;* de la ecuacion integral (5.19) es una solucién mild tnica del
PVI (1). Ahora, extendemos este resultado de unicidad al espacio de Banach Y7.

Supongamos que v € Yy, para 171 € [—T,T] es otra solucion mild del PVI (1) con el mismo
dato inicial. El argumento usado anteriormente muestra que para algin T, € [~T,T], ¥, esté

bien definida y es una contraccion en Y7 para algin 71 < T4, luego para Ty < T tenemos
o= 0lllva, = [l (uo) = F(@o)lllvz, < Klluo = Toll o174 =0,

es decir, para todo t € [-T1,T1], v(t) = v(t). De esta manera resulta la unicidad de la solucion
mild en el espacio Yr,.

Ahora supongamos que v € Yp, para Ty > T1 y Ts € [T, T] es solucion mild del PVI (1) con el
mismo dato inicial. Del mismo modo, se muestra que para algtin T € [—T1,T1], ¥y, esta bien

definida y para algtin Ty < T, ¥, es una contraccién en Y7, . Luego para Tp < T' tenemos

o = 0llvs, < KlJuo — 170”;/4 =0,
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es decir, para todo t €] — Ts, I3[, v(t) = v(t). De este modo resulta la unicidad de la solucion
mild en Y7, .
Volviendo a aplicar este proceso, un niimero finito de veces, el resultado puede ser extendido a

todo el intervalo [T, T|. Esto implica la unicidad de la solucién en Y7. g
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