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Resumen

Se estudian los frentes de propagacién en una regién de dos dimensiones con forma
de un tubo rectangular finito en sistemas isotérmicos autocataliticos. Enfocamos el
caso donde dos especies intervienen en una reaccién y estas especies tienen coefi-
cientes de difusiéon que pueden diferenciarse significativamente en magnitud. En las
configuraciones de dos dimensiones, con diferentes coeficientes de difusion, los frentes
de propagacién pueden convertirse en inestables. La inestabilidad ocurre cuando la
razén de los coeficientes de difusion excede de un valor critico. La forma espacio
temporal de los frentes no planos en tales sistemas dependen del dominio rectan-
gular perpendicular al frente, generandose para tiempos largos, intermitencias bien
definidas separadas en cada intervalo de tiempo. A medida que se incrementa el
ancho del dominio rectangular, aparece el caos. También estudiamos las formas de
propagaciéon de los frentes cuando el ancho del dominio es mas grande que el largo
del tubo, notandose simetria de acuerdo a las condiciones iniciales hasta un cierto
tiempo y luego se rompe la simetria para tiempos posteriores. Por ultimo al sistema
reaccion-difusién cibica le incluimos un flujo advectivo de Poiseuille que dan como
resultado dominio de frentes simétricos y asimétricos variando la velocidad promedio
del flujo desde valores negativos a valores positivos.
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Introduccion

El modelado y analisis de la dindmica de mezclas quimicas por medio
de ecuaciones diferenciales es una de las principales preocupaciones de
los tedricos de la ingenieria quimica. Estas ecuaciones toman a menudo la
forma de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de forma parabdlica
no lineal, o ecuaciones de reaccién-difusién; cuando hay difusién de sus-
tancias quimicas involucradas. Una buena descripciéon de modelamiento
y andlisis, puede obtenerse en las obras de R. Aris [1] The mathemati-
cal theory of diffusion and reaction in permeable catalysis, que asi mismo
fué uno de los principales contribuyentes a la teoria. El entusiasmo por
los modelos desarrollados ha sido compartida por parte de la comunidad
matematica, y estos modelos han de ser siempre una motivacién con al-
gunos resultados matematicos hermosos [2].

Hay analogias entre las reacciones quimicas y ciertos sistemas biologicos.
Una analogia es la de un solo organismo vivo que es una estructura
dindamica construida de moléculas e iones, donde muchos de ellos reac-
cionan y difunden. Otra analogia es por ejemplo, el potencial eléctrico
de una membrana que puede difundirse como una sustancia quimica, y
por supuesto puede interactuar con otras especies (iones), que son trans-
portados a través de la membrana. Estos hechos dieron lugar a Hodgkin y
Huxley de medir el modelo de la propagacién de las senales nerviosas. En
el nivel de las poblaciones, las personas interactian y se mueven, por lo
que no es de extranar que aqui, de nuevo, los modelos mas simples de in-
teraccion-migracion en el espacio-tiempo tienen el mismo aspecto general
que la de los sistemas de reaccién-difusién [2].

Sin embargo, serd evidente que los ejemplos dados, las observaciones for-
muladas, y temas elegidos, estan inclinados hacia posibles aplicaciones
biolégicas. Esto refleja el interés general que se ha desarrollado en el
uso de las ecuaciones de reaccién-difusion para hacerse una idea de la
dindmica y la estructura de comunicacioén biolégica en los organismos. Un
buen ejemplo de este interés se ve en la monografia de Nicolis y Prigogine
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[3], que proporciona una buena visién general del estudio de la autoor-
ganizacién de los fendmenos en muchas ciencias, como la biologia. Es
claro que las ecuaciones de reaccién-difusion son muy relevantes aqui. Los
fenémenos de autoorganizacién fueron aumentando (Prigogine y Nicolis
[4]; Glansdorff y Prigogine [5]) a la idea de Estructura disipativa, que en el
contexto de reaccion-difusién puede ser modelado por soluciones estables
de las ecuaciones, que no son constantes en el espacio-tiempo.

En nuestro estudio aqui veremos el sistema reaccion-difusion cibica apli-
cado a una reaccién quimica que implica un fenémeno de intermitencia
que relaciona a un comportamiento complejo para tiempos muy largos.
En el primer capitulo trataremos aspectos tedricos del sistema reaccion-
difusiéon asi como el desarrollo de la técnica numérica de diferencias fini-
tas para solucionar una ecuacién diferencial parcial parabdlica en dos di-
mensiones. En el segundo capitulo daremos solucién al sistema reaccién-
difusién ctibica en dos dimensiones. Y finalmente haremos las conclusiones
del resultado de las simulaciones efectuadas que corresponden a un sistema
de reaccion-difusion cubica.
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1

Aspectos Teoricos

Aqui primero identificamos una ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico lineal
en dos dimensiones y aplicaremos tres métodos numéricos para resolver la ecuacion.
Luego definiremos el sistema reaccién-difusion, y después el sistema reaccién-difusion
cubica en el que se refiere a una reacciéon quimica del tipo A + 2B — 3B. Como
veremos en el siguiente capitulo este sistema de reaccion-difusién cibica llegan a tener
comportamientos cadticos, es entonces que damos una nocioén de caos y el fenémeno
de intermitencia. Ademas consideramos la propagacién del frente de reaccién en un
flujo externo, que es el caso del flujo de Poiseuille.

1.1 Ecuaciones Parabodlicas en dos Dimensiones

Las ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas se obtienen en muchas aplicaciones
de las ciencias naturales como transferencia de calor en estado transitorio en una
barra delgada, distribucion de temperatura sobre la superficie de una placa calen-
tada, difusion de gases, genética poblacional, dispersiéon de mamiferos, dinamica de
mezclas quimicas, etc. Estas ecuaciones se resuelven ya sea por soluciones analiticas
o aplicando técnicas numéricas. En muchos casos la solucion analitica no esta al al-
cance, por lo que dichas soluciones se orientan en soluciones aproximadas. Es decir,
aplicando métodos numéricos podremos visualizar o tener una solucion aproximada
de dichas ecuaciones. Una de las técnicas numéricas mas utilizadas son el método de
diferencias finitas. En este trabajo hemos utilizado las diferentes técnicas de diferen-
cias finitas para aproximar las derivadas espaciales, mientras que la evolucion tempo-
ral del sistema se puede realizar por métodos implicitos o explicitos que describiremos
a continuacién. La eleccion de las técnicas numéricas mucho depende del problema a
tratar como también del recurso computacional.

Entonces veremos tres técnicas numéricas mayor utilizadas en resolver ecuaciones
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diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones.

1.1.1 Meétodo Explicito

El método explicito aplicado en una dimensién, podemos extender a espacios de
mayor dimension, especialmente cuando la region es rectangular. Sea por ejemplo la
ecuacion de conduccion del calor en dos dimensiones

ou 0*u  0%u
— =k — 4+ — 1.1
It (8:r2 * 8y2) (L)
1,m n,m
%, 5 H1
1,7 Wt 1,5 i,k
1,51
f
f— Az —> Ay At
} |

1,1 n,1 1,751 45,1 n, 3,1

a) b)

Figure 1.1: Malla usada usada para la solucién por diferencias finitas de la ecuacion
diferencial parcial parabdlica. a) Malla espacial con dos variables independientes z, y.
b) Malla tridimensional visto de perfil con evolucién temporal en el eje vertical.

Es posible obtener una soluciéon aproximada por el método explicito sustituyendo
en la ecuacién (1.1) la aproximacién de la primera y segunda derivada por diferencias
finitas por la derecha para el tiempo y diferencia finita central para el espacio. Las
caracteristicas de la malla se observan en la figura (1.1) donde el punto de la malla
(i,7) corresponde a u; ;. Es decir

k+1 k

,] u,] -k 2+1j 2u +U’z 1,5 Lk ’L]+1 2u +uz] 1

At AmQ Ay2

Donde Az es el tamano de paso en la direccién x, Ay en la direccion y y At
tamano de paso para el tiempo t.

(1.2)
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kAt kAt

haciendo k, = N y = A

Despejando ufjl tenemos
wit = gy k(i — 2uf ) + k(e — 2ul; g ) o (L3)
0
ufjl — ka(uz.l,j + Ui?_l,j) + kb(uf’jﬂ + uf’j_l) + (1 -2k, — 2kb)uﬁj (1.4)

Como en el caso unidimensional, este método estd limitado por un estricto criterio
de estabilidad. Cuando el esquema de computacion es estable, los errores en cualquier
etapa de calculo no se amplifican, sino que se atentan conforme avanza el calculo.
En el caso bidimensional, el criterio es [6, 7]

1 Az? + Ay?
At< ————= 1.5
= (15)
La dificultad con el empleo del esquema explicito es que las restricciones sobre At
requieren de muchas filas de célculos. Entonces buscamos un método en el cual At
puede ser hecho mas grande sin pérdida de estabilidad.

Como en el caso de sistemas unidimensionales, las técnicas implicitas ofrecen alter-
nativas que garantizan estabilidad. Sin embargo, la aplicacién directa de los métodos
implicitos, como la técnica de Crank-Nicholson [6, 7, 8, 9, 10], lleva a la solucién
de (m x n) ecuaciones simultdneas. Ademds, cuando aplicamos para dos dimen-
siones espaciales, estas ecuaciones pierden la valiosa propiedad de ser tridiagonales.
De esta manera, el almacenamiento de la matriz y el tiempo de calculo llegan a ser
extremadamente grandes.

1.1.2 Meétodo Implicito de Direccién Alternante - IDA

El esquema implicito de direccién alternante o esquema IDA, proporciona un medio
para resolver ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones espa-
ciales usando matrices tridiagonales. Este método fueron propuestos por Paceman y
Rachford que basicamente consiste en utilizar un método de paso fraccionario en el
que el problema algebraico se reduce a dos matrices tridiagonales [9, 11]. El método
consiste en avanzar la solucién en un primer semipaso de tiempo At/2; aproximando
la derivada segunda en la direccién del eje x (por ejemplo) por un esquema implicito
y la derivada segunda en la direccion del eje y por un esquema explicito. Es decir

. . . . X
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K12 g k41/2 k+1/2 k+1/2 %
i T Uy _kuerl,j —2u T U n U1 — 2“ +Um 1

At/2 B A$2 Ay2

donde

kot 20+ ko )u P = kgl = 20— Ry 4 ky(uf ) (L)

De este modo en el primer semipaso de tiempo resolvemos el sistema algebraico
(1.7) tridiagonal en la direccién del eje x. En el segundo semipaso utilizamos como
valor inicial el obtenido en el paso previo, se avanza la soluciéon aproximando la
derivada segunda en la direcciéon y por un esquema implicito y la derivada segunda
en la direccion del eje z por un esquema explicito.

uFl k+1/2 k+1 g, k41/2 k+1/2 k+1 k+1 k+1
Wiy —UWij fo—tt1/2,5 2u; Uy i kui,j-i-l — 2u; 5 Ui (1.8)
At /2 Ax? Ay? '

donde

—kguf 200+ ko)uft = kol = 200 = ka)ui  Ra(wi ) (19)

En este segundo paso, resolvemos el sistema algebraico tridiagonal (1.9) en la
direccién del eje y. El método resulta incondicionalmente estable si se tiene la pre-
caucion de alternar las direcciones en las que la aproximacion se realiza en forma
implicita. De acuerdo a lo anterior, el método IDA de Paceman-Rachford para la
ecuacién (1.1) consiste en utilizar en forma alternativa en pasos sucesivos de tiempo
cada uno de tamano At/2.

1.1.3 Método Localmente Unidimensionales

La escuela de matematica aplicada soviética desarrollé por la misma época métodos
analogos al método IDA y que son conocidos como métodos spliting o métodos lo-
calmente unidimensionales. Estos fueron desarrollados por Godunov, Dyakonov, Ja-
nenko y Marchuk [9, 11]. La idea bdasica del método es el siguiente: dada la ecuacién

ou Pu u
—=k| ==+ = 1.10
Ji (axZ * ay2) (1.10)
se puede escribir como un par de ecuaciones
10u 0%u
i S 1.11
2 0t 0x? (1.11)

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




10u 0%*u
i e 1.12
2 Ot 0y? ( )

Para avanzar la solucién de t; a t,,q se supone que (1.11) es valida de t a tyq1/2
y que (1.12) lo es de tj11/2 & tii1.

Por lo tanto, las ecuaciones (1.11) y (1.12) pueden resolverse por cualquiera de
los métodos existentes para una dimensién, sean estos explicitos o implicitos. Pero
siempre tomando en cuenta que el resultado de la ecuacién (1.11) es la condicién
inicial para la solucién de la ecuacién (1.12).

1.2 Reaccion-Difusion

Todos los modelamientos que lleguen a las ecuaciones de reaccion-difusiéon implican
la combinacién de dos procesos diferentes: Difusién que se relaciona con movimientos
locales y reaccion con respecto a crecimientos, interacciones, cambios de estado. La
difusion es un fenémeno por medio del cual un grupo de particulas se mueven como
grupo de acuerdo a la trayectoria irregular de cada una de las particulas. Asi los
movimientos particulares irregulares dan como resultado un movimiento regular como
grupo, a este fenémeno se le conoce como proceso de difusion cuya ecuacion diferencial
parcial parabdlica en un contorno 2 es [12, 13]

ou(zx,t)

0%u(z,t)
2
5 = DVu(x,t) =D ; 1j &U (1.13)

Con la condicién inicial u(0,t) = ug(t) y las condiciones de frontera que pueden ser
ulg (z,t) =0 (Problema de Dirichlet),

g—z lo (x,t) =0 (Problema de Neumann).

Donde D es el coeficiente de difusion y u(z, t) puede ser temperatura, conductividad,
densidades poblacionales o cualquier otro fenémeno con caracter difusivo.

Cuando las particulas pueden cambiar su estado, como por ejemplo debido a
interacciones de manera espontanea. Aqui se habla de reacciones quimicas o procesos
biolégicos. A estas formas de reaccién se puede indicar mediante una funcién

flz, t,u(z,t)) (1.14)
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Si sumamos los dos procesos anteriores (1.13) y (1.14) obtenemos

Ou(w,t) 9
— = DV*u(x,t) + f(z,t,u(x,t)) (1.15)

Con la condicién inicial u(0,t) = ug(t) y las condiciones de frontera
ulg (z,t) =0 (Problema de Dirichlet),

@ lo (x,t) =0 (Problema de Neumann).

on
A la ecuacién (1.15) se le denomina una ecuacién de reaccién-difusion.

Sistemas de reaccion-difusiéon pueden dar lugar a interesantes fenémenos como
comportamientos asintéticos, multiples estados estacionarios, estructuras espaciales,
pulso o frentes méviles y oscilaciones. El estudio de estos fenémenos necesita de
una variedad de métodos provenientes de muchas dreas de la matematicas como, por
ejemplo, andlisis numérico, bifurcacion, teoria de la estabilidad, teoria de semigrupos,
perturbaciones singulares, espacios de fase, métodos topoldgicos y muchos otros [13].

Como bien indicamos en los parrafos anteriores, el sistema de reaccion-difusion
tiene una gran amplitud de aplicaciones, asi como también existe una variedad de
métodos matematicos para abordar dicho sistema. Este trabajo abordara un sis-
tema de reaccién-difusion ctibica en una reaccion quimica donde se utilizara técnicas
numéricas para estudiar su comportamiento. Es de esperar que la propagacion de los
frentes seran simples hasta complejos, es decir, sus comportamientos seran estables,
inestables y caoticos.

1.2.1 Reaccién-Difusiéon Cubica

Los sistemas de reaccion-difusion ciibica son modelos matematicos que describen como
una o mas sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la influencia de dos
procesos: Reacciones quimicas en las que las sustancias se transforman las unas en
las otras, y difusién, que provoca que las sustancias se expandan en el espacio.

Los sistemas fuera de equilibrio se describen mateméaticamente con ecuaciones
diferenciales parciales no lineales, que evolucionan en el tiempo con las variables
dinamicas. Para los sistemas quimicos supondremos que el unico acople espacial se
debe a la difusién lineal, de manera que se rigen por ecuaciones de tipo reaccién-
difusion. Sea entonces, C' un vector que incluyen todas las concentraciones de cada
especie, es decir, la ecuacion de reaccién-difusion es
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oC

E = DVQC + f(l',t, C, )\)
Donde las componentes del vector f son funciones no lineales de las concentraciones
C, que incluyen la cinética de reaccién; D que normalmente es la matriz diagonal en

el que contienen los coeficientes de difusién y A es un conjunto de pardmetros [12].

Este tipo de sistemas presenta en general un comportamiento muy complejo que
normalmente no puede tratarse analiticamente. Sin embargo, es posible obtener in-
formacion sobre sus soluciones aproximadas o asintéticas cuando una solucion cono-
cida del sistema sufre una inestabilidad al variar uno de los pardmetros. En estas
condiciones se puede conocer el comportamiento cerca del umbral mediante técnicas
perturbativas.

En esta tesis nos enfocamos en un sistema de reaccién-difusion cubica [14, 15, 18]
de dos especies cuyos coeficientes de difusion son Dy y Dg que estan involucradas
mediante una reaccién quimica del tipo

Cuadratico A+ B — 2B, Con velocidad v = k,af3,
Cibico A+ 2B — 3B, Con velocidad v = k.32

Aqui, A es el reactante y B es el autocatalizador, a y [ representan las concentra-
ciones de sus especies con su ley de velocidades. El sistema reaccién-difusién cibica
[17] para las especies o 'y 3 son

da B 5
%f = DpV?B + af>. (1.17)

Cuando los coeficientes de difusién son iguales (D4 = Dp = 1) las ecuaciones
de reaccién-difusion (1.16) y (1.17) se condiciona una relacién adicional con las con-
centraciones de « y [ debido a que se manifiesta la conservacién de masa total en
cada punto del espacio, es decir, a + § = 1, dado que para el tiempo inicial esta
relacion debe cumplirse en cada punto del espacio. Reescribimos las ecuaciones de
reaccién-difusion convirtiéndose en una sola ecuacién, es decir

Oa
ot
Resulta que esta ecuacién es imposible de resolver analiticamente, sin embargo,

podemos simplificar aiin mas considerando el sistema reaccién-difusion en una di-
mension. Tenemos entonces que

=Via—a(l—a) (1.18)
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da  d*a )
— =— —a(l —a)’. 1.19
5~ gz~ l—a) (1.19)
El analisis en 1D se procede asumiendo que la forma de la frente de onda emerge y
se propaga a velocidad constante ¢ [14]. La ecuacién (1.19) podemos transformar en
una ecuacion diferencial ordinaria usando nuevas coordenadas de la forma & = x — ct.

La ecuacién de onda se convierte en
—— 4 c— —all —a)? =0, (1.20)
con las condiciones a la frontera o = 0 para z - —oco y @ = 1 para z — +00.

La ecuacién (1.20) tiene solucién analitica [14, 15, 18]

1
oa=——
1+ e’

con la velocidad de la onda ¢ = 1//2 [14, 15, 18].

(1.21)

Esta velocidad del frente de onda es muy importante porque trasciende dicha
velocidad cuando tratemos el sistema reaccién-difusién en 2D en el siguiente capitulo
porque para procesos estables sus frentes tienden a ¢ = 1//2.

1.3 Caos

El resultado del caos ha recibido considerable atencion en las ultimas décadas. Du-
rante los 1980s recibe un protagonismo generalizado, incluso algunos cientificos lo han
colocado a dos grandes revoluciones de la fisica tedrica del siglo XX - Relatividad y
Mecéanica Cudntica [19]. Mientras esas teorias desafiaron el sistema dindmico New-
toniano, caos ha cuestionado creencias tradicionales dentro del marco de referencia
Newtoniano.

El crecimiento del estudio del caos, la fascinante combinacién de orden y desor-
den provocada por la inestabilidad; esta vinculado con el rapido desarrollo de po-
tentes computadoras. Dentro de los 1ltimos cincuenta anos, exitosas innovaciones en
computacién grafica, es uno de los factores en el cual han habilitado a cientificos y
matematicos para hacer progresos en sistemas no lineales donde aparece el caos.

A través de simulaciones reales por computadora y las técnicas del video, los
cientificos pueden ver ahora la evolucion de sistemas dinamicos y los efectos cadticos
complejos de la ecuaciones diferenciales fundamentales. El caos ha ganado bastante
atencién en muchas ramas de la ciencia. Estas incluyen campos tradicionales como
la biologfa, fisica, quimica, matematicas, astronomia, economia y geografia [19].

. . . . X
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1.3.1 Antecedentes Historicos

Una importante excepcién a la regla general de la linealidad fue el sistema de ecua-
ciones diferenciales derivados por el movimiento de los fluidos. El matemaético suizo
Leonard Euler publicé un articulo en 1755 con el titulo Principios Generales del
Movimiento de los Fluidos, en el cual di6 un conjunto de ecuaciones diferenciales
para describir el movimiento de fluidos no viscosos [19]. Estos fueron posteriormente
mejorados por el ingenierio Francés Claude Navier, cuando en 1821 publicé un articulo
dando las ecuaciones y tomando en cuenta la viscosidad. Independientemente, en 1845
el fisico matematico Britdnico George Gabriel Stokes derivé de alguna manera una
hipétesis diferente a las mismas ecuaciones en un articulo titulado Sobre las Teorias de
la Friccion Interna del Movimiento de los Fluidos. Estas son las famosas ecuaciones
de Navier-Stokes [19], que son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales los
cuales son completamente generales en su aplicabilidad del movimiento de los fluidos
y son de mayor importancia en problemas practicos.

En los 1920s un meteorélogo inglés, Lewis Fry Richardson hizo un intento en
calcular la solucién de las ecuaciones especificando las condiciones iniciales y de la
frontera usando métodos numéricos. El visualizdé una orquesta de equipos humanos
llevando a cabo un vasto ntimero de célculos bajo la batuta de los matematicos. Su
real necesidad fueron las potentes computadoras, aunque con el advenimiento del caos
puso en senal de alerta a los modeladores que conociendo las condiciones iniciales y
de la frontera de las ecuaciones diferenciales produce autométicamante un resultado
real [19].

Durante los 1920s con la aparicién de mecanismos eléctricos tales como amplifi-
cadores y osciladores, ilustraron mejor la necesidad de analisis no lineales. Después de
la Segunda Guerra Mundial, John Von Neumann noté que la existencia de métodos
matematicos analiticos, son inadecuados para problemas no lineales y fue rapidamente
visto el potencial ofrecido por las computadoras de alta velocidad. Para Von Neu-
mann, los dispositivos heuristicos podria ser usado para discernir pistas en la buisqueda
de construir propiedades basadas en la teoria de la no linealidad [19, 20].

La solucién de problemas no lineales es notoriamente dificil. En dindmica de
los fluidos, por ejemplo, el flujo estable de un fluido es bastante conocido. Pero el
movimiento turbulento, tales como el movimiento rapido de agua, es un problema
extremadamente complejo. Un problema abierto en la dinamica de los fluidos es la
investigacion de la relacion entre turbulencia y caos.

. . . . X
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1.3.2 ;Qué es el Caos?

Inicialmente podemos caracterizar el caos como un comportamiento aparentemente
aleatorio que proviene de reglas deterministas. Caos puede ser observado en muchos
sistemas mecanicos basicos. Uno de estos es la variante de un péndulo simple, el
cual el punto de giro se mueve de arriba hacia abajo. Para muchas frecuencias del
punto de giro el péndulo se balancea de atras y adelante con normalidad, pero a
medida que el punto de giro se desacelera hacia abajo un punto es alcanzado donde
el movimiento del péndulo se convierte en erratico e impredecible [20]. En este punto
el comportamiento regular periddico del péndulo da formas de movimiento cadtico.

Tal vez el mas conocido caso es la ecuacion de diferencias de primer orden
Tptr1 = An(1 — zy,), (1.22)

usada en el crecimiento de poblaciones [20, 21]. Aqui z, es un nimero entre 0 y 1
que representa a la fraccion de individuos en un territorio, respecto de un nimero
supuesto maximo posible, en el tiempo n y es medido sobre una escala entre 0 y 1.
La presencia del término z2 hace la ecuacién no lineal. Supongamos un valor inicial
xo elegido. Para valores del parametro A entre 0 y 3, el resultado del comportamiento
de z, tiende a un valor fijo estable cuando n tiende a infinito. Pero si A es 3, se
inicia la inestabilidad. El primer signo de esto es el comportamiento limitado de x,
oscilando entre dos valores. Para mayores incrementos de A\, el periodo 2 da paso a
periodo 4, 8, 16 y asi sucesivamente. Este es llamado el fenémeno de periodo doble.
Finalmente, si A se acerca a 3.57 es el inicio del caos.

1.3.3 Sensibilidad de las Condiciones Iniciales

Una caracteristica esencial del caos en sistemas dinamicos no lineales es la extrema
sensibilidad en las condiciones iniciales. Esto significa que dos conjuntos de condi-
ciones iniciales en dicho sistema en el cual estan muy cercanos, pueden dar lugar
a diferentes estados para tiempos largos. Ya que en la naturaleza las condiciones
iniciales no pueden ser conocidas exactamente, pero solo con precision limitada; se
deduce que la prediccion del comportamiento a tiempo largo deben fallar para sis-
temas no lineales en estados cadticos. La sensibilidad de las condiciones iniciales en
sistemas no lineales, es popularmente conocido como el efecto mariposa, porque un
simple aleteo de las alas de las mariposas podran teéricamente alterar las condiciones
iniciales del sistema meteorolégico y esto podria aumentar drasticamente diferente
patrones meteorolégicos para un tiempo posterior. Frase acunada por Edward Nor-
ton Lorenz [20] que proviene del proverbio chino el aleteo de las alas de una mariposa
se puede sentir al otro lado del mundo. Henri Poincaré, eminente cientifico Francés,
estaba enterado de este fendmeno cuando escribié en 1903 sobre el estudio del sistema
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planetario, Puede suceder que pequenas diferencias en las condiciones iniciales pro-
duce grandes fenomenos lineales. Un pequenio error al comienzo producird un enorme
error después. La prediccion se hace imposible [19].

1.3.4 Intermitencia

Para detectar el comportamiento cadtico se aplican varios métodos, pero el més usual
es el de utilizar el modelo llamado anélisis de series temporales, como el diagrama
de bifurcaciones, que hace aparecer una secuencia de desdoblamiento del periodo. Si
embargo, habra que tomar en cuenta que incluso en la ausencia de desdoblamiento
de periodo no se puede descartar el caos, porque éste puede aparecer bruscamente
debido a fenémenos de intermitencia, como las salvas de estatica que nos interrumpen
a veces mientras escuchamos algiin programa en la radio o la televisién, motivada por
el taladro eléctrico del vecino o por una tormenta que se acerca. Esto también puede
ocurrir con una red de procesadores paralelos, ya que pueden producir resultados
diferentes y aleatorios a partir del mismo calculo, no por el diseno de la red sino
porque la intermitencia que es inherente a la complejidad de las redes que contienen
rizos de realimentacién no lineal. Algunos cientificos creen que estos estallidos de
intermitencia revelan que las vastas redes de computacion siempre estan sujetas a
espasmos de caos [22].

Vale la pena describir brevemente otra ruta al caos para comparar la cascada
de duplicacion de periodos y el nacimiento de un atractor cadtico en una explosion
homoclinica. Y al igual que ocurre con la ruta de duplicacion de periodo, hay de
nuevo caracteristicas universales de esta ruta que son independientes de los detalles
finos de la dindmica [23].

Hay toda una variedad de fenémenos empiricos en los que hay periodos de compor-
tamiento casi regular interrumpido a intervalos, aparentemente aleatorios, por brotes
de un comportamiento mucho menos regular. Un ejemplo espectacular es la reaccién
quimica de Belousov-Zhabotinsky [24, 25, 26]. Investigadores han observado en flui-
dos convectivos como en una celda de Rayleigh-Bénard, una transicién intermitente
a la turbulencia. Este tipo de transiciéon a la turbulencia también esta presente en
los sistemas dindmicos disipativos como el modelo de Lorenz [27, 28]. Trabajos de
los efectos del ruido como los espectros de potencia en frecuencias bajas de orbitas
cadticas se presentan transiciones intermitentes [29].
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Resultados

Para resolver las ecuaciones de reaccion-difusién cubica en 2D usaremos los métodos
numéricos presentados anteriormente, buscaremos soluciones de frentes planos que se
propagan en una direccién y obtendremos las condiciones de inestabilidad de dichos
frentes. Debido a la inestabilidad de los frentes planos, apareceran nuevos estados
de propagacién que ya no seran planos. Variando la relacién de coeficientes de di-
fusién 6 = D4/Dp y el ancho [, del tubo obtendremos dichas inestabilidades. A este
conjunto de variables J y [, estableceremos un patrén de bisqueda de inestabilidades.

Los resultados en este trabajo de investigaciéon han requerido un uso extensivo de
recursos computacionales. Entonces, usando el servidor ubicado en el departamento
de Fisica asi como el sistema de super cémputo Legion ambas de la Pontificia Uni-
versidad Catolica del Pert; hemos llegado a resultados satisfactorios en un tiempo
relativamente corto.

2.1 Reaccion-Difusion Cubica en 2D

Primero planteamos las ecuaciones de reaccién-difusion para la reaccion A+2B — 3B
en dos dimensiones para un tubo rectangular finito.

Sea a = a(x,y,t) y B = p(x,y,t), concentraciones de especies A y B con coe-
ficientes de difusion D4 y Dp respectivamente. Ademdas también sean las funciones

no lineales f(a, ) = —af? y g(a, ) = +af? que corresponden a las reacciones.
Entonces las ecuaciones del sistema reaccién-difusién cibica son [18]
oo Pa D«
— = D 2.1
5 = 1(0.8)+ Dal5 + 5.5) (2.)
ap o*p  0*B
— = Dg(— + — 2.2
5 = 90 8)+ Dagy + 55, 2.2)
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donde tenemos cuatro condiciones en la frontera, es decir, dos condiciones de Dirichlet
en los extremos del tubo y dos condiciones de Neumann en los costados del tubo. Por
tanto,

las condiciones iniciales son

a(r,y,0) =0 para 0<z<[/2 y 0<y<l,
($%)—1 para [,/2<z<l, y 0<y<l,
B(x,y,0) = para 0<z<l,/2 y 0<y<l,
B(x,y,0) = para [,/2 <x <l, y 0<y<l,

y las condiciones en la frontera son
Condiciones de Dirichlet

a(07y7t) =0 y O‘<lzay7 t) =1 para 0< y < lya
B0,y t) =1y PBlsy,t)=0 para 0<y<I,

Condiciones de Neumann

ay(r,0,t) =0 y au(z,l,t)=0 para 0<z<lI,
By(z,0,t) =0 y By(z,l,,t) =0 para 0<z<I,.

En la figuras (2.1) y (2.2) visualizamos la forma de las condiciones iniciales vistas
de perfil.

Los frentes planos se refieren a que los frentes de onda se manifiestan como su-
perficies planas perpendiculares en la direccion de movimiento, es decir, a lo largo
del tubo expandiéndose a lo largo del tiempo y alejandose de la fuente. Estos frentes
planos son los frentes en una dimensiéon. Solo dependen de x y no dependen de v,
por lo que obedecen a las ecuaciones en una dimensién. Los frentes no planos tiene la
misma caracteristica que los frentes planos con la diferencia que los frentes no planos
son superficies curvas pero paralelas entre ellas.

Facilmente podemos resolver con técnicas numéricas apropiadas estas dos ecua-
ciones diferenciales parciales acopladas y obtener por tanto la propagacién de los
frentes de a y B. Pero vienen varias preguntas. ;Cudl es la solucién de los frentes
planos? ;Cuadles son las condiciones de inestabilidad de los frentes? ;Para qué valores
de 0 y I, los frentes planos son inestables? ;Cudl es el valor critico d. para transi-
ciones entre distintos tipos de frentes planos? ;Cuando la propagacién de los frentes
se vuelven cadticos?

Para responder a estas preguntas, lo primero que debemos hacer es buscar la
inestabilidad de los frentes planos usando las variables § = D4/Dp y el ancho [, del
tubo.

. . . . O
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1 ..................................
@
Figure 2.1: Condicién inicial « vista de perfil.
1
B
0 l./2 ly

Figure 2.2: Condicién inicial g vista de perfil.

2.2 Perturbando la Solucion Plana

Para poder explorar el comportamiento de a(x,y,t) y f(x,y,t), podemos expandir
dichas funciones mediante una doble serie de Fourier. Es decir

a(x,y,t) = ap(z,t) + Y [an(z,t) cos @ + o, (z,t) sin %], (2.3)
n=1 Y )
Bz, y,t) = Loz, t) + Z[ﬁn(a:, t) cos nl_zy + B (z,t) sin %y] (2.4)

Si aplicamos las condiciones de Neumann a las ecuaciones (2.3) y (2.4) y para
que cumpla dichas condiciones necesariamente debe cumplirse que o/, (z,t) = 0y
Bl (z,t) = 0. Entonces, las nuevas series de fourier son

alx,y,t) = ag(z,t) —i—Zanxt cosw (2.5)
ly

Bla,y.t) = Bolw,t) + Y Bula,t) cos . (2.6)
n=1 y
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Aqui, ag(x,t) v Bo(x,t), son las concentraciones del sistema reaccién-difusién en
una dimension que mas adelante verificaremos que corresponden a las soluciones del
frente plano en dos dimensiones. Significa entonces, que a estas soluciones le aplicamos
un efecto perturbativo que corresponde a las sumatorias en las ecuaciones (2.5) y (2.6).
Iniciaremos con el estudio de perturbaciones que corresponda al primer término en la
expansion de Fourier. Es decir

alz,y,t) = apg(z,t) + oy (z,t) cos %, (2.7)
y

Yy
6(Jf,y,t) :ﬁ(]('rut)—i_ﬂl(x?t)cosl_' (28)
y
posteriormente veremos que este estudio se puede generalizar a cada uno de los otros
términos de la serie.

Sea entonces a(z,y,t) v B(x,y,t) las variables perturbativas. Es decir

a(z,y,t) = ay(x,t) cos ?, (2.9)
y

B(z,y,t) = Bi(x,t) cos 7;_3; (2.10)
y

Reemplazemos (2.7) y (2.8) en (2.1) y (2.2) respectivamente tenemos

82041 7T2 :|

Jdag  Ooy Y %y
022 2™

— 4+ —0c _:D

Yy
o o L 2 cos — + f(a, B) (2.11)

Ly

—l—DA[

9B 351 7ry 9 Bo el 2 Y
o + ¢ O L = Dpg 902 + Dp TN B cos % + g(a, B) (2.12)

Ahora expandamos por serie de Taylor las funciones f(«, 8) vy g(«, ) e incluyamos
los efectos perturbativos solo hasta primer orden de la derivada

fle, B) = flag+@, Bo + B) = flaw, Bo) + % 0,80 at % aOBOB
y 0 9
g(a’ﬁ) = g(ao + @, By +B) = 9(040750) + a_cgy 0,50 ot % aO,BOB

pero como f(a,8) = —af?y g(a, ) = +a3* entonces
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of

—B;

da 0,80

of

—_— = -2

P) 3 o ap By
dg o 2
da a0,Bo0 - +ﬁ0

dg

7 = +2a0

aﬁ 0,60

por lo tanto

fla,8) = flao+@,Bo + B) = —Bi — Biay cos % — 20003981 cos %, (2.13)

Y Yy

g(a, B) = glag + @, By + B) = +0z06§ + Bgozl cos % + 209 8o 31 cos %, (2.14)
Yy Yy

reemplazemos (2.13) en (2.11 2.14) en (2.12) y agrupando términos de forma que
p (2.13) en (2.11) y ( y agrup q

Jayg Ooy  my . 0%y
i it s _ D
5c T g o8 m aofy + Da 52 +
82041 7T2 ﬂ'y (215)
+ [DAW = l—2a1 — ﬂgal — Zaoﬁoﬁl] CoS 7
y y
650 851 Ty 2 (9250
Bt T o 0, T Tt Dagat
82/81 7_{_2 7Ty (216)
+ DB 5 —2ﬁ1 -+ ﬂgal - 2a0ﬂ051 COS —.
ox L l,

Haciendo las identidades correspondientes en las ecuaciones (2.15) y (2.16), se
deducen un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales parciales en una dimension.

Oa foate
or = Dagr — 0o, (2.17)
0 0?
% - D387’62° + a3, (2.18)
o 2 2
% =Dy 8521 — DA%CYI — BRay — 200601, (2.19)
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2
0% _ )

ot 0x?

2
T

- DBZ—251 + B2ay + 200601
Y

(2.20)

Las ecuaciones (2.17) y (2.18) son las ecuaciones del sistema reaccién-difusiéon
cibica en una dimensién, mientras que las ecuaciones (2.19) y (2.20) son las pertuba-
ciones aplicadas al sistema de reaccién-difusién en dos dimensiones. FEn estas dos
ultimas ecuaciones esta incluido el ancho [, del tubo como una constante en el que
sera relevante para determinar estabilidades o inestabilidades en el sistema.

Determinemos ahora las nuevas condiciones iniciales y de frontera para el nuevo

sistema de ecuaciones

Condiciones de Dirichlet
para «(0,y,t) =0 es

Yy

a(0,y,t) = ap(0,t) + a1(0,t) cos == 0 =

Y

Oéo(O, t) = a1<0a t) = 07

para  a(l,,y,t) =1 es
Y
Of(lx,y,t) = aO(lxyt) i al(lx7t) COs l_ =1 = Oéo(lw,t) =1 y al(lxat) = 07
y
para  [(0,y,t) =1 es
T
B(Oa y7t) = ﬁO(Oat) + ﬁl(oa t) COS Z_y =1 = Bﬂ(oat) =1 y 61(070 = Oa
y
para Bl yt) =0 es
T
6(lx7y7t) :ﬁo(lmt) +51(l:1:7t) COSl—y — 0 = ﬁO(lxat) :Bl(lwat) :O
y
Condiciones iniciales
ap(xz,0) =0 para 0<z<1,/2
ap(z,0) =1 para [,/2<z<],
Bo(z,0) =1 para 0<z<1,/2
Bo(z,0) =0 para [,/2<z<I,
ai(x,0) = +0.001 para 1z =1,/2
f1(z,0) = —0.001 para x =1[,/2
ai(x,0) + f1(z,0) =0 para x=1,/2
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Las condiciones iniciales para «; y (1 son el efecto perturbativo que se da a la
solucion del sistema de reaccion-difusién cibica en una dimensién. Las soluciones
de los frentes en una dimensién corresponden a las soluciones del frente plano en
dos dimensiones. Por lo tanto, tenemos un sistema de reaccion-difusién de cuatro
variables oy, [y, a1 y (1 en una dimension, en vez de un sistema en dos dimensiones.
Resolveremos numéricamente el sistema de ecuaciones (2.17), (2.18), (2.19) y (2.20)
aplicando método de diferencias finitas de modo explicito.

2.3 Solucién por el Método Explicito

Como explicamos en el capitulo anterior, utilizamos este método por la facilidad de
implementar el cédigo y la rapidez relativa cuando ejecutamos la simulacion. En-
tonces, resolvemos el sistema de ecuaciones (2.17),(2.18),(2.19) y (2.20) aplicando
dicho método. Haciendo diferencia finita central en el espacio y diferencia finita por
la derecha para el tiempo, tenemos

Jj+1 J J J J
i — Qo i1 — 200, T X g ;
A = Dy N - O‘é,i( (J),z‘)z (2.21)
J+l _ pj B —28 B s
0,2 0,4 0,i+1 0,7 0,i—1 7 J \2
e I Dpg N + O‘o,i(ﬁo,i) (2.22)
alit - o, of 1 =200+ 0], L G \2 i ai pi
ﬁﬁl it i1 26 i 51 r w2
At = DB AJ,‘2 _DBZ_Q (501) a11+20‘/01601 1,4 (224)
DAt DgAt
Haciend ko = —— o =
aciendo A2 y 8 NS

Despejemos de las ecuaciones (2.21),(2.22),(2.23) y

: +1 i+l
(2.24) las variables of ', 31",

oz{tl B 1 respectivamente y acomodando variables tenemos
O‘étl (1—2k )0‘01 +k (% i1 T O‘oz )~ é,i(ﬂg,i)2At (2.25)
i = (1= 2Zha)Bh + ks (B + Bima) + 0, (8, (2:26)

1
O‘ﬁ (1 — 2k, )0411"‘]‘3 (a1z+1+041z— ) —
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2
{J{ = (1 — 2kp) {z + ks {,i+1 + 5{,1‘71) - DBl_2 {z - (Bé,i)ga{,i - 204{),1‘58,1'5{,1 At
y

(2.28)

Implementamos un cédigo en FORTRANO90, para dar la solucion a este sistema de
cuatro ecuaciones. El codigo figura en el apéndice y toma el nombre de exp_ab.£90.
Para encontrar la inestabilidad, consideramos fijo la longitud del tubo [, = 1500 y
variamos el ancho [, del tubo en un rango de 7 a 16. El tiempo de simulacién es de
t = 1500 con pasos de tiempo de At = 0.01, 6 = 5y Az = 0.5. Tomando en cuenta las
mismas condiciones iniciales y de frontera indicadas en la seccién anterior, debemos
esperar que para [, en el rango indicado; tanto a; y 3 en el tiempo el sistema tenga
comportamiento estable o inestable. Es decir, si las perturbaciones oy y 3 decrecen
con el tiempo, el sistema es estable. En caso contrario, estas creceran monoténamente
indicando la inestabilidad del frente. Cerca de la inestabilidad los célculos numéricos
toman bastante tiempo de cémputo, por lo que demora encontrar la transicion con
precisién adecuada.

Estudiamos el comportamiento de las perturbaciones a; y [; para dos valores
distintos de [,: 5 y 12, obteniendo evoluciones temporales muy distintas en cada
caso. En las figuras (2.3) y (2.4) vemos que oy y [; decrecen y tienden a cero en el
tiempo a medida que avanzan en el tubo, por lo tanto podemos decir que para ese
ancho l, = 7y 0 =5 es estable. La forma muy peculiar de la evolucién de g; se debe
al cardcter no lineal de 3y que es 33. También influye la relacién § = D4/Dp debido
a que son difusiones diferentes. En este caso Dy =1y Dg = 0.2. Ahora si vemos las
figuras (2.5) y (2.6), oy y (1 se incrementan en el tiempo a medida que avanza en el
tubo, lo que quiere decir que para [, = 12 y 6 = 5 es inestable. También observamos
en estas graficas los comportamientos de las perturbaciones de a; y 81 para los mismos
tiempos lo cual indica que el frente plano perdera estabilidad para [, entre 7 y 12.
Pudimos haber elegido otras longitudes para explicar los comportamientos de estas
perturbaciones, porque tienen el mismo comportamiento evolutivo.

Si repetimos el mismo procedimiento para otros valores de ¢, tendremos otros
valores de [, donde encontramos la transicién a la inestabilidad. Ahora analizemos la
forma de crecimiento o decrecimiento de aq y 1, tomando solo sus valores maximos.
Pudimos haber tomado otros valores pero seria dificil identificarlos. Ademas dichos
valores también es solucion del sistema reacciéon-difusién con perturbacion.
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Figure 2.3: a; decrece para [, = 1500, [, =7y 6 =5
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Figure 2.4: 8; decrece para [, = 1500, 1, =7y d =5
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Figure 2.5: a; aumenta para [, = 1500, [, =12y 6 =5
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Figure 2.6: $; aumenta para [, = 1500, [, =12y 6 =5
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2.4 ;. en Funcion del Tiempo

Como mencionamos en la seccién anterior, podemos elegir solo los picos maximos
tanto para «; como [(3; para caracterizar el comportamiento de las perturbaciones.
Estos valores los denotaremos por aunue: V Bmae respectivamente. El analisis que
haremos solo sera para «,,,, debido a que el comportamiento de [(,,,, tendra las
mismas caracteristicas pero en el lado negativo. Entonces, eso significa por ejemplo
que para [, = 7 por cada tiempo habra un a;,,, tal como observamos en la figura
(2.3) y tenderd a cero. Pero si eligimos I, = 12, ocurrird lo contrario que oy, creceré.
ver figura (2.5).

En el mismo cédigo exp_ab.£90 implementamos la bisqueda de maximos por cada
paso del tiempo y generamos una tabla de pares ordenados (t,aumqz). Esta simulacién
lo efectuamos para [, = 1500 con pasos de Ax = 0.2, ¢ = 1000 de tiempo con
incremento de At = 0.01 y § = 5.

0.0003 T T T T

0.00025 i

0.0002 _

T
—_
~

1

x
€ 0.00015
3

0.0001 _

5e-05 11 —

0 200 400 600 800 1000
tiempo

Figure 2.7: para [, = 1500, § = 5 y t = 1000

En la figura (2.7) vemos el paso de los frentes de estables a inestables, es decir,
variando desde [, = 9 hasta [, = 17 para 0 = 5. Analizando con mds detalle ten-
emos que para l, = 9, e, tiende a cero en el tiempo. A medida que aumenta [,
observamos que o, tiende a ser constante en el tiempo que para este caso no es
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l, = 10 pero si podemos decir que es una aproximacion. Dado que estamos traba-
jando con procesos numéricos no podemos determinar con exactitud [/, donde ayqq
cambie su comportamiento de creciente a decreciente. Si seguimos aumentando [,
ahora observamos claramente que «,,,,; crece en el tiempo, lo que verificamos que el
frente es inestable. En la misma figura (2.7) vemos las inestabilidades para mayores
que l, = 10. Esta simulacién la podemos repetir para [, = 1500 y otro . Entonces,
encontraremos otro ancho [, del tubo en el que los frentes pasan de estables a in-
estables. En el c6digo exp_ab.f90 podemos cambiar el valor de § y buscaremos otro
ancho [, aproximadamente donde habra dicha transicién.

De acuerdo con el articulo de J.H. Merkin [17] el comportamiento evolutivo del
frente ya sea estable o inestable es de modo exponencial para tiempos grandes, es decir
e, donde o es una constante que debemos encontrar. Por lo tanto, en la figura (2.8)
cambiamos q, POr 1og g, en funcion del tiempo ¢t y observamos que para tiempos
largos tiene comportamiento lineal. Entonces, si aplicamos minimos cuadrados, la
ecuacién que debemos ajustar es

log ez = v + ot (2.29)
7 T T T T T T T T T
8 17 A
14
13
_g - -
12
. -10 1 N
%
£
3
5
o
< 10 .
42 i
9
13 | i
_14 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tiempo

Figure 2.8: para [, = 1500, 6 =5 y t = 1000

De la ecuacion (2.29) nos interesa la pendiente o
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o n Z tz IOg Umaz; — E tz E lOg Umaz;

W (>0 (2:30)

g

Para justificar la linealidad calculamos el coeficiente de correlacién r de la forma

= n Y 1,108 Cpag, — Y ti ) 108 Aaa, (231)
\/TL Z tlQ - (Z tz)Q \/n Z(log amafi)2 - (Z 1Og amaxi)Q '

[ pendiente o Coef. Correlacion r

Yy

07.0 | -1.2606495177984475E-002 | -0.99990452142013575
08.0 | -6.4118404912114286E-003 | -0.99965452405666977
09.0 | -2.6157658914421514E-003 | -0.99803759268330638
10.0 | -2.2383826813105105E-004 | -0.81612869990186176
11.0 | 1.3193910070417355E-003 | 0.99333246578897205
12.0 | 2.3268032491307153E-003 | 0.99793691146845098
13.0 | 2.9740464265072962E-003 | 0.99880687597669593
14.0 | 3.3765642351274733E-003 | 0.99907284386141582
15.0 | 3.6187888125221858E-003 | 0.99922365912691713
16.0 | 3.7493050047413541E-003 | 0.99932672542673007
17.0 | 3.8068316976039526E-003 | 0.99936484572087581

Tabla 2.1: El coeficiente de correlacién se aproxima a r = +1

Para encontrar la pendiente o hemos elegido los datos de a4, €n un intervalo de
pasos de tiempo largo entre [99001, 100000]. Es decir, con n = 1000 datos efectuamos
el ajuste lineal. En la tabla (2.1) mostramos los resultados de o con su respectivo
coeficiente de correlaciéon r en el que tiende a £1. Por lo tanto, decimos que existe
un buen ajuste a la funcién lineal. Luego a4, escribimos como

Omaz = Ce (2.32)

Entonces, como observamos en las figuras (2.7) 6 (2.8), para cada [, tenemos un
valor de o correspondiente y esta variable se relaciona a,,,, de la forma (2.32).
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2.5 o Relacion de Dispersion

En esta secciéon analizamos con maés detalle el comportamiento de o en funcion del
ancho [, del tubo para diferentes valores de §. En la figura (2.8) vemos que para
0 =5, al variar [,,, o toma pendientes diferentes que pueden ser negativas o positivas.
Si o es negativo el sistema es estable y si es positivo, es inestable. Ahora bien si se
elige otro 6 = 8 por ejemplo, se intuye que serd el mismo comportamiento como el de
0 =5, pero con la diferencia que en la transicion a la inestabilidad sera para otro [,.

Entonces si elegimos 0 = 5 por ejemplo, podemos construir una curva en funcion
de l,, donde podemos variar desde valores muy pequenos hasta valores muy grandes
con tamanos de paso menores que 1 de tal manera que veamos dicha curva como algo
continuo. Pero ademds de la ecuacién (2.9) donde incluimos el primer término de
Fourier, podemos definir el nimero de onda £ en términos del ancho del tubo [, como

™

k:
ly

(2.33)

La ventaja de esta definicion es que el andlisis en términos de k seria también
valido para los otros términos de Fourier, donde el valor de k incluiria el orden n
de la expansion. Dado que el sistema para las perturbaciones es lineal, un analisis
general corresponderia a la suma de los andlisis en cada término de expansién de
Fourier.

En el mismo codigo exp_ab.£90 implementamos la generacién de una tabla con el
par ordenado (k,0) desde 6 = 1 hasta § = 7.5 variando de 0.5 en 0.5. Por cada §,
variamos el ancho [, del tubo desde [, = 5 hasta [, = 1000 con pasos de décimas.
El recurso computacional es muy alto por que sdlo ejecutar para un § y el rango [,
elegido, tomé un tiempo de dos dias en el servidor de Fisica. Diviendo el mismo
codigo para la ejecucion en paralelo acabd aproximadamente en una semana.

El resultado de la simulacién que vemos en la figura (2.9), finalmente podemos
interpretar como un patréon de busqueda de inestabilidades. Identificamos con mucha
facilidad para que ¢ y ancho [, del tubo, el sistema es inestable. Simplemente viendo
en que valor de k la ordenada es o > 0. En la figura (2.9) observamos que ¢ aumenta
y el maximo de o también aumenta, pero no sucede cuando d > 7.5. Ahora sucede
de modo inverso, 0 crece y el maximo de o decrece. Esto indica que si 6 — oo,
el maximo de 0 — 0. En la figura (2.10) vemos este efecto. Algo muy interesante
también observamos en la figura (2.9), en el que hay valores de o que nunca serd
positivo para todo k. Esto explicamos con mas detalle en la siguiente seccion.
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Figure 2.9: para [, = 1500, o en funcién del vector de onda k

0.005 T T T T T
8
10
0.004 5
16
0.003 20
30
o 0.002
0.001 : - j j —
0 ‘ o ‘ ‘
-0.001 ' . i . \ i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

k

Figure 2.10: Para 6 > 7.5 el maximo de o decrece

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




30

2.6 Aproximacién de o. Critico

Analizando las curvas que se ubican por debajo de o = 0, vemos que hay valores de
0 en el que o siempre es negativo. Es decir, el sistema siempre serd estable para todo
l,. Por lo tanto, existird un J,. critico en el que existe una transicién del sistema de
reaccion-difusion ctbica de estable a inestable.

Notemos en la figura (2.9), 0. esta entre 6 = 2 y 6 = 2.5. Con dicho grafico
nos aseguramos cual es el J.. Entonces, amplifiquemos la figura (2.9) generando la
figura (2.11) donde notamos con més claridad ese . que se aproxima a 2.30 que
esta en plena concordancia con los articulos publicados. En el articulo publicado por
Anatoly Malevanets et al. [18], se detallan los diferentes resultados sobre el calculo
de é. aplicando diferentes teorias matematicas asi como técnicas numericas. Siendo
el valor de 0. ~ 2.3 el valor mas exacto resuelto por el mismo A. Malevanets.

0.0002 ! ! ! ! !
2.50
0.00015
0.0001 :
L 245
6 5605 :
T e
2.40
- :
ot :
2.35 ™\
\ 5 :
-5e-05 ‘ ‘
‘ 225 i
‘ 245\ ! ‘
2.00 ‘ ‘ ‘
|

-0.0001 L 1 I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

k

Figure 2.11: Grafico amplificado de la figura (2.9) donde observamos que . ~ 2.3

El resultado de ¢, en este trabajo es original al introducirse una nueva técnica para
calcular o. En un trabajo previo D. Horvath et.al. [14, 16] estimé J. =~ 2.9 simulando
directamente de las ecuaciones de reaccion-difusion y utilizando una isoconcentracion
de f = 0.95. J.H. Merkin [17] genera dos ecuaciones diferenciales ordinarias intro-
duciendo nuevas coordenadas & = x —ct a partir de las ecuaciones de reaccion-difusion
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y luego aplicé métodos perturbativos generando las figuras (2.9) y (2.10) y determiné
que 9, se encuentra en el rango de § = 2.0 y § = 2.5 utilizando el software LAPACK.
A. Malevanets et.al. [18] redujo las ecuaciones de reaccién difusién a las ecuaciones
de Kuramoto-Sivashinsky para determinar ¢, ~ 2.3.

2.7 Velocidad de Adveccion

En la seccion anterior encontramos un patrén de busqueda de inestabilidades para
diferentes valores ¢ con sus respectivas longitudes [, para determinar si el frente es
estable o inestable. Entonces, ahora si podemos dar solucién al sistema reaccion-
difusién cibica en dos dimensiones dadas por las ecuaciones (2.1) y (2.2). Pero ahora
tenemos que enfrentar el recurso computacional que ocasiona resolver dicho sistema.
Por ejemplo uno de los mayores problemas de tiempo computacional que tenemos para
resolver estos sistemas es la eleccion del largo del tubo [,,. Mientras mas largo el tubo,
el recurso computacional crece tremendamente para un tamano de paso Ax = 0.25. Y
si queremos encontrar en el sistema comportamientos estables, inestables y cadticos;
tendremos que usar el largo del tubo bien grande, con lo que el proceso computacional
durarfa varios dias para tan solo evaluar un solo ancho [,. Esto principalmente se
debe a que el frente de onda viaja con una velocidad v en direccién a lo largo del
tubo y si elegimos [, no muy grande, rapidamente dicho frente chocara con el extremo
del tubo con lo que su comportamiento evolutivo se bloquea. Ese es esencialmente el
problema.

Entonces para salvar este gran problema utilizamos un sistema de referencia que
se mueve a velocidad constante en la direccion del frente. En este sistema el frente
resultante tendra una velocidad menor y demorard mas en llegar a la frontera. Este
cambio a un sistema movil da lugar a un término de adveccién en el sistema reaccion-
difusion ctbica. Si incluimos el término advectivo, este servird para que el frente de
onda avance lentamente y evitando que llegue al otro extremo del tubo. Entonces,
las ecuaciones (2.1) y (2.2) toman ahora la forma

oo 5 *a  Pa da
Fr —af +DA(@+8—Z/2) +Ua%, (2.34)
o8 _ 2 *B B op
o = taB’ + Da(55 + 8y2) + v (2.35)

donde v, es la velocidad de adveccion que vamos a mantener constante para evaluar
el comportamiento del sistema.

Las condiciones iniciales y de frontera son las mismas, es decir
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Condiciones iniciales

a(x,y,0) =0 para 0<z<l,/2 y 0<y<l,
alz,y,0) = para [,/2<x <, y 0<y<l,
B(x,y,0) =1 para 0<z<[/2 y 0<y<l],
B(x,y,0) = para /2 <x <l, y 0<y<l,

y las condiciones en la frontera son :

Condiciones de Dirichlet
a(0,y,t) =0 y al(ly,y,t)=1 para 0<y<lI,
BO,y,t)=1 'y By t)=0 para 0<y<i,

Condiciones de Neumann
ay(z,0,t) =0 y ay(x,l,t)=0 para 0<z<I,
By(z,0,t) =0 y By(z,l,,t)=0 para 0<z<I,

En las figuras (2.12) y (2.13) observamos mejor las condiciones iniciales de o'y
respectivamente. Vemos en dichas figuras el limite entre & = 0y o = 1 como también
entre f =1y [ = 0; una forma discontinua a lo largo del ancho del tubo ubicada en
l/3. Tomamos este criterio de ubicacién de la discontinuidad para que la propagacién
de los frentes se demore en llegar al otro extremo. No hay diferencia alguna si fuera
en [, /2 siempre y cuando no esté cerca en los extremos del tubo. En la figura (2.14)
vemos claramente una parte saliente de longitud [,/24. Esta eleccion fue hecha de
esta manera para se vea en forma paulatina como las condiciones iniciales no influyen
para tiempos relativamente largos, hacia comportamientos estables o inestables. Un
analisis méas detallado sobre las condiciones iniciales en el sistema de reaccion-difusion
es efectuado por Vicent Mendez [30].

Entonces, con las ecuaciones (2.34) y (2.35), podemos resolver con un tiempo mu-
cho menor la evolucién de los frentes debido a que podemos usar un dominio mas
pequeno. El recurso computacional bajara sustancialmente donde las simulaciones ya
no duraran dias sino unas cuantas horas. Ademas casi todas las simulaciones se efec-
tuaron en el servidor de Fisica y en el sistema de Super Computo Legion de la PUCP.
Sin estos recursos no hubieramos podido presentar este trabajo de investigacion.

Nuevamente usamos diferencias finitas y el método explicito para resolver las
ecuaciones de reaccion-difusién ciibica con estas nuevas condiciones iniciales. Para el
espacio apliquemos diferencia finita central, y para el tiempo diferencia finita por la
derecha. Reemplazando en las ecuaciones (2.34) y (2.35) tenemos

k 1
,j— f,]_D z+1] 20( —|—Oéz 1,5 D 1j+1 2a —|—Oé”1
— W - A 2 + Dy 2
k k
o e e ¥ ak (k)2
a QAI .7 [2¥}
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Figure 2.12: Condicién inicial para o con I, = 600 y [, = 70
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Figure 2.13: Condicién inicial para 8 con [, = 600 y [, = 70
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ly/4
I a=0,=1 l./24 a=1,=0
y
ly/4
I./3
Figure 2.14: Condiciones iniciales vistos en el plano xy
51@—&-1 B + Bk 2ﬁ
- D z+1,y i—1,5 +D ,]+1 1] 1+
oA P Am2 Ay2
. . (2.37)
itlj — Mi—lj k (nk \2
e 2Ax + aiy(Biy)
DBAt ’UaAt
- 2Ax

DAt DAt DAt
5 1 k?ayZA—yQ, k,@z:A—l‘Qv k?ﬁy— Ay? y

Haciendo k., = A7
ﬁk“ respectiva-

(2.37) las variables o/ I

Despejemos de las ecuaciones (2.36)
mente y acomodando variables tenemos
afjl_a +kaﬂc( z+1j 20'/ +az 1])+k ( Z]+1 204 +azg 1>+ (2 38)
=i kad<a£€+1,j a: O‘fﬂ,g) Oék,y< f,j)ZAt
ﬁkﬂ = +k6x< i1, 25?,]' +5f—1,j) + kigy ( §j+1 25 +ﬁzk] 1)+ (2.39)
+ kad(ﬁz—klj i— 1,]) + Oé ( kjj) At
Compactando aun mas finalmente obtenemos
it = (1= 2kas — 2kay)arf; + kao(ar] iy ;1) + kay(c i-“jﬂ +af; )+ (2.40)
+ kad( Qi 2J af—l,j) - azg( ) At '
6k+1 (1 - Zkﬁx - Zkﬁy)ﬁz] + kﬁx( z+1,j + ﬂf lj) + kﬁy(ﬁ 1,5+1 + 6 4,J— 1) (2 41)
+kad( i+1,5 — Mi— 1])+Oé ( i,j) At

Con estas dos iltimas ecuaciones implementamos el cddigo exp_ad.£90 (ver apéndice)

X S
S+l %
& o

cuyas variables generales son
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- Se divide [, en n partes

- Se divide [, en m partes

- Se genera una matriz w, ,, para o

- Se genera una matriz v, ,, para

- El tamano de paso en la direccién x es Az =1, /(n — 1)
- El tamafio de paso en la direccién y es Ay =1,/(m — 1)
- El tamano de paso para el tiempo es At = 0.01

Con estos datos generamos tablas que contienen (x,y, a, ) para cada paso del
tiempo t.

2.8 Soluciones de Frente Plano Estables en 2D

Hasta aqui hemos analizado y encontrado un patron de buisqueda de inestabilidades
de los frentes variando la relaciéon 6 = D4/Dp, ancho [, del tubo y manteniendo el
largo del tubo [, finito y constante. Asi como también hemos encontrado un 9, critico
en el que para § < . se manifiesta la estabilidad para todo valor de [,. Por tanto, la
figura (2.9) ayuda mucho para evaluar estabilidades o inestabilidades de una solucién
en un sistema de reaccion-difusion cubica.

Analizemos ahora la evolucién de frentes en dos dimensiones donde la forma de
los frentes para tiempos largos son frentes planos. Los otros casos que se pudieran
presentar bajo condiciones de estabilidad, se comportan de la misma forma de acuerdo
a este analisis. En la tabla (2.2) observamos en diferentes tiempos los comportamiento
de a y 8. Las condiciones iniciales son como vemos en las figuras (2.12) y (2.13).
Los datos de la simulacién son 6 = 5, v, = 0.21, I, = 600, n = 1200, [, = 5,
m =10, Az = 1,/(n — 1), Ay = l,/(m — 1) y At = 0.05. En la parte (a) y (b)
efectuamos 20 pasos del tiempo que corresponde a t = 1 donde observamos la forma
de los frentes como curvas irregulares (ver el plano xy). Esto se debe a que ain esta
influyendo las condiciones iniciales. En la parte (c) y (d) efectuamos 200 pasos del
tiempo que corresponde a t = 10 donde los frentes ya toman frentes planos pero que
aun sigue influyendo las condiciones iniciales. Ahora si vemos las partes (e) y (f) que
hemos simulado 2000 pasos del tiempo que corresponde a t = 100, observamos que los
frentes tanto de a como [ son ondas planas y son paralelas unas a otras. Esto también
significa que las velocidad del frente del sistema reaccion-difusiéon es constante en todo
el ancho del tubo. Si tomamos tiempos posteriores a este andlisis, la propagacion de
los frentes siempre seran planos pero con velocidades diferentes por cada instante del
tiempo. Si los tiempos son muy largos la velocidad de dichos frentes tienden a una
constante. Si cambiamos las variables como ¢ y [, de tal manera que cumplan la
condicién de estabilidad de los frentes planos se tendra que para tiempos largos las

N
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velocidades tenderan a otra constante. Estas variaciones de las velocidades lo veremos
en las siguientes secciones con mucho mas detalle. Si variamos [, la propagacion de
los frentes seran los mismas, solo que debemos de evaluar la velocidad de adveccién
U,, de tal manera que los frentes no lleguen al extremo del tubo.
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Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




38

2.9 Inestabilidad de Frentes Planos

Lo que veremos en esta seccién, es como los frentes planos se manifiestan como in-
estables, analizando un valor de § y una elecciéon adecuada de ancho [, del tubo. En la
figura (2.9) buscamos un [, de tal manera que o > 0. En las tablas (2.3), (2.4) y (2.5)
observamos que la propagacion de los frentes no evolucionan hacia frentes planos,
sino a frentes curvos, indicando que los frentes son inestables. Hemos elegido 6 =5y
utilizando la figura (2.9) para longitudes de [, = 15, [, = 60 y [, = 120 y viendo que
el sistema son todos inestables debido a que ¢ > 0. Es decir que los frentes planos
seran inestables. Pero a medida que los anchos crecen los frentes inestables aumentan
la cantidad de crestas y valles.

N
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2.10 Desviacion de los Frentes

En las tres tultimas tablas de las secciones anteriores vimos las superficies de a y
B, v para tiempos grandes dichas superficies tienen formas onduladas. En el plano
xy también observamos curvas de nivel que corresponden a rectas paralelas y otras
a curvas onduladas. Para analizar la evolucion de v y 8 solo tenemos que elegir y
evaluar una curva de nivel, siendo para este trabajo a = 0.5 y f = 0.5. Entonces en
el c6digo exp-ad.£90 (ver apéndice) implementamos una rutina para crear una tabla
que contienen los pares ordenados (x,y) para un tiempo dado t correspondiente a la
curva de nivel « = 0.5 y f = 0.5. Estas curvas de nivel nos permiten mostrar la
evolucién de las formas de los frentes para distintos valores de [,,.

Mostraremos algunos ejemplos de diferentes formas que tienen los frentes para los
valores de @ = 0.5. Dado al acoplamiento de las ecuaciones en el sistema de reaccion-
difusion ctbica el comportamiento de [ tiene la misma forma que del comportamiento
de a. En la figura (2.15) vemos que los frentes son planos y por lo tanto el sistema
es estable. Si queremos verificar en la figura (2.9) para [, = 7, vemos que el sistema
es estable y los frentes por tanto deben ser planos. Si quisieramos analizar para otros
valores de «, el comportamiento sera el mismo. En esta misma figura hemos graficado
para tiempos largos, de tal manera que no afecte las condiciones iniciales.

En la figura (2.16) vemos ahora que los frentes ya no son planos y en consecuencia
los frentes planos son ahora inestables. También podemos observar que en los costados
del tubo las pendientes son cero que esta en completo acuerdo con las condiciones en
la frontera. Otra caracteristica de estos frentes es que son asimétricos, es decir, existe
un maximo en un costado y un minimo en el otro costado del tubo. Ademas, tal como
dijimos en las secciones anteriores la ubicacién de los frentes para tiempos largos estan
alejados de los extremos del tubo. Esto nos garantiza que el comportamiento de los
frentes son los que necesitamos para evaluar las inestabilidades. Ahora si observamos
la figura (2.17), los frentes siguen siendo curvas con caracteristicas muy interesantes.
Por ejemplo notemos que en [, = 25 observamos dos minimos y un maximo, es decir,
a diferencia de [, = 15 se aumenté un minimo. También dada la forma de los frentes
podemos decir que dichos frentes son simétricos e inestables. Podemos intuir que a
medida que crece [, aumentan la cantidad de maximos y minimos. Y en la figura
(2.18), como dijimos, a medida que crece [, también aumentan el nimero de méximos
y minimos. En este caso hay dos maximos y tres minimos. La pregunta que se nos
viene con estas figuras, jen qué longitud [, aumentan un méximo o un minimo? Esto
responderemos en las siguientes secciones pero por ahora asumimos que hay frentes
planos, asimétricos y simétricos.

Bien, conocemos las diferentes formas de los frentes. Pero analizemos con mas
profundidad cada uno de los frentes. Lo que queremos saber es como varia cada
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Figure 2.15: Frentes planos para a = 0.5, 6 = 5, [, = 600, [, = 7. Los tiempos estan
entre t=5000 y t=10000
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frente respecto del otro. Cuando los frentes planos son estables podemos directamente
saber el comportamiento de los frentes porque siempre seran paralelos y las curvas de
nivel seran equidistantes pues se grafican al mismo intervalo de tiempo, esto indica
que la velocidad de propagacion es constante. Esta forma de comportamiento solo
es valido para tiempos largos. De igual manera cuando el frente plano es inestable,
otras estructuras no planas aparecen. Aqui los nuevos frentes curvos se mantienen
de forma equidistante uno del otro para cada intervalo de tiempo. Pero la estructura
del frente variard en funcién de la longitud [,,.

14 | .

ancho del tubo Iy
©
T
1

0 1 I 1 1 1 Il
218 220 222 224 226 228 230 232

largo del tubo I,

Figure 2.16: frentes no planos para a = 0.5, § = 5, I, = 600, [, = 15. Los tiempos
estan entre t=5000 y t=10000.

Si evaluamos las desviaciones de cada uno de los frentes planos o curvos para
tiempos largos veremos que dichas desviaciones no cambian, es decir se van a mantener
constantes. Esto significa, que el frente no cambia la forma que tiene. Para evaluar
las desviaciones del frente plano, debemos de promediar todas las posiciones de cada
punto del frente en todo el ancho [, del tubo para un tiempo ¢. Luego evaluamos la
desviacién estandar y justo esta desviacion nos indica cuanto el frente se desvia del
frente plano. Ahora si evaluamos otro frente para t + At y encontramos su desviacién
estandar, y vemos que si la desviacién es la misma, indica que el frente no ha cambiado
de forma. Si evaluamos desde ¢ = 0 observamos que los frentes, la desviacién con
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Figure 2.17: frentes no planos para a = 0.5, 0 = 5, I, = 600, [, = 25. Los tiempos
estan entre t=5000 y t=10000.
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Figure 2.18: frentes no planos para a = 0.5, d = 5, I, = 600, [, = 60. Los tiempos
estan entre t=5000 y t=10000
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Figure 2.19: Desviacién de los frentes para [, = 10, [, = 12, [, = 14, [, = 20y [, = 25.
Observamos que para tiempos mayores a 5000 las desviaciones son constantes donde
los frentes se mantienen constantes.

respecto al siguiente no sera el mismo, pero a medida que avanza en el tiempo los
frentes van a tener una misma forma uno del otro, y si el tiempo es largo seran
los mismos. Es importante aclarar que solo estamos evaluando el sistema de frentes
planos, asimétrico y simétricos. Para longitudes mayores los frentes no necesariamente
mantendran una forma constante. Estos podran ser oscilatorios o cadticos, es decir
la desviacion de un frente con respecto del siguiente seran totalmente diferentes.

En la figura (2.19) observamos las desviaciones de los frentes en funcién del tiempo
para [, = 10, [, = 12, [, = 14, |, = 20 y [, = 25. En todas las graficas para tiempos
largos observamos rectas paralelas con respecto al eje del tiempo implicando que la
forma de los frentes no varian en funcién del tiempo. En [, = 10 vemos que las
desviaciones son practicamente cero debido a que los frentes son planos y por tanto
son estables. Si las desviaciones son constantes y mayores a cero los frentes no son
planos. También notamos que para [, = 20 los frentes tienen mds desviacién que
para [, = 14 y para [, = 25. Eso nos hace intuir que las desviaciones fluctuan y que
ademas que los frentes cambian de planos a asimétricos y luego a simétricos. En las
transiciones notaremos una menor desviacién del frente.
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Figure 2.20: Desviacién en funcién del ancho del tubo I,

Para una mejor comprension de las desviaciones de los frentes en funcién del ancho
l, del tubo, evaluaremos por cada [, la desviacién de los frentes en un intervalo de
tiempo entre ¢ = 9000 y ¢ = 10000. En este intervalos nos estamos asegurando que los
frentes se mantienen constantes. Es decir, para fabricar la figura (2.20) debemos de
tomar en cuenta este detalle que nos asegura que los frentes se mantienen constantes.
Basta que haya una diferencia de unas cuantas milésimas dicha figura no se espera.

Para un anélisis més profundo explicaremos mediante la figura (2.20) el compor-
tamiento de los frentes en funcién del ancho [, del tubo. Observemos entre I, = 5
y l, = 10, vemos que la desviacién de los frentes en ese intervalo es practicamente
0 donde los frentes son planos y estables. Luego vemos una subida repentina de las
desviaciones que significa que es la transicién entre frentes planos y asimétricos de-
bido a que los frentes planos pierden estabilidad. Las soluciones estables son ahora
frentes asimétricos. Pero desde [, = 10 hasta [, ~ 21 hay una curva en el que crecen
las desviaciones hasta un valor maximo de desviacion de frente asimétrico y luego de-
crece. Otra vez se presenta otra discontinuidad donde los frentes pasan de asimétricos
a simétricos. Entonces en el intervalo de [, ~ 21 hasta [, ~ 40, el comportamiento
es totalmente simétrico donde hay también una maxima desviacion simétrica. Final-
mente desde [, ~ 40 hasta [, ~ 60 los frentes ya no son simétricos. En todos estos
analisis es de esperar que las desviaciones tengan que incrementarse. Y mas alla de
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l, = 60 es el inicio a un comportamiento atin mas interesante que los casos menciona-
dos, es decir, comportamientos cadticos y es aqui donde en cada uno de los frentes,
las desviaciones son totalmente diferentes uno del otro. En las siguientes secciones
llegaremos a explicar estos comportamientos con mas detalle.

2.11 Velocidad de Propagacion de los Frentes

Hemos visto en la seccién anterior las desviaciones que tienen los frentes en funcién
del tiempo. Pero es necesario analizar la velocidad de los frentes en funcién el tiempo.
Entonces, para determinar dichas velocidades debemos de calcular del siguiente modo

Qi jla+an — digle
e v . (2.42)
Donde At = 0.01 es el paso del tiempo en la simulacién, o; ; es la ubicacién de un
elemento del frente j para a = 0.5 en el tiempo ¢, ;s ; es la ubicacién de un elemento
del frente j para a = 0.5 en el tiempo t + At. Si queremos evaluar la velocidad
del frente vy, tenemos que promediar todos los elementos del frente a lo largo del
ancho [, del tubo. Pero como hemos incluido la velocidad de adveccién v,, entonces

la velocidad del frente v es

V=0f+ v, (2.43)

La comprobacién de la inclusiéon de la velocidad de adveccion en el sistema de
reaccién-difusion cibica, fue la verificacién de la velocidad de propagacion de un
frente plano cuando Dy = Dp = 1. En efecto para [, = 600, n = 2400, [, = 8,
m = 32y v, = 0.7000, encontramos que v ~ 0.7064. Comparando con la velocidad
de propagacién tedrica ¢ = 1/ V2 ~ 0.7071, obtenemos un margen de error de 0.1%.
En la seccién (1.2) recordemos que para [, — 400 la velocidad de propagacién es

c:l/\/§.

Entonces, en la figura (2.21) vemos que para [, = 10 el frente es plano y su
velocidad es v = 0.2060, siendo esta la menor velocidad del sistema. Para frentes
inestables sus velocidades fluctuan asi como vemos para [, = 12, [, = 14, [, = 20,
l, = 25 siendo sus velocidades respectivas v = 0.2116, v = 0.2133, v = 0.2108, y
0.2124. También notamos que las velocidades son constantes para tiempos largos.
En la figura (2.22) observamos mejor la evolucién de la velocidad de los frentes en
funcién del ancho [, del tubo. Tal como vimos en la figura (2.20) la evolucién de la
velocidad de los frentes también se caracterizan segiin las formas de los frentes. Es
decir, hasta [, ~ 10 los frentes son planos con v ~ 0.2060, luego entre [, ~ 10 hasta
l, =~ 21 los frentes son asimétricos, entre I, ~ 21 y [, ~ 40, los frentes son simétricos
y a partir de [, ~ 40 hasta [, = 58, los frentes ya no son simétricos. Mas alld de
l, =~ 58 los frentes son cadticos.

N
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Figure 2.21: Velocidad promedio de los frentes para l, = 10, [, = 12, [, = 14, [, = 20
y l, = 25. Notemos que para tiempos largos la velocidad de los frentes son constantes.
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Figure 2.22: Velocidad promedio en funcién del ancho del tubo [,. Evaluamos las
velocidades en el intervalo de tiempo [9000,10000].
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2.12 Reaccién-Difusién Cubica con el Flujo de
Poiseuille

El flujo de Poiseuille entre placas paralelas altera la forma y velocidad de los frentes
de una reaccién quimica [31], tal como se ha observado en los experimentos con
iodato-acido arsenioso [32, 33]. Por consiguiente, incluyamos un término de adveccién
adicionando el flujo de Poiseuille al sistema de reaccién-difusion ctibica de la forma
6v _
y

Donde 7 es la velocidad promedio del flujo, I, es el ancho del tubo, V,(y,t) es el
flujo de Poiseuille que varia a lo ancho del tubo medido desde un sistema de coor-
denadas que se mueve a la velocidad promedio del flujo de Poiseuille con respecto al
marco de referencia del laboratorio. Por consiguiente, la velocidad promedio del flujo
de Poiseuille en este sistema de coordenadas movil es cero. Entonces, las ecuaciones
(2.34) y (2.35) que son el sistema reaccién-difusién cibica con adveccion, incluimos
el flujo de Poiseuille de esta manera

da 82a foRte) O« Oa

— 2 —
Bl af +DA(a : 5, 2)+Ua8x +Vz(y,t)8x (2.45)
ap 2 >’p OB op op
i = +ap +DB(6 5+ o =) tv "B —i—Vz(y,t)—@I (2.46)

Las condiciones iniciales y de frontera son las mismas impuestas en las ecuaciones
(2.34) y (2.35). Por lo tanto, la implementacién del metédo numérico explicito serd
simplemente adicionar el término correspondiente al flujo de Poiseuille. Entonces,
en el mismo codigo exp_ad.f90 hemos adicionado el flujo de Poiseuille generando
diferentes curvas de velocidades en funcion del tiempo.

Para explicar mejor la influencia del flujo de Poiseuille en el sistema reaccién-
difusion cubica, debemos evaluar varias velocidades promedio v desde valores posi-
tivos a valores negativos. En la figura (2.23) hemos evaluado para valores promedio
positivos v = 0.001, 0.002, 0.003, 0.005,0.01,0.03 y 0.05. En la misma figura obser-
vamos U = 0 que corresponde al sistema sin el flujo de Poiseuille que corresponde
a la figura (2.22). Cuando v = 0.001 vemos la existencia de frentes planos hasta
ly, = 10 y luego evolucionan frentes asimétricos hasta [, ~ 23 y finalmente hay un
dominio de frentes simétricos. Si 7 = 0.002 vemos que existen frentes planos hasta
l, < 10, después se generan frentes asimétricos hasta [, ~ 24, luego hay un dominio
simétrico de la forma que hay un maximo y dos minimos hasta [, ~ 37 y finalmente

. . . . O
Tesis publicada con autorizacion del autor 21 %
No olvide citar esta tesis



53

0.28 T T T T T T

0.27

0.26

0.25

0.24

velocidad

0.23

0.22

0.21

v =0.001
0.2 1 1 1 1 1 1

5 10 15 20 25 30 35 40
ancho del tubo

Figure 2.23: Velocidad promedio de los frentes en funcién del ancho [, del tubo para
varias velocidades promedio v positivas correspondiente al flujo de Poiseuille.

sigue un dominio simétrico siendo la forma del frente con dos maximos y un minimo.
Si vemos cada vez hay mas dominio asimétrico a medida que se incrementa v. En-
tonces, si observamos para v = 0.05 no hay frentes planos y luego los frentes son todos
asimétricos. Podemos concluir por tanto que cuando incrementamos v se anulan los
frentes simétricos y los asimétricos entran a dominar en el sistema.

Ahora si evaluamos para velocidades promedios © negativos, tal como observamos
en la figura (2.24), siendo estas velocidades v = —0.001, —0.002, —0.003, —0.005,
—0.01, —0.03 y —0.05. En la misma figura observamos v = 0 que corresponde al
sistema sin el flujo de Poiseuille que es idéntica a la figura (2.22). Las siguientes dos
curvas corresponden a v = —0.001 y 7 = —0.002 que nos indican que los frentes son
asimétricos y que se hacen mas cortos, y luego para v = —0.003 una pequeno intervalo
de [, los frentes son asimétricos siendo posteriormente los frentes simétricos. Y para
v < —0.01, todos los frentes son simétricos. Por tanto, podemos concluir, a medida
que disminuye la velocidad promedio v se van disminuyendo los frentes asimétricos y
aumentando los frentes simétricos y partir v = —0.01 todos los frentes son simétricos.
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Figure 2.24: Velocidad promedio de los frentes en funcién del ancho [, del tubo para
varias velocidades promedio ¥ negativas correspondiente al flujo de Poiseuille.
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2.13 Sensibilidad en las Condiciones Iniciales

Tal como se vié en la seccién (2.1) hemos resuelto casi completamente las interrogantes
planteadas. Es decir, encontramos patrones una vez que la solucién del frente plano
pierde estabilidad. Pero falta algo mas trascendental, que es justo la interrogante que
falta, ver si la propagacion de los frentes inestables se convierten en cadticos. Para
saber si el sistema reaccién-difusion cubica es cadtico debemos verificar si es sensible

a las condiciones iniciales.

desviacion

10000 20000 30000 40000 50000
tiempo

Figure 2.25: Representacion en el dominio del tiempo de las desviaciones en funcion
de t. La linea sdlida es para la condicién inicial 50, /n = 25 y para la linea punteada
es 49, /n = 24.5. Donde [, = 600, m = 1200, At = 0.05 y I, = 70.

Como dijimos en la seccién (1.3) de dos condiciones iniciales en el sistema reaccién-
difusién donde dichas condiciones estan cercanamente juntas dan lugar a diferentes
estados para tiempos largos. De la figura (2.25) vemos que las partes salientes en las
condiciones iniciales tal como vimos en la seccién 2.7 tienen una pequena variacién una
respecto de la otra. Observamos claramente que hasta t &~ 40000 las dos condiciones
iniciales, sus desviaciones estan juntas, pero después comienzan a separarse y toman
desviaciones totalmente diferentes una de la otra. Caracteristica propia de que la
propagacién de frentes en el sistema de reaccién-difusion cibica es cadtico.
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2.14 Intermitencia

Los analisis hechos en el sistema reaccion-difusién ctbica con velocidad de adveccién,
solo se hicieron cuando los frentes planos son estables, asimétricos y simétricos. Pero
para anchos del tubo [, > 60 los comportamientos se manifiestan como cadticos. Para
ver como se manfiestan los frentes cadticos, calculamos las desviaciones con o = 0.5
para ancho [, = 62.802 del tubo. En la figura (2.26) vemos que las desviaciones oscilan
con amplitudes crecientes en funcién del tiempo. En el tiempo que mostramos las
amplitudes crecen sin llegar a ser constantes, por lo que no podemos concluir si en
este caso los frentes serdn oscilatorios. Necesitamos aumentar [, y ver que pasa con
los frentes. En la figura también observamos que si aumentamos el tiempo seguiran
creciendo las amplitudes hasta que se manifieste el fenémeno de intermitencia en el
sistema. En nuestro trabajo tomaremos el tiempo t = 500000 como limite y ver si
al incrementar [, se manifiestan comportamientos cadticos. La variacién de [, no
la haremos grande sino pequenas para hacer el seguimiento de la evolucion de la
desviacién de los frentes en funcién del tiempo.

2 T T T T T T T
1.8 | E
16 | E
c 14 i
o
[}
Red
?
(0]
© 12 E
1 - -
0.8 ]
AAAMAAAAAMAMAMA AN
1 1 1 1 1 1 1

0.6
100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000
tiempo

Figure 2.26: Representacion de las desviaciones de los frentes en funcion de ¢. Las
amplitudes crecen en funcién del tiempo. Para [, = 62.802

En efecto si vemos las figuras (2.27) y (2.28) vemos claramente que el sistema
reaccién-difusion cibica se manifiesta el fenémeno de intermitencia. En la figura
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(2.27) vemos que en t ~ 340000 hay una explosién en la desviacién del frente y
luego se estabiliza y después de un intervalo de tiempo explota nuevamente y asi
sucesivamente. Cabe mencionar que las explosiones mostradas en (2.27) no ocurren a
intervalos periddicos, como se puede obsevar en la figura. En este caso solo tenemos
tres explosiones. Pero si aumentamos el ancho [, = 62.892 vemos en la figura (2.28) la
primera explosion se dan en t &~ 230000 siendo cada vez mas frecuente las explosiones.
Notamos ademds que las explosiones no son idénticas, en la figura (2.28) notamos que
la ultima oscilacion es distinta antes de cada explosion. En nuestro caso tendremos
siete explosiones. Esto nos sugiere que a medida que aumentamos [, la cantidad de
explosiones crece por cada intervalo de tiempo menor.

desviacion

0.8 | _

06 1 1 1 1 1 1 1
100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000
tiempo

Figure 2.27: Desviaciones de los frentes en funcion de ¢ para [, = 62.842. En
t ~ 340000 observamos una explosién y otra explosion en t &~ 410000 siendo este
comportamiento una caracteristica de la intermitencia.
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Figure 2.28: Para [, = 62.892 observamos la desviacién de los frentes en funcién de
t. En dichas desviaciones se observan explosiones frecuentes que para este caso son
siete explosiones en cada intervalo de tiempo.
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2.15 Intermitencia Cadtica

Si seguimos aumentando [, veremos explosiones casi continuas tal como se observa
en la figura (2.29). Como bien observamos estas intermitencias ya no se repiten en
cada intervalo de tiempo sino en forma aparentemente aleatoria. Podemos concluir
por tanto, un fenémeno caracteristico del caos.

1.8 H .
16 H g

c 14 H i
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[}
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>

[

()

S 12 H .
1 H -

|

06 1 1 1 1 1 1 1
100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000
tiempo

Figure 2.29: Para [, = 63.910 observamos la desviacién de los frentes en funcién de
t. En dichas desviaciones observamos explosiones continuas. Pero dichas explosiones
se repiten en intervalos de tiempo aparentemente aleatorio indicando la presencia del
caos.

2.16 Comportamientos Cadticos

Para comprender el efecto cadtico de un sistema de reaccién-difusion cubica, pon-
dremos tres ejemplos del efecto evolutivo de los frentes. Para un andlisis més com-
plejo del sistema tomamos tubos cuyo ancho [, es el doble de [, donde los frentes
toman la direccién [,. De acuerdo a nuestros resultados para distancias grandes de [,
se manifiestan inestables y tendran comportamientos cadticos.

Primero analizemos para v, = 0.14, § = 8, [, = 600, Az = 0.5, [, = 1200, Ay = 1,

. . . . X
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t = 100000, At = 0.01 y @ = 0.5. Con el c6digo exp_ad.£90 hemos fabricado las figuras
correspondientes a esta seccién. En la figura (2.30) observamos el comportamiento
de los frentes de onda que aproximadamente en x = 350, los frentes son simétricos
en el eje horizontal del tubo. A partir de dicha distancia, se vuelve impredecible el
comportamiento de dichos frentes. Pero también observamos antes que los frentes
lleguen a x = 350 un comportamiento muy complejo a medida que avanza en el tubo.
De alguna manera hay una prediccién simétrica, mas no del siguiente frente. Ademés
resulta imposible predecir cuando se cumplird un periodo para que nuevamente se
repitan los frentes. En la figura (2.31) observamos las desviaciones que tienen los
frentes uno del otro en funcién del tiempo. En dicha gréfica vemos que no hay una
prediccién de la desviacion de un frente con respecto de la desviacién del siguiente
frente. Es pues por tanto un comportamiento cadtico.

Una forma de visualizar mejor los frentes es analizando la evolucion de los maximos
o minimos de los frentes en funcién del tiempo. En la figura (2.32) observamos con
mas claridad la evolucion del comportamiento de los frentes tomando en cuenta los
minimos. En dicha grafica se evidencia la simetria que tienes los frentes hasta un
tiempo aproximado de pasos del tiempo t = 40000 y de ahi para adelante es totalmente
asimétrico. Asimismo también en la figura (2.33) observamos los maximos con las
mismas caradcteristicas que con los minimos. Y en la figura (2.34) superponemos los
resultados para maximos y minimos donde notamos que el comportamiento es similar
para ambos casos. Asi también el analisis de las curvas de nivel para § = 0.5, vemos
que tiene la misma forma de comportamiento como lo tiene ae = 0.5. Ver las figuras
(2.35), (2.36),(2.37),(2.38) y (2.39)

El mismo analisis hacemos para 6 = 5y 6 = 20 en el que visualizamos los compor-
tamientos cadticos. Si se quiere trabajar con reaccidon-difusion cibica, estos graficos
ayudaran tremendamente para posteriores investigaciones.
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Figure 2.30: Frentes para o = 0.5 para ¢ = 8, [, = 600, ,, = 1200, t = 100000
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Figure 2.31: Desviaciones de a@ = 0.5 en funcién del tiempo ¢

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




62

1200

1000

800 |-

600 [

Ancho del tubo

400 |- -

200 |

0 20000 40000 60000 80000 100000
tiempo

Figure 2.32: Valores minimos para a = 0.5
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Figure 2.33: Valores maximos para a = 0.5
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Figure 2.36: Desviaciones de f = 0.5 en funcién del tiempo ¢
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Figure 2.37: Valores minimos para 3 = 0.5
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Figure 2.38: Valores maximos para § = 0.5
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Figure 2.39: Valores méaximos y minimos para = 0.5
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Conclusiones

1. En este trabajo hemos aplicado el método explicito para obtener las soluciones
correspondientes a frentes de propagacion en las ecuaciones de reaccién-difusion
cubica. Esto se hizo con el fin de hacer un seguimiento de las soluciones
numéricas desde las condiciones iniciales y de frontera impuestas hasta tiempos
muy largos.

2. Con la aplicacién del método explicito para dar solucion a las ecuaciones de
reaccién-difusion cubica, hemos verificado el patron de busqueda de inestabili-
dades tal como se encuentra en el articulo de J.H. Merkin [17].

3. Encontramos a través de nuestros calculos de diferencias finitas el valor critico
0. =~ 2.30 aplicando una nueva técnica, y comprobamos que dicho resultado se
ajusta al ultimo resultado publicado por A. Malevanets [18].

4. Para mayor rapidez en el recurso computacional hemos adicionado un término
advectivo que se ha encargado observar el frente desde un marco de referencia
movil, reduciendo la velocidad de propagacion del frente comparado al sistema
de laboratorio. La comprobacion de la implementacion de esta componente
en el sistema, fue la verificacién de la velocidad de propagacién de un frente
cuando Dy = D = 1, se aproxime a ¢ = 1/\/5 ~ 0.7071. En efecto para
l, = 600, n = 2400, [, = 8, m = 32, v, = 0.7000 y At = 0.01, encontramos
que v = 0.7064 con un error de 0.1%. Resultado que justifica las simulaciones
efectuadas.

5. Hemos encontrado la velocidad de propagacion de los frentes, asi como las
desviaciones respecto al frente plano en funcién en del ancho [, del tubo, ver
figura (2.20). Este grafico nos muestra la evolucién de los frentes a medida
que incrementamos [,. Es decir, los valores de [, donde los frentes son planos,
asimétricos y simétricos.

. . . . X
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6. Podemos concluir que cuando incrementamos el valor promedio ¥ positiva-
mente en el flujo de Poiseuille, los frentes simétricos van desapareciendo y
los asimétricos entran a dominar en el sistema. De igual modo sucede si dis-
minuimos v, los frentes asimétricos van desapareciendo y los simétricos dominan
en el sistema.

7. Las intermitencias se manifiestan para tiempos largos que tomamos como limite
t = 500000 a partir de [, > 62.802. A medida que incrementamos [, observamos
que las intermitencias aumentan después de cada intervalo de tiempo, llegando a
que las intermitencias sean continuas manifestandose finalmente comportamien-
tos cadticos.
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Appendix A

exp_ab.f90 - Solucion de «g, 5y, oy

y b1

I cuatro ecuaciones diferenciales de reaccion-difusion en una dimension
!
! Este codigo no lo voy a tocar dt=0.01, dx=0.4, delta=5, 1x=10000, t=300000
!
program exp-ab
implicit none
integer::i,j,n,k,t,1,nu,nv,ierror,lyi,d
integer::flaga,flagb,flagc,flagd
real*8 ::dt,dx,1x,1ly,la,1lb,delta,Da,Db,pi,mxmu,mnmu,mxma,mnma,sh,sigma,alfa
real*8 ::regresion

real*8, dimension (5000) :: u0O,ul,v0,vl,up,ulx,ulx,v0x,vix
real*8, dimension (5000) :: a0,al,b0,bl,ap,alx,alx,b0x,blx
real*8, dimension (2000) :: ct,clny,at,alny

character(len=25) : :archivo,strk,arca,arcb,arcc
pi=3.14159265358979

nu=1; nv=1

dt=0.01

print*,"Pasos del tiempo en miles"

t = 90000 ! este valor es normal

! para los resultados de los sigmas fue t = 61000
print*,"Ingrese 1x "
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flaga = 0 ! si flaga = 1 ---> graba datos de alfas y betas al detalle
flagb = 0 ! si flagb

logaritmos

1 ---> graba datos de maximos y minimos asi como sus

1]
—

flagc 1 ---> graba datos de aproximacion de Taylor y Fourier
flagd
1x=1000
n =5000
dx=1x/n
Da=1.
print *,n,dx
do d=21,31
delta=1+(d-1)*0.05_8; Db=Da/delta
I delta=1+(d-1)*0.5; Db=Da/delta
print *,’Delta ’,delta
!

si flagc

1]
o

si flagd 1 ---> graba datos de aproximacion de Fourier

! Condiciones iniciales
!
la=Dax*dt/dx**2
1b=Db*dt/dx**2
write(strk,’(i6)’) int(1lx)
arca=’exp/’//adjustl(strk)
arcb=’/sigma’
write(strk,’(£f5.2)’) delta
arcc=adjustl(strk)
archivo=trim(arca)//trim(arcb)//trim(arcc)
print *,archivo
open (unit=15,file=archivo,status="unknown",action="write")
do 1=200,1000,10
' do 1=70,200
do i=1,n
if (i<=n/2) then
u0(i)=0.; ul(i)=0.; v0(i)=1.; v1(i)=0.
else
u0(i)=1.; u1(i)=0.; v0(i)=0.; v1(i)=0.
end if
end do
ul(n/2)=+0.001_8; v1(n/2)=-0.001_8
if (flagc==1) then
a0=u0; bO=v0; al=ul; bl=vl
endif
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ly=1
if (flagb==1) then
I
I Crea un archivo con la estructura d199.91x99999.1y99.99
I
write(strk,’(i6)’) int(1lx); arca=’exp/’//adjustl(strk)
write(strk,’(f4.1)°) delta; arcc=’/dl’//adjustl(strk)
write(strk,’(£6.2)°) ly ; arcb=’ly’//adjustl(strk)
archivo=trim(arca)//trim(arcc)//trim(arcb)
open (unit=14,file=archivo,status="unknown",action="write")
endif
do k=1,t
u0x=u0; vOx=v0; ulx=ul; vix=vl; u0x(1)=0; ulOx(n)=1.
if (flagc==1) then
a0x=a0; bO0x=b0; alx=al; blx=bl; a0x(1)=0; a0Ox(n)=1.
endif
do i=2,n-1
u0x (i) = u0(i) + lax(u0(i+1)-2*xul0(i)+u0(i-1)) - u0(i)*(v0(i))**2*dt
v0x (i) = vO(i) + 1b*x(vO(i+1)-2xv0(1)+v0(i-1)) + u0(i)*(v0(i))**2*dt
sh = vO(1)**2xul (i) + 2*%u0(i)*v0(i)*v1i(i) + 3*xul(i)*v1(i)=*x2/4.
ulx(i) = ul(i) + la*x(ul(i+1)-2*ul(i)+ul(i-1)) -
- Daxdt* (nu*pi/ly)**2*ul(i) - shx*dt
vix(i) = v1i(i) + 1lb*(vi(i+1)-2xvi(i)+vli(i-1)) -
— Dbx*dt* (nv*pi/ly)**2*%v1(i) + shx*dt
if (flagc==1) then
a0x (i) = a0(i) + la*x(a0(i+1)-2%a0(i)+a0(i-1)) - a0(i)*(b0(i))**2xdt
b0x (i) = bO(i) + 1b*(b0(i+1)-2%b0(i)+b0(i-1)) + a0(i)*(b0(i))**2xdt
sh = bO(i)**2xal(i) + 2%a0(i)*b0(i)*b1(i)
alx(i) = al(i) + lax(al(i+1)-2%al(i)+al(i-1)) -
- Daxdt*(nu*pi/ly)**2*al(i) - shxdt
alx(i) = al(i) + lax(al(i+1)-2%al(i)+al(i-1)) -
- Dbxdt*(nv*pi/ly)**2*b1(i) + shxdt
endif
enddo
u0=u0lx; ul=ulx; vO0=vOx; vi=vix
if (flagc==1) then
a0=al0x; al=alx; bO0=bO0x; bl=blx
endif
mxmu=-1.; mxma=-1.
mnmu=+1.; mnma=+1.

A
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do i=1,n
if (u1l(i)>mxmu) then
mxmu = ul(i)
endif
if (u1l(i)<mnmu) then
mnmu = ul(i)
endif
if (flagc==1) then
if (ai1(i)>mxma) then
mxma = al(i)
endif
if (al(i)<mnma) then
mnma = al(i)
endif
endif
enddo
if (mod(k,1000)==0) then
print *,k
endif
if (mod(k,100)==0) then
if (flagb==1) then
if (flagc==1) then
write(14,*)k,mnmu,mxmu,mxmu+mnmu,mxma+mnma, log (mxmu+mnmu) ,
,log (mxma+mnma)
else
write(14,*)k,mnmu,mxmu,mxmu+mnmu, 1log (mxmu+mnmu)
endif
endif
endif
if (k>t-2000 .and. k<t+1) then
ct (k-t+2000) =k*dt; clny(k-t+2000)=1log (mxmu+mnmu)
if (flagc==1) then
at (k-t+2000) =k*dt; alny(k-t+2000)=log(mxma+mnma)
endif
endif
if (mod(k,1000)==0) then
if (flaga==1) then
write(strk,’(i6)’) int(1lx)
arca=’exp/’//adjustl(strk)
write(strk,’(i6)’) k
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arcb=’/ab’//adjustl(strk)
archivo=trim(arca)//trim(archb)
open (unit=13,file=archivo,status="unknown",action="write")
do i=n/2,n
write(unit=13,fmt="(i5,4f20.16)",iostat=ierror)i,u0(i),
,v0 (i) ,ul (i), v1(i)
enddo
write(unit=13,fmt="(i5,f12.8)",iostat=ierror)
close(unit=13)
endif
endif
enddo
close(14)
print *,ly
if (flagc==1) then
write(15,*) ly,sigma(ct,clny),sigma(at,alny),regresion(ct,clny)
else
write(15,*) ly,sigma(ct,clny)
endif
flush(15)
enddo
close(15)
enddo
end program exp_ab

function sigma(ct,clny)
implicit none

real*8, dimension (2000) :: ct,clny
real*8 :: sigma,sumt,sumlny,sumtlny,sumtt
integer :: 1i,nt

nt=2000

sumt=0; sumlny=0; sumtt=0; sumtlny=0

do i=1,nt

sumt = sumt + ct(i)
sumlny = sumlny + clny(i)
sumtlny = sumtlny + ct(i)*clny(i)
sumtt = sumtt + ct(i)**2
enddo
sigma = (nt*sumtlny - sumt*sumlny)/(nt*sumtt-sumt**2)
end function
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function regresion(ct,clny)
implicit none

real*8, dimension (2000) :: ct,clny

real*8 :: regresion,sumt,sumlny,sumtlny,sumtt,sumlnlny
integer :: i,nt

nt=2000

sumt=0; sumlny=0; sumtt=0; sumtlny=0; sumlnlny=0

do i=1,nt

sumt = sumt + ct(i)
sumlny = sumlny + clny(i)
sumtlny = sumtlny + ct(i)*clny(i)
sumlnlny = sumlnlny + clny(i)**2
sumtt = sumtt + ct(i)**2
enddo
regresion = (nt*sumtlny - sumt*sumlny)/
/ sqrt((ntxsumtt-sumt**2)* (nt*sumlnlny-sumlny**2))
end function
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Appendix B

exp_ad.f90 - Solucién de la
Ecuacion Reaccion-Difusion Cubica

en 2D

I' Solucion de la ecuacion reaccion-difusion en 2-D.
I Metodo explicito, funciona muy bien
]
program exp-adl
implicit none
integer::i,j,k,n,m,t,ierror,d,1li,dsp,ultime,flag,seed,values(8),1t,ka,nr,y
real*8 ::dt,dx,dy,lx,ly,delta,Da,Db,uno,ux,ix,vx,ixa,ixb,lagrange,vp,ct
real*8 ::kla,klb,k2a,k2b,kv,vad,advu,advv,ilx(5),ily(5)
real*8 ::avgalfa,avgbeta,avgvx,sigalfa,sigbeta,sigvx,sumalfa,sumbeta,sumvx
real*8 ::sum2alfa,sum2beta,sum2vx
real*8, dimension (2400,240) :: wu,ua,v,va
real*8, dimension (240) :: =xmin,xant
real*4::inicio,final
character(len=50)::archivo,strk,arca,arcb,arcc

call date_and_time(VALUES=values)
seed=values (5) *60*60+values (6) *60+values (7)+values(8)
call srand(seed)

S
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print *,"Pasos del tiempo en miles"

t = 1000000

!

I largo del tubo

I todas las simulaciones hasta hoy 25-08 son para 1x=1000 y n=1000
I 1y=120 y m=120

' vad=0.2
1x = 600
n = 2400

dx = 1x/(n-1)
!

I Ancho del tubo

1y = 63.000.8
m= 14
dy = ly/m

!

I delta del tiempo
dt = 0.01.8

!

! coeficiente de difusion

! termino que acompaa a la adveccion

vad = +0.2050.8; y = 6100

vp = +0.050_8

!

! Desplazamiento de la condicion inicial hacia la izquierda
dsp = 3

do 1lt=y,y,10
1ly=1t*0.001.8; m=1t/1000%4; dy=ly/(m-1)
do d=9,9
delta=1+(d-1)*0.5; Db=Da/delta
print *,’Delta ’,delta,vad
print *,m,ly
!
! condiciones iniciales para u=alpha
do j=1,m
do i=1,n
if (i<=n/dsp) then
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u(i,j)=0.0-8
else
u(i,j)=1.0.8
endif
end do
end do
uno = 0.0
xant=0
do j=m/4,3+*m/4
do k=0,50
u(n/dsp+k, j)=uno
enddo
end do
! condiciones iniciales para v=beta
v=1-u
!
! Actualizacion de datos cuando se bloquea el programa
]
ultime=0
call datos(u,v,ly,n,m,ultime)
write(strk,’(£7.3)°) ly
arca = adjustl(strk)
archivo=’600/’//arca ; arcb = ’isoalfa’ ; archivo=trim(archivo)//trim(arcb)
print *,archivo
open (unit=14,access=’Append’,file=archivo,status="unknown",action="write")
archivo=’600/’//arca ; arcb = ’isoamin’ ; archivo=trim(archivo)//trim(arcb)
open (unit=17,access=’Append’,file=archivo,status="unknown",action="write")
archivo=’600/’//arca ; arcb = ’isoamax’ ; archivo=trim(archivo)//trim(arcb)
open (unit=19,access=’Append’,file=archivo,status="unknown",action="write")
archivo=’600/’//arca ; arcb = ’isovari’ ; archivo=trim(archivo)//trim(arcb)
open (unit=16,access=’Append’,file=archivo,status="unknown",action="write")
call cpu_time(inicio)

kla=Da*dt/dx**2 ; k2a=Da*dt/dy**2 ; cf=dt/(2*dx)
k1b=Db*dt/dx**2 ; k2b=Dbxdt/dy**2 ; ka=20
ua=u; va=v
ultime=0
do k=ultime+l,t
do i=2,n-1
do j=1,m

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




30

if (j==1 .or. j==m) then

kv = (-vp+vad)*cf
else

kv = (6xvp*(j-1)*dy*(ly-(j-1)*dy) /1ly**2-vp+vad) *cf
endif

advu = kv*(u(i+l,j)-u(i-1,j)); advv = kv*(v(i+l,j)-v(i-1,3j))
if (j==1) then
uva(i,j) = (1-2xkla-2xk2a)*u(i,j) + klax(u(i-1,j)+u(i+1,j))
+ 2*¥k2a*u(i,j+1) - dt*u(i,j)*v(i,j)**2 +advu
va(i,j) = (1-2xk1b-2xk2b)*v(i,j) + kilb*x(v(i-1,j)+v(i+1,j))
+ 2%k2b*v (i, j+1) + dt*u(i,j)*v(i,j)**2 +advv
endif
if (j>1 .and. j<m) then
ua(i,j) = (1-2xkla-2xk2a)*u(i,j) + klax(u(i-1,j)+u(i+1,j))
+ k2a*(u(i,j-1)+u(di,j+1)) dt*u(i, j)*v(i,j)**2+advu
va(i,j) = (1-2%k1b-2xk2b)*v(i,j) + kilbx(v(i-1,j)+v(i+1,j))
+ k2bx (v (i, j-1)+v(i,j+1)) + dt*u(i,j)*v(i,j)**2+advv

endif
if (j==m) then
ua(i,j) = (1-2*%kla-2%k2a)*u(i,j) + kla*(u(i-1,3j)+u(i+1,3))
+ 2*xk2a*u(i,j-1) - dt*xu(i,j)*v(i,j)**2 +advu
va(i,j) = (1-2%k1b-2%k2b)*v(i,j) + kib*(v(i-1,i)+v(i+1,3))
+ 2%k2b*v(i,j-1) + dt*xu(i,j)*v(i,j)**2 +advv
endif
enddo
enddo
u=ua; v=va
if ( mod(k,10000)==0 .or. mod(k,2000)==0 ) then
ux=0.5
do j=1,m
do i=n/dsp,n
if (u(i,j) > ux) then
ix = i-1 + (ux-u(i-1,j))/(u(E,j)-ui-1,3))
xmin(j) = ixxdx
if ( mod(k,10000)==0) then
if (j==1) then
write(14,*) k*dt,ix*dx,0.0
else
if (j==m) then
write(14,*) kxdt,ix*dx,ly

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




81

else
write(14,*) k*xdt,ix*dx, (j-1)*dy
endif
endif
endif
exit
endif
enddo
enddo
if ( mod(k,10000)==0) then
write(14,x*)
write(14,x*)
endif
endif
if ( mod(k,2000)==0 )then
!
! Minimos de alpha
!
if (xmin(2)-xmin(1) > 0.) then
write(17,*) kxdt,xmin(1),1x*dy
endif
do j=2,m-1
if (xmin(j)-xmin(j-1) < 0.) then
if (xmin(j)-xmin(j+1) < 0.) then
write(17,*) kxdt,xmin(j), (j-1)*dy
endif
endif
enddo
if (xmin(m)-xmin(m-1) < 0.) then
write(17,*) k*dt,xmin(m) ,m*dy
endif
!
! Maximos de alpha
|
if (zmin(2)-xmin(1) < 0.) then
write(19,*) k*dt,xmin(1),0*dy
endif
do j=2,m-1
if (zmin(j)-zmin(j-1) > 0.) then
if (xmin(j)-xmin(j+1) > 0.) then
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write(19,*) kxdt,xmin(j), (j-1)*dy
endif
endif
enddo
if (xmin(m)-xmin(m-1) > 0.) then
write(19,*) kxdt,xmin(m) ,m*dy
endif
endif
if (mod(k,ka-1)==0) then
ux=0.5
do j=1,m
do i=n/dsp,n
if (u(i,j) > ux) then
ilx(1)=u(i-1,j); i1x(D=u(i,j); ilx(3)=u(i+1,j)
ilx(4)=u(i+2,j); ilx(5)=u(i+3,j)
ily(1)=i-1 ; ily(2)=i ; ily(3)=i+1l ; ily(4)=i+2
ily(5)=i+3 ; nr=4
ix = lagrange(ilx,ily,nr,ux)
xant(j) = ix*dx
exit
endif
enddo
enddo
endif
if ( mod(k,20)==0 ) then
ka=ka+20
ux=0.5
avgalfa=0; avgbeta=0; sumalfa=0; sumbeta=0; sum2alfa=0
sum2beta=0; sumvx=0; sum2vx=0
do j=1,m
do i=n/dsp,n
if (u(i,j) > ux) then
ilx(D=u(i-1,j); ilx(2)=u(i,j); ilx(3)=u(i+1,])
i1x(4)=u(i+2,j); ilx(5)=u(i+3,])
ily(1)=i-1 ; ily(2)=i ; ily(3)=i+1 ; ily(4)=i+2
ily(5)=i+3 ; nr=4
ix = lagrange(ilx,ily,nr,ux)
sumalfa = sumalfa + ix*dx
sum2alfa = sum2alfa + (ix*dx)**2
vx = (ix*dx - xant(j))/dt

.\_\
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sumvx = sumvx + VX
sum2vx = sum2vx + VX**2
exit
endif
enddo
enddo
avgalfa = (sumalfa/m)
avgvx = (sumvx/m)
sigalfa = 0; sigvx = 0
if ( sum2alfa-sumalfa**2/m > O ) then
sigalfa = sqrt((sum2alfa-sumalfa**2/m)/(m-1))
endif
if ( sum2vx-sumvx**2/m > O ) then
sigvx = sqrt((sum2vx -sumvx **2/m)/(m-1))
endif
do j=1,m
do i=n/dsp,n
if (v(i,j) < ux) then
ilx(D)=v(i-1,j); ilx(2)=v(i,j); ilx(3)=v(i+1,])
i1x(4)=v(i+2,j); ilx(5)=v(i+3,])
ily(1)=i-1 ; ily(2)=i ; ily(3)=i+1 ; ily(4)=i+2
ily(5)=i+3 ; nr=4
ix = lagrange(ilx,ily,nr,ux)
sumbeta = sumbeta + ix*dx
sum2beta = sum2beta + (ix*dx)**2
exit
endif
enddo
enddo

(sumbeta/m)
sigbeta = 0
if ( sum2beta-sumbeta**2/m > 0 ) then
sigbeta = sqrt((sum2beta-sumbeta**2/m)/(m-1))
endif
write(16,"(£8.1,6f21.12)") k*dt,avgalfa,sigalfa,
,avgbeta,sigbeta,avgvx,sigvx
if ( mod(k,1000)==0 ) then
call cpu_time(final)

avgbeta

print *,k,final-inicio, ix*dx
call cpu_time(inicio)
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endif
end if
if ( mod(k,2000)==0 ) then
flush(14); flush(16); flush(17); flush(19)
write(strk,’(£7.3)°) ly
archivo=’600/’//adjustl(strk)
open (unit=13,file=archivo,status="unknown",action="write")
write (13,*) k; close(13)
archivo=’600/backup’//adjustl(strk)
open (unit=13,file=archivo,status="unknown",action="write")
do i=1,n
do j=1,m
write(unit=13,fmt="(2i5,2f20.15)",,iostat=ierror)i,j,u(i,j),v(i,j)
end do
end do
close(unit=13)
end if
enddo
archivo=’600/’//adjustl(strk)
open (unit=13,file=archivo,status="o0ld",iostat=ierror)
close(unit=13,status=’Delete’)
archivo=’600/backup’//adjustl(strk)
open (unit=13,file=archivo,status="o0ld",iostat=ierror)
close(unit=13,status=’Delete’)
enddo
enddo
end program exp-adl

subroutine datos(u,v,ly,n,m,ultime)
implicit none

integer:: ierror,i,j,k,ultime,n,m,dsp
real*8 :: 1ly,alfa,beta,tiempo,avgalfa,sigalfa,avgbeta,sigbeta,avgvx,sigvx
real*8, dimension (600,60) :: u,v

character(len=50): :archivo,arca,arcb,strk,archivold

write(strk,’ (£7.3)°) ly
arca = adjustl(strk)
archivo=’600/’//arca
open (unit=14,file=archivo,status="o0ld",action="read",iostat=ierror)
if (ierror==0) then
read (14,*) ultime; close(14)
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archivold=’600/01d’//arca ; arcb = ’isovari’
archivold=trim(archivold)//trim(arcb)
archivo =’600/’ //arca ; arcb = ’isovari’
archivo =trim(archivo) //trim(arcb)
open (unit=14,file=archivold,status="0ld",action="read",iostat=ierror)
if (ierror==0) then
close(14)
open (unit=14,file=archivold,status="0ld",iostat=ierror)
close(unit=14,status=’Delete’)
endif
call rename(archivo,archivold,ierror)
open (unit=14,file=archivold,status="0ld" ,action="read" ,iostat=ierror)
open (unit=16,file=archivo ,status="unknown",action="write",iostat=ierror)
k=0
do while (.true.)
read(14,*,iostat=ierror) tiempo,avgalfa,sigalfa,avgbeta,sigbeta,avgvx,sigvx
if (ierror==0) then
k =k + 200
write(16,"(£7.1,6£22.15)") tiempo,avgalfa,sigalfa,avgbeta,sigbeta,
,avgvx,sigvx
if (k==ultime) then
exit
endif
else
exit
endif
enddo
close(14); close(16)
open (unit=14,file=archivold,status="o0ld",iostat=ierror)
close(unit=14,status=’Delete’)
archivo=’600/backup’//adjustl(strk)
open (unit=13,file=archivo,status="o0ld",action="read")
do while (.true.)
read(13,*,iostat=ierror) i,j,alfa,beta
if (ierror==0) then
u(i,j)=alfa; v(i,j)=beta
else
exit
endif
enddo
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endif
end subroutine datos

function lagrange(ilx,ily,nr,ux)
implicit none

real*8, dimension (3) :: ilx,ily
real*8 :: ux,suml,prod,lagrange
integer :: 1i,j,nr

suml=0

do i=1,nr
prod=ily (i)
do j=1,nr
if (i.ne.j) then
prod=prodx (ux-ilx(j))/(ilx(i)-i1x(j))

endif
enddo
suml = suml + prod
enddo

lagrange=suml
end function
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