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Introduccion

Rolf Nevanlinna, matemético finlandés (1895 — 1980), fué reconocido por
sus trabajos en el campo de las funciones de variable compleja. Su trabajo mas
significativo estuvo relacionado con la teoria de la distribucion de los valores de
las funciones meromorfas, donde probd los dos teoremas que llevan su nombre,

con importantes consecuencias en dicha teoria.

Es conocido que la resolucién de ciertos problemas tedricos y practicos
dependen a veces del comportamiento de las raices de la ecuacién f(z) = a,
donde f(z) es una funcién entera o meromorfa y a es un valor complejo. Por
ende es de vital importancia investigar el nimero n(r, f = a) de las raices de
la ecuacion anterior y su distribucion en el disco Dg, cada raiz sera contada

de acuerdo a su multiplicidad.

En el dltimo siglo, el famoso matematico E. Picard obtuvo un resultado
importante: toda funcién entera no constante f(z) toma cada valor complejo
infinitas veces, con la posible excepcién de un valor. Después, E. Borel introdujo
el concepto de orden de una funcién entera y otros matematicos profundizaron
el teorema de Picard, como el teorema grande de Picard y el teorema de Picard-
Borel. Estos resultados tenidn limitaciones importantes, por ejemplo trataban
solamente el caso de funciones enteras, es decir no consideraban funciones
meromorfas y por otro lado se imponia la restriccién de que fueran funciones
de orden finito.

Rolf Nevanlinna hizo la decisiva contribucion al desarrollo de la teoria de
distribucién de valores introduciendo la funcién caracteristica T'(r, f) para
funciones meromorfas en un dominio |z| < Rcon R < coy 0 < r < R.
Esta teoria puede ser resumida como sigue.

Sea f una funcién meromorfa. Dado un nimero complejo a, incluyendo el
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00, denote por n(r, a) el nimero de raices de la ecuacién f(z) = a contando su
multiplicidad en el disco |z| < r. Asi, n(r,o0) denota el niimero de polos de la

funcién f(z) en el disco |z| < r. Entonces defina

T t _
N(r,a) :/ n(t,a) ; n(0,0) dt +logn(0, a) logr.
0

Esta funcién es llamada funcién contadora. Luego, defina la funcién proximidad

dada por ,
m(r,00) = i/ log™ | f(re)|dO
2m Jo
y por
m(r,a) = i/%logfr W df, para a€C
’ 27 Jo f(re?) —al '

Finalmente, se define la funcién caracteristica por
T(r, f) = m(r,00) + N(r, 00).

Uno de los resultados mas importantes es el primer teorema fundamental de

Nevanlinna dado por
T(r, f) = N(r,a) +m(r,a) + O(1),

para todo a € CU {oo}.

Por otro lado, los matemédticos Lars Ahlfors y Shimizu introdujeron una
formulacién geométrica del primer teorema fundamental de Nevanlinna usando
la esfera de Riemann. Ahlfors y Shimizu presentan definiciones alternativas de
la funcion caracteristica y la funcién proximidad, que denotamos por 70’ (r, f)
y m (r,a). De estd manera el primer teorema fundamental de Nevanlinna

adquirira la forma siguiente
T (r,f)=N(r,a)+ m (r,a),
valido para todo a € CU {oo}.
El resultado cumbre de la teoria de distribucién de valores de funciones
meromorfas es el segundo teorema fundamental de Nevanlinna que se discute

en el capitulo 3, especificamente en el teorema 3.1, el cual afirma que para

q > 3 valores distintos ai, as, as, ...... , 4y tenemos:

Z m(r,a,) < 2T(r, f) — Ny(r) + S(r, f),
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donde Ni(r) es un término positivo dado esencialmente por las raices miltiples
de la ecuacién f(z) = ay S(r, f) es el término error cuyo crecimiento es méas
lento en general que los otros términos. La teoria de distribucién de valores
tiene significativas aplicaciones, por ejemplo a las ecuaciones diferenciales
complejas. Para citar tenemos el famoso teorema de Malmquist (1913) que
nos dice: Sea C(z) el cuerpo de las funciones racionales en la variable z con
coeficientes complejos y sea C(z)[X] el anillo de polinomios complejos con
coeficientes en C(z). Sean P(X) y Q(X) elementos primos relativos en C(z)[X].

Si la ecuacion diferencial

,_ P
=20

tiene una soluciéon meromorfa trascendental f, entonces () es de grado cero
en X y P es de grado a lo més 2 en X. Existen muchas aplicaciones de
esta maravillosa teoria a diversos campos de la matematica como en dinamica
compleja, teorida de ntimeros, etc.

Finalmente indicamos que a lo largo del tiempo se han desarrollado métodos
diferentes para demostrar los resultados de Nevanlinna, pero en este trabajo

se a seguido los resultados originales en muchos casos de esta teoria.
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Capitulo 1
Preliminares

En este primer capitulo presentamos algunos resultados y definiciones
basicas del andlisis complejo como series de potencias, funciones analiticas,
formula integral de Cauchy, funciones meromorfas y la esfera de Riemann.
Para referencia de este capitulo tomamos algunos textos guia como [1], [5], [8],
[16].

1.1. Topologia de C

El plano complejo C hereda naturalmente todas las propiedades métricas y
topoldgicas del plano R?. Vamos admitir que se conocen algunos conceptos
topologicos de los espacios euclidianos tales como las definiciones de
conjunto abierto, cerrado, conexo, compacto, etc. Ahora presentaremos algunas
notaciones que utilizaremos en el tratado de este trabajo. Definamos

El disco abierto de centro zy y radio » > 0 como el conjunto
D(zy.r) ={2€C:|z— 2| <r}.
El disco abierto de centro zp = 0 y radio r > 0 como el conjunto
D, ={zeC:|z| <r}.
El disco cerrado de centro zy y de radio r > 0 como el conjunto
D(z,7) ={2€C:|z— 2| <1}
El disco cerrado de centro zy = 0 y de radio » > 0 como el conjunto

D,={2€C:|z|<r}.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 8
El disco perforado de centro a € C y radio r > 0, como el conjunto
D*(a,r)={2€C:|z—a| <r}.
El circulo de centro zy y radio r > 0, esta dado por
0D(zp,7) ={2 € C: |z — 2| =r}.

Si zg = 0, entonces el circulo de centro 0 y radio r > 0, serd denotado por 9D,

Dado un subconjunto A C C. definamos el interior de A
int(A) = {z € C:existe r >0 tal que D(z,7) C A}.
La clausura de A, esta dado por
A={2e€C: paratodo 7 >0 setiene D(z,r)NA# &}

Diremos que €2 es un dominio en C si es abierto y conexo.

Decimos que un punto zy € C es un punto de acumulacion de un conjunto
A C C si para todo r > 0 se cumple (D(zg,7)\{z0}) VA # @. Un punto zp € A
que no es punto de acumulacién de A es llamado punto aislado de A.

Un conjunto A C C es llamado discreto cuando todos sus puntos son aislados.

1.2. Sucesiones de funciones

Dado A C C, una funciéon f : A — C es llamada un funcion compleja. A
una funcién compleja tenemos asociadas otras funciones: la funcién conjugada

de f, f: A — C definida como f(z) = f(z) y las funciones parte real y parte
imaginarias de f, Ref : A - R, Smf: A — R, definidas como Ref = M

2
f=r
20
Sea (fn)n>0 una sucesién de funciones complejas definidas en el conjunto

y Smf =

A C C. Diremos que (f,)n>0 converge en a € A si la sucesién de nidmeros
complejos (fn(a))n>0 es convergente. Si (f,)n>0 €s convergente en todo punto
de A se dice que es puntualmente convergente en A y la funcion f : A — C
definida por f(z) = nh_)n;o fn(2) es lamada la funcion limite de f.

Es importante destacar que la convergencia puntual es muy débil ya que la
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

funcién limite no hereda las propiedads basicas de los términos de la sucesién.
La convergencia uniforme es una convergencia mas fuerte que la convergencia

puntual y es un concepto mas natural para sucesiones de funciones.

Definicién 1.1. Una sucesién de funciones complejas (f,)n>o definidas en
A C C converge uniformemente a f si para cada € > 0 existe ng € N tal que

para todo n > ng se tiene |f,(z) — f(2)| < € en A.

Observamos que una sucesion de funciones que converge uniformemente

también converge puntualmente.

Teorema 1.2. Una sucesion de funciones continuas que converge

uniformemente, converge a una funcion continua.

La demostracién puede ser encontrada en [11].

1.3. Teoria elemental de funciones holomorfas

Definicién 1.3. Sea f : U — C una funcién continua en el abierto U de C.
Decimos que f es holomorfa en 2, € U si existe el limite

il agltin f(z0+h) — f(Zo)'

h—>Zo h

El nimero complejo f'(zp) es llamado derivada de f en zy. Si existe f'(zy) para
todo zy € U diremos que f es holomorfa en U. La clase de todas las funciones

holomorfas en U se denotara mediante O(U). Por lo tanto:
OWU)={f:f esholomorfaen U}

Teorema 1.4. Sea f: U — C una funcion continua con U C C abierto. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) f es holomorfa en zy € U.

2) [ es diferenciable en zy € U desde el punto de vista real y si f(z) =
u(z) +iv(z), se tiene que
ou ov
%(zo) = a—y(zo)

ou ov
g(zo) = _6_y(20)’
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

A estas ecuaciones se les conoce como Ecuaciones de Cauchy-Riemann.
La demostracién puede ser encontrada en [10]
Proposicién 1.5. Si f,g € O(U) entonces
1) f4+ g€ OU) ademds, dado zy € U se tiene
(f +9)'(20) = f'(20) + ' (20).
2) f—ge€ OWU) ademds, dado zy € U se tiene
(f = 9)'(20) = f'(20) — ¢'(20).
3) fg € OWU) ademds, dado zy € U se tiene

(f9) (20) = f'(20)9(20) + f(20)g (20)-

4) Si g(z0) # 0, entonces S es holomorfa en zy € U, ademds
g

f ’Z _ f'(20)9(20) — f(20)g'(20)
(g) (z0) (9(20))? '

La demostracién puede ser encontrada en [10].

Proposicion 1.6. Sea f : U — C y g : V — C funciones continuas en U y
V', abiertos de C. Supongamos que f(U) C V, f es holomorfa en zy € U y que

g es holomorfa en wy = f(zo). Entonces go f es holomorfa en zy y ademds

(g0 .f) (20) = g'(wa) - f'(20)-
La demostracién puede ser encontrada en [10].

Definicién 1.7. Sea f : U — C una funcién holomorfa, donde U C C es
abierto. Decimos que f es un biholomorfismo sobre f(U), si f(U) es abierto
ysi f: U — f(U) es un homeomorfismo cuya inversa f~! : f(U) — U es

holomorfa.

Teorema 1.8. (Teorema de la funcion inversa) Sea f : U — C una
funcion holomorfa, donde U C C es abierto. Supongamos que zy pertenece a U
y que f'(z0) # 0. Entonces existe una vecindad abierta V de zy tal que g = f|v
es un biholomorfismo y ademas

(6 (w) = ——

f'lg~H(w))’
para todo w € f(V).

La demostracién puede ser encontrada en [10].
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 11
1.4. Series de potencias

Sea (ay)n>0 una sucecién de nimeros complejos y sea ¢ € C un nimero
complejo fijo. La serie de funciones > 2 a,(z — ¢)" es llamada una serie de

potencias. Para simplificar el trabajo consideremos ¢ = 0.

Observacién 1.9. Dada la serie de potencias Y >~ a,2" y 2z € C

consideremos las siguientes tres condiciones:

oo
a) E an,z{ converge.
n=0

b) nh_)n;@ anzy = 0.

¢) limsup |a, 2| < oc.
n—oo

d) La secuencia (a,z{) es acotada.

La condicién a) implica la condicién b) y esta implica ¢) y esta a su vez implica
d).

Dada la serie de potencias S = Zanz", defina
n>0

o(S) = g=sup{r >0: ) |an|r" < oo}
n>0

oo

El ntimero p es llamado radio de convergencia de la serie Z a,z". D(0,0) y
n=0
0D(0, p) son llamados disco y circulo de convergencia de la serie. Entonces

para ¢ pueden ocurrir los siguientes casos:
i) 0= 0. En este caso diremos que la serie es divergente.

ii) 0 < ¢ < +o00. En este caso la serie converge absolutamente para todo

z € D(0, o).

iii) o = oo. Decimos en este caso que la serie es entera. La definicion de p
o0

implica que Z a,z" converge absolutamente para todo z € C.
n=0

En los dos casos i1) y iii) diremos que la serie es convergente.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 12

Teorema 1.10. Dada una serie de potencias S = > .~ a,z", su radio de

convergencia es
1

" lfmsup la,|V/m
n—oo

()

La demostracién puede ser encontrada en [10].

Proposicién 1.11. (Criterio de la razdén). Consideremos la serie de

potencias S = Z apz" tal que a, # 0 para todo n > 0. Sea o = lim sup VTI—+|1|
y sea 8 = liminf M. Entonces
n—0o |y
s 1
—<o(8) < -
a_d)_ﬁ
En particular, st o = 3, entonces
1 R |an+1|

o(8)  nooe fay|

La demostracién puede ser encontrado en [10].

1.5. Funciones analiticas

Sea U € C un abierto. Decimos que una funcion f : U — C es analitica, si
oo
para todo zy € U, existe una serie de potencias Z an(20)(z — 20)", con radio

n=0
de convergencia o > 0 tal que

f2) =3 anlzo)(z — )",

n=0

para todo z € U tal que |z — 2| < 0. Una serie de potencias como en la

ecuacion de arriba sera llamada serie de potencias que representa f en zj.
Teorema 1.12. Una funcion es analitica si, y solo si, es holomorfa.
La demostracién puede ser encontrado en [10].

Definicién 1.13. Una funciéon f : C — C es entera si es analitica en todo C.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 13
1.6. Funciéon exponencial y el logaritmo
complejo

La exponencial es una funciéon compleja definida por la serie

oo
e* = exp(z) :;%anl—%z—l—%f—l—---

Utilizando el criterio de la razon se observa que el radio de convergencia de

esta serie es 0o, por lo tanto el disco de convergencia es todo C y es asi que

exp : C — C es una funcién holomorfa en C. Ademads su derivada puede ser

calculada derivando la serie término a término

d n 1
_ E gatslage. E n __
dzeXp(Z) — nl’ — nl” exp(2):

Denotemos por C* = C—{0}. Sea U C C* un abierto. Diremos que una funcién
continua f : U — R es una rama de argumento en U, si para todo z € U se

tiene que
Z_ if)
2|

Observe que si f : U — R es una rama de argumento y k € Z, entonces f+2k7

es también una rama de argumento en U.

Diremos que una funciéon continua g : U — C es rama de logaritmo en U,

si para todo z € U se tiene que

eI = 2.

Observe que si g es una rama de logaritmo y k € Z, entonces g+2kmi es también
una rama de logaritmo. Por esta razén no podemos esperar que g(exp(w)) = w,

siempre que exp(w) € U.
Teorema 1.14. Sea U C C* un abierto. Entonces

a) Eziste una rama de logaritmo en U si, y solamente si, existe una rama

de argumento definido en U.

b) Si g : U — C es una rama de logaritmo, entonces g es holomorfo y

1
ademas ¢'(z) = — para todo z € U.
z
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

1.7. Foérmula integral de Cauchy y

consecuencias

Teorema 1.15. (Férmula integral de Cauchy) Sea f : U — C una
funcion holomorfa, donde U C C es un abierto. Sea D un disco cerrado tal

que D C U. Para todo z en el interior de D se cumple

fe) = 5 [ T

21t Jop w — 2

dw.

La demostracién puede ser encontrada en [10]

Teorema 1.16. Sea Q2 un dominio, f € O(Q) y

Z(f)={aeQ: fla)=0}.

Entonces o bien Z(f) = Q o bien Z(f) no tiene puntos de acumulacion en
Q. En el ultimo caso a cada a € Z(f) le corresponde un inico entero positivo
m = m(a) tal que

f(z2) =(z2—a)"g(z), z€Q

donde g € O() y g(a) # 0. Ademds, Z(f) es a lo sumo numerable.

Al entero m se le llama orden del cero que f tiene en el punto a. A Z(f)

se le llama conjunto de ceros de f.
La demostracién puede ser encontrada en [16].

Corolario 1.17. Sea f : U — C una funcion holomorfa, donde U es abierto
y conexo. Si f~1(0) ={z €U : f(z) =0} posee algin punto de acumulacion
en U. Entonces f = 0.

Corolario 1.18. Si f y g son funciones holomorfas en un dominio € y
si f(z) = g(z) para todos los z de algin conjunto que tiene un punto de

acumulacion §2, entonces f(z) = g(z) para todo z € Q.

Teorema 1.19. (Principio de extension analitica) Sean f, g funciones

holomorfas en un dominio ). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f =g en Q.

b) Eziste una vecindad no vacia V- C § tal que f|, = gl»
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 15

Ahora damos a conocer un resultado interesante que solo sucede en el caso

complejo mas no en el real

Teorema 1.20. (Teorema de Lioville) Una funcién entera y acotada es

constante.
La demostracién puede ser encontrada en [12].

Teorema 1.21. (Teorema de Cauchy-Goursat) Si f es analitica en
U C C abierto y f' es continua en U y sea 7 : [a,b] — C una curva cerrada

tal que y([a,b]) = OU. Entonces

L f(z)dz = 0.

La demostracién puede ser encontrada en [10]

Definicién 1.22. Sea U C C abierto, sea f : U — C una funcién holomorfa

en U y sea a € U. Definimos M(r, a, f) como:
M(r,a, f) = max{[f(2)| : z € C(r,a)}
donde C(r,a) ={2 € C: |z —a| =1}

Teorema 1.23. (Desigualdad de Cauchy) Sean U C C abiertoy f : U —
C una funcién holomorfa en U, a € U y D(r,a) C U. Entonces:

!
7] < ZM(ra, ),
T»TL
para todo n € NU{0}.
La demostracién puede ser encontrada en [10].

Teorema 1.24. (Principio del Mdédulo Mdximo) Si una funcién f es
analitica en U € C donde U es abierto y conexo y |f| alcanza un mdzimo

relativo en un punto de U, entonces f es constante en U.
La demostracién puede ser encontrada en [10].

Teorema 1.25. (Férmula de Poisson) Sea f : D(r,a) — C una funcién

continua y holomorfa en D(r,a). Entonces

r? — |z —al?
lre? — (z — a)|?

2
f(z) = %/0 fla+re®) df, ze€ D(r,a).
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La demostracién puede ser encontrada en [1].

Definicién 1.26. Sea a € C , r > 0. Definimos el Kernel de Poisson para el

disco D(r,a) como la funcién

Poy(z,t) = Re(M)

rett — (z — a)

donde z € D(r,a), te€R.

Definicién 1.27. Decimos que una funcién continua f : 2 — C tiene la
propiedad del valor medio si para todo z € ) existe una sucesién (r,) tal que
rn, >0, r, — 0 cuando n — oo, de manera que

1 e

~ " i fz+retdt, (n=1,2,3,..)

f(2)

En otras palabras f(z) es igual al valor medio de f sobre las circunferencias

de radios r, > 0 y de centro z.

1.8. Funciones meromorfas

Definicién 1.28. Sia € Q y si f € O(Q\{a}), se dice que f tiene una
singularidad aislada en el punto a. Si f se puede definir en a y la funcién

extendida es holomorfa en €2, se dice que a es una singularidad evitable.

Teorema 1.29. (Teorema de Extension de Riemann) Supongamos que
feO0\{a}). Si f es acotada en D*(a,r), para algin r > 0, entonces f tiene

una singularidad evitable en a.
La demostracién puede ser encontrada en [10].

Teorema 1.30. Si a € Q y f € O(Q\{a}), entonces ocurre uno de los

stgquientes casos:
a) f tiene una singularidad evitable en a.

b) Existen nimeros complejos ay,as, ..., a, donde m es un entero positivo
Y am # 0, tales que
m
a
Z - —7

k
tiene una singularidad evitable en a
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c) Sir>0vy D(a,r) CSQ, entonces f(D*(a,r)) es denso en C.

En la situacion b) se dice que f tiene un polo de orden m en a. La funcion
S ax(z—a)™*, que es un polinomio en (z—a)™', se llama la parte principal

de f en a. Es claro en este caso que |f(z)| = oo cuando z — a .

En la situacion c) se dice que f tiene una singularidad esencial en a.
De los resultados previos podemos deducir la siguiente clasificacion de
singularidades aisladas, en cuanto al comportamiento de la funcion en una

vecindad perforada.

e 2y es una singularidad evitable de f < f es limitada en una vecindad

perforada de zy < existe y es finito el limite lim f(z).
Z—20

e 2y es un polo de f < lim f(z) = oo.

Z—r20

e 2y es una singularidad esencial de f < para toda vecindad perforada V

de zy, f(V) es denso en C < el limite lim f(z) no existe.

Z—r20

Definicién 1.31. Se dice que una funciéon f es meromorfa en un abierto 2 C C

si existe un conjunto ¥ C €2 tal que
a) ¥ no tiene puntos de acumulacién en .
b) © — X es abiertoy f € O(Q2 — X).
c¢) f tiene un polo en cada punto de X.

Observacion 1.32. No se excluye la posibilidad de que ¥ = @. Asi, toda
f € O(£2) es meromorfa en €.
Observemos también que a) implica que ningin subconjunto compacto de 2

contiene infinitos puntos de Y y por lo tanto, ¥ es un conjunto numerable.

1.9. Polinomios complejos
Un polinomio complejo es una funciéon compleja P : C — C definida por

P(2) = ap2" +ap 12" '+ 4+ay, a,#0 y neN.
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Observemos que todo polinomio complejo es holomorfo en todo C, para ver
esto, basta ver que un monomio f(z) = 2", n € N es holomorfo.
Una funcion f : C — C definida como

-1
anZ™ 4+ ap_12" " + -+ ag

f(z) = b b T b

donde P(2) = apz" 4 ap_12" 4 +ag y Q(2) = bppz™ +by_12™ 14+ by

donde a,, # 0, b,, # 0 no tienen ceros comunes se llama funcién racional.

P
Definicién 1.33. El grado de f(z) = %, donde P(z) y Q(z) no tienen

ceros en comun se define como:

grad(f) = max{grad(P), grad(Q)}.

Las funciones racionales estan bien definidas en @, es decir:
i) f(oo) =0sin<m.
. Ap .
ii) f(oo) = —sin=m.

m

iii) f(o0) = oo si n > m.

Definicién 1.34. Una funciéon meromorfa definida en C que no es una funcién

racional se llama funcién meromorfa trascendental.

Es preciso indicar que las funciones enteras que no son polinomios se

denominan funciones trascendentales enteras.

A continuaciéon damos un resultado conveniente para el desarrollo de este

trabajo.

Lema 1.35. Sea P(2) = a,2"+a, 12" '+ -+ay con a, # 0 un polinomio.
Entonces, para cada € > 0, existe rg > 0 tal que para todo r = |z| > 1o la
desigualdad

(1= €)lan|r™ < P(2) < (1 + €)]an|r",

vale.

La demostracién puede ser encontrada en [8].
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1.10. La Esfera de Riemann

Muchos problemas en el anélisis complejo requieren del uso de un elemento
llamado infinito (0o ¢ C), por lo tanto es conveniente hacer un estudio breve
acerca de este elemento que ayudaran mucho a entender diversos problemas
que se pueden presentar en el desarrollo de este trabajo.

Consideremos un elemento oo ¢ C. El conjunto C = C U {oo} serd llamado
esfera de Riemann. Los puntos de C C C seran llamados puntos finitos.
Diremos que V' es una vecindad de oo, si oo € V' y si existe r > 0 tal que
C\D(0,7) C V. Basado en este hecho tenemos ciertas propiedades que pueden

ser verificadas.
a) La unién arbitraria de vecindades de oo es una vecindad de oo.
b) la interseccién finita de vecindades de co es una vecindad de oo.

¢) Para todo z € C y todo 7 > 0, C\D(z,7) es una vecindad de oc.

Ademas, observe que

[N(@C\D(z0,) = [ }(€\D(20, 7)) = {o0}.

r>0 neN

Diremos que un subconjunto A C C es abierto de C, si A es vecindad de todos
sus puntos.

Diremos que un subconjunto F' C C es cerrado si C\F es abierto. Con estas
definiciones podemos establecer las nociones de limite usual y limite infinito

de sucesiones de funciones.

Sea (z,) C C. Decimos que nh_g)lo 2, = a € C, si para toda vecindad V de
a existe ng > 1 (que depende de V') tal que si n > ng, entonces z, € V para
todo n > ny.
Anslogamente, si f : A — C es una funcién donde A C C y 2, es un punto de
acumulacién de A, diremos que lim f(z) = wy € C, si para toda vecindad V
de wy existe una vecindad U de Zz:fcoal que f(UNA—{z}) CV.
Diremos que una funcién f : U — C es continua en un punto z, € U, si
zo es un punto aislado de U, o si zg es un punto de acumulacién de U y

lim f(z) = f(z0). Diremos que f es continua en U si f es continua en todos
Z—r20

los puntos de U.
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Ahora buscaremos la forma de definir funciones holomorfas, para este caso.
Sea f : U — C una funcién continua, donde U C C es abierto. Diremos que f

es holomorfa en zy € U si alguna de las cuatro condiciones vale:
1) zp # 00, f(20) # o0y f es holomorfa en zy en el sentido usual.

1
ii) zg # o0, f(z0) = 00y —— es holomorfa en 0.

f(2)

1
i) 2o =00, f(z0) #o0y f(;) es holomorfa en 0.

1
iv) 2z =00, f(z0) =00y —Y o holomorfa en 0.
/()
4
Diremos que f es holomorfa en U si f es holomorfa en todos los puntos de U.

Definicién 1.36. Ahora definiremos singularidades aisladas en el punto

infinito.

1) Decimos que f tiene una singularidad evitable en co si f estd definida

sobre alguna vecindad de co y lim f(2) =c € C.
Z—00

2) Decimos que f tiene un polo en oo si f estd definida sobre alguna

vecindad de oo y lim f(z) = oc.
Z—00

3) Decimos que f tiene una singularidad esencial en co si f estd definida

sobre alguna vecindad de co y no existe lim f(z).
Z—00

Definicién 1.37. Sea 2 C C un abierto. Decimos que f es meromorfa en ()

si satisface las siguientes condiciones:
a) f es meromorfa en Q\{oo}.

b) f tiene una singularidad evitable o polo en co.
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Capitulo 2
Teoria de Nevanlinna

La teoria de distribucion de valores también llamada Teoria de Nevanlinna
es el estudio de como una funcién compleja asume diferentes valores.
Por el teorema fundamental del algebra sabemos que cualquier polinomio
en C estd completamente definido por sus ceros salvo multiplicidades.
Qué podemos decir de las funciones enteras en general?
Observemos el caso de una funcién polinomial f de grado n. Por el
teorema fundamental del algebra f tiene exactamente n ceros contando con
multiplicidad, en otras palabras la funcién f toma el valor cero exactamente
n veces. Ahora podemos preguntarnos ;Cuédntas veces f toma cualquier otro
valor a € C?
Tratando de generalizar el teorema fundamental del algebra, en 1925 R.
Nevanlinna revolucioné el estudio de las funciones meromorfas estableciendo
dos teoremas fundamentales.
En este capitulo tratamos el Primer teorema fundamental Nevanlinna y sus
propiedades, también desarrollaremos un paralelo a esta teoria con un sentido
mas geométrico desarrollado independientemente por Ahlfors y Shimizu.
Para referencia de este capitulo ver ([3], [4], [7], [8], [9], [11], [13] ¥y [15]).

2.1. Formula de Jensen-Poisson
Teorema 2.1. Suponga que f(z) es meromorfa en el disco cerrado

Dpr={2€C:|z| <R}, (0<R<x).
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CAPITULO 2. TEORIA DE NEVANLINNA 22

Sean a, (u=1,2,...,m) los ceros de f(z) yb, (v=1,2,...,n) los polos de
f(2) en el disco abierto Dg. Si z =re" (0 <r < R) vy f(z) # 0,00 entonces

08121 = o [ tog SR gl o
& C2m o & R2—2RTCOS(9—¢)+T2 21)
2.1
R(z —by)
] log
+Zog R2_52 Z R2_bz

Cuando no ezisten ceros o polos en el teorema 7?7 la formula (2.1) es
usualmente llamado formula de Poisson. Cuando z = 0 en el teorema 77 la

formula (2.1) es llamado formula de Jensen.

Demostracion. i) Supongamos primero que f no tiene ceros ni polos en el disco
|z| < R. Fije z, |z| < Ry considere la aplicacién

R(§ — 2)
R2 — z¢7

w =

que aplica el disco {|¢{| < R} biholomorficamente sobre el disco {|w| < 1} y

que envia £ = z a w = 0. La inversa de esta aplicacién es dada por

R(Rw + z) ‘

£= R+ wz

La aplicacion

w — F(w) = f(£)
no tiene ceros ni polos sobre |w| < 1. Entonces existe g(w), analitica sobre el
disco |w| < 1, tal que

/W) = F(w) Yw, |w|< 1.

(para ver una justificacién de este hecho dirigirse a [6, p.202]). Por la férmula

integral de Cauchy

1 dw
9(0) = 2mi S w);
Como
dw d¢ ZR (R2 — |z|2)d£
- — + — — — ,
w -z R*—2z{ (R*-2z8)(—2)
obtenemos

LU (Rl
210 Jig|=r (2 — 2§)(§ — 2)

d¢.
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CAPITULO 2. TEORIA DE NEVANLINNA 23

De aqui, haciendo £ = Re”®, z=re?” (0 <r < R) tenemos

1 (R2 —12)
9(0) = %/0 9(w) R? — 2Rrcos(¢p — 0) + r? 4.

Finalmente, igualando a las partes reales, como Re(g(w)) = log|F(w)| =

log | f(£)], tenemos

. 1 2 i (RQ—TQ)
IOg’f(Z”_%/O log | f(Re )‘R2—2chos(¢—9)+r2d¢' (2.2)

ii) Ahora veamos el caso general, cuando f(&) tiene ceros y polos en [£] < R,

denotados por a, (u=1,2,...,m) y b, (v=1,2,..,n) respectivamente. Sea

WO:ﬂ@ﬁ{ifgw}/H{Rng} 23)

esta funcién es holomorfa sobre || < R y no tiene ceros ni polos en [{] < R
ademds ¥ (§) # 0,00 en |£] < R.
Por otro lado, si £ = Re y |a| < &

‘R(f—a)
R? —at

= 1.

- ‘Rei‘z’—a

_ R—ae ™
 |R—ae|

R — ae'

| R(Re* —a)
| R2 — aRe

Asi, [0(€)| = |f(€)| sobre |£] = R. Ahora podemos aplicar (2.1) a ¥(§)

1 21 ¢ R2 - 7,,2
= — 1 e .
log [$(2)| 2 /0 og |f(Re™)] R? — 2Rrcos(0 — @) + r? a¢

Ademsds, tomando logaritmo en ambos lados de la ecuaciéon (2.3)

ﬁ{mbfwn{mwQH

log [¢(£)] = log | f(£)| + log

mwm-mu|+2m Zl e~ )
R — Q€
y finalmente obtenemos la férmula requerida
1 2 ' R2 _ 42
1 =— |/ 1 Re™) d
o8]/ (z)] 27r/0 og|f(fe |R2—2chos(9—¢)+r2 ¢
= R(z —ay,) = R(z—b,)
log | ———=| = ) log|—————=|.
+;og R _7.- ;0 R b
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Como un caso especial tomando z = 0 en el teorema 7?7 obtenemos la

formula de Jensen como sigue:

Corolario 2.2. Bajo las condiciones del teorema 1.2. Si f(0) # 0, 00, entonces

1 2 4 m ay n bv
g £0) = o [ tog F(Re a0+ 3 tog - Smwog B 2
u=1 v=1

2.2. La funciéon caracteristica

Posteriormente, Rolf Nevanlinna revolucioné el estudio de las funciones

meromorfas, usando una pequena modificacion de la formula de Jensen

Definicién 2.3. Dado z > 0 definimos

logx, x>1

log* x = méx(log x,0) =
0, 0<z<l1

Claramente si x > 0, entonces
+ + 1
logx = log™ x — log™ —.
x
Ahora damos algunas propiedades bésicas de este logaritmo.

Lema 2.4. a) logz <log" z.

b) log® z <logty, para x < y.

c) log* <ﬁxl) < zn:long z;
i=1 |

d) log* <Z xz> <logn + Z log™ ;
i=1

i=1
Demostracion. a) y b) La prueba es trivial
n

c) Si H[L‘l < 1, entonces la desigualdad vale trivialmente. Por otro lado, si
i=1

n
H x; > 1, entonces
i=1

log™ (ﬁxz> = log (ﬁxz) = anlogxi < znzlogJ’ x;,
i=1 i=1 i=1 i=1
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donde la ultima desigualdad es por la parte a).
d) Por la parte b) y ¢), tenemos

+ ) <100t . ) < + fooo
log (le) < log (n 11212%)(1 a:l> < logn + log (1121?2;.%1)

i=1

< logn + Z log™ ;.

i=1

O
Si f es meromorfa en |z| < Ry si 0 <r < R, entonces
. ) 1
log [ f(re')| = log™ |f(re')| — log* TFire®)] (2.5)
luego integramos de 0 a 27 y dividimos entre % a la ecuacion (2.5)
o [ el srean = o= [Trog* streas o [Togt s
27 J, 27 J, 21 J, | f(rei)|

Note que el primer término del lado derecho se puede interpretar como la
contribucion cuando f es grande y el segundo término del lado derecho cuando

f es pequeno. Asi, definimos a continuacién la funciéon proximidad.

Definicién 2.5. (Funcién proximidad) Sea f una funcién meromorfa
definida en el disco Dp tal que f no tenga polos sobre |z| = r, donde r € (0, R).

Definimos )
1 T )
mirf) =5 [ log"|f(re®)ldo. (2.6
T Jo
Debemos resaltar que m(r, f) mide como varia el crecimiento de f sobre la

frontera del disco |z| = r. Dado a € C, si f — a no tiene ceros sobre |z| = r,

1 il 77 1

Es necesario indicar que m(r,

definimos

) también puede ser denotado como
m(r, f =a) o m(r,a).

Proposicion 2.6. Sean f,, v=1,2,...,p, funciones meromorfas, entonces

P

o Z 12)) = i 2 + o

v=1

m(r,ﬁmz)) = e ().

v=1 v=1
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Estas propiedades de la funciéon proximidad, facilmente se pueden
demostrar haciendo uso del lema 2.4.
Denote por n(t, f) el nimero de polos de f en el disco cerrado {|z| <t}, (0<
t < R) cada polo contado de acuerdo a su multiplicidad. Ademds, denote
por n(0, f) el nimero de polos de f(z) en el origen contados de acuerdo a su
multiplicidad (Si f(0) # oo, entonces n(0, f) = 0).
Sean by, b, ....., by, los polos de f en 0 < |z| < r contados con multiplicidad.
Denote r, = |b,| y suponga que 0 < r; < --- <7, <rdondev=1,2,...,m.

Entonces, usando propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes (ver [3])

o r o r H r
;log o] - ;logaz/o 1og¥d(n(t,f)—n(o,f)).

= log = (n(t, f) = n(0, f>>}0 - / "n(t, £) — n(0, f)d(log 2.
= /rn(t,f)—n(O,f)dt

t

1
Similarmente, denote por n(t,a) := n(t, f—), con a € C, el numero
—a
de soluciones f(z) = a en el disco cerrado {|z| < t}; cada raiz es contada de

acuerdo a su multiplicidad.

Definicién 2.7. (Funcién contadora) Sea f una funcién meromorfa en el

disco Dgr. Dado 0 < ¢t < r < R defina

N(r, f) = /OT n(t, f) ;n(O, f)dt +n(0, f)logr, (2.8)

Observe que N(r, f) es una funcién que cuenta la media logaritmica de los
polos de f(z) dentro del disco |z| < 7. Denotaremos N(r, f) también como
N(r, f = 00).

Ademas, dado a € C
1 "n(t,a) —n(0
N<r, f—> :/ n(t,a) n n( ’a>dt—|—n(0,a) logr, a# oco. (2.9)

0

1
Ademés, N(r, f—) seré denotado por N(r, f = a) o N(r,a) donde a € C.
—a

A continuacién mostraremos algunas propiedades de la funcién contadora.

Proposicion 2.8. Sean f,, v =1,2,...,p, funciones meromorfas, entonces

N<Z 1) < vzi;zv(r, £.(2)).
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N(r,ﬂﬂ(z)) < UXPQW fo(2))

Estas propiedades se pueden demostrar facilmente haciendo uso de la
definicon 2.7.

Definicién 2.9. (Funcién caracteristica) La funcién Caracteristica de una

funciéon meromorfa f definida en el disco Dg, esta definida como:

T(r, f)=m(r,f)+ N(r, f), (2.10)
donde 0 < r < R.

Observacién 2.10. a) La expresién T'(r, f) es usualmente llamada funcién

caracteristica de Nevanlinna.

b) La cantidad m(r, f) + N(r, f) mide en algin sentido la afinidad total de

f para el valor oco.

1
¢) Simildrmente, m <r, ?) + N (r,

valor cero.

1
?) mide la afinidad total de f para el

Con estas notaciones la férmula de Jensen puede ser reescrita como:

g £O)] = mr ) = m( 7 ) + N )~ N (7

m(r, f) + N(r, f) = m(r, %) 4 N(r, %) +log [ £(0)].

Asi, la formula de Jensen se podra reescribir como

1
7(.£) =T (17 ) + logl )L (211)
Ahora daremos algunas propiedades de la funcién caracteristica

Proposiciéon 2.11. Sean f,(z) con v = 1,2,...,p funciones meromorfas

definidas en el disco Dgr. Entonces

D T(r Y050 ) < T e + o

p

2) T<r,£[1fv(z)) < gT(r, fo(2))
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Demostracion. Demostremos el item 1)

T(rémp)) _ m(rémz)) +N(7”,;f@(p)>-

Por la proposicion 2.8 y el lema 2.4, tendremos

7(r 30 50)) < Do mir £e) +logp + 3 NG A2

v=1

Asi
T(r, Z fv(p)) < ZT(r, fo(2)) + log P.

Ahora demostremos el item 2)

T(nﬁﬁ;@)) _ m(r,i[lmz)) ¥ N(T,vﬁlfv(?«‘))-

Por la proposicién 2.8 y el lema 2.4, tenemos

(n H () < Z m(r, ,(2)) + Z N £,(2).
. r(n][a) < ST
Il

A continuacién mencionaremos y probaremos el primer teorema

fundamental de Nevanlinna.

Teorema 2.12. (Primer teorema fundamental de Nevanlinna) Sea f
una funcion meromorfa definida en Dg. Si a es un nimero complejo arbitrario
y 0 <r < R, entonces
1 1
— ) =T(r, f) = log|f(0) —al +e(a,r)
donde
le(a, )] < log™ |a| + log2

Demostracion. Por la definicién de funcién caracteristica, ecuacién (2.10) y la

féormula de Jensen

Tmﬂzmmﬁ+Nmﬂ:TQ
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Luego

m(r, fia) —I—N(r,ﬁ) :T(r,fia) — T(r, f —a) —log | £(0) — al.
(2.12)

Por otro lado
T(r,f—a) :TTL(’T’,f—CL) +N(T7f_a>'
N(r,f —a) = N(r, f), pues los polos de la ecuacién f(z) — a son los mismos

1 2
que de la ecuacién f(z) y m(r,a) = - / log* |a|dp = log™ |a|. Por lo tanto
T Jo

3

T(r,f—a) = m(r,f—a)+N([)

< m(r, f) +m(r,a) +log2 + N(r, f)
= m(r, f) + N(r, f) +1log™ |a| + log2
= T(r, f)+log" |a] + log2.

De la ecuacién (2.12)

T(r,fia> = T(r,f —a)—log|f(0) —al
< T(r, f)+log"|a| +log2 — log|f(0) — al.

Luego

T(T, fL) < T(r, f) +log" |a| +log2 — log | f(0) — al. (2.13)

—a

Por otro lado

m(r,f)=m(r,f —a+a) < m(r,f—a)+m(r a)+log2

f
= m(r, f —a)+log" |a| + log 2.

Por lo tanto

m(r, f —a) > m(r, f) — log" |a] — log 2

y esta tltima inecuacién la remplazamos en la ecuacion (2.12)

r(r52n) = i =)+ N )~ gl 7(0) ~ o
> m(r, f) —log" |a] —log 2+ N(r, f) —log|f(0) — af

= T(r,f) —log" |a] —log2 —log|f(0) — al.
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Por consiguiente

T(r, ﬁ) > T(r, f) —log™ |a] — log2 — log | f(0) — al. (2.14)

Luego, de (2.13) y (2.14) obtenemos

m(r, ﬁ) - N(r, 7 i a) =T(r, f) —log|f(0) — a| + €(a,r),
donde
le(a, )| < log™ |a| + log 2.
O
Observacién 2.13.  a) El Primer teorema fundamental de Nevanlinna nos

dice que existe una simetria observable por una funcién meromorfa f(z)

en su comportamiento relativo a diferentes valores a € C. La suma
1 1

m (r, f—) +N (7", f—) para diferentes valores de a viene dada por
—a —a

la cantidad T'(r, f) salvo un término acotado.

b) El primer coeficiente no nulo en la expansién de Laurent de f — a en el

origen es f(0) — a.

c) El Primer teorema fundamental de Nevanlinna puede ser expresado

T(T’fia

para todo a € C. El término O(1) es una funcién limitada de r que solo

CcOo1mo

) =T(r, f)+0(1), (2.15)

depende de a € C.

Ejemplo 2.14. Si f(z) = C, donde C' € C entonces

1 2m
mirf) = 3= | 108" Clao = og" IC] y N ) = .

Asi T(r, f) = m(r, f) = log™ |C|.

Ejemplo 2.15. Sea f(z) = €*, z € C. Luego, si z = re? tenemos que

Re(z) rcosf

le*| =e =e y

2
m(r, f) = — / log™ (e" %) d.
0
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., " .y s 3
Como la funcién cos@ solo es positiva en el intérvalo [0, 5} U {7,24 0

. ™ T .
equivalentemente [ — 3 5] se tiene que

1 e
m(r,f):—/ reosfd) = L.

27 1 s

—5™

Ademads, como f(z) es una funcién entera
N(r, f) =0.

Entonces

Por otro lado

Asi

T(r, f) = T(r, %) — %

En este ejemplo podemos observar que la funcién exponencial f(z) = e* se

aproxima rapidamente a dos valores 0, 0o, cuando z — oc.

Ejemplo 2.16. Sea f(z) = ¢® donde P(z) = a,2” + ..... + a1z + ag es un
polinomio.

Si escribimos P(z) en su forma polar tenemos que

P(re®) = a,rPe™ 4 .. + arre” 4 ag
= aprP cos(pd) + ........... + ayrcosf + ag
+i(apr? sin(ph) + ........ + airsinf)
y log™ | f(2)| = log|f(2)] = a,r? cos(pd) + ........... + ayrcos + ag para todos

los valores donde esta suma sea positiva. Ademés, notemos que cuando r — 0o

esta suma depende esencialmente del polinomio |a,|r? cos(pf). Entonces:

1 27 1 27
m(r, f) —/ log™ eP®)|do = %/ (apr? cos(pf)+......4+a17 cos O+aq) d6.
0 0

:27T

Sir — oo
/r'p
T

2p [
mirf) ~ 32 [ ayls” cos(p0)a0 = o
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y como f(z) es una funcién entera, la funciéon contadora N(r, f) = 0. Por lo
D

tanto T'(r, f) ~ ]ap|r—.
m

2.3. Identidad de Cartan y teoremas de

convexidad

Teorema 2.17. (Identidad de Cartan) Sea f una funcion holomorfa en
Dpg. Entonces

1 2

T(r,f)=— N(r, eie)de +log" [£(0)] (0<r<R)

:27r0

Demostracion. Aplicando la férmula de Jensen a f(z) = a — z y tomando

R =1 tenemos

1) Si|a] < 1y como f no tiene polos y tiene un tnico cero en z = a,

1 27 )
log |a| = %/0 log |a — €|df + log |al.

Asi
1 2m ]
%/0 log|a — €| = 0.

2) Si |a] > 1, como la funcién f(z) = a — z no tiene ceros ni polos en el

disco |z| < 1,
1 2m )
log|a| = —/ log |a — €'6|db.
2 Jo
De 1) y 2)
1 [ . loglal; |a| >1
— log |a — €”|df = glal; lal =
21 Jo 0; la| <1
o equivalentemente
1 [ .
—/ log|a — €|df = log™ |al. (2.16)
2 Jo

Nuevamente, aplicando la férmula de Jensen a f(z) — €% tenemos
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Luego, integrando la ecuacién (2.17) respecto a 6 obtenemos

! /1 o —etay — = [ ( /1 F(re®) — #lds ) do
o/, g e = e /) g|f(re e

2

1
+ — Nrfd@——/ N(r,e"
27

Ahora tomando f(0) = a y cambiando el orden de integracién sabiendo que el
lado derecho de la ultima expresion es permisible desde que la doble integral

es absolutamente convergente, tenemos

log® |a| = —/ log™ | f(re)|dp + N(r, ——/ N(r, e
27

= (e f)+ N D)~ 5 [ N,

27
= T(r,f) — %/o N(r,e?)db.

1 27 ]
T(r,f)=— N(r,e?)dd + log™ |al.
0

Entonces

2T

1
Demostracion. Sea y = logr entonces dy = —dr, asi
r

dT(r, f) d
dlogr %T(T /)

y por el teorema 2.17

Corolario 2.18. La Caracteristica de Nevanlinna, T(r, f) es una funcion

creciente y convezxa de logr para 0 < r < R.
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dT(r d d 7 4
mgp _rngﬁ_T%(%A NMWM%H%ﬂﬂWO

d( 1 [* i0
= 7"% (% /0 N(T’, e )d@)
d({1 [* "n(t, e?) —n(0,e") ”
— . . ) Y 7 l
TdT(Q?T/O (/0 ; dt +n(0,e") ogr)dQ)

AL

1 27 0
= %—/ UGL b
0

2 r

1 2

— n(r, ew)dQ >0 para 0<r <R,
27T 0

va que n(r,e?) es una funcién creciente de r para (0 < 8 < 27), T(r, f) es

funcién convexa de logr. O]
i 1 2 0
Corolario 2.19. — m(r,e")df < log 2.
2m Jo
Demostracion. Por el teorema 2.12 tenemos que:
1 . )
7(r o ) =T ) = g £0) = ] (e,

donde |e(e?,r)| < log™ |e?| + log2 = log 2.

Ahora integramos esta expresion respecto de ¢

1 27 ' 1 27 )
o |, m(r, e)df + %/0 N(r,e®)do = T(r, f)
1 27 0
_ 1 i
o, og|f(0) —e*|db
1 27 )
+ — e(e® rydh.  (2.18)
2m Jo
Por el teorema 2.17
1 27 ]
T(r, f) —log" |f(0)] = By N(r, e“g)dH. (2.19)
™ Jo

Luego, aplicando la férmula de Jensen a f(2) — e tenemos log|f(0) — | =

1 [ . , .
2—/ log|f(re®) — e|dp + N(r, f) — N(r,e”), integrando respecto a 6 y
T Jo
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cambiando el orden de integracion

! /2”10 70 —ear = = [T (1 /%10 F(rei®) — |8 ) do
o ), g e = 2, g|f(re e

27 Jo
1 27 )
+ N(r, f)— Py i N(r, 629)d9.

Por otro lado
1 27

% 0 N(T, ei@)de = T(ra f) - 10g+ ’f(o)‘v
N(T,f)_T(T,f) = N(r,f)—m(r,f)—N(T,f)
1 2 )
— =5 [ g I7(re)ido.
Por el teorema 2.17

27 2m 4
1 (i /O log |f (re™?) —ei9|d9>d¢ - % /0 log™ |f(re'®)|dg.

2 0 2m
Entonces
L[ i0 +
o / log | £(0) — €”]d8 = log* | £(0)]. (2.20)
Finalmente, reemplazando la ecuacion (2.19) y (2.20) en la ecuacién (2.18),
obtenemos
L[ i0 1 [
o . m(r, e )d9:§ ! e(e”,r)df < log?2.

[]

Este resultado muestra que m(r,a) es acotado en el promedio sobre el
circulo |a] = 1 y un correspondiente resultado vale también sobre cualquier
otro circulo. Asi, si T(r, f) es grande y m(r,a) es acotado, entonces N(r,a) es

proximo o igual a T'(r, f).

2.4. Funciones racionales y teoria de

Nevanlinna

Muchas desigualdades de la Teoria de Nevanlinna dependen de un término
de error cuyo crecimiento es de tipo O(logr), ademds esto es importante
para caracterizar funciones meromorfas cuya funcién caracteristica tiene el

crecimiento de ese tipo.
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Teorema 2.20. Si f es holomorfa sobre Dg y M(r,f) = max; < |f(2)|.

Entonces
T(r,f) < log" M(r, f) < 5 T(R. ),
para 0 < r < R.
Demostracion. Primero probaremos que
T(r, f) <log®™ M(r, f). (2.21)

En efecto, como f(z) es una funcién holomorfa definida en el disco Dy entonces

f(2) no tiene polos, por lo tanto su funcién caracteristica estard dada por
T(r, f) = m(r, f).

1 2w )

Ademads, m(r, f) = 2—/ log" [f(re®)|dd < log™ M(r, f), pues
T Jo

log™® | f(re?)| <log™ M(r, f). Asi, tenemos (2.21)

Ahora veamos que

log™ M(r, f) < 71

T(R, f).

—7r
Si M(r, f) < 1, la desigualdad es trivial pues log™ M(r, f) = 0 y como

R—r>0, R+T > 0 entonces 0 < §+TT(R,f).

— i b

Si M(r,f) > 1, log" M(r, f) = logM(r, f). Tomando z = re tal que
|f(2)| = M(r, f) la férmula de Poisson quedard

1 2 ” RQ il 7“2
1 = 1 Re' d
o8 £(2)] = 5= | o8l (Re) g
% R ) (2.22)
z—a
log | =22 "/
o ; IR _a,. |
donde ay, ..., a, son los ceros de f con médulo menor a R. Como |a,| < R
implica que
R(z — ay)
—| < L
’ R? — a,z
(Vea la demostracion del teorema ?7), tendremos que
R(z — a,)
log| ———=| <0
08 ’ R?2 —a,z
para todo u € {1,...,m}. Luego, de la ecuacién (2.22) obtenemos
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1 2 ” R2—T2
1 < — 1 ! do.
o8 £(:)| < 5= [ ol (Re) g
Claramente tenemos que
: R? —r? R+
1 Re™ <log* |f(Re"
8| f (R s ot — gy S 8T (R

entonces
1 [% R+
< — + i ,
gl < g [ og” (R pra
B4 ¥l I -
= — | log" i
< Foro | leet 1A lag
R+r
— R_Tm<R7f>
R+r
= T )
TR, )
Asi
R+r
log* M(r, f) = log | /()| < T—T(R. f).

]

Ahora estamos listos para dar una anticipada caracterizacion de las

funciones racionales

Teorema 2.21. Una funcion meromorfa f es racional si, y solo si, T(r, f) =
O(logr).
Demostracion. (=) Suponga que f sea una funcién racional,

P(z)  a,2"+---+ap
Q(2)  bpzm™+-+ by’

f(z) = Apy by 7 0.

Sim > n, entonces | l|im f(2) es finito, por lo tanto para algun o > 0, tenemos
Z|—00

n(r, f) =m, r > ry, entonces

o) / n(t,f);n((),f) s / %Mdtm(o, Flogr

= (m—n(0, f))(logr —logry) + n(0, f)logr + O(1)

= mlogr —mlogry+ n(0, f)logry+ O(1)

= mlogr+ O(1).
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Luego N(r, f) = m(logr) + O(1).
Por el lema 1.35

P(2) = ap2" + ap12" '+ -+ ag, a, #0
implica que dado € > 0, existe un ry > 0 tal que V r = |z| > 1y vale que
(1= e)lan|r™ < [P(2)] < (14 €)|an|r".

Asi, para r > 719, podemos asumir que |P(z)| = |a,|r"(1 4+ o(1)).

Analogamente, como
(1= &)bm|r™ <|Q(2)] < (1 4 €)[bmlr™,
podemos asumir
|Q(2)| = |b|r™ (1 +0(1)), si r>rg

Por lo tanto, para r > rg

n

log® | f(2)| = log™ %‘ = log™" ( 3 "1+ 0(1))> =0(1).

b,

Entonces

2
mir, 1) = o / log* | (re'®)|d8 = O(1).

Por consiguiente, la funcién caracteritica de f(z) estd dada por
T(r, f) =m(r, f) + N(r, f) = O(1) + mlogr + O(1) = O(1) + mlogr

T(r, f) = O(logr).

Si m < n y aplicando la férmula de Jensen a f(z)

g /(0)] = 5= [ 1og f(re*)d6 = 3 tom -+ S lom .
u=1 v=1 v

||

entonces

log | £(0)] = m(r, f) m(r, %) - N(r, 1) N f) = T(r, ) — T(r, l)

por consiguiente
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1
La funciéon meromorfa — se encuadra en el caso anterior (m > n), asi que

f
T<r, %) = O(logr), de donde obtenemos T'(r, f) = O(logr).

(<) Asumimos ahora que f es una funcién meromorfa tal que
T(r, f) = O(logr),
esto implica que para algin ro > 1 y para algin K > 0
T(r,f) < Klogr, para r > 1.

Podemos asumir que f es una funcién no constante, como la funcién

caracteristica de f esta dado por T'(r, f) = m(r, f) + N(r, f), entonces
T(r, f) =m(r,f) + N(r, f) < Klogr, para r 2= r.

Esto implica que

N(r, f) < Klogr, para r > .

Entonces, para todo r > rq

(0. ) = 0.0 logr = (o) —n0.0) [ F< [ (ot /) =10 1)
/Tz (n(t, f) = n(0, /)

t
= N(? f) < Klogr? = 2K log .

dt +n(0, f)log r?

Por consiguiente,

n(raf) _n(o?f) < 2K7

entonces

n(r, f) < n(0, f) + 2K, para todo r > r.
Esto significa que f tiene un numero finito de polos. Sean by, ...,b, polos de
fen C.

Defina la funcién entera g por
g(z) = f(2)P(2) donde P(z) = (z—101) (2 —by).
Por la primera parte de la prueba aplicado a la funcion P tenemos

T(r,P) = 0O(logr).
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Por lo tanto
T(r,g) = T(r,fP)<T(r,f)+T(r,P)
= O(logr) + O(logr) = O(log ).

Entonces existe L € Ny r; > 0 tales que T'(r, g) < Llogr, para r > r;. Luego,

por el teorema 2.20 y haciendo R = 27 obtenemos
R
log M (r,g) < R—MT(T’ g) < 3Llog2r para r > ry.
-7

Entonces

M(r,g) < (2r)3L para r > 7.

Por otro lado, como ¢ es una funcién entera, podemos expresar g como

Entonces, podemos estimar el término a, de la serie dada por

1 9(2)

= — 2.
271 Zutl

U
|z|=r

Como |g(z)| < M(r,g) si |z| = r, tenemos que

1 9(2) 1 M(r,g) _ M(r,g)
e (2 = :
] 271 /Z|:r zutl - 27r( h) rutl U
Luego, si u > 3L, para todo r > rq
97)3L 93L
Qy g( r) = — 0 cuando r — o0,
3L
ru ,r’ll,—

o sea, a, = 0.

Por lo tanto, g es un polinomio y por consiguiente f es una funcién racional. [J

2.5. Orden de crecimiento de una funcién

meromorfa

Definicién 2.22. Sea S(r) una funcién real definida en (rg, c0), donde ¢ > 0.
Si S(r) es una funcién creciente y no negativa en este intervalo, entonces el
orden p y orden inferior p de S estan definidos respectivamente como

log™ log™
p(S) = Hmsupog—S(T‘), u(S) = lim inf 108 S()
00 logr r—00 logr
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Si f es una funcién meromorfa definida en C, entonces T'(r, f) es no negativa
y creciente en (0, 00), ademads el orden superior y orden inferior de T'(r, f) estén
definidos.

Definicién 2.23. Sea f(z) una funcién meromorfa sobre C, defina el orden

superior p(f) y el orden inferior u(f) de T'(r, f) por

El orden superior y orden inferior de una funcién meromorfa satisface la
siguiente relaciéon

0<pu<p<oo.

Decimos que f tiene orden finito si p(f) < oo o equivalentemente T'(r, f) =

O(r). Decimos que f(z) tiene orden infinito si p(f) = oo.

Corolario 2.24. Sea f una funcion entera. Entonces las funciones Sy(r) =

logt M(r, f) y Sa(r) = T(r, f) tienen el mismo orden.

Demostracion. En el teorema 2.20 tomamos 2r = R, luego
SQ(T) S Sl(T) S 332(27")

De la primera desigualdad obtenemos

log™ log™
o(S) = Timsup 2820 <y g, 1087 51(7)
r—c0 log r r—sc0 log r

= p(51).
Por lo tanto

p(S2) < p(S1).

Por otro lado, usando la segunda desigualdad

1 +
p(S1) = limsup Og—Sl(T)
r—00 log r

+
r—00 logr
log™ 3 + log™(S5(2
e 10873+ lo" (Sa(2r))
r—00 log r
log™ 2
= limsup 08 \w0212h)) (52(2r))
00 logr

= p(S2).
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Asi
p(S1) = p(52).
O

Ejemplo 2.25. Sea f una funcién racional, la funcién caracteristica de f

serd T'(r, f) = O(logr). Ademads, para cierto K > 0 :
log"™ T
p(f) = limsup log” T(r, /)

r—00 log r

, log™ K logr
= limsup ————
r—ro0 logr

== 0
Concluimos que el orden de una funcién racional es cero.

Ejemplo 2.26. Sea f(z) = e* cuya funcién caracteristica esta dado por

T(r, f) =~

Entonces su orden es 1.

2.6. La caracteristica de Ahlfors-Shimizu

Ahora formularemos una segunda versién del primer teorema fundamental

de Nevanlinna debida a Ahlfors y Shimizu.

Denote a la esfera de Riemann por Sy en R3, Sy = {(zl,xg,:vg) € R?

i
2 4 .2 . I
$1+$2+<$3 2) 4}
Sea C = CU{o0} y sea p: C — Sy la aplicacién inversa de la proyeccién

estereogréfica definida por

p(z,y) = (

x Y 22 + 92
1+$2+y2’1+$2+y2’1+$2+y2 :

Tome w = = + 1y, entonces

w) w o Jwp
w) = .
b T+ (w2’ 1+ [w]?

Denote por [wy, ws] la longitud del segmento de linea que une los puntos p(w;)

y p(wsy) sobre la esfera Sy y ¢ el polo norte de la esfera Sy. Puesto que el
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didmetro de la esfera Sy es 1, entonces [wy, wy] < 1 para cada par de puntos

w1, Wa e C.

Defina la distancia en C, llamada distancia esférica como

| p(wi) = p(ws) ||, siwi,we # 00
(w1, wa] = lp(w1) — q|| , 81wy # 00, Wy = 00
0 , Sl wp = wy = 00
Entonces
( 11 — w| si wy, wy # 00
1, W2
VIToF /i [ol
1 ;
[wi,ws] = § —— , sl wy # 00, wy = 00
V1w
0 , Sl wp = wy = 00

\
Por otro lado, es facil de verificar que

1 1

[w17w2]: |:_7_:|7 si w17w27£00,0.
w1 W2

1
[wy, 00] = [—,0}, si wy # 00, 0.
w1y

Ademis, la relacién entre el elemento de longitud de la esfera Sy y el plano C

estara dada por
|dp(w)] 1

ldw| 14+ |w|?

y la relacién entre el elemento de drea dw(w) sobre Sy y do(w) sobre C serd

do(w) _ dpw)? _ 1
do(w) ~ JdwP T+ [P

Definicién 2.27. Sean D C Cun discoy f: D — Sy una funcién meromorfa.

Sia € D estal que f(a) # oo, la derivada esférica de f(z) en a es definida por

° v |f(a)]
f(a)= T+ )P (2.23)

Si f(a) = oo entonces
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Ademas, observe que

Flo)= L@ _ ) AG)]_ |dpi2))]
L[ |df(2)]  |dz] |dz|
y
tin SR

[¢]
Es de facil verificacion que la funcion f es continua en cada punto z de C.

Por otro lado, sea dxdy el elemento de drea en el disco |z| < r, su imagen

via f en C es |f'(2)|?dxdy. Asi, el elemento de drea correspondiente a drdy
1f'(=)?
[1+1/(2)[?]?

=]t = 2 (3 0)

Se puede interpretar a A(r, f) como el drea del disco |z] < r con respecto

sobre la esfera de Riemann es precisamente dzdy. Entonces defina

al PullBack de la métrica esférica. En otras palabras, el niimero promedio de

cubrimientos de la esfera de Riemann por la restriccién de f al disco |z| <.

Por otro lado, defina la funcién T (r, f) como

o= [ A0y

t
Esta funcién es llamada Caracteristica de Ahlfors-Shimizu de f(z), esta es
analoga al grado de una funcién racional en el sentido de que mide el niimero
de preimédgenes de un punto genérico. Por la continuidad de JO” (2) la funcién
;1 (r, f) es una funcién continua de r para 0 < r < oo, ademas A(r, f) = O(r?)
cuando r — 0, por lo tanto la funcion 70’ (r, f) es finita y continua para

0 < r < oo. Por otro lado, recuerde que

=] ()

Tome z = te? donde 0 < 0 < 27 y 0 < t < r. Derivando bajo el signo integral

la funcién A(r, f) respecto de r, obtenemos

dAc(z: ) _ dr( / / ( te“’) tdtd@)
— ;/O dr(/o (}(te’%) tdt)de.
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Luego, por el primer teorema fundamental del calculo, obtenemos

dA f) _ 1 /27r (7 (re™)%d0 > 0, para > 0. (2.24)
0

dr 7
Entonces, la funcién A(r, f) es estrictamente creciente sobre [0, co) y la funcién
T (r, f) es dos veces continuamente diferenciable y estrictamente creciente en
[0, 00).
Definicién 2.28. Sea f una funciéon meromorfa no constante. Defina

;

o 1 o 1 1 .
m(r,a):% o longG—bg [f(O),a]’ si f(0)#a

m (r,a) = < ﬁl(r,a):if%log;dG—log : af , si f(0)=a,a # oo.

2% i (7’6"9%;@] e (a)|
\ﬁz(r,oo):% 02”10gmd9—log\c,\(0)\ f(0)=a,a =00

donde c¢y(a) es el primer coeficiente no nulo en la serie de Laurent de f(2) —a
en una vecindad de z = 0. Observe que la integral de la definicién de m (r,a) es
diferente de la integral en la definicién de m(r,a). Ademds, la distancia entre

f(re?) y a no es la distancia usual en C.

Teorema 2.29. Sea f(z) Z 0 una funcion meromorfa definida en el disco

|z| <r. Si f(0) # oo, entonces la siguiente formula (llamada formula de
Ahlfors-Shimuzu) vale

%//zgr <logé>(;(z))2da(7;) - %/jﬂlog 1+ |f(re)|2do—

log\/1+|f(0)]>+ Z log—
|bn|<R

donde b, son los polos de f en el disco |z| < r. En el caso que f(0) = oo el

lado derecho de la ecuacion debe ser remplazado por

1 [ :
%/0 log \/1+ |f(re??)|2d0 — log|cy| + Z logbL,

0<|bn|<R 6]
donde cy es el primer coeficiente no nulo de la expansion de Laurent de f en
una vecindad de z = 0.

Demostracion. Sea u(z) = log+/1+|f(2)|? definida en el disco D = {|z| < r}.

32u 0%u

Para calcular Au—a— o ——,sea A(z) = Ref(z) , B(z) = Imf(z). Entonces
0A OB
1 2 2 du A@x +B%
uzilog(l—l—A +B>:>8_x_ [+ A2 g2
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d%u 1 dA\*> (0B OPA 0B S
i <1+A2+B2>2{ Ka_) +(%) Awww]““ +5)

<A% +BaB>( 2494 +ZBaB>}

Ox Ox Ox ox
8u 0%u
Similarmente, podemos calcular — , entonces
8y dy oy

_ 2 2 ou _ ZJ Y
u—210g(1+A +B)———>ay TR

o0%u 1 0A\? (0B 92A 9B
- == = A——+B— |(1+A*+B?
y? (1+A2+32)2{ Kay) +(6’y) y dy? % 2}( TATHE)
A OB A OB
il 24" 1+ 2B
( dy 8y>( dy 31/)}
Observe que
AA=AB=0

% i -+ a_B i — a_A i + a_B ’ _ | fl ( )|2
Ox oxr )  \ 0y oy ) @l
Ademas, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann

0A_oB 0B _ 04
oxr Oy 4 or Oy

0A0B 0AOB

or O S dy Oy =

Ahora calculemos Au.

Observe primero que
82

wrermed [(a) +(5) +458 055

O+A;+WP{[( )2 (8> +AW ?2%““¥+B%
o

}(1 + A® + B+

1 4T A 0B L, PA B
m{’“)‘ } 1+A2+32['“Z>' o2 P ae
o L, PA PB  PA OB
_1+A2+B2[2|f(2)| +Aa2+Ba2 A8x2+38y2]

B 1 o A 9°A 9B 9°B
——1+A2+Bz<2’f<z>' +A<w+a—yz B\ T o

2/ (2)”

“raerm 2P
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y
2 0A OB 2 0A 0B\’
(1+A2+B2)2<Aax+Bax) +(1+A2+B2)2<A6_y+38_y)
2 9A OB 0A 9B
- e A=+ B
(1+A2+B2)2[<Aax+38x) ( oy 8y>]

e (G S (5 (5)
¥ B((Z_@ ¥ (%) )| = T B 02

Luego, sumando las expresiones (2.25) y (2.26), obtenemos

21 (=) 2 2 2\ £( )2
= - A*+ B .
M=y p araspypd TG

Asi —
2
pus AR
(1 +1£(2)%)
Ahora por el teorema 4.4 del Capitulo 4

/(O

log\/14 |f(2)]2+ — // do(s
@l ve Bl TP
r? — |z|2 bnz
1 £ 1 “9 2d0 |
27T |r619 Z Og + ’f re | + 1274 0og ( n)

Si f(0) # oo, entonces tomando z = 0 obtenemos

%//ler <logé>(;(z))2da(7;) = %/O%log 1+ | f(re®)2do—

log v/1+|f(0)]% + Z logbi.

[bn|<r

Si f(0) = co y tomando en cuenta que

log v/1+[f(2)* = Alog |z] + log|ex| + o(1).

Entonces
Zlog = bz —/\lg —I— Z log—+o 1),
b <r r(z = bn) 0<[bn<r b
solo cuando z — 0 en
r?—cz | If' P
os VIHTIGIF + [ 1os| =5 [y ey

|Z‘2 19 2
27r/\7“e’9 BE 5log /1 +|f(re |d9—|—210g

b | <
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Teorema 2.30. Sea f una funcion meromorfa no constante en Dg, donde
0 < R < o0. Entonces para cada nimero complejo a finito o infinito, y
0<r<R

m (r,a) + N(r,a) =T (r, f).

Demostracion. Primero demostremos la siguiente igualdad.

Pen=1 [ (eeg) (7 @) it (2.27)

En efecto, tomemos z = te? en la parte derecha de la ecuacién (2.27), entonces

%//MST (logé)(;(z))Qda(z) :/Orlogg{%/:ﬁ(} (te“’))Qth}dt.

(2.28)

Ademas, por la ecuacién (2.24), tenemos que

A 21 o g
d g; f) _ %/ ( f (te))’d0 para t > 0
0

remplazando la ecuacién (2.24) en la ecuacién (2.28), obtenemos

3 log ) (} @) %dotz) = [ 1og T (AL g (209
T JJz|<r |2 0 t dt

Integrando por partes el lado derecho de la ecuacién (2.29), obtenemos

"or(dA N, T 3 A f) L, e
/0 log¥< 7 )dt =log ZA(t’ f) = ~|—/O ; dt =T (1, f).

% / /| ) (10g |T7|) (f(2)%do(z) =T (r, f). (2.30)

Por otro lado, por el teorema 2.29 (fé6rmula de Ahlfors-Shimizu) para f(0) = oo

vale que

L[ (o) (G @ ante) = o [T os T e

0
r
log |cx(0)] + Z logb—

|bp | <

donde b,, son los polos de f. Por la definicién 2.28

1 2

m (r,00) = o ], log

1
WCZ@ — log [cx(0)]
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donde ¢,(0) es el primer coeficiente no nulo de la serie de Laurent de f al
rededor de z = 0. Luego
° 1
m (r,00) = —/ log v/1 + | f(re?)|2dd — log |cA(0)]
2m J,
Asi

o

T (r,f) =m (r,00) + N(r, <), para a=oo.
Si a # oo, definimos
1+af(z)

F(z,a) = o —a

(2.31)

Nosotros probaremos que:
DT (rF(z,0)) =T (7. f).
2) El valor m (r,00) para la funcién F(z,a) coincide con el valor m (r,a) para
la funcion f.
En efecto
Derivando la ecuacion (2.31) respecto de z

L+ af?
() —a)?

teniendo en cuenta la siguiente identidad

F'(z,a) = f'(2),

|f —al* +[1+af|* = (1 +]al)(T+ ],

tomando la derivada esférica a la funcién F(z, a), obtenemos

o |[F"(2,a)|
F#9) = S Faar
(1+al?)|f'(2)|
|f(z) — al? + |1 + af(2)|?
(14 |a)|f'(2)]
L+ ]al?)(1+[f]?)

(
= f(2)

Por lo tanto

o

P (s0) =] (2) (2.32)
Como consecuencia de la ecuacién (2.32), obtenemos que

A(r, F(z,a)) = + / /| L F(z,0))do(2)

s
1 o

- - / /| _(J @) = Al 1)
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Asi
A(r,F(z,a)) = A(r, f(2)) (2.33)

Luego, haciendo un cambio de variable en la funcién caracteristica de Ahlfors-

Shimizu, obtenemos

T (r, F(z,a)) = /07" Mdt = /Or Mdt =T (r, f). (2.34)

Por consiguiente, el enunciado 1) estd probado.

Por otro lado, tomando en cuenta que

F(z,a) = —1;;](_(?

y la métrica de la esfera Sy, obtenemos que
1 i
VIHIFR  If —al? +[1+af]?

 if-d
= iriranme o

Por lo tanto
[F,o00] = [f,al. (2.35)

Por las ecuaciones (2.34) y (2.35) el resultado se obtiene para a # co. Asi
m (r,a) + N(r,a) =T (r, f).
O
Teorema 2.31. T(r, f) y T (r, f) difieren a lo mds en una funcién limitada.

Demostracién. Basta probar que |m(r,a)— m (r,a)| < d(a) donde d(a) es una
constante que solo depende de a y ademas, 0 < d(a) < co. Entonces

Para a # oo

[f,(l]_ |f_a|

Por otro lado

1 _ Vi+(f—a+fa)?Vit]aP _ (A+][f—al+]a)y1+]af

1 _\/1+1f\2\/1+yay22méx{ 1 ,1}'
|f —al

[fia = f ~al B F—al
(1] ) — (1+|a| > )
(|f_a|+1 V1+]a]? < |f—a|+1 (1+ lal)
) 1 ) 1
S (max{m,l}(l—l—|a|)+max{m,l}(1+|a|)

. 1 2
S max{m,l}@—l— ’(I‘) .
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Entonces

[fia] Zméx{ﬁ,l} y [fia] Sméx{v—icd,l}(2+|a|)2. (2.36)

Por consiguiente, tomando el logaritmo a (2.36)

1 1 1
|f —a [f —a] < log I —al +2log™ (2 + al). (2.37)

Observemos que log max{z, 1} = log™ z.

< log

log™

Integrando la desigualdad (2.37), obtenemos

1 27 1 1 2 1
— log™ dd < — log do
2w Jo |f = al 2w Jo [f —a]
< 1/%1 1 9421082 + Ja])
[ og og a
2m Jo |f —al

y esto nos conduce al resultado deseado puesto que

1 2m N 1
m(r,a)Z% i log |f—a|d0'

En consecuencia

im(r,a)—m (r,a)| < 2log™(2 + |a|)

Por otro lado, si a = oo
1
[f, 00]

pues |f] </T+[f2,  /1+[f? <V2|f]. Adems,

log* | f] < log

max{| f|, 1} < < méx{|f[, 1}V2

—_

1
Slog+|f|+§10g2,

[f, 09

tomando la integral como en el caso anterior, conseguimos el resultado deseado
para a = 00.
O

Como consecuencia del teorema anterior podemos observar que la
caracteristica de Nevanlinna y la caracteristica de Ahlfors-Shimizu difieren

a lo més en una funcién limitada por una constante.
T(r, f)= T (r, /)] < du(f)

1
donde di(f) = 5 log(2 +2[f(0)[*), si f(0) # ooy

d(f) = 3 loa2 + (og|ex(O))), s (0) = oo.

Ejemplo 2.32. Podemos consideremos la funcién f(z) = 22 sobre el disco D;.

Esta funcion cubre dos veces a la esfera de Riemann.
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Capitulo 3

Segundo Teorema Fundamental

3.1. Desigualdades fundamentales

En este capitulo desarrollaremos el Segundo teorema fundamental de
Nevanlinna, este teorema dice que el término predominante en la suma
m(r,a)+N(r,a) es N(r,a). Ademéds, nos proponemos como uno de los objetivos
de la investigacién, estudiar los términos m(r,a) y N(r,a). En esta direccién
conociendo ya el Teorema de Picard el cual afirma que la funcién contadora
de una funcién meromorfa en el plano complejo puede anularse como maximo
para dos valores a.

Para referencia de este capitulo ver ([7], [8] y [9])

Teorema 3.1. Suponga que f es una funcion meromorfa no constante definida
en el disco D, tal que f(0) # oo o f'(0) # 0. Sean ay,ay,...,a, nimeros
complejos distintos y finitos, donde ¢ > 2. Dado § > 0 y |a, — a,| > 6, para
1 <u<wv<q. Entonces

q

m(r, 00) + Zm(r, a,) <2T(r, f) — N1(r) + S(r),

v=1
donde Ni(r) es positivo y estd dado por

, 1) L ON(r, f) — N(r. f)

Ni(r) = N(r 5

S(r) = m<r, f7/> +m{r, q

v=1

f } 3q
———— b +qlog" —+log2+log
(f - av) 0

If/( )
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Demostracion. Sea z € C. Si z pertenece al disco D, yv € {1,2,.. ., q}satisface

)
|f(2) —a,| < 30 entonces para u # v,
q

o _ 20
|f(2)=au| > au—a,|—|f(2)—a,| > 5—3—q > 5 para u€{l2,....q} y ¢22
Por otro lado, sea la funcién
93 (1)
v=1 — Gy
Luego, para u # v
1 3 1 1

en consecuencia

! 1 ‘ 1 ! 1
TN = e
Sl D% ey rarn Rl 1 e D
1 1
> i
= e s P My pr
> 1 A q—1
f(Z) — Oy QQU‘(Z) -3 av‘
e Gy
‘f(Z) = av‘ 2(]
= 1 1
— 20f(2) —al
Por consiguiente
1
Fiz)| > ——F——. 3.1
O e —a .
Tomando log® en ambos miembros de la ecuacién (3.1), obtenemos
1
log"™ |F(2)] > log" ——— —log2. 3.2
POzl e 32
Como
1 i 1 3¢ < 3q (3.3)

T —ad 25 240 ~ 5
entonces, Tomando log™ a la ecuacién (3.3) y sumamos los términos para u # v,

obtenemos

Zlog <(¢g—1)log 31 < qlog 3— (3.4)
= - au] J )
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Sumando las ecuaciones (3.2) y (3.4), obtenemos

log" |F(2)] > log* ) —al —log2
> log + qlogt —= —log 2
EETR My ey 5
= ilogJr 1 —qlog™ = —log?2
— 7 |f(2) — adl
esto es
d 1 1 3q

u=1

J
Esta desigualdad vale si |f(z) — a,| < 3, bara algin v € {1,2,...,q}.

Si esto no es verdad para algin valor v, entonces

m < % para todo v € {1,...,q}. (3.6)
Tomando log™ en la ecuacién (3.6) y sumando los términos de v = 1,...,q,
obtenemos
Z log™ | < gqlog™ 35(1
asi

I 1 3q
loct —— — glog™ <0.
Zog fG)—ar] 1% 5

Como la tltima desigualdad es negativa y log™ |F(z)| > 0, entonces

q
1 3q
log® |F(2)] > Zlog+ b qlog™® 5 — log 2.

u=1
Y asi, esta ultima desigualdad es valida en general

Integrando esta ultima desigualdad, obtenemos

1/%1 FIF(2)] dO > 1/% ijl 1 log™ 22 _10g 2 ) df
P 7 N P 7 P R R B S A

luego

q
m(r, F') > Zm(r, a,) — qlog 3 _ log 2. (3.7)
v=1

Para la otra desigualdad, como
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m(r, F) = m (r?%fF> (,%) ( ;)+mwa) (3.8)

usando la férmula de Jensen T'(r, f) = T(T, %) +log |£(0)], tenemos
n(5) =) o (p) = (np) v

mQ%)zT@ﬂ— <])+m%i” (3.10)

Reemplazando (3.9) y (3.10) en la ecuacién (3.8), obtenemos

mmmngﬁ—N(])+b%in ( ) <€0
—N< ) ‘—‘jtm

Combinando esta iltima expresién con (3.7) y sumamos a ambos lados de la

0
7 <O>‘ (39)

expresion el término m(r, o), obtenemos

a
Z m(r,a,) +m(r,00) < m(r, F) + m(r, f) + qlog* ?%q +log 2

s gy en(o ) ()

1) m(r, f'F) + qlog™® %_’_IOgQ

0
ng)mn(g) (- 7)

% +log2+m(r, f) (3.11)

'F) + qlog™

() o gy

Por otro lado, aplicando la férmula de Jensen a la funcién ?

(f)-o(ef) o

f(0)
fO)]

(7)o () =l g) o () el
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Observe que

1 2w f(?“ew) B 1 2w f(re“’) 1 2m f’(re“’)
o MR b e o L= i 2
entonces
f! £\ 1 f(re®) f(0)
V() v (o g) = o v e+ s f’(0>‘

21
- = / log | £(re’®)|d6 — log | £(0)]
2
- %/ log | £/(re™)|d6 — log | '(0)]
= N(n%>_N@Jj—N(n%)+NWJ%

remplazando este tltimo resultado en (3.11), obtenemos

m(r, 0) + zq: m(r, ay) < 2T(r, f) — {N(r, f1> +ON(r, f) = N, f’)}

v=1

q / /
+m(r,z / )+m(r,£)+log+3—q+log2+log

1
(f — av) f 0 F(O)]

v=1
Equivalentemente podemos escribir este resultado asi

q

m(r,00) + 3 mir,a,) < 2T(r, f) — {QN(T, £ = N(r, f') + N(fi) } +5(r).

v=1

donde S(r) esta definido como en el teorema 3.1 O

Observacién 3.2. 1) La funcién N;(r) definido como en el teorema 3.1 es

positiva y por lo tanto el término de la derecha en la expresién m(r.co) +
! m(r,a,) < 2T(r,f) — Ni(r) + S(r), no crece més rapidamente que

27(r, ).

2) Ahora analicemos la funcién Ni(r) definido como en el teorema 3.1.

Ni(r) consiste de dos partes 2N (r, f)—N(r, f') y N (r, %) , el segundo cuenta
los puntos z donde la funcién f(z) toma un valor finito a con multiplicidad k& >
1 y la contribucién de tal punto es (k—1). El primer término 2N (r, f)—N(r, '),
tiene en cuenta de forma analoga los puntos donde la funcién toma el valor co
con multiplicidad k& > 1, es decir los polos multiples. La cantidad N;(r) mide
el nimero de puntos multiples de f.

3) El término S(r, f) juega el rol de un término de error despreciable, en general
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frente a la funcién Caracteristica T'(r, f) cuando r — oo. En particular esto
es siempre cierto para funciones meromorfas definidas en C, en el caso de un

disco es preciso imponer condiciones adicionales de crecimiento a la funcién
TG, f).

Ahora daremos a conocer algunos teoremas a cerca del crecimiento de la
funcién S(r, f), pues estudiar el comportamiento de la funcién m(r, a)+N(r, a)
y la preponderancia de la funciéon N(r,a) depende de que logremos conocer

dicha informacién.

Teorema 3.3. Suponga que f sea una funcion meromorfa no constante
definido en |z| < Ry < +oo y que S(r, f) esta definido como en el teorema 3.1.

Entonces
i) Si Ry =00 y el orden de f es finito, entonces
S(r,f) =0O(logr), r— cc.
Si el orden de f(z) es infinito, entonces
S(r, f) = O(log(rT(r, f))), r— o0,
excepto fuera de un conjunto con medida lineal finita.

it) Si0 < Ry < 00,

S(r, f) :O{log+T(r,f)+log }, r — Ro,

RQ—’I"

fuera de un conjunto excepcional E de medida finita.

Ahora necesitamos de algunos resultados geométricos para poder estimar

el término S(r).

Lema 3.4. Sea z un nimero complejo y 0 < r < co. Sea Ej el conjunto de

los 0 tal que |z — re| < kr con 0 < 10| < w, donde 0 < k < 1. Entonces

/ log
Ey

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos asumir que z sea un

r

z —re'

1
9 < wk{logE + 1}.

numero real y positivo. Si z fuese cero entonces Ej serd vacié y no tenemos

que probar nada. Si z > 0. Entonces para 6 perteneciente a Fj,

rk > |z —re?| > [Im(z — re®)| = rsinf
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y E) pertenecera a un intérvalo de la forma |0| < 6y donde r > sin 6, entonces

/ log df < 2/ log ( - )d@,
o 0 sin ¢

ahora, 0 < g cuando g <10 <7,y |z —re?| > |re?| = r. Por otro lado,

z— re’e

2 2 2
si consideramos h(f) = sinf y ¢g(f) = —6, entonces sinf > —[0| y —|0| < 6,
7r m m

0o 1 o
df <2 1 g < 2 log —df
/0 o8 (sin 9) - /0 Y

- e (37) 1)

T
desde que sinfy = k, podemos remplazar 6, por el niimero §k en la dltima

asi tenemos

/ log
Ey

z— 7“6“9

ecuacion y esto prueba el lema. O]
Lema 3.5. Sean zy,...,2,, n > 1 puntos en C y sea 6(z) la menor de las
distancias |z — z,| con v =1,2,... ,n. Entonces

1

2T 1
— [ ogt—L_dp <21 .
27T/0 “E Drel®. i

~ . ; r
Demostracion. Sea E, el conjunto de los 6 donde |re? — z,| < — y 2z = re
n

para 6 € [0,27]. Tome E = UE”’

v=1

logz, x> n.
log,z =
0, otros casos.

ademas

; r . .
Entonces, en E, §(re?’) < — esto implica que >nycomon > 1,
n

L
d(ret?)

obtenemos

7“6“9

logt — —log—— — 1o 1
08 d(re'?) 8 d(ret?) g05 e’(’ Z 8o

donde la suma es tomada para todos los z, pertenecientes a C. Ahora, por el

1
lema 3.4 y tomando k = —, tenemos

u 1
1 1 < —( 1 1
/E og™t e"’ Z/ 0g \7’329 zv‘dé s 2 {ﬂn( og(n) + )}
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Por otro lado, para el complemento del conjunto FE denotado por C'E tenemos

, r
§(re?) > —, por lo tanto
n

2
r
log™ —df < / logn = 2w logn.
/CE d(re’) 0

Asi

1
log™ d@—i—/ logm ———df < nn— <10g n +1) +2mlogn = 3(logn+1).
o o syt < st ogn )
O

Con el fin de poder estimar el término S(r) necesitamos obtener una

estimacién de la derivada logaritmica de la funcién meromorfa f(z), entonces
/

ya estamos listos para poder estimar m (7“, —) en términos de T'(r, f), donde

R>r.

Lema 3.6. (Lema de la derivada logaritmica) Suponga que f es una
funcién meromorfa definida en el disco Dy, con 0 < r < Ry que f(0) # 0, 0o.

Entonces

!
m<r, f7> < 4log* T(R, f) + 4log™ log™ +5log™ R

1
| £(0)]
i L1
+6log" —— +log” — + 14.
R—r r
a /
Demostracion. Primero probaremos que — log|f(2)| = J'(z)

0z f(2)

Sea f una funcién meromorfa, sea z € dom(f) tal que z no es un polo ni un

. En efecto

cero. Por continuidad de f existe un disco 2 donde z € Q, tal que Q C dom(f)
y f(©) C C*, o sea f|q es holomorfa y no se anula. Si f : Q — C es holomorfa
y no se anula en el disco €2, entonces existe h : {2 — C holomorfa tal que
f(z) = "2 vz € Q. Si h : Q — C es otra funcién holomorfa tal que
f(z) = e’:b(z), entonces h = h + 2kmi para cierto k € Z, en este caso decimos
que h es un logaritmo de f pero no escribimos h(z) = log f(z) ya que h no es

tnico, sin embargo la derivada de h(z) si esta bién definida:

/
P = (&9) =1 = 1))
y de aqui obtenemos

B (z) = il , para todo z € Q.
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Entonces como ¢"*) = f(z), paratodo z € Q,
1 _
log | f(z)| = log |¢"*)| = log e* = Re(h(z)) = 3 (h(z) + h(z))
Como h es holomorfo, h(z) = h(z), entonces

g 112 = 5 (16 + () ).

por lo tanto

%loglf(Z)l = %(;h( ) + gzh()) = %h’(z) _ ')

Por otro lado, teniendo en cuenta que

R? — 72 o Re™ + 2
R? —2Rrcos(¢p— 0) +r2 Re'® — 2 )’

derivando esta expresién obtenemos
0 B Re®® + 2Rei®
—_— e\ ———— = ——
Dz Re'® — 2 (Re' — 2)?’

0
aplicando — en la férmula de Jensen-Poisson

0z

0 0 1 ¥ i R2 F 7’2
&(lOglf(Z)l) - @(_/0 log | f(Re )|R2—2chos(9—¢)+r2d¢>

Re-a)\ _ 0 (< |RG=b)
% 62(210 R2—a z 0z ;bg R? — b,z
luego
G / v 2Re®
1 1 by
* Z (RQ—az au—z)JrZ (bv—z_R2—bvz)'
lau|<R |by|<R

1
Ademas, tomando p = —(R +r) en lugar de Ry |z| = r en la tltima relacién,
2

obtenemos

B 1 2m is 2p€i¢
) _ﬁ/o log | f(pe )|md¢
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donde los polos b, y ceros a, de f estan dentro del disco |z| < p. Por otro lado,
sea 0(z) la distancia més corta de z a algin punto de entre todos los ceros y
polos de f.

Sea

n=n(p, f) +n(p, %)

el nimero total de ceros y polos de f en el disco |z| < p.

Tomando en cuenta que
|p* = @uz| = |1p°] = [auzl| = p* — pr = plp — 1),
1
donde R > r implica R + r > 2r entonces p = §(R + 1) > r, por lo tanto

Gy P 1

< = — < . 3.13
P—az| " plp—1) p—1 " |P—buz| p—r (3.13)
También
1 1 1 1
< < : 3.14
a, —z| ~ 0(2) Y by —z| ~ 4(2) (3:14)
7’ . + + 1
Ademas, considerando que log |f| = log™ | f| — log ik tenemos

1 2 id 2p61¢
'%/0 log | (pe >|<pew—_z)zd¢‘§

2p 1 /2” , 2p 1
= log | f(pe®®)||dp = m(p, f)+m(p,= )¢, (3.15
de tal forma que junto con las acotaciones (3.13), (3.14) y (3.15), se deduce de
(3.12), que

) e

donde n es el nimero total de ceros y polos de f en |z| < p. Ahora haciendo

uso de la funcién Caracteristica de Nevanlinna

m(p, f) + N(p, ) =T(p, f)
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1 .
sumando T'(p, f) vy T(p, ?), conseguimos que

mip, f) + m(p%) = T(p,f) — N(p, f) + T<p,%> - N<Pv%>

y por la férmula de Jensen, deducimos que

(3.17)

1) <T(p,f)+T(p, f) +1log" ﬁ‘

f

Por lo tanto, remplazando (3.17) en (3.16), obtenemos

P 4 LY L
) S(p—rv{T(p’f”log 70 >|}+ {5<z>+p—r}' (3.18)

Tomando log™ a (3.18), obtenemos

?éz”gby{(piﬂrv{“ D+og’ o+ s e )

Y por el lema 2.3 aplicado a esta ultima expresién

J)
f(2)

m(p, f) + m(p,

log™

1
o] 0]
r r
—— +logt —— +2log 2
5(Z)+og p—r+ 0g 2,

ahora integramos con respecto a z sobre el circulo |z| = r

il
‘ <log™ p+2log* E—{—QlogQ%—logJr T(p, f)+log" log*
+log2 + log™ ny log™
r
1 ‘

/
1
m(r, f7> <log" p+2log™" e +2log2 +logt T(p, f) + log™ log™ W

do + log™* p——l—2log2 (3.19)

2m
+log 2 + log™ —+—/ log™
5( )

Ahora nos fijamos en n pues necesitamos estimar n.

Considerando que R >t > p, entonces

n(t, f) > n(p, f)

dividimos entre ¢

n(t, f) o nlp f)
t 1
integramos
(t f) “n(p, f) R R—p
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1
la dltima desigualdad es por que logx > 1 — — si & > 1, ademaés
x

N(R, f) > / ’ "(tt’ Da.

por lo tanto

R —
NWJ?Z/ MDD gy > i, 2. (3.20)

Similarmente, para el otro caso

N(R, %) > n(p,%)%. (3.21)

Como n es el numero total de ceros y polos de f, entonces por (3.20) y (3.21)

+n( )
W@+ (n7 )}

m(R N(R, f) +m(R ;)+N(R,l>}

R

B " j
p{TRf +T( 7))

7l

7ol

n estara estimado por

o= (R,

IN
';U

—p

IN IA
m ’;U
:U m
b

:U

<

T(R, f) + T(R, f) - mu@@

b

<

?UM:U
:u

TRf+m\iﬂ}

b

En consecuencia

2R
R—p

n <

1
{ (R, f) + log* 70 )|} (3.22)

tomando log™ ala ecuacién (3.22), obtenemos

2
log™n < log* R—R +log" T(R, f) +log* log™ + log 2
—p

1
[£(0)]

1
log™n < logt R+log™ R——|—10g+ T(R, f)+logtlog™ ———+2log2. (3.23)
—p

1
[£(0)]

§(R —r) parar < p < R, asf los términos en

la desigualdad (3.19) que dependen de p pueden ser remplazados por términos

que dependen de R en la desigualdad (3.23). Por lo tanto, la desigualdad (3.19)

Observe que p—r7 =R —p =

puede ser descrita como:
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m|r,= | <4log" T(R, f) +4log" log" —— + 5log™ R
( f |£(0)]

1 1
+ 610gJr m + 10g+ ; + 14.
]

Para poder aplicar el lema de la derivada logaritmica al teorema 3.3

tenemos que eliminar el término R, pues probaremos en general que es posible

1
seleccionar R > r tal que ni logt T(R, f) o log* son mas grandes que
R—r

log™ T'(r, f), con este fin haremos uso del siguiente resultado, debido a Borel.
Lema 3.7. (Lema de Borel)

i) Suponga que T(r) sea una funcién continua, creciente y T(r) > 1 para

ro < r < +oo. Entonces

T(r + T@) < 2T(r), (3.24)

para todo r fuera de un conjunto excepcional E el cual tiene medida lineal

a lo mas 2.

ii) Si T'(r) es una funcion continua y creciente para ro < r < 400 Y

T(r) > 1, entonces

RO - T
T — | < 2T 3.25
(r+ &) <270 529
para todo r fuera de un conjunto excepcional E tal que | 5 < 2.
—r
En particular (3.25) vale para algin v en el intervalo p < r < p' provisto
R —
que 1o < p < Ry yRo—p’<M.
e

Demostracion. Prueba de la parte 1)

Sea

B {ron wtaw (e ) 2om0)

Probemos que la medida m(E) de E es menor o igual a 2.
Claramente, podemos suponer que E # ®. Sea entonces r; € E el minimo de

E (observe que E es cerrado) y defina
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/ 1
Tl—rl—Fm.

Si EN[r},+oc] = ®, entonces E C [ry,r;] y entonces m(E) < r, —r, =

o) <1, ya que T(r;) > 1. Podemos suponer entonces que E N [r}, +-00[# ®.
™

/ . / / 1
Sea ry € E N [ry,+o0] el minimo de E N [ry, +oo] y defina ry = ry + Tia)
]

Claramente, E es disjunto de (r}, ;). Ademds, como T es creciente y r; € E,

tenemos
/ 1
T >T =T — | > 2T > 2.
() 2 T =1+ o ) 2 20 2
Luego, si F N [ry, +o0) = ®, tenemos E C [ry,7)] U [ro, 5], luego m(E) <
/ / J:

- — =—Ft—<14+=-<2 t 1t tari

(ry—m1)+ (ryg—r9) () +T(7"2) <1+ 5 < y entonces el teorema estaria

demostrado. Podemos suponer entonces que E N [ry, +-00] # ®.

Sea r3 el minimo de E N [ry, +00) y defina
/ . 1
Ty =T34+ ——.
P T(ry)

Claramente E es disjunto de (5, 3).

De nuevo, como T es creciente y o € E, entonces

T(rs) > T(ry) = T(r2 e ) > 9T (ry) > 2(2) = 4.

T(r2)
Luego, si E N [ry, +00) = ®, tenemos
E C [ry,m] U[ra, 5] U [r3, 75,
de aqui
m(E) < (ry—r1) + (ry —12) + (ry — 1)

1 n 1 n 1
T(Tl) T(Tg) T(Tg)

< 1+ ! + L <2
< 5T 1S
y entonces el teorema estaria demostrado.
Si continuamos con este argumento de manera indefinida encontramos dos

. / /
sucesiones 1, , 1, = T, + (n € N) tales que r, < r, < r,.1, de forma

b
T(Tn)

que E es disjunto de los intervalos (7, 7,41).
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Observe que limr, = 4o00; caso contrario, si limr, = 7 < 400, tenemos
, ’
limr, = 7 y entonces

1 1

— lm(r, — ) = 1fm —— = ——
0 = lim(r,, — r,) = lim o) ~ T > 0,

. .7 . / .
lo que es una contradiccion. Entonces los intervalos (r,,r,11) junto con los

intervalos [r,, 7] cubren toda la semirecta [r;, +0c). Como E es disjunto de

los intervalos (7, 741), tenemos E C J[rn, 7] v entonces

m(E) <Y (r—r) = T(rp) <> 2" =2.

Esto prueba el item 7).
Para probar la parte 7). Sea

1
Ro—To’

p = log r=Ry—e"’ py=log

RO - T ’
tome T1(p) = T (Ry—e ") con py < p < oo. Esta funcién es continua y creciente
en pg < p < 0o, entonces aplicando la primera parte de la prueba a la funcién

Ti(p), sea Ey el conjunto de todos los valores p para los cuales py < p < 0oy

Ty (P + > > 2T1(p).

Ti(p)
Si E={r=Ry—e " tal que p € Ey} entonces por i) tendremos:

dr /
= dp < 2.
/ERO—T Eo

1 1

Luego, sir € E'y p =log ——, tenemos que T} (p—i— —> < 2T1(p), o sea
Ry—r Ti(p)

1

s
T<R0 —e Ti(p) > < 2Ty(r). Por otro lado,

r' = Ry — e(fﬁﬁ) =r+(Ry—r)(1- e_ﬁ). (3.26)
Por el teorema del valor medio, si 0 < z < 1, tenemos 1 — e™® = ze~? para
algin 0 € [0,1], y entonces 1 —e™* > T Usando esto en la ecuacién (3.26)

e
obtenemos

7"/:7“—|—(R0—7“)<1—6_T<1r>).

Luego, como T' es creciente:
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lo que demuestra (3.25).

Ahora, si ry < p < p < Ry, tenemos que

P dt Ry — / Ry —
/ = log 0 p,>2, si Rp—p <M.
p

Ro —1 n Ro —p 62
Asi, el conjunto E no puede ocupar todo el intervalo (p,p) y podemos

encontrar algin r tal que p <7 < p y r estd fuera de E, esto es

T(r + ]:“T(_T;) < 27(r).

Y esto completa la prueba del lema de Borel.

]

Con todos estos lemas técnicos, ya estamos listos para poder demostrar el

teorema 3.3

Demostracion. Suponga que S(r, f) esta definida como en el teorema 3.1 y
defina

Cuando r varia tenemos

/

S(r, f) = m(r, f7> + m(r, %) +0(1), (3.27)

Suponga primero que Ry = oo y f tiene orden finito en C, entonces
T(r,f) = O(r*) cuando r — oo.

Por la proposicién 2.11 item 2)

q

T(r,¢) = T(r, 117 - a») < éT(r, f—ay),

v=1

luego, por la proposicién 2.11 item 1)

T(r,f—a,) < T(r,f)+T(r,a,)+log2
= T(r, f) + N(r,ay) + m(r, a,) + log 2
(r, f)
= T(r, f)+1log" |a,| +log?2.

1 2m
= T —|—0—|——/ log* |a,|df + log 2
2 J,
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Asi
T(T, f - av) < T(T, f) + lOng |CLU| -+ IOg 2.

Por lo tanto
¢) < Z ( r, f) +log™" |a,| + log2> < qT(r, )+ O(1).
Luego, la funcién caracteristica de ¢ estara estimado por:
T(r,¢) < qT(r, f)+O(1). (3.28)

Ahora estimemos m (r, %) Tomando R = 27 en el lema 3.6

/
m (r, %) < 4logt T(2r, ¢) + 4log™ log™ +5logt 2r

|¢( )|
+6log™

1 1
+log™ — +14. (3.29)
- T r

Reemplazando la ecuacién (3.28) en la ecuacién (3.29), obtenemos

/
m(r, ﬂ) < 4log® (¢T'(2r, f) + O(1)) + 4log* log* + 5log™ 2r

1
¢ [6(0)]

1 1
+6logT — 4 logt ~ + 14.
r r

Como T(r, f) = O(r") cuando r — oo, entonces

m(r, %) < 4log* (¢O((2r)*) + O(1)) + 4log™ log* + 5log™* 2r

1

[¢(0)]
1 1

+6log™ = +log" — +14. (3.30)
5 r

Note que en la ecuacién (3.30), 4log™ (¢O((2r)K) = O(logr), 5log™(2r) =
1 1

O(logr), 6log™ — = Ologr y log™ = = O(logr) cuando r — oo.
r T

Por lo tanto, (3.30) quedaria como

m(r,%) = O(logr)+4log* log™ @—FO(log7“)+O(10g7")+0(10g7“)+14

cuando r — oo. Asi

m<7“, %) = O(logr) cuando r — 0. (3.31)
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Ahora estimemos m(r, f7> Tome R = 2r en el lema 3.6. Obtenemos

!
1
m(r, L) < 4logt T(2r, f) +4log™ log™ +5logt 2r
f [£(0)]
1 1
+6log™ +log™ = + 14,
—r r
luego
fl
m<r, 7) < 4logt T(2r, f) + 4log™ log™ |f( I + 5logt 2r

1 1
+6log™ = +log" — +14. (3.32)
r r

Como T(r, f) = O(r™), entonces T'(2r, f) = O((2r)¥). Ademés, 5log™ (2r) =
1 1
O(logr), 6log™ - N O(logr) y log™ o= O(logr) cuando r — oco. Asi, en la

ecuacion (3.32) tenemos

!
1
m(r, L) < 4log* O((2r)%) + 4log* log" -—— 4 O(logr)
f |£(0)]
+ O(logr) + O(logr) + 14

cuando r — oco. Por lo tanto

m(r, f7) = O(logr), cuando r — oc. (3.33)
Reemplazando las ecuaciones (3.31) y (3.33) en (3.27), obtenemos

S(r, f) =0O(ogr) + O(logr) + O(1) cuando r — oc.

Por consiguiente

S(r,f) =0(ogr), r— oo.

Asi, i) estd probado en este caso.

Ahora suponga que el orden de f es de orden infinito en C. En efecto, tome

Bor =76

&' 1 1
m(r, 5) < leogJ’T(T—F—T(T7 f),qb) +41og™ log™ (0 )|+510g ( +—T(r, f))
+6logt T(r, f) +1log* % +14. (3.34)

en el lema 3.6
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Por el lema 3.7 item i) aplicado a los términos

1
T(r+—T(r,f)’¢) y 5log™ (r+

) en la ecuacion (3.34), obtenemos

1
T(r, f)

m(r, %) < 4log™ (2T(r, ¢)) + 4log™ log* w +10log* r

1
+6log™ T'(r, f) + log™ -+ 14, (3.35)

fuera de un conjunto excepcional E de r de medida finita a lo mas 2.

Por otro lado, usando la ecuacién (3.28)

4logt (2T (r, ¢))

IN

4log™ (2¢T (r, f) + O(1))
4log™ (24T (r, f))
4log™(2q) + 4logt T(r, f)
4log™ T(r, f).

IN

IN

Asi
4log® (2T (r, ¢)) < 4log® T(r, f). (3.36)

Reemplazando (3.36) en (3.35)

m(r, %) < 4log" T(r, f) + 10log™ (r) + 6log™ T'(r, f) + O(1)
< 10log™ T'(r, f) + 10log™ r
cuando r — oo, fuera de un conjunto excepcional F de r de medida finita a lo

mas 2.

Por lo tanto
m<r, %) < 10log® T(r, f) + 10log™ (r) cuando r — oo (3.37)

fuera de un conjunto excepcional E de r de medida finita a lo mas 2.

/

Similarmente, estimemos m(r, ?) Tomando R — r =
3.6

! 1 1 1
m<r, ?> < 410g+T(r+—T<T7 f)’f) +41og™ log™ —|f<0)|—i-5logJr (H_—T(r, f)>
+6log™ T(r, f) +log* % +14. (3.38)

en el lema

1
I(r, f)
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Usando el lema 3.7 item i) en la ecuacién (3.38)

f’> ; L1 .
m(r, =) <4log" 2T(r, f) + 4log" logt ———— + 10log™* r
< f £ (0)]

1
+6log™ T'(r, f) +log" = + 14 (3.39)
r

fuera de un conjunto excepcional E de medida finita a lo mas 2.

Cuando r — o0, la ecuacién (3.39) se puede escribir como:
/!
m(r, f7> < 4log™ T(r, f) +6log® T(r, f) + 10log™ r + O(1)

fuera de un conjunto excepcional E de medida finita a lo mas 2. En

consecuencia
m(r, f7> < 10log™ T(r, f) +10log* r, cuando r — oo, (3.40)

fuera de conjunto excepcional F de medida finita a lo mas 2.

Reemplazando las ecuaciones (3.37) y (3.40) en la ecuacién (3.27), obtenemos
S(r, f) = O(log(rT'(r, f))), r— 0

fuera de un conjunto excepcional de medida finita F de r. Esto prueba i) en

este caso.

il en el lema 3.6. Entonces
eT'(r, f)

Para probar el caso ii). Tome R =r +

’ - 1
m(r,%) < 4log+T(r+ M gb) +4log™ logt ——

eT'(r, f)’ [9(0)]
Ry —r eT'(r, f) 1
5log™ 6logm ——~ +log" — +14. (3.41
+ o log <T+€T(T,f))+ og Ro—r+0g T+ ( )
Ahora por el lema 3.7 item ii), la ecuacién (3.41) puede expresarse como

m(?“, %) < 4log™ (2T(r, ¢)) +10logt 7 +61log™ M

1
log® - +0(1
Ry TlogT ot (1),

(3.42)

fuera de un conjunto excepcional E de medida finita. Por otro lado,

reemplazando la ecuacién (3.28) en (3.42), tenemos

m(r, 2) < 10log™ T(r, f) +9log™ r + 6log™

<Z5 Ry —r

+6log™ T'(r, f) +O(1)
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fuera de un conjunto excepcional E de medida finita.

En consecuencia, cuando r — Ry

(3.43)

m| r, ¢ < 16log™ T(r, f) + O(logr) + 6log™* !
¢ Ro—r

fuera de un conjunto excepcional E de medida finita.

!

Ry —
Similarmente, podemos estimar m(r, —>. Tome R =1 4 — " en el lema
f eT'(r, f)
3.6. Entonces

fl> + ( RO -T > + + 1 + RO — T
m(r,= | <d4log™T|(r+ ,f)+4log" logm ——+blog™ | r+——%
< f eIl'(r, f) |£(0)] eT'(r, f)
T 1
+ 6log™ eI(r.f) +log* = +14. (3.44)
Ry—r r

Por el lema 3.7 item ii), la ecuacién 3.44 se podrd escribir como

/
1
m< ) < 4log™ (2T°(r, f)) + 4log" log" —— + 10log™ r

r, =
f £ (0)]
T 1
+ 61log™* eI, f) +log" = + 14, (3.45)
Ry—r r

fuera de un conjunto excepcional £ de medida finita. Ademas, cuando r — Ry

(3.45) se puede expresar como

/
1
m(r, f7> < 4log™ (21(r, f))+9log® r+6log* T'(r, f)+6log™ = r+0(1)
y
(3.46)
fuera de un conjunto excepcional E de medida finita.
Por lo tanto, cuando » — R
f + .
m| r, 7 < 10log™ (T'(r, f)) + 6log Fr— + O(logr) (3.47)
o —

fuera de un conjunto excepcional £ de medida finita.

Asi, sustituyendo las ecuaciones (3.43) y (3.47) en la (3.27), obtenemos

S(r, f)= O<10gJr T(r, f) +log* ) cuando r — Ry

1
Ro - T
fuera de un conjunto excepcional E de medida finita. Y esto concluye la prueba

del teorema 3.3 O
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3.2. Teoria de Nevanlinna de valores

deficientes.

Decimos que la funcién f es admisible en el disco Dp, si se tiene alguna de

las siguientes condiciones
1) R=+00y f(2) no es constante.

T(r, f)
2) R < 400 v lim _—
) y lelgp —log(R — )

= +00.

Recordemos que n(t, a) es el nimero de raices de la ecuacién f(z) = a en el
disco |z|] < t, contadas con raices multiples. Denotemos por 7(t, a) el nimero
de raices de la ecuacién f(z) = a en el disco |z| < t contadas sin multiplicidad.

Definamos

[T n(t,a) —n(0,a)
N(r,a) = /0 . dt +n(0,a)logr.

- " n(t — a0

N(r,a) :/ glal) tn( ’a)dt—l—ﬁ(o,a)logr.
0

Recuerde que N(r,a) ya fué definido y puede denotarse también por N(r, f =

a) o N(r, f). Similarmente, N(r,a) podra ser denotado también por N(r, f =

a) o N(r, f).

Sea a € C y f una funcién meromorfa en el disco Dy tal que T(r, f) —

+o0o cuando r — R. Asi, por el Primer teorema fundamental de Nevanlinna
m(r,a) + N(r,a) =T(r, f) + O(1), cuando r — R.

Luego definimos

B . om(r,a) _? N(r,a)
1) 6(a) =9d(a, f) = hglélf T f) - 1 hI:l_)S};lp T )
_ oy N(r,a)
2) ©(a) =06(a, f)=1 lu;n_)s}gp T )
N(r,a) — N(r,a)

3) 6(a) =0(a, f) = ligi}glf T )

d(a), O(a), y 6(a) se denominan Deficiencia de Nevanlinna , Defecto de

Ramificacion y Orden de Multiplicidad respectivamente.
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De la definicién de Deficiencia de Nevanlinna y del Primer teorema

fundamental de Nevanlinna se deduce que

0<d(a) <1.
El término (r.a)
N(r,a
1 —4d(a) = limsu ’
( ) T%RpT(Taf)

mide la frecuencia relativa asintética de las raices de la ecuacién f(z) = a,
consecuentemente la deficiencia d(a) es un nimero que mide en que medida la

funcién f(z) deja de tomar el valor a.

Por otro lado

b N(r,a) i N(r,a) N N(r,a) — N(r,a)
T(r. ) T(r, f) (. f)

tomando limite inferior a la ecuacién (3.48) cuando r — R, obtenemos que

(3.48)

lfm inf (1 - mr"”) > lfm inf (1 - N(T’a)) + lim inf (N(T’a) _N<T’a>).

r—R T(r, f) r—R T(r, f) r—R T(r, f)
, N(r,a) y N(r,a)
| (T(r, f)) R msup <T<r, f)) +(a)

O(a) > d(a) + 6(a).

Definicién 3.8. Un ntmero complejo a es llamado valor deficiente de f si
su deficiencia es positiva. Un valor deficiente es llamado también un valor

excepcional en el sentido de Nevanlinna.

Teorema 3.9. (Teorema de Nevanlinna sobre valores deficientes)
Suponga que f es admisible en el disco Dg. Entonces ©(a) = 0 excepto

posiblemente para una secuencia finita o contable a, de wvalores tales que
> O(ay) < 2.
v

q
Demostracion. Es suficiente probar que Z@(aqj) < 2 para cualesquiera

v=1
puntos aj,...,a, € C con a; = 0o. Del teorema 3.1 podemos escribir
q
m(r,a,) < 2T(r, f) — N1(r) + S(r, f), (3.49)
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donde Ny(r) y S(r, f) estdn definidas como en el teorema 3.1

q
Sumando ZN (r,a,) en la desigualdad (3.49), obtenemos

v=1

> N(roay)+ Y m(r,a,) <2T(r, f) = Ni(r) + S(r, /) + Y N(r,a,).

v=1

En consecuencia

> T(ray) <2T(r, f) = Ni(r) + S(r, f) + Y _ N(r,a,). (3.50)

v=1

Por el Primer teorema fundamental de Nevanlinna, la ecuacién (3.50) se
transforma en

q q

> T(r, f) <2T(r, f) = No(r) + S(r, f) + > _ N(r,a,) + O(1).  (3.51)

v=1 v=1

Luego
qT(r, f) <2T(r, f) — N1(r) + S(r, f) + Z N(r,a,) +O(1)
Y q
(q—2)T(r, f) <Y N(r,a,) = Ni(r) + S(r, f) + O(1). (3.52)
Por otro lado
Ni(r) =2N(r,f) — N(r, f') + N(r, %) (3.53)

Como al comienzo de la prueba se tomé a; = 0o, entonces N(r,00) = N(r,ay).

por consiguiente
N(r,00) — Ny(r) = N(r,a1) — Ny(r).
Luego, reemplazando (3.53) en esta ultima expresién
N(r, 00) = Ni(r) = N(r,ay) — (2N(r, £ =N )+ N(r, fi)) |
Como N(r, f) = N(r,00) y a; = oo entonces
N(r,a;) — Ni(r) = N(r,a1) —2N(r,a1) + N(r, ') — N(r, i)

)
— N ) = N(ra1) — N('r, i).
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Asi
1
N(r,a;) — Ni(r) = N(r, f') — N(r,a;) — N(r, F) (3.54)
Por lo tanto, reemplazando la ecuacién (3.54) en la ecuacién (3.52) y ademas

N(r,a1) = N(r, f) por que a; = 0o, obtenemos

(q—2)T ZNravaN(Tf) Nr,f)— N <f,)+5<rf)+0()
(3.55)

Si f tiene un polo de orden p en zy, f’ tendrd un polo de orden (p+ 1) en z

y entonces n(t, f') — n(t, f) = a(t, f).
Luego

N(r,f)) = N(r, f) = /0 n(t, /) - 2O ) 4y 1 (0, ) log
_ /r i) ; n(0, f)dt —n(0, f)logr.
0

Entonces

N(T,f’)—N(’F,f) =

/T”( f)t 2O 4t 1 700, f)logr

= N )
Asi
N(r,f)— N(r, f) = N(r, f). (3.56)
Similarmente, si a es uno de los valores as, as, ...,a, € Cy f(z) = a tiene una

raiz de multiplicidad p, f’(z) tendra un cero de orden (p — 1), asi
q 1 a
Z N(r,a,) — N(r, ?> = Z N(r,a,) — N (r f’) (3.57)
v=2 v=2

donde Ny (r, ?) se refiere a los ceros de f’(z) en puntos distintos de las raices
de f(z) =a,, v=1,2,3,...... .q.
Reemplazando (3.56) y (3.57) en la desigualdad (3.55), obtenemos

q

(qg—2)T(r, f) < N(r,a,) — Ny <T ?> +S(r, f) +N(r, f) + O(1).

Pero N(r, f) = N(r,a1), luego

(q=2)T(r, f) <Y N(r,a,) — Ny (r }) +S(r, f) +O(1). (3.58)
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1
Ignorando el término NN <r, ?> y dividiendo a la desigualdad (3.58) entre
T(r, f), tenemos
p—
v=1 N(’I", av) Z (q o 2) . S(’f’, ) + O(l)
T(r, f) T(r, f)
Como h'?rnn_}}?f ;E:Z g =0y T(r,f) — oo cuando r — R,
, 0(1)+5(7“,f)}
limsup | — =0,
r%Rp |: T(T’ f)
asi ; _( )
N(r,a
lim su M) >q—2
r—>Rp ( T(Ta f) 74

q
N(r,a,)

limsup ——= > (¢ — 2),

Uz:; r—>Rp T(T’,f) _<q )

en consecuencia
q

> (1-6(a)) = (g -2),

v=1

q
q_z@(a’u) Z q_27
v=1
finalmente obtenemos

i O(a,) < 2.

]

Ejemplo 3.10. Consideremos la funcién exponencial f(z) = e*. De la seccién

2.2 ejemplo 2.12. Sabemos que
m(r,0) = m(r,00) =
N(r,0) = N(r,

T(r, [) =

Y

A= R

de tal forma que (r.0)
.. .m(r,0)
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Para a # 0, 0o tenemos

m(r,a) = O(1),
N(r,a) = Z + O(1),

B m(r,a)
o(a, f) = llgglf T ) = 0.

Finalmente observamos que se verifica la relacion de deficiencia

}:5%, ) = 6(0, f) 4 d(co, f) = 2.

Ejemplo 3.11. Consideremos el caso de una funcion racional

ap2P 4+ a, 1277+ .+ ag

f(z) = bpzd 4+ by_1297 1 4+ ...+ by’

p, bq 7é 0.

Suponga p > ¢, el resto de los casos se trata de forma andloga. En este caso,
f(z) — oo cuando 2z — oo, de donde se concluye que para cualquier valor
a € C m(r,a) =0, para r suficientemente grande. Por otro lado, la ecuacién
f(2) = a tiene p raices, de tal forma que n(t,a) = p para t suficientemente

grande, en consecuencia

N(r,a):/orn(t )dt plog+0O(1)

para r suficientemente grande. Asi por el Primer teorema fundamental de

Nevanlinna
T(r, f) = plogr + O(1),

por tanto para a finito

= l11min (r a) =
(a, f) = liminf - Top =~

Para a = oo se tiene que n(t,c0) = ¢ para t grande, entonces deducimos
N('r,oo):/ (ttoo)dt_qlogr—irO( 1),
0
para r suficientemente grande y también
m(r,00) =T(r, f) — N(r,00) = (p — ¢)logr + O(1),

por lo tanto

e oem(ro0) o (p—g)logr+0O(1) . ¢
e D=1ty T s rom Ty

Asi, observamos que en este caso también se verifica la relacion de deficiencia
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El teorema 3.1 puede ser expresado como.

Teorema 3.12. Sea f(z) una funcion meromorfa no constante en el disco Dg.
Sean ay,as, ...... ,aq con q > 3, q valores distintos finitos o infinitos. Entonces

para r > 0 tenemos
(C] - 2)T(Ta f) < ZN(T, av) - Nl(r) + S(Ta f)?
v=1

donde Ny(r) y S(r, f) estan definidas como en el teorema 3.1.

Demostracion.
Del teorema 3.1 (Segundo teorema fundamental de Nevanlinna), para los ¢

valores a, y tomando a; = 0o, tenemos
q
> mlr,a,) < 2T(r, f) — Nu(r) + S(r, f), (3.59)
=l

donde Ni(r) y S(r, f) estan definidos como en el teorema 3.1.
Adicionando el término Y ?_ N(r,a,) en la desigualdad (3.59)

ZN(T, ay) + Zm(r, a,) < ZN(T, ay) + 2T (r, f) — Ni(r) + S(r, f).

Por la definiciéon 2.9 (Funcién caracteristica) la tltima desigualdad se

podra expresar como:

> T(r,a,) <Y N(r,a) +2T(r, f) — Ni(r) + S(r, f). (3.60)

Ahora aplicamos el teorema 2.12 (Primer teorema fundamental de Nevanlinna)
a (3.60)

Y T(r,f)+0(1) <Y N(r,a) +2T(r, f) = Ni(r) + S(r, f).

v=1
El término O(1) es un término despreciable, asi que podemos omitir. Por lo

tanto
Y T(r, f) <> N(roa,) +20(r, f) = Ni(r) + S(r, f).

Luego

(q—2)T(r, f) <Y N(r,a,) = Ni(r) + S(r, f).

El cual muestra una usual forma de enunciar el teorema 3.1 con Ny(r) y S(r, f)

definidos como en el teorema 3.1. O
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Mostraremos ahora un resultado especial desarrollado por Rolf Nevanlinna

usualmente llamado

Teorema 3.13. (Teorema de Nevanlinna de Funciones Deficientes) Si f es
meromorfa y admisible en Dg y a1(z), as(z), as(z) son funciones meromorfas

tal que para v =1,2,3
T(r,a,) =o(T(r, f)), cuando r — R,

entonces
1

J—ay

cuando r — R, donde S(r, f) satisface la conclusion del teorema 3.3

(1+o(1))T(r, f) SZW(T, )+5(7’=f>7

Demostracion. Sea g(z) una funcién definida como

= (focan) e

Luego, haciendo algunas operaciones algebraicas obtenemos

1 1 (aQ—al >
= g—1].
f—a3 a3 — a1 \ G2 — ag

Luego, por la proposicién 2.11 parte i)

T(r,f)=T(r,f —as+a3) <T(r,f —a3)+T(r,a3) + log 2. (3.61)

De la férmula de Jensen T'(r, f—ag) = T'( r,

1
7 ) +O(1) y por hipétesis del
teorema T'(r,a3) = o(T(r, f)). Entonces, la ecuacién (3.61) se puede expresar

como ]
700 <T(n 2

Observe que O(1) = o(T'(r, f)) y log2 = o(T'(r, f)) cuando r — R. Por lo

tanto, la ecuacién (3.62) estard escrita como

)+0(T(r, f)) +1log2+O(1). (3.62)

1
T?
f—a3

T(r, f) < T( ) + O(T(r, f)) +o(T(r, ) +o(T(r, f))

luego

T(r, f) < T(r ) +0o(T(r, f)) cuando r — R. (3.63)

7f—CLS

Por otro lado

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




CAPITULO 3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL 81

Entonces

IA
~
S
=3

—

(r, 2= alg) +T(r,1) + log2

VAN
~

N\
=3

S

w

| | —

2

~— N N —

+
~

Qg — as
1 _
< T(r, +T(r, 2 a1> +T(r,g)+T(r,1) 4+ log2
as — ap 9 — Ag
1 _
< T(T, +T(r, 2 a1> +T(r,g) + log 2.
a3 — ap a9 — A3
Asi
1 1 o — a1
T|r, W + T, +T(r,g) +log2 (3.64)
J—as asg — ai as — a3
pero

— 1
T<r, a2 al) < T(r, )+T(r,a2—a1>.
Ao — Q3 Gz — ag
Por hipétesis del teorema, para cada v = 1,2,3. T(r,a,) = O(T(r, f)) cuando

) = olT(r ), Tl ) = o )
T(r,as — a1) = o(T(r, f)) cuando r — R. Asi

T(r, Zz:Z;) < T|r, a2ia3>+T<7“,a2—al)
= o(T(r,f))+o(T(r,f))
= o(T(r, f)).

r — R, por lo tanto T(T,

Luego

T(r, - ¥ al) = o(T(r, f)) cuando r — R. (3.65)

a9 — asg
Reemplazando (3.65) en (3.64) obtenemos

T(r, ! ) <o(T(r, f))+o(T(r, f))+T(r,g)+log2 cuando r — R. (3.66)

f—as

Equivalentemente se puede escribir la ecuacién (3.66) como

1
T(r, a ) <o(T(r,f))+T(r,g) cuando r — R. (3.67)
—as
Luego, reemplazando la ecuacién (3.67) en la ecuacion (3.63)

T(r,f) <o(T(r, f)) + T(r,g) + o(T(r, f)).
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Asi
T(r, f) <o(T(r,f)) +T(r,g) cuando r — R. (3.68)

Por otro lado, tomando ¢ = 3, a; =0, as =1, a3 = 00 y f = g en la ecuacion

(3.58), obtenemos

(3=2)T(r,g) < N(r, é) o g)+N<r, 7 ! 1) _No (7", gl) +5(r, g)+0(1).

1
Podemos despreciar el término N <r, —/>
g

! 1) LS g) +0).  (3.69)

T(r.g) < N(r, é) + N (r,g) + N<r,

Ahora como ¢ esta definido por la forma

0= (fG=a0) (Ha-ad):

implica que g = 0 solo si f = a; 0 as = a3, entonces

— 1 — 1 — 1
N(r,—) §N(r, )+N<r, ) cuando r — R
g f—a az — ag

(T'(r, f)) tenemos que

Q
)
|
Q
w
N—
IA
Q

N(r, 1) < N(r, 7 _1 p ) +o(T'(r, f)) cuando r — R. (3.70)

Similarmente, g = oo solo si f = a3 0 ay = ay, entonces

- - 1 - 1
N(r,g) < N(’I“, )+N(r, ) cuando r — R
S —as Az — ay

1

Qa2 —

y como N(r, > < o(T(r, f)) tenemos que

N(r,g) §N(r, 7 L

) +o(T(r, f)) cuando r — R. (3.71)

De la misma forma podemos razonar g = 1 solo si f = as 0 a; = a3, entonces

N(r, ﬁ) < N(r, 7 _1 a2> +o(T(r, f)) cuando r — R. (3.72)

Reemplazando las ecuaciones (3.70), (3.71) y (3.72) en la ecuacién (3.69)

obtenemos

T(r,g) < ZN(T, 7 _1 av) +o(T(r, f)) +S(r,g) + O(1) cuando r — R.
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Ademas, S(r,g) satisface las mismas condiciones que S(r, f) cuando r — R.

En consecuencia

3
T(r,g) < ZN(T, ﬁ) +o(T(r, f)) + S(r, f) cuando r — R.

Sustituyendo esta ultima expresién en (3.68) obtenemos

3
(1—0(1)T'(r, f) < ZN(T‘, 7 _1 - ) + S(r, f) cuando r — R.
v=1 v
0
3.3. Aplicaciones de los teoremas

fundamentales de Nevanlinna

Recuerde que una funciéon meromorfa definida en C que no es una funcién
racional se llama funcién meromorfa trascendental (ver Definicion 1.33.)

Los siguientes teoremas pueden encontrarse en los textos ([7], [8], [15])

Teorema 3.14. Sea [ una funcion meromorfa trascendental. Entonces

liminf 20 _ o, (3.73)

r—00 log '

Demostracion. Supongamos que la conclusion del teorema no es verdad.

Entonces 4 M > 0 y 3 una sucesiéon r,, — oo tales que

T(rn, f)

logry,
Por la definicién de la funcién caracteristica, T'(ry, f) = m(ry,, f) + N(ra, f),

1
luego N(rp, f) < T(rp, f) y N(rn,—) < T(rn, f) V n €N, por el teorema

< M, Vn € N.

i
2.12. Luego
1
N<rn, —)
N
Nowd) oy X cpvnen
log r,, log r,,
Luego

nlym ) [l 1) N )
(v f) € S /ﬁ;élogﬁ/ﬁ v Ty N

1
Asi, f tiene un numero finito de polos. Analogamente tenemos n (« /T, ?> <
N(rp, %)
log \/Ty,

y asi f tiene un numero finito de ceros.
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Sea G(z) una funcién racional que posee el mismo nimero de ceros y polos

con las mismas multiplicidades que f(z), entonces

f(2) — ()
G02) (3.74)

donde A(z) en una funcién entera. Como G(z) es una funcién racional 7'(r, G) =

O(logr) asi,

T(r, é) <T(r, f)+ T<r, é) < T(r, f) + T(r,G) + O(1) = O(log ).

r(r.4) < otuen).

Luego

Por el teorema 2.17, tomando R = 2r y aplicado a la funcion é, tenemos

f 2r+r f
=1 < =] < .
logM(T, G) < 2T_TT(T, G> < O(logr)

Ademés, de (3.74), la parte real de la funcién h(z) estard dado por:

Rh(z) = log

f(2)
G(z)‘ < O(logr)

para cada punto z sobre |z| = r. Afirmamos que la funcién h(z) es constante.

En efecto, como h(z) es una funcién entera, entonces

o
— g a, 2"
n=0
y esta serie es absolutamente convergente para todo z.
if

Sea z = re", entonces

Zanz u(r,0) +iv(r,0) donde a, = o, +1i5,.

n=0
Luego, la parte real de esta serie tendrd la forma

o0

u(r,0) = Z(an cosnf — [, sinnf)r". (3.75)

n=0
Esta serie converge uniformemente respecto a 6. Multiplicando por cosnf o

sinnf e integrando término a término a la ecuacién (3.75), obtenemos

1 2w 1 27
—/ u(r, 0) cosnbdf = ay,r". —/ u(r,0) sinnbdf = —p,r", para n >0
0 0

" " (3.76)
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1 2w
/. u(r,0)df = «. (3.77)

Por lo tanto

1 2 .
a,r" = (o, +1i6,)r" = —/ u(r,0)e="do (n > 0).
0

™

Como u(r, 0) representa la parte real de la funcién h(z) y Re(h(z)) < O(logr)

para z = re'?, entonces

1 27‘(’
" = (n + 187 < [ Oogr)db (1> 0)
™ Jo

Asi, cuando r — oo para cada n > 0 tenemos que a,, = 0. Por lo tanto, la

z
funcién h(z) serd constante y en consecuencia el término J(2) estard acotado.
G(z)
. . z
Luego por el teorema de Liouville é(( )) es constante y f es holomorfa en C el
z
cual es una contradiccion. O]

Teorema 3.15. Sea f una funcion meromorfa trascendental. Entonces para
cada valor a, finito o infinito, la ecuacion f(z) = a tiene un nimero infinito

de raices, excepto para a lo mads dos valores excepcionales.

Demostracion. Suponga que la conclusion de este teorema no es verdad.
Entonces existiran tres ntimeros complejos distintos ay, as, as, tales que la
ecuacion f(z) = a, con v = 1,2,3 toma cada a, un nimero finito de veces

para cada v = 1,2, 3. Asi
N(r,a,) = O(logr), paracada v=1,2,3. (3.78)

Por otro lado, para ¢ = 3 en el teorema 3.12

3

TG, f) < 3 N(rya,) — Ni(r) + S(r, f). (3.79)

v=1

Reemplazando (3.78) en (3.79), obtenemos
T(r,f) < O(logr) = Ni(r) + 5(r, f).
Como Ni(r) es un término positivo, entonces

T(r, f) < O(logr) + S(r, f). (3.80)
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Dividiendo a (3.80) entre T'(r, f)

Ollogr) , S(.f

1< . 3.81
70r.) " 10 5) (&5
Tomando limite a (3.81) cuando r — oo tenemos
, . O(logr) .. 5(r, f)
Iim 1< lim ——= + 1 : .82
A b= ey T ) (3.82)
1
Como rlirgo L;E:: *;; =0y 7"lilrrolo % = 0 por el teorema 3.14 la parte de la

derecha de la desigualdad (3.82) tiende a cero cuando r — oo el cual es una
contradiccién.

]

Teorema 3.16. Sea f una funcion meromorfa no constante en C. Si f omite

tres valores diferentes en la Esfera de Riemann C, entonces f es constante.

Demostracion. Si f omite tres valores diferentes, entonces existe tres valores
aj,as, az tales que d(a;) = 0(az) = d(az) = 1. Esto no es coherente pues

Y. 06(a) > 3> 2y esto contradice el Teorema 3.9. O

Ahora daremos a conocer una bonita aplicacién de esta teoria al campo de

las ecuaciones diferenciales complejas.

Teorema 3.17. (Teorema de Malmquist) Sea C(z) el cuerpo de las
funciones racionales en la variable z con coeficientes complejos y sea C(z)[X]
el anillo de polinomios complejos con coeficientes en C(z). Sean P(X) y Q(X)

elementos primos relativos en C(2)[X]. St la ecuacion diferencial

R
=20

tiene una solucion meromorfa trascendental f, entonces Q) es de grado cero en

X y P es de grado a lo mas 2 en X.

Es preciso indicar que el teorema de Malmquist nos dice que las tnicas

P(f)

ecuaciones diferenciales de la forma f' = W que admiten soluciones

meromorfas trascendentales son ecuaciones de la forma

J'=a0(2) + a1(2) f + az(2) 2,

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




CAPITULO 3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL 87

conocidas como ecuaciones diferenciales de Riccati, donde ag(z), ai(2) y az(2)

son funciones racionales de z.

Para facilitar la demostracién del teorema 3.17 (Teorema de Malmquist)

dividiremos el teorema en dos partes.

Proposiciéon 3.18. Sean P y Q) como en el teorema 3.17 (Teorema de

PU)
Q(f)

Malmquist), f una funcién meromorfa trascendental y g = . Entonces

T(r,g) =T(r, g) = mdz{gr(P), gr(Q)}T(r, f) + o(T(r, f)).

Demostracion. Sean

3

P(X) = Z a;(2) X7

J=1

q

QX) =Y bi(2)X

j=1
donde a; y b; son funciones racionales en la variable z. Como a; y b; son
funciones racionales, entonces T'(r,a;) = O(logr) y T(r,b;) = O(logr).
Ademés, como f(z) es una funcién meromorfa, entonces T'(r,a;) = O(logr) =
o(T'(r, f)), de la misma forma T'(r,b;) = O(logr) = o(T'(r, f)).

Primero analizamos el caso polinomial, este es ¢ = ¢gr(Q) = 0, entonces
asumimos que ) = 1.

Nuestro objetivo serd demostrar que
T(r,g) =T(r,P) <pI'(r, )+ o(T(r, f)). (3.83)

En efecto, usando induccién sobre p.

Cuando p = 0 la desigualdad (3.83) es trivial puesto que
T(r,g) =T(r,P)=T(r,a0) < o(T'(r, [)).
Ademas, podemos considerar

P(f) = ay(2)f"+ ..., 4a1(2)f + ao(2)
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Por la proposicién 2.11, la ecuacién (3.84) se podra expresar como

p
T(r,P(f) <T(r. f)+ T(Ta Z ajfp_l) +T'(r, ap) + log 2,
j=1
ahora aplicamos la hipotesis inductiva y asi obtenemos el resultado deseado.

Ahora probemos que

T(r,P(f)) 2 pT(r, ) + o(T(r, ). (3.85)

Como los a; son funciones racionales, entonces existe alguna cantidad finita de
puntos donde alguna de las funciones racionales tenga un cero o un polo. Si z
no es uno de aquellos puntos y si f tiene un polo de orden k en zy, entonces
fP tiene un polo de orden kp en 2y y asi también P(f). De esta manera, si no

fuera por los ceros y polos de las funciones racionales a;, tenemos que

N(r, P(f)) = pN(r, f),

sin embargo, considerando estos valores
N(r, P(f)) = pN(r, f) = O(logr). (3.86)

Por otro lado, como los coeficientes a; son funciones racionales, entonces existe

un entero d tal que para r suficientemente grande y para j =0,1,......p — 1
(pif
|a’] (T€i0)| S ,),,d (387)
|ap(re”)]
Definamos

Sp = {9 S [0,27‘(] ] ‘f(r€i9)| > Td+1}

S¢ =0, 27]\S,.
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Entonces, para z = re?, con § € S, y r suficientemente grande tenemos que

Pf(z) = ay(2)f(:) + iaxzw(z)
= ) + Z a;(z (f
- +Z fp J )

- P a;(z) )
a1+ 3 o )
asi
) 4
PU) = o)) (14 > ). (3.59)
Tomando valor absoluto a la ecuacion (3.88), tenemos
—_4(2)
L j2 J
‘P(f(z))‘ - ‘ap( )Hf( )‘ Zoap(z)fp_j<z) .
Por otro lado, lad ldad la;(re”)| d = —
por la desigualdad (3.87) <r®paraj=0,1,2,...,p—1
|ap(re?)]
y que cuando 0 € S, vale que 7 (rlei“’) < prrsg entonces
1 e a;(2) = a;(2) 1 1
1—-=-<1 — <1 2 : <1+-.
P ‘ W rwey=1m] EER® M rwe] riere] R

Asi

IP(fED] = lap()f ()P

1+ Z fp i(
. |ap<z>||f<z>|p(1—%)
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0

Por otro lado, para z = re con 6 ¢ S, tenemos que |f(z)| < r4*l. Asi, para

r suficientemente grande

mirnf) = [ g 5 g + [ ot Ifre IS (0

s 27

Reemplazando (3.89) |f(2)] < r®*! en la ecuacién (3.90)

ov 1, dO o1 A0
pmtrf) = [ logIfGeP+ [ tog e

s, 2m

< / 10g+2lp(f(7’619))‘ﬁ + / 10g+ Tp(d—l—l)ﬁ
- 3 la,(re?®)| 27 sC 2m

< /O T log P Fre)I S + Oflogr).
= m(r, P(f)) + O(logr).
Asi
m(r, P(f)) = pm(r, f) — O(log 7). (3.91)

Sumando las ecuaciones (3.86) y (3.91) tenemos

m(r, P(f)) + N(r, P(f)) = pm(r, f) + pN(r, f) — O(logr).
Luego
T(r,P(f)) 2 pT(r, f) — O(logr).
En consecuencia
T(r, P(f)) = pT(r, f) + o(T(r, f)).

Ahora probemos

T(r,g) < T(r, 5) = max{gr(P), gr(Q)}T'(r, f) + o(T(r, f)).

Ol

v

En efecto, cuando gr(Q) > 1, por el teorema 2.12 (Primer teorema fundamental

1
de Nevanlinna), T'(r, g) = T(r, —) + O(1). Luego, sin perdida de generalidad
g
podemos asumir que p > q. Procedemos por induccion sobre g. Por el algoritmo
de la divisién existen polinomios A(X), B(X) € C(z)[X] tales que
P B

S-A+g (3.92)

donde gr(B) < gr(Q) siendo gr(A) = p — q y grado de B estrictamente menor
que el grado de Q. Asi, por las propiedades de la funcién caracteristica aplicado
a la ecuacién (3.92), tenemos que

T(r.g) = T(r g> < T(r, A(f)) + T(r, 2
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ademas
T(r,A(f)) < (p =T (r, ) +o(T(r, f)), (3.94)

pues esta tdltima desigualdad para polinomios ya fue probada donde gr(A) =

pP—q.

Por otro lado, aplicando el Teorema 7?7 a la funcion

B(f)
Q(f)

, tenemos que

M = rw r o(T'(r
T(r, Q(f)) —T( ,B(f))—I—O(l)qu( )+ o(T(r, f)). (3.95)

Luego, reemplazando las ecuaciones (3.94) y (3.95) en la ecuacién (3.93),

T(r,g) = T(r, %) < T(r, A(f)) —I—T(r, %) + O(1)

< (=T, f)+o(T(r, f)) +q(T(r, f)) +O(1)
pT(r, f) +o(T(r, f)).

A\

IN

Asi
T(r,g) <pT(r,f)+o(T(r, f)).

Lo que finalmente se deseaba probar.

Nos resta probar que

T(r,g) > max{p, ¢}T(r, f) + o(L(r, f)).

Como P y () son relativamente primos, existen polinomios C, D € C(z)[X]

tales que
CP+ D@ =1.

Dividimos por C'Q) y tenemos que

co- oo

Ahora podemos asumir que ¢ > p, en cuyo caso tenemos

L _P.D (3.96)
c=gr(C) = gr(D).

Como C'Q es un polinomio (en X), entonces

T(r,C(f)Q(S)) = (c+T(r, f) + o(T(r, f)). (3.97)
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Esta propiedad para polinomios ya fue probada. (Ver el inicio de la
demostracién de este teorema).
Por las propiedades de la funcién caracteristica aplicado a la ecuacién (3.96),

obtenemos

(v emam) = (o) 7 (dp) -
< T(r, %) +T(r, f)+o(T(r, f)). (3.98)

Finalmente, combinando (3.97) y (3.98), resulta

(c+a)T(r, f) +o(T(r. f) = T(T’ c;u»
P

por lo tanto

donde ¢ > p. O
Ahora estableceremos una versiéon mas débil del teorema de Malmquist.

Lema 3.19. Sean P(X) y Q(X) polinomios relativamente primos en C(z)[X]

y f una solucion meromorfa trascendental para la ecuacion f' = ggj;
Entonces, gr(P) <2 y gr(Q) < 2.
Demostracion. Sea d = max{gr(P),gr(Q)}. Como f' = %, por la
proposicion 3.18
dT(r, f) = T(r, %) + oI (R, f)

= T(r, f") +o(T(r, f))

= m(r, f') + N(r, f') + o(T(r, [)).
Por lo tanto

dT(r, f) =m(r, f') + N(r, ') + o(T(r, f)). (3.99)

Luego
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Reemplazando la desigualdad (3.100) en la ecuacion (3.99), obtenemos

/
r,—
f
pero N(r, f') < 2N(r, f), entonces

dl'(r, f) < TrL( ) +m(r, f) +log2+ N(r, f') + o(T(r, f))

!/

dl'(r, f) < m(r, f7> +m(r, f) +2N(r, f) +log2+o(T(r, f)).  (3.101)

Ademas, m(r, f)+2N(r, f) < 2T(r, f). Por lo tanto, la ecuacién (3.101) puede

escribirse como

dT(r, ) < m(r, f?/) +27(r, f) + log2 + o(T(r, [)). (3.102)

Ahora por el lema 3.6 (Lema de la derivada logaritmica) con R = 2r

" 1
m(r, f7) < 4log* T(2r, f) + 5log™ (2r) + Tlog™ - + O(1),

luego
m(r, f7’) < 4log* T(2r, f) + O(logr),
por consiguiente
m(r, fT/) < O(logJr (79 f))

y como O(log®™ T'(r, f)) = o(T(r, f)) tenemos

m(r, fT,) = o(T(r, f)) (3.103)

Asi, reemplazando la ecuacion (3.103) en la desigualdad (3.102), resulta
dT(r, f) < 2T(r, f) + o(T(r, [)),
por consiguiente d < 2. n

El lema probado permite reducir la demostracién de la prueba del teorema
de Malmquist (Teorema 3.17) al caso cuando los polinomios ¢ y P son
cuadraticos. Para finalizar, consideramos la siguiente proposiciéon concerniente

a factorizacion de polinomios cuadraticos.

Proposicién 3.20. Sean P(X) = ax X*+ a1 X +ag, Q(X) = boX?*+b1X +by,
donde as, ai, ag, by, by y by € C(z) y sean }Nj(X) = aoX? + i X + ao,
Q(X) = byX% + b1 X + bs.

Entonces Py Q son primos relativos en C(z)[X], si y solo si, P Y Q son

primos relativos en C(z)[X].
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Demostracion. Sean ¢y, ¢ € C(z). Basta observar que ¢; X + ¢y es factor

comin de Py @, siy solo si, ¢ X + ¢; es factor comun de P y @ m
Ahora demostraremos el teorema de Malmquist (Teorema 3.17).

Demostracion. Sea f una soluciéon meromorfa trascendental de la ecuacién

diferencial

,_ P(f)
=20y

Por el lema 3.19 tenemos P = as X2 + a1 X +agy Q = by X? + b1 X + by.
Debemos mostrar que by(z) = be(z) = 0.

Sea g = ?, entonces

P(f)
/ R ap + arf + as f?

S TP TR T T Pt bif + bof?)
) 1 1
g°\ ao +ai— +ax—
g g

1 1
bo + bi— + ba—
g g

Qo + a;— + a2—2
g g

1 1 1
LY (AN
g g g

g*(aog® + a1g + as)
b092 —+ b1g + bg

Asi, g es una solucién meromorfa trascendental de la ecuacion diferencial

donde P(X) y Q(X) estan definidos como en la proposicién 3.20.
Como X2P(X) tiene grado 4 > 2 y por el lema 3.19 X2P(X) y Q(X) tienen
un factor cuadratico en comun. Por otro lado, P y @ son primos relativos por

la proposicién 3.20. luego X? divide @(x), o sea, by = by = 0. Por lo tanto

f=ao(2) +ai(2)f + asf?

Asi, la demostracion del teorema de Malmquist esta completa. n

El siguiente teorema es una bonita aplicacion de la teoria de distribucion

de valores de funciones meromorfas al andlisis complejo.
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Teorema 3.21. Sean fi y fo dos funciones meromorfas en C y sean E;(a) =
{z € C: fi(z) = a} para j = 1,2. Si Ey(a) = Ey(a) para 5 valores distintos,
entonces

fi1 = fo o son ambos constantes.

Observemos primero que las funciones fi(z) = e* y fa(z) = e * comparten
valores —1,0, 1, 00, esto muestra que 5 valores no puede ser remplazado por
4 valores. Ademads, es preciso aclarar que cuando hacemos menciéon a que
Ei(a) = Es(a) estd referido que fi(z) = a y f2(2) = a tienen soluciones

en los mismos puntos y con las mismas multiplicidades.

Demostracion. Suponga que fi y fa no son idénticamente iguales. Si alguna de
ellas fuera constante, entonces la hipétesis implica que la otra funciéon omite
a al menos 4 valores y por el Teorema 3.16 la otra funcién seria también
constante. Por lo tanto, podemos asumir que ninguna de ellas es constante.
Defina g(z) = ;
fi(z) = f2(2)

entonces g no es idénticamente oo. Por el primer teorema fundamental de

Como f; y f2 no son idénticamente iguales,

Nevanlinna
T(T, g) = T(7”> fl -~ f2) + O(l)
Luego, por las propiedades de la funcion Caracteristica
T<T7g> S T(T, fl) + T<T7 f2) + 10g2 + O<1)>
sabemos que log2 + O(1) es un término acotado. Por lo tanto,
Por otro lado, sean ay, as, as , as y as los 5 valores tales que
Ei(a;) = Ey(a;) para j=1,....,5.

Sin perdida de generalidad podemos asumir que ninguno de los a; para

j=1,2,3,4,5 es infinito. Definamos

5 5
- :1N(7“ fl_aj) :Z:; (T’ f2_aj)

J J

Luego, para r > 1

N(r) < N(r,g) < N(r.g) < N(r,g) + m(r,g) = T(r,g). (3.105)
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Recuerde que Ny(r) = 2N(r, f) — N(r, f') + N( f’) donde

N(r,f)—N(r, f) = /07" it f) ;nl(o’f)dt—l— n1(0, f)logr

nl(ta f) = 2n<t7 f) - n(ta f/)
Por otro lado, si f tiene un polo de orden p en zg, f’ tendrd un polo de orden

(p+1) en 20 y n(t, f)—n(t, f) = n(t, f), entonces N(r, f')—N(r, f) = N(r, f).
Luego, paral=1,2yr >1

Nr) :iﬁ(r, f,ia) > SlN(r, ﬁ%aj) ~ Ny ().

Jj=1 g

Asi

fl_a]

Ahora tomando ¢ = 5 en el teorema 3.12

N(T)ZZ;N( ! )—Nl(r). (3.106)

T(r, f) < Z N(r,a;) — Ni(r) + S(r, f). (3.107)

Por lo tanto, para l = 1,2 y r > 1 y reemplazando la desigualdad (3.107) en
la desigualdad (3.106), resulta

23N (r s 2a ) = M0 1 2 370 ) = 80 )

Esto implica que para l =1,2y r > 1
3 (T(r, fi) +T(r, f2)) < S(r, fr) + S(r, f2) + 2N (r) (3.108)
Luego, sustituyendo la desigualdad (3.105) en (3.108)
3T(r, fr) +3T(r, f2) < S(r, f1) + S(r, f2) +2T'(r, g).
Remplazando la desigualdad (3.104) en esta ultima expresién
3T(r, f1) + 3T(r, f2) < S(r, f1) + S(r, fo) + 2T(r, f1) 4+ 2T(r, f2) + O(1).

Como fi(z) vy f2(z) no son funciones constantes como se asumid, entonces esta
expresion contradice al segundo teorema fundamental de Nevanlinna (Teorema
3.1).
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El siguiente teorema es una aplicacién a la Dindmica Compleja.

Sea f una funcién holomorfa. Decimos que un punto z; € C es llamado un
punto fijo de f si f(z) = 2z y decimos que zy es un punto periédico de periodo
n €N, si fM(20) = 20y f/(20) # 2 para j = 1,2,3,...,n — 1. Se puede
probar por el Teorema Fundamental del Algebra que una funciéon polinomial
tiene puntos periddicos de periodo n para todo n > 1. Esto no es cierto para
funciones enteras trascendentales, pues ellas no necesariamente poseen puntos
fijos, como ejemplo tenemos a la funcién f(z) = e* + z.

Recordemos que una funcién entera trascendental es una funcién entera no

polinomial. Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.22. (Teorema de Fatou) Sea [ wuna funcion entera
trascendental. Entonces f(z) tiene al menos un punto periédico de periodo
2.

Demostracion. Consideremos la funcion

f(f(z) — =
f2) ==z

Suponga que f(z) no tiene puntos periédicos de periodo 2. Asi, se tiene que la

h(z) =

funcién h(z) no toma los valores 0 (pues f(f(z)) # z, para todo z € C), 1 (si
h toma el valor 1, entonces f(f(z)) = f(z) para todo z € C, en consecuencia
f(2) =z Vz pero f(f(2)) # z. Luego f(z) # z Vz y esto es una contradiccion)
e oo (si h toma el valor oo, entonces f(z) = z Vz € C, en consecuencia
f(f(2) = f(2) = z, 0 sea, f(f(z)) = z y esto contradice que f(f(z)) # =
Vz € C). Luego, por el teorema 3.16 h(z) es constante.

Por otro lado, consideremos

F(z) = Z an(z — 29)"

G(z) = bu(z = 2)"

dos expansiones en serie de Taylor alrededor de zy de f(z) —z y de f(f(2)) -z
respectivamente. Para que el cociente entre estas funciones sea una funciéon

constante, debe ocurrir que
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para todo n,m € N.

Note que
F(2) = f(2) — = g = F(z0) = f(z0) — 2.
F'(z)=f'(2) =1 = a1 = F'(20) = f'(20) — 20,
G(z) = f(f(2)) — 2 = by = G(20) = f(f(20)) — 20,
G'(2) = f(f()f'(2) =1 = by =G'(20) = ['(f(2)) [ (20) — 1,

por lo tanto, multiplicando tenemos que a;by # agb; luego h(z) no puede ser

constante lo cual es una contradiccién O
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Capitulo 4
Apéndice

En este capitulo se desarrollan algunos conceptos y resultados auxiliares,
los cuales son necesarios como apoyo para el desarrollo de algunos resultados

particulares del trabajo elaborado.

4.1. Simbolos de orden

Las siguientes notaciones y propiedades de las relaciones asintdticas son

muy utiles en varios contextos.

a) Sea Q) € Ctal que 0 € Q y sean f(z) y g(2) funciones definidas en Q\{0}.

Entonces la relaciéon asintdtica

significa que existe una constante positiva K tal que |f(z)| < K|g(2)|,

para todo z € 2.

b) Sea Q y f(2), g(z) como en el item anterior. Entonces la relacién
asintética
f(z) =0(9(2)), z— 20, 2,20 €Q

significan que existen constantes positivas K y p tales que

f(2)] < K|g(2)|

para todo z € Qy 0 < |z — 2| < p.

En este caso se dicen que f es O grande de g cuando z — 2.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




CAPITULO 4. APENDICE 100
c) Sea (), f(2),9(z) como en el primer item. Entonces la relacién asintética
f(2) =0(g9(2)), 2= 2, 2,2€Q

significa que para todo € > 0 existe p > 0 tal que |f(z) < €|g(2)|, para
todo z € Q, con 0 < |z — 2| < p.

En caso se dice que f es o pequena de g cuando z — 2.

Los simbolos de orden O y o llamados también simbolos de Landau, se

pueden definir también de la siguiente forma:

Supongamos que g(x) # 0 en |xg—x| < z, para algin z, > 0y consideremos
x
el limite lim ﬁ Entonces, por ejemplo se dice que f es O grande de g
T—rT0 g .
cuando x — xq si el limite existe y es finito.

Ahora damos algunos resultados que relacionan las dos definiciones.

Teorema 4.1. Sean g(z) # 0 en |z —zo| < x, conx, > 0y f(x) dos funciones.

o
1. Si lim /() existe y es finito, entonces f = O(g) cuando x — xy.
T—x0 g(l’)
2. Si lim ——= =0, entonces f = o(g) cuando x — g
=—wo g(z)
p p x ..y
DEMOSTRACION. 1. Supongamos que lim % = M. De la definicién de
T—T0 g €T
limite para todo € > 0 existird § > 0 tal que 0 < |z — x¢| < 6, entonces

‘M
9(x)

de donde se sigue que
2

<e+ M,
g9(z)

tomando k£ = € + M se tiene que

g(x)
2. Es inmediato de la definicién de limite.

Proposicion 4.2. Damos a conocer algunas propiedades cuya demostracion

se deducen de la definicion
i. O(0(f))=0(f)-
ii. o(o(f))=o(f).
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ii. O(fg)=0(f)0(q).
w. O(f)o(g)=0(fg)O(g).
v. O(f)+0(f)=0(f).
vi. o(f)+o(f)=o(f).
vii. o(f)+O(f)=0(f).
viii. O(o(f))=0(O(f))=o(f)

Si se tiene una relaciéon de orden entre dos funciones f y g una pregunta
natural es si se hereda o no la misma propiedad o no para derivadas o una

integral.

Observacion 4.3. En el contexto real si f = O(g) no necesariamente se sigue
que f" = O(¢'), por ejemplo f(z) = x+sin(e”) y g(x) = x+ 1 no cumplen con
la propiedad pues la derivada de f’ no es acotada. Sin embargo desde el punto
de vista complejo es posible establecer cierto tipo de relacién para los simbolos
de orden en referencia a la derivada de funciones. Respecto a la integral la

situacién es diferente.

4.2. Resultados auxiliares

Teorema 4.4. Sea D una region simplemente conexa con frontera I' y sea
u(2) una funcién de clase C? en algiin dominio conteniendo a D excluyendo
un conjunto finito {cy, g, .....,cq} C D. En una vecindad de estos puntos u(z)
tiene la forma

uw(z) = dilog |z — cx| + ur(2),

donde dj, son constantes y uy(z) son funciones de clase C* en una vecindad de

los puntos ¢, con k =1,2,3,....,q. Entonces

w45 [ [ Geasu0io = o [ w5 - 3 dGe2)

21 D _%F

para z € D con z # ¢, ....,cq, donde G((,z) es la funcion de Green y esta

definida para ( € D, z € D, ( # z vy satisface las siguientes condiciones
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1. Para cada z € D
1
G((, z) =log —— + h.((),
(€.2) = Tog fr— + Au(0)
donde h.(C) es una funcion arménica en D y continua en D

i Si¢eTl,zeD, (€D yzecl, entonces G((,z) = 0.

La demostracién de este teorema puede ser encontrado en [3].
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