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Capitulo 1

Introduccion

Los modelos de colas tradicionales se concentran en el comportamiento de los clientes,
desde que arriban al sistema, esperan ser atendidos, se atienden y salen del sistema. Los
clientes entran y esperan a ser atendidos en una fila de espera (cola), cuando el servidor
estd ocupado. Siempre se asume que el servidor que se desocupa estd disponible para atender
al primero de la fila de espera.

El presente trabajo se basa en los estudios de Kella et al.| (2010) y de Wu et al| (2015)),

centrandose en el estudio de la carga de trabajo en el servidor, considerando llegadas, salidas,

fallas y vacancias en el servidor. Estd forma de estudiar el comportamiento de la carga de
trabajo en el servidor hace que el modelo aplicado se ajuste mejor a la realidad.

El modelo de W; es la representacién en tiempo de la carga de trabajo en el tiempo ¢ y se

define por:
N Ny
We=Wo+X;—rt+> &+ m, t>0,
i=1 i=1
donde:

Wy es la carga inicial de trabajo,
X; es la carga de trabajo que llega hasta el instante t; {X;} es un proceso de Lévy,

r es la tasa de servicio constante,
R
i ; es la suma de todos los tiempos de falla del servidor,
=1 y
\%4
vaztl n; es la suma de todos los tiempos de vacancia del servidor.

La tesis se encuentra dividida en cinco capitulos.

En el segundo capitulo, denominado Preliminares, se describe un proceso basico de colas
para definir los elementos que lo componen, la terminologia y la notacion que usamos en
un sistema de colas, luego bajo el modelo de nacimiento y muerte se desarrolla el modelo
M/M/1/K, que nos muestra en forma estable e ideal las cantidades fundamentales de un
sistema de colas. Finalmente, se definen las interrupciones del servicio por fallas y vacancias
en el servidor.

En el tercer capitulo, denominado Procesos de Lévy, se presenta la teoria de procesos es-
tocdsticos, procesos de Lévy, procesos de Lévy espectralmente positivos y colas con entradas

de Lévy, las definiciones y teoremas nos permiten modelar posteriormente.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




CAPITULO 1. INTRODUCCION 6

En el cuarto capitulo, es donde se formula el modelo, se desarrolla el estudio de la distribucién
de estado estacionario, la distribucién transitoria y la descomposiciéon estocastica.

En el quinto capitulo, denominado Simulacién, se ilustra la simulacién de la carga de trabajo
basado en un proceso de Lévy de incrementos dados por una distribucion gamma, la tasa
de servicio permanece constante, las fallas y vacancias son procesos de renovacién. En este
capitulo también se muestra la caracterizaciéon del modelo, asi como su respectiva media y
varianza. El sexto y tdltimo capitulo presenta las conclusiones y las futuras investigaciones

que se podrian realizar a partir del presente trabajo.
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Capitulo 2

Preliminares

Los sistemas de colas son de uso comun en nuestra vida cotidiana, si vamos al super-
mercado, al banco, al hospital u otro sistema de servicio similar. Siempre nos preguntamos;
jcuantos clientes existen en el sistema de colas?, jcuanto tiempo estaré en el sistema de
colas?, jcuanto tiempo pasa antes de que me empiecen a atender? o jcudnta cola (clientes
esperando el servicio) existe?.

Los clientes que entran al sistema de colas, son generados a través del tiempo en una fuente
de entrada de acuerdo a un proceso estocastico; luego, los clientes en el sistema esperan a ser

atendidos por los servidores siguiendo una disciplina de atencién.

Las siguientes definiciones estédn basadas en Hillier and Liberman| (2010)) y en|Winston| (2005])

2.1. Proceso basico de colas

El Proceso bésico para la mayoria de sistemas de colas es el siguiente. Los clientes que
requieren un servicio se generan en el tiempo en una fuente de entrada. Luego, entran al
sistema y se unen a una cola. En determinado momento se selecciona un miembro de la cola,
siguiendo alguna regla llamada disciplina de la cola, luego se procede con el servicio y el

cliente sale del sistema de colas.

Estructura basica de los modelos de colas.

Sistema de colas

1

1

1

1

Fuente de |Clientes . Mecanismo 1 Clientes
— Cola | . . +

entrada de servicio servidos

Figura 2.1: Proceso bésico de colas.
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CAPITULO 2. PRELIMINARES 8

Definicion 2.1.1 La Fuente de entrada es la poblacion de donde se generan los clientes
hacia el sistema de colas. La fuente de entrada tiene por caracteristica principal el tamario
de la poblacion de donde se generan los clientes que pueden requerir servicio en determinado
momento, es decir, es el numero de clientes potenciales. El tamano de la poblacion que define
la fuente de entrada puede ser infinito o finito, de modo que también se puede decir que la
fuente de entrada es ilimitada o limitada.

Es importante especificar el patron estadistico mediante el cual se generan los clientes en
el tiempo. FEl supuesto normal es que se generan de acuerdo a un proceso de Poisson, esto
corresponde a llegadas aleatorias pero con cierta tasa media fija y sin importa cuantos clien-
tes existen en el sistema. Un supuesto equivalente es que la distribucion de probabilidad de

tiempo entre llegadas consecutivas es exponencial.

Definicion 2.1.2 La Cola es donde los clientes esperan antes de recibir servicio. Una cola
se caracteriza por el numero mdximo permisible de clientes que puede admitir, este nimero
puede ser finito o infinito, lo que define que una cola puede ser finita o infinita. El supuesto

de una cola infinita es el estdindar de la mayoria de modelos.

Definiciéon 2.1.3 La Disciplina de cola se refiere al orden con el que se seleccionan los
clientes para su atencion. En los modelos normalmente se establece la disciplina FIFO (First

In First Out), a menos que se establezca de otra manera.

Definicion 2.1.4 El Mecanismo de servicio consiste en una o mds estaciones de servicio,
cada una de ellas con uno o mds canales de servicio paralelos, llamados servidores. El cliente
puede recibir el servicio en un canal de servicio, donde un servidor le brinda el servicio
completo o existe una secuencia de servicios, brindados por varios servidores, que completan
el servicio. Los modelos elementales suponen una estacion de servicio, ya sea con un servidor
0 con un numero finito de servidores.

La caracteristica principal es el tiempo total de servicio, desde el inicio del servicio hasta su
terminacion. Este tiempo es llamado tiempo de servicio o duracion del servicio. Un modelo de
un sistema de colas debe especificar la distribucion de probabilidad de los tiempos de servicio
de cada servidor, aunque es comun suponer la misma distribucion para todos los servidores.

La distribucion que mds se usa en la prdctica es la distribucion exponencial.

2.2. Terminologia y notacion

Los sistemas de colas se etiquetan de la siguiente manera:
A/B/s:DJ/E/F

A : Denota la distribucién de tiempos entre llegadas, es decir, se usa como variable aleatoria
el tiempo entre las llegadas de dos clientes consecutivos

B : Denota la distribucion de tiempos de servicio, es decir, se usa como variable aleatoria el

Tesis publicada con autorizaciéon del autor

No olvide citar esta tesis




CAPITULO 2. PRELIMINARES 9

tiempo de servicio del cliente

s : Numero de servidores en paralelo, es donde se realiza el servicio. Estos son similares y el
cliente realiza el servicio en uno de ellos

D : Disciplina de la cola, se refiere el orden como se atienden los clientes

E : Capacidad del sistema, es el maximo nimero de clientes que en simultaneo podrian estar
en el sistema de colas

F : Tamano de la poblacién de la fuente de entrada, se refiere a la poblacién de donde se
generan los clientes que llegan al sistema de colas.

Se utilizard la siguiente terminologia estandar:

Estado del sistema = nimero de clientes en el sistema

N(t) = nimero de clientes en el sistema de colas en el tiempo ¢

P, (t) = probabilidad de que n clientes estén en el sistema en el tiempo ¢

An = tasa media de llegadas de nuevos clientes cuando hay n clientes en el sistema.

iy = tasa media de servicio cuando hay n clientes en el sistema.

s = numero de servidores en paralelo (canales de servicio)

En un sistema de colas utilizando las cadenas de Markov de estado estacionario e inde-
pendiente del tiempo, es decir se hace N(t) = n,luego se obtiene la funcién de probabilidad

P, y con esta se calculan las cuatro cantidades fundamentales.

L : Numero esperado de clientes en el sistema, esta cantidad incluye el nimero total de

clientes en el sistema, los que esperan en cola y los que se estan atendiendo.

L=E() = i nP,
n=0

L : Longitud esperada de la cola, representa el nimero de clientes en fila de espera.

o0

Ly=E(n-s) = Z(n —s)Py

n=s
W : Tiempo esperado en el sistema, incluye el tiempo de espera mas el tiempo de servicio,
es decir, todo el tiempo que el cliente pasa en el sistema, desde su arribo hasta el fin de la

atencion.

W:

>

W : Tiempo de espera promedio en la cola, representa el tiempo que el cliente pasa

esperando, desde su arribo hasta antes del inicio de la atencién.

Lq

W:T
N

Donde X : Tasa de llegadas promedio,
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CAPITULO 2. PRELIMINARES 10

X=E(n) =) AnPn
n=0

2.3. Proceso de nacimiento y muerte

La mayoria de modelos elementales de colas suponen que las entradas (llegadas de clientes)
y las salidas (clientes que salen) del sistema ocurren de acuerdo a un proceso de nacimiento
y muerte. El termino nacimiento se refiere a la llegada de un cliente al sistema de colas y el
termino muerte se refiere a la salida del sistema de un cliente servido o atendido. El estado del
sistema en el tiempo ¢, denotado por N(¢) cambia en términos probabilisticos al aumentar el
tiempo t. Los siguientes supuestos describen de manera maés precisa el proceso de nacimiento
y muerte.
Supuesto 1. Dado N(t) = n, la distribucién de probabilidad actual del tiempo que falta
para el préximo nacimiento es exponencial con pardmetro \,, (n = 0,1,2,...).
Supuesto 2. Dado N(t) = n, la distribucién de probabilidad actual del tiempo que falta
para la préxima muerte es exponencial con parametro p,, (n = 1,2,3,...).
Supuesto 3. La variable aleatoria del supuesto 1 (el tiempo que falta para el préximo naci-
miento) y la variable aleatoria del supuesto 2 (el tiempo que falta para la préxima muerte),

son mutuamente independientes.

Andlisis del proceso de nacimiento y muerte
Se denota el niimero de veces que el sistema entra al estado n y el nimero de veces que sale
de él.
E,(t) = ntmero de veces que el proceso entra al estado n hasta el tiempo ¢.

L, (t) = nimero de veces que el proceso sale del estado n hasta el tiempo t.

Como los dos tipos de eventos se deben alternar, estos nimeros a lo mas difieren de 1, es

decir:

Al dividir entre ¢

t t —t
v haciendo que ¢t — oo se tiene:
E, Ly(t
h’m‘ n()— n()’:0
t—o0 t t

se puede obtener la tasa media de cada uno de los eventos.

E,(t)

7 = tasa media a la que el proceso entra al estado n

limy o0

Ly (t)

=~ = tasa media a la que el proceso sale del estado n

limy o0
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CAPITULO 2. PRELIMINARES 11

Estos resultados conducen al siguiente principio:
tasa de entrada—tasa de salida,
para cualquier estado n.

La siguiente figura muestra el diagrama de tasas, usando el modelo de nacimiento y muerte,

para el caso general.

Modelo de nacimiento-muerte
Caso General

Ao M A2 Aj-z )\1-1 )\j

M1 M2 M3 Hij-1 Mj Mj+1

Figura 2.2: Diagrama de tasas: Nacimiento y muerte

Usando el diagrama de tasas general de la figura anterior; para cada nodo se puede obtener

las ecuaciones de balance:
)\n—lpn—l il Hn—l—an—‘rl = (>\n + Nn)Pn

P, =C,Fy

donde;
An—1An—2.--A1Ag

Hn fbn—1--- 211

Cp =

Se puede obtener facilmente que:

o0 o0
Y P.=P) Cy
n=0 n=0

de donde, se puede calcular Py
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CAPITULO 2. PRELIMINARES 12

1
D YhEYe
A manera de ejemplo, aplicaremos el proceso de nacimiento y muerte para el desarrollo
del modelo M/M/1: DG/K /.

A A A A A A
1 M M H M H

Figura 2.3: Diagrama de tasas M/M/1: DG/K/oc.

Py

Se tiene un sistema de colas de un servidor (s = 1) y capacidad finita (K), esto hace
que el sistema rechace los clientes cuando este esta lleno, es decir desde el punto de vista del
sistema de nacimiento y muerte, la tasa media de llegada se hace cero y la tasa de servicio

permanece invariante, nosotros consideraremos las tasas constantes, es decir:

A, n<K-1
Ap = ,nEZE{
0 ;3 n>K
pn=p;neN

n
Se sabe que P, = C,, Py, donde C,, = <A) =p"n<KneNyPFP=

m , desarro-

I S
| e
llando se tiene:

Al [T N
0 — 1 . —1
K+l P =

Luego, la probabilidad de que existan n clientes en el sistema es

1

1—
p_ { el s p#l
) =
K+1 »op=1

Se puede tener entonces las cantidades fundamentales para el modelo M/M/1/K.

L : Numero esperado de clientes en el sistema,

K+1)pK+1
L:{ 2 - e Al
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CAPITULO 2. PRELIMINARES 13

L, : Ntimero esperado de clientes en cola, se tiene la relacién L, = L—(1—F) y reemplazando

se tiene e K(1—p)pH1
I — { T—p = ik 5 P #1
q K(K—1) ) 1
2(K+1) pP=

donde p = % También se puede tener \ :tasa de llegadas promedio, donde A\ = A\(1 — Pg)
y usando las formulas de Little se obtienen W : tiempo esperado en el sistema (incluye el

tiempo de servicio), W = % y W, :tiempo de espera en la cola, W, = %
2.4. Interrupciones por fallas y vacancias en el servidor

Los sistemas de colas tradicionales consideran como una interrupcién del servicio cuando
este no es concluido para un cliente determinado; esto puede ocurrir porque la disciplina del
sistema esta configurada de tal forma que las interrupciones ocurren por el desplazamiento
de un cliente de mayor prioridad a otro de menor prioridad, en este caso el servidor no deja
de atender, sélo cambia de tipo de cliente.

En el presente estudio se consideran; las interrupciones por falla en el servidor, cuando este
deja de atender teniendo carga de trabajo, debe ser reparado, desplazando el servicio de los
clientes a un tiempo después, cuando vuelva a estar operativo. Es importante senalar que al
ser un sistema de colas fluido, la carga de trabajo sigue llegando y se sigue acumulando en
el sistema. Por otro lado, las interrupciones por vacancia del servidor ocurren por intervalos
de tiempo donde el servidor inicia la vacancia por no tener carga de trabajo, es decir no
hay clientes que generen la carga de trabajo; estas vacancias, pueden ser, en intervalos de
tiempo pequeinios o prolongados ,como el sistema de colas es fluido, cuando el servidor regresa
a seguir con la atencion, encuentra carga de trabajo acumulado.

A manera de ejemplo podemos mencionar un proceso productivo, donde las unidades llegan
a un determinado puesto de trabajo compuesto por una maquina y un operario, las unidades
se van procesando continuamente, pero durante los intervalos de trabajo, la maquina puede
tener interrupciones por fallas de la maquina, debido a que necesita mantenimiento preven-
tivo o correctivo. Asi también, durante los periodos de trabajo, el puesto de trabajo termina
su carga de trabajo y el servidor se podria tomar una vacancia, es decir, entraria a un perio-
do de interrupcién por vacancia, mientras espera el fin de las vacancias, los trabajos siguen
llegando al sistema de colas. Este proceso se repite a lo largo de toda la jornada laboral en

el puesto de trabajo.
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Capitulo 3

Procesos de Lévy

FEn este capitulo daremos una breve introduccién a los procesos de Lévy que son los pro-
cesos que fundamentalmente guian nuestro modelo de colas. Para ello partiremos asumiendo
que trabajaremos sobre un mismo espacio probabilistico (€2, F,P), en el cual €2 es un espacio

muestral, F es un o— &dlgebra de subconjuntos de 2 y P una medida de probabilidad.

Las siguientes definiciones, teoremas, proposiciones estdn basados en |Applebaum| (2004),Pa-|
ppoulis and Unnikrishna (2002),Grimmett and Stirzaker| (1992),Valdivieso| (2007)), Kella and|
‘Whitt| (1992),Sato (2002) y Debicki and Mandjes (2015)

3.1. Procesos estocasticos

Definicién 3.1.1 Un proceso estocdstico X = {X;} es una familia de variables o vecto-
res aleatorios indexados por el pardmetro t € T y definidas en un espacio de probabilidad
(Q,F,P).

El conjunto de indices T en la definicién anterior es en general arbitrario, pero en nuestro
trabajo asumiremos que es T = [0,+oo[ o T = N, dependiendo si los indices, que interpre-
taremos como tiempos, se miden de manera continua o discreta. En general, los elementos
de un proceso X; los consideraremos como vectores aleatorios que toman valor en R? y cuya
distribucién de probabilidades viene dada por Px, = PoX, 2

Con la finalidad de mantener un control sobre la informacién que el proceso va revelando

conforme el tiempo transcurra, introduciremos la siguiente definicién.

Definicién 3.1.2 Una filtracion es una familia de sub-o— dlgebras {Fi}i>0 de F tal que
FsCFHCF, V0O<s<t.

Serd usual aniadir a un espacio probabilistico una filtracién, en cuyo caso llamaremos a
(Q, F,{F:},P) un espacio filtrado.

Definicién 3.1.3 Se dice que un proceso estocdstico X = {X;} es adaptado a una filtracion

{Fi} si para todo t > 0 se tiene que la variable aleatoria X, es F;—medible.

Definicién 3.1.4 Sea (2, F,{F;},P) un espacio filtrado. Diremos que una variable aleatoria
7:Q — [0,00] es un tiempo de parada con respecto a {F;} si {1t <t} € F, ¥Vt > 0.

Definicién 3.1.5 Un proceso estocdstico X = {X;} adaptado a una filtracion {F;} es una

martingala st se cumple que:

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




CAPITULO 3. PROCESOS DE LEVY 15

1. E(|X]) < 00,¥t > 0.

2. BE(Xy|Fs) = Xs c.s., VO < s < t.

3.2. Procesos de Lévy

Definicién 3.2.1 (Proceso de Lévy)

Decimos que un proceso estocdstico X = { X} es de Lévy si cumple las siguientes propiedades:
a) X tiene trayectorias continuas por la derecha y con limites por la izquierda (cadlag).

b) X es estocasticamente continua; es decir, para todo s,t > 0:
P
Xesrt — Xs = 0 conforme t—0,

donde 5 denota convergencia en probabilidad.

c) Xo =0, y X tiene incrementos independientes; es decir, si se consideran los instantes

de tiempo arbitrarios 0 < t1 < to < ... < ty,, las variables aleatorias
Xy, Xty — Xtyy ooy Xty — Xty

son independientes.

d) Sit > s >0, la distribucion del incremento X; — Xs es homogénea en el tiempo; es

decir,ella depende inicamente del incremento de tiempo t — s y no de los tiempos en si:

D
X — X = Xy,

donde £ denota igualdad en distribucion.

Note que la definicién anterior incluye a la de un movimiento Browniano; es decir, de un
proceso estocdstico continuo c.s. B = {B;} que satisface b), ¢) y d) con distribucién normal
Bsyt — Bs ~ N(0,tl;) en los incrementos. Otro proceso involucrado en esta definicién es
el de un proceso de Poisson {IV;}, el cual satisface a), ¢) y d) con incrementos Ny — Ng ~
P(A(t — s)) que siguen una distribucién de Poisson de tasa A\(t — s) > 0. Un proceso de
Lévy generaliza estos procesos permitiendo modelar la distribucién de los incrementos, las
cuales no necesariamente son normales ni tienen distribucién de Poisson. Todas la siguientes

distribuciones sirven para tal propdsito.

Definicién 3.2.2 Una medida de probabilidad p en R es infinitamente divisible si para
cualquier n € N, existe una medida de probabilidad p,, en R tal que p = wyt, donde py

denota la n—ésima convolucion de p, consigo misma.
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CAPITULO 3. PROCESOS DE LEVY 16

Ademds, diremos que un vector aleatorio X con valores en R¢ es infinitamente divisible

si para cualquier n € N:

donde X7, ..., X, son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos.
La relacién entre estas distribuciones y los procesos de Lévy se manifiesta en el siguiente

teorema.
Teorema 3.2.1

(i) Si X = {X(t)} es un proceso de Lévy, entonces Px(; es infinitamente divisible y
Px) = (Pxq))', donde (Px(1))" denota a la tinica distribucion asociada a la funcidn

caracteristica (PX(I))t.

(ii) Reciprocamente, si i es una medida de probabilidad infinitamente divisible en R? en-

tonces, existe un proceso de Lévy X = { Xy} tal que pp = Px(1)-

(iii) Si X = {X;} e Y = {Y;} son procesos de Lévy tales que Px (1) = Py (1), entonces X e

Y tienen las mismas distribuciones finito dimensionales.

Demostracién: Ver (2002) (]

Veamos ahora un resultado central en la teoria de procesos de Lévy conocido como el teorema

de representacién de Lévy-Khintchine.

Teorema 3.2.2

(i) Si p es una medida de probabilidad infinitamente divisible en R, entonces su transformada

de Fourier o funcion caracteristica viene dada por:
1
[(9) = exp (—éﬁTEﬁ +id y + ﬁexp(iﬁ—rx) -1- wTa;lnxugl(:r))l/(d:r)) , (3.1)

donde ¥ es una matriz simétrica d x d no-negativa definida, v € R? y v es una medida en

R? que satisface:

V{0) =0 /||:L’||2/\1)1/(dx)<oo. (3.2)

(ii) La representacion (X,v,v) para fi in es unica.

(iii) Reciprocamente, si ¥ es una matriz simétrica d x d no-negativa definida, v € R y v es
una medida en R que satisface , entonces existe una medida de probabilidad p en R?,
cuya funcion caracteristica es dada por .

Demostracion: Ver (2002) O

Definicién 3.2.3 La tripleta (X,v,v) en el teorema se denomina la tripleta generadora

de p y v es conocida como la medida de Lévy de p.

Los teoremas [3.2.1] y en su conjunto nos permiten identificar plenamente cualquier
proceso de Lévy X = {X;}. De acuerdo a estos resultados X; tiene una distribucién infinita-

mente divisible u!, donde p = Px 1), y reciprocamente, si p es una medida de probabilidad
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CAPITULO 3. PROCESOS DE LEVY 17

infinitamente divisible, entonces existe un proceso de Lévy X = {X;} tal que X; tiene distri-
bucién p!. En tal sentido, nosotros nos referiremos indistintamente a (3, v, v) como la tripleta
generadora de pu o X, cuando p sea la tnica medida de probabilidad infinitamente divisible
asociada a X. Més aun, toda propiedad sobre ;1 sera naturalmente extendida a X si Py (1)
satisface tal propiedad.

Observemos en el teorema de Lévy-Khintchine que si v = 0, entonces p corresponde
a una distribucién normal con media v and matriz de covarianza . El proceso de Lévy
asociado X = {X;} es luego Gaussiano y satisface que X (s+t) — X (s) ~ N(vt,tX),Vs, t > 0.
Estos procesos junto con el trivial {vt} resultan ser los tinicos miembros de la familia de
procesos de Lévy que son c.s. continuos. De otro lado, si ¥ = 0 el proceso de Lévy asociado
a p es comunmente referido como un proceso de saltos puros, aun cuando su dindmica sea
continuamente guiada por el término de drift 4. Como veremos en el siguiente resultado,
todo proceso de Lévy es una combinacion de estos dos tipos de procesos. La parte continua
de todo proceso de Lévy es principalmente guiada por un movimiento Browniano, el cual
es de variaciéon no acotada y tiene variacién cuadratica proporcional al tiempo. De otro
lado, la parte de saltos puros en todo proceso de Lévy se dice que es de actividad finita si
v(R?) < oo, y es de actividad infinita cuando v(R?) = oco. Los procesos de Lévy de saltos
puros y de actividad finita (también conocidos como procesos de Poisson compuestos) saltan
c.s. a lo mas un ndmero finito de veces en cualquier intervalo finito, mientras que los de
actividad infinita lo hacen un ntimero infinito de veces. Méas aun, estos tultimos procesos
pueden ser subdivididos en los de variaciéon acotada y no acotada. Para uno de estos procesos
sea de variacién acotada es necesario y suficiente que f”x” <1 zv(dr) < oo (ver ,
theorem 21.9). Intuitivamente, un proceso de saltos puros de Lévy es de variacién acotada si
sus trayectorias son c.s. de longitud finita sobre cualquier intervalo finito, cosa que no ocurre

con los de variacién no acotada.

Teorema 3.2.3 Sea X = {X} un proceso Lévy. Entonces X admite c.s. la descomposicion
en términos independientes:

Xe=Hy + M,
donde H = {H;} con
Hy=~t+ / TN (., dx)
llzl>1

es un proceso de variacion acotada descrito por un drift mds un proceso de Poisson compuesto

que describe los saltos grandes del proceso X hasta el instante t y M = {M;} con

1
M, = S3B, + 4t +/ 2(Ni(., dz) — tv(dz))
llzll<1
es una martingala descrita como un movimiento Browniano multiplicada por una matriz de
varianza-covarianza mds un proceso de Poisson compuesto compensado que describe a los

saltos pequenos.
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CAPITULO 3. PROCESOS DE LEVY 18

3.3. Procesos de Lévy espectralmente positivos

Detallaremos ahora de manera mas especifica el tipo de procesos de Lévy que utilizaremos

en este trabajo.

Definicién 3.3.1 Se dice que un proceso de Lévy unidimensional X = {X;} con tripleta
generadora (02,7, v) es espectralmente positivo si este no tiene saltos negativos; esto es, X

posee una medida de Lévy tal que v(] — 0o, 0[) = 0.

En adelante denotaremos por £ al conjunto de todos los procesos X = {X;} espectralmente
positivos con F(X7) < 0.

Si X € L4, resultard mas conveniente trabajar con su transformada de Laplace-Stieltjes:
Lx,(0) = E(exp(—0X)) = exp(tp(0))

la cual siempre existe para 8 > 0. Aqui la funcién ¢ dada por:

o0
w(0) = —0 + %0292 + /0 (exp(—0z) — 1 + 0z, <1y (x))v(dz)
es conocida como el exponente de Laplace-Stieltjes del proceso de Lévy X.

Note que en particular en t = 1 de acuerdo a lo anterior se tendra: ¢(6) = log E(exp(—6X1)).
No es dificil ver que ¢(0) = 0 y que ¢ es una funcién convexa. Mds aun por la condicién
E(X;) < 0y el hecho que ¢’ (0) = —E(X}), resulta ser que ¢ es una funcién estrictamente
creciente en [0, co[. En virtud de esto ultimo la funcién inversa v de ¢ estd bien definida en
[0, 00

Definicién 3.3.2 Se dice que un proceso de Lévy unidimensional X = {X;} con tripleta
generadora (02,7,v) es un subordinador si 0> = 0 c.5, 0 < y9 = 7 — flfv|<1 zv(dx) < ooy
V(] = 00,0[) = 0.

Note que si X = {X;} es un subordinador, podriamos invocar el teorema 3.2.3 y caracte-

rizar este proceso mediante

Xy :'ygt+/th(.,d:L‘);

en otras palabras, podemos entender a un subordinador como un proceso que es c.s. creciente
y cuya dindmica se rige tan s6lo por un término de drift estrictamente positivo y por saltos
siempre hacia arriba. El exponente de un subordinador, como caso particular del de un

proceso espectralmente positivo, viene dado entonces por:

o(6) = 06 + /O " (exp(—0) — 1)(da).

Presentaremos ahora un proceso central en nuestro trabajo asociada a todo proceso

X € L. Este es conocido como la martingala de Kella-Witt y viene dada por la propo-

sicién siguiente, cuya demostracién puede encontrarse en (Debicki and Mandjes|, [2015). Para

ello consideremos primero un proceso adaptado cdlg Y = {Y;} de variacién acotada con
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CAPITULO 3. PROCESOS DE LEVY 19

descomposicién:
Y=Y+ ) AY,
0<s<t
donde Y¢ = {Y} es un proceso continuo de variacién acotada con Yy =0y AY; =Y, - Y-
denota a la longitud de un salto en el punto de discontinuidad s del proceso.
Note que en nuestro estudio, el niimero de saltos hasta el instante ¢ en este proceso es finito,

la suma anterior tiene pleno sentido.

Proposicién 3.3.1 Sea X € L con exponente ¢ y sea Y = {Y;} un proceso adaptado a la
filtracion {F}, cadlag de variacion acotada. Si definimos Zy = Zo+ X+ Yy, donde Zy € Fo,

entonces el proceso M = {M;} con
t t
M, = @(9)/ exp(—0Z)ds + exp(—0Zy) — exp(—02Z;) — 9/ exp(—0Z5)dYy
0 0

+ ) exp(—0Z)(1 — exp(fAY;)),0 > 0
0<s<t
es una martingala local con respecto a la filtracion {F;}. Mas ain, si la variacion esperada
de {Y} y el nimero esperado de saltos de {Y;} son finitos sobre cualquier intervalo finito y

{Z:} es un proceso no negativo, entonces M es una martingala.

Demostracién: Ver Kella and Whitt| (1992) O

3.4. Colas con entradas de Lévy

En esta seccién introduciremos un proceso de cola con entrada de Lévy como un analogo
en tiempo continuo de su contraparte discreta. En la version clasica de tiempo discreto una
cola puede ser descrita mediante la conocida férmula de recursién de Lindley. En ella se tiene
un proceso de carga de trabajo Q = {Q@,} con carga inicial Qo = = > 0, que satisface la
ecuaciéon

Qn =max{Qp_1+Yn_1,0},n > 1

donde Y,,_1 es el flujo neto de trabajo al término del periodo n—1; es decir, la carga de trabajo
menos la cantidad de trabajo que potencialmente puede procesarse entre los periodos n — 1

y n. De iterarse esta ecuacion, no es dificil ver que
Qn = méX{Qn—2 +Y, o+ Yn—lvo}an > 2.

Més ain definiéndose X, = >_"" ,Y; y considerdandose la carga inicial de trabajo Qo = x > 0,
se tiene que

=X max{z, max —X;}.
Qn n+ {70§i§n Z}

De esta forma hemos podido escribir el proceso de carga de trabajo como una funcién del
proceso de flujo neto de trabajo acumulado {X,}.
El proceso continuo de cola con entrada de Lévy X € £ lo definiremos como un analogo

de la ultima relacion; en ella caracterizaremos ahora al proceso de carga de trabajo mediante
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Z = {Z;}, el cual se definira por:
Zy = Xt + Lfa

donde Lf = méx{z, Li} y L = supp<gs<; —Xs = — info<s<t Xs. Al tiltimo proceso { L} se le
conoce como un proceso regulador, el cual es naturalmente continuo, creciente y por tanto
de variacién acotada.

Una observacién interesante es que el proceso de carga de trabajo puede también escribirse

como
Zt:CC—f—Xt—FIN/f,

donde IN/f = méx{0, L; — z}. Dada entonces la estructura de este proceso podriamos aplicar

la proposicién 3.3.1 y definir el proceso M = {M;} con

¢ t
M, = @(9)/ exp(—0Z;)ds + exp(—02Zy) — exp(—0Z;) — 9/ exp(—0Z,)dL*®,
0 0

el cual es una martingala. Asi, si asumimos que el proceso Z es un proceso estacionario con

distribucién inicial, lo cual implica que

1
E </ exp(—9Z3)> ds = E(exp(—02))
0
se obtendra tomando esperanzas

0 =E(M) = ¢(0)E (exp(-02)) + E(exp(—02)) — E(exp(-02)) — OE(LY),

0E(LY)
©(0)

y la siguiente formula generalizada de Pollaczek-Khintchine

E(exp(-02)) =

Proposicion 3.4.1 Sea X € L con exponente @, entonces

, _ 09(0)
tli)IgloE(eXp(—QZt)) = W’e >0
Demostracién: Ver Debicki and Mandjes| (2015) O
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Capitulo 4

Modelo

4.1. Formulacién del modelo

Consideremos un modelo de colas G/G/1 : DG/oo/o0, el cual considera que la llegada
es bajo un proceso general, el servicio también se procesa bajo un proceso general, tiene un
solo servidor, la disciplina de atencién es general, fuente de entrada ilimitada y capacidad
infinita. Nosotros consideramos un flujo de entrada de trabajo acumulado permanente, es
decir siempre llegara trabajo al servidor, esta llegada de flujo de trabajo estard bajo un
proceso de Lévy no decreciente y se tendra un proceso de servicio de tasa constante con
interrupciones por fallas y vacancias.

Para cualquier ¢ > 0, sea X el flujo de entrada de trabajo acumulado sobre el intervalo [0, ¢],
es decir es el trabajo que llego hasta el tiempo ¢. Se asume que X = {X;} es un subordinador;

es decir, un proceso de Lévy con exponente
(o9}
6(6) = =20+ [ (e = 1(do),
0

donde 79 > 0y fooo zv(dx) < oco. Este, se asumirdn estdn definidos sobre un espacio filtrado
(Q, F,F,P), donde la filtracién F = {F'} se asumira que satisface las condiciones usuales.
Sea S; una variable aleatoria que denota al procesamiento de trabajo acumulado hasta el
tiempo t. Aqui asumiremos que este proceso de servicio, S = {S;} tiene un flujo constante
y deterministico de tasa r, siempre que el sistema este activo; esto es, S; = rt, Vi > 0.
Asumiendo que el espacio de almacenamiento de trabajo es ilimitado, sea {7,} una sucesién
estrictamente creciente de tiempos de parada con respecto a F en los que falla el servidor.
Cuando el servidor falla; se asume que es reparado inmediatamente y el tiempo requerido para
su reparacion es una variable aleatoria &, > 0 que es F,, —medible para n > 1. De otro lado,
cuando el sistema se encuentra vacio; es decir, cuando el servidor procesa completamente la
carga de trabajo, este toma una vacancia de longitud aleatoria 7, que es F,, —medible para
n > 1, siendo {o,} la sucesién estrictamente creciente de tiempos de parada no negativos
con respecto a I en las que el servidor entra de vacaciones. Las vacaciones contintian hasta
que a su regreso de este, el servidor encuentra el sistema no vacio.

Si W; representa el tiempo de espera virtual en el tiempo ¢; es decir, la representacién en

tiempo de la carga de trabajo en el tiempo ¢ y denotamos por Wy € Fy a la carga inicial de
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trabajo, entonces Wy se define por:

NE VY
Wy =Wo+X;—rt+> &+ m, t>0, (4.1)
=1 =1
donde
NE = sup{n e NT | 1, < t},
NtR n—1
on =Mf{t > 0/Wo+ X, —rt+> &+ > m=0} (n>1)
=1 =1
y

NY =sup{n € N" | g, <t},

donde {N/} y {NY} son procesos de renovacién.

Vale aclarar que Wy no es en si un proceso de carga de trabajo. Sin embargo, si &, representa
la carga total de trabajo que arriba durante el n-ésimo periodo de reparacién y 7, representa
la carga total de trabajo que arriba durante el n-ésimo periodo de vacancia, entonces W; se
podria interpretar como la carga de trabajo en el sistema de periodos activos; es decir, en los
periodos normales de procesamiento fluido (que excluyen a los periodos de reparacién y de
vacancia). Si definimos Y; = X; —rt, Y = {Y;} resulta ser un proceso de Lévy espectralmente
positivo con exponente p(0) = ¢(0)+r60 que representa al flujo de procesamiento de trabajo en
nuestro sistema. Definiendo p = —¢'(0) = E(X;), impondremos en adelante las condiciones
que p < ry E(| Y, |) < oo, ¥t > 0. En otras palabras asumiremos que Y € L. Esta
condicién se toma para que el sistema alcance una distribucién estacionaria y dice bésica y
naturalmente que la tasa de procesamiento del sistema debe de ser mayor a la tasa media

del flujo de llegada de trabajo.
4.2. La distribucion de estado estacionario

En esta seccién caracterizamos la distribucién limite del tiempo de espera virtual Wi,
asumiendo que p < r y suponiendo que W, 2w y t1E(W;) — 0 conforme t — oo, donde

W es una variable aleatoria limite.

Lema 4.2.1 Si E(NJ' + NY) < 0o, Vt >0 y definimos el proceso M = {M,} como:

¢ N{t N
M, = go(@)/ e MWads4 e o _ =W —Z (e‘g(Wﬂc —&k) e‘eWﬂc) —Z(l —e %), (4.2)
0 k=1 k=1

Entonces M es una martingala.

R \4
Demostracién: Sea H; = vaztl &+ vaztl n;. Dado que Wy, = Wy + Y, + H, y H = {H;} es
un proceso adaptado con respecto a IF de saltos puros de variacién acotada, el lema se sigue

directamente de la proposicién 3.3.1. U

Lema 4.2.2 Sea T una variable aleatoria con esperanza finita que toma como valores posibles

a los enteros no negativos. Si {(,} es una secuencia de variables aleatorias i.i.d. de esperanza
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finita y en donde cada G, es independiente de 1>y, entonces

T
E() ¢a) = E(C)E(T) (4.3)
n=1

Demostracion: Puesto que ¢, es independiente de 1(7>,), el teorema de convergencia acotada

garantiza que

T oo [e%¢)

[e.e]

E(Y6) = E(Y Glpreny) = 3 E(GE(Lirsny) = E(G) SO B(T > n) = E(G)E(T)
n=1 n=1 n=1 n=1

(]

Con la ayuda de los lemas anteriores, podemos obtener la siguiente distribucién limite del

tiempo de espera virtual.

Teorema 4.2.1 Sean {&,} y {n.} dos secuencias i.i.d. de variables aleatorias con espe-

P o _ o €_ ,
lr, & )\Rl ynlo, = /\Vl7 conforme n — 00, siendo

ranzas finitas. Supongamos que n~
0< )\El <ooyl< )\‘71 < 00. Supongamos que Wy Bw y tT'E(W;) — 0 conforme t — oo,
donde W es una variable aleatoria limite. Ademds supongamos que {Wr, } y {W;, — &} son
procesos estacionarios y ergodicos tales que (W, — &, Wr,) 2 (W=, W), siendo W~ y W+
dos apropiadas variables aleatorias. Si &, es independiente de 1{N1R2n} Yy N, es independiente
de l{vazn},donde las variables aleatorias N y N tienen esperanza finita para cualquier

t > 0, entonces para cualquier 6 > 0,

o B0y — (gt _ 02 (0) | E(e™T) —E(e 7). 1-E(e™m)
A BT =R =0 P 0E(&1) =P —Ea
(4.4)
donde:

. denota convergencia en probabilidad,

D . o I o 4
— denota convergencia en distribucion,
ARE(&1) AvE(m)

P=T0) T )

Demostracién: Dividiendo W; por ¢ en (4.1) y tomando esperanza, se tiene por ser Y un

proceso de Lévy que:

N NY
tIE(Wy) =t E(Wo) + t ' E(Y) +t B &)+t B mi)
=1 =1
NE NY

=t 'E(Wo) + E(V1) +t "B &)+t EQ _m)

i=1 i=1
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De la condicién ¢t ~!E(W;) — 0 cuando ¢ — oo obtendremos en el limite que

N{ NY
. , -1 ) , —1 '
O—E(Y1)+tli>r£10t E Elﬁz —i—tlgglot E Elm
1= 1=

Sustituyendo —E(Y7) = ¢’(0), se tiene entonces que

t—o00

TN — T =1 , S| ,
©'(0)=lim t'E Z{Z +tll>nolot E Zm

lon LS )\‘71, cuando n — oo siendo 0 < )\El < 00y

Desde que n~'7, A )\]}1 y n”
0 < A\ < ooy dado que {&,} vy {n.} son secuencias i.i.d. de variables aleatorias con
esperanzas finitas, se tiene por la ley débil de los grandes nimeros que n~'>" . ¢ LS E(&)
yn P LS E(n1). Por tanto,usando el Teorema 3 de |G1ynn and Whitt (11988I) se tiene
que

1/ =NE | P —1 Ny R
t7 (32,2 &) — ARE(&1) conforme t — ooy t7 (D, i) = AvE(m) conforme t — oo.
R

Mas atn, como para t suficientemente grande se cumple que % < Zf\z &y E(ZZ\E’ &) =
E(N/)E(£) < oo usando el teorema de Convergencia Dominada, ver el corolario 6.3.2 de
, se tiene
t_lE(ZZN:tl &) <3 AgE(&1) conforme t — oo y t_lE(Zf\g ni) <3 A\yE(n;) conforme ¢t — oo.
Luego, se tiene que
¢'(0) = ARE(&1) + AvE(m)
o equivalentemente
L = 2rE(&) | AvE(m)
¢'(0) ' (0)

AvE(m)
©’'(0) -

Definamos entonces p = %((05)1). Note que 1 —p =

Consideremos ahora el lema [£.2.7] y tomemos la esperanza a M;

0 =B(1) = o0 ([ s ) + B0 - B

N Ny
-E Z [6*9(er —&k) _ 679Wn€] —E Z(l — e %)
k=1 k=1

Usando el lema dividiendo la expresién sobre ¢t y usando el teorema de Tonelli

t —0Wy —OW,
0= 20 ['gioomygy B B
tJ ¢ ¢
R |4
_EN) g [efe(wfk e efewfk] _ BN gy _ emomy
¢ ¢

Desde que {W;, } y {W,, — &} son procesos estacionarios y ergédicos, tales que (W, —

&k, Way) LA (W=, WT);conforme 1, — +00 y ]E(%ﬁ)%E(NlR) y E(%tv)—ﬂE(NlV) conforme
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t — oo al ser {N/'} y {N}'} procesos de renovacion, se tiene tomando limites cuando ¢ — oo

y T — 00 que

t
0= lim “0(:)) / E(e ""+)ds — E(N{")E (e—HW’ — 6_9W+) — E(NY)E(1 — ).
0

t—o0

=

Mas aun, haciendo u = %

en la primera integral se tiene

) [ o) [*
lim 20 / E(e %"*)ds = lim SO(t) / E(e ") du
0 0

t—o00 t—o00

1 1
— o(0) / Jim E(e™"™)du = o(9) / E(e™™ )du = p(6)E(e™"")

consecuentemente

0= p(O)E(e™") —E(Nf) [Ble™) ~ E(e™"")] — BNV E(1 - ™) (%)

TNR ¢ TNE11 NE4+1 R
Puesto que 7 <t Z —L < £ L N, oo cuando t — oo or
q NtR — < NtR-i-]J NtR = NtR < NtR-‘rl NtR 9 t < . y p
T _ Py — q P NE P
hipétesis n= 17, = A 1. Se tiene que -t — <conforme ¢ — oo or tanto =~ — Ag lo
p R que wr n yp 1
t

. . NAER , . . o -
mismo ocurre con NY; es decir, = — Ay. Asi por la unicidad del limite en probabilidad

debe de cumplirse que
E(N{) = Ar y E(NY) = Ay
Reemplazando luego en (*) se tiene

PO)E(e™) = Ag [E(e™7) —B(e™)] + ME(1 - e0m)

y usando A\p = II’E“D(,(O) — 1=0)¢'(0)

&) YAV = Ty o

PR ) = pe'(0) [E(e_ewi) - E(e_0W+)] + gﬂwﬂﬂ(l — e 0m)

E(&1) E(n)
Asi,
, —OW\ 6_0W - GSOI(O) E(efawi) — E(579W+) B 1— E(efem)
Jim E(e™") = E( ) = 2(0) PE(E) +(1—p) TE G
_ AgE(&) _ AvE(m)
dondep—Wyl—p—W. O

Usando las mismas condiciones del teorema se formula el siguiente corolario.

Corolario 4.2.1 La media y la varianza de la distribucion limite del tiempo de espera virtual
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vienen dados por

" " 3 2 2
- (- L [ (]

B0 ROV _ (v —E<<W>2>>2] ,

3E(&1) 2E(&)

AE(&) . AvE(m)

20 VTP T o)

Demostracién: Consideremos la transformada de Laplace-Stieltjes de la distribucién estacio-

donde p =

naria W, la cual denotaremos por g() = ga(0) + gr(f), siendo

0 (0)p (v—_(0) —v+(0)
940) = Egy) ( 20) )

_P(0)(1—p) [1—p(0)
956) = Em) ( 20) )

Y_(0) = E(e®™ ), v (0) = E(e ") y 4(0) = E(e~). Estas ultimas, son las transforma-
das de Laplace-Stieltjes de W=, W™ y n;, respectivamente. Puesto que el valor esperado de
esta distribucién se puede obtener mediante E(W) = —1img ¢’(f) analizemos la derivadas

correspondientes con respecto a 6. En primer lugar

5O [ (B-0) = $10) 9(6) - (W-(6) - $+(8) ¥ (6)
ga(0) = POE

tiene forma indeterminada % en el limite, la que podriamos levantar aplicando la regla de

L"Hospital. En efecto una aplicacién doble de esta regla nos conduce a

$"(0)  E((WH)?2) - E(W-)?)
L 2E (&)

lim ¢4 (6) = —
Glg)lgA(H) Po(0)

Similarmente, para gp(f) se tiene que

tiene también forma indeterminada %. Una doble aplicacién de la regla de L "Hospital nos

oy _ 90”(0)

conduce a
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Asi

" 2\ _ —\2
¢"(0) *pE((Wﬂz?E(ng)((W )%)

E(W) = —1limg () =

010 2¢/(0) +1-p)

De otro lado para la varianza de W, sabemos que E(W?) = limg,o ¢”(0)

Las segundas derivadas de g4 y gp vienen dadas por

SO [(w”w) —L0)) ¢(0)°]

E(&1) p(0)*

¥ (0)p [(¢(9) — 9+(0) 0(0)*¢"(6) — 2 (- (6) — ¥+ (9)) 90(9)90’(9)2]

E(&1) p(0)*
y
4(0) = PO —p) [ (B)e()* + (1 — () 9(6)*"(6)
2 E(m) p(0)*

Una triple aplicacién de la regla de L "Hospital nos conduce a obtener E(W?) = limgo g” (6).
Luego como V(W) = E(W?2) — (E(W))?2, se tiene que

©"(0) 9 €0 . Em)’  Em)®,
) = Gy~ s TP |58 (2E(n1))]
EW*) —E(W-)*  EWH? - EW)
+p ) )2]'

O
Estaremos ahora interesados en obtener los tiempos medios de los periodos ocupados de

nuestro sistema en el estado estacionario, para lo cual el siguiente lema serd de gran ayuda.

R
Lema 4.2.3 Sea T, = inf{t > 0|Y; + Y 0t, & + 2", Bi = 0} , n > 1, donde {B;,i > 1}
es una secuencia de variables aleatorias i.i.d. positivas con esperanza finita. S10 < p < 1,

entonces

nIE(Bl)
(1=p)¢'(0)

Demostracion: Sea 7% = inf{t > 0|Y; + Zk 1 &k +nb =0}, donde b > 0y n > 1. Dado que
Y € £, {T?,n > 1} es un camino aleatorio en el que c.p. O < TP < TP, . Asf tenemos

RE(TY) = nE(T?). Desde E(Y;) <0y 0 < p < 1, E(Y; + Zk:l &) = —(1 — p)¢'(0)t. Por el

E<Tn) -
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teorema 8.4.4 de |Chung m , tenemos E(T?) < co. Desde el teorema 36.3, la ley fuerte de
los grandes nimeros, segunM se tlene E(|Y;]) < oo, t71Y; ¥ E(Y1) cuando t — oo.

Teniendo en cuenta el echo que Yr7» + Zk 1 fk = —nb, tenemos

E(Ty) = nE(TY)

quf'k
(Ve + Y &) = E(V) + E(NPE(E) = —(1 — p)¢/(0)
k=1
qufg N;‘g
b=n | Y+ Y G | =0 T T Y+ T &
k=1 k=1

Sin — oo, entonces T2 — oo. Como E(Y]) < oo la ley fuerte de los grandes niimeros para
proceso de Lévy, teorema 36.5 de (2002), garantiza que % % E(Y1) y como vimos en

el teorema, (4.2.1]
Nf

t‘lE(Z &) = ARE(¢1) = py'(0)

=1

Asi en el limite se cumple con probabilidad 1 que

—b=E(T?)(E(Y1) 4 p¢' (0))

de donde b
by _
R o)
Y b
E(Ty) = nE(T}) = B(Ty) = 7— o

Por las condiciones dadas se tiene entonces que:

E(Ty) = (T ) =E ( e [ZB> ( Z_lp;j(())) ’

de donde

O

Teorema 4.2.2 Sea T = inf{t > 0|W; = 0} , donde Wy estd distribuido de acuerdo a la
distribucion estacionaria. Entonces la duracion media de los periodos ocupados viene dada

por:
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Demostracion: Basta observar que

N{?
T =0y =f{t>0/Wo+Y+» & =0}
=1
Nt
=if{t>0/Yi+> &+Wo=0} =T,
=1

luego si identificamos By con = Wy, para n = 1 en el lema (4.2.3)) se tiene que

_ EWp) E(W)
B = 0000 ~ G- pe0

O
Note que para el modelo M/G/1 con interrupciones por fallas del servidor y multiples va-
cancias, si B; se distribuye como el tiempo de servicio, entonces T}, es el periodo ocupado de
orden n que se define como el periodo de tiempo que comienza cuando la vacancia termina

y existen n clientes en el sistema y termina cuando el sistema se vacia.
4.3. La distribucion transitoria

El enfoque se centrard ahora en el andlisis de la distribucién transitoria del tiempo de
espera virtual para un tiempo aleatorio en distribucion exponencial cuando la carga inicial
de trabajo del sistema sea z > 0. Con ello estaremos en capacidad de caracterizar luego la
correlacién del tiempo de espera virtual.

Dada la asuncién sobre la distribucion del tiempo en que transitara la cadena es exponencial
serd posible aqui obtener una formulacién cerrada para su transformada de Laplace. Ella

viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1 Sea T ~ exp(7y) una variable aleatoria independiente de Y 1, y oy, ¥n > 1.

Dados 0 > 0 y x > 0, la transformada de Laplace-Stieltjes de W viene dada por

E,(e=™Wr) = ﬁ (E(N;?) [E(e—ﬁw‘) —E(e~™")| - B(VF)E(1 - e70m) — e70)
(4.5)

donde denotamos por E;(g(Wr)) a la esperanza de la variable aleatoria g(Wr) cuando el

proceso W empieza con Wy = x.

Demostracién: Por el lema tenemos la ecuacién

T
0= Ez(MT) = @(Q)E:r (/ 6—0W3d5> + e 07 _ Ez(e—GWT)
0

Nf NY
_E Z [E—G(er—ﬁk) _ e—GWTk] ) Z(l — e~ 0m)
k=1 k=1
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Consideremos ahora

T ) t
E, </ 60W3d8> = / </ (eeWs)ds) ye tdt
0 0 0
t o0
—— < / Em(eHWS) ds) 5 + / e, () at
0 0

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la integracion por partes, haciendo
u = fot(e_QWS)ds de donde du = (e=%"t)dt,
dv = ve 'dt de donde v = —e ¢,

Puesto que el primer termino se anula. Se tiene entonces

1
~y

reemplazando en la ecuacién

0 =E(Mr) = @Em(e—ewﬂ + 7% _E (e7T)

Nf NY.
_E(Z [e—e(er*Ek) _ e—HWT,c}) ) Z(l _ 679%)
k=1 k=1
Usando el lema [1.2.2] se tiene
0= 9029) Ep(e™"T) e~ By (=) ~E(NF) [E(e™ ) — E(e™™ )| ~E(NFE(1—e"m)

y despejando se tiene

E,(e”7) = ﬁ;{ﬁwﬁ) []E(e—ew*) . E(e‘9W+)] _E(NY)E(1 — =) — b}

O
A continuacion se obtiene explicitamente la transformada de Laplace correspondiente a

la correlacion del proceso de tiempo de espera virtual

Cov(Wy, W)
V(Wo). V(W)

c(t) =

En este caso asumimos que el sistema se encuentra en estado estacionario en el tiempo 0,
por lo que w = E(Wy) = E(W,;) y v = V(Wy) = V(W) vienen dados por el corolario

entonces se tiene que

ot) = E(WoW;) — (E(Wo))?  E(WoW;) — w?
- V(W) = .

Teorema 4.3.2 Si 6 > 0,
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> ot L ow o, 1
/0 c(t)eedt—é-l-w@(o)(l—m)

Demostracién: Sea T' una variable aleatoria exponencialmente distribuida con parametro
De la ecuacién se tiene que

d
E, = ——E, (e
(Wr) = ——5Ea(e™7)
Sean:p_(6) = E(e~""),¢01.(6) = E(e™™7") y 9(0) = E(e~
Laplace-Stieltjes de W—, W+

lo=0

m) las transformadas de
vy 1M1, respectivamente. Luego se tiene

Ex<e-9WT>=ﬁ{E<Nﬁ>w (0) — 94 (0)] = E(NE)(1 — (6)) — %)

derivando y evaluando

o =y (B [06) ~ v, (0)] + ENF)Y/(9) + 7)) lo=o

@ EOF [0-(0) — (0] = END)(1 = 9(6)) ~ ) &/ B)lo=o

donde, ¢’ (0) = E(W ™),/ (0) = E(W™) y ¢'(0) =

(771) entonces se tiene

= (E(VF) [B(W) — E(W)] ~ E(NF)E(m) + ) - *0/50) — () +o- 2O

Eo(Wr) = ¢/(0)(1 = )+ (4.6)

Se tiene:

E(WoW;) = E(EWoWi[Wo)) = E(WoE(W|Wo)) = /0 " B (W) dP(Wy < )

Reemplazando se tiene que

00 1 00 1 00 o) 2
/ c(t)e dt = / [E(WoW;) — w?e % dt = / / sE(Wy)e  dP(Wy < x)dt — d
0 v Jo 0o Jo

(Y

0
(4.7)

Sustituyendo [4.6] en [£.7] se obtiene que
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w? 1, 1 1
o5 0¥ O~ DEW0) + GE(WE)

Sustituyendo v = ¢(0),E(Wy) = w y E(WZ) = v + w? se tiene

1w , 1
254‘@@(0)(1—@)

4.4. Descomposicion estocastica

En esta seccion, se identifican algunas de las propiedades de la descomposicién estocédstica
del tiempo de espera virtual para el sistema de cola fluida que se estd estudiando. Propie-
dades de descomposicién estocdstica se han estudiado en muchos modelos de vacancias. La
propiedad de descomposicion estocastica clasica muestra que el tamaio del sistema estacio-
nario en un punto arbitrario puede ser representado como la suma de dos variable aleatorias
independientes, una de las cuales es el tamano del sistema del correspondiente sistema de
colas estandar sin vacancias o fallas en el servidor y la otra variable depende de las vacancias
o fallas en casos especificos. En particular, en nuestro sistemas de cola fluida, tenemos los

siguientes resultados de descomposicion.

Lema 4.4.1 Ezisten dos variables aleatorias U y V tales que sus transformadas de Laplace-

Stieltjes en 0 vienen dadas por:

E(e ") —E(e"")

—0UN __
E(e %) = OB , (4.8)
! 1 —E(e=m)
_ov . = e 1
B e o A o) (4.9)

Demostracién: Puesto que {W,, } B w+ y {Wr, — &} B w- y Wy, — (Wr, — &) = §1>0
entonces se tiene que W > W~ c.s.
El lado derecho de la ecuacion es la transformada de Laplace-Stieltjes de la funcién

+ 4 —
P(W* >z) —P(W >x)>0’

fle) = E(&) -

la cual es una funcién de densidad de probabilidad, desde que

= =1.

> _ > IP’(W+ >z)—-P(W™ >x) . E(W+) —E(W™) E(&)
/o flw)de = /o E(6) S ) E(&)

Asi la transformada de Laplace-Stieltjes de una variable aleatoria U que tenga esta den-

sidad viene dada por:

[~ efexP(W—F >z)—-P(W™ >2) .
Fo)= | ) ‘
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dx

_ /Oo e,ng(l{be}) —E(1gy->qy)
0 E(&)

w+t 6—03} w— e—Gx
=F (/o e R, w‘“)
1— e W* 1—e W™ E(e=7) - E(6_0W+)
_E< OE(&1) ) _E< OE(&1) ) B OE(&1) ’

De otro lado, el lado derecho de la ecuacién (4.9)) es la transformada de Laplace-Stieltjes
de la funcién

P(n > x)
E(m)

la cual es también una funcién de densidad de probabilidad, puesto que

g(x) = >0,

L _ [FPm>2),  E(m) _
/o gle)dw _/0 Eon) T Em)

Asi la transformada de Laplace-Stieltjes de una variable aleatoria V' con densidad g viene

dada por:

_ [T P >2)
C6) = /0 E(n1) !

© Bl
:/ -t ELm>a})
0

E(m)
B 4 ﬂ "= E(1—e®m) 1—E(e™)
-y </0 E(m)d ) ~ 6E(m)  OE(m)

O
Aplicando el lema[£.4.1], podemos obtener el siguiente teorema para caracterizar la propiedad

de la descomposicion estocastica,

Teorema 4.4.1 Bajo las condiciones del teorema[{.2.1] , la distribucién de W es la convo-
lucion de dos distribuciones una de las cuales es la distribucion de R y la otra es una mezcla

de la distribucion de U con probabilidad p y la distribucion de V' con probabilidad 1 — p.

Demostracion: Se tiene que
/

_ 6 (0)
E(e %) = ,
ST
Usando fr = pf+ (1 —p)g vy las funciones f y g son las densidades de las variables aleatorias
Uy V del lema [4.4.1] entonces se tiene

E(e~"") = pE(e™") + (1 - p)E(e~"),
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Usando lo anterior en la ecuacién 4] del teorema [£.2.1] se tiene

Ble?) = E(e 0 T) = 5(eME(eT) = 2200 [0y 1 (1 - ()],

donde W = R x T, denota la convolucién de Ry T’
O

Ademsds bajo ciertas condiciones, tenemos otro resultado de descomposicién estocéstica.
Lema 4.4.2 Bajo las condiciones del teorema[4.2.1], si las variables aleatorias &,,n > 1 son
%4

. . N.
independientes de Wo,Yr, y > .7 n;, entonces tenemos

E(e™") E(e™™") + (1 -p)

09/ (0) [ 1—E(e%) 1— E(e‘em)]
ORI 6E (1)

Demostracién: Partiendo del echo que &, es independiente de W, — & y

k—1 g
We —Ge=Wo+Yr, +> &+ m,
i=1 1

se tiene que

E(e="MWn=8)) — B(e=Wn) _ E[(eWn8))(1 — B(e=%))]

0E(&1) OE(&1)
_1 E(e—e(W.rl —51)) (1 — E(e_%l)) _ E@—GW*) (1 — E(e_%l))
OE(&1) OE(&1)
O
Desde el lema , obtenemos el siguiente teorema, que proporciona otra descomposicién

estocastica.

Teorema 4.4.2 Si los supuestos del lema[{.{.1] son satisfechos, entonces la distribucion de

U es la convolucion de la distribucion de W~ y la distribucion estacionaria de vida residual
de 51.

Demostracion: Se tiene que

E(e™) —E(e=™") (1 —E(e /MWW

B(e™™) = OE(&1) =E(e) OE(&1)
ey (1= E(e7%))
=) Ry
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Capitulo 5
Simulaciéon

En este capitulo hacemos un estudio de simulacién particularizando nuestro modelo al
caso que se ilustra a continuacién.Para simular la dinamica de nuestro modelo y corroborar
los resultados tedricos obtenidos en el capitulo anterior, consideremos como el proceso del
tiempo de espera virtual en el tiempo ¢; es decir, la representacién en tiempo de la carga de

trabajo en el tiempo ¢ a:

Nt Ny

We=Wo+Xe—rt+> &+ m, t>0, (5.1)
=1 =1

donde Wy es una carga inicial de trabajo,

NtR = sup{n € N | 1, <},

NtR n—1
on =Mf{t > 0/Wo+ X, —rt+> &+ > m=0} (n>1)

i=1 =1

NY =sup{n € N" | o, < t}.

Aqui utilizaremos como subordinador a un proceso de Lévy Gamma X, con parametros a
y b ; es decir, a un proceso {X;} donde las variables aleatorias X; tienen una distribucién
gamma de pardmetros at y b,es decir X; ~ I'(at,b)

De otro lado nuestros procesos de renovacién { N} y {NY} seran de Poisson con tasas Ag
para las fallas y Ay para las vacancias; esto es N/t ~ P(Agt) y NV ~ P(\yt)

Definimos el proceso de Lévy espectralmente positivo {Y;} con Y; = X; — rt, seleccionaremos
la tasa de servicio r adecuadamente para satisfacer las condiciones del modelo.

Finalmente consideremos que los tiempos de servicio y vacancia &; y 7; siguen ambos una
distribucién exponencial de pardmetros 1/« y 1/ respectivamente; es decir & ~ exp(1/a) y
n; ~ exp(1l/B); siendo « el tiempo medio de servicio que tomaria la reparacién de la falla y

B el tiempo medio que se toma la vacancia.

5.1. Algoritmo para la simulaciéon

En nuestra simulacion usaremos el siguiente algoritmo:

1. Elegiremos un intervalo [0,7] y un valor de N para establecer una particién de tal forma
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que tengamos los puntos: 0 =ty < t; < ... <ty =T, donde t;y; —t; =h=T/N

2. Generamos los tiempos de fallas de acuerdo al proceso {N/* con los correspondientes
tiempos de reparacién &; y los tiempos de vacancias de acuerdo al proceso {Ntv con los co-
rrespondientes tiempos de vacancia 7;

3. Fijando Wy generamos Wy = Wy + X, —rh + ZZ]\E &+ Zg 7n;, donde r es un valor fijo.
4. Finalmente para ¢ = 2 hasta N hallamos W; = W;_1 + X}, —rh + Ef\z &+ vaz}‘{ ni;

si W; > 0 hacemos W; = W;_1, caso contrario hacemos W; = W;_1 + X}, + vaz"‘; n;

La siguientes figuras muestran el histograma y el grafico de los tiempos de carga de tra-
bajo para una simulacién usando a = 3,b = 1,Wy = 0,28,r = 10, \p = 18, Ay = 26,1/a =
0,1,1/6=0,2,T7 =1, N = 50,100, 500, 1000, 2000, 5000, 10000.

Las tablas adjuntas después de cada grafico muestran los valores de media y varianza pro-

medios obtenidos después de 100 simulaciones.

30

20

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

0.5}

/.\\/M\f\/\ e L e
0.1 0.2 03 0.4 05 D6 0.7 0.8 09

Figura 5.1: Histograma y simulacién de tiempos de carga para N=50.

Media | Varianza
0.3022 | 0.2667

Tabla 5.1: Media y varianza para N=50.
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B0

60

40

20

157

B % s, L1

t] 0.1 02 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 09 1

Figura 5.2: Histograma y simulacién de tiempos de carga para N=100.

Media | Varianza
0.2810 | 0.2677

Tabla 5.2: Media y varianza para N=100.

300

200

100

157

1t

ol F\ ﬁ\\ [\
I [\ " PN S 8 il H\ [ n . n
01 02 0.3 04 0.5 06

0
t] 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.3: Histograma y simulacién de tiempos de carga para N=500.

Media | Varianza
0.2860 | 0.2827

Tabla 5.3: Media y varianza para N=>500.
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800

400

200

0 L n n f\.f‘\. .PIJ\» h P\.J\f\.f\'\
05 0. 9 1

t] 0.1 02 0.3 04 6 0.7 0.8 0.

Figura 5.4: Histograma y simulacién de tiempos de carga para N=1000.

Media | Varianza
0.3260 | 0.3218

Tabla 5.4: Media y varianza para N=1000.

1000
500
]
o 05 1 15
15
1t
05 1
0 .n“[\ l\l\]\\ J\ I\F\. . A ..RJ\J.\I\:\
o 01 02 03 0.4 05 06 0.7 0.8 09 1

Figura 5.5: Histograma y simulacién de tiempos de carga para N=2000.

Media | Varianza
0.3014 | 0.2743

Tabla 5.5: Media y varianza para N=2000.
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3000

2000
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0 0.1 02 03 0.4 05 06 0.7 0.8 09 1

Figura 5.6: Histograma y simulacién de tiempos de carga para N=>5000.

Media | Varianza
0.2739 | 0.2412

Tabla 5.6: Media y varianza para N=5000.

6000

4000

2000

15 : : . : : : T :
1t _
N JF\\wf\\P\\P\\\ [\\\\\\\\ [\\wﬂ\ |
a [ i F[\M b (- \ N‘J\
o 01 02 03 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.7: Histograma y simulacién de tiempos de carga para N=10000.

Media | Varianza
0.2894 | 0.2508

Tabla 5.7: Media y varianza para N=10000.
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5.2. Caracterizacion

Como indicamos en la seccién 5.1, utilizaremos como subordinador a un proceso Lévy
Gamma, X; ~ I'(at,b). La transformada de Laplace-Stieltjes de este proceso {X;} se carac-

teriza por:

E(efoxt) — L ot _ eft(aLn(#))
b+46

de donde,el proceso espectralmente positivo Y = {X; — rt}, entonces se caracteriza por el

exponente

0(0) = o(0) + 10 =aln(——:) +r0,

b
b+6
siendo ¢(0) = aLn(bJrL@) yp=—¢(0)= g
Puesto que los procesos {W,, } v {W,, — &k} son procesos estacionarios y ergédicos que con-
vergen espectralmente a W+ y W™, se tiene que

w- 2w, + Xy —rny Wt 2w-+ &1, por tanto:
E(e—QW_) — E(e—Q(XTl —rn))

E(6_0W+) _ E(e_e(w—+51)> _ E(eft‘)(X-rl —rTl)>E(e~9§1)

Puesto que 71 ~ E;ij()\R), se tiene que; ]E(e—e(—rﬁ)) =N /\};\fﬂg‘

De otro lado,

E(e—ele) il /OO E(e_QXTl)/\Re—Atht B, )\R /OO e—t(aLn(#))e—Atht
0 0

— \g /oo e~ taLn(55)+AR) gy — AR AR
0 )\R—i—aLn(%) )\R—aLn(b_HQ)

De manera similar,como & ~ Exp(1/a), se tiene que; E(e™%1) = %.

Rf(r0+aLn(b+L9))
Resumiendo todos estos calculos, obtenemos finalmente que:

—OWN o/ —OWT AR 0
Ble™™ ) —Ble ) = ()\R—(ré’—i—aLn(be))) (1/a+9>

Reemplazando lo anterior y el hecho de que E(e=%") = 1/%&0 pues 1 ~ Exp(1/8), en la

Asi, E(e ?Xn—rm)) = (}\ AR ) .

ecuacion:

E(e—0") — 0’ (0) [pE(e—W‘) —E(e"7) 1—E<6‘9m>] ,(5.2)
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ARE(E) o AvE(m)

donde p = yl—p=—7F"3-
¢'(0) ¢©'(0)

Se tiene la siguiente caracterizacion

O(r—%)

aLn(b_i_Le) + 70

)

E(G—GW) _

P (AR " iim(@») <1 —1—1a9> =P <1 +1ﬁ9>

mediante diferenciacién, podemos facilmente obtener la media de esta distribucién como:
a/b?

EW)=——=—

(W) 2(r —a/b)

diferenciando nuevamente se tiene E(WW?2) y este resultado se usa para obtener la varianza,

usando la ecuacion V(W) = E(W?2) — (E(W))2. La varianza obtenida de esta distribucién es:

+ (1 =p)(B—a),

a®/b* 2a,/b3
4(r —a/b)®2  3(r —a/b)

+(1-p)pB*+p /047 3(ge o/b) +a?

V(W) =
( ) )\R )\RZ
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Capitulo 6

Conclusiones

El modelo de colas M/M/1 : DG/K /oo, es un modelo tradicional, se basa en las tasas
de llegadas y de servicios constantes; este modelo tiene una fuente de entrada ilimitada y
la capacidad del sistema limitado. Los casos reales estas tasas son variables y dependen de
factores, como: el horario, la carga del servidor, la eficiencia del sistema, el comportamiento
de los clientes, las interrupciones del servidor. El modelo se basa en muchos supuestos para
que sea valido, no tendria el alcance necesario y la certidumbre apropiada si se usaran estos

factores reales.

El modelo de tiempo de carga de trabajo virtual Wy, considera las llegadas de carga de
trabajo fluido bajo un proceso de Lévy X = {X4}, esta llegada de trabajo es considerada
a régimen continuo pero aleatorio, se puede considerar mas real que los modelos de colas
tradicionales. La tnica condicién para que se alcance el estado estable, es que la tasa de
servicio sea mayor al promedio de la tasa de llegadas, es decir, que se pueda procesar los

trabajos de manera mas rapida que los trabajos que llegan

Se deben usar procesos de renovacién para las interrupciones por fallas y vacancias del

servidor, estos procesos en muchos sistemas reales se ajustan a los servicios de mantenimiento.

El modelo se puede usar para estudiar la carga de trabajo de cualquier sistema de colas,
puesto que se basa en la carga del servidor, esto hace que la asignacién de carga sea relativa
al rendimiento del servidor independientemente del sistema de colas, por ejemplo, si se tiene
dos estaciones en paralelo que realizan el mismo servicio, pero las tasas de fallas son diferen-

tes, esto generard tiempos de carga diferentes para cada estacion.

Los servidores se toman en forma independiente, es decir, cada servidor tiene su carga de
trabajo por periodo de acuerdo al rendimiento histérico. La condicién para que el modelo se
ajuste a la realidad, es que el trabajo llegue continuamente a los servidores en forma inde-

pendiente durante el periodo o jornada laboral.

Los tiempos de fallas y vacancias estan relacionados a los tiempos de ocupacion previos
del servidor, esto quiere decir, que si el servidor trabajo en forma ininterrumpida por un

largo periodo, entonces las vacancias y fallas son inminentes y prolongadas.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES 43

El modelo se puede emplear en un sistema de produccién o en un sistema de servicios; en

ambos casos es el servidor con sus fallas y vacancias lo que se analizan.

La simulacién usa un proceso de Lévy-Gamma para las llegadas de la carga de trabajo
y usando los pardametros adecuados, se calculan la media y varianza, estos valores simulados
para diferentes escenarios no difieren a los valores obtenidos por la caracterizacién del mo-

delo con los mismos parametros, es decir los valores simulados se ajustan a los valores tedricos.

Una forma diferente de estudiar el servidor con fallas y vacancias es cuando la carga
de trabajo no llega en forma fluida; en este caso las condiciones cambian y se tendria que

estudiar un nuevo modelo.
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Apéndice A
Transformada de Laplace-Stieltjes

Definicién A.0.1 Sea X una variable aleatoria no negativa con funcon de distribucion F(.).

La transformada de Laplace-Stieltjes de X es al funcion definida por:

H(9) = E(e™ %) = /O ] e "'dF(t),0 >0

Cuando la variable aleatoria X tiene una funcién de densidad f(.), entonces la transformada

se simplifica a:

H(0) = E(e7 %) = /Ooo e Pt f(t)dt,0 > 0.

Note que |H(0)| < 1 para todo # > 0. Ademés

H(0) = 1,H'(0) = —E(X),H®)(0) = (-1)*E(X").

Para la transformacién de la suma Z = X + Y de dos variables independientes X e Y, se

tiene que

E(efHZ) i E(efO(XnLY)) _ E(efeXﬂE(efHY)
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Apéndice B
Cédigo

Se uso el siguiente cédigo de MATLAB.

Cédigo de Simulacién de un periodo T'
p = [3,1,10,18,0.1,0.2]
a=p(1);
b=p(2);
r = p(3);
lambR=p(4);
lambV=26;
alfa=p(5);
beta=p(6);
Wo =0.280;
pe=lambR*alfa/(r-a/b);
T=1;
N=1000;
h=T/N;
W=0:h:T;
S=0:h:T;
tt = W;
W(1)=Wo;
X=gamrnd(a*h,1/b,1,N);
NR=poissrnd(lambR*h,1,N);
for i=2:N
W(i)=W(i-1)+ X(i)-r*h 4+ sum(exprnd(alfa,1,NR(i)));
while W(i);0
NV=poissrnd(lambV*h);
W (i)=sum(exprnd(alfa,1,NV));
end
end
V=[mean(W) var(W); m v|
subplot(2,1,1);
hist(W,20)
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subplot(2,1,2);
plot(tt,W)

Cédigo para obtener 100 Simulaciones de un periodo T

clear all;
numsim = 100;
me(1) = 0;
va(l) = 0;
for j=1:numsim
Simula;
me(j) = mean(W);
va(j) = var(W);
end
me(2:end)

va(2:end)
mean(me) mean(va)
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