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RESUMEN

La presente investigacion aborda la parabola como lugar geométrico en una formacion
continua de profesores de matematicas por medio de una secuencia de actividades con
el uso del Geogebra y que toma la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
como base tedrica. Por ello, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion:
¢Como profesores de matematica movilizan la nocion de parabola como lugar
geomeétrico cuando coordinan diferentes registros de representacion semiotica?
La metodologia de investigacion es cualitativa y el método es la Ingenieria Didactica,
especificamente en nuestra investigacion utilizamos aspectos de la Ingenieria Didactica.
En cuanto al marco tedrico, particularmente nos centramos la coordinacion de los
registros figural, grafico, lengua natural y algebraico, y sus transformaciones:
tratamientos y conversiones. En la parte experimental, trabajamos cuatro actividades
con el uso del software Geogebra como herramienta tecnolégica, especialmente usamos
la herramienta de animacidn, lugar geométrico, rastro y la funcion arrastre para generar
la representacion grafica de la parabola de forma dinamica y asi poder generar
relaciones entre los elementos y propiedades de la pardbola. Los resultados de la
investigacion muestran que los profesores coordinan los registros figural, de lengua
natural, grafico y algebraico. Sin embargo, consiguieron, de manera parcial, movilizar
estos registros al resolver el problema planteado en la ultima actividad. Por otro lado,
consideremos que el Geogebra favorecio la movilizacion de las nociones de la pardbola
como lugar geométrico, en las diversas actividades, y la coordinacion de los diferentes

registros antes mencionados

Palabras clave: Parabola; Lugar Geométrico, Registros de Representacion Semiotica,

Geogebra.
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ABSTRACT

The present investigation addresses the parabola as a locus in continuous math teacher
training through a sequence of activities using the Geogebra and taking the Theory of
Registers of Semiotic Representation as theoretical basis. Therefore, we posed the
following research question: how do math teachers mobilize the notion of parabola as a
locus when coordinating different registers of semiotic representation? We used the
qualitative research methodology and Didactic Engineering as a method. Regarding the
theoretical framework, we particularly focused on the figural, graphic, natural language
and algebraic registers and their transformations: treatments and conversions. In the
experimental part, we did four activities using the Geogebra software as technological
tool. We especially used the animation tool, locus, trace and drag function to create the
graphic representation of the parabola in a dynamic way, thus being able to create
relations between the elements and properties of the parabola. The results of the
investigation show teachers coordinate the figural, natural language, graphic and
algebraic registers. However, they managed to partially mobilize these registers by
solving the problem posed in the last activity. On the other hand, we have to consider
that the Geogebra favored the mobilization of the notions of the parabola as a locus in
the different activities, as well as the coordination of the different registers

aforementioned.

Key words: parabola, locus, Registers of Semiotic Representation, Geogebra.
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CONSIDERACIONES INICIALES

Debemos resaltar que la presente tesis forma parte del proyecto internacional Processos
de Ensino e Aprendizagem de Matematica em Ambientes Tecnoldgicos PEA-
MAT/DIMAT desarrollado entre la Pontificia Universidad Catolica del Per( (PUCP) y la
Pontificia Universidad Catélica del Sao Paulo (PUC-SP) de Brasil. Este proyecto cuenta
con el apoyo del Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico
(CNPq) y la Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP) y
Proceso: 2013/23228-7(FAPESP) y por P10272 (IREM-PUCP).

La presente investigacion aborda la parabola como lugar geométrico en una formacion
continua con profesores de matematicas por medio de una secuencia de actividades con
el uso del Geogebra y que toma la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
como base teodrica. A continuacion presentamos nuestro trabajo, que se desarrolla en

cuatro capitulos:

En el primer capitulo, presentamos investigaciones de Fernandez (2011), Lépez y
Aldana (2013), Moncayo y Pantoja (2012), Lopes (2014), Le6on (2014) y Laborde
(1997), relacionadas con el aprendizaje de la parabola como lugar geométrico, el uso de
los ambientes de geometria dindmica en la ensefianza y en el aprendizaje de la
matematica. También presentamos el software Geogebra, herramienta esencial que
utilizamos para el estudio de la parabola. También procedemos a formular la pregunta y

los objetivos trazados para efectos de la investigacion.

En el segundo capitulo, presentamos algunos aspectos de la Teoria de Registros de
Representacion Semiotica de Duval (1995) y aspectos de la Ingenieria Didactica de
Artigue (1995) como método de nuestra investigacion.

En el tercer capitulo, hacemos un estudio de la parabola, primero describimos su
aspecto historico, luego profundizaremos en el estudio de la parabola como lugar
geométrico. Realizamos también la descripcion de las caracteristicas del software
Geogebra que permite obtener las graficas de la pardbola. A su vez, presentamos el
objeto matematico desde el punto de vista cognitivo a través de elementos que
conciernen a la tematica en estudio y finalmente realizamos un estudio desde el punto

de vista didactico a través del estudio de libros de 5to de secundaria, afio en que se
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En el ultimo capitulo, caracterizamos a nuestro escenario y nuestros sujetos de
investigacion. Asi mismo, procedemos a presentar las actividades propuestas,

describimos y realizamos el analisis a priori, a posteriori y la validacion de la ingenieria.

Finalmente, presentamos las consideraciones finales del trabajo de investigacion.
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CAPITULO | - PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo presentamos la problematica de la investigacion, para ello mostramos
algunas investigaciones u otros documentos vinculados al estudio de la tematica de
nuestro trabajo que forman los antecedentes, ademas mostramos investigaciones
relacionadas al uso de Ambientes de Geometria Dindmica (AGD), ambientes que
estamos interesados en utilizar, a su vez presentamos al software Geogebra y las
herramientas que utilizaremos para efectos de nuestro estudio. Asi mismo, presentamos
la justificacion del tema de estudio, la pregunta de investigacion y sus respectivos

objetivos.

1.1 ANTECEDENTES

En investigaciones de Educacion Matemaética concernientes al estudio de la parabola
como lugar geométrico, hemos encontrado investigaciones como las de Fernandez
(2011), Lépez y Aldana (2013), Moncayo y Pantoja (2012), Lopes (2014) y Ledn
(2014) quienes estudian la comprension del concepto de pardbola como una cénica en
Ambientes de Geometria Dinamica (AGD) asi como la investigacion de Laborde (1997)
que realiza estudios sobres los AGD, investigaciones que aportan a nuestro estudio, las

cuales pasaremos a presentar.
A continuacion detallamos las investigaciones mencionadas:

La investigacion de Fernandez (2011), realiza un estudio sobre los fendmenos
didacticos que emergen cuando los estudiantes del programa de la Licenciatura en
Matematicas del curso de geometria analitica realizan construcciones geométricas de las
conicas como lugares geométricos desde la perspectiva global (en la geometria
sintética) y puntual (en una interpretacion funcional), realizando relaciones entre estos
dos aspectos para la comprensién de las conicas y teniendo como referente a la Teoria
de Situaciones Didacticas (TSD).

El investigador, realiza la presentacion de la problematica desde diversas perspectivas
como la histdrica, la cognitiva, la tecnoldgica en AGD vy didactica, las cuales fueron
agrupadas en categorias, dentro de las cuales hace mencion a las concepciones erroneas
que los estudiantes tienen acerca de las conicas como por ejemplo la tendencia a

marginar curricularmente el estudio de las conicas y la escasez de estudios sobre los
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lugares geométricos. Asi también, el tecnologico para el estudio de los lugares
geométricos con el uso de AGD en ese sentido, afirma que es el complemento de los
enfoques sintético y analitico. Con respecto a los errores que los estudiantes tienen
sobre nociones matematicas Fernandez (2011) afirma que es el profesor quien debe
explicar por medio de procedimientos, ejemplos u otras estrategias para que los

estudiantes superen aquellas concepciones erroneas.

De esta manera, el autor afirma que cuando el profesor conoce las concepciones e ideas
que los estudiantes tienen acerca de diferentes nociones matematicas, especificamente
sobre las conicas, permite explicar los procedimientos, definiciones, ejemplos y errores
que realizan. Luego, el profesor buscara a través de situaciones de ensefianza favorecer

la comprension de las conicas.

En la investigacion, el autor explica que el 68% de un total de 25 participantes del curso
de geometria analitica, afirmaron que un 6valo construido con cuatro arcos de

circunferencia, como el de la figura 1, es una elipse.

Figura 1: Un 6valo como elipse
Fuente: Adaptado de Fernandez (2011, p. 78)

El 52% de un total de 25 estudiantes participantes en el estudio respondieron que se
trataba de una parabola. Que un arco de circunferencia y dos semirrectas tangentes en

sus extremos, como muestra la figura 2, forman una parabola.

Figura 2: Una parabola construida de un arco de
circunferencia y dos semirrectas tangentes
Fuente: Adaptado de Fernandez (2011, p. 78)
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Que una curva ligeramente inclinada como la que se muestra en la figura 3 no es una

parabola.

Figura 3: Esta figura no es una parabola
Fuente: Adaptado de Fernandez (2011, p. 79)

Lo que se puede decir acerca de la pardbola, de acuerdo a Fernandez (2011) es que la
mayoria de los encuestados conocen la representacion grafica de una parabola, porque
estan acostumbrados a verla abriéndose hacia la derecha, izquierda, arriba o abajo pero,
en ningun momento pueden ser rotadas alrededor de un punto. En consecuencia cuando
se les presentd de este tipo, los estudiantes afirmaron que no era la representacion de la

parabola.

Con respecto a la tendencia a marginar curricularmente las cénicas como contenido
geométrico, el investigador, afirma que si bien los métodos de la geometria analitica
son aspectos claves en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en distintos
niveles de escolaridad, es lamentable que en el curriculo colombiano brinde poco
espacio a la ensefianza de la geometria y al exagerado tratamiento algebraico de las
ecuaciones de segundo grado que representan las cénicas. Estas circunstancias se
traducen en la pérdida gradual del conocimiento de las propiedades intrinsecas de las
conicas. Considera a su vez, que el enfoque tradicional basado en las descripciones
algebraicas de las conicas, ha hecho que su tratamiento sea artificial y muy remoto en

aplicaciones.

Con respecto a la escasez del estudio del lugar geométrico, los investigadores Rio —
Sanchez (1996) menciona que en el curriculo escolar de Espafia se observa la ausencia

de la nocion de lugar geométrico cuando se estudian las cénicas pero que aparece
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extenderse a las conicas en los curriculos para estudiantes en la modalidad de
bachillerato cientifico donde los contenidos matematicos son estudiados con mayor
profundidad y rigor.

En lo que se refiere al uso de AGD para el estudio de los lugares geométricos y cénicas,
Fernandez (2011) propone en su estudio explorar sus propiedades por medio de una
secuencia de ensefianza. Muestra que el estudio fue aplicado a 25 estudiantes de 18 afios
del segundo semestre de la Licenciatura de Matematicas de la Universidad de la ciudad
de Pasto, Colombia quienes cursaban el curso de geometria analitica. Asi mismo, los
estudiantes trabajaron, previo a la experimentacion, algunas nociones de parabola desde
el enfoque analitico, tal como se estila en el curso tradicional de geometria analitica. La
pregunta de investigacion esta relacionada a los fenémenos didacticos que genera la
mediacion del Cabri 11 Plus en la actividad matematica de los estudiantes que se inician
en un curso de geometria analitica cuando realizan construcciones geomeétricas de las
conicas desde lo puntual (en una interpretacion funcional) y global (en la geometria
sintética). La base Teorica y metodoldgica en la que se base esta investigacion es la
Teoria de Situaciones Didacticas y la Ingenieria didactica respectivamente. En las
conclusiones, el autor indica que la determinacion de los puntos de una curva, sobre la
base de ciertas construcciones geométricas, posibilita el trazo global influenciado por el
Cabri 1l y en algunos casos, el estudiante consigue ademas la representacion algebraica
cuando emplea un sistema de ejes coordenados, revelando asi la posibilidad de la

integracion sintética y analitica.

También, resalta la importancia del disefio de una secuencia didactica que posibilite
promover las caracteristicas puntuales y globales de las conicas. Ademas, sefiala la
necesidad de integrar la vision sintética y la analitica para el estudio de las cénicas, para

lo cual se puede hacer uso de AGD.

Esta investigacion es importante para nuestro estudio porque brinda un panorama sobre
la ensefianza de las cénicas, en particular de la parabola de los errores comunes que
presentan los estudiantes en su aprendizaje. Asi mismo, el investigador manifiesta que
hay escasas investigaciones referentes al estudio de las conicas como lugar geométrico.
Ademas, presenta actividades que podremos tomar en cuenta para la elaboracion de la

secuencia de ensefanza.

Con respecto a la comprension del concepto de parabola, presentamos la investigacion
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comprender y construir el concepto de parabola como una conica desde las dimensiones
epistemoldgicas, didacticas y cognitivas; Para ello se basa en la Teoria de Situaciones
Didéacticas y la Ingenieria Didactica como método de investigacion. Lépez y Aldana
(2013) explican que la experimentacion la realizaron con 25 estudiantes de ingenieria de
Sistemas del primer semestre de la Universidad del Quindio de Colombia, algunos

repitentes, cuyas edades oscilan entre 17 y 30 afios.

El estudio se desarrolla en varias fases: (a) elaboracién de situaciones a- didacticas, (b)
validacion de las tareas por juicio de expertos, (c) aplicacion de las situaciones a-
didacticas, (d) confrontacion de la validacion por juicio de expertos y los resultados
alcanzados por los sujetos, (e) andlisis a priori de la situacion a-didactica, modificacion
y elaboracion de las situaciones didacticas, (f) aplicacion de algunas situaciones
didécticas, (g) analisis a posteriori, (h) realizacion de entrevistas, (i) triangulacién de la
informacién. Los investigadores utilizaron el Geogebra, aplicaron cuestionarios,
entrevistas, observacion en el aula y video grabaciones y finalmente realizaron el

andlisis mediante triangulacion de la informacion.

En la investigacion, los autores mencionan que cuando se propone actividades sobre
conicas que involucran la movilizacion de representaciones, caracteristicas y
propiedades se evidencian dificultades de interpretacion y de reconocimiento de sus
elementos. Asi mismo, aseveran que los estudiantes aprenden de memoria las
ecuaciones Y tienen dificultad en relacionar las diversas representaciones (algebraica,

geomeétrica, gréafica).

De las conclusiones de esta investigacion, podemos resaltar que en la secuencia de
ensefianza el uso del Geogebra permitié que los estudiantes movilicen las nociones de
parabola. Otra de las conclusiones, referente a la comprension y la construccion del
concepto pardbola, en la fase a-didactica de la investigacion, se refiere a que los
estudiantes muestran concepciones erroneas que son frecuentes en la solucion de tareas,
sobre todo la falta de conocimiento en la construccion del lugar geométrico y el
desconocimiento de algunas caracteristicas y propiedades de la conica. En la fase
didactica, las secuencias didacticas permiten el reconocimiento y estudio de nociones
basicas que implican ecuaciones de segundo grado, el concepto de funcion, de distancia
y simetrias, y de esta forma establecer patrones en los elementos de la parabola, en la
construccion de las ecuaciones canonicas de la parabola, realizar transformaciones de

ecuaciones en el mismo sistema de representacién y lograr la coordinacién entre los
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sistemas de representacion gréafico, algebraico y analitico, donde intervienen procesos
de inferencia, generalizacion, sintesis, definicion, que son la base de la construccion del

concepto matematico

Resaltamos que Lopez y Aldana (2013) utilizan el software Geogebra, como medio para
la comprension de la nocidn de pardbola. En cuanto a la secuencia de actividades de esta
investigacion estas serviran de base para las actividades que trabajaremos en la parte
experimental de la tesis.

Otra de las investigaciones que la hemos considerado en nuestro estudio corresponde
Moncayo y Pantoja (2012) que trata sobre la conceptualizacion de la parabola como
lugar geométrico con el uso del Cabri Il. Dicho estudio tiene por objetivo lograr que los
estudiantes de noveno grado del Colegio Gimnasio Bet-El en Colombia comprendan el
significado de la parabola como lugar geométrico mediante el disefio de estrategias e
implementacién de una estrategia basada en el uso e integracion del ambiente de

geometria dindmica Cabri Il a traveés de una propuesta didactica.

Las investigadoras, utilizan la ingenieria didactica como método pues realizaron:
analisis preliminar, planeacion del estudio, disefio de actividades y analisis de
resultados. Este método sirvié como base para el disefio de las situaciones didacticas en
la medida en que proporcionan un fundamento tedrico basado en tres dimensiones de

analisis como la historico-epistemoldgica, la cognitiva y la didactica.

Las autoras mencionan que la investigacion permitié constatar que el progreso en el
desempefio matematico de los estudiantes se hace factible por la mediacion del Cabri 1l
Plus. Tal interaccion se evidencié a través de cuatro actividades especificas como, la
construccion geométrica de la parabola a través de los conceptos de mediatriz y de
distancia de un punto a la recta, construccién de una parabola como configuracion
geométrica, construccion geométrica de la parabola con base en la propiedad de la

circunferencia, construccion de una parabola como lugar geométrico.

En la investigacion, los autores mencionan que los estudiantes fueron avanzando en la
comprension de parabola como lugar geométrico y pasaron de la simple “visualizacion”
de la representacion grafica, a la utilizacion de la propiedad foco-directriz, y mas tarde
esta se transformo en una herramienta conceptual para la validacidn de representaciones
de parabolas y para la identificacion de sus elementos mas representativos. Las autoras

expresan en una de sus conclusiones lo siguiente:
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Las actividades propuestas permitieron a los estudiantes identificar fendmenos
visuales, donde se observo un punto moviéndose bajo las condiciones pedidas, al
tiempo que pudo ir dibujando su trayectoria, identificindola como un conjunto de
puntos sucesivos no colineales relacionados por la propiedad foco-directriz y cuya
posicién dependia de otro punto que se movia sobre una recta; esto permitié al
estudiante Ilegar a la nocién de pardbola como lugar geométrico desde un
perspectiva dindmica (Moncayo y Pantoja, 2012 p. 271).

A su vez, Moncayo y Pantoja (2012) mencionan que las situaciones provocaron que los
estudiantes interactuaran con relaciones geométricas y otros conceptos, desde una

perspectiva dindmica, permitiendo el paso de la percepcion visual a la parte tedrica.

En las conclusiones, referente a la integracion de Cabri Il Plus en la ensefianza de la
parabola, mencionan que al crear situaciones con Cabri Il, los estudiantes pudieron
manipular, mover, medir, trazar, diferentes elementos geométricos, los cuales

permitieron llegar a la construccion de la parabola como lugar geométrico.

Ademas las actividades con AGD estimularon procesos cognitivos en los estudiantes
como la exploracidn, observacion, realizar conjeturas y la verificacion de las
propiedades como equidistancia, perpendicularidad, rectas tangentes, propiedad foco —
directriz entre otras, que facilitaron la conceptualizacion de la parabola como lugar
geométrico. También sefialan que los estudiantes pudieron a su vez conectar las

representaciones algebraicas y graficas a las representaciones geométricas.

Consideramos también la investigacion de Le6n (2014), porque realizé un estudio sobre
los procesos de instrumentalizacion de la elipse mediado por el Geogebra con
estudiantes de Arquitectura y Gestion de proyectos. Uno de los objetivos que el
investigador se planted es el de propiciar la instrumentalizacion de la elipse cuando los
estudiantes trabajan una secuencia de actividades mediadas por el Geogebra. Entre sus
principales conclusiones, el autor sefiala que: Se logré responder a la pregunta de
investigacién ya que se encuentran indicios que las actividades propuestas permitieron
el surgimiento y el enriquecimiento progresivo de las propiedades de la elipse

influenciado por el Geogebra.

Respecto a lo descrito, Leon (2014) afirma que:

El aspecto dinamico del Geogebra como herramienta integradora en la ensefianza
y aprendizaje de los objetos matematicos y el conocimiento progresivo de las
potencialidades de las herramientas y comandos, permitieron a los estudiantes
interactuar con la elipse, observar resultados y validar conjeturas, lo que permitio al
Geogebra influir en el surgimiento y enriquecimiento de las propiedades de la
elipse (Leon, 2014, p.271).
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Por otra parte, Laborde (1997) afirma que con las caracteristicas de un AGD favorecen
la comprension de un objeto matematico que con el solo uso del lapiz y papel. Pues, con
la manipulacion directa en un AGD, respeta las propiedades geométricas del objeto
representado aun si el dibujo se deforma por la manipulacién, asi como el de las
propiedades espaciales al desplazar el objeto geométrico. Un AGD, permite al
estudiante la experiencia de crear, experimentar, manipular asi como la construccién de

significados de los objetos. Respecto a lo descrito, la autora expresa lo siguiente:

El entorno responde pues a la intencién de ofrecer un sistema de significantes que
tenga un dominio mayor de funcionamiento en relacién con la geometria y que
haga méas evidentes los limites del dominio de interpretacion. [...] El campo de
experimentacion ofrecido por el dibujo en los dibujos con lapiz y papel esta
limitado por razones materiales (imprecision del trazado, imposibilidad de hacer
temporalmente invisible una parte del dibujo, limitacion del nimero de elementos
que hay que gestionar). [...] Ahora bien, tanto las acciones posibles como los
retornos correspondientes, no sélo se amplian, sino que resultan ser de naturaleza
diferente al estar basados en conocimientos geométricos. El tipo de representacion
grafica que da el entorno es distinto, por tanto, del dibujo con lapiz y papel.
Podemos esperar nuevas posibilidades de organizacion de las situaciones de
aprendizaje y cambios en la conducta de los estudiantes. (Laborde, 1997, p.39)

Destacamos entonces, la importancia de utilizar los AGD para la comprension de la
pardbola como lugar geométrico porque los estudios antes mencionados asi lo
demuestran ya que favorece la ensefianza y aprendizaje de objetos matematicos porque

permite que los estudiantes manipulen sus representaciones de manera dinamica.

Si bien es cierto, estos estudios nos permiten justificar la eleccion de la parabola como
lugar geométrico con el uso de las tecnologias, especificamente el Geogebra, cabe
sefialar que en nuestra investigacion consideramos la Teoria de Registros de
Representacion Semiotica de Duval (1995), pues va a permitir lograr que los profesores
se apropien del concepto matematico, al realizar los tratamientos y conversiones de la
pardbola como lugar geométrico, aspectos que son esenciales en toda actividad

matematica.

En primer lugar, en matematicas, las representaciones semioticas no solo son
indispensables para fines de comunicacién, sino que también son necesarias para el
desarrollo de la actividad matematica misma. En efecto, la posibilidad de efectuar
tratamientos sobre los objetos matematicos depende directamente del sistema de
representacion semidtico utilizado. (Duval, 1995, p.15)

En cuanto a las investigaciones que usan la Teoria de Registro de Representacion

Semiotica, hemos considerado a la investigacion de Lopes (2014). La autora realizé un

-7z
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con los estudiantes de 2do de secundaria en Sao Paulo/Brasil a partir de una secuencia
didactica en la cual los estudiantes realizaron tratamientos y conversiones en los
registros que emplearon para resolver situaciones que envuelven nociones de la

parabola como lugar geométrico.

El estudio de Lopes (2014) busca responder a la pregunta: ;Una secuencia de ensefianza
que articula las conversiones de registros a partir de la nocion de lugar geométrico

resulta en apropiacion de los conocimientos de la parabola por parte de los estudiantes?

El objetivo principal esta investigacion es mediar la apropiacion de los estudiantes en la

definicion de la parabola como lugar geométrico a partir de una secuencia de ensefianza.
Entre sus principales conclusiones, la autora sefiala que:

Las situaciones posibilitaron que los sujetos de investigacién aprendan sobre las
diferentes formas de obtener una curva en el dominio de la geometria por que
propiciaron la coordinacién entre los registros de lengua materna y figural. Asi mismo,
las situaciones permitieron que los sujetos de investigacion se apropiaran de la nocion

de la parabola como lugar geométrico en dominio de la geometria analitica.

En la conclusion, la autora sefiala que los sujetos de la investigacion se apropiaron del
concepto de parabola a partir de la nocién como lugar geométrico ya que realizaron

conversiones de registro figural al registro gréfico y/o al algebraico.

La investigacion de Lopes (2014) es importante para nuestro estudio pues que se basa
en la teoria de registros de representacion semioética, considera a la parabola como lugar
geométrico, asi como brinda un panorama sobre la ensefianza de la pardbola, las
dificultades en su aprendizaje, de igual forma utiliza a la ingenieria didactica, método

que también consideramos en nuestro estudio.

También podemos resaltar que en la investigacion trabaja con un Ambiente de
Geometria Dindmica (AGD), es decir, con el software Geogebra que también estamos
interesados en utilizar para la movilizacién de las nociones de la pardbola como lugar

geomeétrico.

Cabe resaltar que consideraremos algunas de las actividades de la investigacién de
Lopes (2014) para nuestro estudia a las que pensamos hacer las respectivas

adaptaciones.
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1.2 JUSTIFICACION

En nuestra experiencia profesional como profesora de mateméticas hemos observado
problemas en la ensefianza de las conicas, especificamente la pardbola, porque
advertimos que cuando se trabaja con los estudiantes esta nocion y solo se muestra su
representacion algebraica, los estudiantes tienden trabajar a nivel algoritmico o
apoyados en procesos algebraicos memoristicos pero no consiguen hacer lo mismo

cuando estan involucradas las relaciones de sus propiedades, otras representaciones, etc.

Al respecto, Fernandez (2011), menciona que los estudiantes muestran dificultades para
interpretar las figuras geométricas o las representaciones algebraicas y viceversa.
También, afirma que acuden a la memorizacion y por ello, las definiciones resultan ser
carentes de sentidos y significados lo que no contribuye a desarrollar sus habilidades

matematicas como: comprender, visualizar y comunicar.

En el mismo sentido, Lopez y Aldana (2013) sefialan que los estudiantes aprenden de
memoria las ecuaciones, no realizan procesos de analisis y tienen dificultad en
relacionar representaciones algebraicas y geométricas. También en esa misma linea de
pensamiento, Moncayo y Pantoja (2012) exponen que los estudiantes poseen ideas
erréneas sobre la parabola porque la consideran como un arco de circunferencia y dos
semirrectas y a su vez aseguran que el error mas frecuente en el aprendizaje de la
geometria, coincidente con lo que afirma Duval, consiste en confundir el objeto

parabola con su representacion (figural, grafica o algebraica).

Ello, mencionan los autores, debido a que las cénicas y en particular la parabola esta
siendo ensefiada de una manera algoritmica y memoristica en la que prevalece lo
algebraico. También los investigadores afirman que gran parte de los profesores
ensefian la pardbola de la misma forma como aparece este contenido en los libros de

texto, es decir, reducida a su representacion algebraica.

Lopes (2014) menciona que los estudiantes de secundaria por lo general confunden la
parabola con la funcion cuadratica. Menciona a su vez, que si bien la funcién cuadratica
se representa de diferentes formas a través de una expresion algebraica, gréficos
cartesianos, etc., no significa de que los estudiantes conociendo la funcién cuadréatica

puedan entender las propiedades de la parabola.

Con respecto a la forma de ensefianza de las conicas, Fernandez (2011) y Moncayo y
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algebraicas de las conicas, ha hecho que su tratamiento sea artificial, porque como
sefialan es ensefiada de manera algebraica es decir, es ensefiada a partir del estudio de
las ecuaciones polindmicas de segundo grado y desde el punto de vista de funciones por

lo que la nocion de pardbola como lugar geométrico no es trabajada a profundidad.

Por otro lado, Ferndndez (2011) y Moncayo y Pantoja (2012) aseguran que los AGD
permiten a los estudiantes la posibilidad de representar un objeto matematico de manera
dinamica, examinando sus relaciones desde diversas perspectivas, €éstas a su vez
promueven condiciones a los estudiantes para plantear preguntas, identificar conjeturas,

reconocer, construir acceder a las relaciones y propiedades del objeto en cuestion.

De esta manera, para estudiar la parabola como lugar geométrico el uso de AGD se hace

necesario.

Ante tales evidencias, nosotros consideramos importante enfocar la ensefianza de las
conicas, especificamente de la pardbola una manera apropiada desde el punto de vista
didactico, donde se promueva las construcciones geométricas, favorezca la intuicién en
el estudio de las propiedades, las relaciones espaciales y por estimule las competencias

matematicas haciendo uso de los AGD.

Por otro lado, el Disefio Curricular Nacional (DCN, 2009) documento oficial que todos
los docentes peruanos utilizan que sintetiza y representa las intenciones educativas y
sociales del Per(, plantea la secuencialidad de los aprendizajes y desarrollo de
competencias que todo estudiante de Educacion Regular Basica (EBR) debe tener;
expresa en cada uno de sus apartados, la prioridad de responder a las necesidades
actuales de los estudiantes favoreciendo el desarrollo de capacidades, conocimientos
con el uso de tecnologias que permitieran los aprendizajes. Sobre esto, DCN lo expresa

a través del tercer objetivo de la educacion Peruana:

Desarrollar aprendizajes en los campos de las ciencias, las humanidades, la técnica,
la cultura, el arte, la educacion fisica y los deportes, asi como aquellos que
permitan al educando un buen uso y usufructo de las nuevas tecnologias. Ley
General de Educacion (Art. 9°). (p. 10)

Entre los desafios que la realidad educativa demanda, sefialamos que el DCN muestra
dentro del quinto proposito de la Educacién Basica Regular, el desarrollo del
pensamiento matematico y la cultura cientifica y tecnoldgica debe favorecer el rigor

intelectual, el aprendizaje de conceptos matematicos los cuales requieren de una cultura
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Es por ello, que pensamos que los docentes de matematicas podriamos incorporar el uso
de software educativos, como el Geogebra, en la enseflanza de diferentes temas,
especialmente en la ensefianza de la parabola y, generar situaciones de ensefianza que
permita a los estudiantes acceder esta nocion de manera atractiva, novedosa,
interactiva. Sobre estos aspectos el DCN (2009) en el quinto proposito de la Educacion

Bésica Regular al 2021 que,

El razonamiento ldgico, el aprendizaje de conceptos matematicos, los métodos de
resolucion de problemas y el pensamiento cientifico son desarrollos
imprescindibles para los estudiantes, quienes requieren una cultura cientifica y
tecnoldgica para la comprension del mundo que los rodea y sus transformaciones
[...] La institucion educativa, mediante las matematicas, las ciencias y la
tecnologia, favorece el rigor intelectual propio del razonamiento y la investigacion.
Ofrece a los estudiantes experiencias enriquecedoras para el desarrollo de sus
capacidades y actitudes cientificas, asi como la adquisicién y aplicacion de
conocimientos cientificos naturales y tecnoldgicos, teniendo como sustento
conceptual el dominio de la matematica como ciencia formal. [...] El desarrollo del
pensamiento matematico y el aprendizaje de las ciencias naturales contribuyen
decisivamente al planteamiento y solucion de problemas de la vida. (p.25)

Con respecto al area de Geometria y Medicion en 5to de secundaria, afio en que se
ensefia la pardbola, el DCN (2009) muestra sus intenciones a través del programa

curricular de la siguiente manera:

Se relaciona con el andlisis de las propiedades, los atributos y las relaciones entre
objetos de dos y tres dimensiones. Se trata de establecer la validez de conjeturas
geométricas por medio de la deduccion y la demostracion de teoremas vy criticar los
argumentos de los otros; comprender y representar traslaciones, reflexiones,
rotaciones y dilataciones con objetos en el plano de coordenadas cartesianas;
visualizar objetos tridimensionales desde diferentes perspectivas y analizar sus
secciones trasversales. La Medida le permite comprender los atributos o cualidades
mensurables de los objetos, asi como las unidades, sistemas y procesos de medida
mediante la aplicacion de técnicas, instrumentos y férmulas apropiados para
obtener medidas (p. 318).

A su vez en el cuadro de competencias de Geometria y Medicion del ciclo VII,
correspondiente (3ro a 5to de secundaria) el DCN menciona lo siguiente: Resuelven
problemas que requieren de razones trigonométricas, superficies de revolucion y
elementos de Geometria Analitica; argumenta y comunica los procesos de solucion y

resultados utilizando lenguaje matematico (p. 318).

Por otra parte, el documento considera la ensefianza de la pardbola, a partir de las

ecuaciones polindmicas de segundo grado y desde el punto de vista de las funciones,
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ello se encuentra plasmado dentro del cuadro de capacidades y conocimientos de

namero, relaciones y funciones del tercer grado de educacion secundaria.

Por otro lado, los resultados que se obtuvo en la Ultima evaluacion nacional por la
Unidad de la Medicion de la Calidad (UMC) del Ministerio de Educacion del Perd en el
2004, revelan que el 2,9% de los estudiantes de 5to de secundaria se encontraban en el
nivel suficiente en el componente de geometria y medicién, nivel esperado para los

estudiantes de dicho grado.

Las capacidades evaluadas en la Evaluacion Nacional del 2004, han sido la capacidad
de resolucion de problemas, comunicacion matematica y aplicacion de algoritmo; en

esta Ultima capacidad se ha considerado a la ecuacion de una conica y sus elementos.

Respecto del pensamiento geométrico, solo el 2,9% de los estudiantes manejan los
procedimientos y los conceptos basicos de la geometria analitica, identifican y grafican
ecuaciones de rectas y resuelven problemas que demandan el empleo de triangulos

notables y de razones trigonométricas (seno, coseno y tangente).

A su vez los estudiantes que obtuvieron el nivel suficiente, cabe resaltar que sélo fue el
2, 9%, podian realizar tareas como la de identificar la ecuacion de rectas o conicas y su
respectiva denominacion (circunferencia, parabola y recta). Interpretar y resuelve
situaciones problematicas elementales y rutinarias que involucran el uso de la ecuacién

de circunferencia.

Segun los resultados mencionados anteriormente, ello nos indica que la prioridad se le
da al céalculo y no a la geometria, quien se encuentra relegada y mas aun la ensefianza de
las conicas, especificamente la parabola, que pese a ser considerada de manera
algebraica y vista como parte de las funciones, los estudiantes de 5to de secundaria no

obtienen los mejores resultados.

En esa evaluacién nacional, en cuanto a las cdnicas, especificamente a la parabola,
observamos que es considerada como una temética meramente algébrica, situacion
reduccionista y sintética como también lo mencionaba, Fernandez (2011) en su

investigacion.

Consideramos que los resultados obtenidos hacen mencion a que la ensefianza de las
conicas, especificamente la parabola, esta siendo ensefiada de manera mecanica y sin

sentido, es decir, la nocion de parabola desde una perspectiva funcional, su
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gréfica a lapiz y papel por lo que pensamos que a los estudiantes les resulta facil de
olvidar y no se desarrollar capacidades espaciales donde el estudiante puedan apreciar
las relaciones entre sus elementos y propiedades para su aprendizaje.

Como hemos observado en las investigaciones, la existencia de problemas con respecto
a la comprension de la parabola como lugar geometrico por parte de los estudiantes pero
también creemos que ello es resultado y consecuencia de la forma en que se ensefia,
pensamos que los profesores no tienen conocimientos bésicos sobre esta nocion,
pensamos que los profesores no utilizan, por ejemplo, el Geogebra porque podria ser
que no lo conocen o que simplemente lo conocen pero lo usan en sus clases de
matematicas, es por ello, que pensamos en la formacién continua de profesores de
matematicas es necesario que los profesores movilicen sus conocimientos relacionados

a la pardbola como lugar geométrico y que para ello utilicen el Geogebra.

Creemos también, que con la utilizacion del Geogebra los profesores podrian trabajar
con sus estudiantes y crear situaciones o actividades en los cuales se movilizan estos

conocimientos.

Es por ello, que ante estas evidencias observadas y las necesidades actuales en didactica
de la matematica, pensamos que es importante realizar una investigacion que involucre
el objeto matematico parabola con el uso de ambientes de geometria dindmica
(Geogebra) en una formacion continua de profesores de matematicas.

Por ello, presentamos a continuacion el Geogebra.

1.3 EL GEOGEBRA

El Geogebra es un software libre de geometria dinamica creado por, Markus
Hohenwarte en el 2002, para todos los niveles de educacion que interactda y combina
la geometria, el algebra, las estadisticas y el calculo. Esta escrito en Java y por tanto

disponible en multiples plataformas.

Las tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC) estan inmersas en diversos
ambitos como el laboral, el cultural, el social y el educativo. En el &mbito educativo, las
TIC generan nuevas formas de trabajo, recursos y procesos de enseflanza y de

aprendizaje.

A continuacion presentamos aspectos del Geogebra que utilizaremos en nuestra
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Al abrir el Geogebra (ver figura 4), el usuario encuentra la barra de herramientas, la
vista algebraica, gréfica y la barra de entrada. Para efectos de nuestra investigacion
utilizaremos las vistas antes mencionadas y la vista de geometria que presentamos a

sguir:

| Archivo Edita Yista Upaones Herramientas Ventzna Avuda

Al Al B[l ol LT [apel [[2=2
b oA A P DT N e [

P Vistz Algebraica | | b Vista Gréfica

(~N1E
<8 ¥

15

104

Entrada: ©

Figura 4: Imagen Inicial del Geogebra

En la parte superior, observamos una barra de herramientas la cual nos permitira

construir la representacion de la parabola.

GeoGebra (2)

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[:%7 .A7 /7 'i*/—( 5‘.\.—( IE}? @7 &7 x7 ABC? 327

b Vista Algebraica ® ‘ } Vista Grafica

Figura 5: Barra de herramientas del software Geogebra
En seguida, presentamos algunos pasos para la construccion de la parabola como lugar

geométrico con el auxilio de las herramientas del software Geogebra:

Trace una recta d

A
Marque el punto F que no pertenece alarectad [ ® -

Coloque un punto Q sobre la recta d con la opcion punto sobre objeto

Trace una recta perpendicularnen larectadenelpuntoQ -

Trace el segmento QF con la opcion segmento
Trace la mediatriz m del segmento QF

Marque el punto de interseccion de la recta n con la mediatriz y renémbrelo

N o g s~ D e

como punto P
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8. Active la funcién rastro en el punto P y arrastre el punto Q. Si observamos la

figura 6 el rastro permite ver la representacion de una parabola.

Figura 6: Esbozo de la parabola con la activacion de la herramienta rastro del software Geogebra
Fuente: Produccidn de la autora

Otra herramienta del software con la que se puede representar la parabola es la
herramienta lugar geométrico.

9. En base a lo realizado antes, active la herramienta lugar geométrico en el punto

Py luego seleccione el punto Q.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NNl AN R

b Vista Algebraica

= Lugar Geométrica

@ lugar1 = LugarGeométrico[l
=/ Punto

=0 A=(07,7.84)

0 B=(7.9,1.86)

@ F=(10.41,6.63)

----- @ P=(5.74,12.36)

@ Q={1.52,6.29)

=/ Reda

@ bi-8.89x-034y=552
@ €i-8.6x+598y=2452
L@ d:5.98x+8.6y=63.24
=/ Segmento

b Vista Grafica

Figura 7: Construccion de la parabola como Lugar Geométrico con el Geogebra

Hemos planificado actividades que permitan a su vez poder utilizar la herramienta
conica — parabola con la intencién de que los participantes transiten entre dos registros
(figural vy algebraico). Utilizamos también esta herramienta para realizar una

comparacion de la construccion geométrica.
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Elipse

Hipérbola

Parabola

SRl

Cdnica por cinco puntos

Figura 8: icono de la herramienta conica — parabola

Para utilizar esta herramienta, es necesario construir una recta, que sera la directriz d y
un punto fijo F fuera de la recta llamado Foco, teniendo esos elementos se procede a
realizar la construccion haciendo clic en la herramienta cénica parabola clicando

primero en el punto F (foco) y luego en la recta fija (directriz).

A continuacion, la figura 9, muestra esta construccion en la vista grafica (que ha sido

modificada- se ha ocultado la cuadricula y los ejes cartesianos)

Ecuacion algebraica de la parabola

¥ Vista Algebraica x| | » Vista Grafica
Conica

@ c:83.54x%-107.49x y + 34.5
={Bunto

J ={3.42,0.12)
~ B={12.56, -0.16)

@ F=(7.34,6.02)
= Recla

@ d:5.88x+9.14y=7239

Figura 9: Construccion de la pardbola con la herramienta — parabola

Consideramos también en la figura 10, otra forma de construccion de la parabola como
lugar geométrico basado en la propiedad de la circunferencia. Para ello, usamos las

siguientes herramientas del Geogebra.
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Trace una recta d

A
]

Marque el punto F que no pertenece a la recta d 9
Coloque un punto Q sobre la recta d con la opcion punto sobre objeto

M w0 D e

Grafique una circunferencia de centro C, que pase por los punto F y que sea

tangente alarectad enel punto Q. (<3

Figura 10: Construccion de la pardbola con el software Geogebra
Fuente: Adaptado de Lopes (2014, p. 51)

Por lo mostrado, el Geogebra permite una construccion dinamica de la parabola con el
uso del arrastre, y otras herramientas que permiten conjeturar y evidenciar propiedades

intrinsecas de la parabola. Respecto a lo descrito, Laborde (1997) expresa lo siguiente:

El entorno responde pues a la intencion de ofrecer un sistema de significantes que
tenga un dominio mayor de funcionamiento en relacién con la geometria y que
haga mas evidentes los limites del dominio de interpretacion. [...] El campo de
experimentacion ofrecido por el dibujo en los dibujos con lapiz y papel esta
limitado por razones materiales (imprecision del trazado, imposibilidad de hacer
temporalmente invisible una parte del dibujo, limitacién del namero de elementos
que hay que gestionar). [...] El tipo de representacion grafica que da el entorno es
distinto, por tanto, del dibujo con lapiz y papel. Podemos esperar nuevas
posibilidades de organizacion de las situaciones de aprendizaje y cambios en la
conducta de los estudiantes (p.39).

Por ello, creemos que el Geogebra aporta en nuestro trabajo multiples beneficios para

los participantes movilicen la nocion de pardbola como lugar geométrico, por las
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particularidades antes ya mencionadas y por las diversas investigaciones como las de
Fernandez (2012), Le6n (2014), Lopes (2014) que muestran la pertinencia de este AGD.
Por otro lado, como estamos interesados en analizar las acciones de los participantes,
profesores de matematicas en formacion continua, cuando movilizan las nociones de la
parabola como lugar geométrico presentamos aspectos de la Teoria de Registros de

Representacion Semiotica de Duval (1995).

1.4 TEORIA DE REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA

En este capitulo presentamos solamente los aspectos de la teoria de Registros de
Representacion Semiodtica (TRRS) de Duval (1995) que consideramos indispensables

para nuestra investigacion.

El investigador afirma que las actividades cognitivas propias del aprendizaje de las
matematicas como la conceptualizacion, razonamiento y resolucién de problema,

requieren del uso de sistemas de expresion y representacion.

Por ello, los sistemas de comunicacion y de representacion son indispensables para los
procesos de comprension en términos de integracién y estructuracion de las

representaciones mentales.
Representaciones Semidticas

El autor establece que por medio de las actividades asociadas a los sistemas de
representacion se puede caracterizar la comprension que los estudiantes tienen acerca de
un objeto matematico. Ademas, el autor afirma que los objetos matematicos no son
accesibles a la percepcion, por ello es indispensable representarlos mediante
representaciones semioticas, como gréaficos, figuras, nimeros, etc., es decir, que se

requiere de las representaciones semioéticas para la actividad propia de la matematica.

Las representaciones semidticas, es decir, aquellas producciones constituidas por el
empleo de signos (enunciado en lenguaje formal, formula algebraica, grafico,
figura geométrica...), no parecen ser mas que el medio del cual dispone un
individuo para exteriorizar sus representaciones mentales, es decir, para hacerlas
visibles o accesibles a los otros. (Duval, 1995, p.14)

Asi mismo, Duval (1995) clasifica las representaciones semioticas dentro de las
representaciones conscientes y externas y que en esencia conforman un sistema
particular de signos. Ademas, el autor, considera que los elementos estructurales de toda

representacion son el contenido de la representacion, el objeto representado y la forma
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de la representacion. También, considera importante tener en claro que el contenido de
una representacion nunca delimitard completamente el objeto representado, también
afirma que es necesario diferenciar el contenido de una representacion del objeto

representado.

Duval (2004), sefiala que una representacion semidtica no puede entenderse de forma
independiente del sistema que la produce. Los elementos del sistema semidtico
constituidas por el empleo de signos (enunciado en lenguaje formal, formula algebraica,
grafico, figura geométrica...) permiten la produccion de una representacion y son las
que determinan la relacion entre el contenido de la representacion y el objeto

representado.

En ese sentido, el autor afirma que existe una interaccion de las representaciones
semidticas y mentales. Las representaciones semidticas son manifestacion de las
representaciones mentales y dan una idea de lo que el sujeto ha representado
internamente. Las representaciones semidticas cumplen con la realizacion de diferentes
funciones cognitivas y la produccién del conocimiento. Al respecto, el investigador,

menciona lo siguiente,

Las representaciones externas son, por naturaleza, representaciones semidticas.
Estas representaciones estan por tanto estrechamente ligadas a un estado de
desarrollo y de dominio de un sistema semi6tico. Son accesibles a todos los sujetos
que han aprendido el sistema semiotico utilizado. (Duval, 1995, p.34)

El autor afirma que los sistemas semioticos (las figuras geométricas, el lenguaje
algebraico, gréafico, y la lengua natural, son sistemas diferentes), seran registros de
representacion semiotica si cumplen con las tres actividades cognitivas indispensables
a toda representacion: formacion, tratamiento y conversion. A continuacion, explicamos

las tres actividades cognitivas:

e Formacion: la formacion de representaciones hace referencia a la expresion
mental, es expresar un objeto real en un registro semiotico, lo cual implica la
seleccién una marca o conjunto de caracteres, seleccion de las relaciones y datos

que permite constituir lo que representamos.

Por ejemplo, la formacidn relacionada con la ecuacion de la parabola con vertice en el
origen, donde su eje coincide con el eje Y, el foco es el punto (0,p) y p > 0, se puede

representar asi:
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Otra de las actividades cognitivas que debe cumplir todo registro de representacion

semidtica segin Duval (1995) es el tratamiento que pasamos a explicar:

e Tratamiento: consiste en la transformacion interna de la representacion dentro
del mismo sistema semiotico, es decir que una representacion (inicial) es

transformada en otra representacion (final) en relacion a un mismo objeto.

Como una transformacién interna de una representacion, en palabras de Duval (2004),

El tratamiento es la transformacion de una representacion en otra representacion de
un mismo registro. El tratamiento es, pues una transformacidn estrictamente interna
a un registro: utiliza Unicamente las posibilidades de funcionamiento propio al
sistema; asi la parafrasis o las reformulaciones en lengua natural, el célculo con un
sistema de escritura de los numeros, las anamorfosis con las representaciones
iconicas, las reconfiguraciones con el registro de las figuras geométricas (Duval,
2004, p.44).

Por ejemplo, presentamos la representacion algebraica de la pardbola de forma
simplificada para que luego del tratamiento quede expresada en una ecuacion
desarrollada:

(x=3)*= —4(y - 3)
x2—6x+9= —4y+12
x? =6x—4y+3

e La Conversion: es cuando la transformacion produce una representacion en
otro sistema semidtico distinto al de la representacion inicial. La conversion, es
una transformacién externa que hace pasar de una representacion a otra.

Requiere de la coordinacion de representaciones en el individuo que la efectla.

Duval (2004) explica,

La conversién es una transformacion de la representacién de un objeto en un
registro P en otra representacion del mismo objeto en un registro L. La
caracteristica de la conversion es conservar la referencia al mismo objeto (objeto en
el sentido estricto, situacion...), pero sin conservar la explicitacion de las mismas
propiedades de ese objeto (Duval, 2004, p.44).

Por otro lado, al autor, manifiesta que las transformaciones de los sistemas semioticos
permiten tener una variedad de representaciones de un objeto matematico para favorecer
el aprendizaje del mismo. Asi mismo, afirma que la conversion de las representaciones
semidticas constituye la actividad cognitiva menos espontanea y mas dificil de adquirir

para la gran mayoria de los estudiantes.
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Es por ello, que para efectos de nuestra investigacion hemos considerado actividades
que permitan a los profesores participantes realizar los tratamientos y conversiones de
registros de representacion semiotica con respecto a la parabola como lugar geomeétrico.

Tipos de Registros de Representacion

Duval (2004) considera que un objeto matematico puede representarse en diferentes

registros y tipifica los siguientes Registros de Representacion Semiotica:

Registro Figural: Engloba dibujos, esquemas, bosquejos, lineas, marcas, etc., que
intentan representar el objeto de conocimiento sin dar cuenta de la cualidad de los

elementos involucrados.

Registro de lengua Natural: En este registro admite como representacion una
descripcidn en lenguaje natural. Si se quiere modelar un fenémeno, se debe partir de una

descripcion del mismo ya sea de tipo verbal o escrito.

Registro grafico: En este registro se puede representar por medio de una curva
(continua o no) en el plano cartesiano. Se pone en juego la nocion de gréfica del objeto

matematico.

Registro algebraico: En este registro, se puede representar por medio de expresiones

algebraicas.

A continuacion mostraremos en la tabla 1, la pardbola como lugar geométrico en dos

diferentes tipos de registros.

Tabla 1. Registro de una representacién Semiética de una parabola

RECHETEEE La parabola es el lugar geométrico formado por los puntos del plano que equidistan

O de una recta fija (d), llamada directriz y de un punto (F), que no pertenece a la

e el directriz, llamado foco.

Registro

Figural
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Por ejemplo, la tabla 1 muestra la representacion del objeto matematico, parabola en dos

registros de representacion diferentes (registro de lengua natural y registro figural).

Pensamos que la movilizacion de registros en los procesos de ensefianza aprendizaje de
las matematicas es importante porque nos permite indagar por los procesos de
conceptualizacion y/o movilizacion de nociones sobre la parabola como lugar
geométrico en profesores en formacion continua; ello implica también la realizacién de

tratamientos y conversiones de registros.

Por este motivo, nuestro estudio pretende que profesores en formacion continua
movilicen la nocion de pardbola como lugar geométrico por medio de diferentes
registros de representacion semiotica por medio de los tratamientos y conversiones a

través de una secuencia de actividades en las que utilizamos el Geogebra.

1.5 PREGUNTA DE INVESTIGACION Y OBJETIVOS

Después de haber presentado los antecedentes, la justificacion, asi como también el
Geogebra y el marco teérico de nuestra investigacion, a continuacién presentamos la

pregunta de investigacion y los objetivos de la misma.

¢Cémo profesores de matematica movilizan la nocion de parabola como lugar
geométrico, cuando desarrollan una secuencia en la que utilizan diferentes registros de

representacion semiotica?
Es por ello, que en nuestra investigacion se plantean los siguientes objetivos:
Objetivo General:

Analizar cdmo profesores de matematica movilizan la nocién de parabola como lugar
geométrico, cuando desarrollan una secuencia en la que utilizan diferentes registros de

representacion semidtica.
Objetivos Especificos:
Para alcanzar el objetivo general pretendemos lograr con los siguientes objetivos

especificos:

« ldentificar los registros de representacion semiotica que utilizan los profesores
en formacion continua cuando movilizan la nocién de la pardbola como lugar

geomeétrico con el uso del Geogebra.
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o Estudiar los tratamientos y las conversiones en los registros de lengua natural
figural, gréfico, y algebraico que utilizan los profesores en formacion continua
al desarrollar la secuencia de actividades que movilizan la nocion de parabola

como lugar geométrico.

A continuacion presentamos la metodologia de nuestra investigacion.

1.6 ASPECTOS DE LA INGENIERIA DIDACTICA E INSTRUMENTOS

Para orientar nuestro estudio utilizamos aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue
(1995). A continuacion, describiremos brevemente algunas caracteristicas de nuestra

metodologia de investigacion considerada en este trabajo:

Artigue (1995) manifiesta que la Ingenieria Didactica, como método de investigacion,
se caracteriza por un esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en
clase; es decir sobre la concepcidn, realizacion, observacion, analisis de secuencias de
ensefianza y su validacion es en esencia interna, pues esta basada en la confrontacion

entre lo que se planificd (a priori) y lo que realmente sucedio en clase (posteriori).
La investigadora sefiala que en la Ingenieria Didactica se distinguen las siguientes fases:

Fase 1: Analisis Preliminar

Segun Artigue (1995), en esta fase se requiere efectuar analisis en los siguientes

aspectos:

e El analisis epistemologico de los contenidos contemplados en la ensefianza
e El analisis didactico, referente a la ensefianza y sus efectos.
e EIl andlisis cognitivo, referente a de las concepciones, errores comunes, las

dificultades que tienen los sujetos concernientes al objeto matematico.

En nuestra investigacion, el aspecto epistemoldgico se basa en el estudio del objeto
matematico pardbola bajo la mirada del saber formal en la geometria analitica (lugar
geométrico), asi mismo presentaremos una breve resefia historica del objeto
matematico, ambos se encuentran desarrollados ampliamente en el capitulo de la

Paréabola.

En el aspecto cognitivo, en los antecedentes hemos presentamos investigaciones como
las de Fernandez (2011), Lopez y Aldana (2013), Moncayo y Pantoja (2012), Lopes

7 7
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comprension del concepto y las nociones de parabola, sus limitaciones, y los entornos

de geometria dinamica como mediadores entre el conocimiento geométrico y el sujeto.

Asi mismo, en el aspecto didactico, describimos el tratamiento que se da a la parabola,
en los libros de consulta que manejan los profesores de secundaria, como se muestra en
la tabla 2.

Tabla 2. Documentos de Consulta

Unidad Paginas Titulo
Libro de Matematicas Unidad 7 220 - 224 Manual para el
del Ministerio Docente

Geometria Analitica

Libro Norma Unidad 9 — Tema 4 404 - 409 Manuel para el

Geometria Analitica Docente

De esta manera, hemos considerado los aspectos epistemoldgicos, cognitivos y

didacticos de la parabola como lugar geométrico.
Fase 2: Concepcion y anélisis a priori

Después de la primera fase, el analisis preliminar, que es la que permitira utilizar las
herramientas necesarias para disefiar la secuencia de actividades podremos realizar un
analisis previo de cada una de las actividades que nos permitiran, a priori, predecir las
acciones Yy estrategias que los profesores en formacién continua desarrollaran en cada
una de las actividades creadas teniendo en cuenta aspectos de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica.

Segun Artigue (1995), en esta fase el investigador toma la decisién de actuar sobre
determinadas variables del sistema que no estan fijadas por las restricciones. A estas

variables se les llama las variables de comando (micro y macro didacticas).
La autora, distingue dos tipos de variables potenciales manipuladas por el investigador:

e Variables macro-didacticas o globales son las asociadas con la organizacion y
gestion del medio, se dice que son concernientes a la organizacion global de la
ingenieria.

e Variables micro-didacticas o locales son las asociadas a la organizacion local de
la ingenieria, 0 sea la organizacion de una secuencia o fase dependiente del

contenido didactico en que se enfoca la ensefianza.
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Para nuestro trabajo, utilizaremos variables micro-didacticas ya que a pesar que se trate
de una formacion contunua de profesores, estamos interesados en la movilizacion de la

nocion de parabola y en su estudio como lugar geométrico.

Resaltamos que en la secuencia de actividades utilizaremos el software Geogebra y al
realizar el analisis a priori de la secuencia también predeciremos su influencia en el

desarrollo de la misma.
Fase 3: Experimentacion

Esta fase, de acuerdo con Artigue (1995), se caracteriza por la ejecucion, desarrollo y
aplicacion de la secuencia de actividades planificadas y se inicia con el primer contacto
entre el investigador, profesor y los sujetos participantes, que en nuestro caso son

profesores de matematicas en formacion continua.

Asi mismo, realizamos la explicitacion de las condiciones de como se realiza la
investigacion con el grupo seleccionado y finalmente aplicamos los instrumentos

elaborados y realizamos el registro de los documentos generados en el Geogebra.
Fase 4: Analisis a posteriori y validacion

La investigadora menciona que esta fase se caracteriza por el andlisis de los datos
recogidos a lo largo del proceso de la experimentacion a través de observaciones,
producciones de los profesores en clase, observaciones de las secuencias de las

actividades y cuestionarios.

En palabras de Artigue,

El andlisis a posteriori que se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de
la experimentacion, a saber, las observaciones realizadas de las secuencias de
ensefianza, al igual que las producciones de los estudiantes en clase o fuera de ella.
Estos datos se completan con frecuencia con otros obtenidos de la utilizacion de
metodologias externas, como cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios
grupos, aplicadas en distintos momentos de la ensefianza o durante su transcurso

(p.48).

Una vez realizado el analisis posteriori, de acuerdo con la autora, se procede a la
confrontacién de los dos analisis, el a priori y a posteriori y es alli que se logra la

validacion.

En esta fase, analizamos los datos recolectados en los dos encuentros realizados con los
profesores en formacion continua y los contrastamos con el andlisis a priori para validar

la ingeniera de la investigacion.
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Instrumentos y procedimientos

Para recolectar la informacién para nuestra investigacion, utilizamos: Fichas de la
secuencia de las actividades, laboratorio de computo con el programa del Geogebra
instalado en todas las computadoras, grabaciones de los archivos de las actividades

hechas por cada uno de los profesores de secundaria.
Para el caso de investigacion, realizamos los siguientes pasos:

e Elaboracion de la secuencia de cuatro actividades que propiciaran la movilizacion
de la nocion de pardbola como lugar geométrico en los profesores en formacion

continua con el uso del software Geogebra.

e Explicitacion de las condiciones de realizacion de la investigacion a los profesores
en formacion continua seleccionados.

e Aplicacion de las secuencias de actividades.

e Recojo y organizacion de la informacion de las fichas de la secuencia de actividades
y también de las producciones de los profesores participantes, generadas en los
archivos del Geogebra. Estos archivos son grabados por los participantes en una
carpeta.

e Analisis de la secuencia en base a los aspectos teoricos de la tesis.

e Elaboracion de las consideraciones finales y perspectivas futuras de la investigacion.

A continuacidn en el capitulo 3, presentamos la parabola como lugar geométrico, desde

las 3 dimensiones: epistémico, cognitivo y didactico.

Tesis publicada con autorizacion del autor

Mo olvide citar esta tesis




PONTIFICLA

TESIS PUCP g:{gﬁﬂamn

DEL PERL

CAPITULO Il - PARABOLA COMO LUGAR GEOMETRICO

En el presente capitulo realizamos el estudio de la parabola como lugar geométrico
desde tres aspectos: historico, por medio de una breve resefia historica del surgimiento
de la parabola, asociada a las caracteristicas de la evolucion del saber matematico;
cognitivo, relacionado a las dificultades referente a la pardbola como lugar geométrico y
finalmente, el aspecto didactico en el que presentamos dos libros utilizados en 5to
grado de educacién secundaria en la ensefianza de la parabola, el manual para el
profesor ya que la investigacion tiene como sujetos a profesores en formacion continua

y uno de los libros mas utilizados por ellos.

2.1 BREVE RESENA HISTORICA

En esta breve resefia historica nos basamos en Boyer (1996) que evidencia la naturaleza

de la parabola como lugar geométrico y su evolucién.

En este sentido, mencionaremos como surgié la nocion de la pardbola como lugar
geométrico caracterizado por la propiedad foco — directriz. Para ello, el historiados
menciona trabajos de Menecmo (375-325), Arquimedes (287-212 a. C.), Apolonio de
Perga (262-190 a.C.), Papus (S. IV d. C.), Descartes (1596- 1650) y Lebesgue (1875 —
1941).

Con respecto a Menecmo, el historiador afirma que, fue matematico y gedmetra, se le
atribuye el descubrimiento y el estudio tedrico de las secciones cénicas, fue célebre en
la antigliedad, por eso estas curvas tuvieron el nombre de curvas de Menecmo. Asi
mismo tratd de resolver el problema de la duplicacién del cubo, utilizando la parabola y
la hipérbola, donde muestra la existencia de una solucion mediante el corte de una

parabola con una hipérbola.

Segun el autor, Arquimedes, en su busqueda de una solucion para la cuadratura del
circulo, hace un gran aporte a través de su obra: La Cuadratura de la Parabola, se

especializo en sus propiedades y probd que el area definida por una parabola y una recta

(segmento parabolico) equivale exactamente a % de un triangulo inscrito ABC. Para ello

P . o T P . 1 .
desarrollé una serie geométrica infinita con una razén coman de " (Ver figura 11)
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Figura 11: Triangulo ABC inscrito en un segmento parabolico ADCEB
Fuente: Adaptado de Moncayo — Pantoja (2012, p. 36)
La figura 11, representa el triangulo ABC inscrito en un segmento parabolico ADCEB,
Arquimedes compara por un razonamiento que utiliza el método de exhaucion las areas

de estas dos figuras.

Este concepto permitid, de acuerdo con Boyer (1996) obtener por primera vez la
cuadratura del espacio comprendido entre una curva y lineas rectas. Para su
demostracion, se aplica el método, llamado, exhaucidn a la cuadradura de la parabola. A
su vez Apolonio de Perga, fue el primer gedmetra que usé el término parabola en su
tratado de Cénicas, considerado obra cumbre y donde se desarroll6 el estudio de las
tangentes a secciones conicas, asi no solo aportd una gran cantidad de resultados nuevos
para la época, sino también metodologia y una renovacién conceptual en las cuales se
puede encontrar el germen lejano de la Geometria Analitica del siglo XVII, segun el
autor. Apolonio, fue el primero en demostrar que en un solo cono circular recto se
pueden obtener los tres tipos de secciones cénicas (elipse, parébola e hipérbola), sin
importar el angulo que forman la generatriz y el eje tal como proponia Menecmo; solo
haciendo la inclinacion del plano secante con el eje que corta al cono; inclusive fue méas
alla de ello, ya que también plante6 que la construccion de estas secciones conicas, eran
independientes del tipo de cono utilizado, es decir, podria ser un cono circular recto u
oblicuo. Asi mismo sustituye el cono de una hoja por el cono de dos hojas o dos conos
orientados en sentidos opuestos, los que conllevaria posteriormente a observar que la

hipérbola es una curva de dos ramas.
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También Boyer (1996) sefiala que Apolonio fue quien puso el nombre actual a las
conicas. Particularmente, la pardbola fue definida como la interseccién de un cono
circular oblicuo de dos hojas con un plano paralelo a una sola generatriz o arista. (Ver
figura 12).

Figura 12: Parabola como seccidn cénica generada por el corte que hace el plano paralelo
a una de las generatrices del cono, que no contiene al vértice del cono
Fuente: Adaptado de Moncayo — Pantoja (2012, p. 37)

Por otro lado, Apolonio consiguié definir las conicas como lugares geométricos de
puntos del plano que satisfacen una condicion determinada. Esta definicion deja de lado
la manera de concebirlas como secciones determinadas por un plano al cortar una
figura tridimensional. Apolonio al igual que sus predecesores, obtenia las curvas a partir
de un cono en el espacio tridimensional, pero luego logré prescindir del cono, no sin
antes haber deducido una propiedad fundamental, que vendria ser una condicion

necesaria y suficiente para que un punto esté situado sobre la curva.

En las Cénicas, la nocion de foco se refiere de manera indirecta y la de directriz, es
omitida completamente. Segin Boyer (1996) es muy probable que la propiedad foco —
directriz fuese utilizada en ese entonces para el trazado de parabolas.

Segun Moncayo y Pantoja (2012), expresa que:

Pappus de Alejandria, quien en su Coleccién Matemaética expone la propiedad
monofocal de las cdnicas, fue el primero en teorizar sobre la propiedad (p.38).

El filosofo y matematico francés René Descartes, desarrollo un método para relacionar
las curvas con ecuaciones y los puntos en el plano con pares de nimeros. Este método

es ahora denominado Geometria Analitica. En esta Geometria Cartesiana, las curvas
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conicas se pueden representar por ecuaciones de segundo grado en las variables x e y. El

resultado mé&s sorprendente de la Geometria Analitica es que todas las ecuaciones de
segundo grado en dos variables con algunas condiciones sobre sus coeficientes

representan conicas.

Segun Moncayo y Pantoja (2012), luego de varios siglos y a raiz de un articulo que
publicara en 1993 el matematico francés Henri Léon Lebesgue, cuyo titulo traducido es
Las Cénicas en la Ensefianza Secundaria, la propiedad foco — directriz es considerada
nuevamente por los matematicos para el estudio de la parabola, asi como de la hipérbola

y la elipse.

2.2 LA PARABOLA COMO LUGAR GEOMETRICO

Para esta parte nos basamos en la investigacion de Lopes (2014) quien sefiala que para
hablar de la parabola como lugar geométrico debemos remontamos a los siglos XVII,
donde Pierre de Fermat (1601 — 1665) fue uno de los precursores de la Geometria
Analitica, quien a su vez describio las ecuaciones de la elipse, parabola e hipérbola.

A su vez, la autora, menciona que Fermat supo de finir a las cénicas (elipse, hipérbola y
parabola) como lugar geométrico "de todos los puntos de una regiéon (plano) que

satisfacen una cierta propiedad"”.

Para efectos de nuestra investigacion, nos centraremos en el estudio de la pardbola, para

ello hemos considerados dos definiciones de la parabola como lugar geométrico.

Primera definicion: "Lugar de los puntos de un plano es una parabola, si y solo sélo si

estos puntos son equidistantes de una recta y de un punto que no pertenece a esta recta”

Segunda definicién: "EIl lugar de los puntos de un plano es una paréabola, si y sélo si,
los puntos son centros de los circulos que pasan por F (foco) y son tangentes a la recta

directriz r".

Nosotros, coincidimos con la investigadora en considerar el uso de la bisectriz y la
simetria de un punto con respecto a una recta para nuestro estudio, como elementos
importantes en la construccion de la parabola como lugar geométrico. Ademas,
consideramos que para la caracterizacion de las definiciones de la parabola, es necesario
el uso de los registros de representacion semidticas, tales como el registro figural,

registro, grafico, registro de lengua natural y el registro algebraico para mayor

s
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Para efectos de nuestra investigacion, hemos considerado la construccion de la parabola
referida a la primera definicion que Lopes (2014) consider6 en su estudio. Por lo que
nuestros sujetos de estudio deberian movilizar la propiedad del tridngulo isosceles con
respecto a la parabola como lugar geométrico. A continuacion presentamos la figura 13

relacionada con la primera definicién de la parabola.

Figura 13: Registro figural de una parabola a partir de la primera definicion
Fuente: Adaptado de Lopes (2014, p.40)

También, para efectos de nuestro estudio, hemos considerado también la construccion
de la parébola referida a la segunda definicién que la investigadora considerd en su
estudio. Por lo que pensamos que los profesores en formacion continua movilizaran la
propiedad de la circunferencia con respecto a la parabola como lugar geométrico. A
continuaciéon presentamos la figura 14 relacionada con la segunda definicién de la

parabola.

Figura 14: Registro figural de una parabola a partir de la segunda definicion
Fuente: Adaptado de Lopes (2014, p. 40)
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De la figura, se puede observar que si P es un punto de la parabola 2 con foco F y

recta directriz r, entonces P es el centro de una circunferencia C que pasa por F y es

tangente a r.

A continuacion, haremos la demostracion matematica que justifica que si el punto P es
el centro de una circunferencia C que pasa por F Yy es tangente a una recta r (F no

pertenece a r), entonces P es un punto de una parabola.

Sean F y D dos puntos distintos de un plano, el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de F y D se llama la mediatriz del segmento FD , se tiene que para cada

punto P perteneciente a m se cumple la igualdad PD = PF.

Sea s la recta que pasa por P e intercepta perpendicularmente a la recta r en el punto D,
entonces la distancia de P a r, que denotamos por d (P, r) coincide con la longitud del

segmento PD.

Si P es el centro de € entonces P pertenece a la mediatriz del segmento FD y se tiene

PD = PF = d(P,r). Por lo tanto, P pertenece a la parabola de foco F y directriz r.

Con respecto al estudio de la simetria, Lopes (2014, p.41) explica considerando dos
puntos P y P" simétricos con respecto a la recta m, que contiene el si y solo si a la recta

m es la mediatriz del segmento PP".

Se dice que el punto P” es el simétrico de P con respecto a la recta m, si la recta m es

mediatriz del segmento PP’. (Ver figura 15).

Figura 15: Registro figural de la parabola con el eje de simetria
Fuente: Adaptado de Lopes (2014, p. 41)
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La recta perpendicular a la directriz de la parabola que pasa por el foco se llama eje de

la parébola y se demuestra que es un eje de simetria de ella.

Para efectos de nuestra investigacién, hemos considerado las dos definiciones pues
relaciona varios conceptos y procedimientos. Asi mismo mencionamos que la propiedad
foco - directriz involucra una serie de conceptos geométricos tales como la mediatriz,
segmento, circunferencia y recta tangente. A su vez comprende diferentes relaciones
espaciales como la simetria, perpendicularidad y paralelismo que consideramos en

nuestro estudio.

Para efectos de nuestro estudio, hemos seleccionado como referencia al libro de
Geometria Analitica, Lemhann (2003), libro que contiene una variedad de temas que
son incluidos en la mayoria de textos de la Geometria Analitica plana y del espacio.
Nosotros nos focalizaremos en los temas relacionados con la pardbola como lugar

geomeétrico, el cual se encuentra en el capitulo V1 del libro.

El capitulo de la pardbola se inicia con la definicion de la pardbola como lugar
geométrico y con la descripcion de todos los elementos que intervienen en el objeto
matematico, asi mismo presenta la representacion gréafica de la parébola. El autor
expresa asi mismo la ecuacion de la parabola desde la forma mas simple, ecuacion de la
parabola de vértice en el origen y coincidente con un eje coordenado, hasta la ecuacion

de la parabola de vértice V(h, k) y eje paralelo a un eje coordenado.

Creemos conveniente tomar como referencia la definicién que presenta el autor acerca

de la ecuacion como lugar geométrico:

La ecuacion del lugar geométrico es aquella que tiene la forma f(x,y) =0, cuyas
soluciones reales para los valores correspondientes de X, y son todas coordenadas
de aquellos puntos que satisfacen las condiciones geométricas dadas que definen el
lugar geométrico (pp. 50 -51)

También tomamos como referencia a la definicion que el autor expresa con respecto a la

definicion de la parabola:

Una parabola es un lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal
manera que su distancia de una recta fija , situada en el plano, es siempre igual a la
distancia de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta. El punto fijo se
Ilama foco y la recta fija, directriz de la parabola. (p.149)
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Lemhann (2003), designa por F como el foco y a | como la recta directriz de una
parébola. De igual forma, indica que la recta a que pasa por F y es perpendicular a | se
[lama eje de la parabola.

Asi mismo, define el punto A, punto de interseccion del eje y la directriz. El punto V,
punto medio del segmento AF, estd por definicion, sobre la parabola; este punto se

llama vértice.

Sefiala que el segmento que une dos puntos diferentes de la pardbola se llama cuerda, de
esta manera el segmento de la recta, tal BB", que une dos puntos cualesquiera
diferentes de la parabola seria cuerda y en particular, una cuerda que pasa por el foco

como CC’, se llama cuerda focal.

Finalmente, indica que la cuerda focal LL" perpendicular al eje se llama lado recto y que
si P es un punto cualquiera de la parabola, el segmento de recta FP que une el foco F

con el punto P se llama radio focal de P, o radio vector.

Para determinar la ecuacion de la parabola de vértice en el origen y un eje coincidente
con el eje coordenado, considera que el vértice esta en el origen y un eje coincide con
uno de los ejes coordenados. El autor considera que el vértice de la parabola esta en el
origen y cuyo eje coincide con el eje X. Entonces el foco F esta sobre el eje X; (p, 0)

son sus coordenadas.

En seguida se obtiene la ecuacion de la parabola, considerando el punto arbitrario P(x,
y) de la pardbola cuya directriz | es x = -p. Sea P(X, y). Por P se traza el segmento PA
perpendicular a I. Entonces, por la definicion de parabola, el punto P debe satisfacer la

condicion geométrica |FP| = |PA|

En el texto se aprecia una representacion geométrica de la parabola. Se muestra dicha

representacion en la figura 16.

x=-p

Figura 16: Pardbola de vértice en el origen y eje coordenado
Fuente: Adaptado de Lehmann (2003, p. 150)

Tesis publicada con autorizacion del autor

Mo olvide citar esta tesis



(e PONTIFICLA

wntg,
TESIS PUCP A %s Eggéi_l}amn

De acuerdo con Lemhann (2003), sea P(x,y) cualquier punto de la parabolay F (p, 0) el

foco. La condicion geométrica |FP| = |PA|, se expresa de la siguiente forma:

|[FP| = J(x —p)2 + y?, tenemos de esta manera |PA| = |x + p|

Por lo tanto, la condicion geométrica estd expresada analiticamente por la siguiente

ecuacion: +/(x —p)2 + y2 = |x +pl.
Luego de elevar al cuadrado y realizar las simplificaciones, se tiene:
y? = 4px
Para el reciproco, el autor considera a P; (x;,y;) un punto cualquiera cuyas
coordenadas satisfagan la ecuacion anterior, por lo que se obtiene:
y1? = 4px;

Se suma (x; —p)? a ambos miembros de la ecuacion y se extrae la raiz cuadrada,

obteniendo una raiz positiva.

\/(X1 —p)*+ 1% = |x; +pl

Siendo ésta la expresion analitica de la condicion geométrica aplicada al punto P, Por lo

que P, esta sobre la pardbola cuya ecuacion esta dada por y;2 = 4px;.

De esta manera la curva pasa por el origen y no tiene ninguna otra interseccion con los
ejes coordenados. La Unica simetria que posee el lugar geométrico es con respecto al eje

X, despejando y de la ecuacion y,? = 4px, tenemos lo siguiente:

y=+2.px

Por lo tanto, para los valores de y reales y diferentes de cero, p y x deben ser del

mismo signo. Segun ello se considerados casos:p >0y p <0

Si p >0, se excluyen todos los valores negativos de x y todo el lugar geométrico se
encuentra a la derecha del eje Y. Considerando ello, no se excluye ningun valor positivo
de x, y como y puede tomar todos los valores reales, por lo que el lugar geométrico
seria una curva vierta extendida hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje
X. Esta forma esta representada en la figura 16, en la cual se dice que se abre hacia la

derecha.
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Asi mismo, si p < 0, todos los valores positivos de x deben de excluirse de la ecuacion

(e

y todo el lugar geométrico estaria a la izquierda del eje Y. Esta forma esta representada

en la figura 17, en la cual se dice que se abre hacia la izquierda.

x=-p,|p<0

Figura 17: Parébola de vértice en el origen y eje coordenado, abierta hacia la
izquierda
Fuente: Adaptado de Lehmann (2003, p. 51)
Segln la ecuacion y = + 2 ,/px hay dos puntos sobre la parabola que tienen abscisa
igual a p; uno de ellos tiene la ordenada 2p y el otro la ordenada - 2p. Como la abscisa
del foco es p, se sigue que la longitud del lado recto es igual al valor absoluto de la

cantidad 4p.

Si el vértice de la parabola esta en el origen y su eje coincide con el eje Y, se demuestra
que la ecuacion de la pardbola es:

x* = 4py

Donde el foco es el punto (0, p). Dandose dos casos, el primero si p > 0, la pardbola se

abre hacia arriba, (Figura 18)

JFo.P)

y=-p, p>0

Figura 18: Paréabola de vértice en el origen y su eje coincide con el eje Y, abierta hacia arriba
Fuente: Adaptado de Lehmann (2003, p. 152)
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Y si p < 0, la parabola se abre hacia abajo (Figura 19).

(e

2

¥y=-p, P20

Figura 19: Parabola de vértice en el origen y su eje Y, abierta hacia abajo
Fuente: Adaptado de Lehmann (2003, p. 152)

En el texto, Lehmann (2003) hace referencia a las ecuaciones canonicas:

Ambas ecuaciones: y? = 4px y x? = 4py reciben por nombre primera ecuacion
ordinaria de la parabola, también refiere que estas ecuaciones son las mas simples de la

parabola, refiriendonos también a ellas como las formas candnicas.
Los resultados precedentes, se resumen de la siguiente manera:

Teorema 1. La ecuacion de una pardbola de veértice en el origen y eje el eje X, es:

y? = 4px
en donde el foco es el punto (p, 0) y la ecuacion de la directrizes x = —p.
Sip > 0, la paradbola se abre hacia la derecha; si p < 0, la parabola se abre a la
izquierda.
Si el eje de una parébola coincide con el eje Y, y el vértice estd en el origen, su
ecuacion es:

x? = 4py
en donde el foco es el punto (0, p), y la ecuacion de la directrizes y = —p.

Si p >0, la pardbola se abre hacia arriba; si p < 0, la pardbola se abre hacia
abajo.

En cada caso, la longitud del lado recto esta dada por el valor absoluto de 4p, que
es el coeficiente del término de primer grado. (p.152)

Sin embargo, también es posible hallar la ecuacién de la parabola cuando el vértice esta

fuera del origen y ejes paralelos a los ejes coordenados.

En la figura 20, se muestra la parabola con vertice (h, k), y cuyo eje es paralelo a un eje

X. La ecuacion de la parabola, con referencia a los nuevos ejes esta dada por y 2 = 4px’
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(h,k)

Figura 20: Parabola de vértice en (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje Y
Fuente: Adaptado de Lehmann (2003, p. 155)

En el texto, Lehmann (2003) hace referencia a las ecuaciones de transformacion que

expresacomo: x = x +h, y= y +k.A continuacion sustituye los valores
x =x—h, y =y—k enlaecuacionpory? = 4px’, se obtiene

(y—k)?=4p(x —k)

Anélogamente, la pardbola cuyo vértice es el punto (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje Y

tiene por ecuacion:

(x —h)? =4p(y — k)

En donde |p| es la longitud de aquella porcion del eje comprendida entre el foco y el
vértice.
Los resultados precedentes, se resumen de la siguiente manera:
Las ecuaciones (y—k)2=4p(x—k) y (x—h)?=4p(y—k), se llaman
generalmente segunda ecuacion ordinaria de la parabola.

Teorema 2. La ecuacion de una parébola con vértice (h, k) y eje paralelo al eje X,
es de la forma:

oy —k)? = 4p(x — k)
Siendo |p| la longitud del segmento del eje comprendido entre el foco y el vértice.

Sip > 0, laparabola se abre hacia la derecha; sip < 0, la parabola se abre hacia
| izquierda.

Si el vértice es el punto (h, k) y el eje de la parabola es paralelo al eje Y, su
ecuacion es de la forma

(x —h)? = 4p(y — k),

Sip >0, la pardbola se abre hacia arriba; si p < 0, la parabola se abre hacia
abajo. (p. 155)
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Otras de las propiedades de la pardbola, esta basada en la ecuacion de la recta tangente y

(e

recta normal. Esta propiedad llamada Propiedad Focal de la parabola, no serd incluida
dentro de nuestras actividades porque nuestra investigacion estd basada en el proceso de
la movilizacion de las nociones de la parabola como lugar geométrico. Sin embargo
debido a que esta propiedad tiene aplicaciones en el campo de la ciencia la incluimos en

la parte tedrica del estudio de la parabola.

Al respecto, Lemhann (2003), enuncia el teorema 7: La normal a la parabola en un
punto Py (x4, y1) cualquiera de la parabola forma angulos iguales con el radio vector

de P; y larecta que pasa por P; Y es paralela al eje de la parabola.

En la figura 21, se observa la normal a una parébola por un punto P (x,y) de la curva.

Figura 21. Normal de una parébola por un punto de la curva
Fuente: Adaptado de Lehmann (2003, p. 169)

El autor indica que el teorema anterior esta basado en la ley de la reflexion. Si
consideramos un rayo de luz I; que toca una superficie pulida m en el punto P, es

reflejado a lo largo de otra recta, digamos I,.

El angulo B formado por el rayo incidente I; y n se llama angulo de incidencia, el

angulo a formado por el rayo reflejado I, y n se Ilama angulo de reflexion.

Por ello, si un foco luminoso se coloca en el foco F de una parabola, los rayos inciden

sobre la parabola, y se reflejan segun las rectas paralelas al eje de la pardbola.

Sobre la base de este principio del reflector parabolico, se basan las locomotoras y

automaéviles en los faros buscadores.
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Otra aplicacion de la parabola que también es observada, segin Lemhann (2003), el
telescopio de reflexion, en el cual los rayos paralelos de luz procedentes de las estrellas

se concentran en el foco.

2.3 DIMENSION DIDACTICA

Sobre este analisis didactico, hemos seleccionado dos libros de secundaria de las
editoriales con més presencia en las aulas de 5to de secundaria en el Pert y que son
utilizados por los profesores en formacion continua. Luego pasaremos a realizar el
estudio de los libros, enfocandonos en el tema de la parabola como lugar geométrico
para tener una referencia sobre como se desarrolla el tema de la parabola como lugar
geométrico en las escuelas. Estos libros son: Matematica para pensar 5 de la editorial
Norma edicion 2013 y Matematica 5to grado de educacion secundaria — Manual para el

docente brindado a los docentes por el Ministerio de educacion del Perd edicion 2008.

Pasaremos a continuacion a la revision y estudio de los libros ya mencionados con

respecto a la nocion y al tratamiento que se da a la parabola como lugar geomeétrico:

Tabla 3. Documentos de Consulta

Unidad Paginas Titulo
Libro de Matematicas Unidad 7 220 - 224 Manual para el
del Ministerio Docente

Geometria Analitica

Libro Norma Unidad 9 — Tema 4 404 - 409 Manual para el

Geometria Analitica Docente

Hemos realizado una revision de las unidades que han sido consignados en el cuadro
anterior. En cada caso haremos mencion a los aspectos relevantes relacionados a
nuestro trabajo de investigacion. En el tabla 3, se muestra el primer texto de consulta
Manual para docentes de Matematicas (2011), por el MINEDU

Tabla 4. Geometria Analitica, manual para el docente

Geometria Analitica

Manual para el Docente de Mateméaticas. MINEDU

Unidad Seccion Temas

Unidad: 7 e Definicion de la Parabola
Paginas: 220 — 224 La Parabola e Construccion de la Parabola

e Elementos de la Parabola
Tema de . iA Dara
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Geometria e Ejemplos resueltos

Analitica Ecuacion de la Parabola con centro en el punto
V(h, k)

Ejercicios resueltos

Ecuacion general de la Parabola

Ejercicios resueltos

Ejercicios propuestos

En el libro Manual para docentes de Matematicas (2011), por el MINEDU, presenta las
siguientes actividades introductorias al estudio de la parabola (ver fig. 22)

Ecuaciones de la parabola
La pardbola es el lugar geométrico de los puntos P del plano que equidistan de un
punto fijo F, llamado foco, y de una recta fija d, llamada directriz. Es decir:

d =d

(p. foco) (p. dirccuriz)

Construccién de la pardbola
T

- . s |
1. En una hoja trazamos una recta fija (d) y ‘
marcamos un punto externo (F). |

)

Colocamos sobre d el cateto BC de una |
escuadra ABC, de modo que AB > AF.
Marcamos el punto A y atamos un hilo de
A aF. de longitud igual a AB.

Templamos el hilo con un ldpiz hacién- |
dolo coincidir con el cateto AB en un |
punto P, forméndose asi el segmento PF, ‘

| de igual medida que BP. ‘

(5

| 4. Manteniendo el hilo templado con el 14-
piz, deslizamos la escuadra a lo largo de la
recta d, acerciandose al punto F.

|
[
{ 5. Para obtener el grifico completo de la pa-
[ rdbola, cambiamos de posicién la escua-
‘ dra, tal como se muestra en la figura.

Figura 22. Parabola como lugar geométrico.
Fuente: Matematica 5to de secundaria, MINEDU (2011, p. 221)

En la figura 22 del libro Manual para docentes de Matematicas (2011), por el MINEDU,
los autores, empiezan directamente presentando el concepto de la parabola bajo el titulo
Ecuaciones de la Parabola, por lo que se puede entender la parabola es presentada sin
realizar actividades que permitan deducir, analizar, verificar y descubrir estos

conceptos, sino que el concepto de la parabola la presentan como algo acabado.

Posteriormente, proceden a describir los pasos para encontrar la construccién de la
parabola, por lo que la construccién de la parabola esta disefiada para comprobar la
definicion. Observamos asi mismo que tales actividades no generan ningin cambio de
registro, no realizan tratamientos, pero consideramos que se evidencia de alguna manera

en la parte de la actividad de la construccion de la parabola una conversion de lengua
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natural por los pasos que se indican en la construccion y la representacion grafica que

realizan.

Otro libro revisado es el de Matematica de 5to (2013) Norma. Este presenta las

siguientes actividades introductorias a la tema de la parabola:

La qrdbola

Manuel y su mamaé observan a un grupe

de nifos jugando en una pista de forma

peculiar.. - - e

Manuer: Mama, ¢ccémo describirias‘la forma
que tiene la pista? :

Mai: Ay, hijifo,en mi éposa no se-estudio-
ban esas cosas, 3

Mane.: Te explico, mamda. La pista tiene lo
forma de pardbola. Todos sus puntes
guardan la misma distancia fanto a un
punto fijo como a una recta directriz. ¢ En-
tendiste?

+ Dicha forma, ¢serd un lugar geométrico?

- ¢Estas de acuerdo con la explicacion
ue-da Mdnuel?. & 3

f > el plano IR x IR, de manera que se
muevcn manteniendo siempre igual distancia a una recta fija L (directriz) y a un punto
fijo F(foco), ambos del plano IR x IR, se denoming parébola. i

El lugar geomélrico de todos los puntos P(x: %)

Elementos de la parabola

Los elementos principales de la parabola son:
- Elfoco (F): Es el punto fijo de la parébola.

* El vértice (V): Es el punto de interseccién de la pardbola con el eje de simetria. Es el
punto medio del segmento que une la directriz y el foco,

+ Ladirectriz (£): Es una recta fija perpendicular al eje de simetria.

- Eje de simetria o eje focal (¢,): Es la recta perpendicular a la directriz. En esta recta se
encuentra el foco,

* La cuerda focal (RS): Es el segmento que une dos puntos pertenecientes a la pardbola
Y pasc por el foco.

+ Ellado recto (AB): Es la cuerda focal perpendicular al eje de simetria.
* Elradio vector (EF): Es el segmento que une un punto de la pardbola y el foco.

Figura 23. Parabola como lugar geométrico
Fuente: Matematica 5to de secundaria. Editorial Norma (2011, p. 404)

En la figura 23 del libro Matemética para Pensar de 5to de secundaria, Editorial Norma
Manual para docentes (2011), los autores empiezan relatando una conversacion entre
madre e hijo dentro de una situacion real cuya intencion es reconocer la parabola. A
nuestro parecer la presentacion es pobre puesto que no va mas alla del simple
reconocimiento de la forma de la parabola e inmediatamente presentan el concepto de la
pardbola. La parte introductoria del tema carece de una actividad que permitan a los

estudiantes a deducir, analizar, verificar y descubrir el concepto de la parabola.

Posteriormente, proceden a describir los elementos de la pardbola y luego proceden a
presentar dos actividades cuyo objetivo es reconocer los elementos, por lo que la parte
introductoria de la presentacion del tema, no permite ahondar en las propiedades de la
parabola, tampoco permite que el alumno realice la construccién del concepto de la

parabola a través de actividades que la desarrollen.
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Como se puede apreciar en los textos analizados, el concepto y las propiedades de la
parabola se presentan sin dejar al estudiante deducirlas, también se puede observar que
son pocas actividades y la mayoria tiene tienen un caracter netamente algebraico, se
enfoca en la parte mecéanica del algebra sin buscar desarrollar capacidades, dado que

dan ejemplos que dan ejemplos de solucidn a las actividades que se proponen.
A continuacién analizaremos las actividades en cada uno de los libros de textos,
mencionados anteriormente.

En el libro de texto Manual para el docente del Ministerio de educacion del Perd,

podemos observar las siguientes actividades:

1 Determina la ccuacién de la pardbola con
B V(0; 0) y directriz d: x = 3.

a) y* =-dx b) ¥ ==12x
C) y=4x d) y=12x

Figura 24. Actividades presentes en el libro de Matematica para pensar 5 MINEDU
Fuente: Matematica 5to de secundaria, MINEDU (2011, p.221)

Como se puede observar en la figura 24 de la actividad 1 se le pone énfasis a encontrar
la ecuacidn de la parabola, dado algunos elementos como el vértice y la ecuacion de la
directriz, ello permite realizar un calculo algebraico para encontrar la ecuacién de la

parabola. Aqui el predomino es analitico usando las representaciones algébricas.

2 En pareja, asocien la ecuacién que correspon-
€2 de a cada grifica.

A,y =—4x B. -2 =4(x-2)
C. x+2P=4(r+1) D.(—2l=—d(x—2)
E. X¥*=—4y E y*=4x

G. x+2=—4(y+2) H (x—2P=4(y—-2)
1))

Figura 25. Actividades presentes en el libro Matematica para pensar 5 MINEDU
Fuente: Matematica 5to de secundaria, MINEDU (2011, p. 221
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Como se puede observar en la figura 25, la actividad 2 pone énfasis en buscar la

relacién de la ecuacion de la parabola con su grafica correspondiente, para realizar ello,
los estudiantes deberan considerar la ecuacion general de la parabola para realizar la
ubicacién de sus elementos. Aqui el predomino es analitico usando las representaciones

algébricas.

Observamos asi mismo que tales actividades no generan tratamiento pero si propicia un
cambio de registro con respecto a la representacion canonica y la representacion grafica

de manera mecanica.

3 Determina la ccuacién de cada pardbola que
P tiene vértice en el origen y que satisface la
condicion dada.
a) F(3;0) ¥ =12 b) d: x=-3/5 ¥=12x
c) F(0; -2/3) % =-8y/3 d) d: y=T/3 32 =-28y/3

Figura 26. Actividades presentes en el libro Matematica para pensar 5 MINEDU
Fuente: Matematica 5to de secundaria, MINEDU (2011, p. 221)
Como se puede observar en la figura 26, la actividad 3 se avoca a encontrar la ecuacion
de la parébola a partir del conocimiento de sus elementos como las coordenadas del
foco y el vertice en el origen. Para ello los estudiantes deberan realizar simples célculos

algebraicos. Aqui el predomino es analitico usando las representaciones algebricas.

En la seccion denominada “Actividades” presenta 9 ejercicios de la parabola referidas a
aspectos mecanicos como de determinar la ecuacion de la pardbola a partir de sus
elementos y viceversa, mas no se da énfasis en reconocer las propiedades de la parabola,
debido a que ya la dan por entendidas al momento de dar el concepto. No toman en
cuenta el concepto de la parabola para la solucién de problemas contextualizados o de
situaciones reales. Se observa que las actividades que se plantean sobre la parabola
buscan una reproduccién o memorizacion de los ejemplos que se presentan en un inicio

ya que los ejercicios propuestos son muy parecidos a ellos.

A continuacion analizaremos las actividades presentes en cada uno de los libros de

textos, mencionados anteriormente.

Relaciona correctamente ambas columnas.

a.las coordenadas del vértice de la parébola x? = 15y. LR ~ (0;3)

b.Las coordenadas del foco de la pardbola y? = 4x, i S 2  (2-3)

P

¢.Las coordenadas del foco de la pardbola x? = 12y. Ak T IO S
S 2

d.Las coordenadas del foco de la pardbola x2 = -2y, —//;7 e N (0:0)

e.Las coordenadas del vértice de la parébola (x-2)%= 10(y + 3). 7~ \\\ (1. 0)

Figura 27. Actividades presentes en el libro de 5to de Secundaria

Fuente: Matematica 5to de secundaria, Editorial Norma (2011, p. 404)
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Como se puede observar en la figura 27, la actividad se avoca a relacionar la ecuacion

de la parabola con sus elementos, ello por medio de un célculo algebraico para ubicar

las coordenadas de los elementos de la parabola ya sea veértice o para el foco. Aqui el

predomino es analitico usando las representaciones algébricas.

Completa la tabla.

Vértice 5 Eje paralelo al Foco Ecuacion de la | Ecuacion ordinaria de | Ecuacién general de
eje focal directriz la pardbola la pardbola
(-2:2) 3 ¥ (-2;5) y+1=0 (x+22=12(y-2) X*+4x-12y+28=0 |
(=3:-4) -2 Y (-3;-6) y+2=0 (x+3)? =-8(y + 4) X+ 6x+8y+41=0 ‘
(-4:-4) 3 ¥ (-4;-1) y+7=0 (x+4)2=12(y + 4) x2+8x-12y-32=0
;-1 -3 X (=3:-1) x-3=0 S12x = (y + 1)? V+12%+ 2§+ T1=0

Figura 28. Actividades presentes en el libro de 5to de secundaria
Fuente: Matematica 5to de secundaria, Editorial Norma (2011, p. 404)

Como se puede observar en la figura 28, la actividad pone énfasis en el desarrollo de las

operaciones algebraicas a partir del conocimiento de las coordenadas del vértice y el

valor de “p” para encontrar las coordenadas del foco, la ecuacion ordinaria y la ecuacion

general.

Como se evidencia, en esta tarea también se observa que el predomino es analitico

usando las representaciones algébricas.

ay =4(x+1) X

Vértice: - Lo
Foco: _(©:0)
Lado recto: 4
Directriz: Xx=-2

Grafica y determina los elementos de la pardbola cuya ecuacién es:

C. Y7 : _BX\I T
|
‘/I '
Veértice: (C: 0)
Foco: -2;0
Lado recto: 8
Directriz: _ x=2

\
>
A

e.y?-8x+4y-20=0 YP

A

Vértice:
Foco:

Lado recto:
Directriz:

Figura 29. Tipo de tareas presentes en el libro de 5to de secundaria.
Fuente: Matematica 5to de secundaria, Editorial Norma (2011, p. 404)

Como se puede observar en la figura 29, la actividad pone énfasis en el reconocimiento

de los elementos de la parabola a partir de la ecuacién de la misma, luego el estudiante

debera graficar la pardbola conociendo sus elementos. También, se observa el

predomino de lo analitico usando las representaciones algébricas.

En la seccién denominada “Actividades” presenta 9 ejercicios de la parabola referidas a

aspectos mecanicos como de determinar la ecuacion de la parabola a partir de sus

elementos y viceversa, mas no se da énfasis en reconocer las propiedades de la parabola,

Tesis publicada con autorizacion del autor

Mo olvide citar esta tesis




POMTIFIOLA

TESIS PUCP g:;\gﬂamn

DEL PERL

debido a que ya la dan por entendidas al momento de dar el concepto. No toman en
cuenta el concepto de la parébola para la solucidon de problemas contextualizados o de
situaciones reales. Se observa que las actividades que se plantean sobre la parabola son
netamente algebraicas pues buscan los simples calculos algebraicos por las
observaciones que realizamos a los ejercicios propuestos. Asi mismo, consideramos que
la forma de tratamiento que desarrollan los libros es tradicional, formalista; la parabola
es reducida a una simple manipulacion de simbolos algebraicos. Estos tipos de
actividades no propician las diferentes conversiones y se avocan mas a los tratamientos

algebraicos.

Por otro lado, las ideas erroneas se pueden considerar parte del proceso de construccion
del conocimiento matematico y pueden ser el insumo que provoque un cambio en el

aprendizaje del estudiante.
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CAPITULO IV — EXPERIMENTO Y ANALISIS

En este capitulo caracterizamos a los sujetos de la investigacion, la descripcion de las
actividades propuestas, con sus respectivos analisis a priori y a posteriori basados en
los aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica y en aspectos de la
Ingenieria Did&ctica adoptados en la presente tesis.

4.1 SUJETOS DE INVESTIGACION

En la investigacion participaron quince profesores de la Carrera Publica Magisterial de
la Modalidad de Educacion Bésica Regular, en formacion continua (estudiantes de la
maestria en Ensefianza de las Matematicas de la PUCP) y en el marco del curso de

Geometria plana y del Espacio (en hora de clase) de dicha maestria.

Para efectos de la investigacion, se realizd la seleccion de tres profesores del total de
quince participantes, quienes mostraron durante los encuentros dedicacion y sobre todo
estuvieron presentes en los tres encuentros. Llamaremos a los tres profesores
participantes en la investigacion de: Armando, Alberto y Carlos para salvaguardar su
identidad.

El experimento se llevo a cabo en un laboratorio de informatica de la universidad, en un
laboratorio de informética en el que se emplean los siguientes recursos: una pizarra
acrilica y proyector, una computadora en aula disponible para la profesora formadora de
del curso de geometria euclidiana plana y del espacio, computadoras en aula de uso
disponibles para cada uno de los profesores participantes, el software Geogebra version
4.2.57.0 de libre distribucion.

Para la recoleccion de datos, utilizamos los siguientes instrumentos: fichas de trabajo
de las actividades propuestas y grabacién de los archivos que contienen tolas

construcciones elaborados por los profesores participantes.

4.2 DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES

Elaboramos una secuencia compuesta por cuatro actividades especificas sobre la
parabola como lugar geométrico. La tabla 5 muestra las actividades propuestas que

seran realizadas en dos encuentros en la sala de informatica.
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Actividad 1:
Parabola como
lugar geométrico

Contenido

a la propiedad
foco - directriz

ey
+* 1
=

| Descripcion
Parabola en base

En la primera actividad movilizaron
los conocimientos previos como la
distancia de un punto a una recta,
mediatriz de un segmento y la
propiedad foco directriz por medio de
construcciones geométricas
fundamentales para el desarrollo de
la siguiente actividad.

A su vez se plantean preguntas que
permiten visualizar y conjeturar
sobre el comportamiento de los
elementos de la pardbola vy
propiedades con la utilizacion del
Geogebra.

Pardbola como

En la segunda actividad movilizaron

plano cartesiano

1 lugar los conocimientos previos como la
geométrico  en | circunferencia, recta tangente y la
Actividad 2: base a la | propiedad de la circunferencia por
Parabola como propiedad de la | medio de construcciones geométricas
lugar geométrico circunferencia fundamentales para el desarrollo de
la siguiente actividad.
A su vez se plantean preguntas que
permiten visualizar y conjeturar
sobre el comportamiento de los
elementos de la pardbola vy
propiedades con la utilizacion del
Geogebra.
Actividad 3: Pardbola como | En la tercera actividad movilizaron
Parabola en | lugar las propiedades de la parabola y con
dominio de la | geométrico en el | puntos y elementos especificos para
geometria analitica | plano cartesiano | realizar la construccion geométrica.
A su vez se plantean preguntas que
permiten realizar tratamientos vy
conversiones entre registros grafico y
2 algebraico.
Actividad 4: Pardbola como | En la cuarta actividad modelizaron el
Aplicacion de la | lugar problema planteado y movilizaron las
parabola geométrico en el | propiedades de la parabola para

realizar la construccion geomeétrica.
A su vez se plantean preguntas que
permiten realizar tratamientos y
conversiones entre registros.

Disefiamos cuatro actividades relacionadas con la parabola como lugar geomeétrico. En

cada una de ellas, se plantean construcciones con el uso del software Geogebra.
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En el primer encuentro se desarrollaran las actividades 1 y 2, en el segundo encuentro se

realizara la actividad 3 y 4 (las actividades se encuentran en el Anexo 1).

Las actividades fueron planificadas para ser desarrolladas de manera individual en una
computadora en una sala de informatica, ademas los participantes deben anotar sus

observaciones y conclusiones en la ficha de actividades.

Durante la aplicacion de la secuencia de actividades participan la investigadora
(observadora) y la profesora formadora y caso sea necesario, pueden hacer breves
intervenciones cuando los profesores participantes lo soliciten o para que no se bloguee

el desarrollo de la actividad.

Ademas, los participantes deben guardar las construcciones realizadas con Geogebra en
las carpetas creadas por la profesora formadora a cargo del curso al finalizar las

actividades.

4.3 LAS ACTIVIDADES

Cabe resaltar que las actividades 1 y 2 son actividades adaptadas de la investigacion de
Moncayo y Pantoja (2012), mientras que la actividad 3, es una actividad adaptada de la
investigacion de Lopes (2014) y la actividad 4, es la adaptacion de un archivo parabola

Yy Su ecuacion cartesiana.

De acuerdo con los aspectos del método de Ingenieria Didactica que utilizamos en la
tesis, presentamos y describimos cada una de las actividades con sus respectivos analisis
a priori y en los analisis a posteriori presentamos primero el analisis del grupo y
después el andlisis a posteriori de manera detallada de los tres profesores en formacién

continua que seleccionamos: Armando, Alberto y Carlos.

ACTIVIDAD 1: PARABOLA EN BASE A LA PROPIEDAD FOCO -
DIRECTRIZ

El objetivo de esta actividad es propiciar que los profesores movilicen la nocion de la
parabola como lugar geométrico mediante la utilizacion de los conceptos mediatriz y
equidistancia haciendo uso del Geogebra. También la actividad propicia que los
profesores realicen conversiones y tratamientos en los registros de representacion
semiotica que utilizan al responder a cada una de las preguntas. En el (Anexo 1)

presentamos la actividad 1 que consta de dos partes:
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Parte | - La Construccion: La primera parte corresponde a la construccion geométrica
de la pardbola como lugar geométrico haciendo uso de la propiedad del foco directriz
por medio de 6 pasos.

Parte Il — Las Preguntas: La segunda parte consta de cuatro items que corresponde a
preguntas que propician la movilizacién de las nociones de la pardbola como lugar

geomeétrico.
Andlisis a priori de la Actividad 1

Deseamos que los profesores participantes movilicen saberes previos como la mediatriz
de un segmento, definida en términos de lugar geométrico como el conjunto de puntos
que equidistan de los extremos del segmento, asi como la distancia de un punto a la
recta, entendida como longitud.

A continuacion describimos el anélisis a priori de las dos partes:

Parte I: Construccion de la parabola en base a la propiedad Foco Directriz con

Geogebra

Analisis a priori de la construccién:

En esta primera parte de la actividad se requiere que los profesores utilicen la apariencia
Geometria del software Geogebra ya que en esta actividad no se requiere de la parte
algébrica ni de los ejes coordenados pues solo nos interesa las construcciones de los
elementos geométricos de la parabola y aprovechar la definicién puramente geométrica

con lo cual favorecera es estudio de las propiedades intrinsecas.

En esta parte, pensamos a priori que los quince profesores participantes lograran
realizar la construccién en Geogebra ya que tienen las herramientas y suponemos que

han seguido la serie de pasos que se les ha planteado.

Esperamos a priori que los profesores tracen una recta cualquiera d, marquen un punto
F y un punto Q en cualquier lugar de la recta d, tracen un segmento del punto F al punto
Q y tracen la mediatriz del segmento QF, luego, tracen una recta perpendicular
interceptando al punto Q en la recta d, marcar el punto P de intercepcion entre la recta
mediatriz y la recta perpendicular.

El punto P, que pertenece a la parabola debera ser utilizado por los profesores con la

herramienta lugar geométrico del software Geogebra para esbozar la parabola.
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lengua natural la construccion considerando las etapas, las relaciones, propiedades

pertenecientes a la parabola.

Asi mismo, esperamos que los profesores muestren que P es un punto equidistante de la
recta d y del punto F, concluiran que P esta en la mediatriz del segmento QF, porque

asocia el concepto de equidistancia con el de la mediatriz.

Deseamos, asi mismo que definan la parabola como: el conjunto de puntos equidistantes
de una recta d llamada directriz y del punto fijo F, exterior a ella, llamada foco.

Esperamos a priori que los profesores participantes movilicen las nociones de la
parabola como lugar geometrico coordinen el registro de lengua natural con el registro
figural cuando realicen la construccion con el uso del Geogebra. A continuacion,
mostramos en la figura 30 los seis pasos de la construccion de la figura como parte de la
actividad 1.

Construya con Geogebra sin utilizar ninguna herramienta “Cénica — Parabola™:

ﬂundado: \

Encuentre el punto P que equidista tanto de la recta d como del punto exterior F.

1. Utilice las herramientas del Geogebra v construya una recta d como objeto fijo.

2. Coloque un punto F que no pertenezca a la recta d como objeto fijo coloque un punto
(@ sobre la recta d con la opcidn punte en objeto.

3. Trace una recta perpendicular n a la recta d y que pase por el punto Q.

4. Trace el segmento QF.

5. Construya la mediatriz m del segmento QF.

6. Crea el punto de interseccion P entre la recta perpendicular n con la mediatriz m.

Nota: En esta actividad no se requiere de ejes m de cuadriculas.

\Obieto fijo: Clic derecho — proviedades — check en cuadrito de obieto fijo. /

Figura 30. Actividad 1

Mostramos a continuacion la figura 31 la representacion gréfica de la Actividad 1
—

b Vista Grafica

Figura 31. Representacion figural — Actividad 1
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La representacion geométrica del Foco directriz de la Pardbola es la construccion que
pensamos que los profesores participantes realizaran utilizando estas herramientas como
muestra la figura y consigan hacer la construccion en esta parte de la actividad ya que
suponemos que han seguido una secuencia de pasos que se les ha planteado. En esta
parte de la actividad a priori esperamos que los participantes realicen la construccion

geométrica en el registro figural.

Andlisis a posteriori de la construccion — Grupal:

En la primera actividad, como lo habiamos previsto en el analisis a priori, se observé
que los quince profesores participantes movilizaron los conocimientos previos acerca de
la parabola como lugar geométrico haciendo uso del software Geogebra, en el entorno
utilizaron la apariencia de geometria pues en esta actividad se resalto las construcciones
de los elementos geométricos de la parabola. Observamos que todos los profesores
siguieron los pasos que se habian planteado a través del registro de lengua natural
coordinando con el registro figural por medio de las construcciones realizadas en el
Geogebra donde fueron movilizados elementos de la parabola, de esta manera, todos los
profesores participantes llegaron a construir exitosamente la parabola, a través de la

propiedad foco directriz.
Anélisis a posteriori de la construccion del profesor Armando:

De acuerdo a la construccion geométrica de la pardbola realizada por el profesor
Armando con el uso del Geogebra (Fig. 32), realizé la construccion de la parabola como
lo habiamos previsto en el analisis a priori por medio de los conceptos de mediatriz y

distancia de un punto a una recta.

Figura 32. Actividad 1 — Profesor Armando
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Observamos que el participante utiliza el registro figural de la construccion geométrica

(e

de la parabola por medio de los conceptos de mediatriz y distancia de un punto a una
recta. (Ver figura 32).

Analisis a posteriori de la construccion del profesor Alberto:

De acuerdo a la construccion geométrica de la pardbola realizada por el profesor
Alberto con el uso del Geogebra, observamos que en la figura 33, se realizo la
construccion de la parabola como lo habiamos previsto en el andlisis a priori a través de

los conceptos de mediatriz y distancia de un punto a una recta.

Figura 33. Actividad 1 — Profesor Alberto

Observamos que el registro figural es desarrollado por medio de los conceptos de

mediatriz y distancia de un punto a una recta. (Ver figura 33).

Analisis a posteriori de la construccion del profesor Carlos:

De acuerdo a la construccion geométrica de la pardbola realizada por el profesor Carlos
con el uso del Geogebra, se observa en la Figura 34, realizd la construccion de la
pardbola como lo habiamos previsto en el analisis a priori a través de los conceptos de
mediatriz, distancia de un punto a una recta ademas de utilizar la herramienta medidas

para cerciorarse de gque se trate de la misma longitud.

Tesis publicada con autorizacion del autor

Mo olvide citar esta tesis




(e

— |
= . - + _ "!r‘- POMNTIFICLA
TESIS PUCP = %s Eggéi_l}amn

A continuacion mostramos la construccién geométrica de la pardbola en el registro

figural realizada por el profesor Carlos.

f QP=984

Figura 34. Actividad 1 — Profesor Carlos

Observamos la construccion geométrica de la pardbola en el registro figural que
moviliza las nociones de mediatriz y distancia de un punto a una recta. (Ver figura 34).

Parte I1: Preguntas
En esta parte se plantean cuatro items A, B, Cy D.

Item A)

Si P es un punto que equidista tanto de la recta d como del punto F. ¢{Dicho punto P,

pertenecera en la mediatriz del segmento QF? Justifique su respuesta.

Figura 35. item A — Pregunta de la Actividad 1

Analisis a priori del Item A:

Pensamos a priori que los profesores participantes realizaran acciones que les permitan
obtener una estrategia valida para responder al item A como la de aplicar la herramienta
“distancia longitud” para medir las respectivas distancias entre el punto Q sobre la recta
d y entre el punto P y el punto F y poder asi comprobar que conservan la misma
distancia.

Luego para responder a la pregunta: Dicho punto P, pertenecera en la mediatriz del

segmento QF? Esperamos que los profesores participantes regresen a la construccion de
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la figura del software Geogebra y utilicen el arrastre de uno de los puntos para
comprobar que P es un punto equidistante de la recta d y del punto F y esperamos que
concluyan que el punto P se encuentra en la mediatriz del segmento QF, porque asocia
el concepto de equidistancia con el de la mediatriz. Si P es un punto de equidistancia
entonces es uno de los puntos de la recta mediatriz. Pensamos que los participantes
coordinaran el registro figural con el registro de lengua natural, movilizando las
nociones de la parabola como lugar geométrico cuando interactdan con las propiedades

geomeétricas foco directriz de la pardbola al responder la pregunta del item A.

Analisis a posteriori del item A - Grupal:

En la primera situacion, como era previsible a priori todos los profesores movilizaron
los conocimientos previos acerca de la parabola como lugar geométrico, afirmando que
el punto P pertenece a la mediatriz porque todos los puntos que pertenecen a la
mediatriz son equidistantes de los puntos Q y F.

Cabe sefialar, que el uso del Geogebra en la construccion favorecié la coordinacion
entre el registro figural y el de lengua natural y permitié que perciban la equidistancia
del punto movil con respecto a una recta y un punto fijo por lo que a través del registro
de lengua natural, los participantes expresaron la condicion de la pardbola como lugar
geomeétrico.

Analisis a posteriori del item A por el profesor Armando:

El profesor Armando, afirmo lo siguiente: la mediatriz es el lugar geométrico de los

puntos que equidistan de Q y F.

n

,Qt( /v{/w)/éa O/)quj ,z/zzj ’(&L ,47(?607‘7’14&/&4»0'
M ot %?QLszﬂ L 94 & F

Figura 36. item A — Actividad 1 — Profesor Armando

Luego de realizado la construccién, el profesor Armando movio el punto Q por medio
del arrastre, observamos que el profesor Armando encontrd la relacion métrica que
existe entre la distancia comprendida por un punto que pertenece a una parabola y la
directriz, con la distancia entre el mismo punto y el foco.

Por otro lado, la coordinacion entre el registro de lengua natural y el registro figural

permitié que el profesor Armando realizd, dio cuenta de la equidistancia del punto
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movil con respecto a una recta y un punto fijo por lo que a través del registro de lengua

natural, el docente expreso la propiedad de la pardbola como lugar geométrico.

Anélisis a posteriori del item A por el profesor Alberto:

El profesor Alberto, afirmo lo siguiente: Por el punto P equidista tanto de la recta d

como del punto fijo F. (ver figura 37).

A.a /I/tdoéé;//z o /:Z Seeorla eu y//wt/é P ol
/%/'%(‘WK Cety }u'/eﬂfz«o//'(u/a/’ a yno & lor leds
OM 7@;‘"0:4}7;//0 FPg .
refu n. £0.29x —-2.024 = AYL. 7
peli o =3, Fx v A2p55y = ~70.08
redu 4 <42,59X~"2,02¢q = LY/ ¥

Figura 37. item A — Activiﬁad 1 — Profesor Alberto

A continuacion presentamos la justificacion del profesor Alberto (registro de lengua
natural) a través del texto en Geogebra:

JUSTIFICACION

*Setrazalarecta d luego se ubica el punto F fuera de la recta

*Se traza una recta perpendicular que pasa por el punto en objeto Q

*Se traza el segmento que une a QF.

*Se crea el punto de intersseccion entre la mediatriz de FQ el cual es el punto P

Se puede afirmar que por el punto P que es mediatriz del segmento FQ equidista tantoa al recta d como al punto fijo F

ya que el luigar geométrico pasa por ese punto y la parabola formada describe la distancia entre los puntos del lugar geométrico

Figura 38. Registro de lengua natural— item A — Actividad 1 — Profesor Alberto

Luego de haber realizado la construccion, el profesor Alberto, mencioné que el lugar
geométrico que pasa por el punto P y la parabola formada describe la distancia entre los
puntos del lugar geométrico. Asi mismo, el profesor Alberto, realizé la coordinacion
entre el registro figural a través de la construccion en Geogebra y el registro de lengua
natural a través de sus respuestas.

Analisis a posteriori del item A por el profesor Carlos:

El profesor Carlos, afirmé lo siguiente: Los puntos P se obtienen como la interseccion
de la mediatriz my la perpendicular n, el lugar geométrico de los puntos que equidistan

de los puntos, Qy F.

A continuacion presentamos en la figura 34, que muestra el registro de lengua natural

que realizé el profesor Carlos:
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Figura 39. Lengua natural — item A — Actividad 1 — Profesor Carlos

Presentamos también, el texto producido en el registro de lengua natural en el Geogebra

por el profesor Carlos:

A) el punto P se ha obtenido coma [a interseccion

de la mediatriz m y la perpendicular n a la recta d,
entonces el punto perntenece a ambas rectas, es decir,

P sipertenece ala recta mediatriz de QF, ademas por ser
un punto de la mediatriz, equidistade Fy de Q

Figura 40. Registro de lengua natural — item A — Actividad 1 — Profesor Carlos

Asi mismo, el profesor Carlos realizé la coordinacién entre el registro figural realizada
en el Geogebra y el registro de lengua natural, afirmando que el punto P se ha obtenido
como la interseccion de la mediatriz m y la perpendicular n en la recta d, es decir,
afirma que P si pertenece a la recta mediatriz de QF, ademé&s por ser un punto de la
mediatriz, equidista de F y de Q.

Por otro lado, la coordinacién entre el registro de lengua natural y el registro figural
fueron de importancia pues permitié dar cuenta de la equidistancia del punto mévil con
respecto a una recta y un punto fijo y a través del registro de lengua natural, el docente
expresa la propiedad de la parabola como lugar geométrico. A continuacién

presentamos el item B:

¢ Cémo podrias determinar otros puntos equidistantes de la recta d y del punto F? Explique

Habilite el rastro en el punto P y mueva Q. Luego represente la trayectoria que genera P

cuando se mueve Q, utilizando la herramienta lugar geométrico.

Figura 41. item B — Pregunta de la Actividad 1
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Analisis a priori del item B:

En este item, esperamos a priori que los profesores participantes realicen interacciones
con el Geogebra para que puedan retomar la construccién ya elaborada y en ella
tomaron otros puntos Qi, Q. sobre la recta d y sigan con los pasos dados en la situacion

para obtener sus respectivos puntos Py P,.

La construccion promueve la nocién de puntos equidistantes, mediatriz de un segmento.
Asi mismo, pensamos que los profesores participantes coordinaran el registro figural
con el registro de lengua natural al movilizar las nociones de la parabola como lugar

geomeétrico.

Con estas construcciones, los profesores participantes también podrian evidenciar que al
escoger un punto Qg en la recta d, este tendra otra mediatriz y en consecuencia otro
punto que se intercepta con la perpendicular n, el punto P; es punto de que equidista de

la recta d y del punto F.

También pensamos a priori que los profesores participantes, podrian crear un punto P,
fuera de la recta d y medir sus respectivas distancias con los puntos Q y F y por medio

de la herramienta elige y lo moveran hasta sobreponerlo en la recta mediatriz.

Suponemos también que los profesores participantes resolveran la actividad tanto de la
primera manera como la segunda y esperamos que concluyan que todos los puntos
pertenecen a recta mediatriz y que se cumple con la propiedad de equidistancia de la
recta d y el punto F.

Analisis a posteriori del Item B — Grupal:

En este item, los profesores participantes retomaron la interaccion con el Geogebra en la
construccion ya elaborada en el item A, realizando la coordinacion del registro figural
de la construccién inicial con el registro de lengua natural al responder a la pregunta del
item B.

De esta manera, observamos que cuatro del grupo de quince profesores realizaron la
justificacion de acuerdo a lo previsto en el analisis a priori, porque los cuatro profesores
tomaron un punto distinto al punto Q en la recta d y concluyeron que se forma la misma
parabola y lograron coordinar el registro figural al retomar la construccién con el

registro de lengua natural.
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Asi mismo, otros cuatro profesores logran responder a la pregunta del item B, previsto
en el a priori y determinaron otros puntos equidistantes de la recta d y del punto f,
cuando con la funcion arrastre del Geogebra movieron el punto Q sobre la recta d,
generando el lugar geométrico de la parabola de todos los puntos y concluyeron que se
trata de una parabola, logrando de esta manera, coordinar el registro figural al retomar la
construccion de la parabola, movilizando algunos elementos de la misma parabola y el

registro de lengua natural.

Posteriormente, observamos que siete profesores participantes no lograron justificar sus
respuestas pero afirmaron que se trata de una parabola, siendo P un punto ubicado en la
parabola, quien equidista a su vez del punto F y de la recta d, generada por la
herramienta Lugar geométrico. Creemos que lograron coordinar el registro figural con
el registro de lengua natural pero no realizaron el tratamiento respectivo en el registro

figural para generar la justificacion en el registro de lengua natural.

Después de lo presentado, observamos que los procedimientos de los profesores
participantes fueron diferentes, sin embargo lograron articular el registro figural con el
registro de lengua natural.

En cuanto al Geogebra como mediador, pensamos que el dinamismo del software
contribuyé a la coordinaciéon del registro figural con el registro de lengua natural.
También el tratamiento en el registro de lengua natural favorecid la movilizacion de los
elementos y propiedades de la pardbola y permitié la reflexion de la complejidad del

objeto matematico parabola en los profesores participantes.

Analisis posteriori del Item B realizado por el profesor Armando:

La figura 42 muestra continuacion la respuesta del profesor Armando:

B) ¢Cémo podrias determinar otros puntos equidistantes de la recta d y deI sunto F?

Explique * o Fc*)v ’ L, Ls ibn d (Cb,}/vudx de &) hmo ;cr)mum
Cnak ImLoldWin - [ Ado v ﬂf),nm[i ‘
Active el rastro en el punto P y muev: Q, puede hacerlo manualmente o con el comandd \L‘L&i s

animacioén en el punto Q. Luego represente la trayectoria que genera P cuando se mueve ’W\AL WD
Q, utilizando la herramienta lugar geométrico. ¢ Qué curva se forma?

y/- ; lz//{t’zﬁ Orn /vv(b } / 'T‘, 77’}6{”‘/(‘ ",MM

on L
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Figura 42. Registro de lengua natural — item B — Actividad 1 — Profesor Armando
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En el caso del profesor Armando, observamos que responde de a acuerdo a lo previsto
en el analisis a priori, puesto que el profesor toma otro punto distinto de Q en la recta d
para generar otros puntos equidistantes de la recta d y del punto F, para ello el profesor
tomo otro punto en la recta y traz6 un segmento con F, realizd la misma operacién
anterior a la construccion inicial, para finalmente concluir que se trata de la misma
parébola, primero efectud el tratamiento del registro figural para luego coordinar el
registro figural con el registro de lengua natural al movilizar las propiedades de la

parabola como lugar geométrico.
Analisis posteriori del Item B realizado por el profesor Alberto:

A continuacion, la figura 43, presenta la respuesta del profesor Alberto:

Sc forae i Iyu;u/ém//ti (uyaf_pcc eS @’j/vbt/(" F
y/‘pﬂ_y los /’W«‘//GJ OQ W /’d/u/éo/’l ?5""/,@,‘/‘/”4572_‘_’/
Foy a /a ,,(,C,(a a/’.. A% /c¢7u/a %,dL/,“L, %1/“1/;1.
eun X ot P es vna secvenan b /wf/f’J ok ovi:
ﬂura(bﬁ/c«

Figura 43. Registro de lengua natural — item B — Actividad 1 — Profesor Alberto

En el caso del profesor Alberto, notamos que respondio a la pregunta del item B, segun
lo previsto en el anlisis a priori, pues luego de haber realizado la construccion, efectu6
el tratamiento en el registro figural al retomar la construccién inicial y realizar el
arrastre del punto Q para verificar que los puntos que se generan al movilizar el punto Q
son equidistantes de la recta d y del punto F. Concluyé finalmente que se trata de la
parabola, con los puntos generados por la herramienta activar rastro porque cumple la
propiedad de equidistancia de la recta d y del punto F. Se evidenci6 tanto el tratamiento
dentro del registro figural como la coordinacion del registro figural con el registro de

lengua natural.
Analisis posteriori del item B realizado por el profesor Carlos:

En la figura 44 mostramos la respuesta del profesor Armando a través del registro de

lengua natural:

Se forng vne V&I/ﬂo/al

Figura 44. Registro de lengua natural — item B — Actividad 1 — Profesor Carlos

En el caso del profesor Carlos, observamos gque no responde de acuerdo a lo previsto en
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representacion tiene la forma de una parabola. Observamos que en la construccion de la
parébola, el profesor Carlos hizo uso de la funcion arrastre, la cual permitié generar
todos los puntos equidistantes. Creemos que por observacion de los puntos equidistantes
(percepcion) que se formaron con el rastro, el profesor haya podido concluir que se trata
de la parabola sin necesidad de recurrir a otros elementos. Entendemos que el profesor
Carlos, logré coordinar el registro figural con el registro de lengua natural pero no
realizaron el tratamiento respectivo en el registro figural para generar la justificacion en
el registro de lengua natural.

item C)

Dado el punto P, perteneciente a la pardbola. Trace los segmentos PF y PQ que representan las
distancias del punto P al foco F y a la recta d respectivamente. Construya el triangulo de

vértices P, Q, F y desplace el punto Q. ;Como clasificarias al tridngulo A PQF cuando

Figura 45. item C — Pregunta de la Actividad 1
Analisis a priori del item C:

En el item C, pensamos a priori que los profesores participantes realizaran los trazos de
los segmentos y lograran construir el tridngulo y que ademas, con la herramienta
distancia longitud para medir las longitudes, moveran el punto P para determinar de que
se trate de un triangulo isésceles ya que sus lados PF = PQ y que al superponer F sobre
la directriz, la mediatriz se hace paralela a la perpendicular. Los profesores participantes

concluyen que se trata de un triangulo isdsceles.
A continuacion presentamos los andlisis a posteriori:
Analisis a posteriori del Item C - Grupal

En este item, los profesores participantes retomaron la interaccion con el ambiente
dindmico de la construccion ya elaborada y realizaron la articulacién del registro figural
de la construccion inicial realizando algunas construcciones adicionales
correspondientes a la propiedad de la equidistancia con el registro de lengua natural al

responder a la pregunta del item B.

De esta manera, observamos que doce profesores del grupo de quince realizaron la
justificacién de acuerdo a lo previsto al del analisis a priori, donde observamos que los
doce profesores participantes realizaron las construcciones adicionales en el registro

figural por medio de Geogebra y respondieron por medio del registro de lengua natural
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que el triangulo PQF sera siempre isosceles porque sus lados PF = PQ tienen la
misma longitud, concluyendo que sus lados son congruentes, lograron coordinar el
registro figural al retomar la construccion con el registro de lengua natural al responder
a la pregunta. Podemos notar que para justificar la pregunta tuvieron que realizar el
arrastre del punto P para para determinar de que se trate de un triangulo issceles ya que
sus lados PF = PQ

Asi mismo, un profesor de los quince logré responder a la pregunta del item C, previsto
en el a priori, donde el profesor participante, afirm6 que se trata de un tridngulo
isdsceles ya que el punto P estd en la mediatriz de FQ y por la definicion de la
mediatriz, el tridngulo es isdsceles, aunque en algdn punto de la parabola el triangulo

PQF va a ser equilatero, para ello suponemos que han realizado el arrastre del punto P.

Finalmente, observamos que dos profesores participantes no lograron justificar sus
respuestas pero afirman que el triangulo PQF es triangulo isosceles. Observamos que
los dos profesores realizaron las construcciones adicionales, que lograron coordinar el
registro figural con el registro de lengua natural pero no realizaron el tratamiento
respectivo en el registro figural para generar la justificacion en el registro de lengua

natural.

Observamos que los procedimientos de los tres grupos de los profesores participantes
fueron diferentes, sin embargo lograron coordinar el registro figural con el registro de
lengua natural. EI Geogebra como mediador contribuyo el tratamiento en el registro
figural asi como la coordinacion del registro figural al movilizar propiedades y poder
responder la pregunta del item C a través del registro de lengua natural o registro

discursivo.
Analisis posteriori del Item C realizado por el profesor Armando

A continuacion presentamos, en la figura 46, la respuesta del profesor Armando a través

del registro de lengua natural:

—~/

@;_{V\W b 4,7/\,%(/&7 .B(LWL/1 Yy VY sl PF e

P

Figura 46. Registro de lengua natural — item C — Actividad 1 — Profesor Armando

Luego de realizar haber realizado la construccion del triangulo, el profesor expresé en

registro discursivo que se trata de un triangulo isésceles realizando una expresién de:
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Lo cual significa que PF , PQ tienen el mismo valor.

Para llegar a esta conclusién, el profesor participante tuvo que recurrir a la construccion
por medio del uso del software Geogebra para realizar la construccion y realizar
tratamientos dentro del registro figural para finalmente expresar a través del registro de

lengua natural que se trataba de un tridngulo isosceles.
Analisis posteriori del item C realizado por el profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto a través del registro de

lengua natural (ver figura 47):

El ARGFes Ii&jlf/é’f/wéé} o put ﬁ,C_: a y 4
70/ /;l‘é FR /(cw %wu. m,é% ad/,wg//éz.,%
//70, el ?u,(’ se @é.c/?écc (/ﬁ/uyy}o Q Mo //e’//

50§ (u/z(u/(t/«'gf('édi 9{(/ Sey ou 1SoS(elef,

Figura 47. Registro de lengua natural — item C - Actividad 1 — Profesor Alberto

En el caso del profesor Alberto, se observa que realizd las construcciones adicionales en
el registro figural, luego afirma a través del registro de lengua natural que el triangulo
PQF es isdsceles, por mas que el punto Q sea arrastrado, el triangulo isdsceles no pierde

sus caracteristica.
Analisis posteriori del Item C realizado por el profesor Carlos:

A continuacion, en la figura 48, presentamos la respuesta del profesor Carlos a traves

del registro de lengua natural:

(S/ APQF o )‘lc'.’ﬂ()lo o) Z:Monj/"/b (SoJce/er
yrg—e sv5 Jeder rF 3 pa Ceenen (6 misma

/oﬂ]/r"/

Figura 48. Registro de lengua natural — item C — Actividad 1 — Profesor Carlos

En el caso del profesor Carlos, observamos que realizd las construcciones adicionales
en el registro figural, luego afirma a través del registro de lengua natural que el

triangulo PQF es isosceles, porque sus lados PF = PQ y tienen la misma longitud.

Para llegar a esta conclusion, el profesor Carlos tuvo que recurrir a la construccion por

medio del uso del software Geogebra para realizar la construccion y realizar
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tratamientos dentro del registro figural para finalmente expresar a través del registro de

lengua natural que se trataba de un triangulo isdsceles.

A continuacion presentamos el item D:

Existe alguna relacion entre el lugar geométrico de la curva con la construccion del triangulo?

Figura 49. item D — Pregunta de la Actividad 1
item D)
Andlisis a priori

En el ultimo item, adivinamos a priori que los profesores participantes argumentaran
que como se trata de un tridngulo isosceles, las medidas de sus lados cambian
simultaneamente cuando mueven el punto P pero mantienen las mismas medidas, ello
hace posible la construccion de la parabola y corresponde a la definicion de la parabola
como lugar geométrico. Creemos que los profesores participantes coordinaran el
registro figural con el registro de lengua natural al movilizar las nociones de la parabola
cuando interactian con las propiedades geométricas de la parabola por medio del

Geogebra.
Analisis a posteriori del Item D - Grupal

En este item, los quince profesores participantes justificaron la relacion que existe entre
el triangulo is6sceles y la propiedad de la parabola como lugar geométrico, retomaron la
interaccion con el Geogebra de la construccion ya elaborada, realizando la coordinacion

del registro figural con el registro de lengua natural.

De esta manera, observamos que cuatro profesores del grupo de quince realizaron la
justificacion de acuerdo a lo previsto al del andlisis a priori, donde observamos que los
cuatro profesores participantes expresaron a traveés del registro de lengua natural que
existe la relacion entre el lugar geométrico de la curva con el triangulo isésceles cuando
se desplaza el punto Q, el punto P siempre esta siempre en la curva y en el tridangulo
isésceles porque la distancia de P a F es la misma distancia de P a Q, logrando
coordinar el registro figural al retomar la construccion con el registro de lengua natural

al responder a la pregunta. Podemos observar que para justificar la respuesta tuvieron
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que realizar el arrastre del punto P para para determinar la relacion que existe y que

mantienen las mismas medidas.

Asi mismo, tres profesores lograron responder a la pregunta del item D, previsto en el a
priori, donde los profesores afirmaron que el punto P pertenece a la curva y al vértice P
del triangulo isésceles FQP y que estd siempre en la curva pero no justifican sus
respuestas. Asi mismo, cinco de los profesores del grupo de quince, contestaron que
existia la relacion y que el vértice P del triangulo isosceles FPQ genera el lugar

geométrico denominado parabola cuando Q es arrastrado.

Ambos grupos realizaron tratamientos en el registro figural en la construccion en el
Geogebra, ademas realizaron la coordinacién entre el registro figural y el registro de

lengua natural.

También, observamos que un profesor participante respondio fuera de la prediccién
realizada por el analisis a priori, pues indico afirmativamente que si existe la relacion y
expresd por medio del registro de lengua natural que cuando el punto Q es
perpendicular el foco F el tridngulo FQP se convierte en un segmento sin medidas ni

existe la representacion figural del triangulo.

Observamos que los procedimientos de los tres primeros grupos de los profesores
participantes fueron diferentes, sin embargo lograron coordinar el registro figural con el
registro de lengua natural.

El Geogebra como mediador contribuyd el tratamiento en el registro figural asi como la
coordinacion del registro figural al movilizar propiedades y poder responder la pregunta
del item D a través del registro de lengua natural. Asi mismo hubo un Unico caso que no

respondio a la pregunta del item D.
Analisis posteriori del item D realizado por el profesor Armando:

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Armando (ver figura 50) a traves

del registro de lengua natural:

7

ef vidice Al broigedo podrets Juidirsce & fu

A

c/u‘cw["’(“

Figura 50. Registro de lengua natural — item D — Actividad 1 — Profesor Armando
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Luego de haber realizado la construccion del triangulo, el profesor Armando expreso en
registro de lengua natural que el vértice P del triangulo isosceles pertenece a la parabola
estableciendo como relacion pero no justific su respuesta.

Para llegar a esta conclusion, el profesor participante tuvo que recurrir a la construccion
de la representacion figural de la parabola por medio del uso del software Geogebra
realizando tratamientos en el mismo registro figural ejecutando la funcion arrastre para
movilizar el punto P y evidenciar que las medidas de los lados del tridngulo cambian
simultaneamente en igual medida para luego expresar las conclusiones a través del

registro de lengua natural.
Analisis posteriori del item D realizado por el profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto a través del registro de

lengua natural:

Camw& ; /wzfo R es /Lc/Wéca/&f oo
F @fA FGZ/) Secongicyie en YN 3£5 szj:s,:;,
W&ab&/f zxnfr;uya 4 w@w&

Figura 51. Registro de lengua natural — item D — Actividad 1 — Profesor Armando

En el caso del profesor Alberto (ver figura 51) realizé la justificacion fuera de lo
previsto al del analisis a priori, observamos que el profesor Alberto expresa a través de
registro de lengua natural que el punto P sera perpendicular al foco F y que el tridangulo
FQP se convertira en un segmento sin medidas y el tridngulo se convertira en segmento
cuando se desplaza Q.

Para llegar a esta conclusion, el profesor Alberto tuvo que recurrir a la construccion de
la representacion figural de la parabola por medio del uso del software Geogebra
realizando tratamientos en el mismo registro figural ejecutando la funcion arrastre para
movilizar el del punto P y evidenciar que el tridngulo se convierte en segmento cuando

el punto Q es perpendicular al foco F.
Analisis posteriori del Item D realizado por el profesor Carlos:

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Carlos a través del registro de

lengua natural:
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Figura 52. Registro de lengua natural — item D — Actividad 1 — Profesor Carlos

Luego de haber realizado la construccion del triangulo, el profesor Carlos expresé en
registro de lengua natural que el vértice P pertenece a la parébola estableciendo como

relacion pero no justifica su respuesta.

Observamos que no realiza la justificacion de acuerdo a lo previsto al del anélisis a
priori, observamos que el profesor expresa a través de registro de lengua natural que la
relacion que existe entre el lugar geométrico de la curva y la construccion del triangulo
es que el lugar geométrico es el conjunto de todos los puntos de incidencia de los lados
congruentes del triangulos isdsceles pero no menciona la propiedad de equidistancia
como se suponia en el a priori. Podemos asumir que el profesor, Carlos se valié de la
funcion arrastre para evidencia la relacion existente de los puntos generados por la
movilizacion del punto Q.

Para llegar a esta conclusion, el profesor Carlos tuvo que recurrir a la construccion de la
representacion figural de la parabola por medio del uso del software Geogebra
realizando tratamientos en el mismo registro figural, ejecutando la funcién arrastre para
movilizar el del punto P y evidenciar los puntos que conforman a la parabola como

lugar geométrico.

ACTIVIDAD 2: PARABOLA CON BASE A LA PROPIEDAD DE LA
CIRCUNFERENCIA

Proponemos una actividad que lleve a los profesores a movilizar la nocién de la
pardbola mediante la utilizacion de los conceptos de circunferencia haciendo uso del
Geogebra. A su vez, la secuencia de actividades propicia la conversion de registro
gréafico al registro de lengua natural que realizan los profesores al responder a cada una

de los items de la actividad dos.

En el Anexo B, presentamos la actividad 2 que consta de dos partes:
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Parte | - La Construccion: La primera parte empieza con una actividad que requiere la
construccion geométrica de la figura a través de 3 pasos, favoreciendo el uso de la
propiedad de la circunferencia

Parte Il — Las Preguntas: La segunda parte consta de tres items referentes a pregunta
que requiere la interaccion de los elementos de la parabola por medio del uso del
Geogebra y que propician los analisis concernientes a las nociones de la pardbola como

lugar geométrico.

Analisis a priori de la Actividad 2

Al igual que en la situacion anterior, deseamos que los profesores participantes partan
de una situacion que les permita construir a la parabola, a partir de las propiedades
inmersas en ella para luego abordar las preguntas que propician en los profesores
participantes procesos de exploracion con la representacion grafica de la construccion

de la parabola a través del Geogebra que permitan responder a las preguntas planteadas.

Para ello, los profesores participantes deben explicar por medio de un registro en lengua
natural la construccién considerando las etapas, las relaciones, propiedades
pertenecientes a la parabola.

Pensamos a priori que los profesores participantes movilicen las nociones de la
parabola como lugar geométrico coordinado el registro figural con el registro de lengua
natural realizando conversiones congruentes entre los dos registros y los tratamientos
con referencia al registro figural del entorno Geogebra cuando interactdan los
profesores con la representacion grafica.

Parte I: Construccion de la Parabola con base a la propiedad de la Circunferencia

Analisis a priori de la construccion:

En esta primera parte de la actividad se requiere que los profesores utilicen la apariencia
Geometria del Geogebra ya que en esta actividad no se requiere de la parte algébrica ni
de los ejes coordenados pues solo nos interesa las construcciones de los elementos

geométricos de la parabola para favorecer la propiedades de la misma.

En esta primera parte, brindamos a los profesores participantes tres pasos, para la
construccion de la pardbola en Geogebra, los cuales favoreceran la movilizacion de la

propiedad de la circunferencia, definida como todos los puntos que estan a igual
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punto de la circunferencia y la propiedad de la tangente expresada como toda

perpendicular a un radio en un punto de la circunferencia.

A continuacion presentamos la figura 53, en la cual se muestra los tres pasos para la

construccion de la parabola.

ACTIVIDAD 2

Construyva con Geogebra sin utilizar ninguna herramienta “Coénica — Parabola™:

\

1. Utilice las herramientas del Geogebra y construya una recta d. (Objeto fijo)
2. Coloque un punto A que no pertenezea a la recta d. (Objeto fijo)
3. Cologue un punte B que pertenezca a la recta d.

3. Grafique una circunferencia de centro C, que pase por los punto A y que sea tangente a la

recta d en el punto B.

Figura 53. Actividad 2

Mostramos a continuacion se muestra la figura 54, quien nos representa la posible
construccién en Geogebra que los profesores realizardn con los tres pasos antes

mencionados.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N RS [l =1 NI |

| b Vista Grafica

Figura 54. Registro Figural de la construccién de la Actividad 2

La representacion geométrica de la propiedad de la circunferencia de la Parabola es la

construccion que pensamos a priori que los profesores participantes realizaran
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consigan hacer la construccion en esta parte de la actividad ya que suponemos que han

seguido una secuencia de pasos que se les ha planteado.
Andlisis a posteriori de la Construccion de la Actividad 2 -Grupal

En la segunda situacién, como lo habiamos previsto en el andlisis a priori, se observd
todo el grupo de los 15 profesores participantes movilizaron los conocimientos previos
acerca de la parabola como lugar geométrico haciendo uso del software Geogebra y en
la apariencia de geometria pues en esta actividad favorecio las construcciones de los
elementos geométricos de la parabola a través de la propiedad de la circunferencia.
Observamos que todos los profesores siguieron los pasos que se habian planteado a
través del registro de lengua natural para luego coordinar con el registro figural por
medio de las construcciones realizadas en el Geogebra donde fueron movilizados
elementos de la pardbola. Es asi como llegaron todos los profesores participantes a

construir exitosamente la parabola a través de la propiedad de la circunferencia.

Anélisis a posteriori de la construccion del profesor Armando:

De acuerdo a la construccion geométrica de la parabola realizada por el profesor
Armando el uso del Geogebra, se observa en la Figura 55, realizé la construccion de la
parabola como lo habiamos previsto en el analisis a priori a través de la propiedad de la

circunferencia.

Figura 55. Representacion figural — Actividad 2 — Profesor Armando

Observamos el registro figural de la construccion geomeétrica de la parabola a través de

la propiedad de la circunferencia.
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Analisis a posteriori de la construccion del profesor Alberto:

De acuerdo a la construccion geométrica de la parabola realizada por el profesor Beto
con el uso del Geogebra, se observa en la Figura 56, realizd la construccion de la
paradbola como lo habiamos previsto en el analisis a priori a través de la propiedad de la

circunferencia.

Figura 56. Representacion figural — Actividad 2 — Profesor Alberto

Observamos el registro figural de la construccion geomeétrica de la parabola a través de

la propiedad de la circunferencia.
Anélisis a posteriori de la construccion del profesor Carlos:

De acuerdo a la construccion geométrica de la parébola realizada por el profesor Carlos
con el uso del Geogebra, se observa en la figura 57, realizd la construccion de la
parabola como lo habiamos previsto en el andlisis a priori a través de la propiedad de la

circunferencia.

Figura 57. Representacion figural — Actividad 2 — Profesor Carlos
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Observamos el registro figural de la construccion geomeétrica de la parabola a traves de
la propiedad de la circunferencia. (Ver figura 57).

Parte I1: Preguntas

En esta parte se plantean tres items A, By C.

Describa como construyé la circunferencia de centro en C indicando las propiedades

nenmétricas aiie fileron movilizadag

Figura 58. item A — Pregunta de la Actividad 2
item A)
Analisis a priori

En esta parte, pensamos a priori que los profesores participantes deberian empezar por
establecer la ubicacion del centro C y para ello tendrian que trazar una recta
perpendicular n a la recta d que pasa por B y conjeturar que al ser n recta perpendicular

a la recta d, ésta debe contener el radio y en su defecto al centro C de la circunferencia.

Suponemos a priori que los profesores participantes podrian encontrar el punto exacto
donde se encuentra situado el centro. Para ello, tendrian que recurrir a la herramienta
mediatriz de los puntos A y B, luego sefialaran el punto de interseccion entre la recta
perpendicular y la recta mediatriz; tal punto sera el centro de la circunferencia y debera
nombrarlo C. Deseamos que los profesores participantes movilicen las nociones de la
parabola como lugar geométrico coordinado el registro figural con el registro de lengua
natural realizando conversiones entre ambos registros y los tratamientos pertinentes en

el mismo registro figural cuando interacttan con Geogebra.
Analisis a posteriori del item A de la Actividad 2 -Grupal

En este item, los profesores participantes construyeron la parabola como lugar
geométrico con la propiedad de la circunferencia, realizaron la coordinacion entre el

registro figural con el registro de lengua natural al responder la pregunta del item A.

De esta manera, observamos que la totalidad de los profesores realizaron la
construccion de la parabola con la propiedad de la circunferencia a través del registro
figural y ademas los profesores expresaron los pasos para la construccion de la parabola

a través del registro de lengua natural.
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Observamos que los procedimientos de todos los profesores en la explicacion de los
pasos tomados para la construccion de la parébola fueron previstos segun los analisis a
priori logrando coordinar el registro figural con el registro de lengua natural. El
Geogebra como mediador contribuyo a la articulacion del registro figural con el registro
de lengua natural, asi como el tratamiento en el mismo registro de lengua natural para

favorecer la movilizacion de los elementos y la propiedad de la circunferencia.

Andlisis posteriori del item A de la Actividad 2 por el profesor Armando

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Armando (ver figura 59) a través

del registro de lengua natural en la ficha de actividades.

A/Bzm/ wdiidin =20 0 T fer B
2/ fegpurte AB. Meciilin <7 4 A8
3/ C Ll fumnt & wtzw/mmr>;z—’

<[/ Con e C jm{c(./o C A /WZA ('/LW,C/)/%IU»M(A
' C a d 2 B

Figura 59. Registro de lengua natural — item A - Actividad 2 — Profesor Armando

A continuacion, en la figura 60, presentamos la respuesta del profesor Armando a traves

del registro de lengua natural en el texto de Geogebra:

Enelpaso 1 empleé la propiedad que afirma que el radio de la circunferencia es perpendicular a 1a recta tangente.
En el 2, AB es una cuerda de |a futura circunferencia, asi que en su mediatriz se encuentra el centro C.

En el 3, estakleci que el centro de la circunferencia se encuentra en la interseccion de la perpendicular

adyla mediatriz c.

Figura 60. Texto en Geogebra — item A — Actividad 2 — Profesor Armando

En esta actividad 2, el profesor Armando, construyo la actividad considerando todas las
condiciones pedidas. Luego de haber realizado la construccién de la parabola en base a
la propiedad de la circunferencia con el uso del software Geogebra por medio del
registro figural, el profesor Armando expres6 por medio del registro de lengua natural
todos los pasos realizados para la construccion de la parabola en base a la propiedad de
la circunferencia utilizando diversas herramientas que el software ofrece.

Tal como se habia mencionado en el analisis a priori, el profesor Armando, empezé a
movilizar las nociones de la pardbola, lo cual se evidencia cuando el profesor realizo el

trazo de una recta perpendicular a d pasando por B, luego hizo uso de la herramienta
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segmento para unir los puntos A y B, luego utilizé la herramienta mediatriz ¢ en el

segmento AB para ubicar el punto de interseccion C entre la recta a y la recta c,
finalmente construyd la circunferencia utilizando la herramienta circunferencia del
Geogebra con centro en C y tangente a la recta d pasando por el punto B y con radio
CA.

Por otro lado, el profesor Amando, realizé la coordinacion entre el registro de lengua de
las condiciones pedidas con el registro figural, realizo los tratamientos pertinentes en el
mismo registro figural cuando interactian con Geogebra, lo cual permitié a su vez dar
cuenta de la movilizacion de algunos elementos geomeétricos para la construccion de la
parébola y realizar la conversion del registro figural al del registro de lengua natural a

través de sus respuestas.
Analisis posteriori del Item A de la Actividad 2 por el profesor Alberto

En la figura 61, a continuacién presentamos la respuesta del profesor Alberto a través
del registro de lengua natural en la ficha de actividades:

96 UA/'(a v4 /71/44/5/{ DL v 0&4 /é ’ZC/%‘ y /'/t'jo se ’
Obosea &//tw/‘; 8 tuly recta doibe v lilra /JM/D perlsr
oy (o3 /Vr-t//"( /17 Laols ju ferseciss) o 4 /w@o/z/
Y lu s Al ibey €5 c’/ﬂu/& = Jue vitnr & Se¥

éé%j/ —Z( C/IVC_&'V/%C‘/’FI/(((C( ?W a So Uez /&tff\

Figura 61. Registro de lengua natural — item A — Actividad 2 — Profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto a través del registro de

lengua natural escrita en el texto de Geogebra (ver figura 62):

JUSTIFICACION

*Se traza la recta d y se grafica el punto A fuera de larectafija d

*Se coloca el punto B en larecta d

*Se traza la recta perpendicular a d que pasa por el punto B

*Se establece la mediatriz de los puntos Ay B.

*La interseccion de Is mediatriz y la perpendicular es el punto C

*El punto C viene a ser el centro de la circunferencia , que es alavez tangente a la recta d

*Al determinar el lugar geometrico con respecto a C se obtiene una parabola, la cual indica la trayectoria de C
‘Esto a suwvez es equidistantes a los puntoayB

Figura 62. Texto en Geogebra — item A — Actividad 2 — Profesor Alberto

En el caso del profesor Alberto, construyd la actividad considerando todas las
condiciones pedidas y de acuerdo a lo establecido en el andlisis a priori. Luego de haber
realizado la construccion de la parébola en base a la propiedad de la circunferencia con
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el uso del software Geogebra por medio del registro figural, el profesor Alberto, expresa
por medio del registro de lengua natural todos los pasos realizados para la construccion
de la pardbola en base a la propiedad de la circunferencia utilizando diversas
herramientas.

En esta parte, tal como lo habiamos previsto en el andlisis a priori, el profesor Alberto,
establece la ubicacién del centro C, luego traza una recta perpendicular n en la recta d
que pasa por B, establece la mediatriz de los puntos A y B, ubica el punto C a través de
la interseccion de la mediatriz y la perpendicular, donde C es el centro de la

circunferencia.

Por otro lado, la conexion realizada entre el registro de lengua natural de las
condiciones pedidas fueron articuladas en el registro figural, realizando los tratamientos
pertinentes en el mismo registro figural cuando interactian con Geogebra, lo cual
permiti6 a su vez dar cuenta de la movilizacién de algunos elementos geométricos para
la construccion de la paradbola con la propiedad de la circunferencia y realizar la
conversion del registro figural al del registro de lengua natural a través de sus

respuestas.
Analisis a posteriori del Item A de la Actividad 2 por el profesor Carlos

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Carlos a traves del registro de

lengua natural:

t) por B Trune [4 & peotic-larWm’’ Q /6 recfa o

lj/ Tcaio” /fa mreieale b A AL

‘,,;,//4 nie/se ccrox oo [faf rect=ec M yb er &
oo C gl ¢ie) coolve & /o i confor@acra

Figura 63. Registro de lengua natural — item A — Actividad 2 — Profesor Carlos

En el caso del profesor Carlos (ver figura 63) construyo la actividad considerando todas
las condiciones pedidas y de acuerdo a lo establecido en el analisis a priori. Luego de
haber realizado la construccion de la pardbola en base a la propiedad de la
circunferencia con el uso del software Geogebra por medio del registro figural, el
profesor Carlos, expresé por medio del registro de lengua natural todos los pasos
realizados para la construccion de la paradbola en base a la propiedad de la

circunferencia utilizando diversas herramientas.
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En esta parte, tal como lo habiamos previsto en el a priori, el profesor Carlos, por B
traz6 una perpendicular m a la recta d, luego traza la mediatriz del segmento AB y
finalmente ubico el punto C centro de la circunferencia, generado por la interseccién de

las rectas m y b.

Por otro lado, la conexidn realizada entre el registro de lengua de las condiciones
pedidas fueron coordinadas en el registro figural, realizando los tratamientos pertinentes
en el mismo registro figural cuando interactian con Geogebra, lo cual permitid a su vez
dar cuenta de la movilizacion de algunos elementos geométricos para la construccion de
la pardbola con la propiedad de la circunferencia y realizar la conversion del registro

figural al del registro de lengua natural a través de sus respuestas.

Si desplaza el punto B sobre la recta d ¢qué relacién existe entre los segmentos CA y CB?

Tiictifiniia «ii racniincta

Figura 64. item B — Pregunta de la Actividad 2

item B)
Analisis a priori

En esta parte, pensamos que los profesores participantes realizaran varias acciones que
le permitan obtener una estrategia valida para resolver esta pregunta, una de ellas seria
aplicar la herramienta “distancia longitud” para medir las respectivas distancias entre el
punto B sobre la recta d y entre el punto A 'y C poder asi comprobar que conservan la

misma distancia.

Asi mismo, si el punto B es arrastrado hasta hacer coincidir el punto C con el vértice de
la parabola, la circunferencia toma un minimo. Ahora, si la posicién de B continda
moviéndose, la longitud del radio puede aumentar o disminuir dependiendo de la
direccion que tome el punto B. Ello se debe a que el segmento CB es un radio de la

circunferencia.

Pensamos que los profesores participantes concluiran que las medidas de los segmentos

son iguales porque el punto C pertenece a la mediatriz del segmento AB
Analisis a posteriori del item B de la Actividad 2 — Grupal

En este item, los quince participantes respondieron la pregunta justificando sus

respuestas como lo habiamos previsto en el analisis a priori, expresando que las
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longitudes de los segmentos AC y CB siempre van a ser iguales, puesto que los

segmentos AC y CB siempre seran iguales por ser radios de la circunferencia

Para ello, los profesores participantes volvieron a retomar la construccion de la figura
inicial y tuvieron que realizar alguna construccion adicional asi como la utilizacion del
arrastre de un punto para evidenciar la propiedad de la circunferencia inmersa en la
parabola. Todos los profesores participantes realizaron el tratamiento en el registro
figural para luego pasar por la coordinacion del registro figural al registro de lengua

natural al responder a la pregunta del item B.

Observamos que los procedimientos de todos los profesores en la explicacion de los
pasos tomados para la construccion de la pardbola fueron previstos segun los analisis a
priori logrando coordinar el registro figural con el registro de lengua natural. El
Geogebra como mediador contribuyé a la coordinacion del registro figural con el
registro de lengua natural asi como el tratamiento en el mismo registro de lengua natural
para favorecer la movilizacion de los elementos y propiedad de la circunferencia de la

parabola.
Analisis posteriori del Item B realizado por el profesor Armando

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Armando a través del registro de
lengua natural escrito en la ficha de actividades (ver figura 65).

ca 35}5 s An /a.oéﬂ/ud’ ﬁwﬁnyx[p morher A(@//W{o
ﬁwa m"lxuw A”/‘«f\/ ,&Vt?/vaf(

Figura 65. Registro de lengua natural — item B — Actividad 2 — Profesor Armando

A continuacion, en la figura 66, presentamos la respuesta del profesor Armando a través
del registro de lengua natural, escrito en el texto de Geogebra.

B) CAy CB sonlos lados del tridngulo isdsceles ACE, por lo tanto tienen igual longitud. Ademas, CAy CB
constituyen radios de |a circunferencia. El lugar geomeétrico generado por el punto C cuando B es mavil es la
parabola confoco en A, directriz d y punto de paso C.

Figura 66. Texto en Geogebra — item B — Actividad 2 — Profesor Armando

Luego de haber realizado la construccién a través del registro figural y realizado el

tratamiento dentro del mismo registro a través del arrastre generado por la movilizacién
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del punto B, el profesor Armando, contestando la pregunta a traves del registro de
lengua natural, afirmando que existe la relacion entre la pardbola y el triangulo
isdsceles cuyos lados CAy CB son iguales y conservan las mismas distancias a pesar
de que se desplace el punto B. A su vez hace mencion de que los segmentos CA y CB,
son radios de la circunferencia y finalmente expresa que el punto C genera la parabola
con foco en Ay directriz D, cuando el punto B se moviliza.

Cabe destacar, que los tratamientos realizados dentro del registro figural a traves del
Geogebra, permitieron la coordinacion con el registro de lengua natural para expresar la
relacion encontrada, tanto por del triangulo is6sceles como por la propiedad de la

circunferencia.
Analisis posteriori del item B realizado por el profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto (ver figura 67) a través
del registro de lengua natural, escrito en la ficha de actividades:

/Z Lo / : d-& los ;) o A s .
A ﬂf// J tueO (,4276 5’“77/6-
Vo @ Ser /‘/c/wéj ,ﬁw;é yﬂ(’ AL =€l povSer]
ridios & a corwmpncis « € Lo gas < esoy
/Iab/gﬂfﬂ /ﬂ//‘l%fék fw Q;//pg'f/(( 05 é_(
/ZW/f%j /7 @ jw L[ eteestr A S€# /Cwlﬁ %4

/La /'u’/) o /«/

Figura 67. Registro de lengua natural — item B — Actividad 2 — Profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto (ver figura 68) a través

del registro de lengua natural, escrito en el texto de Geogebra.

*Al determinar el lugar geometrico con respecto a C se obtiene una parabola, 1a cual indica la trayectoria de C
*Esto a suvez es equidistantes a los puntoav B

Figura 68. Registro de lengua natural (Texto en Geogebra) — item B — Actividad 2 — Profesor Alberto

En el caso del profesor Alberto, luego de realizado la construccion a través del registro
figural y realizado el tratamiento dentro del mismo registro a través del arrastre
generado la movilizacion del punto B, el profesor Alberto, procedié a coordinar los
registros contestando la pregunta en registro de lengua natural que los segmentos
CA = CB son iguales puesto que se trata de los radios de la circunferencia y conservan

las mismas distancias a pesar de que se desplace el punto B.
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Cabe destacar, que los tratamientos realizados dentro del registro figural a través del
Geogebra, permitieron la coordinacién con el registro de lengua natural para expresar la

relacion encontrada por la propiedad de la circunferencia.
Analisis posteriori del item B realizado por el profesor Carlos

A continuacion presentamos en la figura 69, la respuesta del profesor Carlos a traves

del registro de lengua natural:

(o ("/ e/ conlco o fa C/((//?/Of./)cfg
g pre v B 7 8, S drlents vy
Ca ﬂ j Caa pj/ﬁ /y\/.fhé/ ‘(//qa/:‘)
a¢ /o Citcenkecengt's

Figura 69. Registro de lengua natural — item B — Actividad 2 — Profesor Carlos

En el caso del profesor Carlos, luego de realizar la construccion a través del registro
figural y realizar el tratamiento dentro del mismo registro a través del arrastre generado
por la movilizacion del punto B, procedié a realizar la coordinacion entre el registro
figural y el registro de lengua natural expresando que la distancia de A a C es la misma
que la distancia que de C a B, es decir que CA = CB son iguales puesto que se trata de
los radios de la circunferencia y conservan las mismas distancias.

Cabe destacar, que los tratamientos realizados dentro del registro figural a través del
Geogebra, permitieron la coordinacion con el registro de lengua natural para expresar la
relacién encontrada por la propiedad de la circunferencia.

item C)

C) Larelacidn hallada en el item B), épermite ser vinculada al lugar geométrico de la parabola?

Justifique su respuesta iQué elementos de la pardbola se asocian a los puntos A y cuando
los puntos B, Ay C son Fﬂlineales?

Figura 70. item C — Pregunta de la Actividad 2
Andlisis a priori

En esta parte (ver figura 70) pensamos a priori que los profesores participantes pueden
concluir que si existe una relacion, porque cumple con las condiciones del lugar
geométrico de una pardbola ya que el punto C al ser centro de una circunferencia

equidista de A 'y B siendo el punto A el foco de la paradbola y A, B y C son puntos del
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eje focal. De esta manera estos puntos A y B mantienen las mismas medidas cuando se

desplaza B. A continuacion presentamos los andlisis a posteriori:
Analisis a posteriori del Item C de la Actividad 2 - Grupal

En este item, los quince participantes respondieron la pregunta justificando sus
respuestas como lo habiamos previsto en el analisis a priori, expresando de manera
afirmativa que si existe una relacion, porque cumple con las condiciones del lugar
geométrico de una parébola ya que el punto C al ser centro de una circunferencia
equidista de A y B siendo el punto A el foco de la parabola y A, B y C forman el eje
focal. De esta manera estos puntos A y B mantienen las mismas medidas cuando se

desplaza B.

Para ello, los profesores participantes retomaron la construccion de la figura inicial y
tuvieron que realizar alguna construccion adicional asi como la utilizacion del arrastre
de un punto para evidenciar la propiedad de la circunferencia inmersa en la parabola.
Todos los profesores participantes realizaron el tratamiento en el registro figural para
luego realizar la coordinacion entre el registro figural con el registro de lengua natural al

responder a la pregunta del item C.

Observamos que los procedimientos de todos los profesores en la explicacion de los
pasos tomados para la construccion de la parébola fueron previstos segun los analisis a
priori logrando la coordinacion entre el registro figural con el registro de lengua natural.
El Geogebra como mediador contribuy6 a la coordinacion del registro figural con el
registro de lengua natural asi como el tratamiento en el mismo registro de lengua natural
para favorecer la movilizacion de los elementos y propiedad de la circunferencia de la

parabola.
Analisis posteriori del Item C realizado por el profesor Armando

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Armando (ver figura 71) a través

del registro de lengua natural, escrito en la ficha de actividades:

Cuwonse Lo pu0p,B4C nan bdauals, L Kdtw C 2-
N /'/M'Vt‘ edio 42 AB . C o d cptin &2 Fr civcunfprincn
3 K—l_& L J Ao ade 198

Figura 71. Registro de lengua natural — item C — Actividad 2 — Profesor Armando

Tesis publicada con autorizacion del autor

Mo olvide citar esta tesis




PONTIFICLA

TESIS PUCP , g:{gﬁﬂamn

DEL PERL

La figura 72 muestra la respuesta del profesor Armando a través del registro de lengua

natural, escrito en el texto del Geogebra:

C)
La relacidn anteriorments encontrada es, precisaments, la que permite 1 construceion de 1a parabala; un punto equidistante de otra (faca) y de una recta (directriz).
Cuandolos puntos A By C son calineales, el vértice C es el punto medio de AB. C &5 &l centro de I3 circunferencia y AB es el dimetro de esta.

Figura 72. Registro de lengua natural (Texto en Geogebra) — item C — Actividad 2 — Profesor Armando

En esta pregunta, el profesor Armando, coordiné el registro figural de la construccion
realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde expresa que la relacion
encontrada le permitio realizar la construccion de la parabola, asi mismo reconoce
algunos elementos correspondientes a la misma tales como es el foco, la recta directriz,
el punto C es punto medio del segmento AB, el cual menciona que se trataria del
didmetro, a su vez menciona que el punto C vendria a ser centro de la circunferencia.

Cabe mencionar, que los tratamientos realizados dentro del registro figural a traves del
Geogebra, permitieron realizar la coordinacién con el registro de lengua natural para
expresar que la relacion encontrada le permitio realizar la construccion de la parabola

asi como el reconocimientos de algunos elementos asociados a ella.
Analisis posteriori del Item C realizado por el profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto a través del registro de

lengua natural, escrito en la ficha de actividades (ver figura 73).

/(05 S /4//3y C sov colivrealeS , se coylae) e
S« /({L;; /z,zﬁ/sz/f‘w/«/' %u gasa por //M/ojé’
Ac=cs % /fﬁ (J‘J ﬂZ//azﬁ&/) og/é

Cl'bcezefor eczcia

Figura 73. Registro de lengua natural — item ¢ — Actividad 2 — Profesor Alberto

A continuacidn, en la figura 74, presentamos la respuesta del profesor Alberto a través

del registro de lengua natural, escrito en el texto de Geogebra:

*Cuando los puntoA,B,y ¢ son colineales se forman entre todas las lineas el diametro de la circunferencia
*Por lo tanto podemos afirmar que AC= CBy el segmento AB es el diametro de la circunferencia

Figura 74. Registro de lengua natural (Texto en Geogebra) — item C — Actividad 2 — Profesor Alberto

En esta pregunta notamos que el profesor Alberto coordino el registro figural de la

construccién realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde expresa que
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la relacion encontrada le permitié realizar la construccion de la parabola, asi mismo
reconoce algunos elementos correspondientes a la misma tales como es el foco,
didmetro. Expresa que cuando los puntos A, B, C son colineales, ellos son elementos
del diametro de la circunferencia; en verdad esto es el eje de focal de la parabola, donde
AC =CB y AD (Quiso decir AB) es el diametro de la circunferencia.

Cabe mencionar, que los tratamientos realizados dentro del registro figural a través del
Geogebra, permitieron la coordinacion con el registro de lengua natural para expresar la
que la relacion encontrada le permitio realizar la construccion de la parabola asi como el

reconocimientos de algunos elementos asociados a ella.
Analisis posteriori del Item C realizado por el profesor Carlos

Presentamos en la figura 75 la respuesta del profesor Carlos a través del registro de

lengua natural, escrito en la ficha de actividades:

Si prgre el [eg¥ Qenmelcich o) 7a [rlmeds
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449/1414/, /ya/ A j S0 T;/\)@ﬂréf = den E

“é‘//“n,o’ A e depoming Foco e fo [Tarcelol

n

-
5/}:) 9 C sen caloncalrr c-ands (o & rrlentia enifo
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Figura 75. Registro de lengua natural — item C — Actividad 2 — Profesor Carlos
A continuacion en la figura 76 presentamos la respuesta del profesor Carlos a través del

registro de lengua natural, escrito en el texto de Geogebra:

C) el lugar geometrico si puede ser definido mediante |a relacion anterior, el lugar geometrico esta formado portodos los centroas de
las circunferencias que pasan por el punto Ay son tangentes a larecta d en el punto B.

el punto A se denomina Foco d ela parahaola,

B.Ay C son colineales cuando la distancia entre Ay B es la menor posihble y a esta distancia

se le llama parametro de la parabola.ademas cuando B, Ay C son colineales estan contenidos en el

eje de simetria de la parabola.

Figura 76. Registro de lengua natural (Texto en Geogebra) — item C- Actividad 2 — Profesor Carlos

En esta pregunta, el profesor Carlos, realizé la coordinacién entre el registro figural de
la construccién realizada en Geogebra con el registro de lengua natural en donde
expresa que la relacion encontrada del lugar geometrico estd formada por todos los
centros de las circunferencias que pasan por el punto A y son tangentes a la recta en el
punto B, asi mismo reconoci6é algunos elementos correspondientes a la misma tales

como el foco siendo correspondiente al punto A. También, el profesor Carlos expreso
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que cuando arrastré el punto B y logré alinear los puntos A, B y C, éstos pertenecen al
eje de la parébola (eje de simetria).

Cabe mencionar, que los tratamientos realizados dentro del registro figural con el uso
del Geogebra, permitieron la coordinacion con el registro de lengua natural para
expresar la relacion encontrada que le permitio realizar la construccion de la parabola

asi como el reconocimientos de algunos elementos asociados a ella.

ACTIVIDAD 3: LA PARABOLA EN DOMINIO DE LA GEOMETRIA
ANALITICA

Proponemos una actividad que lleve a los profesores participantes a encontrar la
expresion algebraica de la pardbola como lugar geométrico y en el dominio de la
geometria analitica utilizando el software Geogebra. A su vez la secuencia de
actividades propicia las conversiones del registro geométrico al registro algebraico y
tratamientos en el registro algebraico que realizan los profesores al responder a cada una
de las actividades.

En el Anexo 1, presentamos la actividad uno que consta de dos partes:

Parte | - La Construccion: La primera parte empieza con una actividad que requiere la
construccion geométrica de la figura, favoreciendo la aplicacion de las propiedades y en
registro grafico.

Parte Il — Las Preguntas: La segunda parte consta de luego de dos items referentes a
pregunta que requiere la interaccion de los elementos de la parabola por medio del uso
del Geogebra y que propician los analisis concernientes a las nociones de la parabola

como lugar geométrico.

Analisis a priori de la actividad 3

Esperamos a priori que los profesores participantes movilicen las propiedades de la
parabola como lugar geométrico. Esperamos que los profesores participantes construyan
un registro grafico, para ello es necesario que utilicen el software Geogebra, accionen el
icono de ejes y cuadricula y marquen los puntos F (2,3) y el punto A (0,-2), tracen la
recta d, tracen la mediatriz de un segmento FP, en seguida trace una recta perpendicular
a la directriz en el punto P. Asi mismo esperamos que los profesores participantes

accionen la herramienta lugar geométrico para construir la parabola.
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Finalmente, los profesores participantes deben explicar por medio de un registro de
lengua natural la construccién, considerando las relaciones y propiedades pertenecientes
a la parabola.

Asi mismo, esperamos que los profesores comprueben que P es un punto equidistante
de la recta d y del punto F, concluiran que P esta en la mediatriz del segmento QF,

porgue asocia el concepto de equidistancia con el de la mediatriz.

Esperamos asi mismo, que definan la pardbola como: es el conjunto de puntos
equidistantes de una recta d llamada directriz y del punto fijo F, exterior a ella, llamada

foco.

Pensamos a priori que los profesores participantes movilicen las nociones de la
pardbola como lugar geométrico haciendo uso de los registros de representacion
semidtica realizando conversiones de registro grafico al registro algebraico vy

tratamientos con el registro algebraico.
Parte I: Construccion Geometrica de la Parabola con Geogebra

Anélisis a priori de la construccion:

En esta primera parte de la actividad se requiere que los profesores utilicen la apariencia
Algebra y Gréaficas del software Geogebra ya que en esta actividad estamos
introduciendo puntos y coordenadas del foco y de la directriz para poder construir la

figura.

En esta actividad propiciamos que los profesores participantes realicen la construccion
de la parébola con los puntos F (2,3) y el punto A (0,-2), tracen la recta d, trace la
mediatriz de un segmento FP, en seguida trace una recta perpendicular a la directriz en
el punto P. Asi mismo esperamos que los profesores participantes accionen la
herramienta lugar geométrico para encontrar la parabola, todo ello con la ayuda del
software Geogebra.

La parte | es importante porgue la construccién geométrica de la actividad va a permitir
a los profesores responder a las preguntas planteadas por la actividad, haciendo que los
profesores vuelvan a la construccion geométrica para seguir interactuando con la
construccion en Geogebra y con el dominio de las propiedades de la parabola como

lugar geométrico, permitiran resolver las interrogantes de cada actividad.
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A continuacion, en la figura 77, presentamos la Actividad 3:

ACTIVIDAD 3

Construya con Geogebra:

4 )

Construya la representacion grafica de la parabola utilizando las propiedades en la
actividad 1 y 2 con foco en el punto F (2,3) y cuya recta directriz es paralela al gje de
abscisas, que pasa por el punto A (0, -2). Tome un punto P en la recta d y determine un
punto Q de la paribola. No debe usar la herramienta “Cénica - Pardbola”™ del
Geogebra.

- J

Figura 77. Actividad 3

Mostramos a continuacion la figura 78, referida a la representacion grafica de la

Actividad 3
= Canica d
Lo eixEo4x 10y=9 149
= Lugar Geométrico
@
= Punto 124
L@ A=(0,-2)
@ F=(2,3) e
--@ P={11.06,-2) 10
=@ Q=(11.06,8.71)
=/ Recla o
@ ay=-2
L@ 89
L0 dix=11.06
= Segmento
L@ &

Figura 78. Registro Grafico de la construccion de la Actividad 3

En el andlisis a priori, la representacion de la parabola como lugar geométrico con las
coordenadas de su foco y ecuacién de la directriz, es la construccién que pensamos que
los profesores participantes realizaran utilizando el registro gréfico asi como las
herramientas como se muestra en la figura y consigan hacer la construccién ya que las
indicaciones y condiciones son claras e intuimos que no tendran ningin problema en

poder representarla.
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Analisis a posteriori de la construccion de la Actividad 3 - Grupal

En la tercera situacion, como lo habiamos previsto en el analisis a priori, observamos
que todo el grupo de profesores participantes movilizaron los conocimientos previos
acerca de la pardbola como lugar geomeétrico haciendo uso del software Geogebra y en
la apariencia de algebra y graficas pues en esta actividad se vieron resaltados las
construcciones de los elementos geométricos y algebraicos de la parébola a través de la
movilizacién de las propiedades de la parabola como lugar geométrico.

Hemos percibido que todos los profesores participantes lograron realizar la construccion
de la actividad propuesta aplicando y movilizando las propiedades de la parabola antes
vista por la actividad 1 y 2. De esta manera, todos los profesores participantes lograron
realizar tratamientos en el registro grafico como la coordinacion entre el registro grafico

con el registro algebraico.

Analisis a posteriori de la construccion del profesor Armando:

De acuerdo a la construccion geométrica de la pardbola realizada por el profesor
Armando con el uso del Geogebra, se observa en la figura 79, realizo6 la construccion de
la parabola como lo habiamos previsto en el analisis a priori a través de la movilizacion

de las propiedades de la parabola antes vistas.

I Celidl J’_ 4'.>'v Ol @v &i_ Xq ABC 22| v

b Vista Algebraica x| | b vista Grafica
= Lugar Geométrico

@ lugar1 = LugarGeométricoft
= Punto

3 A=(0,-2)

@ F=12,3)
@ P=(586,-2)

3 Q=(5.86,1.99)

0 Q, =(6.63,2.64)
= Recta
=@ a:-3.86x + 5y =-12.67

@ bix=586

9 diy=22

Figura 79. Representacion del registro grafico Actividad 3 — Profesor Armando

Observamos la construccion geométrica de la parabola a través del registro grafico.
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Andlisis a posteriori de la construccion del profesor Alberto:

De acuerdo a la construccion geométrica de la pardbola realizada por el profesor
Alberto con el uso del Geogebra, se observa en la figura 80, realizé la construccion de la
parabola como lo habiamos previsto en el anlisis a priori a través de la movilizacion de

las propiedades de la pardbola antes vistas.

» Vista Algebraica o x| | b Vista Grafica
=| Lugar Geométrico \
@ lugar = LugarGeométrico[Q, P]
= Punte \
@ A=(0,-2) \
@ B=(6.98,1.5)
@ F=(2,3) \ 204
@ P=(11.96,0)
-@ Q=(10.02,11.59)
= Recla
=@ br-11.96x - 2y = 143.01
@ c:-9.96x+3y=-65 184
@ di-2x+11.96y = -23.92
=/ Segmento
@ a=104
5 €, =104
O f=1175 109
O p=1175
=| Triangula
O poligonot = 54.82
~_ 5
0
-20 -15 10 5 20 25
—

Figura 80. Representacion del Registro Grafico — Actividad 3 — Profesor Alberto

Observamos la construccion geométrica de la pardbola a través del registro grafico.

Analisis a posteriori de la construccion del profesor Carlos:

De acuerdo a la construccion de la parabola como lugar geométrico, realizada por el
profesor Carlos con el uso del Geogebra, notamos en la figura 81 que el profesor realiz6
la construccion de la parabola como lo habiamos previsto en el analisis a priori a través

de la movilizacion de las propiedades de la parabola antes vistas.

b Vista Algebraica x| | = vista Grafica

=I Cénica mEE
D cx-ax-10y=29

=I Lugar Geométrico

--@ lugart = LugarGeometrico(

=| Punto

@ p-(a62.2)

L@ Q=1(8.62,4.88)

=| Recta

@ ai-6.62x+5y=-3265
O bix=8.62

L0 diy=-2

Figura 81. Representacion del registro grafico — Actividad 3 — Profesor Carlos

Observamos el registro grafico de la construccién geométrica de la parabola.
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Parte I1: Preguntas

En esta parte se plantean tres items A'y B.

Determine los puntos P, Q y la expresion algebraica de la parabola en la forma general, haciendo uso
de la definicion del lugar geométrico de dicha curva. Luego, utilizando la herramienta “Pardbola”

del Geogebra compruebe su respuesta en la vista grafica.

Figura 82. item A — Pregunta de la Actividad 3

item A)

Analisis a priori del Item A

Pensamos a priori que las respuestas de los profesores participantes se expresaran en
registro algebraico por los puntos P (X, -2) como representante de los infinitos puntos
pertenecientes a la recta directriz y Q (X, y) como representante de los infinitos puntos

que pertenecen a la parabola.

La actividad que estd en registro de lengua natural direcciona al profesor para que
realice una conversion al registro algebraico en el desarrollo del item, utilizando la

definicion de la parabola como lugar geométrico.

De esta manera, podemos esperar a priori que los profesores participantes realicen la
conversion mencionada y el tratamiento algebraico como el ejemplo mostrado a

continuacion:

1FQ=d@QP) oG- F G2 = (=) + (v~ 37

x% —4x+9

S 4y=x—-4x—-6y+9 oy= —

Analisis a posteriori del item A - Grupal

De acuerdo a lo analizado, diez de la totalidad de quince profesores participantes
lograron resolver el item A, llegando a la respuesta algebraica, es decir que realizaron

tratamientos en el registro algebraico.

Los profesores que llegaron a resolver a través del registro algebraico llegaron a

expresar los puntos P (X, -2) como representante de los infinitos puntos pertenecientes a
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la recta directriz y Q (X, y) como representante de los infinitos puntos que pertenecen a

la parébola.

La actividad que esta en registro de lengua natural direcciono a los profesores realizar
una conversion al registro algebraico y en este registro debieron realizar tratamientos en

el desarrollo del item utilizando la definicion de la parabola como lugar geométrico.

Los profesores participantes realizaron la conversion mencionada y el tratamiento

algebraico de la siguiente forma:

d(F,Q=d@QP) &Jx-0*+ (y+2)?%= \/((x—Z))2+ (v —3)?

x% —4x+9

S4y=x2—4x—6y+9 oy= -

Analisis a posteriori del item A profesor Armando:

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Armando (ver figura 83) a traves

del registro algebraico:
—

. . =] =] | xZbx-loy+ 9=
Stan Q (x13). fQF/:/@P 5%%
m r\/Cj+2> | ' '

P(x;-2)

(xAz)aHj-z)a_—(yH)z , ‘(
2% < UYJJ/%Qj 4 9:/17'§‘j+9‘ !
|

Figura 83. Representacion del registro Algebraico — item A — Actividad 3 — Profesor Armando

En esta pregunta, el profesor Armando realizé la coordinacion entre el registro gréafico
de la construccion de la parabola como lugar geométrico utilizando los elementos
geométricos ya trabajados en la actividad 1y 2 realizada en Geogebra con el registro
algebraico realizando la conversion pertinente. Asi mismo, realizada la conversién del
registro grafico al registro algebraico se realiza en el mismo registro algebraico los
tratamientos pertinentes para representar la ecuacion de la parabola por lo que el
profesor participante realiza como primer paso el de identificar los puntos que se piden
de manera general, de esta manera logra identificar los puntos P (x, -2) como

representante de los infinitos puntos pertenecientes a la recta directriz y Q (x, y) como
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representante de los infinitos puntos que pertenecen a la parabola y el punto F (2,3) ya

mencionado en el problema.

De esta manera el profesor Armando realiza el tratamiento algebraico como podemos

evidenciar a continuacion:

OFI = [QPl & (- 2)’ + -3 =+ 27

&4y =x2—4x—6y+9
Finaliza expresando que la ecuacion de la parabola esta formada por todos los puntos P:
X2 —4x -10y —9=0

Consideramos que nuestra actividad propuesta a través del registro de lengua natural,
direccioné al profesor para que realice una conversion al registro algebraico y luego
dentro del registro algebraico realizé los tratamientos en el desarrollo del item,

utilizando la definicion de la parabola como lugar geométrico.
Analisis a posteriori del Item A profesor Alberto

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Alberto a través del registro

algebraico:

f//ﬂ:vwcj FC3Z) yo//‘/‘*/”& (o, 0t; //5?)
Pes (y4iz0)= 8Pz Fa G i) =
/(YA//@0~)/<7+X£ ﬁui—du_[/T)

Figura 84. Representacion del registro Algebraico — item A — Actividad 3 — Profesor Alberto
En esta pregunta, el profesor Alberto, no logrd coordinar el registro de lengua natural
con el registro grafico de la construccién de la paradbola como lugar geométrico pese a
que utiliz6 los elementos geométricos ya trabajados en la actividad 1 y 2 realizada en
Geogebra. Observamos que no realiza la conversion de los elementos de la pardbola del
registro geométrico al registro algebraico pues no logra identificar los puntos P (x, -2)
como representante de los infinitos puntos pertenecientes a la recta directriz y Q (X, y)
como representante de los infinitos puntos que pertenecen a la paradbola y el punto F
(2,3) ya mencionado en el problema. De esta manera se hace posible realizar el

tratamiento a nivel de registro algebraico por lo que se queda sin completar la solucién
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pese a que tiene muy claro la propiedad de la pardbola como lugar geométrico como lo

expresa que QF = FQ.

Consideramos que nuestra actividad propuesta a través del registro de lengua natural,
direcciond al profesor para que realice una conversion al registro algebraico y luego
dentro del registro algebraico realizo los tratamientos, pero en este caso no lo logré pues

tuvo una equivocacion cuando realizaba el tratamiento algebraico.
Analisis a posteriori del Item A profesor Carlos

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Carlos a través del registro

algebraico:

AFQ) = o @F

F(22), Plxy),P(x,~2)

2P+ (v =Cex )y s2)?
Xl-Hx+M = AUy ey 4

Figura 85. Representacion del registro Algebraico — item A — Actividad 3 — Profesor Carlos

En esta pregunta, el profesor Carlos, realizé la coordinacion del registro de lengua
natural con el registro gréafico de la construccion de la parabola como lugar geométrico
utilizando los elementos geométricos ya trabajados en la actividad 1 y 2 realizada en
Geogebra con el registro algebraico realizando la conversion pertinente. Asi mismo,
realizada la conversion del registro grafico al registro algebraico se realiza en el mismo
registro algebraico los tratamientos pertinentes para representar la ecuacién de la
parabola por lo que el profesor participante realiza como primer paso el de identificar
los puntos que se piden de manera general, de esta manera logra identificar los puntos P
(X, -2) como representante de los infinitos puntos pertenecientes a la recta directriz y Q
(x, y) como representante de los infinitos puntos que pertenecen a la parabola y el punto

F (2,3) ya mencionado en el problema.

De esta manera el profesor Carlos realiza el tratamiento algebraico como podemos

evidenciar a continuacion:

0FI = 0Pl & (- 2)’ + (-3 =G+ 27
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& 4y =x2—4x—6y+9

Finaliza expresando que la ecuacion de la parabola esta formada por todos los puntos P:
X2 —4x-10y-9=0

Consideramos que nuestra actividad propuesta a través del registro discursivo,
direcciond al profesor para que realice una conversion al registro algebraico y luego
dentro del registro algebraico realizd los tratamientos en el desarrollo del item A,

utilizando la definicion de la parabola como lugar geométrico.

Determine la expresion algebraica de la pardbola con foco en el punto F (0, d), recta
directriz con ecuacion y =- d, siendo P(x, y) un punto perteneciente a la pardbola y d

1in n'imarn roal dictintn Aa rarn

Figura 86. item B — Pregunta de la Actividad 3
item B)
Andlisis a priori

En la siguiente pregunta, esperamos a priori que los profesores responderén al item B
realizando una conversién del registro discursivo al registro algebraico movilizando
conocimientos y aplicando la distancia entre dos puntos, asi mismo realicen tratamiento
para determinar la expresion algébrica de la parabola considerando como foco al punto

F (0, d) y a la recta directriz r con ecuaciony = - d; y Q (x, y) un punto arbitrario de P.

Esperamos a priori la conversion del registro de lengua natural al registro algebraico

que los profesores podrian realizar:

Sean @ la parébola con foco F (0, d) y directriz r con ecuaciéony = - d; y Q (X, y) un

punto arbitrario de P.

d@QA=d@Qn ©J&-02+ y-d)?= Jx-x?2+ (y—d)?

Esperamos a priori que los profesores realicen los tratamientos en registro algebraico.
Mostramos a continuacion los tratamientos que podrian realizar los profesores

participantes:

d@QA=d@Qn ©J&-02+ (y-d)?= Jx-x)?2+ (y—d)?

S xP+(y—-d)? = (y+d)?
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& x2+ y?2—2dy+ d? = y? + 2dy +d?
< x? = 4dy

Creemos a priori que los profesores participantes realicen los tratamientos en registro

algebraico sin ninguna dificultad aplicando la propiedad de la parabola.
Analisis a posteriori del Item B - Grupal

De acuerdo a lo analizado, 6 de la totalidad de los 15 profesores participantes lograron

resolver el item B, llegando a la respuesta algebraica x* = 4yd.

6 Aplicaron de manera correcta la propiedad de la pardbola como lugar geométrico,
desarrollaron de manera correcta las distancias entre puntos como la suma de los
cuadrados de las diferencias de sus coordenadas, llegando a la correcta expresion de la

ecuacion algébrica.

Un profesor participante, realizo el planteo de la actividad del item B en el cual realizd
de manera correcta pero se confunde en la parte algebraica de la Gltima parte al despejar
para determinar la expresion algebraica, suponemos que el profesor tiene problemas en

realizar tratamientos en el registro algebraico.

Un profesor, aplicO de manera correcta la propiedad de la pardbola como lugar
geomeétrico pero se confunden al realizar la sustraccién de las coordenadas de los puntos
del foco F (0, d) a un punto de la parabola P (X, y) de la pardbola a un punto de la
directriz Q (x, -d). Consideremos que tiene dificultades en realizar tratamientos en el
registro algebraico debido a que se confunde en los signos de las coordenadas del foco y
de la parabola.

2 profesores participantes, aplicaron de manera correcta la propiedad de la parabola
como lugar geométrico pero se confunden en la parte del desarrollo (y — d)? omitiendo
el valor de y cuando operaba el doble del primero por el segundo cuadrado, es decir el

2

desarrollo lo expresaron asi: y* — 2d + d®. Consideramos que los profesores tienen

problemas en realizar tratamientos en el registro algebraico.

Una persona aplic6 de manera correcta la propiedad de la parabola como lugar
geométrico pero se confunden en la identificacion del signo de la primera coordenada
para la aplicacion de la diferencia de cuadrados (- d — y)?> = d® - 2dy + y? de tal manera
que no llega a la respuesta correcta. Consideramos que el profesor participante tiene

dificultad en realizar tratamientos en el mismo registro algebraico.
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4 profesores no lograron resolver el item B. Consideramos que los profesores tienen
problemas con realizar la conversion del registro de lengua natural al registro

algebraico.

Los profesores que llegaron a resolver a través del registro algebraico llegaron a
expresar los puntos F (0, d) como representante del foco, el punto Q (x, d) un punto de
la directriz y P(X, y) los infinitos puntos pertenecientes a la parabola. De esta manera los

profesores desarrollaron de la siguiente manera:

dP,F=d(P,Q &JO0-x)2+ (@d-y?=Jx-x)?+ (-d - y)?

Mostramos a continuacién los tratamientos que podrian realizar los profesores

participantes:

d(P,F=dP.Q ©JO0-x2+ [@d-y2= /G- + (—d—y)?

Va2 + d2 =2dy + y2 = [[-(d + )2
< x? = 4yd

La actividad que esta en registro de lengua natural direccion6 a los profesores realizar
una conversion al registro algebraico en el desarrollo del item B, utilizando la definicion

de la parabola como lugar geométrico.
Analisis posteriori del Item B realizado por el profesor Armando

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Armando a través del registro

algebraico:

0 (X}ﬁ) . l/a_r;/ = }F&- )
Flod) 5 R
§0x-d)/PeT [ e G )

4

x +(y~d) - gm) :
xi%},/zya(_ya’/: ACYEY 4
- &j%42j¢{

2

Figura 87. Representacion del registro Algebraico — item B — Actividad 3 — Profesor Armando

En esta pregunta, el profesor Armando realizé la coordinacion del registro de lengua
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mismo, el profesor participante realizo los tratamientos en el mismo registro algebraico

pertinente para representar la ecuacion de la parébola por lo que el profesor participante
realiza como primer paso el de movilizar los conocimientos de la parabola como lugar
geométrico, aplicando la distancia entre dos puntos e identifica los puntos P, F y Q. De

esta manera lo expresa asi:

El profesor Armando considera a los puntos P, F y Q de manera general, de esta manera
logra identificar los puntos P (x, y) como representante de los infinitos puntos
pertenecientes a la recta directriz y Q (x, -d) como representante de los infinitos puntos

que pertenecen a la parabola y el punto F (0, d) ya mencionado en el problema.

Asi mismo, observamos en el registro algebraico que el profesor Armando realizé el

siguiente tratamiento considerando la propiedad de la parabola como lugar geométrico:

PP = PQ] = @I+ G —dF= O +d? =
< X+ @-d)?= (y+d)?
o x*+ y*—2yd + d* = y* + 2yd + d?
& x? =4dy

Finaliza expresando que la ecuacion de la parabola es x? = 4dy

Consideramos que la actividad propuesta a través del registro de lengua natural,
direcciond al profesor Armando para que realice una conversion al registro discursivo al
algebraico y luego dentro del registro algebraico pues el profesor Armando realizé los
tratamientos en el desarrollo del item, utilizando la definicion de la parabola como lugar

geomeétrico.
Analisis posteriori del item B realizado por el profesor Alberto

A continuacion presentamos el registro algebraico vacio por el profesor Alberto:

B) Determine la expresién algebraica de la pardbola con foco en el punto F (0, d), recta
directriz con ecuacién y = - d, siendo P(x, y) un punto perteneciente a la pardbola y d

un nimero real distinto de cero

L

Figura 88. Registro vacio — item B — Actividad 3 — Profesor Alberto
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En esta pregunta, el profesor participante no logré responder a la pregunta.
Andlisis posteriori del item B realizado por el profesor Carlos

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Carlos a través del registro

algebraico (ver figura 89):

Si F(od), @(2y) ,P(X~d) y pPe cdgply=-7)
d(Fa)z d (aP)
\/ (x-o)%(y ~dlt = ‘\!E’I-X)l-(-()ﬂrd}\
x4 (-d)= rd)t
= (y to = G-e)*
® = Yo

Figura 89. Registro Algebraico — item B — Actividad 3 — Profesor Carlos

En esta pregunta, el profesor Carlos coordino el registro de lengua natural del enunciado
con el registro algebraico realizando la conversion pertinente. Asi mismo, el profesor
Carlos realizd los tratamientos en el mismo registro algebraico pertinente para
representar la ecuacién de la pardbola por lo que el profesor participante movilizd los
conocimientos de la parabola como lugar geométrico, aplicando la distancia entre dos

puntos e identifica los puntos P, F y Q. De esta manera lo expreso asi:

El profesor participante considerdé a los puntos P, F y Q de manera general, de esta
manera logrd identificar los puntos Q (X, y) como representante de los infinitos puntos
pertenecientes a la recta directriz y P (x, -d) como representante de los infinitos puntos

que pertenecen a la parabola y el punto F (0, d) ya mencionado en el problema.

Asi mismo, observamos en el registro algebraico que el profesor realiz6 el siguiente

tratamiento considerando la propiedad de la pardbola como lugar geométrico:

d[FQl = dIQP| & J(x—02+ (y—d)?2=  (x =02+ (y +d)? =
o 2+ (y-d)?= (y+d)?
o 2= (y+d)? - (y-d)?
o x% = 4dy

Finaliz6 expresando que la ecuacion de la parabola es x? = 4dy
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Consideramos que la actividad propuesta a través del registro de lengua natural,
direcciono¢ al profesor Carlos para que realice una conversion al registro discursivo al
algebraico y luego dentro del registro algebraico, el profesor realiz6 los tratamientos en

el desarrollo del item, utilizando la definicion de la parabola como lugar geométrico.
ACTIVIDAD 4: PROBLEMA
Andlisis de la actividad 4: Actividad de Cierre

Proponemos un problema que lleve a los profesores participantes modelizar el problema
haciendo uso del software Geogebra y que movilice la nocion de parabola como lugar

geomeétrico.

Esperamos que los profesores participantes respondan las diversas preguntas que los
llevara a identificar la propiedad de simetria de la pardbola y encontraran la expresion
algebraica de la pardbola como lugar geométrico. A su vez, pensamos que las
actividades propician las conversiones del registro figural al registro algebraico y
tratamientos en el registro algebraico que realizan los profesores al responder a cada

uno de los items.

En el Anexo 1, presentamos la actividad cuatro que consta de 2 partes; la primera parte
empieza con la presentacién de un problema la cual requiere la modelizacion a través de
una construccion geométrica el uso del Geogebra. En esta misma parte presentamos tres
preguntas que los obligue a interactuar con la construccion del Geogebra y responder a
las preguntas por medio del registro de lengua natural. Luego presentamos la segunda
parte que consta de dos preguntas, la cual involucra la modelizacion en la dimension de

la geometria analitica y la mencién de las restricciones de la construccion.

Andlisis a priori de la Actividad de Cierre:

En esta Gltima actividad, deseamos que los profesores participantes modelicen la
situacion y logren identificar el modelo matemético implicito en el problema, el cual se
trata de una parabola gue involucra a su vez la propiedad de la simetria. Para realizar la
construccidn de dicha parabola, los profesores participantes movilizaran las nociones de
la parabola como lugar geometrico, y lo plasmaran en el registro figural a través del
software Geogebra en el aspecto de la geometria para la construccion y esperamos que
utilicen todas las herramientas excepto la herramienta cénica — parabola para modelizar

el problema.
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Esperamos que los profesores participantes representen dicho modelo por medio del
registro figural y realicen la coordinacion entre éste registro con el registro de lengua
natural al contestar las preguntas que enfatizan aspectos de lugar geométrico y que son
parte de la primera parte de esta actividad. Para contestar las preguntas, los profesores
participantes tendran que realizar volver a la representacion grafica en el Geogebra para
realizar exploraciones y manipulaciones en la misma y poder asi responder a las

preguntas planteadas en esta primera parte.

En la segunda parte, lo que planteamos es que en la misma representacion grafica del
problema modelizado en Geogebra se cambie a la apariencia algebraica y graficos, de
esta manera estando la representacion grafica en el dominio de la geometria analitica,
los profesores participantes realizaran la coordinacion en entre el registro grafico de la
situacion con el registro algebraico, pues en éste ultimo los profesores plasmaran el
modelo matematico de las condiciones que satisfacen el problema a través del registro
algebraico. Luego, describan el modelo matematico a través del registro de lengua
natural y expresen las conclusiones a que se llegan también en el registro de lengua

natural.

También, deseamos que los profesores participantes escriban las restricciones del
problema usando el registro de lengua natural. Cabe resaltar que para ello, los
profesores participantes deben realizar coordinaciones entre los diferentes registros
como el registro en lengua natural, registro figural, y registro algebraico realizando

conversiones y tratamientos.

Parte I: Construccion de la Modelizacion del Problema con base a la propiedad de

la Simetria

Analisis a priori de la construccion:

En la primera parte, pedimos a los profesores participantes que modelicen el problema
planteado haciendo uso del software Geogebra y logren identificar el modelo
matematico implicito en el problema, el cual se trata de una parabola que involucra a su
vez la propiedad de la simetria. Para realizar la construccion de dicha parabola, los
profesores participantes movilizaran las nociones de la parabola como lugar geométrico,
y lo plasmaran en el registro figural a través del software Geogebra en el aspecto de la
geometria para la construccion y esperamos que utilicen todas las herramientas excepto

la herramienta conica — parabola para modelizar el problema.
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En la figura 90 presentamos la actividad 4:

ACTIVIDAD 4

Construya con Geogebra: |

ﬁa ciudad de Lima viven dos profesores colegas de Matematica, el profesor Heméndeh

el profesor Roman, quienes trabajan en el mismo colegio particular “Pirdmide” y que se

encuentran cansados de que les descuenten todos los dias por llegar tarde a su centro de
labores debido al transito cadtico que existe en Lima. Ellos desean mudarse por las
condiciones cadticas de la ciudad por eso estuvieron buscando departamentos que sean
cercanos a su centro de trabajo y a la av. Principal. Ambos profesores buscaron y
encontraron en las mejores ubicaciones; ya que dichos departamentos se ubican en el
centro del colegio y de la av. Principal. Ahora ambos colegas viven tranquilos porque ya no

les descuentan y casi siempre llegan a la misma hora pues el profesor Hernandez vive al

Q\te del profesor Romén. (Segun la figura de abajo) /

Figura 90. Actividad 4

Presentamos a continuacion la figura referencial al problema planteado (ver figura 91)
para que los profesores tomen en consideracion en el momento de la construccion de la

modelizacion en Geogebra.

b Camino

Figura 91. Gréfico referencial de la Actividad 4

A continuacién presentamos en la figura 92 la representacion grafica del problema

modelizado con el uso del Geogebra.

Figura 92. Representacion Figural del problema planteado — Actividad 4
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La figura 92 muestra una posible construccion que los profesores podrian realizar a
priori cuando utilicen el Geogebra y coordinen el registro de lengua natural (a través del
enunciado del problema) con el registro figural (construccion del problema en
Geogebra) Para ello, los profesores participantes deberan interpretar el problema y
pensamos que utilizaran las herramientas de la recta perpendicular, los puntos,
mediatriz, circunferencia, etc. del Geogebra, cumpliendo con todas las condiciones del

problema.
Analisis a posteriori de la Modelizacion del problema de la Actividad 4 — Grupal

En la cuarta situacion, como lo habiamos previsto en el andlisis a priori, percibimos que
los todos los profesores participantes lograron realizar la construccion de la parébola
como lugar geométrico movilizando las propiedades utilizadas en la actividad 1 y 2
como parte de la modelizacién del problema pero no todos los profesores participantes
lograron modelizar en su totalidad considerando todas las condiciones explicitas del
problema planteado.

De esta manera, de los quince profesores participantes, seis lograron modelizar el
problema planteado conforme a las condiciones deseadas, cuatro profesores
participantes no lograron modelizar pues consideraron solo una posibilidad de ubicacion
de los departamentos del Sefior Herndndez y el profesor Roman, tres profesores
participantes consideraron una sola ubicacion de los departamentos del sefior Hernandez
y Roméan y de manera errénea puesto que consideré uno de los puntos, casa del Sefior
Roman ubicados en la recta directriz, por lo que no se estd considerando todas las
condiciones del problema. Siendo uno de ellos, el de encontrar los departamentos del
sefior Hernandez y Romén a la misma distancia del colegio y de la avenida principal,
pero no se cumple. Asi mismo, hubo un profesor participante al que le faltd considerar
la ubicacién del sefior Roman, un profesor modeliz6 pero las ubicaciones de los
profesores fuera de la parabola.

En esta parte de la actividad, los profesores participantes movilizaron los conocimientos
previos acerca de la pardbola como lugar geométrico haciendo uso del software
Geogebra en la apariencia de geometria pues en esta actividad se vieron resaltados las
construcciones de los elementos geométricos de la parabola a través de la movilizacién
de las propiedades de la parabola como lugar geométrico, realizando tratamientos en el

registro figural.
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Analisis posteriori de la Modelizacion del problema en el item A realizado por el

profesor Armando

De acuerdo a la construccion geométrica de la parabola realizada por el profesor
Armando con el uso del Geogebra, se advertimos en la figura 93, que realizé la
coordinacion del registro de lengua natural dado por el problema con el registro figural
que es la modelizacion de la construccion planteada. Notamos que el profesor Armando
realiz6 la construccion del problema planteado como lo podemos evidenciar en la
construccién hecha de la parabola movilizando la propiedad foco — directriz como se

habia previsto a priori.

Vista Algebraica o [x] |~ vista 6rafica
Lugar Geométrico LEAC-
3 lugart = LugarGeométricoft
Punto

| o A, =(4566,0.6)

-0 By=(202,22)

3 H=(1.37,-019)
=@ P=(10.2,10.1)
@ Q-=(228,-0.35)
--@ R=(19.05,-11.01)
Recta
3 a@1.6x+1554y =-1.87
@ b:7.982x+9.75y=-100.37
3 € 1554x+1.6y = 3598
@ d:-1.6x- 1554y = 140,63

Figura 93. Representacion figural del problema plateado — Actividad 4 — Profesor Armando

Observamos la modelizacion de la situacién planteada a través del registro figural que
realizd el profesor Armando movilizando la propiedad foco — directriz de la parabola

con el uso del Geogebra.

Analisis a posteriori de la Modelizacion del problema del item A realizado por el

profesor Alberto:

De acuerdo a la construccion geométrica de la pardbola realizada por el profesor
Alberto con el uso del Geogebra, observamos en la figura 94, que el profesor Alberto
realiz6 la coordinacién del registro de lengua natural dado por el enunciado del
problema con el registro figural que es la modelizacion de la construccién planteada.
Notamos también que el profesor Alberto realizd la construccion del problema
planteado como lo podemos evidenciar en la construccion hecha de la parabola
movilizando la propiedad de la circunferencia a traves del registro figural que es la

modelizacion de la construccion planteada.
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Ademas, que la construccion de la parabola como parte de la modelizacién del problema
lo realiza de manera correcta pero que las ubicaciones de los departamentos del profesor
Hernandez y del profesor Roman lo realiza en la recta directriz, no pertenecientes a la
parabola, por lo que no se estaria cumpliendo con todas las condiciones del problema
planteado, en este caso que la distancia de la Av. Principal sea igual a la distancia de los
departamentos y de éstos al colegio; ello de manera. No se cumpli6 con lo previsto en el
analisis a priori y suponemos que el profesor Alberto no logré6 comprender todo el
problema planteado porque podria haber confundido la propiedad de la circunferencia al
construir la parébola.

Observamos que la ubicacion del colegio es el foco de la paradbola y un punto de la
circunferencia, por lo que pensamos que el profesor Alberto confundié la propiedad de
la circunferencia, porque ubicé los puntos H y R en la misma circunferencia pero no
pertenecientes a la pardbola por lo que incurrid en un error por interpretacion u omitié la

propiedad de la paradbola como lugar geométrico.

Figura 94. Representacion Figural del problema planteado — Actividad 4 — Profesor Alberto

Percibimos, en la figura 94, que la modelizacion realizada por el profesor Alberto de la
situacion planteada a través del registro figural con el uso del Geogebra le permitio
movilizar la pardbola como lugar geométrico en base a la propiedad de la

circunferencia.

Analisis posteriori de la Modelizacion del problema del item A realizado por el

profesor Carlos

De acuerdo a la construccién geomeétrica la modelizacion del problema planteado
realizada por el profesor Carlos con el uso del Geogebra, que presentamos en la figura

95, que el profesor realizé la coordinacion del registro de lengua natural dado por el
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enunciado del problema con el registro figural a través de la construccion geométrica de
la modelizacién del problema planteado.

Observamos que la construccién de la pardbola como parte de la construccién de la
situacion planteada con las ubicaciones de los departamentos del profesor Hernandez y
el profesor Roman son correctas pues cumplen con todas las condiciones del problema
pero en el caso de la simulacion de todas las ubicaciones posibles de los departamentos
del profesor Herndndez y Roméan no se cumple, pero consideramos que ello podria ser
por una mala interpretacion del profesor Carlos con respecto al problema pues cumple
con la condicion de que cada departamento tiene que estar ubicado uno frente al otro
pero omiten las demas condiciones donde las ubicaciones de los departamentos deberian
estar a la misma distancia del colegio y de la av. Principal, ello hace referencia a la

definicion de la parabola como lugar geométrico.

| BigFOCAL

AVEMIDA

Figura 95. Representacién Figural del problema plateado — Actividad 4 — Profesor Carlos

Notamos, en la figura 95, que la modelizacion realizada por el profesor Carlos es
diferente que la del profesor Alberto a pesar de haber utilizado el registro figural con el
uso del Geogebra movilizando la propiedad foco - directriz de la parabola.

Parte I1: Preguntas

En la segunda parte, presentamos tres preguntas correspondientes a los aspectos de
lugar geométrico, asi mismo las preguntas implican volver a la construccion para
realizar manipulaciones y utilizar la funcién arrastre para poder a las preguntas. Es
decir, realizamos tratamientos en el registro figural y conversiones del registro de

lengua natural al registro figural y viceversa.
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item A)

A) Utilizando la apariencia geometria del Geogebra y modelice el problema utilizando las propiedades antes
vistas. Representa la construccion de los puntos H (Hernandez) y R (Roman), puntos de las ubicaciones de la
casas y el punto P (Colegio). Considere restricciones para construir la representacion geométrica y responda

a las siguientes preguntas justificando sus respuestas:

1) ¢Se pueden construir ambas casas considerando todas las condiciones? Justifique su respuesta.

2) ¢Existe otras posibles ubicaciones de las casas del Sefior Hernandez y del Sefior Roman?
Explique.

3) Determine graficamente todas las posibles ubicaciones de los puntos H y R considerando todas
las condiciones mencionadas. ;Como se llama la grafica construida?

Figura 96. item A — Actividad 4

Analisis a priori del Item A

Para responder la primera pregunta de la de la segunda parte, creemos que los
profesores participantes responderdn de manera afirmativa a la primera pregunta
haciendo uso del registro de lengua natural, puesto que lograran construir la ubicacion
del departamento del profesor Herndndez para ello pensamos que los profesores
participantes haran uso de la construccion de la pardbola puesto que cumplen con todas
las condiciones planteadas en el problema. Para ubicar el departamento del profesor
Roman, consideramos que los profesores participantes haran uso de la herramienta

simetria Axial del Geogebra.

Cuando se plantea la pregunta: ¢Existe otras posibles ubicaciones de las casas del
Sefior Hernandez y del Sefior Roman? Entendemos que los profesores participantes
responderan de manera afirmativa, mediante el registro de lengua natural, pero antes
tendran que volver a la construccion realizada en el Geogebra y mediante el uso de la
funcién arrastre del punto sobre la recta, evidenciardn que la ubicacion de los
departamentos del profesor Hernandez y del profesor Roman tiene infinitas

posibilidades de ubicacion considerando todas las condiciones.

Anélisis a priori del item A-1

Para responder a la primera pregunta de la de la segunda parte, consideramos que los
profesores participantes responderan de manera afirmativa a la primera pregunta a
gue lograran construir la ubicacion del

través del registro de lengua natural, puesto
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departamento del profesor Hernandez; para ello esperamos que los profesores
participantes haradn uso de la construccion de la parabola, modelo matematico que
cumple con todas las condiciones del problema planteado. Al ubicar el departamento del
profesor Hernandez en cualquier punto de la pardbola pensamos que los profesores
participantes haran uso de la herramienta simetria axial del Geogebra para ubicar el
departamento del profesor Roman, ya que esta herramienta permite ubicar cualquier
punto frente a ella considerando un eje de referencia, para ello, el eje de referencia seria

el eje focal de la parébola.
Analisis posteriori del Item A realizado por el profesor Armando

A continuacion presentamos, en la figura 97, la respuesta del profesor Armando a través
del registro de lengua natural:

, & N fovma Un Q Avuur R o /(2"
ke = (HCNULL jarvﬁ/ﬁ /(-L()J/?qr;uwée QPVW
Wuumg N C?’V‘-z/-cl,w {ﬁ ,[‘

K /Zb . }&mq/,[l/u{_w /N/Lfvﬁ A
whﬁwm K Y . vﬂwb)/o Cryno JM'(MM
WWos w 1"(3 A Lv’tl/) %’ﬁvu-{ M V4 71)“’}4\

\{/www( it aa HQ WWQr ,{{ ﬁ;ﬁﬁr‘n
)éb WVQ hndn M%Mf@ 2. j

Figura 97. Registro de lengua natural - item A - Actividad 4 — Profesor Armando

Luego de la modelizacién realizada por el profesor Armando a través de la conversion
del registro de lengua natural al registro figural, el profesor procedid a realizar la
coordinacion del registro figural con el registro de lengua natural para responder a la
interrogante de la pregunta del item A, en la cual el profesor Armando expresa que si es
posible dichas ubicaciones de los departamentos considerando todas las condiciones del
problema y justifica explicando a través de los pasos de construccion que realizo en el
registro figural por medio del uso del Geogebra. Asi mismo observamos que el profesor
Armando movilizé las nociones de la parabola como lugar geométrico para realizar

dicha construccion con las condiciones sefialadas por el problema plateado.

El profesor Armando, logro construir la ubicacion del departamento del profesor
Hernandez para ello el docente hizo uso de la construccion de la pardbola puesto que
cumplian con todas las condiciones planteadas en el problema. Para ubicar el

departamento del profesor Roman, consider6 ubicar una recta HR perpendicular a HQ.
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Consideramos que nuestra actividad propuesta a través del registro de lengua natural,
direccioné al profesor Armando para que realice una conversion al registro de lengua
natural al registro figural y del registro figural al registro discursivo para contestar la
pregunta planteada en el desarrollo del item A, movilizando nociones de la parabola

como lugar geométrico.
Andlisis posteriori del Iitem A — 1 realizado por el profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto a través del registro de

lengua natural (ver figura 98):

E[ 4 /072’ C/ﬂ leqc /1 fA ﬂé g los (’/vao)'
punto Pes ol colego Pbgdi g s
H 1 R Viewn & sev [»s P APNRL P ol
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[0 ' SorCS /0 S (v« : £
d(i Zz:f;/f:_j w/ C&/C/,(VO C/f - C /7‘- [/ /L&Z J)

La pueatobn €5 Py/i [rc,(fa),

Figura 98. Registro de lengua natural — item A — Actividad 4 — Profesor Alberto

Luego de la modelizacidn realizada por el profesor Alberto a través de la conversion del
registro de lengua natural a través del enunciado del problema al registro figural a través
de la construccion en Geogebra; el profesor procedié a realizar la conversion del
registro figural al registro de lengua para responder a la pregunta del item A, en el cual
el profesor Alberto expresd que si es posible ubicar los departamentos H y R. Pero
percibimos que el profesor Alberto relacion6 la pregunta con la propiedad de la
parabola en base a la propiedad de la circunferencia donde el colegio es el foco de la
parabola y un punto de la circunferencia, por lo que el profesor Alberto confundio la
propiedad de la circunferencia, ubicando los puntos H y R en la circunferencia pero no
pertenecientes a la parabola por lo que incurre a un error por interpretacion u omite la
propiedad de la pardbola como lugar geométrico, asumiendo que las ubicaciones H y R
son equidistantes del colegio y de la av. Principal, pero confundi6 el término distancia
puesto que las ubicaciones de H y R hacia la av. Principal es una recta perpendicular.
Concluimos que el profesor Alberto movilizé las nociones de la parabola como lugar
geométrico en la construccion pero no de manera completa como parte del problema
contextualizado sin considerar todas las condiciones sefialadas por el problema

planteado.
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Consideramos que nuestra actividad propuesta a través del registro de lengua natural,
direcciond al profesor Alberto para que realice una conversion al registro de lengua
natural al registro figural y del registro figural al registro de lengua natural para
contestar la pregunta planteada en el desarrollo del item A - 1, movilizando nociones de

la parabola como lugar geomeétrico.
Analisis posteriori del item A - 1realizado por el profesor Carlos

La figura 99 mostrada a continuacion presenta la respuesta del profesor Carlos:

S
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Figura 99. Registro de lengua natural — item A — Actividad 4 — Profesor Carlos

Luego de la modelizacién realizada por el profesor Carlos a través de la conversion del
registro de lengua natural al registro figural, el profesor coordind el registro figural con
el registro de lengua natural para responder a la pregunta del item A -1, en la que el
profesor Carlos expresé que si es posible dichas ubicar los departamentos H y R
considerando todas las condiciones del problema y justifica explicando a través del
registro de lengua natural los pasos de construccion que realizo en el registro figural por
medio del uso del Geogebra. Asi mismo, observamos que el profesor Carlos movilizd
las nociones de la parabola como lugar geométrico para realizar dicha construccién con
las condiciones sefialadas asi como hizo uso de la herramienta simetria para la ubicacion

de R, esto significa que alude a la propiedad de la simetria de la parabola.

Consideramos que el problema propuesto en el registro de lengua natural direcciond al
profesor Carlos para que realice una conversion al registro figural y del registro figural
al registro de lengua natural para responder a la pregunta planteada en el desarrollo del
item A, movilizando nociones de la parabola como lugar geométrico como la propiedad

de la simetria.

Andlisis a priori del item A-2

Cuando se plantea la pregunta: ¢Existe otras posibles ubicaciones de las casas del

Sefior Hernandez y del Sefior Roman? Opinamos que los profesores participantes
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haran uso de la funcion arrastre para mover el punto mdvil sobre la recta directriz y
evidenciaran que la ubicacion de los departamentos del profesor Herndndez y del
profesor Roman tiene infinitas posibilidades de ubicacion considerando todas las

condiciones.

Analisis posteriori del Item A-2 realizado por el profesor Armando

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Armando a través del registro de

lengua natural:

}\ W }L /{J{\ XIJ/\/L( Avpf//wvtﬂ A »f‘/d/}
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Figura 100. Registro de lengua natural — item B — Profesor Armando

En esta pregunta (ver figura 100) el profesor Armando, realiz6 la coordinacion del
registro figural de la construccion realizada en Geogebra con registro de lengua natural
en donde afirma que si pudo encontrar otras posibles ubicaciones de los departamentos
del Sefior Herndndez y el Sefior Roman ya que la parabola tiene infinitos puntos. El
profesor participante relaciond la pregunta con la propiedad de la parabola para la
ubicacién de todas las posibles ubicaciones de los departamentos de H y R. Luego
procedio a explicar también en el registro de lengua natural como encontré los puntos H
y R realizando el mismo procedimiento para encontrar otros puntos.

La pregunta: ¢Existe otras ubicaciones de los departamentos del profesor Hernandez y
del profesor Roman? Direccion6 a que el profesor Armando volviera a la construccion
del problema en Geogebra a través del registro figural para realizar tratamientos y
coordinar éste con el registro de lengua natural para responder a la pregunta, afirmando
que si es posible tener otras ubicaciones de los departamentos del profesor Hernandez y
Romén. Observamos que el profesor Armando reconocié la propiedad de la pardbola
como lugar geométrico y la propiedad de la simetria de la parabola cuando afirma la

posibilidad de infinitas ubicaciones de los departamentos Hy R.

De esta manera, el profesor Armando ha respondido a la pregunta ya que ha realizado
una construccion no prevista a priori, pero que es acorde a lo que se pidio de tal manera
del profesor Roman

gue logrdé ubicar que los departamentos del profesor Hernandez
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concluyendo que tiene infinitas posibilidades de ubicacion considerando todas las
condiciones.
Andlisis posteriori del Item A - 2 realizado por el profesor Alberto

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Alberto, en la figura 101, a través

del registro de lengua natural:
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Figura 101. Registro de lengua natural — item B - Actividad 4 — Profesor Alberto

Para responder a esta pregunta el profesor Alberto, coordiné el registro figural de la
construccion realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde afirma que
si es posible encontrar otros 2 puntos referentes a las ubicaciones de los departamentos
del profesor Herndndez y Roman. Como ya lo habiamos mencionado en el analisis
anterior, observamos que el profesor Alberto desde la parte de la construccion del
modelo matematico del problema, parabola como lugar geométrico, ubica los puntos H
y R de manera errénea puesto que no considera las ubicaciones de los departamentos a
la misma distancia del colegio y de la av. Principal, pues toma como referencia los
puntos H y R como parte de la circunferencia asumiendo se ubican a las misma
distancia del colegio y de la av. Principal, esto lo podemos evidenciar a través del
registro figural. Por ello, en la pregunta A — 2 el profesor Alberto ubica otros dos puntos
en la misma circunferencia interceptandose con la pardbola y asume que hay otros dos
puntos que cumplen con las condiciones continuando con el error y ello lo podemos

evidenciar a través del registro de lengua natural.

De esta manera, el profesor Alberto ha respondido a la pregunta segin lo previsto a
priori, pero que en la fundamentacion evidenciamos errores en cuanto a las ubicaciones
de los puntos H y R que no es acorde a la fundamentacion que habiamos previsto pues
no se consider6 de manera correcta con todas las condiciones establecidas por el

problema planteado.
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Analisis posteriori del Item A - 2 realizado por el profesor Carlos

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Carlos a través del registro de

lengua natural:

——————
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Figura 102. Registro de lengua natural — item B — Actividad 4 — Profesor Carlos

En esta pregunta (ver figura 102) el profesor Carlos, coordind el registro figural de la
construccion realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde afirma que
si es posible la ubicacion de los departamentos del profesor Herndndez y el Sefior
Roman ya que asume que el eje focal o de simetria que tiene la parabola le permite
ubicar el punto H y el punto R frente a H, ello en otras palabras por la propiedad de la
simetria de la parébola.

El profesor Carlos relaciond la pregunta con la propiedad de la simetria de la parabola
para la ubicacion de todas las posibles ubicaciones de los departamentos de H y R.
Luego procedié a explicar tambiéen en el registro de lengua natural el proceso de como
encontrar los puntos H y R, realizando el mismo procedimiento para encontrar otros
puntos.

Cabe mencionar, que los tratamientos realizados dentro del registro figural en la
construccion de la figura del problema permitieron articular con el registro de lengua
natural al responder la pregunta, relacionado las ubicaciones de los departamentos de H
y R con la propiedad de la simetria de la parabola.

De esta manera, el profesor Carlos ha respondido a la pregunta realizando para ello
construcciones adicionales no correspondiente a lo previsto a priori, pero que es acorde
a lo que se pidio de tal manera que logré ubicar que los departamentos del profesor
Herndndez y del profesor Roman, concluyendo que tiene infinitas posibilidades de
ubicacion considerando todas las condiciones, ello por las construcciones realizadas de

otros puntos posibles referidas a la ubicaciones de Hy R.
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Analisis a priori del item A-3

Cuando se plantea la pregunta: Determine graficamente todas las posibles ubicaciones
de los puntos H y R considerando todas las condiciones mencionadas. ¢Como se llama

la grafica construida?

Creemos que los profesores participantes responderan mediante la grafica completa de
todas las posibles ubicaciones de los puntos H y R, para ello los profesores participantes
evidenciaran que se trata de la gréafica de la parabola puesto que cumple con todas las
condiciones planteadas en el problema. Los profesores participantes representaran la
situacion mediante el uso del registro figural y responderan de que se trata de una

parébola a través del registro de lengua natural.

Analisis posteriori del Item A - 3 realizado por el profesor Armando

A continuacién , en la figura 103, presentamos la respuesta del profesor Armando a

través del registro de lengua natural:

Figura 103. Registro de lengua natural — item C — Profesor Armando

En la pregunta A - 3, el profesor Armando coordind el registro figural de la
construccién realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde afirma que

se trata de una parabola con foco P y directriz a, ello segun lo previsto a priori.
Analisis posteriori del Item A - 3 realizado por el profesor Alberto

La figura 104 a continuacion muestra la respuesta del profesor Alberto a través del
registro figural y el registro de lengua natural:
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Figura 104. Registro grafico y registro de lengua natural — item C — Profesor Alberto
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En esta pregunta, el profesor Alberto coordind el registro figural de la construccion
realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde afirma que los puntos H
y R se ubican en la circunferencia y otros dos puntos equidistantes en la parabola.
Aunque el profesor Alberto no hizo mencion de que se trata de una parabola, la
construccion realizada por él hace referencia implicita de que se trata de una paradbola

respondiendo de manera afirmativa a la pregunta propuesta.
Andlisis posteriori del Item 3 realizado por el profesor Carlos

Presentamos en la figura 105, la respuesta del profesor Carlos a través del registro

figural y del registro de lengua natural:

) 34 hEE [odof Or,nfm
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Figura 105. Registro figural — item C — Actividad 4 — Profesor Carlos

En esta pregunta, el profesor Carlos coordind el registro figural de la construccion
realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde afirma que todos los
puntos de H y R forman una parabola, respondiendo segln lo previsto en el analisis a
priori. Observamos en su respuesta que representa todos los posibles puntos de Hy R a

través de un registro figural.

Analisis a priori del Item B de la Actividad 4

item B)

B) Ahora active en la misma ventana la apariencia al de algebra y graficos y modele mateméaticamente

las condiciones que satisfacen el problema utilizando las nociones trabajadas en las actividades 1y 2.

1Y Decrriha el mndeln matematien ; A niid eonchiicinnec niiede llenar?

Figura 106. item B — Actividad 4
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En esta pregunta, esperamos que los profesores participantes activen la ventana de la
apariencia de algebra y graficos de la construccion del modelo matematico del problema
realizada anteriormente para que puedan modelar mateméticamente el problema
planteado, es decir puedan encontrar la ecuacion de la parabola y de las coordenadas de
los puntos de ubicacién de los departamentos del profesor Herndndez y el profesor
Romén asi como el colegio y la ecuacion de la av. Principal, ello a través del registro
grafico en la dimension de la geometria analitica y también esperamos que los
profesores participantes mencionen algunas conclusiones con respecto al modelo

matematico a traves de lengua natural.

Presumimos que los profesores participantes puedan pasar de la dimension de geometria
a la dimension de geometria analitica sin ninguna dificultad asi como puedan realizar

conversiones y tratamientos dentro de la geometria analitica.

A priori, esperamos que los profesores participantes encuentren la distancia del
departamento del colegio hacia el departamento del profesor Herndndez y del
departamento del profesor Hernandez hasta la av. Principal, lo cual generara diferentes
resultados ya que cada profesor participante ha colocado en diferentes posiciones los
puntos que representa el colegio y los departamentos asi como la av. Principal y

obtendran diferentes soluciones pero los procesos tienen que ser los mismos

Creemos que cada uno de los profesores participantes determinara su propia ecuacion de
la pardbola segun la ubicacion de la recta b (Av. Principal) y el punto P (representacion

como punto de ubicacion del colegio).

De esta manera para nuestro ejemplo, nosotros hemos tomado como larectab,y=1y
el punto A (1,3) por lo que la representacion candnica de la parabola es:

(x-1*=4(-2)

Al final suponemos que los profesores participantes formalizaran todas las nociones
trabajadas durante las actividades 1 y 2, es decir, explicamos matematicamente a partir
de las conclusiones de los estudiantes. Colocamos o0 escribimos matematicamente todas
las condiciones de la parabola como lugar geométrico, es decir, foco eje directriz,
propiedad de la parabola, etc Ademas los profesores entendieron porque al resolver el
ultimo problema utilizaron todas las condiciones matematicas y ademas las restricciones

propias de un problema real.
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Analisis posteriori del item 1-B realizado por el profesor Armando:

A continuacién presentamos la respuesta del profesor Armando a través del registro de

lengua natural:
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Figura 107. Registro de lengua natural — item 1 b — Actividad 4 — Profesor Armando

En esta pregunta, el profesor Armando (ver figura 107) no modelizo el problema en el
registro gréafico, tampoco determiné la ecuacion de la pardbola por medio del registro
algebraico pero concluye a través del registro de lengua natural que P seria el foco y que
los puntos H y R pertenecen a la parabola P. Manifest6 a su vez, como esperabamos en
el andlisis a priori, que existen infinitas formas de resolver el problema considerando
todas las condiciones.

Concluimos que el profesor Armando, no llegd a responder la pregunta como
esperdbamos a priori y solo consider6 algunas conclusiones ya mencionadas
anteriormente a través del registro de lengua natural, las cuales hacen referencia a la
ubicacién de los departamentos en la misma parabola y que éstas a su vez podran ser
infinitas dado que cumplen con las condiciones que para nosotros es la propiedad de la

parabola como lugar geométrico.
Analisis posteriori del Item 1-B realizado por el profesor Alberto

A continuacién, en la figura 108 presentamos la respuesta del profesor Alberto a través
del registro de lengua natural:
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Figura 108. Registro de lengua natural — item 1B — Actividad 4 — Profesor Alberto
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En esta pregunta, el profesor Alberto, no modeliz6 el problema en el registro grafico,
tampoco generd la ecuacion de la parabola a través del registro algebraico, pero si
determind la ecuacion de la circunferencia donde el profesor Alberto ubica los puntos H
y R ubicaciones de los departamentos de los profesores Herndndez y Roman.
Recordemos que el profesor Alberto ubica los puntos H y R en la circunferencia no
pertenecientes a la pardbola lo cual hemos evidenciado que es incorrecto y en la
pregunta 1 — B afirma que las ubicaciones H y R pertenecen a la circunferencia
incurriendo en el mismo error, eso significa que el modelo matematico del profesor
Alberto no logré cumplir con todas las condiciones establecidas en el problema porque
suponemos que no tomd en cuenta todas las condiciones del problema por una mala

interpretacion o por una no recuerda la propiedad de la pardbola como lugar geométrico.

Concluimos que el profesor Alberto, no llegd a responder la pregunta como
esperdbamos a priori y solo consider6 algunas conclusiones ya mencionadas
anteriormente a través del registro de lengua natural, las cuales hacen referencia a la
ubicacién de los puntos H y R y a la equidistancia entre ellos por la propiedad de la
circunferencia. A su vez hizo mencion de que la ubicacion del punto P, referida a la
ubicacion del colegio equidista con todos los puntos de la parabola, pero no enlaza ello
con el problema y sus condiciones, suponemos ello por una mala comprensién del

problema.
Analisis posteriori del Item 1-B realizado por el profesor Carlos

presentamos en la figura 109 la respuesta del profesor Carlos a través del registro

grafico, registro algebraico y el registro de lengua natural:
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Figura 109. Registro grafico, algebraico y de lengua natural- item 1B — Actividad 4 — Profesor Carlos
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En esta pregunta, el profesor Carlos llegé a modelizar el problema y los describe a
través del registro gréafico, determind la ecuacion de la pardbola a través del registro
algebraico y concluyé que para hallar los puntos ubicados a la misma distancia de un
punto y de una recta, éstos deben pertenecer a una parabola pues se cumple con la
propiedad de la parabola como lugar geométrico. Asi mismo el profesor Carlos hizo
referencia a la propiedad de la simetria para la ubicacion del departamento del profesor
Romén frente al departamento del profesor Hernandez.

Concluimos que el profesor Carlos, llego a responder la pregunta como esperabamos a
priori a través del registro de lengua natural y a través del registro grafico realizando
tratamientos en el registro grafico y conversiones del registro gréfico al registro de

lengua natural.
Analisis a priori del item 2 - B de la Actividad 4

item B)

2) Escriba matematicamente las restricciones del problema.

Figura 110. item B 2 — Actividad 4

Para responder a la pregunta B 2 de la actividad 4, nosotros pensamos que los
profesores participantes responderan todas las restricciones del problema para que sea
una modelizacion matematica contextualizada a la realidad a través del registro de
lengua natural con respecto a la grafica del registro grafico construido con el uso del

Geogebra.

Creemos que cada uno de los profesores participantes describiran a través del registro
de lengua natural diferentes restricciones puesto que ellos han realizado construcciones
distintas a la modelizacién del problema a través del registro grafico con el uso del

Geogebra y en el dominio de la geometria Analitica.
Analisis posteriori del item 2-B realizado por el profesor Armando

A continuacion presentamos la respuesta del profesor Armando a través del registro

algebraico.
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Figura 111. Registro de lengua algebraico — item 2B — Actividad 4 — Profesor Armando

En esta pregunta (ver figura 111) el profesor Armando coordind el registro figural de la
construccion realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde expresa

algunas las propiedades encontradas en su construccion concerniente a la parabola.

Como se evidencia el profesor Armando expresé como restricciones del modelo
matematico a la relacion de igualdad entre la distancia |[HP| de un punto H de la
parabola, ubicacion del departamento del profesor Hernandez hacia el foco P y del foco
P hacia otro punto de la pardbola R, donde |HP| = |PR|

En esta actividad, el profesor Armando, moviliz6 nociones matematicas de foco
directriz, asi como la definicién de la pardbola como lugar geométrico y las relaciones
métricas entre sus elementos realizando cambios de registro entre el figural y el de

lengua natural.
Analisis posteriori del Item 2-B realizado por el profesor Alberto

A continuacion, en la figura 112, presentamos la respuesta del profesor Alberto a traves

del registro de lengua natural:

HC = CR 5("!/3"/%'? 0&266/7 g€ e%c//'oélf/cjf
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Figura 112. Registro de lengua natural — item 2B — Actividad 4 — Profesor Alberto

En esta pregunta, el profesor Alberto, coordino el registro figural de la construccion
realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde expresa algunas de las
propiedades encontradas en su construccién concerniente a la parabola consideradas

como restricciones del modelo matematico del problema.
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El profesor Alberto expres6 como restricciones del modelo matematico a la relacion de

igualdad entre |HC| = CR , relacion de equidistancia por la propiedad de la
circunferencia ya mencionada en las preguntas anteriores. También hizo mencién de
que el punto A es el foco que equidista de todos los puntos de la pardbola, pero no
establece relacién con las dos restricciones mencionadas dado que el profesor Alberto se
equivoco desde un inicio, suponemos por motivos de interpretacion del problema.

En esta actividad, el profesor Alberto, movilizé nociones de la parabola como lugar
geomeétrico, especificamente la parabola en base a la propiedad de la circunferencia pero
de manera sesgada pues no establece relacion con el problema considerando todas las

condiciones planteadas.
Analisis posteriori del item 2-B realizado por el profesor Carlos

En la figura 113 a continuacién presentamos la respuesta del profesor Carlos a través

del registro de lengua natural:

L €5 necesorio @aoC@®c o meaos el foco y lo teeta
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Figura 113. Registro de lengua natural — item 2B — Actividad 4 — Profesor Carlos

En la pregunta B — 2, el profesor Carlos, coordina el registro grafico de la construccion
realizada en Geogebra con registro de lengua natural en donde expresa algunas
restricciones a través de algunas de las propiedades encontradas en su construccion
concerniente a la paréabola.

Como se evidencia en la figura 113, el profesor Carlos expresdé como restricciones del
modelo matematico a la necesidad de conocer el menor valor del foco y la recta
directriz 0 un dato que le permita ubicarlos. Asi mismo, destacO que es necesario
establecer que la recta directriz debe ser fija, suponemos que para que el modelo

matematico sea mas real al no movilizarse por el espacio.

Tesis publicada con autorizacion del autor

Mo olvide citar esta tesis




PONTIFICLA

TESIS PUCP , g:{gﬁﬂamn

DEL PERL

CONSIDERACIONES FINALES

Como hemos visto en las investigaciones, la existencia de problemas con respecto a la
comprension de la parabola como lugar geométrico; creemos que esta problematica
podria ser resultado de la forma como se ensefia por parte de los profesores y pensamos
que se debe a que no tienen conocimientos basicos, o porque no conocen la tecnologia o
que simplemente la conocen pero no la saben utilizar para sus clases de matematicas. Es
por ello, que pensamos que en la formacion continua de los profesores se hace necesario

trabajar nuevamente estos conceptos matematicos, como la parabola, con Geogebra.

A continuacion presentamos algunos aspectos que juzgamos importantes en la tesis
como: marco tedrico y metodoldgico utilizando la parte experimental, los principales

resultados y nuevas perspectivas de investigacion.
Marco tedrico y metodoldgico

Consideramos que los aspectos utilizados en nuestro referencial tedrico, Registro de
Representacion Semioética sustentado por Duval (1999) para efectos de nuestra
investigacion fue crucial porque nos ayud6 a comprender como los profesores
movilizaban las nociones de la parabola como lugar geométrico y en el proceso de
analizar la coordinacion entre los registro de lengua natural y figural asi como entre los
registros grafico y algebraico como también sus respectivos tratamientos. Por otro lado,
empleamos la metodologia de investigacion la Ingenieria Didactica de Artigue (1995),

porgue nos ofrecio subsidios para orientar nuestra investigacion.

Desarrollamos las cuatro fases que la metodologia propone: Analisis preliminar,
concepcion y analisis a priori, experimentacion y analisis posteriori y validacion. Los
estudios preliminares nos dieron referencia sobre la interferencia entre el significado y
significante y la importancia de los AGD que posibilita la movilizacion de los

conocimientos preliminares de manera dindmica, segun lo afirma Laborde (1994).

Las actividades planteadas en la experimentacion fueron disefiadas para observar y
analizar la coordinacion entre los tratamientos y conversiones de los registro figural, el
registro de lengua natural, registro grafico y registro algebraico; aunque en general se

evidencio que dicha coordinacion esta en proceso.
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Se emple6 como recurso el Geogebra para las construcciones de la parabola como lugar
geométrico de cada una de las actividades que se planted. Podemos concluir que dichas
actividades con Geogebra favorecieron la movilizacion de las nociones de la parébola
como lugar geométrico, asi como en los analisis de sus respuestas en cada una de las

preguntas planteadas de cada actividad.
Principales resultados de la investigacion:

Con respecto a la pregunta y objetivos de investigacion, a continuacion presentamos los
principales resultados de la pregunta de la investigacion: ¢Como profesores de
matematica movilizan la nocion de pardbola como lugar geométrico, cuando
desarrollan una secuencia en la que utilizan diferentes registros de representacion

semiobtica?

El proceso de movilizacion de las nociones de la parabola como lugar geomeétrico se dio
en forma parcial porque solo se evidencia la coordinacién entre los registros figural y
lengua natural y los registros graficos con el algebraico, mediado por el Geogebra. Los
profesores mostraron alguna deficiencia en la coordinacion del registro de lengua
natural con el registro figural y el registro grafico sobre todo en la Gltima actividad

sobre la modelizacidn del problema, lo que no permitié una conversion entre registros.

Con respecto al cumplimiento de nuestro objetivo general, Analizar como profesores de
matematica movilizan la nocién de parabola como lugar geométrico, cuando
desarrollan una secuencia en la que utilizan diferentes registros de representacion

semiotica podemos decir lo siguiente:

En el andlisis del proceso de movilizacion de las nociones de la parabola como lugar
geométrico pudimos observar que la mayoria de los profesores, coordinan mejor el
registro figural de la construccion de la pardbola con el registro de lengua natural,

realizando tratamientos y conversiones en los mencionados registros.

Con respecto a los objetivos especificos, nosotros hemos disefiado cuatro actividades
que permitieron la movilizacion de los diferentes tipos de registros por lo que hemos
logrado identificar los registros de representacion semidtica que utilizan los profesores

cuando movilizan la nocion de la parabola como lugar geométrico con el Geogebra.
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Con respecto al primer objetivo especifico, nosotros hemos logrado identificar los
registros de representacion semiotica que utilizan los profesores en formacion continua
cuando movilizan la nocion de la parabola como lugar geométrico con el uso del
Geogebra. Hemos observado que los profesores participantes utilizaron al menos dos
tipos de registros de representacion semidtica para un mismo objeto, la pardbola como
lugar geométrico, para cada una de las actividades planteadas. Especificamente, para la
actividad 1 y 2 utilizaron los registros de lengua natural y el registro figural y en la
actividad 3 y 4 utilizaron los registros de lengua natural, el registro grafico y el registro
algebraico. Por lo que podemos decir también, que ello favorecio el funcionamiento del
pensamiento evidenciandose en los tratamientos y conversiones entre los diferentes

registros mencionados que realizaron los profesores participantes.

Con respecto al segundo objetivo especifico, nosotros hemos logrado estudiar los
tratamientos y las conversiones en los registros de lengua natural figural, gréafico, y
algebraico que utilizan los profesores en formaciéon continua al desarrollar la
secuencia de actividades que movilizan la nocion de parabola como lugar geométrico.
Hemos observado que los profesores participantes lograron una mayor comprension de
la parabola como lugar geométrico cuando movilizaban las nociones en cuanto a las
construcciones a través del registro de figural y grafico pero habia dificultad en realizar

conversiones con los registros de lengua natural.

Hemos evidenciado que los profesores participantes lograron realizar las conversiones
del registro de lengua natural al registro figural mientras que tenian mayor dificultad la
conversion del registro grafico con el registro algebraico.

También, hemos logrado que nuestros profesores representen la pardbola como lugar
geométrico en diferentes registros de representacion semidtica y hacer que realicen los

tratamientos y conversiones en registros de representacion semiotica

En cuanto al disefio de actividades sobre la parabola como lugar geométrico en
situaciones que no necesitan de un sistema de coordenadas notamos que favorecio el
reconocimiento y comprension de la definicion puramente geométrica y al estudio de las

propiedades intrinsecas.

Consideramos que la secuencia de cuatro actividades favorecio la movilizacion de los

diversos saberes geométricos desde una perspectiva distinta al enfoque algebraico y que
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ello permitié que los profesores comprendieran mejor las relaciones que hay en las

propiedades de la pardbola como lugar geométrico.

La secuencia de actividades planteadas posibilitaron que los profesores participantes de
nuestra investigacion comprendieran las diferentes formas de obtener una parabola en el
dominio de la geometria, propiciando la coordinacion entre registros de lengua natural
al registro figural. Asi como la tercera actividad de nuestra investigacion permitio
relacionar la nocién de la pardbola como lugar geométrico en el dominio de la
geometria analitica favoreciendo la conversion del registro grafico con el registro
algebraico, lo cual posibilitd una mayor comprension del objeto matematico puesto que
al trabajar con por lo menos dos registros de representacion semiotica realizando
tratamientos y conversiones avalamos una mayor comprensién del objeto matematico al

realizar la movilizacion de las nociones de la parabola segun Duval (2009).

Ademas, las actividades propuestas con el uso del Geogebra favorecieron que los
profesores participantes movilizaran las nociones de la parabola como lugar geométrico
tanto en el dominio de la geometria y el dominio de la geometria analitica realizando
conversiones y tratamientos. Es decir, los profesores trabajaron las nociones de la
parabola como lugar geométrico en el dominio de la geometria, enlazando a su vez en el
dominio de la geometria analitica para que los profesores pudieran analizar al objeto
mencionado realizando los tratamientos y conversiones lo cual implica una mayor

comprension del objeto matematico.

Observamos también que las fundamentaciones en sus tratamientos a través de los
registros de lengua natural en su mayoria son correctas pero que algunos casos lo
expresan como una descripcion. Evidenciamos a su vez que algunos profesores tienen
mayor dificultad en realizar conversiones del registro grafico al algebraico debido a que
se requiere realizar mayor coordinacion entre sus elementos de distintos registros, el

cual se encuentra en proceso.

Hemos observado que cuando los profesores realizaban tratamientos en registro
algebraico no conseguian el resultado correcto, suponemos al hecho de no relacionar sus

conocimientos previos sobre el algebra.

En la parte experimental de la tesis, observamos que los profesores no consiguen

movilizar porque algunos de ellos no tienen la nocion de la parabola como lugar
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geométrico ellos piensan que la representacion de la funcidn cuadréatica es una parabola
pues la representacion es similar a la representacion de la parabola como lugar

geométrico, ellos confunden la representacion con el objeto.

Hemos observado también que algunos profesores no consiguen relacionar la definicion
de la pardbola como lugar geométrico “distancia del punto al foco es igual a la distancia
del punto a la directriz’, puesto que en una de las actividades planteadas,
especificamente la primera parte de la actividad 3, se les pedia que encontraran la
ecuacion de la pardbola como lugar geométrico luego de haber generado la gréafica
representativa, pero algunos docentes no podian realizar la conversion del registro

gréfico al registro algebraico.

Pensamos que nuestros sujetos de estudio a pesar de su formacion como profesores de
Matematica, nos hace reflexionar que algunos profesores de Matematicas no tienen un
manejo claro sobre las nociones de la parabola y confunden muchas veces con la gréfica

de la funcion cuadrética puesto que le dan mayor énfasis a la parte algébrica.

El uso del Geogebra cumplié un rol importante en el desarrollo de las construcciones
dindmicas, pues al interactuar con las herramientas del software para el desarrollo de la
construccién de la parabola, los profesores lograron movilizar las nociones de la
pardbola como lugar geométrico de una manera dindmica, comprendiendo el concepto,

elementos y propiedades de la misma.

Asi mismo cabe resaltar, que el Geogebra ha cumplido su papel mediador como
herramienta dindmica en la construccion de la parabola como lugar geométrico, los
profesores participantes pudieron observar, reconocer, movilizar propiedades vy
elementos geométricos que se utilizaron para la construccion de la pardbola. Las
actividades planificadas estimularon a que los profesores participantes realicen la
coordinacion del registro figural con el registro de lengua natural y la coordinacion del

registro grafico con el registro algebraico.

Cabe resaltar que las actividades planificadas permitieron que la mayoria de los
profesores participantes movilizaran las nociones de la parabola como lugar geométrico
en el dominio de la geometria y en el dominio de la geometria analitica. Ellos pudieron
pasar del domino de la geometria al dominio de la geometria analitica sin darse cuenta

del cambio del dominio, realizando la coordinacion de al menos dos registros de
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representacion del objeto matematico. De esta manera, en el dominio de la geometria
realizaron la coordinacion del natural con el registro figural con sus tratamientos
respectivos y en el domino de la geometria analitica realizaron la coordinacion del

registro geomeétrico al algebraico con sus tratamientos respectivos.
Perspectivas futuras

Pensamos que para futuras investigaciones dejamos abiertas la posibilidad de estudios
como: investigar sobre la movilizacion de las nociones de pardbola como lugar
geométrico en problemas contextualizados utilizando tecnologia en una formacion de
profesores de matemaéticas; Investigar sobre el uso de herramientas tecnoldgicas en la
ensefianza de otros lugares geométricos también en una formacién continua de

profesores de matematicas.
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ANEXOS

Parabola como Lugar Geométrico

Nombres y apellidos:

Fecha: 09 /02 /15

ACTIVIDAD 1

Construya con Geogebra sin utilizar ninguna herramienta “Cénica — Parabola”:

Nota: En esta actividad no se requiere de ejes ni de cuadriculas.

Obijeto fijo: Clic derecho — propiedades — check en cuadrito de objeto fijo.

Enunciado:

Encuentre el punto P que equidista tanto de la recta d como al punto exterior a F.

1. Utilice las herramientas del Geogebra y construya una recta d. (Objeto fijo)
2. Coloque un punto F que no pertenezca a la recta d. (Objeto fijo)
3. Coloque un punto Q sobre la recta d con la opcién punto en objeto.

4. Trace una recta perpendicular n a la recta d y que pase por el punto Q.

5. Trace el segmento QF.

Luego, responda las siguientes preguntas:

A) Si P es un punto que equidista tanto de la recta d como del punto F. Dicho punto
P, perteneceré en la mediatriz del segmento QF? Justifique su respuesta.

B) ¢Como podrias determinar otros puntos equidistantes de la recta d y del punto
F? Explique
Habilite el rastro en el punto P y mueva Q. Luego represente la trayectoria que

genera P cuando se mueve Q, utilizando la herramienta lugar geométrico.

Tesis publicada con autorizacion del autor

Mo olvide citar esta tesis




PONTIFICLA

TiNIRey
a,
TESIS PUCP ~ %5 UNIVERSIDAD
DEL PERL)

C) Dado el punto P, perteneciente a la parabola. Trace los segmentos PF y PQ que

representan las distancias del punto P al foco F y a la recta d respectivamente.
Construya el tridngulo de vértices P, Q, F y desplace el punto Q. ;Como
clasificarias al triangulo A PQF cuando desplazas el punto Q sobre la recta d?
Justifique.

D) Existe alguna relacién entre el lugar geométrico de la curva con la construccion

del tridngulo? Justifique su respuesta.

Coloque en la carpeta del curso de teorias de la ensefianza (carpeta: SECUENCIA
DE ACTIVIDADES-ISABEL LARA) sus respuestas en texto, en el archivo
Geogebra y guarde la Actividad _1<ACT_1 APELLIDOS >

ACTIVIDAD 2

Construya con Geogebra sin utilizar ninguna herramienta “Coénica — Parabola”:

~

1. Utilice las herramientas del Geogebra y construya una recta d. (Objeto fijo)
2. Coloque un punto A que no pertenezca a la recta d. (Objeto fijo)

3. Cologue un punto B que pertenezca a la recta d.

\

. Grafique una circunferencia de centro C, que pase por los punto A y que sea tangente a la

J

Luego, responda las siguientes preguntas:

A) Describa como construyé la circunferencia de centro en C indicando las

propiedades geométricas que fueron movilizadas.

B) Si desplaza el punto B sobre la recta d ¢qué relacion existe entre la longitud de
los segmentos CA y CB? Justifique su respuesta. Encuentre el lugar geométrico

generado por el punto C.

C) La relacion hallada en el item B), ¢permite ser vinculada al lugar geométrico de
la parabola? Justifique su respuesta ¢Qué elementos de la parabola se asocian a

los puntos A y B de la actividad 2?
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Coloque en la carpeta del curso de teorias de la ensefianza (carpeta: SECUENCIA DE
ACTIVIDADES-ISABEL LARA) sus respuestas en texto, en el archivo Geogebra y
guarde la Actividad _2 < ACT_2_APELLIDOS >

ACTIVIDAD 3

Construya la representacion grafica de la pardbola utilizando las propiedades en la actividad 1y 2
con foco en el punto F (2,3) y cuya recta directriz es paralela al eje de abscisas, que pasa por el punto

A (0, -2). Tome un punto P en la recta d y determine un punto Q de la pardbola. No debe usar la

A) Determine los puntos P, Q y la expresion algebraica de la pardbola en la forma
general, haciendo uso de la definicion del lugar geométrico de dicha curva. Luego,
utilizando la herramienta “Pardbola” del Geogebra compruebe su respuesta en la

vista gréfica.

B) Determine la expresion algebraica de la pardbola con foco en el punto F (0, d),
recta directriz con ecuacion y =- d, siendo P(x, y) un punto perteneciente a la

parabola y d un numero real distinto de cero.

Coloque en la carpeta del curso de teorias de la ensefianza (carpeta: SECUENCIA DE
ACTIVIDADES-ISABEL LARA) sus respuestas en texto, en el archivo Geogebra y
guarde la Actividad _3 < ACT_3_APELLIDOS >
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ACTIVIDAD 4

Construya con Geogebra:

6 la ciudad de Lima, viven los profesores colegas de Matematica: el profem

Hernandez y el profesor Roman, quienes trabajan en el mismo colegio particular

“Piramide” y que se encuentran cansados de que les descuenten todos los dias por

llegar tarde a su centro de labores debido al transito cadtico que existe en Lima.

Por eso, desean mudarse y estuvieron buscando departamentos que sean cercanos a
su centro de trabajo y a la av. Principal. Ambos profesores buscaron y encontraron
excelentes ubicaciones de dos departamentos; ya que dichos departamentos se
ubican en a la misma distancia del centro del colegio y de la av. Principal. Ahora

ambos colegas viven tranquilos porque ya no les descuentan y casi siempre llegan a

la misma hora pues el profesor Herndndez vive al frente del profesor Roman.

b Camino

A. Utilizando la apariencia geometria del Geogebra y modelice el problema
utilizando las propiedades antes vistas. Representa la construccion de los puntos
H (Hernandez) y R (Roman), puntos de las ubicaciones de la casas y el punto P
(Colegio). Considere restricciones para construir la representacién geométrica y
responda a las siguientes preguntas justificando sus respuestas:
1. ¢Se pueden construir ambas casas considerando todas las condiciones?

Justifique.

2. ¢Existe otras posibles ubicaciones de las casas del Sefior Hernandez y del

Sefior Roman? Explique.
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3. Determine graficamente todas las posibles ubicaciones de los puntos H y R
considerando todas las condiciones mencionadas. ;Como se llama la gréafica
construida?

B. Ahora active en la misma ventana la apariencia al de algebra y gréaficos y modele
matematicamente las condiciones que satisfacen el problema utilizando las
nociones trabajadas en las actividades 1 y 2.

1. Describa el modelo matematico. ;A qué conclusiones puede llegar?

2. Escriba matematicamente las restricciones del problema.

Coloque en la carpeta del curso de teorias de la ensefianza (carpeta: SECUENCIA DE
ACTIVIDADES-ISABEL LARA) sus respuestas en texto, en el archivo Geogebra y
guarde la Actividad _4 < ACT_4_APELLIDOS >
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