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RESUMEN

El presente trabajo tiene por objetivo analizar el proceso de visualizacion del paraboloide en
estudiantes de Arquitectura de una universidad privada en Lima, Perl, mediante una
secuencia didactica mediada por el Geogebra. Para dicha labor, hemos revisado antecedentes
de investigacion los cuales tienen como objeto matematico superficies cuadricas y figuras tri-
dimensionales de la geometria espacial elemental, asi como el uso de la tecnologia para
representarlos, y su aplicacion en la parte experimental de sus instrumentos de recoleccion de
datos, lo cual nos puede inspirar en el disefio de nuestras actividades. Asi mismo, hemos
justificado la realizacion de nuestra tesis en aspectos académicos, personales y profesionales
para indicar la importancia de la ejecucion de nuestro trabajo. El marco teorico de la
visualizacion de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval
(1995), nos da las herramientas necesarias para comprender e interpretar el proceso de
visualizacion del paraboloide. La metodologia para lograr el objetivo general de nuestra
investigacion, dada su naturaleza cualitativa experimental, lo hemos tomado de aspectos
metodologicos de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995), cuyos lineamientos estructuran la
forma de nuestro trabajo. Para la experimentacion, hemos seleccionado dos estudiantes

quienes participaron en tres actividades, dos de ellas mediadas por el software Geogebra 3D.

Finalmente, hemos concluido que las herramientas del software Geogebra 3D, favorecen el
desarrollo de aprehensiones de los estudiantes en el registro grafico del paraboloide, y el
marco teorico de la TRRS nos permite explicar como se desarrolla el proceso de
visualizacidn, asi como la identificacion de las dificultades por las cuales los estudiantes no

visualizan.

Palabras clave: Visualizacion, Paraboloide, Registro Grafico, Geogebra 3D
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CONSIDERACIONES INICIALES

Nuestro interés por analizar el proceso de visualizacion del paraboloide en estudiantes de
Arquitectura, surgi6 a raiz de observar que, estudiantes del primer curso de matematicas de la
carrera de arquitectura, manifiestan dificultades en graficar superficies cuédricas dada su
ecuacion en tres variables. Creemos que los aspectos tedricos y metodoldgicos de la didactica

de las matematicas, nos brindan herramientas necesarias para realizar nuestro analisis.

La presente tesis tiene como objetivo general analizar el proceso de visualizacion del
paraboloide en estudiantes de Arquitectura en una secuencia didactica mediada por el
Geogebra, y para ello debemos analizar como se desarrolla el proceso de visualizacion del
paraboloide, por ello es importante establecer el marco tedrico para identificar aspectos de
visualizacion en el registro grafico del paraboloide, asi como el marco metodoldgico para

lograr alcanzar nuestro objetivo general.
Para todo ello, hemos considerado estructurar la tesis en capitulos, de la siguiente manera:

El primer capitulo aborda la problematica de investigacion, en la cual hemos realizado una
revision de antecedentes de investigaciones en torno al paraboloide u objetos espaciales, la
justificacion de nuestra investigacion, el marco teérico tomando como referente aspectos de
visualizacion de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica de Duval (1995), y los
aspectos metodoldgicos tomados de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995) lo cual

establecera la estructura de nuestra tesis.

El segundo capitulo trata sobre el analisis preliminar, y retine aspectos relacionados con el
paraboloide: su representacion en la vista grafica de Geogebra 3D, cursos de Arquitectura en
los cuales se estudia al paraboloide, resefia historica de las superficies cuadricas para situar al
paraboloide en el campo del conocimiento humano, estudio matematico del paraboloide, y

una revision de libros didacticos que son de consulta para los estudiantes de Arquitectura.

Finalmente, el tercer capitulo trata sobre el experimento y analisis, en el cual se describe el
escenario donde se realiza la investigacion: descripcién de los sujetos de investigacion,
recursos e instrumentos a ser utilizados, la descripcién de las actividades y, finalmente, un
andlisis a priori y posteriori de dichas actividades mediante el analisis de los datos
recolectados, y la respectiva confrontacion entre el andlisis a priori y el analisis a posteriori

segun la Ingenieria Didactica para validacion.
11
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En el presente capitulo, exponemos los antecedentes de investigacion, la justificacion para
realizar nuestra tesis, el marco tedrico y metodoldgico, asi como la pregunta y objetivos de

investigacion.

A continuacion, presentamos cinco antecedentes en torno a investigaciones relacionadas

directa e indirectamente con el objeto matematico paraboloide.

1.1 Antecedentes

Consideramos importante revisar la bibliografia de investigaciones sobre las superficies
cuadricas, con la finalidad de identificar parte del conocimiento actual que se dispone sobre
estudios de visualizacion del paraboloide, y justificar cual es el aporte de nuestra tesis ante tal
conocimiento. Para ello, hemos seleccionado cinco publicaciones entre articulos, tesis y
reportes de investigacion, los cuales se relacionan directa o indirectamente con nuestro objeto

matematico.

En esta parte del trabajo, presentamos investigaciones realizadas en el area de Educacion
Matematica como las de Ingar (2014); Salazar, Gaita y Saravia (2013); Schumann (2005);
Lopez y Anido (2004); Gutiérrez y Jaime (2015); las cuales guardan estrecha relacion con el
marco tedrico de la Teoria de Registros de Representacién Semiodtica de Duval (1995), el
objeto matematico Paraboloide (la superficie o sus cortes), y la utilizacion de recursos
tecnoldgicos para proponer actividades que permitan a los estudiantes realizar conversiones
entre los registros grafico y algebraico del paraboloide, y tratamientos en dichos registros. En
nuestro caso, estamos interesados en estudiar como se desarrolla el proceso de visualizacion

en los estudiantes al movilizar la nocién de paraboloide.

Ingar (2014) tomo la nocion de visualizacion en el registro figural definida por Duval (1995),
para definir el marco tedrico de visualizacion en el registro grafico de los valores maximos y
minimos locales en una funcion real de dos variables reales, estudio el cual realizéd con
estudiantes del curso Matematicas Il de la Universidad Nacional del Callao (UNAC),
Facultad de Ingenieria Pesquera y Alimentos, Perl, el cual es dictado durante el tercer
semestre de estudios de todas las carreras de Ingenieria de dicha universidad, en particular la

especialidad de Ingenieria de Alimentos. La autora observd diversos aspectos presentes
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durante la ensefianza de las funciones reales de dos variables, siendo los mas relevantes para

nuestros propdsitos los siguientes:

e Los ejercicios del tema funciones reales de varias variables desarrollados en clase por
los docentes, son aplicaciones algoritmicas puntuales de teoremas y definiciones
precisas, sin tomar en consideracion los registros gréaficos ligados a dicho objeto. Las
representaciones graficas son empleadas en las definiciones de manera icénica (Ingar,
2014, p. 19), y no permite al estudiante realizar tratamiento alguno en dichos registros.

e Los docentes no utilizan el software Mathematica en el dictado de clases, el cual esta
disponible en el laboratorio informatico de la Facultad de Ingenieria Pesquera y de
Alimentos. Dicho software podria contribuir con la construccion de significados en los

estudiantes.

Dada la naturaleza cualitativa de dicha investigacion, la metodologia de investigacion
utilizada por Ingar (2014) fue la Ingenieria Didactica (ID). La estructura del trabajo fue la
siguiente: estudio de investigaciones en torno a la ensefianza de funciones reales de dos
variables reales; analisis preliminar mediante una resefia historica del calculo de funciones de
varias variables, analisis de textos empleados en el dictado del curso Matemaéticas Il en la
Facultad de Ingenieria Pesquera y de Alimentos de la UNAC, y descripcion de aspectos

béasicos del software Mathematica para el disefio de los instrumentos de la fase experimental.

La fase experimental y de analisis se llevo a cabo en el laboratorio informatico de la Facultad
de Ingenieria Pesquera y de Alimentos, en la cual se trabajo con diez estudiantes agrupados en
cinco duplas quienes cursaban el curso Matematicas Il por primera vez, y tenian
conocimientos basicos del software Mathematica CAS. El equipo de observadores
participantes, estuvo conformado por el docente del curso Matematicas 111 y cuatro colegas de

la autora quien también es docente de dicha asignatura.

La primera situacién didactica en la fase experimental, consistio en inducir a los estudiantes a
percibir la existencia de valores maximos y minimos locales de una funcién de dos variables
de la forma f(x, y) = ax? + by? + cx + dy + e a partir de nociones bésicas de economia, ya que
dichos estudiantes llevan el curso Ingenieria Econémica y Financiera durante el mismo
semestre (Ingar, 2014, p. 114). La representacion grafica de dicha funcién f en la cual, los
coeficientes a y b son de signo negativo e iguales, corresponde a un paraboloide circular que
se abre hacia el semieje negativo del eje Z, superficie previamente estudiada por los alumnos.

Los estudiantes de uno de los grupos consiguieron desarrollar el proceso de visualizacion,

14
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porque en la representacion de la funcién lineal demanda, establecieron relaciones entre las
variables visuales para representar la gréfica de dicha funcidn y sus variables significantes en
el registro algebraico, ya que mediante tratamientos en el registro algebraico al hallar la
pendiente, interceptos y puntos de paso, obtienen las variables visuales definidas por Duval
(1995) de la funcion lineal afin que les permitiran realizar la conversion del registro

algebraico al registro grafico.

Asi mismo, la funcion lucro la cual depende de dos variables reales, al ser expresada por los
estudiantes en la forma canénica: L = —(q1—480)% —(g.—400)® + 390340, lograron identificar
el tipo de superficie y el valor maximo de la funcion, lo cual les permiti6 representarla en el
registro grafico, es decir, han visualizado. Esta situacion a—didactica propuesta por la autora,
se relaciona con el reconocimiento de coordenadas de puntos importantes para poder
representar curvas en el registro grafico, la cual conjuntamente con otros elementos tales
como ejes focales, direccion en que se extienden las curvas abiertas, puntos de paso, vértices,

etc., facilitaran al estudiante la representacion grafica del paraboloide.

Entre las conclusiones obtenidas en la investigacion de Ingar (2014), destaca el hecho que el
software Mathematica CAS contribuyo al aprendizaje de los valores maximo y minimo
locales de funciones reales de dos variables reales, ya que permite a los estudiantes reconocer,
manipular, construir significados y establecer conjeturas en representaciones graficas de
funciones reales de dos variables definidas algebraicamente, en particular aquellas que no son

reconocidas por el estudiante. (p. 177).

Otro aspecto importante a considerar en esta investigacion, es que es la primera tesis que
encontramos que estudia el proceso de visualizacién de los valores maximos y minimos
locales de funciones reales de dos variables reales, con la utilizacidn de tecnologias y recursos

informaticos.

En cuanto al estudio de superficies en el que se utiliza la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica (TRRS) como referencial tedrico, presentamos un estudio de
superficies realizado por Salazar, Gaita y Saravia (2013) el cual se realizd con estudiantes de
un primer curso de Matematicas | de la Pontificia Universidad Catélica del Perd (PUCP),
Facultad de Arquitectura y Urbanismo (FAU). Las investigadoras observaron los errores
cometidos por los estudiantes al representar graficamente las superficies cuadricas generadas
por los puntos P = (x; y; z) de una ecuacion en tres variables a partir de sus trazas con planos

paralelos a los planos: x = 0; y = 0; y z = 0, respectivamente, por lo cual las autoras
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formularon la siguiente pregunta: (El software Mathematica puede ser utilizado como
mediador en la ensefianza y aprendizaje de diferentes contenidos matematicos, en particular el
tema de superficies? Para responder a esta pregunta de investigacion, Salazar et al, utilizaron
como marco tedrico aspectos de la TRRS relacionados con visualizacion.

Ademas Salazar et al, tomaron como base investigaciones que muestran “como estudiantes
construyen significados mediados por ambientes tecnoldgicos, especificamente por ambientes
de geometria dindmica” (p. 7168).

En la fase experimental, las autoras disefiaron una secuencia de actividades divididas en dos
etapas: una etapa realizada a lapiz y papel, y luego el empleo del software Mathematica para
contrastar lo realizado en la primera etapa. Para ello, veinte estudiantes en calidad de
ingresantes, quienes cursaban un primer curso de matematicas en la FAU de la PUCP,
realizaron tratamientos en el registro algebraico de una superficie cuddrica determinada, para
obtener los cortes de dicha superficie con los planos: x = 0; y = 0; y z = 0, respectivamente;
dichos cortes, corresponden a las secciones conicas previamente estudiadas. Seguidamente,
los estudiantes realizaron cortes con planos paralelos a los planos mencionados para,
finalmente, realizar una representacion grafica de la superficie requerida por medio de los

cortes obtenidos.

En la segunda etapa, los estudiantes emplearon el software Mathematica, mediante el ingreso
de los parametros en la sintaxis del comando ContourPlot3D, para graficar la superficie
propuesta e identificar las secciones generadas en los planos de corte. En el articulo se
evidencia el trabajo realizado por un estudiante en torno al paraboloide circular, el cual
mediante tratamientos en el registro grafico, identifico la forma de los cortes de la superficie
con planos paralelos a los planos coordenados con lo cual “se apropié del comando y ademas
que consiguid relacionar la actividad que habia desarrollado con lapiz y papel con la que
trabajo usando el Mathematica” (Salazar et al, 2013, p. 7175).

Luego de la parte experimental y del analisis de las actividades con base en la TRRS y su
ampliacion a la visualizacion, las autoras sefialaron que el software Mathematica ayudo6 a
validar o refutar las conjeturas de los estudiantes al enfrentarse a situaciones de cambios de
dimension, de 2D a 3D, por medio de tratamientos en el registro gréafico y el desarrollo del

proceso de visualizacién.

Pensamos que las actividades para la fase experimental de nuestra investigacion, deberian ser

disefiadas de manera analoga a las realizadas por las autoras en su investigacion, en nuestro
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caso, con el paraboloide circular y eliptico por medio del software Geogebra 5.0, el cual

cuenta con las herramientas requeridas para nuestros propositos.

La tercera investigacion que presentamos tiene relacion directa con los cortes del paraboloide
con planos secantes, ya que el estudio de las cénicas es la base para movilizar la nocion de
paraboloide. El trabajo de Schumann (2005) el cual sintetizamos, establece que el estudio de
las secciones conicas se ha limitado al tratamiento de dicho objeto en dos dimensiones “lo
cual es una paradoja en vista de la naturaleza del objeto e incluso de su propio nombre”
(Schumann, 2005, p. 25), lo cual puede ser causado, de acuerdo con el investigador, por falta
de métodos convencionales que no brindan un ambiente en tres dimensiones para la

ensefianza y aprendizaje de las secciones conicas por medio de sus representaciones graficas.

Ademas, al ser el software Cabri 3D V2 (desarrollado en el afio 2004) el primero en su género
en proporcionar un ambiente de trabajo en geometria dinamica, con posibilidad de manipular
directamente las representaciones de figuras y objetos geométricos, y dado el creciente interés
por incorporar sistemas de geometria dinamica en la ensefianza y aprendizaje de objetos
representados en 3D, el autor propone una introduccion adecuada al estudio de las secciones
conicas por medio de un conjunto de actividades en el software Cabri 3D. En el articulo no se
menciona el nivel educativo a quienes va dirigido la secuencia de actividades, pero dado el
nivel requerido para ejecutar las construcciones, consideramos que el nivel académico es de

Formacién de Profesores.

Las actividades propuestas por el autor, comprenden desde la construccion de un cono
circular recto hasta cortes de dicha superficie con planos en distintas posiciones relativas al
eje del cono, para reconocer las secciones conicas por interseccion. Luego, para el
reconocimiento de cada seccidn por su definicion, el autor utiliza las Esferas de Dandelin, las
cuales ayudan a determinar por tangencia de superficies las posiciones de los focos de cada
conica. Las esferas de Dandelin son dos esferas, tangentes interiormente a un cono circular
recto y a un plano secante al cono, por ambos lados del plano. Cada esfera, a su vez, intersecta
al cono en una circunferencia. Cualquier recta generatriz del cono al intersectar a las dos
circunferencias y a la curva de interseccion del plano con el cono (cénica), obteniéndose

puntos y segmentos, permite comprobar la condicién geométrica de la conica.

En la figura 1, mostramos las esferas de Dandelin tangentes al cono y al plano secante a dicho

cono.
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Figura 1. Esferas de Dandelin.
Fuente: https://pt.wikipedia.org/wiki/Esferas de Dandelin

Los puntos de tangencia de las esferas con el plano, son los focos de la curva resultante de la
interseccion del plano con el cono. En la figura 1 tal curva corresponde a una elipse.

Finalmente, Schumann (2005) utiliza un plano de proyeccion perpendicular a la base de un
cono oblicuo para representar en dicho plano (rebatido) las secciones conicas desplazando la
posicion del vértice del cono, realizandose estas construcciones en un mismo plano de
proyeccion. En la figura 2, mostramos una elipse k como la proyeccion en un plano objetivo
(object plane) de una circunferencia k’, obtenida mediante interseccion del plano de

proyeccion (projection plane) con un cono oblicuo.

projection plane Va////7//7g Plape

object plane

Figura 2. Elipse k como proyeccion en un plano de una circunferencia k’.
Fuente: Schumann (2005, p. 34)
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En la figura 2, si un observador estuviese situado en el punto Z, veria ambas curvas cerradas,
k 'y k> como elipses superpuestas, pero al ser representadas ambas curvas en el plano de
proyeccion (projection plane), la circunferencia k’ se mostraria en verdadera magnitud,
mientras que la elipse k’ se representaria como un segmento, dado que los planos objetivos y

de proyeccion son perpendiculares.

Schumann (2005) concluye que, por medio del software Cabri 3D, el usuario podra estudiar
de manera Optima en un entorno virtual, las representaciones de las secciones conicas que se
generan, al intersectar un cono con planos secantes en distintas posiciones relativas respecto

de su eje.

Lopez y Anido (2004) afirman que: “una variedad de estudios y nuestra experiencia directa,
revelan que el conocimiento de la Geometria demostrado no solo por los estudiantes sino
incluso por graduados en Arquitectura e Ingenieria es deficiente” (Lopez y Anido, 2004, p. 1).
El objetivo de esta investigacion es determinar, en una etapa introductoria, como los
estudiantes interpretan situaciones que involucran objetos representados en el espacio, y
relacionan las representaciones de dichos objetos en tres dimensiones, y sus cortes

representados en dos dimensiones.

La investigacion se dirigio a estudiantes del primer afio de estudios de carreras de Ingenieria
de la Universidad Nacional de Rosario — Argentina, y estuvo orientada a profundizar el
conocimiento geométrico “identificando su génesis, estructura y modificaciones en el
contexto social y cultural en el que se desarrolla” (Lopez y Anido, 2004, p. 3) desde una
perspectiva epistemoldgica, con fundamentos tedricos de la Teoria de Situaciones Didacticas
(TSD) vy las fases de aprendizaje del Modelo de Pensamiento Geométrico de Van Hiele,
tomando como mediador cognitivo un asistente matematico, en este caso el software MAPLE
V — Herramienta CAS, para el desarrollo de las situaciones a—didacticas entre los estudiantes y

el profesor.

Dada la dificultad de los estudiantes en esbozar la grafica del paraboloide hiperbdlico
comunmente denominado “silla de montar”, el cual tiene una gran variedad de aplicaciones en
el campo de las estructuras, construccion civil y arquitectura entre otros, los autores proponen

a los estudiantes analizar intersecciones, proyecciones, rotaciones, entre otros, intercambiando

las variables x, y, z de la siguiente ecuacion ordinaria de dicha superficie:




Luego, en la etapa experimental de la investigacion de Lopez y Anido (2004), los estudiantes
deben eshozar la gréfica de la superficie correspondiente a la ecuacion propuesta, para ello,
deben realizar tareas tales como reconocer cortes con planos paralelos que se alejan/acercan a
los planos coordenados, entre otros, los cuales conllevaran al reconocimiento de dicha
superficie. Se evidencia el diadlogo entre un profesor y algunos estudiantes, en el analisis de
estos dialogos, los investigadores sitlan los alcances de dichos estudiantes en las situaciones
a—didacticas de accidn, formulacion, e incluso en la situacion a—didactica de validacion (tercer

momento).

Los autores concluyen que, el trabajo realizado con ayuda del software MAPLE V —
Herramienta CAS, facilita el nivel de pensamiento geométrico desarrollado por los
estudiantes en las diversas actividades ubicandolos en las fases de aprendizaje de Van Hiele,
para obtener el diagndstico respectivo con miras a replantear los métodos de ensefianza desde
los primeros afios de las carreras de Ciencias e Ingenieria, controlar y reducir las deficiencias

presentes en los egresados de dichas formaciones profesionales.

Por otro lado, Gutiérrez y Jaime (2015) llevaron a cabo una investigacion experimental en
geometria espacial mediado por el software Cabri 3D, realizada con un estudiante del
segundo curso de la Escuela Secundaria Obligatoria (ESO), destacado en habilidades
matematicas (considerado como superdotado) quien no poseia instruccion alguna ni
conocimientos en geometria espacial, y utilizaba Gnicamente conceptos de geometria plana
para la justificacion de sus conjeturas. La problematica surge a raiz de la escasez de
contenidos de geometria en la educacion primaria de Espafia, acrecentandose esta situacion en
temas de geometria del espacio en la ESO. Dado el reciente desarrollo de software de
geometria dinamica y por ende la aparicion de nuevas herramientas didacticas, se ha logrado
incrementar el reconocimiento de la importancia de la geometria lo cual permite realizar

experimentos, estudios y exploraciones en la forma como se logran dichos aprendizajes.

Los objetivos de tal investigacion fueron: primero, aportar informacién sobre los procesos de
aprendizaje de conceptos de geometria del espacio; y segundo, aportar informacién sobre la
viabilidad de los entornos de ensefianza de geometria del espacio basados Unicamente en el
uso de programas de geometria dinamica 3-dimensional. El marco tedrico empleado se
fundamentd en el modelo de las imagenes conceptuales de Vinner y el modelo de los niveles
de razonamiento y pensamiento geométrico de Van Hiele. La metodologia utilizada fue el

Estudio de Casos dada la escasez de investigaciones en el nivel indicado.
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La parte experimental estuvo conformada por treinta y cuatro actividades, las cuales a su vez,
se subdividieron en dos etapas: la primera por un cuestionario escrito a lapiz y papel con el fin
de reafirmar conocimientos matematicos previos, luego la segunda etapa comprende un
conjunto de actividades realizadas en el software Cabri 3D las cuales son monitoreadas por el
investigador (profesor) quién durante el desarrollo de las actividades constantemente formuld
preguntas de razonamiento tipo deductivo. Luego, se retomo la primera etapa a lapiz y papel,
se analiz0 las estrategias utilizadas por el estudiante quien ya tuvo una interaccién previa con
el software Cabri 3D, y se midi6 en qué grado el software permitié sentar las bases del nuevo

conocimiento sobre geometria espacial (evolucion de los conocimientos del estudiante).

Los resultados de la parte experimental de la investigacion de Gutiérrez y Jaime (2015),
mostraron que el estudiante senté paulatinamente las bases para el aprendizaje de la geometria
del espacio, en la medida que su capacidad de visualizacion se desarrollaba, elevando su nivel
de razonamiento de Van Hiele de 2 al nivel 3. Creemos que, la principal limitacion de esta
metodologia es que se disefid exclusivamente para estudiantes sobresalientes y destacados, lo
cual excluye al estudiante promedio como foco de futuras exploraciones con la parte
experimental de esta investigacion. Sin embargo, los autores sugieren disefiar otro tipo de
actividades para estudiantes de distintas capacidades y llegar “tan lejos en el aprendizaje

como se pueda” (Gutiérrez y Jaime, 2015, p. 79).

En las investigaciones, articulos y publicaciones revisadas, se evidencian aprendizajes
logrados por estudiantes de diversos grados de instruccién, apropiandose éstos, en algunos
casos, de la herramienta tecnoldgica nueva empleada en la fase experimental de cada
investigacion, y en otros lograndose el aprendizaje del objeto matematico tratado en cada
investigacion. En nuestro caso, pretendemos que sea el estudiante quien desarrolle sus
aprehensiones al proponérsele situaciones problema en torno a representaciones del
paraboloide, en las cuales deba utilizar las propiedades y el conocimiento en general
aprendido, y asi, analizar los resultados con fundamentos tedricos y metodoldgicos que

permitan dar respuesta a la pregunta de investigacion.

A continuacion presentamos aspectos relacionados con la justificacion de nuestra tesis.

1.2 Justificacion

En nuestra labor docente, hemos percibido que los estudiantes, al iniciar estudios de

geometria analitica plana, presentan dificultades de naturaleza algebraica. Los errores en las
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transformaciones realizadas en el registro algebraico para obtener la ecuacion de un lugar
geométrico determinado, corresponden a errores secuenciales en las operaciones de suma,
resta, multiplicacion, reduccion de términos semejantes, entre otros, debido a “la abstraccion

y generalizacion de las matematicas” (Godino, Batanero y Font, 2003, p. 74).

Hemos observado dificultades en los procedimientos de resolucién de los estudiantes respecto
a preguntas y problemas propuestos del tema Grafica de una ecuacion en tres variables, en
donde los tipos de preguntas mas representativos son los siguientes:

— Dada la ecuacion cartesiana en tres variables, graficar la superficie.

— Dadas las formas de las trazas de la superficie con determinados planos de corte,
determinar la ecuacion de dicha superficie y graficarla.

— Dada una representacion grafica de una superficie cuadrica, establecer una posible

ecuacion de dicha superficie y luego graficarla.

En el estudio de las superficies cuédricas, el concepto de simetria es fundamental para la
representacion grafica del paraboloide, dado que las secciones cénicas poseen: primero, el
caso de la hipérbola y elipse, dos ejes de simetria mutuamente perpendiculares; segundo, el
caso de la pardbola, posee un solo eje de simetria (el eje focal). Dicha propiedad, facilita la
representacion grafica de la superficie mencionada; por este motivo, las ecuaciones
correspondientes a las trazas de dicha superficie con planos paralelos a los ejes coordenados,

no deben poseer errores en operaciones algebraicas ni aritméticas durante sus tratamientos.

Pensamos que los estudiantes, al graficar una superficie dada su ecuacion cartesiana por
medio de trazas o cortes (siendo éstas las secciones conicas estudiadas previamente), no
incluyen informacion pertinente en sus procedimientos, sobre las estrategias y procesos de
abstraccion mentales utilizados para graficar curvas, y establecer conexiones entre dichas
curvas y la superficie; en la mayoria de situaciones, esta informacion no forma parte de sus

respuestas en las evaluaciones.

Nuestro interés es obtener dicha informacion no presentada por los estudiantes de forma
tangible en torno al paraboloide, cuya representacion grafica es una superficie de suma
importancia y aplicacién, tanto en modelizacion y optimizacion de valores de funciones de
varias variables como en situaciones reales de aplicacién en los campos de la ciencia y
tecnologia, tales como las telecomunicaciones (antenas satelitales), energia (paneles solares,
hornos), iluminacion (reflectores, linternas), entre otros. Creemos que, con este estudio,
podemos identificar las posibles causas del bajo rendimiento académico de los estudiantes al

22
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resolver problemas relacionados con la grafica de ecuaciones en tres variables, resultados que

podrian ser de interés para futuras investigaciones.

Por otra parte, Salazar et al (2013), evidencian estudios en torno a “preocupaciones cognitivas
con relacién a la matematica o a los significados construidos para su ensefianza cuando se
desarrollan actividades medidas por ambientes tecnologicos” (p. 7168). En nuestro medio,
dichas investigaciones son de escasa difusion y/o inéditas por lo cual con la presente
deseamos contribuir con un estudio de visualizacion del paraboloide en estudiantes que llevan

un primer curso de matematica, mediado con el software Geogebra 5.0.

Sefialamos que el presente estudio puede ser dirigido a estudiantes de ciencias e ingenieria, ya
que el estudio de las superficies cuédricas forma parte de cursos de matematica en esas
especialidades, tal como se evidencia en el silabo del curso Matematicas 111 de la Facultad de
Ingenieria Pesquera y de Alimentos de la UNAC (Ingar, 2014, p. 194) dada su importancia en

el estudio de la grafica de funciones multivariables.

Las propiedades geométricas de los elementos de la representacion grafica del paraboloide vy,
en general, de las superficies cuédricas, son conocidas por el hombre desde los albores de la

civilizacion, y se evidencia su aplicacion en obras arquitectonicas antiguas.
Al respecto, Ibafiez (2009) asegura que:

[...] La Geometria, y mas generalmente la Matematica, ha estado presente en la
Arquitectura desde el momento en el que el hombre siente la necesidad de construir un
hogar donde guarecerse de las inclemencias de la naturaleza, descansar o mantenerse
alejado de sus enemigos, ya sea excavando en cuevas, construyendo chozas o
montando tiendas, y siente ademas la necesidad de construir lugares especiales para
enterrar y venerar a los muertos o adorar a los dioses. [...] Parece evidente para
cualquiera que siendo la forma y la estructura tan importantes en el disefio de las obras
arquitecténicas, la Geometria y las Matematicas sean una parte fundamental de la
Arquitectura. (p. 155).

Por ello, consideramos que el estudio de las superficies cuadricas, en particular el caso del
paraboloide, es importante en la formacion profesional de un estudiante de Arquitectura, dado
que las formas de las superficies de construcciones arquitectonicas clasicas y modernas tales
como cupulas, represas, ambientes acusticos, domos, etc., pueden ser modelizados
matematicamente por medio de la ecuacion del paraboloide (cartesiana 0 paramétrica), y asi
lograr un mayor rigor en la forma y disefio de aquellas construcciones dado que, al obtener la
ecuacion de una superficie en particular, puede conocerse la posicion de cualquier punto de

dicha superficie respecto a un sistema de referencia y determinarse propiedades fisicas y
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tecnoldgicas de puntos criticos tales como esfuerzos, cargas criticas, momentos flectores,

entre otros, los cuales permitiran garantizar la solidez y durabilidad de dichas construcciones.

En nuestra labor docente, empleamos en ciertas circunstancias dichos tipos de software para
mostrar a los estudiantes el comportamiento de las propiedades entre los elementos de un
lugar geométrico determinado, al variar algunos de los pardmetros de su ecuacion cartesiana,
ya sean coeficientes, signos, distancias, etc., habiéndose obtenido resultados mas que
satisfactorios dada la correspondencia dindmica que brinda el software utilizado entre las
vistas algebraica y grafica del lugar geométrico en cuestion, lo cual no es factible de ser

realizado en pizarra, ni mucho menos, con intervenciones de los estudiantes.

Pensamos que los estudios relativos a la ensefianza y aprendizaje de superficies cuadricas,
mediados por un ambiente de geometria dinamica, aun son escasos, por ello también

consideramos pertinente realizar nuestra investigacion con el uso del Geogebra 3D.

Como es sabido, durante la primera mitad de la década pasada, se desarrollé el software Cabri
3D, el cual es el primero en su géenero en ofrecer una presentacion virtual (simulacion) tri-
dimensional de representacion de objetos espaciales en una interfaz de pantalla plana, y
surgieron varias propuestas didacticas para representar y realizar tratamientos de
representaciones de las secciones cénicas por medio de herramientas y comandos de Cabri
3D. Como consecuencia de lo expuesto, surgen investigaciones en torno a las etapas o fases
del aprendizaje del estudiante con el objeto matematico superficie cuadrica, y como los

medios tecnoldgicos pueden favorecer en el desarrollo de tal tarea.

Nosotros estamos interesados en el proceso de visualizacion del paraboloide que representa
graficamente a una funcion real de dos variables reales, siendo algunas de las formas de su

representacion algebraica las siguientes:

2 2
z="f(x,y)= (X;Zh) +(y;2k) +w;Va,be R" —{0}

cuya grafica corresponde a un paraboloide eliptico (a # b) o circular (a = b) el cual se

extiende indefinidamente desde el punto (h, k, w) hacia el semieje positivo del eje Z, o bien:

z=f(x, y)=(x_h) _(y—k) +w;Va,beR"—{0}

a2 b?

expresion cuya grafica corresponde a un paraboloide hiperbdlico el cual no forma parte de

nuestra investigacion.
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Es por esta razon que proponemos utilizar el software Geogebra 5.0 para la fase experimental
de nuestro trabajo, porque pensamos que los estudiantes de un primer curso de matematica
(Matematicas 1) de la carrera de Arquitectura, manifiestan en el aprendizaje de las superficies
cuédricas dificultades andlogas a las de los estudiantes del curso Matematicas Il de la
Facultad de Ingenieria Pesquera y de Alimentos, ambos fendmenos estan relacionados con el
paso de representaciones de objetos estudiados en el plano (R?) hacia el espacio (R%). Asi
mismo, los estudiantes de Matematicas | de Arquitectura cuentan con laboratorios

informéticos para la utilizacion de un software mediador en la fase experimental.

La eleccion de Geogebra 5.0, a diferencia del software Mathematica utilizado por Ingar
(2014), es por ser un software de geometria dindmica de uso libre (descarga gratuita) y de
menores requisitos de hardware para instalacion y ejecucion. Asi mismo, puede descargarse la
version portable de Geogebra 5.0 desde su pagina principal, la cual no requiere instalacion y
puede ejecutarse desde un dispositivo de almacenamiento externo en diversas maquinas y

sistemas operativos.

En lineas anteriores, se ha evidenciado que los aspectos didacticos y cognitivos relacionados
con la ensefianza de las superficies cuadricas en diversos grados de instruccion,
especificamente el estudio de superficies de Salazar et al. (2013) realizada en un nivel
educativo analogo al del presente trabajo, muestran que los recursos tecnologicos utilizados
actualmente en educacion matematica, en particular el software de geometria dinamica,
pueden contribuir a disefiar actividades bajo una cierta postura epistemologica y metodolégica
que permitan dar respuestas ante una problematica en el aprendizaje de los estudiantes

respecto al objeto matematico superficies cuadricas.

Al haber justificado la realizacion del presente estudio por medio de la relevancia historica,
académica, personal y profesional, presentamos a continuacién el marco teodrico para la
investigacion el cual toma aspectos basicos de visualizacién de la Teoria de Registros de

Representacion Semiotica de Duval (1995).

1.3 Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica

Segun Duval (1993) “no es posible estudiar los fendmenos relacionados al conocimiento sin
recurrir a la nocion de representacion”. Asi mismo, las representaciones se clasifican en dos

oposiciones: la oposicidn interno/externo y la oposicidén consciente/no-consciente.
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Segun Duval (1993), “La oposicion consciente/no—consciente,es la oposicion entre, de una
parte, lo que aparece ante un sujeto y él observa y, de otra, lo que a él se le escapa y no puede
observar” (p. 33). De esta manera, ¢l paso de lo no—consciente a lo consciente es un proceso
de objetivacion para el sujeto que toma consciencia. En este sentido las representaciones de

tipo consciente presentan un carécter intencional y cumplen una funcion de objetivacion.

Asi mismo, el autor sostiene que “la oposicién externo/interno es la oposicion entre lo que de
un individuo, de un organismo o de un sistema es directamente visible y observable y lo que,
al contrario, no lo es” (pp. 33—34). Las representaciones internas pertenecen a un sujeto y no
son comunicadas, mientras que las representaciones externas son producidas por la aplicacién
de un sistema semidtico y son entendibles por todos aquellos quienes han aprendido el

sistema semidtico aplicado.

Las representaciones semioticas segun el autor, se consideran generalmente como un simple
medio de exteriorizacion de representaciones mentales para fines de comunicacion, pero
también son esenciales para la actividad cognitiva del pensamiento al desempefiar un papel
primordial: desenvolvimiento de representaciones mentales, realizacion de diferentes

funciones cognitivas, y produccién de conocimientos.

Para el autor, el aprendizaje en matematica esta relacionado a los procesos de semiosis y
noesis. Denomina “semiosis” a la aprehension o produccion de una representacion semiotica,
y “noesis”, a la aprehension conceptual de un objeto. Es preciso afirmar que la noesis es
inseparable de la semiosis. Para que ocurra la aprehension de un objeto matematico es

necesario que la noesis (conceptualizacidn) ocurra por medio de semiosis (representaciones).

En este sentido, el autor afirma lo siguiente:

[...] la actividad matematica se realiza necesariamente en un contexto de
representacion, ya que no hay otra manera de tener acceso al objeto matematico
directamente por la percepcion, siendo los estudiantes capaces de reconocer el mismo
objeto matematico de conocimiento en otros contextos y utilizarlos. (1995a, p. 144).

En cuanto a Representaciones semidticas, el autor expone lo siguiente,

[...] son producciones constituidas por el empleo de signos que pertenecen a un
sistema de representacion los cuales tienen sus propias dificultades de significado y de
funcionamiento. [...] las representaciones (semidticas) no son solamente necesarias
para fines de comunicacion, ellas son igualmente esenciales para las actividades
cognitivas del pensamiento (1993, pp. 39 —40).
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Todo registro de representacién semiética posee tres actividades cognitivas fundamentales
ligadas a la semidsis, sin las cuales seria Unicamente un sistema de signos o una simple

representacion. Segun Duval (1995b), dichas actividades son:

[...] La formacién de representaciones en un registro semidtico particular, bien sea
para “expresar” una representacion mental, o para “evocar” un objeto real. [...]
Hablaremos de “tratamiento” cuando la transformacion produce otra representacion
en el mismo registro. Y hablaremos de “conversion” cuando la transformacion
produce una representacion en un registro distinto al de la representacion inicial. (p.
42).
El autor distingue cuatro tipos de registros de representacion semidtica: lenguaje natural,
algebraico, grafico y figural. Dado que el estudio de las superficies cuadricas requiere de la
utilizacion de un sistema de coordenadas cartesianas tri-dimensionales, para nuestro estudio
de visualizacion del paraboloide, por ejemplo, utilizaremos los registros lenguaje natural,

algebraico y gréafico.

En el cuadro 1 mostramos ejemplos de Registros de Representacion Semiotica para el objeto

matematico paraboloide.

Cuadro 1. Registros de representacion semidtica del paraboloide

Registro de lenguaje natural Registro algebraico Registro grafico

Paraboloide Circular cuyo eje
es el eje Z, vértice el origen de
coordenadas, se abre en la z=x2+y*
direccion positiva del eje Z 'y
pasa por el punto (1, 1, 2)

En el cuadro 1 observamos que en el registro de lenguaje natural, ha sido necesario indicar el
punto de paso (1, 1, 2) para representar un Unico paraboloide circular, ya que existen infinitas
posibilidades. Mediante tratamientos en el registro algebraico se obtiene la ecuacién del
paraboloide z = x* + y?, el mismo que esté representado en el registro gréfico. Cabe indicar
que entre dichos registros se han realizado cierto tipo de transformaciones, las cuales

obedecen a ciertas reglas establecidas por el autor.

Segun Duval (2006), los requisitos cognitivos que deben poseer los registros de

representacion son:
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e Propiedad de transformacion, dado que el procesamiento matemético siempre implica
alguna transformacion de representaciones semioticas.
e Empleo de diversos sistemas de representacion semidtica segin una coordinacion

interna establecida por el sujeto y dependiente del tipo de actividad.

Al respecto, Duval (2006) afirma que para que un conocimiento o un saber matematico pueda
ser puesto en funcionamiento, es necesario que el sujeto coordine por lo menos dos registros

de representacion semidtica.

Estos dos aspectos no pueden ser considerados separadamente el uno respecto del otro ya que
proporcionan la “idea clave” para la comprension de los problemas de aprendizaje y los
procesos cognitivos del sujeto en el pensamiento matematico. Las clases de transformaciones
de los registros de representacion semidtica, segun el autor, son la conversion y el
tratamiento. El tratamiento corresponde a las reglas de transformacion realizadas en el mismo
registro, mientras que la conversion es un cambio de representacion entre dos registros

diferentes.

En la figura 3 mostramos los dos tipos de transformaciones (conversion y tratamiento) de un

paraboloide circular entre sus tres tipos de registros de representacion semiotica.

Registro Lenguaje Natural: Un paraboloide circular cuyo eje principal es el eje Y, pasa
por los puntos (0, 3, 0) y (4v2, 7, 4/2).

G
o 3
%
6}0.
4%
Registro Algebraico Registro Grafico
y—k _(x=h)°" (z-w)’
S: = >+ >
c a a
3 v=(030)>5: 3=
- c
= 4
s (4\/5,7,4J§)es—>—=
c
= .
I Sitc=l-a=4
- x> z?
S:y-3=—+—
16 16

Figura 3. Transformacion de una Representacion Semioética en otra.
Fuente: Adaptado de Duval (2006, p.146)




En la figura 3 observamos que la conversion entre los registros lenguaje natural y grafico no
se realiza en forma inmediata, ya que es necesario obtener la ecuacion del paraboloide para
representarlo graficamente. Bajo esta consideracion, es necesario realizar la conversion del
registro lenguaje natural al registro algebraico (1), mediante tratamientos en este Gltimo
registro se obtiene la representacion algebraica de la superficie S la cual puede ser
representada en el registro grafico (2) mediante lapiz y papel o algun software de
representacion gréafica, y al representar todos los datos en dicho registro (vértice, punto de
paso), es factible realizar la conversién del registro grafico al registro de lenguaje natural (3).

Creemos que en el trabajo a lapiz y papel, el tipo de conversion mas frecuente es del registro
algebraico al registro grafico (en esa direccion), ya que los mayores tratamientos se realizan
en el registro algebraico. Nuestro interés es, ademas de la conversion del registro algebraico
al grafico, la conversion en el sentido inverso, y para ello los estudiantes deben realizar

tratamientos en el registro grafico.

Cada situacion grafica planteada a un sujeto en particular, debe permitir desarrollar en ellos
las aprehensiones, las cuales en el sentido de Duval (1995) una aprehension es la accion de
aprehender, es decir, la comprension conjunta de un objeto por medio de sus representaciones
y propiedades en un registro determinado, los cuales por medio de reglas propias de dicho
registro, permite inferir otras propiedades y aplicar lo aprehendido en otras situaciones y

contextos.

En la presente investigacion, tomaremos como modelo el estudio de visualizacion de valores
méaximos y minimos locales de funciones reales de dos variables reales realizado por Ingar
(2014), quien ejemplificé las aprehensiones en el registro grafico del paraboloide a partir de
las nociones de Duval (1995a) para el registro figural, es decir, presentaremos los ejemplos de
las aprehensiones en el registro grafico del paraboloide mediado por el software Geogebra
3D.

Si el sujeto esté en condiciones de identificar el paraboloide en el registro grafico, es decir que
percibe algunos elementos constitutivos pero indicados en forma explicita, entonces podemos
afirmar que ha desarrollado una aprehension perceptiva. En el cuadro 2, el sujeto puede
reconocer de forma inmediata que el objeto representado en el registro grafico corresponde a
un paraboloide, sin embargo, no podria precisar si es del tipo eliptico o circular, lo cual

implica un mayor analisis posterior y por ende, desarrollar otro tipo de aprehensiones.
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Cuadro 2. Aprehension perceptiva del paraboloide

Objeto representado en el registro gréafico Aprehension perceptiva

El objeto es un paraboloide

Dado el caso que, un sujeto deba realizar una representacion grafica del paraboloide en
Geogebra por medio de su ecuacidn cartesiana, dicho sujeto reconoce la necesidad de
describir los pasos necesarios (procedimiento) para realizar tal representacion. Podemos
afirmar que el sujeto ha desarrollado la aprehensién secuencial del paraboloide. En este tipo
de aprehension es sumamente conveniente la utilizacién de una secuencia de pasos de
construccion mediante sintaxis de comandos y herramientas e iconos del software Geogebra
3D, para graficar al paraboloide por medio de sus trazas. En el cuadro 3 detallamos la
aprehension secuencial desarrollada por un sujeto para graficar el paraboloide representado

por S:16y = x* + z° + 48 en la vista gréfica de Geogebra 3D.

Cuadro 3. Aprehension secuencial del paraboloide mediante Geogebra 3D

Aprehension secuencial del paraboloide S :16y = x° +z° + 48 por medio de Geogebra 3D

Paso 1: Crear deslizador k

Valor minimo: -10, Valor maximo: 10,
Incremento: 0.5

Paso 2: Ingresar la ecuacion del paraboloide S:
Barra de Entrada: S: 16y=x"2+z"2+48

Paso 3: Cortes de S con planos paralelos al plano x = 0:
IntersecaConica[x=Kk, S]

Paso 4: Cortes de S con planos paralelos al plano y = 0:
IntersecaConicaly=Kk, S]

Paso 5: Cortes de S con planos paralelos al plano z = 0:

IntersecaConica[z=k, S]

Paso 6: Activar rastro de los primeros cortes visibles:

Clic derecho del mouse + Rastro.
Paso 7: Graficar la superficie:

Deslizar el dial del deslizador k.
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Si la representacion gréfica del paraboloide S fuese realizado a l&piz y papel, la aprehension
secuencial desarrollada por el estudiante equivaldria a que realice cortes con planos paralelos
a los planos coordenados en el registro algebraico, y realice la conversion al registro grafico
de cada corte para representar la superficie del paraboloide.

Si el sujeto desarrolla una aprehension discursiva, estd en capacidad de reconocer otras
propiedades matematicas intrinsecas del paraboloide, no indicadas en forma explicita en su
representacion grafica tales como el tipo de paraboloide, eje coordenado al cual son paralelos
los ejes focales de los cortes elipticos, el vértice de la superficie, etc. En este tipo de
aprehension, la forma de los cortes de planos paralelos a los planos coordenados con el
paraboloide son identificados por el sujeto, quien reconoce la pertinencia de dicha
informacion tal como la forma de sus ecuaciones y elementos principales (centro, vértices,

focos, etc.), los cuales son reconocidas y nombrados.

En el cuadro 4 mostramos la aprehension discursiva del paraboloide desarrollada por un
sujeto, lo cual le permite identificar si el paraboloide representado graficamente es del tipo

circular o eliptico.

Cuadro 4. Aprehension discursiva de un paraboloide eliptico.

Paraboloide representado en el registro grafico Aprehension discursiva

T2y T3: Parabolas en los planos x =0,y =0

T2y T3 se intersectan en el origen de coordenadas (O)
AB y CD se intersectan en M, M pertenece al eje Z
AM = MB, CM = MD, M: Centro de T1

El eje de la superficie es el eje Z

La abscisa de A es mayor que 4, la ordenada de D es
menor que 4, entonces el eje focal de T1 es paralelo al
gje X

La superficie es un paraboloide eliptico con vértice el

origen de coordenadas, cuyo eje es el eje Z y se

expande hacia el semieje positivo del eje Z
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Si el sujeto manifiesta la necesidad de realizar transformaciones en el registro gréfico de un
paraboloide, para obtener informacién que le permita identificar formas y valores de los
elementos que lo constituyen tales como curvas abiertas, curvas cerradas, el vértice,
distancias, etc. y las realiza, podemos afirmar que el sujeto ha desarrollado la aprehension
operatoria del paraboloide para lo cual, segun la necesidad, debe realizar ciertas

modificaciones en el registro gréfico.

Duval (1993) ha definido los tipos de modificaciones en el registro figural, para el desarrollo
de la aprehension operatoria que deben lograr los estudiantes en el aprendizaje de la
geometria euclidiana, con las nociones de longitud y perimetro, area y volimenes de figuras
geomeétricas, mientras que Ingar (2014) realiz6 una adaptacién de dichas modificaciones para
su estudio en el registro grafico de los maximos y minimos locales de funciones multi-

variables.

Para nuestro estudio, consideramos que las modificaciones en el registro grafico del

paraboloide son las siguientes:

El sujeto realiza una modificacion oOptica al utilizar las herramienta Alejar y Aproximar en
Geogebra 3D, con el proposito de que los elementos y caracteristicas de la representacion
gréfica del paraboloide puedan ser reconocidos y estudiados con mayor detenimiento

mediante acercamientos o alejamientos.

Por ejemplo, esto se presenta cuando los valores de a, b y |c| en la representacion algebraica

2 2
z—w (x-=h -k )
=( ) +(y ) , son relativamente mayores en
C a

del paraboloide cuya ecuacion es: 5 -
b

comparacion a la escala de los ejes cartesianos, por lo que es necesario alejar la vista

resultante para estudiar su forma y reconocer sus principales elementos.

En el cuadro 5 se ha realizado una modificacion dptica de tipo alejamiento para reconocer la
forma de la representacion grafica del paraboloide S cuya representacion algebraica viene
2 2
(x=4)  (y-5)
25 36

practicamente toda la Vista Gréafica 3D por lo cual fue necesario realizar dicha modificacion.

dada por la ecuacion:S:z= . En el primer caso, la superficie abarca
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Cuadro 5. Modificacion dptica en la representacion grafica del paraboloide S

Representacion grafica del paraboloide S

Modificacion dptica de la representacion grafica del
paraboloide S mediante la herramienta Alejar

W
et
s
R
R RN

Y
LR
st

La modificacion posicional corresponde a traslaciones y rotaciones de la vista grafica donde

estd representado el paraboloide, manteniéndose la forma de dicha superficie cambiando

Unicamente su posicién respecto del observador. En Geogebra 3D, por ejemplo, esta

modificacion se realiza mediante las herramientas Rota la Vista Grafica 3D EEJ y Desplaza

Vista Gréfica , cuando es necesario realizar dichas modificaciones a la representacion

gréfica del paraboloide para reconocer formas y tipos de curvas abiertas y cerradas. En este

caso particular, la aprehension perceptiva se desarrolla solo si se desarrolla la aprehension

operatoria.

En el cuadro 6 se han realizado dos modificaciones posicionales a la representacion grafica

del paraboloide S cuya ecuacion algebraica es: z+8= x> + y? (traslacion y rotacion).

Cuadro 6. Modificacion posicional del paraboloide.

Representacion gréfica de

S:z+8=x"+Y’

Traslacion

Rotacion

3/

Tesis publicada con autorizacion del autor




Duval (1995b) establece que la descomposicion de una figura geométrica en sus unidades
elementales 0D, 1D y 2D, permite establecer discursos matematicos e inferencias para obtener
otras figuras que ayuden a resolver una situacion probleméatica determinada. A este tipo de
modificacion el autor denomina deconstruccion dimensional de la forma.

Nosotros afirmamos en nuestro estudio que la deconstruccion dimensional de un
paraboloide primario, permite descomponerlo en puntos, curvas, rectas y planos los cuales,
mediante condiciones previamente establecidas, permiten representar graficamente un
paraboloide secundario, cuyos pardmetros y constantes de cada una de las secciones conicas
que representan al paraboloide primario, pueden ser de formas iguales o proporcionales. Este
principio permite, mediante tratamientos en el registro grafico, realizar representaciones
gréficas sin realizar rigurosos tratamientos en el registro algebraico.

Si los parametros (en valor absoluto) y demas constantes de las secciones conicas (obtenidas
por cortes) son iguales, la representacion grafica del paraboloide secundario puede
interpretarse como una traslacion y/o rotacion del paraboloide primario

Por ejemplo, en el cuadro 7 mostramos las representaciones graficas de los elementos de la
representacion grafica del paraboloide S; cuya representacion algebraica es

2 2
s, y-2 _ (x-1) +(z+1)
2 16

_x—1_(y—2)2+(z+1)2
29 1

, para graficar la superficie S, cuya representacion algebraica es

S al utilizar las representaciones graficas de los elementos de la

grafica de S;, ya que las representaciones graficas de ambas superficies poseen la misma
forma y por ende, los mismos elementos representados, pero localizados en distintas

posiciones en el espacio.
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Cuadro 7. Deconstruccion dimensional del paraboloide.

Descomposicion de la grafica de la superficie S1 para graficar la superficie S2

Elementos de S1 representados por:
V1: Vértice, Eje de S1 paraleloal eje Y

T1: Curva cerrada (Elipse) en un plano paralelo al
plano XZ, centro: O1, eje focal paralelo al eje X

T2: Curva cerrada (Elipse) en un plano paralelo al
plano XZ, centro 02, eje focal paralelo al eje X

T3: Curva abierta (Parabola) en un plano paralelo al
plano YZ, y se extiende hacia el semieje positivo del
ejeY

T4: Curva abierta (Parabola) en un plano paralelo al
plano XY, y se extiende hacia el semieje positivo
del eje Y

Composicion de la grafica de S2 a partir de los
elementos representados de S1:

El vértice V1 es comUn para las representaciones
gréficas de ambas superficies S1y S2.

La curva T3’ de S2 se obtuvo a partir de la curva T3
de S1, la cual pasa por el mismo vértice V1 y esta
contenido en un plano paralelo al plano XY, y se
extiende hacia el semieje positivo del eje X

El centro O1’ de T1’ esta ubicado en la recta
paralela al eje X y que pasa por V1, y la distancia de
01’ a V1 es lamisma que la distancia de Ol a V1

La curva T1’ de S2 con centro en O1’ y eje focal
paralelo al eje Z, se obtuvo a partir de la curva T1 de
S1, y esté contenida en un plano paralelo al plano
YZ

Al trasladar las curvas T2 'y T4 de S1 a sus nuevas
posiciones en el registro gréafico, se ha compuesto la
gréafica de S2 a partir de la descomposicion de la
gréafica de S1.

Elementos de S2 representados por:
V1: Vértice, Eje de S2 paralelo al eje X

T1’: Curva cerrada (Elipse) en un plano paralelo al
plano YZ, centro O1°, eje focal paralelo al eje Z

T2’: Curva cerrada (Elipse) en un plano paralelo al
plano YZ, centro O2’, eje focal paralelo al eje Z

T3’: Curva abierta (Parabola) en un plano paralelo al
plano XY, y se extiende hacia el semieje positivo
del eje X

T4’: Curva abierta (Parabola) en un plano paralelo al
plano XZ, y se extiende hacia el semieje positivo del
gje X
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Segun el cuadro 7, las modificaciones en el registro gréafico requieren que el sujeto desarrolle
todas las aprehensiones y a su vez, identifique puntos de paso, ejes, veértices, entre otros, los
cuales corresponden a las variables visuales del paraboloide, y es necesario identificarlas.

Al haber identificado las aprehensiones y modificaciones en el registro gréfico del
paraboloide, debemos analizar como se da el proceso de visualizacion del paraboloide, y cuél

es la informacion relevante que puede obtenerse de dicho registro.

Proceso de Visualizacion

Duval (2002) establece la relacion entre la vision y visualizacion como partes componentes de
la percepcion visual del sujeto respecto al objeto en estudio, donde la vision cumple una
funcion epistemoldgica (acceso directo al objeto) y una funcién sindptica (aprehension
simultanea de diferentes elementos constitutivos de un todo). Al respecto, el autor establece lo

siguiente:

[...] la visién provee un acceso directo al objeto, mientras que la visualizacion esta
basada en la produccion de representaciones semiéticas y por ello requiere de reglas
que orienten la combinacion de signos, de manera que el producto obtenido de la
representacion tenga sentido. Esas posibilidades de combinacién de los sistemas de
representacion conceden a la visualizacidon un potencial heuristico. [...] (p. 321).

Segun el autor, la funcién sinoptica de la percepcion visual es imperfecta por dos razones:
Primero, las personas vivimos en un mundo tri-dimensional por lo que solo un lado de las
cosas pueden ser vistas, y para tener una aprehension completa se requiere movimiento ya sea
del objeto o del sujeto que percibe el objeto; y segundo, la percepcion visual siempre se centra
en una parte especifica de un todo y puede saltar de una parte a otra parte. En este sentido, no

puede haber percepcion visual sin una exploracion de por medio.

En este sentido, una representacion semidtica no muestra los objetos tal como son en un
ambiente tri-dimensional o como podrian ser fisicamente proyectados en un pequefio soporte
material bi—dimensional. Una representacion semidtica muestra la organizacion de las
relaciones entre las unidades representativas, siendo estas expresadas en formas
unidimensionales o bi—-dimensionales (figuras geométricas), coordenadas, proposiciones 0
palabras. Segun Duval (1995b), todas estas unidades representativas deben estar conectadas
bi-dimensionalmente porque cualquier organizacidn requiere al menos dos dimensiones para

poder ser obvias. Por esta razén, no hay entendimiento sin visualizacion y es por ello que la

Tesis publicada con autorizacion del autor



visualizacion no debe ser confundida con vision ya que la visualizacion hace visible todo lo

que no es accesible con solo la vision.

En el aprendizaje de la geometria euclidiana (registro figural), la visualizacién, segun el autor,
es la articulacion entre las aprehensiones perceptiva y operatoria, es decir, si el sujeto
reconoce e identifica representaciones de unidades elementales en el registro figural asi como
sus propiedades geométricas, y realiza modificaciones de dichos elementos en el mismo
registro y los relaciona entre si, entonces el sujeto visualiza. Ingar (2014), amplia la nocién de
visualizacién establecida por Duval para el registro gréfico, y establece que la visualizacién
de objetos representados en dicho registro, es la articulacion entre todas las aprehensiones que

se desarrollen en la situacion planteada.

Duval (1999) establece que, para construir una representacion grafica por medio de unidades
elementales, se requiere solamente calcular algunas coordenadas y trazar la recta o curva
correspondiente, en nuestro caso dichas coordenadas corresponden a las unidades elementales
de dimension 0 (vértices, centros, puntos de paso) para graficar las curvas abiertas y cerradas.
Las representaciones graficas, segun el autor, llevan relaciones entre sus unidades
significantes de representacion y sus correspondientes representaciones en los registros
simbdlicos y algebraicos. Estas unidades propias de las representaciones graficas son las
variables visuales, las cuales deben ser reconocidas para poder realizar la conversion del

registro gréafico a otros tipos de registros.

El autor realizé un estudio de visualizacion con la recta en el plano cartesiano XY, su

conversién a ecuaciones de la forma pendiente—intercepto: y =ax+b y sostiene que dicha

conversion se relaciona con la habilidad para reconocer e identificar las variables visuales que
entran en juego durante este cambio de registro. Dichas variables visuales para la recta
referida son: el sentido de inclinacion de la recta en el plano, los angulos que forma la recta

con los ejes cartesianos y los interceptos de la recta con el eje de ordenadas.

En nuestro estudio, la representacion grafica del paraboloide se realiza mediante la gréafica de
los siguientes elementos: el veértice de la superficie, curvas abiertas (parabolas), curvas
cerradas (circunferencias o elipses), los puntos de interseccidn entre las curvas abiertas y
cerradas representadas (obtenidos por interseccion entre arcos parabolicos, circulares y/o

elipticos), y la misma superficie en conjunto.

Para nuestro estudio, dichos objetos constituyen las variables visuales del paraboloide. En la

figura 4 presentamos la clasificacion de dichas variables visuales, segin el nimero de
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dimensiones que posee cada una de ellas sin considerar longitudes ni areas, ya que nuestro
objetivo es representar graficamente al paraboloide, y no realizar calculos ni medidas. Para
ello, tomamos las nociones de Duval (1995b, p. 159) quien realizdé una tipificacion de las
unidades figurales en el registro figural para el aprendizaje de la geometria plana elemental, y
el estudio de visualizacion del icosaedro realizado por Molina (2013), quien completd la
tipificacion de Duval al presentar un cuadro adicional para la clasificacion de las unidades
figurales de dimension 3 en el registro figural, tales como formas rectilineas y curvas,

alabeadas y abiertas, poliedros convexos y no convexos.

Trazo Visible
Dimension 0 Dimension 1 Dimension 2
z
Curvas .
Abiertas .«
) ~
Vértice (V) del / ' RN
paraboloide vl X ¥
T /\ T
12 /
V2 X v Curvas Plano 7
Y Eje (L) del Cerradas
paraboloide (recta kL B
paralela con
Puntos de alguno dg los ejes L
interseccion cartesianos) :V/
entre las curvas .
abiertas y e \
cerradas \ % Y 1
S Elipse,
) Circunferencia
g Y Paraboloide
Parabola

Figura 4. Clasificacion de variables visuales del paraboloide.
Fuente: Adaptado de Duval (1995b, p. 159) y Molina (2013, p. 41)
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En la figura 4, los trazos visibles de las variables visuales que pueden ser realizados en
medios tangibles (papel y 1apiz) o a través de la Vista Gréfica 3D del software Geogebra se

han clasificado de la siguiente manera:

Dimension 0: Puntos, los cuales corresponden a la representacion del vértice (V) del
paraboloide, el cual puede ser representado algebraicamente mediante sus componentes
cartesianas (h, k, w), y a los puntos de interseccion (\V2) entre las curvas abiertas y cerradas
(T1 y T2). Cabe resaltar que los puntos, a pesar de tener dimensién O se obtienen por
interseccion de variables visuales de dimensién mayor a 0, tales como segmentos proyectados

y planos.
Dimension 1. Pueden ser de dos tipos:
Curvas abiertas:

Recta. La recta asociada a la orientacion de la representacion de la superficie es su eje,
(recta L), el cual tiene como punto de paso el vertice V de la superficie y es paralela,

en el caso mostrado en la figura 4, al eje X.

Parabola. Las parabolas representan los cortes de la superficie del paraboloide con

planos paralelos al eje (recta L) y a los planos coordenados.
Curvas cerradas:

Circunferencias o Elipses. Dichas curvas representan los cortes de la superficie del
paraboloide con planos perpendiculares al eje (recta L) y en la region del espacio

donde exista interseccion.
Dimension 2. Pueden ser planos y superficies:

Planos. La representacion del plano rr en la figura 4, el cual es perpendicular al eje X
y pasa por el punto P, es la variable visual que nos permite realizar cortes a la
superficie para obtener las curvas abiertas y cerradas, y asi poder representarla

mediante cortes o trazas, las cuales son secciones conicas.

Superficie. La variable visual “superficie” esta constituida por la representacion en el

registro gréafico de todas las variables visuales anteriores en conjunto.

Para Duval (1995b), representar un objeto matematico en el registro grafico no es trivial, pero
es factible representar dicho objeto mediante unidades visuales de dimension menor

denominadas variables visuales, cuyas representaciones en el registro algebraico se
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denominan unidades significantes. Dichas unidades significantes pueden, a su vez ser
expresadas por medio de unidades simbdlicas tales como: signos (+, —), simbolos relacionales
(>, <, =, >, <, #), valores numéricos (coeficientes, exponentes, constantes), valores literales (a,

X, p, h, k), o la combinacion de cualesquiera de ellas.

Por ejemplo, la representacion gréafica del paraboloide mostrado en la figura 5, cuya
representacion cartesiana viene dada por la forma:
x=h_(y-k)" (z-w)

= +
c a’ b?

se reconocen las siguientes unidades significantes en el registro algebraico:

Eje cartesiano al cual es paralelo el eje del paraboloide: eje X

Orientacion de la superficie: se extiende hacia el semieje negativo del eje X, lo que
equivalea: c<0

Vértice de la superficie: V (h, k, w)

Restriccion para alguna de las variables cartesianas: x < h

Figura 5. Variables visuales de un paraboloide con eje paralelo al eje X

Para determinar las unidades simbolicas correspondientes al vértice representado por el punto
V (h, k, w), y los valores de las constantes a, b, c, es necesario realizar tratamientos en el

registro gréafico. La ecuacion del paraboloide representado graficamente en la figura 5 es:

x-1_(y-2) (z+1)
"2 9 16

S

Cabe resaltar que los simbolos relacionales (>, <, >, <) no tienen representacion en el registro
grafico, pero en el registro algebraico restringen los valores que toman algunas de las

variables cartesianas, asi como la direccion en la cual se extiende la grafica de la superficie.
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Duval (1995b), identifico las variables visuales y unidades significantes en la recta del plano

cartesiano y la funcion cuadratica. Para nuestro estudio, en el cuadro 8 detallamos las

variables visuales del paraboloide y sus correspondientes unidades significantes.

Cuadro 8. Variables visuales y unidades significantes del paraboloide.

VARIABLES VISUALES UNIDADES SIGNIFICANTES
(h, k,w) Vértice del
_ V= (h, k,w) Terna de nimeros
paraboloide (Punto |
reales
V) h, k,weR
2| !
pd
o
] Puntos de
w - -
S Y interseccion entre las V= (h k w)
5 curvas abiertas y
N S curvas cerradas: V1= (hy ki, W)
L
% i Vértices (parabola y V2 = (ha ke, w2) Terna de nimeros
v elipse), extremos del B1 = (h3, ks, W) reales
V2
g . 4 eje menor (elipse), B2 = (hy, ks, Wa)
puntos de paso
(parabola, elipse y i, ki, Wi € R
circunferencia).
x=h
L:
y=k - .
Ecuacién cartesiana
,f ) ] de larecta L,
(@) ), I Eje del Paraboloide
| expresada como la
o (recta L), la cual es ) -
< - y=k interseccion de dos
- v paralela con alguno L:
i N . 1=W planos que pasan por
z de los ejes o
0 ) el vértice V,
%) cartesianos y pasa por )
z o perpendiculares entre
= X v el vértice V )
=2 si, y paralelos a los
[a)
L x=h planos coordenados.
lz=w
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VARIABLES VISUALES

UNIDADES SIGNIFICANTES

DIMENSION 1: LA PARABOLA

p<0

direccion y sentido de
los ejes coordenados

se abre la parabola

cartesiana de la

parébola T

Vértice V V = (h, k, w)
(s ) Terna de nimeros
P = (hy, kg, wy)
reales
: Punto de Paso P hi, ki, w; € R
X
x=h Ecuacion de la recta
M: y=k M, expresada como
la interseccion de dos
lanos que pasan por
Eje focal M de la Y=k P q P P
) M: el vértice de la
parébola =W )
parabola,
perpendiculares entre
M :{X:h sf, y paralelos a los
oV planos coordenados.
¥ v
i Plano mr paraleloa mw. Xx=h
. = ‘ ,’k los planos Ecuacion cartesiana
\*‘v ,:':v" n y — k
B n coordenados al cual del plano 1
/ I \ pertenece la parabola T I=W
X ¥
1) (y=K) =4p(x-h)
Z Z=w
. T (z-w) =4p(x-h)
p>0 y= k
;\‘ Parametro p, el cual (x—h) _ 4p(y—k) . .
b indica hacia qué T: Signo del pardmetro
=W p en la ecuacion
)
z
v
Y




VARIABLES VISUALES

UNIDADES SIGNIFICANTES

(h, k,w)

Centro, Vértices,

_ V= (h k, w) Terna de niimeros
Extremos del eje
h k weR reales
menor N
X Y
L
wn
= X
d Eje cartesiano al cual Representacion
f es paralelo el eje Y simbolica del eje
< focal de la elipse cartesiano
z Z
Q
[%2]
pd
L
=
[a)
Plano mr paralelo a . X=h -
Ecuacion
los planos .
P w y=KkK cartesiana del plano
coordenados al cual
T
pertenece la elipse T ZI=W
V= (h k,w) Terna de niimeros
Centro
h, k,weR reales
2 2 2
T (x=h) +(y-k) =r
/F\ I=W Valor derenla
; ‘ Radio de la ecuacioén

DIMENSION 1: LA CIRCUNFERENCIA

C=i(h,k,w) z=w

circunferencia T

=h

T:{(x—h)2+(z—w)2:r2

y=k

T:{(y—k)z+(z—w)2:rz

cartesiana de la

circunferencia T

Plano mr al cual
pertenece la

circunferencia T

. X=h
T y=k
T Z=W

Ecuacion
cartesiana del plano

w

Fuente: Elaboracion propia
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En el cuadro 9 mostramos las unidades significantes de las variables visuales del paraboloide
(Dimension 2), segun la forma de su representacion algebraica, y sus unidades simbélicas

correspondientes.

Cuadro 9. Unidades significantes del paraboloide.

UNIDADES SIGNIFICANTES DEL PARABOLOIDE

FORMA DE LA z-w (x-h)" (y-k)’ y—k (x=h)" (z-w)" | x=h (y-k) (z-w)
< = + = + = +
ECUACION c a’ b’ c a’ b* c a’ b*
Eje coordenado al
cual es paralelo el ejez ejeY eje X

eje del paraboloide

Orientacion de la
superficie

Si ¢ >0, se abre hacia el
semieje positivo del eje Z

Si ¢ <0, se abre hacia el
semieje negativo del eje Z

Si ¢ >0, se abre hacia el
semieje positivo del eje Y

Si ¢ <0, se abre hacia el
semieje negativo del eje Y

Si ¢ >0, se abre hacia el
semieje positivo del eje X

Si ¢ <0, se abre hacia el
semieje negativo del eje X

a
Si E #1, es un paraboloide eliptico
Tipo de paraboloide

a
Si E =1, es un paraboloide circular

Restriccidn para
alguna de las
variables
cartesianas

Sic>0, z>w Sic>0, y>k Sic>0, x>h

Sic<0, z<w Sic<0, y<k Sic<0, x<h

Fuente: Elaboracién propia.

En la pagina 40 se mostrd un ejemplo de las unidades significantes para el paraboloide

X3k (k) +(Z_W) , cuyas posibles

representado en la figura 5, el cual es de la forma - =
Cc a

unidades significantes estan indicadas en la tltima columna del cuadro 9.

El reconocimiento de las variables visuales del paraboloide en el registro gréfico, asi como
sus unidades significantes en el registro algebraico, permite a los estudiantes obtener
informacion pertinente para realizar la conversion entre ambos registros, articular
aprehensiones (aquellas que se desarrollen en la actividad propuesta a los estudiantes), y asi,

visualizar al paraboloide.

Al haber definido el marco teorico del estudio de visualizacion del paraboloide, procedemos a

continuacién a enunciar la pregunta y objetivo general y especificos de investigacion.
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1.4 Pregunta y Objetivos de la Investigacion
Pregunta de investigacion:

¢Como se realiza el proceso de visualizacion del paraboloide en estudiantes de Arquitectura

en una secuencia didactica mediada por el Geogebra?
Para responder la pregunta de investigacion, planteamos el siguiente objetivo general:

Analizar el proceso de visualizacion del paraboloide en estudiantes de Arquitectura en una

secuencia didactica mediada por el Geogebra.

Con el propésito de lograr el objetivo general, establecemos los siguientes objetivos

especificos:

e ldentificar las variables visuales del paraboloide y sus correspondientes unidades
significantes.

e ldentificar las aprehensiones en el registro grafico que desarrollan los estudiantes.

e Analizar en el registro grafico las articulaciones entre las aprehensiones que

desarrollan los estudiantes.

La seccion siguiente abordard los aspectos metodologicos necesarios para establecer las

directrices que permitiran responder nuestra pregunta de investigacion.

1.5 Aspectos de Ingenieria Didactica

La metodologia que emplearemos en nuestra investigacién presenta caracteristicas de una
investigacion cualitativa, en este sentido Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) definen
investigacion cualitativa como “La recoleccion de datos sin medicidn numérica para descubrir

o afinar preguntas de investigacion en el proceso de interpretacion”.

Para los autores, los datos cualitativos son las “descripciones detalladas de situaciones,

eventos, personas, interacciones, conductas observadas y sus manifestaciones” (p.9).

Una de las actitudes con las que debe proceder el investigador cualitativo segin Knapp es:
“Un enfoque inicial exploratorio y de apertura mental ante el problema a investigar” (1986,

citado en Martinez, M., 2006, p. 143).

En el mismo sentido, Taylor y Bogdan (1986) consideran en un sentido amplio, la
investigacion cualitativa como “aquello que produce datos descriptivos: con las propias

palabras de las personas habladas o escritas y la conducta observable”
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Nosotros tomaremos dentro de la investigacion cualitativa aspectos de la Ingenieria Did4ctica
(ID) como metodologia de investigacion porque segun Artigue (1995), “La ingenieria
didactica como Metodologia de investigacion, se caracteriza en primer lugar por un esquema
experimental basado en las “realizaciones didacticas” en clase, es decir sobre la concepcion,
realizacion, observacion y analisis de ensefanza” (p.36). En este sentido, nosotros
desarrollaremos un trabajo experimental en el estudio de visualizacién del paraboloide en
estudiantes de un primer curso de matematicas de la carrera de Arquitectura en una

universidad privada, mediado por el software Geogebra 3D.
De acuerdo con Artigue (1995), la ingenieria didactica tiene las siguientes fases:

Analisis preliminar. En esta fase, la autora considera el analisis epistemoldgico de los
contenidos contemplados en la ensefianza del objeto matematico. En nuestra investigacion
hemos realizado un estudio del objeto matematico paraboloide considerando tres aspectos

fundamentales:

e EIl aspecto cognitivo (asociado a las caracteristicas cognitivas del publico al cual se
dirige la ensefianza), el cual se apoya en el levantamiento de antecedentes
(investigaciones de referencia) que tienen relacién directa o indirecta con el estudio
del paraboloide, y con sujetos implicados de nivel similar al de nuestra investigacion.

e El aspecto epistemoldgico (asociado a las caracteristicas del saber en juego) el cual, en
nuestra investigacion estd constituido por aspectos histéricos y matematicos del
paraboloide. Creemos que el estudio del desarrollo de nuestro objeto matematico (el
paraboloide) a lo largo de la historia, nos permite tener una comprension de las
consideraciones, alcances, restricciones y dificultades que afrontaron los hombres de
ciencia desde los albores de la civilizacion para sentar las bases del estudio de dicho
objeto matematico, lo cual nos inspird en la preparacion de la fase experimental de
nuestra investigacion.

e El aspecto didactico (asociado a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de
ensefianza) el cual, en nuestro estudio, consiste en una revision de textos utilizados por
los estudiantes, para analizar la forma en la cual el conocimiento del objeto

matematico es transmitido hacia los estudiantes.

Concepcidén y analisis a priori. En esta fase consideramos los antecedentes, el estudio del
objeto matematico, los aspectos que delimitan el marco teérico necesario para el estudio de la

visualizacion de tal objeto matematico, asi como las tareas para lograr los objetivos
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especificos de nuestra investigacion. Se establece, segun la autora, la concepcion, en la cual se
toman en cuenta las restricciones cognitivas de los estudiantes, sus errores mas frecuentes y
dificultades. EIl disefio de los instrumentos de la parte experimental de nuestra investigacion
debe contemplar tales supuestos y tener relacion directa con los objetivos de investigacion.

La forma en la cual el investigador controla las actividades, es por medio de variables de
comando (Artigue 1995, p. 42). La autora, establece dos tipos de variables que guardan
relacion con el objeto estudiado: variables macro didacticas o globales, y variables micro
didécticas o locales. Estas variables definen el nivel de complejidad de las actividades
presentadas a los estudiantes tales como la utilizacion o no de los recursos informaticos, el
namero de pasos o acciones que deben realizar los estudiantes en una secuencia determinada,
entre otros. Dichas variables pueden ser manipuladas segun la necesidad del investigador y en

la medida de lo requerido.

En nuestra investigacion, tomaremos las variables micro didacticas para el disefio de las

actividades de recopilacion de datos, y seran establecidas en cada actividad.
Para la autora:

[...] el objetivo del analisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas
permiten controlar los comportamientos de los estudiantes y su significado. Por lo
anterior, este andlisis se basa en un conjunto de hipdtesis. La validacion de estas
hip6tesis esta, en principio, indirectamente en juego en la confrontacion gue se lleva a
cabo en la cuarta fase entre el analisis a priori y el analisis a posteriori (p. 45).

En este sentido, los resultados esperados o ideales (hipdtesis) deben estar conectados con los
objetivos especificos de investigacion, los cuales son controlados mediante las variables

micro didacticas las cuales se definen en esta etapa de concepcion.

Experimentacion. En esta fase segun la autora, se realiza el acercamiento o contacto entre el
docente investigador y los sujetos implicados en la investigacion, asimismo se aplicaran las
actividades elaboradas dependiendo del tipo de instrumento, medio y modo de realizacion, y

se llevara a cabo un registro de observacion de la experiencia.
La experimentacion comprende, en nuestro estudio:

e La explicitacion de los objetivos y condiciones de realizacién de los instrumentos de
recoleccion de datos a estudiantes que llevan por primera vez un curso de matematica,
quienes participaran en la investigacion de manera voluntaria.

e Aplicacion de los instrumentos de investigacion, los cuales comprenden un conjunto

de actividades disefiadas para ser trabajadas en encuentros de aplicacion, mediante el

47
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software Geogebra 3D y el trabajo a lapiz y papel, con apoyo del marco tedrico de la

presente investigacion y los objetivos especificos.

Los instrumentos de recoleccion de datos seran fichas impresas con las actividades a ser
desarrolladas y preguntas para ser completadas, archivos de Geogebra 3D, una grabadora de
sonidos para una entrevista, y un software de captura de pantalla para el analisis posterior de

una actividad a ser realizada con Geogebra 3D.

En el caso de la actividad disefiada a lapiz y papel, consideramos pertinente realizar una
entrevista posterior a los estudiantes, con la finalidad de recolectar informacion no presentada
en la ficha de la actividad propuesta, asi como la justificacion de algunas acciones de interés
las cuales, segun nuestra experiencia docente, no forman parte del procedimiento de

resolucién de preguntas en las evaluaciones.

Andlisis a posteriori y validacion

Segun Artigue (1995), esta fase se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la
experimentacion a saber, las observaciones realizadas de las secuencias de ensefianza, al igual
que las producciones de los estudiantes en clase o fuera de ella, y la confrontacion del analisis
a priori y a posteriori, es donde se fundamenta en esencia la validacion de las hipotesis

formuladas en la investigacion.

En nuestro estudio, dicha confrontacion corresponde al analisis de resultados de la fase
experimental realizada en base al marco tedrico (aspectos de la TRRS) y a la problematica de
la investigacion la cual esta constituida por: antecedentes, justificacion de la investigacion,

pregunta y objetivos de investigacion.

En el siguiente capitulo realizaremos un estudio del paraboloide de acuerdo al anélisis

preliminar de la Ingenieria Didactica.
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CAPITULO II: ANALISIS PRELIMINAR

El presente capitulo aborda el origen y estudio del paraboloide, su ensefianza en los
estudiantes de arquitectura, asi como aspectos basicos del Geogebra para representarlo.

2.1 Superficies Cuadricas en el Geogebra

Geogebra es un software de geometria dindmica de uso libre utilizado para la ensefianza y
aprendizaje de temas diversos de la matematica. Acorde con nuestra experiencia con la
utilizacién del software como recurso didactico, consideramos que los niveles educativos en
los que Geogebra puede ser aplicado, abarcan desde la educacién basica regular, hasta

investigaciones de caracter cientifico en el campo de la educacion matematica.

La eleccion del software Geogebra como mediador en la parte experimental de nuestra
investigacion, se debe a que en la actualidad es el Gnico software de uso libre el cual, ademas
de trabajar en un entorno de geometria dindmica, posee herramientas tales como el deslizador,
funcion de arrastre, boton de animaciones y seleccioén por medio del mouse de objetos en las
diferentes vistas, lo cual permite tener manipulacion directa de las representaciones graficas
de objetos matematicos segun la necesidad y el tipo de actividad a ser realizado, dandole a

dichas representaciones un caracter dinamico.

El software Geogebra en su presentacion estandar, muestra las distintas herramientas y zonas

de trabajo tal como observamos en la figura 6.

£3 GeoGebra e
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion. ..
» Vista Algebraica » Vista Grafica

5

5

4

3

4

2

1

0

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 3

-1

-2
Entrada: &

Figura 6. Vistas por defecto de la ventana principal de Geogebra.
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En la figura 6 identificamos las siguientes vistas y areas de trabajo:

e La Vista Grafica, ubicada en la zona derecha, en la cual se representan en el registro
grafico objetos en el plano cartesiano XY tales como puntos, rectas, gréficas de
ecuaciones, lugares geométricos, funciones, entre otros.

e La Barra de Herramientas, ubicada en la zona superior horizontal, la cual agrupa los
iconos de construccién y modificacion de objetos en la Vista Grafica.

e La Barra de Entrada, ubicada en la zona inferior, por medio del cual puede ingresarse
la representacion algebraica (ecuacion o coordenadas) de un punto, recta, plano,
superficie, entre otros. También puede construirse objetos por medio de la sintaxis
respectiva, como también realizar ediciones entre dichos objetos.

e La Vista Algebraica, ubicada en la zona izquierda, es donde se reconoce la
representacion algebraica de algin objeto previamente construido tal como una

ecuacion, coordenadas, reglas de correspondencia de funciones, etc.

Cualquiera de estas cuatro vistas puede ser ocultada, activada y/o desactivada, segun la

necesidad del usuario y el tipo de situacion propuesta.

El software Geogebra en su version 5.0 tiene incorporado la Vista Grafica 3D para la
representacion de objetos en un sistema tri-dimensional de coordenadas cartesianas XYZ, por
lo que en adelante nos referiremos al software Geogebra 3D como el software Geogebra 5.0

con la vista grafica 3D activada, tal como mostramos en la figura 7.

rg‘_’} GeoGebra =ARC X

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

|
b Vista Algebraica F Vista Grafica 3D

®

Entrada: i)

Figura 7. Ventana principal de Geogebra 3D.
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En la figura 7 podemos apreciar las siguientes barras y vistas del software Geogebra 3D:

e La Barra de Herramientas 3D ubicada en la zona superior, la cual contiene las
herramientas de construccion representados mediante iconos de acceso por medio del
mouse. Puede representarse objetos tales como: punto, recta, plano, poliedro, etc.
También incluye herramientas de edicion de objetos previamente representados tales
como recta perpendicular a un plano, objeto simétrico de otro objeto respecto de un
plano, curva de interseccion entre dos superficies, etc.

e La Vista Gréfica 3D, ubicada en la zona derecha, donde se representan los objetos en
tres dimensiones en un paralelepipedo rectangular transparente denominado caja de
recorte (el cual puede desactivarse), que contiene a los ejes X, Y y Z. Dicho
paralelepipedo, delimita los bordes o margenes de presentacion de los elementos
representados en la vista grafica 3D, y por medio de los iconos Alejar y Aproximar
podemos modificar la escala del objeto representado. Esta operacion, también puede
realizarse por medio del giro de la rueda del mouse. La vista grafica 3D también puede

desplazarse y rotarse.

Ademas de las vistas mencionadas, Geogebra 3D presenta otras vistas tales como Hoja de

Calculo, Calculo Simbolico (CAS), Protocolo de construccion, etc.

Es importante indicar que Geogebra 5.0 posee ciertas limitaciones en representacion de
objetos 3D en la Vista Grafica 3D, asi como la disponibilidad de sus herramientas e iconos en

las distintas vistas.

Entre las ventajas, alcances y limitaciones del software Geogebra, segin nuestra experiencia

en la utilizacion de dicho software, destacan las siguientes:

e Actualmente, Geogebra 5.0 puede graficar todo tipo de superficies cuadricas, en
particular, el paraboloide. Para representar solo cortes de planos paralelos con el
paraboloide, podemos ocultar la superficie mediante la herramienta Objeto Visible, lo
cual permite el disefio de actividades en las cuales no se requiere la representacion
gréfica de la superficie. En nuestro estudio, hemos utilizado la actualizacion
disponible mas reciente de GeoGebra 5.0.56.0, la cual no grafica cuadricas, por lo cual
hemos representado graficamente el paraboloide mediante cortes.

e Para renombrar los objetos construidos con nombres que estan restringidos a ciertos
caracteres mediante la opcion “renombrar”, puede utilizarse la opcidon “mostrar titulo”,

el cual acepta simbolos insertados desde el mapa de caracteres inclusive. Otra
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alternativa es la utilizacion de la herramienta Texto con la condicion de que siempre
ocupa una posicion absoluta en pantalla, es decir, al girar los objetos no gira el texto.

e El deslizador y el botdn de iniciar/detener animaciones estan disponibles solo en la
Vista Gréfica estandar de Geogebra. Dichas herramientas permiten realizar con
rapidez, eficacia y precision, construcciones iterativas. Para representar cortes en la
Vista Gréfica 3D por medio del deslizador, es necesario tener ambas vistas visibles,
caso similar al realizar animaciones.

e Debe tenerse presente que Geogebra expresa las ecuaciones de las curvas abiertas y
cerradas, en forma paramétrica.

e Las curvas abiertas (pardbolas) se representan mediante el trazo de la curva y la region
interna sombreada, delimitada por el plano al cual pertenece la parabola y su contorno.
Esta region facilita el reconocimiento del plano de corte, en caso de ser necesario
utilizar dnicamente la curva plana, Geogebra presenta las opciones de edicion de
objetos por medio de la Barra de Estilo, y para ello se debe fijar la opacidad de la
region a cero.

e El uso no apropiado de las herramientas Acercar/Alejar, pueden ocasionar
inconvenientes en los estudiantes al no estar ubicada en pantalla los objetos de interés.
Para realizar alejamientos o acercamientos, el puntero del mouse debe estar situado
aproximadamente en el centro de la zona de interés del objeto, dicha posicion
determina el centro del “zoom”.

e Para otro tipo de acciones, el software Geogebra cuenta con herramientas de ayuda de
comandos y ayuda en linea via internet, lo cual facilita la realizacién de nuestros

propdsitos.

Los puntos en Geogebra 3D, se pueden ingresar al area de trabajo mediante sus coordenadas
(x, y, z) a través de la Barra de entrada, 0 mediante la herramienta Punto ubicada en la barra
de herramientas—segundo grupo, primer icono, y seleccionar con el mouse en un objeto
previamente construido que contenga a dicho punto. Los ejes X, Y y Z son representados en la

vista grafica 3D de color rojo, verde y azul, respectivamente.

En la figura 8, el punto B se ha ingresado por medio de la barra de entrada al digitar la sintaxis
mostrada; de forma analoga se ha ingresado el punto A el cual pertenece al eje X. El punto C
que esta ubicado en el plano XY se ha ingresado con el icono Punto el cual esta activado, y el
puntero del mouse adopta la forma de una cruz paralela al plano al cual pertenece dicho

punto, en este caso el plano de referencia es el plano base XY.
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=

» Vista Algebra\ca » Vista Grafica 3D
Punto
~® A=(2,0,0)

~® B=(3,1,2)

@ C=(1.98,2.78,0)

B

Entrada“ B=(-3,1,4) ms: @

Figura 8. Ingreso de puntos en la vista grafica 3D de Geogebra 3D.

Los puntos también pueden ingresarse por medio de coordenadas esféricas (p, ¢, 6), pero para
nuestros propositos emplearemos la forma cartesiana (x, y, z). Los puntos tales como centros,
vertices y focos de secciones conicas, los cuales constituyen las formas de los cortes del
paraboloide con planos paralelos a los planos coordenados, se determinan mediante el ingreso

a la Barra de Entrada de los siguientes comandos y sus sintaxis respectivas:

Vértices[ <Conica> ]

Centro[ <Cénica> ]

Foco[ <Conica> ]
donde: <Cdnica>: Ecuacién o nombre de la seccidn conica representada graficamente.
Las rectas en Geogebra 3D pueden representarse por dos puntos de paso previamente
construidos. En la figura 9 se ha representado la recta a, la cual pasa por los puntos Ay B

previamente representados. La ecuacién de dicha recta se reconoce en la vista algebraica en su

forma vectorial, siendo el punto de paso B = (-3, 1, 2), y vector direccional BA = (5,—1,-2).

En los comandos de edicién ubicados en la barra de herramientas, cuarta columna, puede
representarse una recta paralela a una direccion previamente construida y que pase por un
punto dado, rectas perpendiculares a un plano, rectas tangentes, entre otros. En la figura 9, la
recta b es paralela a la recta a y se ha construido mediante el icono Paralela el cual esta

activado, siendo C el punto de paso de la recta b.
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b Vista A\gebra\ca » Vista Grafica 3D
Punto
~® A=(2,0,0)
@ B=(-3,1,2)

~® C=(1.98,2.78,0)
Recta
@ a:X=(3,1,2)+A(5,-1,-2)
® b:X=(1.98,2.78,0) +A(0.91,-0.18, -0.37)

‘Recta b: Recta que pasa por C paralela a a‘

Entrada s @

Figura 9. Rectas en Geogebra 3D.

Los planos en Geogebra 3D pueden ser representados en la vista grafica 3D mediante: tres
puntos de paso no colineales; una recta y un punto exterior a ella; dos rectas secantes o
paralelas; un poligono; un punto de paso y un plano paralelo; una recta perpendicular y un
punto de paso, entre otros. El plano representado, se extiende hasta los bordes de la
representacion del paralelepipedo rectangular que delimita la exposicion de los objetos
representados en dicha vista. En la figura 10, se ha representado el plano oblicuo c el cual
contiene a las rectas paralelas a y b. La ecuacion de dicho plano esta expresado en forma
cartesiana y puede reconocerse en la vista algebraica. Asi mismo, los planos también pueden

ser representados al ingresar la ecuacion cartesiana del plano en la barra de entrada.

©7 GeoGebra 0| o5 |
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...
D =
F Vista A\gebralca b Vlsta Gral'lca 3D =

Plano

Punt
Lo A[2,0,0) [Pl Pl aue pasz pora 5]

, 0, .

‘® B=(3,1,2)
@ C=(198,278,0)

Recta
@ a:X=(-3,1,2)+A(5,-1,-2)

‘® b: X =(198,278, 0]+A(0.Q1, -0.18,-0.37)

<

Entrada: | @

Figura 10. Planos en Geogebra 3D.
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Nuestro interés es representar planos paralelos a los planos coordenados. Para representar
varios de estos planos paralelos entre si y equidistantes, una herramienta eficaz es el uso del
deslizador el cual permite asignar valores numéricos para alguna variable ingresada. Los
deslizadores solo estan disponibles en la Vista Gréafica. Al estar activada dicha vista, el icono
predeterminado para construir un deslizador se sitia en la décimo primera casilla de la barra
de herramientas de Geogebra, tal como mostramos en la figura 11, en la cual aparece una
ventana emergente para asignar caracteristicas al deslizador tales como: nombre, tipo de valor

(nimero, angulo, entero), intervalo (minimo, maximo), incremento, entre otros.

¥ GeoGebra | = | B Y |
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn..
A 3N ol &v & |a=2| =N
) e o ABC (| 73
‘%v.v/v’/'-/vkv 7| 7| * = v,‘%.v
* \fista Algebraica [ | » Vista Grafica Deslizador 4
| - :[ Clic en punto o posicidn de la Vista Grafica en que se ubicard
4
p I
Miumero - ~
..... ® k=1 Deslizador @
@ Niimero MNombre . “
) Angulo k L |
© Entero [C] Aleatorio 34T
Intervalo Deslizadorl Animacién 3
-
4
Min: |-1 Max: |3 Incremento: |1 |
-2
k=-1
-3
-4
Entrada: Yy @

Figura 11. Deslizadores en Geogebra

En la figura 11 se ha ingresado el deslizador k con valores numéricos entre -1 y 3, e

incremento 1.

Para representar planos paralelos al plano XY digitamos z = k en la barra de entrada,
seguidamente activamos el rastro al plano z = 1 (clic derecho del mouse sobre el plano z = k

representado en la vista grafica 3D), tal como mostramos en la figura 12.
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Figura 12. Ecuacion del planoz = 1, parak = 1.

Al variar de posicion el deslizador k, se representan en la vista grafica 3D los planos de la
forma z = k para valores enteros de k entre —1 y 3, tal como mostramos en la figura 13. Esta
técnica puede ser utilizada para representar varios cortes del paraboloide con planos paralelos
a los planos coordenados.

— Y
€2 Geoleden i

Achivg Edta Vst Opoones Hemamientds Vertana Aroda Ao pesiin

DR AL _~F . ALl bl 2
B I % 2 S R Y V) PARR TR
- \iata Agetraca 2 | P Wista Geasca Vo | P Veasa Gratca 30
-
‘.
Nimaes
® k-2
Maro ]
® ar-)d

Erntrady W @

Figura 13. Planos paralelos al plano XY.

Al iniciar Geogebra 3D por defecto, los ejes cartesianos no estan rotulados y estan orientados
de forma que el cuarto octante apunta hacia el observador, tal como mostramos en la figura
14. Al ser de nuestro interés identificar los ejes cartesianos y realizar traslaciones, rotaciones,
alejamientos, acercamientos, entre otros, describiremos los comandos necesarios para tales
fines.
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Los ejes cartesianos pueden rotularse mediante la secuencia de comandos: Preferencias —

Vista Grafica 3D, tal como mostramos en la figura 14.

©7 GeoGebra SHACE X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
I ABI
III!IIIIIIII : ~
¥ Vista Algebraica » Vista Grafica 3D 19105 [Preferencwas

—~ & Vista Gréfica 3D

= Disposicién

B Pafrones por omisién
% Avanzado

Entrada: i)

Figura 14. Ingreso a Preferencias de la Vista Gréafica 3D.

Seguidamente, en la ventana Preferencias, ingresamos a la ficha EjeX y en la casilla inferior
Rétulo, digitamos “X”, y el eje X queda rotulado, tal como mostramos en la figura 15. En las
opciones por defecto de la vifieta de dicha casilla, también figura el rétulo “x”, pero por
notacion conjuntista, preferimos designar los nombres de los ejes en mayusculas por lo cual

es necesario digitarlo de esa manera desde el teclado.

[ [
TONI@EHE % il

|Bésico| EjeX | EjeY | Ejez | Cuadricula | Proyeccion

Ejex

v
/ [¥] Nimeros en gradaciones
71 Solo la rama positiva
[ Distancia: |1
Gradaciones: | | | =

Roétulo:| X ~ |Unidad: -

Figura 15. Rotulacion del eje X.

De manera analoga, puede identificarse los ejes Y y Z al ingresar a las fichas EjeY y EjeZ de la

ventana Preferencias, respectivamente, tal como mostramos en la figura 16 donde los ejes

7

Tesis publicada con autorizacion del autor




cartesianos estan debidamente identificados. Observamos que el eje X esta representado de

color rojo, el eje Y de color verde, y el eje Z en color azul y en posicion vertical.

~ ™

2 Geoliebra SR X
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
‘ .A o~ & : ) b A .. ‘:" l.:-: d: k. * | ABC C‘€>

¥ Vista Algebraica a1 r Vista Grdfica 30

Y .

Entrada [C1)

-

Figura 16. Ejes cartesianos con vista principal el cuarto octante.

La orientacion de los ejes por defecto en Geogebra 3D es, como ya se ha mencionado, con
vista principal el cuarto octante, en la cual el semieje positivo del eje X esta orientado hacia la

derecha del observador. Para rotar la vista grafica 3D y por ende los ejes cartesianos,

utilizamos la herramienta Rota la Vista Gréafica 3D EG) situado en la decimocuarta posicion
de la barra de herramientas, tal como mostramos en la figura 17. Al estar activado dicho icono
y tener presionado el boton derecho del mouse en cualquier zona de la vista grafica 3D, la
direccion del desplazamiento del mouse proporciona la rotacién deseada de la vista grafica 3D
y cualquier objeto representado en ella. Al estar definida la posicion de la vista rotada, el
mouse debe estar en reposo antes de soltarse el boton derecho, caso contrario se dotara a la

vista grafica con un giro permanente.

En la figura 17 mostramos que se ha activado el icono referido, y al mantener presionado el
botén derecho del mouse se ha desplazado ligeramente el mouse hacia la izquierda,
lograndose obtener la orientacion de los ejes con el primer octante XYZ hacia el observador
(posicion candnica), ya que esta disposicién de la vista de los ejes cartesianos es la mas
comun y familiar para los estudiantes en sus estudios de representaciones graficas de objetos

en un sistema de coordenadas tri-dimensionales.
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Figura 17. Rotacidn de la vista grafica 3D.
Los alejamientos / acercamientos de la vista grafica 3D pueden lograrse mediante el giro de la
rueda del mouse. También puede utilizarse los iconos Aproximar y Alejar de la barra de
herramientas para acercar o alejar objetos representados en la vista grafica 3D respecto del
observador. Dichos iconos se ubican en el grupo de iconos de la decimocuarta posicion de la
barra de herramientas (ver figura 18).

£ GeoGebra (2) S

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
ARG =]
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b Vista Algebraica b Vista Grafica 3D ) Aproximar

Clic enzona grafica a ampliar (o giro de la rueda del ratén/mouse)
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
I P 2 Y RS N ) P B I =
P Vista Algebraica X | » vista Grafica 3D ) Alejar
~ Clic en la zona gréfica a reducir (o giro de la rueda del ratén/mouse)

Figura 18. Iconos para acercar / alejar la vista grafica 3D.

Debe tenerse en cuenta la posicion del puntero del mouse en la vista grafica para realizar el
acercamiento o alejamiento mediante el giro de la rueda del mouse, actuando dicha posicién

referida como un “punto de fuga”.

No es necesario gque todas las herramientas del software Geogebra estén visibles, por lo cual
algunas pueden ser ocultadas o desactivadas. Por ejemplo, si no se necesita utilizar el
deslizador, podemos ocultar la Vista Grafica estandar, el plano base y la caja de recorte. En la
figura 19 mostramos la ventana Preferencias de Geogebra, ficha Basico para desactivar la

opcidn Mostrar el recorte, lo cual ocultaré la Caja de Recorte.
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Figura 19. Ocultamiento de la Caja de Recorte de la Vista Grafica 3D.

N\

Al digitar en la barra de entrada la ecuacidn cartesiana de un paraboloide eliptico representado

2 2
X . - .
por z = TJF%’ el Geogebra grafica la superficie, tal como mostramos en la figura 20.
€7 GeoGetra L 2 i
Archivo Edia Vista Opciones Herraméertas Ventana Ayuda Abxir sesion...
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Paraboloide
® 2 026x-011y" +02" +2=0

Entrada 2+:C14+y" 19 ag: @

2 2

Figura 20. Grafico del paraboloide z = X? + y

9
Como podemos observar en la figura 20, la ecuacion del paraboloide representado en la Vista

Algebraica no se muestra en la forma ingresada en la Barra de Entrada. Para realizar cambios
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en los términos de la ecuacion del paraboloide, hacemos clic derecho en algun punto de la
representacion gréfica de la superficie, luego elegimos la opcidén “propiedades” y aparece la
ventana Preferencias, la cual mostramos en la figura 21. En la linea “Valor”, aparece la
ecuacion del paraboloide, tal cual ha sido ingresado, por lo cual la vista algebraica no es

imprescindible y se ocultara.
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Objeto visible [
L
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T
Entrada:| z=x/4+y*9 )

Figura 21. Ventana de Preferencias
Para representar graficamente una superficie cuadrica S en Geogebra 3D, se utilizaran las
trazas de dicha superficie con planos paralelos a los planos x = 0, y = 0, z = 0, ya que segun

Stewart:

La idea de usar trazas para dibujar una superficie se emplea en software de graficacion
tridimensional para computadoras. En la mayor parte de esta clase de software, las
trazas en los planos verticales x = k y y = k se dibujan para valores igualmente
espaciados de k, y partes de la grafica se eliminan por medio de la eliminacion de
lineas ocultas. (Stewart, 2012, p. 830).

Las trazas de una superficie cuadrica S con un plano z, pueden representarse por medio del

comando IntersecaConica, cuya sintaxis es:
IntersecaCdnica[ <Plano>, <Cuadrica> ]
Donde:

<Plano>: es la ecuacion cartesiana del plano 7 secante a la superficie S. Para el ingreso de la

ecuacion del plano en la sintaxis, previamente debe estar activada la vista grafica 3D.

<Cuadrica>: es la ecuacion o nombre de la superficie cuadrica S
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Para representar graficamente la superficie S:z= Ier? por trazas, se ocultard la
representacion gréafica de la superficie, luego se representaran los cortes de dicha superficie S
con los planos: x =0,y =0, y los planos z = k generados por el deslizador k que varia entre 0
y 5 con incremento 1, cuyos rastros estan activados. En la figura 22, mostramos la

representacion grafica del paraboloide S por trazas.

'.:, - o =
Archivo Edila Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abnr sesibn...
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|» Vista Grdfica “ | » Vista Grafica 3D “
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5 G ol [ SR

Entrada: S:2=x'/4+y°19 R

.

Figura 22. Gréfica de un paraboloide en Geogebra 3D representado por trazas

En la figura 22, observamos que el deslizador k esta en la posicion 5, lo cual indica que en esa
posicion en particular, s6lo se ha representado el corte del paraboloide S con el plano z = 5,
los demas cortes son unicamente rastros de dicho “plano mévil”, y no puede realizarseles
algin tipo de tratamiento, ya que al acercar o alejar la vista grafica 3D, éstos rastros
desapareceran. En caso de ser necesario representar elementos de alguno de esos cortes,

debera representarse previamente cada uno de ellos mediante el comando IntersecaConica.

En Geogebra 3D, por defecto y al mantener el tamafio de la ventana sin maximizar, la vista
gréfica de los ejes cartesianos presenta una graduacion de -5 a 5 para el eje X, -5 a5 para el
eje Y,y -2 a 5 para el eje Z, fuera de estos limites no es posible representar objetos en su

totalidad en la vista Grafica 3D. En la figura 23 hemos representado el paraboloide

S:z=(x_3)2+(y_5)2
9

mediante cortes con los planos x =0, y = 0, y seis cortes con planos
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paralelos al plano z = 0 (sin la utilizacion del deslizador), observandose que no han sido
representados en su totalidad todos los cortes de S debido a la ubicacion del vértice de la

superficie, el cual no aparece representado en la disposicién por defecto de la vista grafica 3D.
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» ’ . o o\ » \ e e -
W .A v B Y Pl :‘w ! ’; ./ < :\\» ABC. oL O‘ov

» Vista Grafica | » Vista Gréfica 30

Entrada: S:z=(x-3)/4+(y-5)'19 v B

-3) -5)’
Figura 23. Gréfica del paraboloide S:z = (x=3) + (v por defecto
4 9

Conjuntamente con el comando “Alejar” al utilizar la rueda del mouse o el icono Alejar Q :

puede utilizarse el comando Desplaza Vista Grafica ubicado en el grupo de iconos de la
decimocuarta posicién de la barra de herramientas, el cual permite desplazar la vista grafica
3D o modificar la escala de los ejes cartesianos. Mediante el clic izquierdo del mouse puede
cambiarse la direccion del desplazamiento siendo esta en direccion paralela al plano XY con
puntero el forma de cruz, o en direccidn paralela al eje Z adoptando el puntero del mouse la
forma de doble flecha. Si la superficie ha sido representada mediante la funcion Rastro de
cortes por medio del deslizador, al rotar o trasladar dicha superficie se pierden los rastros, por

lo cual debe volver a realizarse este Gltimo paso. En la figura 24 mostramos la gréafica del

2 2
. X—3 - : -, L .
paraboloide S:z =( 2 ) +(y 3 ) el cual mediante traslacion, alejamiento y rotacion, se

muestra en una disposicibn mas conveniente, ya que podemos percibir la forma de la
superficie, asi como la ubicacion de su vértice.
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-3) -5)
Figura 24. Gréfica del paraboloide S:z = (x-3) + (y-5)
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En caso de ser presentada la grafica de cierto paraboloide en Geogebra 3D desconociéndose
su ecuacion cartesiana, y con la finalidad de que los estudiantes obtengan dicha ecuacion por
medio del reconocimiento de atributos intrinsecos que poseen sus cortes, tales como
coordenadas de centros, vertices, focos, puntos de paso o la ecuacion del plano al cual
pertenecen dichos cortes, es conveniente mantener visible Unicamente la Vista Gréafica 3D,
con la finalidad que los estudiantes utilicen las herramientas de rotacion, acercamiento /
alejamientos y desplazamientos para poder obtener valores numéricos o simbdlicos que

permitan realizar conversiones del registro grafico al algebraico.

Asi mismo, algunos comandos y herramientas disponibles en la versidn estandar de Geogebra
también pueden utilizarse en objetos representados en la Vista Grafica 3D tales como
Interseccidn, Texto, Distancia o Longitud, Medio o Centro, Mostrar u Ocultar objeto, etc., asi
como las herramientas para modificacion de atributos de objetos tales como nombre, valor,

color, estilo de linea, tamafo de letra, redondeo, etc.

Con la finalidad de evidenciar la importancia de la ensefianza de las superficies cuadricas en
las carreras de Arquitectura, se hara una revision de dicho tema en algunas universidades
privadas de Lima, Peru, las cuales tienen la carrera profesional de Arquitectura, y evidenciar

en tres de ellas el estudio del paraboloide en sus correspondientes planes de estudio.
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2.2 Superficies Cuadricas en cursos de Arquitectura

Dada la necesidad del estudio de las superficies cuédricas para el disefio de formas
estructurales arquitectonicas tales como cupulas, represas, ambientes acusticos, domos, etc.,
creemos que dicho tema debe formar parte de los cursos de matematica de los planes de
estudios de universidades que forman arquitectos.

En primer lugar, el curso Matematicas 1 se dicta en la PUCP y forma parte del plan de
estudios de pregrado de la carrera profesional de Arquitectura de la FAU. En la cuarta unidad
del curso Matematicas 1, se trata el tema Geometria en el espacio, vectores, donde se estudian
las representaciones gréficas de ecuaciones de 2do grado en tres variables a partir de las trazas
de dichas superficies con planos paralelos a los planos coordenados. En el curso Matematicas
2, se realiza una revision de los elementos de geometria del espacio, incluyéndose el estudio
de las superficies cuadricas; de esta manera, el tema superficies cuadricas se estudia en dos
cursos secuenciales, de ahi su relevancia en el plan de estudios de Arquitectura. En el cuadro
10 observamos la posicion de los cursos Matematicas 1 y Matematicas 2 en los niveles 1 y 2

(primer afio) del plan de estudios de Arquitectura.

Cuadro 10. Plan de estudios de Arquitectura de la PUCP, niveles 1y 2

INICIAL
1ANO
NIVEL 1 NIVEL 2
TALLER 1 TALLER 2
ARC-121 ARC-122
8
MATEMATICAS 1 MATEMATICAS 2
MAT-116 MAT-127
5
POBLACION Y

TERRITORIO
URBE-103

DisUIO
ARQUITECTONICO 1
ARC-131

ARGUMENTACION
HUM-113

TOTAL DE CREDITOS
PORMNIVEL

DIBUIO 2
ARC-132

GEOMETRIA
DESCRIPTIVA
ARC-124

FUNDAMENTOS DE
INGENIERIA
CIv-140

TOTAL DE CREDITOS
PORMIVEL

22
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A continuacién, la Universidad de Lima (UL), Facultad de Ingenieria Industrial, ofrece la
carrera de Arquitectura en la cual, segun el Cuadro 11, se dicta el curso Matematica para
Arquitectos en un 2do nivel, pero también correspondiente al ler afio de estudios. En el silabo
de dicho curso, en la cuarta y Gltima unidad se estudia el sistema tri—-dimensional y superficies
cuédricas, y finalmente la grafica por medio de cortes de dichas superficies con planos, entre
ellas el paraboloide.

Cuadro 11. Plan de estudios de Arquitectura de la UL, niveles 1 al 4.

PLAN DE ESTUDIOS 2013-2
(Plan vigente desde el periodo 2013-1)
PRIMER NIVEL HORAS
DEP. COD. ASIGNATURA REQUISITO COD. CRED CAR TEO PRA TOT
5111 | 6381 |LENGUAJEI 5 o] 3 3 6
5111 | 6323 [PSICOLOGIA 3 o] 2 2 4
5111 | 6382 [MATEMATICA BASICA 5 Q 3 3 [}
7001 | 700001 |PROYECTO DE ARQUITECTURAI 5 [§] 2 7 9
7001 | 700002 |DIBUJO | 4 0 2 4 [
TOTAL 22 0 12 19 31
SEGUNDO NIVEL HORAS
DEP.  COD. ASIGNATURA REQUISITO COD. CRED CAR TEQ PRA TOT
5111 | 6327 [ECONOMIA GENERAL 3 Q 2 2 4
5111 | 6328 [LENGUAJEII LENGUAJE | 6381 3 o] 1 3 4
5111 | 6329 [INTRODUCCION A LAS CIENCIAS SOCIALES 3 a 2 2 4
5111 | 6337 [MATEMATICA PARA ARQUITECTOS MATEMATICA BASICA 6382 4 o] 3 2 5
7001 | 700003 |PROYECTO DE ARQUITECTURAII PROYECTO DE ARQUITECTURA | 700001 5 Q 2 7 9
7001 | 700004 [DIBUJOII DIBUJO | 700002 4 Q 2 4 6
TOTAL 22 [¢] 12 20 2
TERCER NIVEL HORAS
DEP.  COD. ASIGNATURA REQUISITO COD. CRED CAR TEO PRA TOT
7001 | 700055 [PROYECTO DE ARQUITECTURAIII PROYECTO DE ARQUITECTURAII 700003 8 Q 7 2 9
7001_| 700056 [DIBUJOIII DIBUJO Il 700004 3 0 1 4 5
7001 | 700057 [HISTORIA DEL ARTE LENGUAJE II 6328 3 Q 2 2 4
7001 _| 700058 [ESTADISTICA ECONOMIA GENERAL 6327 3 Q 2 2 4
7001 | 700059 [CONSTRUCCION | 3 o] 2 2 4
7001 | 700060 [FISICA MATEMATICA PARA ARQUITECTOS 6377 3 0 2 2 4
TOTAL 23 o]
CUARTO NIVEL HORAS
DEP.  COD. ASIGNATURA REQUISITO COD. CRED CAR TEQO PRA TOT
7001 | 700061 |PROYECTO DE ARQUITECTURA IV PROYECTO DE ARQUITECTURA Il 700055 8 0 7 2 9
7001 | 700062 |COMUNICACIONES | DIBUJO NIl 700056 3 0 2 2 4
7001 | 700063 |HISTORIA Y TEORIA DE LA ARQUITECTURA | HISTORIA DEL ARTE 700057 3 0 2 2 4
7001 | 700064 [MEDIO AMBIENTE Y RECURSOS NATURALES INTRODUGCION A LAS CIENCIAS SOCIALES 6329 3 0 2 2 4
7001 | 700065 |CONSTRUCCION Il CONSTRUCCCION | 700059 3 0 2 2 4
7001 | 700066 |ORIENTACION ESTRUCTURAL FISICA 700060 3 0 2 2 4
TOTAL 23 0

Fuente: Plan de estudios de Arquitectura, Universidad de Lima (recuperado de
http://www.ulima.edu.pe)

En el cuadro 11 observamos la trazabilidad del curso Matematicas para Arquitectos respecto a
cursos prerrequisitos y secuenciales. Dicho curso es requisito para el curso Fisica el cual, a su
vez, es requisito para el curso Orientacion Estructural correspondiente al cuarto nivel de
estudios. Esta organizacion de tipo vertical reafirma la importancia del estudio de las

superficies cuadricas para el disefio y calculo estructural de las formas arquitectonicas.

Por otro lado, en la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC), Facultad de

Arquitectura, el curso Matematica Basica (ARQ) corresponde al 1er ciclo del plan de estudios
66
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de Arquitectura. En el silabo del curso Matematica Bésica (ARQ), la unidad 2 Geometria
Analitica trata entre otros temas el estudio de las secciones cdnicas, en particular el estudio de
la parabola y la elipse son los lugares geométricos directamente relacionados a las trazas de la
superficie del paraboloide con planos cortantes en diversas posiciones, cuyo estudio se realiza
al culminar el curso. La posicion relativa de dicho curso se sitta en el Cuadro 12.

Cuadro 12. Plan de estudios de Arquitectura de la UPC, niveles 1y 2.

MALLA H pisErO B ARTES VISUALES
B HISTORIA Y CIENCIAS B GESTION
EuRRlEUlﬁR HUMANAS I URBANISMO
1 CIENCIAS BASICAS M ELECTIVO
CICLO 20141 ¥ CONSTRUCCION

Siguondonuestiroprincipio
de actualizacidn censtante, la

mallacurricular estd sujetaa
modificaciones,

02 o 03 ok

W Taller1 W Taller 2 W Taller 3
Introduccidn al Diseno Arquitectura e Identidad Arqjuitectura e Identiclad
Arquitectdnico B Introducciénala B Analisis Arguitectdnico
B Eticay Cludadania Arquitectura y Topogralia
Matematica Basica (ARQ) Cdlculo Diferencial (ARQ) M Artey Arguitecturadela
B Expresién Artisticay | Fisica Antigledad ala Edad Media
Espacial B Dibujo Arquitecténico [ Calculo Integral (ARQ)

[ Modelacion Estructural 1

Fuente: Malla curricular de Arquitectura, Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (recuperado de
http://www.upc.edu.pe)

En el cuadro 12, el curso Matematica Basica (ARQ) cubre aproximadamente el 25% del peso
académico del ler ciclo, este curso es prerrequisito para Calculo Diferencial (ARQ) y Fisica,
correspondientes al 2do ciclo de estudios los cuales, a su vez, son prerrequisitos para el curso
Caélculo Integral (ARQ) y Modelacion Estructural, todos ellos cursos del area de ciencias
basicas y construccion, reafirmandose la relevancia de los modelos matematicos en el célculo

estructural.

Habiéndose indicado la importancia de la ensefianza del tema superficies cuadricas, en las
carreras de Arquitectura de tres universidades privadas de nuestra capital, presentaremos
brevemente los origenes del estudio de las superficies cuadricas en el desarrollo historico de

la humanidad.
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2.3 Resefia Historica de las Superficies Cuadricas

Los origenes del estudio de las superficies cuédricas se remontan a la antigua Grecia, donde
los matematicos griegos estudiaron los cortes bi—dimensionales producidos entre un plano y
un cono denomindndose cdnicas a las secciones generadas. En esta etapa inicial no se
emplearon ecuaciones para describir la propiedad comdn entre los puntos de una superficie
cuadrica ya que el algebra no se habia formalizado sino hasta muchos siglos mas tarde, la
geometria analitica estaba naciente y todos los objetos matematicos y elementos constitutivos

en estudio pertenecian a un mismo plano.

Menecmo (aproximadamente 350 A.C.), notable astrbnomo y gedmetra griego, fue el
descubridor de las secciones coénicas, las cuales le permitieron resolver uno de los tres
problemas clasicos de la antigiiedad: La duplicacion del cubo (los otros dos problemas fueron
la cuadratura del circulo y la triseccion del angulo). Ninguno de estos tres problemas pudo ni
puede resolverse al utilizar unicamente la regla y el compas, pero Menecmo desarrollé una
metodologia grafica y analitica para resolver la duplicacién del cubo por medio de curvas las
cuales se obtuvieron a partir de ecuaciones. Menecmo logré obtener las ecuaciones de tales

conicas, para lo cual segun Ortiz (2005):

[...] las conicas eran el lugar geométrico de los puntos de interseccion de la superficie
de un cono (acutangulo, obtusangulo o rectangulo) con un plano perpendicular a una
de las generatrices del cono. Las secciones conicas tuvieron un equivalente con las
ecuaciones algebraicas. (p. 291).

Menecmo obtuvo las ecuaciones de la parabola y la hipérbola equilatera a partir de un
problema de Hipdcrates de Quios (470410 a. C.) el cual buscaba dos medias proporcionales
entre dos rectas a y b, pero fue Apolonio de Pérgamo (Perge, c. 262 — Alejandria, c. 190 a. C.)
quien en su obra cumbre Conicas establece los principios de la teoria de la geometria analitica

de manera formal. Al respecto, Ortiz (2005) sefiala lo siguiente:

[...] con él se inicia la importante teoria de la geometria analitica de un modo formal;
esto en una época en que no existia el algebra de un modo organizado que le hubiera
sugerido, posiblemente, algebrizar a la geometria de las cdnicas, como lo hicieron
muchos siglos después, Kepler, Cavalieri y sobre todo Descartes. (p. 290).

Leonhard Euler (1707-1783) publicd en 1748 Introduccion al andlisis de los infinitos en dos
volimenes, el segundo tomo es el mas importante para el desarrollo del estudio de las
superficies cuadricas porque utilizaba sistemas de coordenadas en dos y tres dimensiones, lo
cual estableci6 las bases para el estudio sistematico de curvas y superficies, la cual es
practicamente la primera publicacién en su género que trata sobre la geometria analitica

solida.
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Carl Boyer en su publicacion A History Of Mathematics (1968) escribe sobre Euler:

[...] Aqui encontramos, evidentemente por vez primera que, la nocion de superficies
de segundo grado constituye una familia de cuédricas en el espacio andloga a la de las
secciones conicas en geometria plana. Iniciando con la ecuacion cuadratica general de
diez términos f(x, y, z) = 0, Euler sefial6 que la suma de los términos de segundo grado
cuando la ecuacidn es igualada a cero, resulta en la ecuacion del cono asintético, real o
imaginario. Mas importante aun, Euler utilizé las ecuaciones para la traslacion y
rotacion de los ejes cartesianos [...] para reducir la ecuacion de una superficie
cuadrica no singular a una de las formas candnicas correspondientes a los cinco tipos
fundamentales: el verdadero elipsoide, los hiperboloides de una y dos hojas, y los
paraboloides elipticos e hiperbolicos. (Traduccién nuestra, p. 521).

En este sentido, Euler clasifica las superficies cuadricas no singulares en cinco tipos
fundamentales, entre los que se ubican los dos tipos de paraboloide, circular y eliptico, el cual

es nuestro objeto matematico en estudio.

Gaspard Monge (1746-1818) conjuntamente con su colaborador Jean Nicolas Pierre Hachette
(1769 — 1834), probaron rigurosamente que los cortes generados por planos paralelos en las
superficies cuadricas que no poseen centro (paraboloides), son homotéticos y representan
secciones conicas. Posteriormente, Augustin—Louis Cauchy (1789-1857) continué con el
estudio y clasificacion de las superficies cuédricas, mediante un estudio completo sobre los
planos diametrales y el problema de encontrar el centro, y complet6 los trabajos de Euler,

Monge y Hachette.

Es el gran matematico francés Cauchy quien establecio los fundamentos del estudio
matematico de las superficies cuadricas como lugar geométrico tal y como es transmitido y
ensefiado en la actualidad, y su propuesta realizada a mas de 150 afios de su partida aun

perdura, denominandose con justicia al siglo X1X la edad de oro de la geometria analitica.

En esta breve resefia historica, evidenciamos la necesidad de la geometria analitica para la
representacion algebraica de los cortes de planos secantes a una superficie cuadrica, asi como
la formalizacion del estudio y clasificacion de las superficies cuadricas, y su representacion
grafica mediante cortes. Todo ello permite situar histéricamente al objeto matematico
paraboloide en el campo del conocimiento, para comprender la nocion de paraboloide, y

estructurar mejor nuestra tesis.

Seguidamente, se mostraran aspectos matematicos del paraboloide, y tomaremos como

referencia bibliogréfica para tal fin el texto de Lehmann (1953).
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2.4 El Paraboloide

El estudio del paraboloide, nos permite identificar sus representaciones en los registros
grafico y algebraico, ademas de las transformaciones realizadas en el registro algebraico, para
transformar la expresion algebraica de su forma general a una en particular (forma candnica),
y realizar tratamientos en dicho registro para la conversion al registro grafico y representar
graficamente dicha superficie, por medio de los cortes, los cuales en este estudio, son

secciones conicas.

Lehmann (1953), realiz6 un analisis de la ecuacién general de segundo grado en tres
variables, la cual consta de diez términos, expresion a la cual denomina superficie cuédrica, si

dicha expresion algebraica representa a una superficie.

De considerable importancia en la Geometria analitica de tres dimensiones es la
ecuacion general de segundo grado con tres variables,

AX? + By’ + Cz* + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + 1z + K = 0, (1)

en donde uno, por lo menos, de los seis coeficientes A, B, C, D, E y F es diferente de
cero. Una superficie cuya ecuacion es de la forma (1), es decir, de segundo grado, se
llama, apropiadamente, superficie cuadrica o simplemente una cuadrica.
[...]Supongamos que cortamos la cuadrica (1) por un plano cualquiera paralelo al
plano XY, es decir, el plano z = k, en donde k es una constante real cualquiera. Las
ecuaciones de la curva de interseccion se obtienen sustituyendo z por k en la ecuacién
(1); éstas son:

Ax? +By? + Dxy + (Ek+ G)x+ (Fk + H)y + CK* + Ik + K =0, z=k

Por nuestro estudio previo de la ecuacion plana general de segundo grado con dos
variables, reconocemos esta curva como una seccién conica, o una forma limite de una
seccién conica, contenida en el plano z = k. M&s generalmente, podemos demostrar
que, si una superficie cuadrica es cortada por un plano cualquiera, la curva de
interseccidn es una seccion conica o una forma limite de una seccion conica. (p. 425).

El autor, realiza en el registro algebraico un corte de la cuédrica con el plano z = Kk,
obteniéndose la representacion algebraica de una seccidén conica, o una de sus formas
degeneradas, lo cual queda determinado por los valores de sus coeficientes. En dicha
expresion, el autor realiza tratamientos en el registro algebraico mediante sustitucion de
dichos coeficientes por otros, obteniéndose una expresion de seis términos mas compacta, la

cual define analiticamente como una seccién cénica:

La ecuacion general (1) de una cuédrica ocupa entre las superficies, en Geometria
analitica del espacio, un lugar analogo al ocupado entre las curvas planas, en
Geometria analitica plana, por la ecuacion

AX’ +Bxy + Cy’+ Dx + Ey + F=0, (2)

que es la definicion analitica de una seccion conica. (p. 425).
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Lehmann (1953), sefiala la analogia entre las representaciones algebraicas de las secciones
clnicas, con la representacion algebraica de la superficie cuadrica, lo cual permite, mediante
transformaciones en el registro algebraico y con las debidas restricciones, obtener casos
particulares y, de esta manera, clasificar las superficies cuadricas.

El autor, transforma la ecuacion (1) en dos formas particulares:

Se demuestra en tratados avanzados que mediante una transformacion apropiada de
coordenadas, se puede transformar la ecuacion (1) de manera que tome una de las

formas tipo:
) Mx? + Ny? + Pz = R,
() Mx® + Ny” = Sz,

Las superficies del tipo (1) tienen un centro de simetria, el origen, y por eso se llaman
cuadricas con centro. Las superficies del tipo (1) no tienen centro de simetria y se
llaman, por lo tanto, cuadricas sin centro. (p. 426).

El autor, para transformar la ecuacion (1) en las formas (1) y (I1), realizé tratamientos en el
registro algebraico de tipo traslacion y rotacion de coordenadas, con la finalidad de eliminar
los coeficientes D, E y F de los términos rectangulares y los coeficientes G, H, e | de los
términos lineales para obtener la forma (I). En forma analoga, y al eliminar el coeficiente del

término cuadratico en la variable cartesiana z, el autor obtuvo la forma (I1).

En la figura 25, mostramos la clasificacion de las cuadricas realizado por el autor, tanto para
las ecuaciones de la forma (I) como para la forma (I1), segun los valores y signos que adoptan

los coeficientes para cada forma.
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Clasificacién de las cuddricas

TIPO (I). Mx3+ Ny?+ Pz?2 =R

COEFICIENTES
LUGAR GEOMETRICO
R* M, N, P
Todos positivos Elipsoide
Todos negativos Ningian lugar geométrico
Dos positivos, uno negativo Hiperboloide de una hoja
Uno positivo, dos negativos Hiperboloide de dos hojas
>0 Uno cero, dos positivos Cilindro eliptico (o circular) recto
Uno cero, dos negativos Ningin lugar geométrico
Uno cero, uno positivo, uno ne-
gativo Cilindro hiperbélico recto
Dos cero, uno positivo Dos planos paralelos diferentes
Dos cero, uno negativo Ningtn lugar geométrico
Todos del mismo signo Un solo punto, el origen
Dos positivos, uno negativo Cono recto
=0 Uno cero, dos del mismo signo Todos los puntos sobre un eje co-
ordenado
Uno cero, dos de signos contrarios| Dos planos que se cortan
Dos cero Un plano coordenado (dos planos
coincidentes) .

* Cuando R <0, se®invierten los signos de los coeficientes M, N y P; los

lugares geométricos correspondientes estarin dados entonces como para R > 0.

TIPO (II). Mx?+4 Ny? = Sz

COEFICIENTES
LUGAR GEOMETRICO
S M, N
Del mismo signo Paraboloide etiptico
>0 Signos opuestos Paraboloide hiperbélico
Uno cero Cilindro parabélico recto
Del mismo signo Todos los puntos sobre un eje co-
ordenado
=0 Signos opuestos Dos planos que se cortan
Uno cero Un plano coordenado (dos planos
coincidentes)

** Cuando § <0, se invierten los signos de los coeficientes M y N; los
lugares geométricos correspondientes estarin dados entonces como para S > 0.

Figura 25. Clasificacién de las cuadricas.
Fuente: Lehmann (1953, p. 427)

En la figura 25, el paraboloide eliptico corresponde a la ecuacion de una cuadrica del tipo (1)
y, segun Lehmann (1953), es una cuédrica sin centro, por lo cual Gnicamente expondremos la

parte tedrica de éste tipo de superficie.
72
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Cuadricas sin centro. En este articulo consideramos las cuadricas sin centro
representadas por la ecuacion

Mx? + Ny? = Sz,

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos entonces escribir esta
ecuacion en la forma

2 2
X
igiy—zzcz, )

(=}

llamada forma ordinaria o candnica de una superficie cuadrica sin centro. De la
ecuacion (1) se deduce que las cuédricas sin centro tienen dos planos de simetria (los
planos YZ y XZ) llamados planos principales, un eje de simetria (el eje Z) llamado eje
principal, pero ningin centro de simetria. (p. 433).

2 2
X
KLY

Lehmann (1953), en la ecuacion 8-
a

=cz, identifica una de las representaciones

(o

simbolicas de las superficies cuadricas sin centro: el eje Z, el cual, en el registro gréfico,

corresponde al eje principal o de simetria (eje de la cuadrica). Segun los signos de los

términos del primer miembro en dicha ecuacion, el autor clasifica la superficie resultante:
Atendiendo a las diversas combinaciones posibles de signos en la ecuacion (1), se
deduce que, en esencia, existen solamente dos tipos diferentes de superficies, a saber:

a) Paraboloides elipticos (aquellos en que los coeficientes de los términos de
segundo grado son del mismo signo)

b) Paraboloides hiperbdlicos (aquellos en que los coeficientes de los términos de
segundo grado son de signos contrarios). (p. 433).

Nuestra tesis esta dirigido al estudio de visualizacion del paraboloide eliptico, por lo cual

mostramos exclusivamente el analisis realizado por el autor para el caso (a):

a) Paraboloide eliptico. Una forma candnica de la ecuacién del paraboloide

eliptico es
2 2

X
2+d e, @)
a~ b
X2 Z2 y2 Z2

Las otras dos formas candnicas son — +— =Cy Y < +— =CX. [...] La superficie
a®> b a®> b’

pasa por el origen. No hay otras intercepciones con los ejes coordenados.

Las trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente, el origen, la parabola
2 2

X
— =Cz,y=0, ylaparabola Z—zzcz,xzo.
a

La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ y con respecto al eje Z.

Las secciones de las superficies por planos paralelos al XY son las curvas
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Estas curvas son elipses si ¢ y k son del mismo signo; si c y
Z k tienen signos contrarios, no hay lugar geométrico. Si
tomamos ¢ como positivo, k debe ser positivo, y a medida
gue k aumenta de valor, las elipses (3) crecen en tamafio a
medida que los planos de corte se alejan mas y mas del
plano XY. Evidentemente, pues, la superficie no es cerrada

S——-

!
é Y sino que se extiende indefinidamente, alejandose del plano
" XY. Se ve facilmente que las secciones de la superficie por
X planos paralelos a los planos XZ y YZ son parabolas cuyos
Fig. 191 vértices se alejan del plano XY a medida que se toman los
planos de corte mas y mas lejos de estos planos
coordenados.

Una porcidn de la superficie, en el caso de ser ¢ positivo, aparece en la figura 191. Si ¢
es negativo la superficie estd en su totalidad abajo del plano XY. Se dice de cada
superficie que se extiende a lo largo del eje Z. Cualquier paraboloide eliptico se
extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la variable de primer grado
en la forma candnica de su ecuacion.

Si en la ecuacion (2) es a = b, la superficie es un paraboloide de revolucion que puede
2

engendrarse haciendo girar la parabola [)3/_2 =cz, x =0, en torno del eje Z. (Lehmann,

1953, pp. 433 — 434).

Lehmann (1953), identifica las formas de los cortes del paraboloide de la ecuacion (2) con los
planos coordenados, y con los planos paralelos al plano XY siempre que ¢ y k sean del mismo
signo. Asi mismo, el autor sefiala las propiedades de simetria de la representacion gréafica del

paraboloide respecto a planos perpendiculares a su eje, y su orientacion.

Segun el autor, el paraboloide circular o de revolucion es un caso particular del paraboloide

eliptico, y puede generarse por rotacion de una parabola alrededor de su eje focal.

El estudio del paraboloide realizado por el autor, nos permite identificar en términos del
marco tedrico las unidades significantes en las representaciones algebraicas de las variables
visuales tales como Vértice, eje de la superficie, plano de corte y de simetria, parabola, elipse,
entre otros, lo cual habiamos considerado en nuestro estudio. Asi mismo, el signo del valor
numérico ¢ determina la orientacion de la superficie, lo cual remarca la necesidad de utilizar

los simbolos relacionales (>, <) en los tratamientos del registro algebraico.

2 2

2 2
. : . X X®
Sin perder generalidad, las formas citadas por el autor: —2+y—2=cz, —+—==Cy, Y
a~ b a b
y2 2
_2+F = CX, para nuestro estudio, podemos modificarlas en las tres formas siguientes:
a
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2 2
Z;\N:(X;Zh) +(y;2k) , eje paralelo al eje Z

2 2
y=k =(X_2h) +(Z_W) , eje paralelo al eje Y

c a b?

2 2
X;h:(y;zk) +(Z;;N) , eje paralelo al eje X

expresiones algebraicas en la cual el vértice del paraboloide eliptico esta representado por el
punto V(h, k, w), es decir, el vértice no coincide con el origen de coordenadas O (0, 0, 0), pero
el eje de la superficie es paralelo con alguno de los ejes cartesianos. Asi mismo, hemos

considerado por conveniencia situar al valor ¢ en el denominador, ya que es un valor no nulo.

A continuacion, presentamos una revision de dos textos didacticos utilizados en la ensefianza

de las superficies cuédricas en estudiantes de Arquitectura.

2.5 Revision de Libros Didacticos

Una de las etapas del analisis preliminar de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995) como
marco metodoldgico utilizado en nuestra investigacion, es el estudio de aspectos didacticos y
corresponde a la forma en la cual, el objeto matematico paraboloide es ensefiado en los
sujetos implicados en nuestro estudio, quienes son estudiantes de un primer curso de

matematicas de la carrera de Arquitectura.

Bajo esta consideracion, hemos seleccionado dos libros de consulta, con el propdsito de
revisar como es abordado el objeto matematico paraboloide en el nivel de instruccion

indicado.

En el cuadro 13, detallamos la informacion respecto a estos dos textos de consulta.

Cuadro 13. Textos de Consulta.

Autor (es) Capitulo Péaginas Titulo

Ugarte, Francisco y Yucra,

4 239-283 Matemadticas para Arquitectos. 1ra edicion.
Janet (2011).

Calculo de Varias Variables. Trascendentes
Stewart, James (2006). 12 827-836 L
Tempranas. 7ma edicion.
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Los dos textos de consulta, abordan el objeto matematico paraboloide como parte de un
estudio mas completo dedicado a las superficies cuadricas, incluyéndose ademas del
paraboloide: la esfera, el cilindro, el elipsoide, el hiperboloide de una y dos hojas, y el cono.

De acuerdo con los conocimientos previos relacionados con el estudio de las superficies
cuédricas, los estudiantes deben graficar las ecuaciones en tres variables de dichas superficies
a partir de sus cortes con planos paralelos a los planos coordenados, asi como determinar su
ecuacion cartesiana, si es que se les brinda una representacion gréfica de la misma. Para los
propositos de la presente investigacion, revisaremos Unicamente los contenidos de cada texto
citado concernientes a la ensefianza del paraboloide (circular y eliptico), y comprobar de qué

forma dichos textos contribuyen a que los estudiantes logren el aprendizaje de dicho tema.

En la introduccion al capitulo 4 del texto Matematicas para Arquitectos de Ugarte y Yucra
(2011), se hace referencia en capitulos anteriores a la interpretacion geométrica en
coordenadas cartesianas de las soluciones de una ecuacion en una o dos variables reales, los
cuales pueden ser puntos en la recta real, el plano XY o curvas en el plano cartesiano, en este
sentido, se obtiene la representacion grafica de un objeto matematico en el registro gréafico por

medio de una conversion desde el registro algebraico.

También se evidencia la obtencion de la ecuacion en dos variables a partir de una condicion
geométrica previamente establecida, asi, los lugares geométricos estudiados son la recta, la
circunferencia y las secciones cénicas. Finalmente, se propone eshozar la representacion
gréfica de ecuaciones de primer y segundo grado en tres variables (superficies) mediante
tratamientos en sus registros algebraicos para realizar la conversion al registro grafico. Asi
mismo, se muestra cdmo obtener esas ecuaciones a partir de la descripcion geométrica de

puntos de la superficie mediante la conversion del registro grafico al registro algebraico.

Los autores, realizan una breve descripcion del sistema coordenado rectangular XYZ, la
representacion de puntos en el espacio como ternas de nimeros reales, y seguidamente se

describe el objeto matematico superficie:

[...] v llamaremos superficie S a todo subconjunto no vacio del espacio, cuya
descripcion algebraica esta dada por una relacion entre las coordenadas de sus puntos:
en simbolos, la superficie S es un subconjunto tal que S ={(x; y; z) e R*/ E(x, y, z) =0},
donde E(x, Y, z) es una expresion algebraica en las variables x, y, z. (p. 240).

Los autores, emplean en la descripcidn del objeto superficie un lenguaje formal utilizando un

registro de representacion semiotica del tipo lenguaje natural y algebraico, el cual es
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apropiado para relacionar los elementos del conjunto S conformado por puntos de R® y la
relacion entre las coordenadas de dichos puntos mediante una expresion algebraica, la cual,
para el caso particular del estudio de las superficies cuéadricas mediante tratamientos
algebraicos, permiten realizar conversiones del registro algebraico al registro grafico y poder

asi representar en el registro gréafico una superficie en particular.

En la seccidn 4.2. Gréafica de ecuaciones en tres variables del texto referido, Ugarte y Yucra
(2011) afirman que para bosquejar la gréafica de una superficie S se tabula, indicandose con
esto asignar valores a una de las variables y luego graficar la ecuacion resultante. Esta técnica
corresponde a realizar cortes de la superficie S con planos paralelos a los planos coordenados,
y luego reconstruirla: “dicho de otro modo, para graficar una superficie la rebanamos y, a

partir de estas piezas, la reconstruimos” (p. 245).

Los autores, presentan en su texto, ejemplos resueltos y propuestos con relacion a problemas

de superficies cuadricas que implican:

e Graficar la superficie cuadrica dada su representacion algebraica mediante
tabulaciones.

e Expresar la ecuacion de la superficie cuadrica en su forma canonica mediante
tratamientos en el registro algebraico, ya sea al completar cuadrados o mediante otros
métodos,

e Determinar los valores de coordenadas desconocidas de una terna que representan
puntos, los cuales pertenecen a la superficie,

e Determinar si un punto, cuyas representacion algebraica esta dada, pertenece o no a
una superficie cuédrica,

e Establecer la correspondencia entre la representacion grafica de tres superficies dadas

y sus respectivas representaciones algebraicas.

En la figura 26 mostramos el enunciado de un ejemplo resuelto por los autores, en el cual la
superficie en estudio es un paraboloide eliptico, en cuya representacion grafica su eje de
simetria es el eje Y, vértice el origen de coordenadas, y la grafica de la superficie se extiende

hacia el semieje positivo del eje Y.
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Ejemplo 160. Considere la superficic 5 de ceuacién 16z + 2527 = 400y.

a. Si es posible, balle los valores 2 para los cuales:

Lx==5,y=1
i, =063, y=—1

b. Determine las intersecciones de § con por lo menos cuatro plancs coincidentes
o paralelos a los plancs coordenades. En caso de obtener cénicas, grafique las
proyecciones de cada una de estas sobre el plano coordenado paralelo al plano
de interseccién, sefiale su nombre, las coordenadas de sus centros o vértices ¥,
segun sea el caso, ¢l radio o las distancias del centro a los extremos del eje mayor
¥ Menor.

c. A partir de las intersecciones obtenidas en el ftem b., bosqueje la grifica de la
superficie 5 v senale los ejes coordenades.

Figura 26. Ejercicio desarrollado del paraboloide 16x* +25z° = 400y
Fuente: Ugarte y Yucra (2011, p. 265)

En el item (a), Ugarte y Yucra (2011) realizan tratamientos en el registro algebraico, para
transformar la ecuacion de la superficie a su forma candnica. Luego, los autores, al asignar los
valores numeéricos a cada par de variables cartesianas, x e y, en la ecuacion de la superficie,
hallan los valores reales de la variable cartesiana z, expresando en lenguaje natural la

imposibilidad de poder obtener el valor de z en el caso (ii).

En el item (b), los autores realizan tratamientos en el registro algebraico, para obtener
ecuaciones en dos variables las cuales identifican e indican sus principales elementos. Cabe
indicar que, los planos de corte son paralelos al plano y = k, y los valores de k son enteros y
positivos. Los autores no indican, en el procedimiento de resolucion del problema, el motivo

por el cual no se asignan valores negativos a k.

Los autores, realizan representaciones graficas de cada curva obtenida, proyectandolas
paralelamente en los planos coordenados mediante conexiones entre las unidades significantes
del registro algebraico y sus correspondientes variables visuales en el registro grafico, tales

como las representaciones graficas de centros, vértices y ejes focales, con excepcion de la

2
. z . ., :
parédbola representada por T =Y, x=0, en la cual no se consideran ningun punto de paso ni

el signo del parametro de la parabola para poder graficarla.

Finalmente, los autores muestran la solucion del item (c):
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c. A continuacion, mostramos un bosquejo de la grafica de la superficie S:

(Ugarte y Yucra, 2011, p. 268)

El desarrollo del item (c) del problema, muestra en forma directa la grafica de la superficie S,
pero los autores, no indican qué tipo de tratamientos en el registro grafico han hecho factible
la representacion de dicho objeto tri-dimensional a partir de las curvas planas graficadas en el
item (b). Tampoco se hace una identificacion de cada curva plana del item anterior en la

gréfica resultante, ni se identifica el tipo de superficie.

Cabe destacar que el problema 160 del texto de los autores, trata exclusivamente sobre la

conversion del registro algebraico al registro grafico, y no en el sentido inverso.

Un segundo texto de consulta, Stewart, J. (2006), Calculo de Varias Variables: Trascendentes
Tempranas, presenta un ejemplo resuelto para graficar la superficie cuadrica representada por

la ecuacion z = 4x? + y°.

Mediante tratamientos en el registro algebraico, en su descripcidn, el autor utiliza registros de
lenguaje natural y algebraico para explicar la secuencia de tabulacién de los planos de corte
con la superficie, de manera analoga a la metodologia realizada por Ugarte y Yucra (2011). El
autor identifica la representacion algebraica de cada corte obtenido, e inclusive identifica las
variables visuales asociadas a sus respectivas representaciones algebraicas, pero a diferencia
del texto de Ugarte y Yucra (2011), la conversion se realiza directamente del registro
algebraico al registro grafico, sin realizar previamente representaciones graficas en el plano de

cada corte ni identificandolos, tal como mostramos en la figura 27 (paraboloide eliptico).
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m Use trazas para bosquejar la superficie - = 4x* + y*.

SOLUCION Si se escribe x = 0, se obtiene = = y*, de modo que el plano y= corta a la
superficie en una pardbola. Si se escribe x = k (una constante), se obtiene = = y* + 442
Esto significa que si se corta a la grafica en secciones con cualquier plano puru-lelo al
plano yz, se obtiene una pardbola que abre hacia arriba. De manera similar, si y = &,
latrazaes 2 = 47 + k°, que es de nuevo una pardbola que abre hacia arriba. Si se
escribe = = k, se obtienen las trazas horizontales 4x* + y? = £, que se reconocen como
una familia de elipses. Al conocer las formas de las trazas, se puede bosquejar la grifica
de la figura 5. Como resultado de las trazas elipticas y parabélicas, 1a superficie cudidrica
== 4x* + y? se llama paraboloide eliptico.

Figura 27. Representacion grafica de la superficie z = 4x* + y? por trazas.

Fuente: Stewart (2006, p. 828)

Como podemos observar en la figura 27, Stewart (2006) identifica la superficie resultante,

apoyandose en la forma de las trazas, denominandola paraboloide eliptico.

Hemos notado que en nuestra labor docente, durante las asesorias y consultas realizadas por
los estudiantes, una de las preguntas con mayor frecuencia es, precisamente, la cantidad de
cortes necesarios entre planos paralelos entre si, que debe realizarse a una superficie para
poder graficarla. Creemos que tal nimero de cortes es relativo y depende del tipo de
superficie cuadrica, en el caso del paraboloide eliptico, consideramos que son tres el nimero
de planos perpendiculares al eje del paraboloide, y uno de ellos debe pasar

(convenientemente) por el vértice de la superficie.

La justificacion de tal afirmacion se sustenta en que, el nimero minimo de puntos para poder
graficar una seccién cénica en el plano XY es cinco. La ecuacion general de segundo grado en

dos variables, segun Lehmann (1953), tiene la forma:
AX* +Bxy + Cy*+Dx+Ey+F =0

Al considerar que el coeficiente A es distinto de cero (el analisis no pierde generalidad si se
elige cualquier otro coeficiente), la ecuacion anterior puede ser dividida entre A, la cual

quedaria expresada de la siguiente manera:
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X +Bxy+CyY+Dx+Ey+F =0

Esta Gltima ecuacion consta de cinco coeficientes desconocidos, y para poder determinarlos,
es necesario obtener cinco ecuaciones, lo cual equivale a dar cinco puntos de paso de dicha

curva plana.

Dado que en nuestro estudio, las secciones conicas no presentan rotaciones, y ademas puede
conocerse las coordenadas del (los) vértice (s), y utilizarse, ademas, la propiedad de simetria
de las secciones cdnicas respecto del eje focal el cual también puede determinarse, el nimero
de puntos necesarios se reduce de cinco a tres. En la figura 28 mostramos los cinco puntos de
paso obtenidos a partir de los puntos V, Py Q, y los planos x = 0, x = 2, x = 4 perpendiculares
al eje focal de la grafica de la pardbola. Los puntos P’y Q’ son simétricos de los puntos P y
Q, respectivamente, respecto al eje focal de la grafica de la parabola. En este sentido, cada
plano de corte x = k con la superficie representada por S: x = y* + z%, genera dos puntos de
corte en la seccidn conica perpendicular a dicho plano, con excepcion del vertice que es un
punto de corte, asi resulta en total tres el nimero de planos de corte necesarios para

determinar los cinco puntos de paso requeridos.

xX=2
Q'
24
P/
) 3 4
Q

I\

Figura 28. Intersecciones entre los planos x = k con la traza del paraboloide con el plano z = 0.
Sin embargo, al conocer las coordenadas del vértice V(h, k) de la parabola representada por
(y—k) =4p(x—h), cuya forma corresponde al de la figura 28 con vértice el origen de

coordenadas, es suficiente ingresar en dicha ecuacién las coordenadas de un punto de paso P
para determinar el valor del pardmetro p, obteniéndose por simetria respecto al eje focal el
otro punto P’. Consideramos que para esbozar con més eficiencia la grafica de la parabola,
podria considerarse un segundo punto de paso en cada rama de la grafica de la parabola,

donde dichos puntos son Q y Q’, los cuales pertenecen al plano X = 4.
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Este principio, también establece la correspondencia entre los puntos de corte de los planos
con las trazas, y los puntos de paso de las secciones elipticas o circulares que deben pasar
necesariamente por dichos puntos, tal como mostramos en la figura 29. Dado que el
paraboloide representado por S: x = y? + 7%, es de tipo circular, bastara trazar dos rectas
paralelas al eje Z que pasen por los centros de los cortes de S con los planosx =2y x =14
representados como circunferencias, las intersecciones de dichas rectas con las
circunferencias generaran cuatro puntos los cuales, conjuntamente con el origen de
coordenadas, seran puntos de paso de la traza de la superficie S con el plano y = 0, resultando
ser una parabola. El procedimiento es anadlogo si el paraboloide S fuese eliptico.

Figura 29. Correspondencia entre puntos de curvas abiertas y cerradas.

La correspondencia entre los puntos de interseccion de las graficas de las elipses o
circunferencias (lo cual depende del tipo de paraboloide) y las pardbolas, permitiran que el
estudiante pueda graficar la superficie a lapiz y papel, y presentar la simetria en ella. En la
fase experimental de la presente investigacion, se realizaran actividades por medio de
Geogebra 3D que permitan a los sujetos de investigacion relacionar estos puntos, y qué

desempefio pueden tener para la resolucién de una situacion planteada.

Al finalizar el estudio del objeto matematico paraboloide mediante tres aspectos a ser
considerados: histérico, matematico y didactico, hemos observado que los registros utilizados
para la ensefianza de tal objeto son tres: lenguaje natural, algebraico, y grafico,
corroborandose los tipos de registros establecidos en nuestros objetivos especificos de
investigacion, y la delimitacion de los elementos necesarios de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica para establecer la fase experimental que conllevaran a lograr

nuestros objetivos secundarios Y asi, dar respuesta a la pregunta de investigacion.
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CAPITULO I1I: EXPERIMENTO Y ANALISIS

En esta parte de la investigacidn describiremos las caracteristicas de los sujetos de
investigacion, los recursos disponibles para la realizacion de las actividades de la fase
experimental, la descripcion de los instrumentos de recoleccion de datos, y finalmente
realizaremos el analisis a priori, a posteriori y la validacién de la ingenieria, segun la

metodologia de Ingenieria Didactica de Artigue (1995).

3.1 Escenario donde se desarrolla la Experimentacion

La parte experimental de la presente investigacion esta dirigida a estudiantes matriculados por
vez primera en el curso Matematicas 1, asignatura dictada en la Facultad de Arquitectura de
una universidad privada de Lima, durante el semestre académico 2015-2. Dicha asignatura
estd conformada por veinte estudiantes entre varones y mujeres, cuyas edades fluctian entre
los 17 y 19 afios. Dichos estudiantes, ademéas de haber estudiado las superficies cuadricas,
tienen conocimientos previos de construcciones con regla y compas, calculo de dominio,
rango y grafica de funciones reales de variable real, simetrias respecto a puntos y rectas, y
estudio de ecuaciones y graficas de lugares geométricos en el plano cartesiano destacando
entre ellos la recta, circunferencia, pardbola y elipse, curvas imprescindibles para el

paraboloide, objeto de nuestro estudio de visualizacion.

Del curso Matematicas 1, un primer grupo conformado por seis estudiantes cursan la
asignatura por primera vez, un segundo grupo de catorce estudiantes cursan por segunda vez,
y de ellos hemos elegido a dos estudiantes voluntarios, un estudiante de cada grupo: Jacinta y
Alexandra, quienes seran los sujetos de nuestra investigacion. Los criterios de seleccién de
dichos estudiantes se fundamentan en el desempefio académico logrado en el curso, asistencia
permanente a clases, interés y participacion constante durante las actividades que forman
parte del curso, asi como la predisposicion para participar en actividades extracurriculares,
dado que una de las actividades seréa realizada exclusivamente con los sujetos de investigacion
(esto debido a que sera realizada en un encuentro fuera de clases), mientras que las demas
actividades, previa coordinacién con los docentes del curso, seran aplicadas a los veinte

estudiantes.

Asi mismo, dichos estudiantes cuentan con conocimientos previos del software Geogebra ya

que han desarrollado previamente un primer laboratorio con el estudio de la funcién definida
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por tramos por medio del software mencionado. De esta manera, los estudiantes estan
familiarizados con la utilizacién de la vista gréafica y la barra de herramientas de Geogebra, asi
como en el uso del deslizador como instrumento y los comandos de Geogebra:

Funcién[ <Funcién>, <Valor inicial>, <Valor final> ]
Si[ <Condicién>, <Entonces>, <Si no> ]

comandos que permiten obtener la gréfica y regla de correspondencia de una funcién definida
por tramos, dado que es indispensable la utilizacion de comandos para graficar los cortes del
paraboloide en la vista gréfica 3D.

La aplicacidn de los instrumentos de recopilacién de datos en los dos estudiantes, requiere de
recursos tales como ambientes adecuados y disponibilidad de los estudiantes para llevar a
cabo la experimentacion. Para ello, se cuenta con el apoyo académico y administrativo de los
profesores del curso Matematicas 1 de la Facultad de Arquitectura de la universidad privada
mencionada, con la finalidad de adecuar nuestros instrumentos de recoleccion de datos con
los contenidos del curso, asi como también la disponibilidad de las aulas informaticas para las

actividades por medio del software Geogebra 3D.

Para las actividades a ser desarrolladas por lapiz y papel, se dispone de un aula tipo taller con
capacidad para veinte estudiantes. El aula posee, ademas, pizarras acrilicas, plumones, regla,
en caso de ser necesario realizar algunas anotaciones e indicaciones aclaratorias durante el

desarrollo de las actividades.

Para las actividades a realizarse por medio del software Geogebra 3D, se cuenta con un
laboratorio informatico con capacidad de veinte personas (se incluye una maquina conectada
a un proyector multimedia para el docente a cargo). Dichas maquinas tienen instalado el
Geogebra y cuentan ademas de los periféricos (teclado y mouse), con servicio de intranet para
acceso al campus virtual, el mismo que se utilizard para la descarga y transferencia de los

archivos a ser trabajados en este encuentro.

Para ambos tipos de actividades, cada sujeto recibird una ficha de actividades con

indicaciones para ser desarrolladas, tanto a lapiz y papel como con el uso del Geogebra 3D.

Consideramos realizar tres actividades en la parte experimental de la presente investigacion,
para que los estudiantes desarrollen dichas actividades a lapiz y papel y con el software

Geogebra en tres encuentros de aplicacion.
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El primer encuentro se realizard en el aula tipo taller descrito, donde se desarrollara una
actividad a ser realizada a l&piz y papel por medio de una ficha proporcionada a los
estudiantes (ver anexo), el segundo y tercer encuentro de aplicacién serén realizados en
Geogebra también con una ficha de por medio (ver anexo). En el caso del tercer y ultimo
encuentro (Geogebra), serd realizado exclusivamente con las dos estudiantes participantes, y
su trabajo en maquina serd capturado en video para un anélisis posterior, mediante la opcién

“screen record” del software de uso libre aTube Catcher 4.

Las actividades se desarrollaran durante tres semanas (una actividad por semana) y de manera

secuencial, cada actividad tiene una duracién estimada de 40 minutos.

La actividad 1 (lapiz y papel) sera realizada por Alexandra y Jacinta en horario de clase,
conjuntamente con el resto de los estudiantes, previa coordinacion con los profesores del
curso. Posteriormente al desarrollo de la actividad 1, se realizara una entrevista de 20 minutos
de duracion a los dos estudiantes (fuera de horas de clase), con la finalidad de recopilar
informacion que no haya sido escrita en la ficha de dicha actividad, la cual también sera
analizada en caso de ser necesario (ver anexos). El cuestionario de preguntas para la
entrevista, sera diferente para cada estudiante segun las respuestas dadas en la ficha por cada

uno de ellos.

Previamente a la realizacion de la actividad 2 (primer encuentro con el software Geogebra),
consideramos preparar una actividad introductoria a la utilizacion de las herramientas del
software Geogebra 3D, cuyos objetos matematicos a estudiar son el cilindro, plano y un cono
eliptico, asi como cortes entre planos y dichas superficies, y la sintaxis para realizarlos. La

ficha de dicha actividad esta incluida en los anexos, y no sera analizada en la presente tesis.

3.2 Andlisis de las actividades

En esta parte, presentamos los andlisis a priori y a posteriori de cada una de las actividades
propuestas de acuerdo a la metodologia de nuestra investigacion. En el cuadro 14 mostramos

la estructura del desarrollo de las actividades de manera secuencial.
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Cuadro 14. Actividades de la parte experimental de la presente investigacion.

Actividad Medio Descripcion

Dada la representacion algebraica de un
Lapiz y papel paraboloide, representarlo en el registro grafico

mediante una secuencia indicada, de R? a R®.

Grabadora de Entrevista a los estudiantes sobre aspectos

sonidos relacionados con sus respuestas en la actividad 1

Dada la representacion grafica de un paraboloide
circular en el cual se representan su vértice en el
origen de coordenadas, las representaciones de su
2 Geogebra 3D oy .
superficie y dos curvas cerradas, realizar
tratamientos en el registro grafico para

determinar su representacion algebraica.

Dada la ecuacion cartesiana de un paraboloide
eliptico con vértice distinto al origen de
coordenadas, realizar tratamientos en el registro
3 Geogebra 3D b i p— : h
gréfico para identificar las variables visuales y
unidades significantes de la representacion

gréfica del paraboloide.

Segun el orden establecido en el cuadro 14, hemos considerado que la primera actividad debe
ser realizada a lapiz y papel, ya que nuestro interés es analizar la forma en la cual, los
estudiantes realizan tratamientos en el registro grafico de curvas abiertas o cerradas, del plano
al espacio, es decir de R? a R®, asi como los tratamientos en el registro algebraico para obtener
las representaciones algebraicas de dichas curvas. Dichos tratamientos en el registro
algebraico no pueden ser realizados mediante el software Geogebra. Para tales propdsitos,
creemos que no es indispensable la utilizacion de algun tipo de software; los estudiantes con
sus conocimientos previos adquiridos en el curso (Matematicas 1), pueden graficar dichas
curvas a lapiz y papel. La actividad 1 sera realizada sin intervencion del investigador ni del

profesor de clase, con excepcion de presentarse alguna consulta solicitada por los estudiantes.

Consideramos asi mismo que, el software Geogebra es indispensable en aquellas situaciones

en las cuales, los estudiantes necesiten realizar transformaciones en las representaciones
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graficas de objetos en el registro gréafico, por ello en las actividades 2 y 3, al requerirse
modificaciones en el registro grafico del paraboloide, es necesario un software de geometria
dindmica como mediador, y para ello hemos seleccionado el software Geogebra.

A continuacion presentamos cada actividad y su correspondiente andlisis a priori y posteriori.

ACTIVIDAD 1:

2 2

y

Grafique la superficie S representada por la ecuacion Z = Z + ? realizando previamente para ello cortes de

S con los planos coordenados XY, XZ, YZ, y luego cortes con dos planos distintos a los indicados y paralelos
entre si elegidos por Ud.

a) Corte de S con el plano x = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados.

,,,,,,,,,,,,,,,,

Corte de S con el planoy = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados.

5 4 5 2 4 o 1 2 3 4 %

Corte de S con el plano z = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados.
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b) Cortes de S con dos planos diferentes a los indicados en (a). Luego grafique dichos cortes en los
sistemas coordenados dados.

5 4 5 2 4 o 7 3 3 & %

c) A partir de las representaciones graficas de los cortes de la superficie S con los planos indicados en los
items anteriores, bosqueje la grafica de dicha superficie e indique a qué plano pertenece cada corte.

Identifique dicha superficie.

d) ¢Existen restricciones para alguna(s) de las variables de la ecuacion de la superficie S? Justifique su

respuesta.

Nota: En los anexos se muestra la secuencia en forma integra.

Los objetivos de esta actividad es que los estudiantes logren:

Representar en el registro grafico, las curvas que se obtienen al intersectar el paraboloide con

planos de corte paralelos y perpendiculares a su eje.

Realizar transformaciones en el registro grafico de representaciones de curvas planas, y

graficarlas de R? a R®.

Identificar en el registro grafico, las zonas del espacio (R%) donde no existe superficie.
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Esta actividad consta de cuatro items a, b, ¢, d, los cuales seran analizados de manera
independiente debido a que el item a debe realizarse segin indicaciones explicitas, el item b
posee Unicamente una condicion por lo que se espera mas de una solucion presentada por los
estudiantes, el item ¢ depende de los resultados de los items a y b, y el item d tiene varias

posibilidades de presentacidn en su resolucion.
Las variables micro—didacticas asociadas a esta actividad son:
Ecuacion cartesiana del paraboloide
Posicion relativa entre el plano de corte y el eje del paraboloide.
Anélisis a priori del item (a)

Este item, tiene por finalidad que los estudiantes, mediante tratamientos en el registro
algebraico, puedan identificar las variables visuales de dimension O (vértice) y dimension 1

(parabolas), para representarlas en el registro grafico.

2 2

. . L Xy A .
Grafique la superficie S representada por la ecuacion z = ?+E realizando previamente para ello

cortes de S con los planos coordenados XY, XZ, YZ, y luego cortes con dos planos distintos a los

indicados y paralelos entre si elegidos por Ud.

a) Corte de S con el plano x = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados
Corte de S con el plano y = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados

Corte de S con el plano z = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados

Esperamos a priori que los estudiantes, para poder graficar los cortes pedidos, realicen
tratamientos en el registro algebraico al reemplazar las letras X, y, z de cada ecuacién con el
valor de la ecuacion del plano, obtener ecuaciones en dos variables cartesianas e
identificarlas. Asi mismo, esperamos que identifiquen las variables visuales de dichas curvas
(puntos de paso, Vvértices, ejes, etc.) los cuales permitiran a los estudiantes representarlas en el
registro grafico.

También suponemos que los estudiantes utilizaran las propiedades de simetria de los puntos
de la grafica de la parabola respecto a su eje focal.

Dado que la técnica estudiada por los estudiantes para obtener las representaciones
algebraicas de cada corte requerido es la tabulacion, es decir, reemplazar la variable cartesiana

con el valor de la ecuacién del plano de corte en la ecuacion del paraboloide, consideramos
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que los estudiantes realizarén el siguiente tratamiento en el registro algebraico, y no puede
haber méas posibilidades de resolucion:
Representacion algebraica del corte de la superficie S con el plano x = 0:

2 2
Z:0_+y_

4 9
y> =9z

Pensamos que los estudiantes pueden identificar las unidades significantes correspondientes a
las variables visuales de dimension 0, 1 y 2, a partir de la representacion algebraica de la
pardbola y* =9z, x=0, la cual esta contenida en el plano x = 0, tales como las coordenadas

del vértice, el eje cartesiano al cual es paralelo el eje focal y su orientacién segun el valor del
parametro p, de forma similar al siguiente procedimiento:

Eje focal: coincidente con el eje Z

Vértice: V(0, 0, 0)

Orientacion de la curva: y? =9z
9
4p=9—>p=—
p P 4

Como p > 0, la gréafica de la parabola se extiende hacia el semieje positivo del eje Z
Creemos que los estudiantes deberian determinar las coordenadas de un punto de paso distinto
al vértice para representar la parabola en el registro grafico. Otra posibilidad, seria considerar
que, a partir del valor del parametro p obtenido por los estudiantes en el registro algebraico,
utilicen los extremos del lado recto de longitud 4|p| para representar un punto de paso en la
representacion grafica de la parabola, dado que es uno de los métodos aprendidos para
graficar dichas curvas en el curso Matematicas I.

En cualquiera de los dos casos, segun Duval (1995), la representacion grafica de la variable
visual de dimension 1 (parabola) debe realizarse a partir de sus variables visuales de
dimension menor, ya sea por las representaciones del vértice y un punto de paso, el vértice,
foco y un extremo del lado recto, o cualquier combinacion de ellos.

En caso los estudiantes opten por el primer criterio, consideramos que podrian utilizar un la
representacion de un punto de paso distinto al vértice para graficar la parabola: Punto de paso
distinto al vértice: A(0, 3, 1). Por propiedad de simetria de representaciones de puntos de la
parébola respecto de su eje focal, se obtiene el punto simétrico A’. La representacion grafica

de dicha parabola en los dos sistemas cartesianos se muestra en la figura 30a.
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(@) (b)

Figura 30. Representacion grafica de la parabola y* =9z, x =0 en el plano y el espacio

En la figura 30b, mostramos la grafica de la parabola cuya representacion algebraica esta dada
por y>=9z,x=0, en el sistema cartesiano canonico, a diferencia de la figura 30a en la cual
el eje X esta proyectado perpendicularmente al plano YZ y se representa en forma coincidente
con la interseccion de los ejes Y y Z. Esperamos que los estudiantes situen el vértice del
gréfico de la parabola, el punto de paso representado por A(0, 3, 1) en el registro grafico de la

figura 30b, la representacion del correspondiente punto simétrico A’ por la propiedad del eje
focal (eje de simetria) y realicen la representacion grafica de la parabola y* =9z, x =0.

Para graficar el corte de la superficie S con el plano y = 0, esperamos que los estudiantes

realicen un procedimiento analogo al paso anterior:

X2 0% X?

7= ==
4 9 4
x* =4z

La ecuacidn resultante es la representacion algebraica de una pardbola contenida en el plano
y = 0, cuyo eje focal coincide con el eje Z, Vertice: V(0, 0, 0)
Orientacion de la curva:
x? =4z
4p=4—>p=1
Como p > 0, la gréafica de la parabola se extiende hacia el semieje positivo del eje Z
Representacion del punto de paso distinto al vértice: B = (2, 0, 1).

En la figura 31, mostramos la grafica de la parabola representada algebraicamente por

x*=4z,y=0.
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Figura 31. Representacion grafica de la parabola x> =4z, y =0 en el plano y el espacio

Segun Duval (2006), el tratamiento en la representacion grafica de una variable visual de un
objeto determinado, para graficarla del plano al espacio no es un proceso trivial, por ello
consideramos que el tratamiento realizado en el registro gréafico de las parabolas representadas

algebraicamente por y*=9z,x=0 y x*=4z,y=0, permiten desarrollar la aprehension

perceptiva de los estudiantes, dado que las representaciones graficas de dichas curvas se
realizan en el plano XY para luego graficarlas en el espacio. A partir de dicha representacion,
los estudiantes pueden establecer conexiones entre las unidades significantes identificadas en
el registro algebraico del paraboloide, y sus correspondientes variables visuales representadas
en el registro grafico.

Pensamos que los estudiantes, por medio de tratamientos en el registro algebraico, realizan el
corte de la superficie S con el plano z = 0, pueden reconocer que, si el corte obtenido es un
Unico punto, dicho punto corresponde al vértice de la superficie S. Para ello, se espera que los

estudiantes realicen un tratamiento en el registro algebraico similar al que se muestra:

2 2
O:X_+y_

49
x=0,y=0

El corte resultante es el origen de coordenadas representado por O(0, 0, 0), y creemos que los
estudiantes pueden establecer la conexion entre las representaciones de este punto y los
vértices de las dos parabolas graficadas previamente (es el mismo punto), lo cual puede

facilitar la representacion grafica de la superficie S.

Los estudiantes deben realizar un tratamiento en el registro grafico similar al de los dos casos
anteriores y ubicar el punto obtenido en el origen de coordenadas. En la figura 32, mostramos

la grafica del corte de S con el plano z = 0.
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10 (0,0,0
e

Figura 32. Representacion grafica del corte de S con el planoz =0
Podria suceder que alguno de los estudiantes no reconozca el origen de coordenadas como el
corte obtenido de la superficie con el plano z = 0, y lo relacione con alguna de las

representaciones de las curvas cerradas, sea una elipse 0 una circunferencia, ya que la

2 2
., . X p d ..
expresion algebraica 7+y3:0’ podria ser tratada de la misma manera que la expresion
X2 y2
—+-=—=1, la cual si representa a una elipse. En esta situacion, el estudiante trataria de

identificar erroneamente los principales elementos de dicha curva tales como coordenadas del

centro, vértices, longitudes de ejes, entre otros.
Analisis a posteriori del item (a)

Estudiante Jacinta

2 2

Para representar la grafica del corte de la superficie S representada por z :XZJF% con el

plano x = 0, Jacinta previamente realizo tratamientos en el registro algebraico para identificar
las variables visuales que le permitiran graficar la curva obtenida, la cual representa a una
parabola. Para ello, Jacinta obtuvo las coordenadas del vértice, direccion en las cuales se

extiende la curva, y puntos de paso. En la figura 33 mostramos el procedimiento realizado por

Jacinta.
X=0 va frdooia
+ .ﬁ_ ad> —9
29 Gued = | o




En la figura 33, Jacinta obtuvo una ecuacién en dos variables: 9z = y? en el plano x = 0. Ella
identificd la forma de la curva resultante, la cual para nuestro estudio constituye la variable
visual parabola. Jacinta tabuld las coordenadas de dos puntos de paso de la curva obtenida, lo
cual se evidencia en el margen derecho de la figura 34, ya que le permitiria representar

graficamente dicha curva.

En la figura 34, Jacinta representd graficamente la parabola en el registro gréfico, para lo cual
se proporciono dos ejes perpendiculares en un plano (no rotulados), los cuales ella identifico
como los ejes Y y Z, y los ejes cartesianos X, Y, Z dispuestos en forma candnica.

T

Figura 34. Gréfica del corte de S con el plano x = 0, realizado por Jacinta

Jacinta puso en evidencia que, conoce la propiedad de simetria de los puntos de la
representacion de la grafica de la pardbola respecto al eje focal, ya que representd en el
registro grafico dos puntos de paso contenidos en la representacion de una recta paralela al eje

Y en el plano YZ, dicha recta se presenta también paralela al eje Y en el espacio.

En la figura 35 observamos el tratamiento en el registro algebraico realizado por Jacinta al
cortar la superficie S con el plano y = 0. De forma similar al tratamiento realizado en el
andlisis anterior, Jacinta reconoce que se trata de la representacion de una parabola e
identifico la forma del corte a partir de la ecuacion resultante (lo cual se observa en la esquina
superior derecha), y a diferencia del trabajo anterior (figura 33), Jacinta no presentd errores en

su procedimiento.
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En la figura 36, observamos la representacion grafica del corte de S con el plano y = 0
realizado por Jacinta. Ella graficd dos rectas paralelas al eje X las cuales pasan por los puntos
representados por (0, 0, 1) y (0, 0, 4), respectivamente. Las coordenadas de dichos puntos de
paso, se obtuvieron por tabulacion de valores de la variable z en la ecuacién, para obtener los

correspondientes valores de x.

5 Z‘

(@) (b)

Figura 36. Gréfica del corte de S con el plano y = 0, realizado por Jacinta.

En la figura 37 observamos los tratamientos en el registro algebraico y gréafico realizado por

Jacinta para representar el corte de S con el plano z = 0.

duing 2= & 432 —ehp R
TR p !
S way
YY)
4 3 2 1 c0 3 4 5 'x

Figura 37. Registro algebraico y gréfico del corte de S con el plano z = 0, realizado por Jacinta.
Podemos afirmar que Jacinta desarroll6 exitosamente el item (a) en su totalidad, y no posee

dificultades para representar graficamente las parabolas obtenidas por cortes de la superficie S

con los planos coordenados, y el vértice de la superficie S en el registro grafico, lo cual

Tesis publicada con autorizacion del autor



implica que, al establecer conexiones entre las variables visuales de la pardbola (vértice, eje
focal, punto de paso, plano al cual pertenece) y sus correspondientes unidades significantes
(coordenadas, ecuaciones cartesianas), pudo realizar la conversion del registro algebraico al

registro gréafico y, por ende, articul6 sus aprehensiones perceptiva y operatoria y visualizo.

Estudiante Alexandra

A continuacion, presentamos en la figura 38 el tratamiento en el registro algebraico realizado
por Alexandra para obtener la representacion algebraica del corte de S con el plano x =0

4 = Nt - O
2 = \_}_2. VIER \:(O\U\
9 9-9/4

Figura 38. Corte de S con el plano x = 0, realizado por Alexandra.

Alexandra realizé un tratamiento en el registro algebraico similar al de Jacinta y obtuvo la
misma ecuacion en dos variables. A diferencia de Jacinta, Alexandra no indico explicitamente
que dicha ecuacion representa una parabola, pero reconocié dos variables visuales y sus
correspondientes unidades significantes: el parametro p en la ecuacion de la parébola, la cual
corresponde a la variable visual “orientacion de la parabola”; y el punto C = (0, 0), el cual

corresponde a la variable visual “vértice de la parabola”.

En la entrevista posterior a la realizacion de la actividad 1, Alexandra afirmd que por medio
de la ecuacién obtenida en la cual, una de las variables cartesianas (y) estd elevada al
cuadrado y la otra variable cartesiana (z) como término de primer grado, pudo reconocer que
se trata de una parabola en las variables y, z. De esta manera, Alexandra obtuvo el valor
numérico del pardmetro p y las coordenadas del vértice, por lo que no fue necesario realizar

un mayor analisis.

En la figura 39 mostramos la representacion grafica de la parabola realizado por Alexandra.
Puede notarse que Alexandra no utiliza puntos de paso, no aplica la propiedad de simetria de
los puntos de la parabola respecto a su eje focal, e inclina una de las ramas hacia el semieje
positivo del eje Y debido a que Alexandra, segun la entrevista realizada, afirmé que “al

representarse una curva en el espacio, su grafica se deforma”.
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Figura 39. Grafica del corte de S con el plano x = 0, realizado por Alexandra.

En la figura 40 mostramos el tratamiento en el registro algebraico realizado por Alexandra
para determinar la ecuacion del corte de S con el plano y = 0. De forma similar al analisis
anterior, Alexandra identifico dos unidades significantes correspondientes a las variables
visuales parametro y vértice de la parabola y obtuvo en el registro algebraico, sus

correspondientes unidades simbolicas.

e A o
< 9
2
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Figura 40. Corte de S con el plano y = 0, realizado por Alexandra.

En la figura 41 mostramos la representacion grafica del corte de S con el plano y = 0 realizado
por Alexandra en el cual, tampoco considerd algun punto de paso para poder graficarla. En la
representacion grafica de dicha parabola, una de sus ramas se inclind hacia el semieje positivo
del eje X. Tampoco se evidencia que Alexandra haya utilizado la propiedad de simetria de los

puntos de la representacion grafica de la parabola respecto a su eje focal.

sTT




En la figura 42 observamos el tratamiento en el registro algebraico y gréfico realizado por
Alexandra para representar el corte de S con el plano z = 0. Se observa que Alexandra no
escribié de forma correcta la ecuacion de la superficie S, lo cual se evidencia al notarse el
valor de z = 0 elevado al cuadrado. De forma anéaloga a los casos anteriores, Alexandra
determind un centro representado por C(0, 0, 0) y el valor de un radio r = 0, lo cual podria
corresponder al anélisis de un problema anterior relacionado con la circunferencia como lugar

geométrico. Alexandra en realidad obtuvo la interseccion del cono representado por

2 2
X L .-
z° =Z+y3 con el plano z = 0, en cuyo caso coincide con el corte de la superficie S con

dicho plano al ser la interseccion el origen de coordenadas.

Y2 4YZ — 0o
- % 9\)(L—+‘— Ayz -Q
\(/7: + _\_./f = o ( i/\ '( ) ])
o S
4 3 2 (] 3 4 5 \f

Figura 42. Registro algebraico y grafico del corte de S con el plano z = 0, realizado por Alexandra.

De acuerdo al andlisis a priori del item (a), los estudiantes obtuvieron las unidades
significantes de las variables visuales de dimension 1 correspondientes a curvas abiertas
(parébolas) y de dimension 0 (vértice de la superficie), lo cual les permitidé realizar la
conversion del registro algebraico al registro grafico. Sin embargo, las representaciones
gréficas de las parabolas realizado por Alexandra no fueron realizadas de forma correcta, ya
gue no considerd algun punto de paso distinto al vértice para representarlas graficamente, lo
cual pudo haberle permitido realizar conexiones posteriores entre la representacion grafica de
dichas variables visuales (pardbolas) con otras (elipses), y finalmente con la representacion
gréfica de la superficie S. Asi mismo, ninguno de los estudiantes indicé en sus procedimientos
que el corte de S con el plano z = 0 representa al vértice comun de las representaciones de
ambas parabolas, ni indicaron que los vértices de las representaciones de ambas parabolas son

concurrentes en un mismo punto: el vértice del paraboloide.
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Cabe resaltar el hecho que Jacinta haya representado graficamente, rectas paralelas a los ejes
cartesianos para representar puntos de paso en el sistema coordenado candnico, lo cual no

estuvo contemplado en nuestro anlisis a priori.

item (b)

b) Cortes de S con dos planos diferentes a los indicados en (a). Luego grafique dichos

cortes en los sistemas coordenados dados.

El objetivo de este item es lograr que los estudiantes, mediante tratamientos en el registro
algebraico de la superficie S, obtengan las representaciones algebraicas de dos curvas
cerradas, las cuales deberan representar en el registro grafico, y mediante modificaciones

posicionales de rotacion, deben representar las curvas en el plano (R?) y el espacio (R).

Analisis a priori del item (b)

Consideramos a priori que los estudiantes, previamente, deben reconocer que los dos planos

de corte pedidos deben ser paralelos al plano z = 0, y deben alejarse de dicho plano en el

sentido del semieje positivo del eje Z. Para ello, pueden considerar alguno de los siguientes

dos argumentos:

e Al notar las representaciones graficas de las curvas abiertas (parabolas) realizadas en

el item (a), puede percibirse que los puntos de la superficie se alejan del plano z = 0,
por lo cual los planos de corte deben tener la forma z =k, donde k > 0.

e Dado que el segundo miembro de la ecuacion de la superficie S representado por

2 2
X ! o . .
Z:Z % es una cantidad positiva para cualquier valor de x e y, la variable
cartesiana z solo puede tomar valores positivos, por lo cual los planos de corte deben

tener la forma z =k, donde k > 0.

En virtud a lo expuesto, esperamos que los estudiantes elijan por conveniencia el plano de
corte z = 1 para realizar uno de los cortes pedidos, ya que dicho plano contiene a los puntos
representados por A(0, 3, 1) y B(2, 0, 1), los cuales son puntos de paso de las representaciones
de las dos paradbolas previamente graficadas, y asi poder realizar la correspondencia entre los

puntos comunes que deben tener las representaciones graficas de ambas curvas.
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El segundo plano de corte puede ser z = 2, pudiendo ser cualquier otro de la forma z = K,
donde k > 0, ya que las pardbolas previamente graficadas se extienden alejandose del origen
de coordenadas y en la direccidn del semieje positivo del eje Z.

Podria ocurrir que, los estudiantes no consideren las representaciones graficas del item (a)
para seleccionar los planos de corte, ni las propiedades de los nimeros reales para los valores
de la variable cartesiana z. Al no tener restricciones sobre los valores de k, podrian también
ser negativos y al realizar los cortes con planos por debajo del semieje positivo del eje Z, no
obtendrian puntos de la superficie (conjunto vacio), por lo cual tendrian que elegir otro(s)
plano(s) de la forma z = k, con valores de k > 0.

Esperamos que los estudiantes, al considerar los planos de corte z =1,y z = 2, realicen los
siguientes tratamientos en el registro algebraico:

Representacion algebraica del corte de la superficie S con el plano z = 1:

l:X_2+y_2
4 9

2 2
LA
Pin 3°

Lo cual corresponde a la representacion grafica de una elipse contenida en el plano z = 1, con

=1

centro en C(0, 0, 1), y cuyo eje focal es paralelo al eje Y.
Coordenadas de los vertices:

V1i=(0,-3,1),V2=(0,3,1)
Coordenadas de los extremos del eje menor:

B1=(-2,0,1), B2=(2,0, 1)
Creemos que los estudiantes, deberian percibir que los puntos representados por V2 y A son
coincidentes, del mismo modo que los puntos B2 y B. Los puntos A y B son representaciones
de puntos de paso de las parabolas graficadas en el item (a), con lo cual se espera que los
estudiantes reconozcan que los vértices y los extremos del eje menor de la elipse son puntos
de paso de las graficas de las parabolas, lo cual corresponde al desarrollo de la aprehension
discursiva del paraboloide.

Representacion algebraica del corte de la superficie S con el plano z = 2:

2 2
2:X_+y_
4 9




Ecuacion que corresponde a la representacion algebraica de una elipse contenida en el plano
z = 2, cuyo centro es representado por C(0, 0, 2), y eje focal paralelo al eje Y.

Coordenadas de los vértices:
v1=(o,—3ﬁ,2),v2 =(0,3J§,2)
Coordenadas de los extremos del eje menor:

Bl:(—zﬁ,o,z),szz(zﬁ,o,z)

En la figura 43, mostramos las representaciones graficas de las dos variables visuales de

dimension 1 (elipses) que se espera los estudiantes deberian poder graficar.

Figura 43. Gréfica de los cortes elipticos proyectados en el plano XY y en el espacio

En la figura 43 observamos que las representaciones de los ejes focales de las elipses
proyectadas en el plano XY son paralelas al eje Y, propiedad la cual también debe mantenerse

en la grafica de dichas rectas en el espacio, representadas por las rectas Ly y L.
Analisis a posteriori
item (b)

Estudiante Jacinta

En la figura 44 observamos los tratamientos en el registro algebraico realizados por Jacinta
para representar los cortes de la superficie S con los planos z = 1y z = 2, identificd los cortes
obtenidos como representaciones algebraicas de elipses con ejes focales paralelos al eje Y, y
obtuvo los valores de las constantes a y b para uno de ellos, los cuales facilitaran su

representacion grafica.

Tesis publicada con autorizacion del autor



2> :l_& "’kdz
4 9 =4
2 2 o= 3
0 - A+ ‘
s ;Zr:_:_z "_‘jq__ At= 3.2 Q2 b= 202
A= X% *’,‘il
8 8

Figura 44. Cortes de S con dos planos paralelos al plano z = 0, realizado por Jacinta.

En la figura 45 observamos que Jacinta ha reconocido las unidades significantes
correspondientes a las variables visuales vértices, extremos del eje menor, centro y eje focal,
de la variable visual elipse, lo cual le permitio realizar la conversion del registro algebraico al
registro gréafico, y representar en el registro grafico los cortes elipticos en el plano cartesiano y
en el espacio. Lo mas resaltante es que Jacinta utilizo el eje focal y normal de cada elipse para
poder trazar cada curva cerrada, asi como el uso de colores diferentes en su representacion

gréfica.

23

Figura 45. Gréfico de los cortes de S con los planos z = 1, z = 2 realizado por Jacinta.

Como apreciamos en la figura 45, Jacinta graficé los ejes focales y normales de cada una de
las elipses en el espacio, y en cada uno de ellos y desde sus centros midio las distancias a y b
para representar los vértices y extremos del eje menor en dichos ejes, dichos puntos

constituyen las variables visuales que le permitieron graficar cada elipse en el espacio.
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Estudiante Alexandra

En la figura 46 mostramos el tratamiento en el registro algebraico realizado por Alexandra
para representar los cortes de los planos z = 1, z = 2 con la superficie representada por

2 2
z? = +—3g , la cual es la representacion algebraica de un cono eliptico. La representacion

del corte del cono con el plano z = 1, coincide con el obtenido por Jacinta, pero en la
representacion del corte del cono con el plano z = 2, se obtiene una elipse con dimensiones

mayores que el obtenido por Jacinta, debido a que el factor que afecta a las longitudes de los

ejes mayor y menor de cada corte es |z| en lugar de Jz.

/Y 2=0
z= =
: A E =% 71‘\_,’,2# L? ?l‘
2 9 M
2 = 4
.\/2 + 1:2, - | ‘/_?_*\;— : 2
Ta 4 4 S
Q'—:‘z /Y o ) )
C_:“ / 15 11%
a®-6 Vv :
( ‘O:/) "J'.)
t lo-_)

Figura 46. Cortes de S con dos planos paralelos al plano z = 0, realizado por Alexandra.
Como apreciamos en la figura 46, las longitudes de los semiejes mayor y menor de la elipse

obtenida del corte de Sconel planoz=2 son a=6 y b=4, en lugar de a:S«/Ey b=2\2
Posteriormente, Alexandra explico que transcribid, de forma incorrecta, la ecuacion de la
superficie S la cual estaba en el reverso de la ficha de actividades. Cabe indicar que Alexandra
solo tabuld valores de z positivos en su ecuacion, ya que al estar dicha variable elevada al

cuadrado, no existirian restricciones para z.

En la figura 47 apreciamos la representacion de los cortes de la superficie S con los planos
paralelos al plano z = 0, los cuales son los mismos planos que escogi6 Jacinta. Sin embargo,
es notoria en dicha representacion grafica el contraste entre las dimensiones de la
representacion del corte eliptico de S con el plano z = 2 graficado por Alexandra en
comparacion al obtenido por Jacinta (figura 45), lo cual podria generar dificultades a la

estudiante Alexandra al graficar la superficie S, ya que las representaciones graficas de las
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parébolas podrian no intersectar a las representaciones graficas de las elipses. Si los términos
de la representacion algebraica de una variable visual cambian, la representacion grafica
también varia, y en el caso de Alexandra, la elipse representada por la ecuacién

2 2

i(_6+;/_6 =1;z =2, no es una variable visual de la representacion grafica de la superficie S.

Figura 47. Gréafico de los cortes de S con los planos z = 1, z = 2 realizado por Alexandra.

En el analisis a priori hemos previsto que los estudiantes deberian obtener las coordenadas de
los vértices y los extremos del eje menor para luego graficar la curva que pase por dichos
puntos, los cuales en nuestro estudio constituyen las variables visuales de las curvas cerradas,
pero Alexandra y Jacinta optaron por representar los puntos de interseccion de las elipses con
el eje focal y el eje normal por medio de los valores de a y b medidos desde el centro de la

elipse, lo cual es un procedimiento equivalente y no contemplado en nuestro analisis a priori.

item (c)

C) A partir de las representaciones graficas de los cortes de la superficie S con los planos
indicados en los items anteriores, bosqueje la grafica de dicha superficie e indique a qué plano

pertenece cada corte. Identifique dicha superficie.

El objetivo de este item es que los estudiantes representen graficamente el paraboloide S a
partir de sus variables visuales de dimension 0 (vértice) y dimension 1 (curvas abiertas y
cerradas) y dimension 2 (los planos de corte) los cuales contienen a las curvas abiertas y

cerradas. Para ello, es necesario que los estudiantes hayan desarrollado todos los items
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anteriores, y consideren las propiedades de simetria de las representaciones gréaficas de las
secciones conicas respecto a sus ejes focales, asi como los puntos de interseccion entre las

curvas abiertas y cerradas.

Anélisis a priori del item (c)
A priori, creemos que las posibles soluciones que los estudiantes realizarian son:
El orden en el cual los estudiantes grafican las variables visuales (seis posibilidades):

Graficar las parabolas, el vértice y las elipses en el registro grafico.

Graficar las parabolas, las elipses y el vértice en el registro gréfico.

Graficar el vértice, las pardbolas y las elipses en el registro gréfico.

Graficar el vértice, las elipses y las parabolas en el registro grafico.

Graficar las elipses, el vértice y las parabolas en el registro gréafico.

Graficar las elipses, las parabolas y el vértice en el registro gréafico.
Asi mismo, el orden de las representaciones graficas entre cada par de parabolas y cada par de
elipses puede variar. Creemos que los estudiantes graficarian las variables visuales en el orden
establecido en la actividad:

Graficar las parabolas, el vértice y las elipses en el registro gréafico.
Asi mismo, pensamos que los estudiantes identificarian las representaciones de los puntos de
interseccion entre las curvas abiertas y cerradas, los cuales representarian el vértice del
paraboloide y los extremos de los ejes mayor y menor de la representacion grafica de cada
elipse.
Luego, esperamos que los estudiantes identifiquen la representacion de la superficie resultante

como un paraboloide eliptico, tal como se muestra en la figura 48.




En la figura 48, notamos que las representaciones gréficas de las curvas abiertas (parabolas) y
cerradas (elipses) deben intersectarse en puntos, de lo contrario, no podria representarse la
superficie S, y menos aun, poder identificarla.

Anélisis a posteriori
item (c)

Estudiante Jacinta

En la figura 49 observamos la representacién grafica de la superficie S, realizado por Jacinta
por medio de las variables visuales graficadas en los items anteriores. Sin embargo, Jacinta no
identifico dicha superficie de forma escrita en la ficha, pero si en la entrevista realizada

posteriormente a la actividad, en la cual ella afirm6 que se trata de un “paraboloide”.

e
~N
-

Figura 49. Representacion grafica de la superficie S realizado por Jacinta.

Como observamos en la figura 49, la representacion grafica de la superficie S realizada por
Jacinta es muy similar al establecido en nuestro analisis a priori, la diferencia es el uso de
representaciones de rectas paralelas a los ejes coordenados y puntos de interseccion entre las

curvas abiertas y cerradas.

En la entrevista, se preguntd a Jacinta si al no haber considerado en la grafica dichos puntos
de interseccion, hubiera sido posible representar la superficie, por lo que Jacinta no pudo
explicar la razén de su procedimiento. Tampoco indic6 el orden en la que fueron

representadas las curvas abiertas y cerradas.
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Estudiante Alexandra

Dado que Alexandra representd graficamente un corte eliptico de dimensiones mayores, tuvo
dificultades para graficar la superficie (figura 50) ya que al no contar con representaciones de
puntos de paso (variables visuales) para realizar las representaciones graficas de las parabolas,
no pudo establecer conexiones entre las representaciones de las curvas abiertas (parébolas) y

las curvas cerradas (elipses).

Figura 50. Gréfica de la superficie S realizado por Alexandra.

En la zona izquierda de la figura 50, observamos un esbozo previo de la superficie. En la
entrevista posterior al desarrollo de la actividad, Alexandra afirm6é que, debido a la
orientacion de las representaciones de las parabolas, la superficie representada debia tener la
forma de un “tazén”, lo cual le permitié graficarla, pero no pudo identificarla en forma

apropiada.

Asi mismo, vemos que sélo las curvas cerradas presentan propiedades de simetria respecto a
sus ejes focales y normales. Las curvas abiertas no intersectan a las curvas cerradas, lo cual es
evidente en el punto B de la gréafica de la parabola contenida en el plano x = 0, con respecto al
punto A de la grafica de la elipse contenida en el plano z = 2, por lo tanto concluimos que

Alexandra no grafico superficie alguna.

item (d)

d) ¢Existen restricciones para alguna(s) de las variables de la ecuacion de la superficie S?

Justifique su respuesta.
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El objetivo de este item es que los estudiantes, al tener las representaciones algebraicas y
graficas de la superficie S y sus variables visuales, desarrollen sus aprehensiones para
identificar la variable cartesiana sujeta a restricciones, e indicar los valores que puede tomar

dicha variable cartesiana.
Anélisis a priori del item (d)

Esperamos a priori, que los estudiantes consideren dos alternativas para responder la pregunta
de este ftem: interpretar mediante lengua natural las zonas del espacio (R®) donde no existe
superficie por medio de restricciones a una de las variables x, y, z; la otra posibilidad es
realizar tratamientos en el registro algebraico al aplicar propiedades de los nimeros reales y

determinar, mediante solucion de desigualdades e inecuaciones, las restricciones respectivas.

Esperamos que los estudiantes expresen sus respuestas de forma similar a cualquiera de los

siguientes registros:
Registro en lengua natural:

En la representacion grafica del paraboloide, se observa que posee un vértice en el
origen de coordenadas, y por debajo del plano z = 0 no existe puntos en la
representacion de la superficie, ya que cualquier plano de la forma z = w, donde w < 0

no la intersectara. Por lo tanto: z > 0.

2 2

Registro algebraico: Vx,yeR: XT +yg >0 ..z>0

Para que los estudiantes respondan esta pregunta, creemos que deben haber articulado sus
aprehensiones perceptiva por medio del reconocimiento de la variable visual Regi6n de R®
donde existe superficie, y operatoria al realizar tratamientos en el registro grafico al indicar
qué planos de corte no generan intersecciones, por lo cual concluimos al indicar que, si se

logra todo esto, los estudiantes han visualizado al paraboloide.

Podria darse el caso que los estudiantes, en lugar de utilizar propiedades de los nimeros
reales, verifiquen que si la ecuacion de la superficie S para valores puntuales (enteros) y

positivos de z, se obtiene:
2 2
X
—+y—20, entonces z>0,
4 9

es decir, parten de lo particular a lo general, lo cual seria una verificacién o comprobacion, lo

cual es aceptable ya que no se les exige realizar una demostracion rigurosa.
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Anélisis a posteriori
item (d)

Estudiante Jacinta

En la figura 51, mostramos el registro de lenguaje natural utilizado por Jacinta para

determinar las restricciones de la variable z en la ecuacion del paraboloide S.

St hay  fodfvyccko gl ,

N

%

Si hay  edriccwonl g voldr o 2 A0
pecte. R f rogoh'vo o Gead S

po A X o var € AL ooks . ol M J (G
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Figura 51. Restricciones de la variable cartesiana z en la superficie S obtenido por Jacinta.

Jacinta se apoyo en el registro grafico de la superficie para responder la pregunta propuesta, al
no ver representaciones de curvas por debajo del plano XY, expresé en lenguaje natural que la
variable z no puede adoptar valores negativos ya que “no podria formarse nada”. Jacinta
desarrollé su aprehension perceptiva al reconocer las restricciones de z a partir de la
representacion grafica del paraboloide, incluso realizé un bosquejo de la superficie en su
procedimiento, pero no desarrollé una justificacion formal, por lo cual podemos afirmar que

Jacinta estuvo en proceso de visualizacion.

Estudiante Alexandra

Alexandra, en contraste con Jacinta, realizo tratamientos en el registro algebraico del cono

2 2

T X .
eliptico representado por z? =Z+y3' al tabular solo valores negativos puntuales para

realizar cortes del cono con los planos z = -1y z = -2, ya que los planos de corte de la forma
z = k considerados en el item (b) (los planos z =1y z = 2) y el valor nulo tabulado en el item a
(el plano z = 0) no le generaron restriccion alguna para la variable z en su ecuacién. Sin

embargo, pensamos que el analisis realizado por tabulacién de valores puntuales y enteros, no
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es totalmente valido para todo tipo de expresiones algebraicas, y hubiese sido mas
conveniente utilizar propiedades de los nimeros reales en los tratamientos del registro

algebraico. Alexandra afirm6 que “z puede ser cualquier nimero”, tal como se muestra en la

figura 52.
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Figura 52. Restricciones de la variable z en la superficie S obtenido por Alexandra.

Dado que Alexandra no articulé sus aprehensiones perceptiva y operatoria, concluimos que en

esta actividad en particular, Alexandra no visualizd al paraboloide representado por

XZ y2 X2 y2
z ="+, nial cono eliptico representado por z* = Z+3'

De acuerdo al procedimiento realizado por Alexandra, creemos que en réplicas futuras de la
actividad 1, la ecuacion del paraboloide debe estar presente en todas las paginas de la ficha de

la actividad, o en caso de ser realizada en un aula, deberia ser escrita en la pizarra para evitar

dificultades en sus transcripciones.

ACTIVIDAD 2:
Obtencion de la ecuacion de un paraboloide dada su representacion gréafica.

Abra el archivo: Actividad_2.ggb




a) Los puntos C; y C, son centros de las curvas cerradas T1 y T2, respectivamente. Escriba las
coordenadas de los puntos A y B (valores exactos), y explique su procedimiento.

b) Identifique la forma de las curvas cerradas T1 y T2, y luego escriba sus ecuaciones. Justifique su
procedimiento.

c) Realice cortes de S con los planos X = 0, y = 0, e indique qué herramienta de Geogebra utilizé. ;Qué
forma tienen los cortes obtenidos? Explique.

d) Escriba las ecuaciones de los dos cortes obtenidos en la parte (c). Explique su procedimiento.
Sugerencia: Para obtener puntos de paso de cada corte pedido, puede utilizar los puntos de
interseccion de dichos cortes con las curvas T1 o T2.

e) Con las ecuaciones de los dos cortes obtenidos en la parte d) y una de las ecuaciones de las curvas
cerradas (T1 o T2) obtenidas en la parte b), obtenga la ecuacion de la superficie cuadrica S.

Nota: En los anexos se encuentra la secuencia en forma integra

Esta actividad consta de cinco items a, b, c, d, e, los cuales seran analizados en tres bloques I,
I1'y 11, dado que los items a y b (bloque I) son secuenciales del mismo modo que los items ¢

y d (bloque II). El blogue 111 estad conformado Unicamente por el item e.

La finalidad de esta actividad consiste en que los estudiantes realicen una secuencia de
tratamientos y modificaciones en el registro grafico del paraboloide, para desarrollar sus
aprehensiones perceptiva, secuencial y operatoria, las cuales les permitiran identificar
variables visuales y sus correspondientes unidades significantes, realizar la conversion del

registro gréafico al registro algebraico y obtener la ecuacion del paraboloide.
De esta manera, esta actividad busca lograr los objetivos especificos de nuestra investigacion:

Identificar las variables visuales del paraboloide y sus correspondientes unidades

significantes.
Identificar las aprehensiones en el registro grafico que desarrollan los estudiantes.

Analizar en el registro grafico las articulaciones entre las aprehensiones que desarrollan los

estudiantes.
Las variables micro—didéacticas asociadas a esta actividad son:

111
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Representacion gréafica de la superficie.
Representacion de variables visuales de la superficie
Posicion relativa entre el plano de corte y el eje del paraboloide.

Bloque |

Abra el archivo: Actividad_2.ggb (ver figura 53)

Figura 53. Archivo en Geogebra 3D para la actividad 2.

a) Los puntos C; y C, son centros de las curvas cerradas T1 y T2, respectivamente. Escriba las
coordenadas de los puntos Ay B (valores exactos), y explique su procedimiento.

b) Identifique la forma de las secciones T1 y T2, y luego escriba sus ecuaciones. Justifique su
procedimiento

La finalidad de este bloque es que los estudiantes puedan identificar las variables visuales del
paraboloide representados por los cortes T1y T2, asi como obtener las coordenadas de los dos
puntos de paso A y B en la vista grafica de Geogebra 3D, para determinar sus respectivas
representaciones en el registro algebraico, y asi analizar cémo los estudiantes realizan la

conversion del registro grafico al registro algebraico.

Las herramientas del software Geogebra 3D, permitiran a los estudiantes realizar tratamientos
y modificaciones en la representacion grafica del paraboloide ya que, el desarrollo de la
aprehension perceptiva, no es suficiente para identificar la forma de las representaciones de
las curvas Tl y T2, por lo cual es necesario que los estudiantes desarrollen otras
aprehensiones.

112
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Andlisis a priori del bloque |

Pensamos a priori que en el bloque 1, los estudiantes al abrir el archivo Actividad_2.ggb en
Geogebra 3D, reconoceran que las representaciones de los puntos A y B estan situados en los
planos z = 1y z = 2, respectivamente. Para ello, deben realizar modificaciones posicionales

de rotacion de la Vista Gréafica 3D al utilizar la herramienta Rota la Vista Grafica 3D tG) tal

como mostramos en la figura 54.
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Figura 54. Rotaciones en la representacién grafica del paraboloide.

Asi mismo, las componentes x e y de cada punto A y B estan representados en la vista grafica
por medio de sus respectivas proyecciones sobre los ejes cartesianos X e Y, por lo cual
esperamos que las unidades significantes (coordenadas) de cada una de esas variables visuales

(puntos A 'y B) obtenidas por los estudiantes sean las siguientes:

A:(ﬁ,l,l), B:(ﬁ,l, 2)

Tesis publicada con autorizacion del autor



Podria ocurrir que los estudiantes obtengan en forma directa las coordenadas de los puntos A
y B, sin realizar algun tipo de tratamiento ni modificacion en el registro grafico, ya sea por
medio de la opcion valor de cada punto A y B con la opcion para mostrar las coordenadas
mediante el clic derecho del mouse en cada punto, o a través de las opciones de la Barra de
Estilo. Sin embargo, el software Geogebra no expresa en forma indicada las raices cuadradas
como notacion simbdlica, por lo cual las coordenadas de los puntos A y B obtenidas por esta

modalidad quedarian expresadas de la siguiente forma:

A=(17311), B=(26512)

Dado que se les pide valores exactos en las componentes de cada punto A y B, el método
indicado no es apropiado para la ejecucion de la tarea solicitada.
En el item (b), a priori, esperamos que los estudiantes roten la Vista Grafica 3D y puedan

reconocer que las curvas cerradas T1 y T2, corresponden a circunferencias cuyos centros estan

representados por los puntos C,(0,0,1)yC,(0,0,2), respectivamente, cada una de ellas

contenidas en los planosz=1y z= 2.

En la figura 55 mostramos que la representacion del plano XY, se proyecta en forma paralela
al plano de la Vista Grafica 3D, y podemos identificar las formas de las curvas cerradas T1 y
T2, ya que sus proyecciones en dicho plano se muestran en verdadera magnitud, son

conceéntricas y cualquier punto de cada curva equidista del centro.

Figura 55. Forma de las curvas cerradas T1y T2.

A todo esto, podemos afiadir un caracter dindmico a la disposicién mostrada en la figura 55 al
rotar toda la vista grafica en torno al centro y alrededor del eje Z (proyectado en forma
perpendicular al plano), lo que equivale a trazar una circunferencia en un papel
manteniéndose fijo el compas y rotar el papel alrededor del centro, procedimiento el cual es

facilmente reconocido por los estudiantes.
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Luego, al conocer las coordenadas de los centros de cada circunferencia, creemos que los
estudiantes pueden considerar como puntos de paso a los puntos A y B con la finalidad de
obtener el radio de cada circunferencia y, por medio del plano al cual pertenecen cada uno de
los cortes, los estudiantes estarian en condiciones de poder determinar las ecuaciones de cada
una de dichas circunferencias, para lo cual creemos que ellos deberian realizar el siguiente
tratamiento en el registro algebraico:
Ecuacion de T1:

Forma de la ecuacién de T1 expresada como la interseccién de un cilindro circular

recto representado por Sl:(x—h)2+(y—k)2 =r?, con un plano 7 perpendicular al
eje del cilindro representado por 7:z=w

Tl;{(>“h)2+(>’—'<)2=r2

Radio de T1: r = \/(ﬁ—o)z +(1-0 +(1-1) =2,

2 2
de donde: Tl:{x Ty =4

Ecuacion de T2:
Forma de la ecuacion de T2 expresada como la interseccion de un cilindro circular

recto representado por S, :(x—h)2+(y—k)2 =r?, con un plano 7 perpendicular al
eje del cilindro representado por z:z=w

Tl;{(x‘r‘)sz(B’—'<)2=r2

Radio de T2: r=\/(\/7—0)2+(1—0)2+(2—2)2 N

2 2

de donde: TZ:{X ty =8
72=2

En este sentido, esperamos que los estudiantes obtengan las representaciones cartesianas de
las curvas cerradas T1 y T2 mediante la conversion del registro grafico al algebraico, lo cual
permitira que, conjuntamente con las ecuaciones de las curvas abiertas del bloque Il, tengan
informacion pertinente para poder obtener la ecuacion de la superficie S.

Pensamos que, durante los tratamientos en el registro algebraico, los estudiantes podrian

presentar dificultades en torno al calculo del radio de cada circunferencia, representadas por
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T1 y T2, ya que si las coordenadas del centro y un punto de paso de cada curva no estan
expresados de forma correcta, los radios también podrian resultar incorrectos.

Creemos ademas, que las representaciones algebraicas de cada una de las circunferencias
representadas por T1 y T2, debe ser expresada como la interseccion de las representaciones
algebraicas de dos superficies, en nuestro caso, la interseccion de un cilindro circular recto
con un plano perpendicular a su eje, por lo cual podria ocurrir que los estudiantes, den como

respuesta la ecuacién de un cilindro en lugar de la ecuacion de una circunferencia.
Andlisis a posteriori del Bloque |

Estudiante Jacinta

En la figura 56 presentamos el procedimiento realizado por Jacinta para obtener las
coordenadas de los puntos A y B.

A (3, A PHNQAO Vi W8 PSS a. osran
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Figura 56. Coordenadas de los puntos A y B obtenidas por Jacinta.

Jacinta realiz6 modificaciones posicionales de tipo rotacion en la Vista Grafica 3D mediante
la herramienta Rota la vista grafica 3D de Geogebra. Al indicar en la figura 56 “me salio los
puntos A y B en lineas rectas y me sale cuanto vale z en el punto A 'y B”, quiso decir que giré
los ejes cartesianos de tal manera que el plano YZ se vea en forma paralela a la pantalla del
monitor, y el eje X se proyecte en forma perpendicular, en esa disposicion, las
representaciones graficas de las circunferencias representadas por T1 y T2 estan proyectadas
como segmentos paralelos, de esta manera sus respectivos diametros (a los cuales Jacinta
denomina lineas) estan en verdadera magnitud. La interseccién de las representaciones
gréficas de dichos diametros con el eje Z, son los centros de cada circunferencia, lo cual pudo
deducir Jacinta en su procedimiento.

En la figura 57 mostramos el reconocimiento de las curvas representadas por T1 y T2,
realizado por Jacinta, las cuales representan circunferencias, y las expresa como la
representacion algebraica de las intersecciones de cilindros circulares rectos o de revolucién

conlosplanosz=1yz=2.
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Figura 57. Ecuaciones de las curvas T1 y T2 obtenidas por Jacinta.

En la figura 58, Jacinta explic6 el procedimiento para determinar los radios de cada
circunferencia: represento en la Vista Grafica de Geogebra 3D los planosz =1y z = 2, los

cuales, pensamos que fueron realizados mediante la herramienta Plano por tres puntos =,
luego utilizo la herramienta Representacion 2D de un objeto de Geogebra, y pudo obtener los
radios. También afirma que representd un segmento desde el centro de la circunferencia hacia
un punto de la misma, selecciond dicho segmento, luego con la Barra de Estilo eligié la

opcion Valor y pudo obtener la medida del radio.
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Figura 58. Procedimiento realizado por Jacinta para obtener los radios de T1y T2.

Sin embargo, el software Geogebra no expresa valores exactos o en forma simbdlica de
nameros irracionales, por ello el radio de la circunferencia representada por T2, hallado por

Jacinta es 2.83 (ver figura 57), que es el valor indicado por el software Geogebra, en lugar de

242 que es el valor exacto esperado a priori, lo cual podria generar errores en la obtencion de

la ecuacion de la superficie S por redondeo decimal. Es importante indicar que el valor

obtenido es tedrico, y en la realidad el trazado de una forma circular de 4«/§m de diametro se
realiza con aproximacion dependiendo del instrumento de medicion y la necesidad requerida.
Podemos afirmar que Jacinta, en este bloque de la actividad 2, desarroll6 aprehensiones
perceptiva, operatoria y secuencial de las variables visuales representadas por las curvas T1y
117
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T2. Podemos afirmar que Jacinta articulé dichas aprehensiones y estuvo en un proceso de

visualizacién en avance.

Estudiante Alexandra

En la figura 59 mostramos el procedimiento realizado por Alexandra.

1) Sconae 105 pUvIos WY O \ow At G, eyn\0
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Figura 59. Coordenadas de los puntos A y B obtenidas por Alexandra.

Como observamos en la figura 59, Alexandra no realiz6 tratamientos en el registro grafico ni
modificaciones en la Vista Grafica 3D para determinar la tercera componente de las
coordenadas de los puntos A y B. Sin embargo, Alexandra explicé la secuencia a realizarse
para obtener las coordenadas de los puntos requeridos, por lo que podemos afirmar que ella
desarroll6 una aprehension perceptiva, ya que reconocio los valores de la primera y segunda
componente de las coordenadas de cada punto, a partir de la informacion del archivo de la
actividad 2, y una aprehension secuencial en su procedimiento para obtener las unidades
significantes pedidas (las coordenadas de los puntos Ay B).

Sin embargo, Alexandra no pudo obtener las unidades simbdlicas correspondientes a la
unidad significante radio de cada variable visual representada por las curvas T1 y T2, tal

como se muestra en la figura 60.
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Figura 60. Ecuaciones de las curvas T1 y T2 obtenidas realizado por Alexandra.
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Los valores numéricos \/§ y \ﬁ no corresponden a los radios de las circunferencias

representadas por T1 ni T2, son las abscisas de las coordenadas de los puntos A y B, tal como

apreciamos en la “vista desde arriba” (figura 61).

Bl e e

Figura 61. Error en reconocimiento de los radios de T1 y T2 realizado por Alexandra.

Vemos en la figura 61 que, el valor del radio de la circunferencia representada por T1 es 2, y
puede obtenerse por medio de la interseccion de la proyeccion de la representacion de la
circunferencia T1 con el eje X o el eje Y. En el caso de la circunferencia representada por T2,
pudo haberse utilizado las componentes x e y de las coordenadas del punto C, las cuales, por
ser iguales al valor 2, da como resultado el valor del radio igual a 242

Concluimos que, Alexandra no pudo obtener los valores del radio de cada circunferencia
representada por T1 y T2, lo cual podria ocasionarle dificultades al tratar de hallar la

representacion cartesiana de la superficie S.

Bloque Il

c) Realice cortes de S con los planos x = 0, y = 0, e indigue qué herramienta de Geogebra utilizo.
¢Qué forma tienen los cortes obtenidos? Explique.

d) Escriba las ecuaciones de los cortes obtenidos en la parte (c). Explique su procedimiento.
Sugerencia: Para obtener puntos de paso de cada corte pedido, puede utilizar los puntos de
interseccion de dichos cortes con las curvas T1 0 T2.

Este bloque tiene por finalidad que los estudiantes, mediante la utilizacion del comando de
Geogebra IntersecaConica, puedan representar cortes en la representacion grafica de la

superficie S con los planos x = 0, y = 0, para obtener otro tipo de variables visuales (curvas
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abiertas: pardbolas), identificar las variables visuales de dichas curvas abiertas (Vértices, ejes
focales, puntos de paso), y poder determinar la ecuacién cartesiana de cada uno de dichas
curvas. De esta manera, podriamos estudiar las aprehensiones secuencial y operatoria
desarrolladas por los estudiantes, asi como los registros de lenguaje natural y algebraico
utilizados por ellos para realizar tratamientos en los registros gréafico y algebraico del
paraboloide.

Andlisis a priori del bloque 11

A priori esperamos que en el item (c), los estudiantes utilicen el comando IntersecaCoénica
para representar graficamente los cortes de la superficie S con los planos x = 0,y = 0, e
identifiquen la forma de la representacion de cada corte obtenido.

Para ello, creemos que los estudiantes podrian las siguientes acciones:

Ingresar en la Barra de Herramientas de Geogebra 3D: IntersecaConica[x=0, S]

Forma del corte de S con el plano x = 0: Utilizar la herramienta Rota la vista grafica 3D *'—@3
(boton derecho del mouse sobre el corte obtenido) y girar la vista grafica hasta que el plano
YZ esté en posicion paralela a la pantalla de los estudiantes. Luego los estudiantes podrian
reconocer la forma de la representacion del corte obtenido expresandolo de la siguiente
manera:
Es una parabola con vértice el origen de coordenadas, y se extiende hacia el semieje
positivo del eje Z.

Ingresar en la Barra de Herramientas de Geogebra 3D: IntersecaConica[y=0, S]

Forma del corte de S con el plano y = 0: Utilizar la herramienta Rota la vista grafica 3D CG)
(boton derecho del mouse sobre el corte obtenido) y girar la vista grafica hasta que la
representacion del plano XZ esté en posicion paralela a la pantalla de los estudiantes. Luego,
de manera similar al caso anterior, los estudiantes podrian expresar la forma de la
representacion del corte obtenido de la siguiente manera:
Es una parabola con vértice el origen de coordenadas, y se extiende hacia el semieje
positivo del eje Z.
Consideramos que los estudiantes han desarrollado la aprehensién discursiva del paraboloide
para afirmar que las representaciones de las parabolas se extienden en un sentido
determinado, al haber reconocido las unidades significantes Direccion del eje y Sentido de
expansion de la superficie respecto de su vértice, con sus correspondientes unidades
simbolicas “eje Z” y “c > 07, el cual debe tener correspondencia con las representaciones

gréfica y algebraica de cada una de dichas parabolas.
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A priori, esperamos que en el item (d), los estudiantes utilicen la herramienta Interseccién E
para representar puntos de paso de las representaciones graficas de cada una de las dos
parédbolas obtenidas en el item (c), y los estudiantes puedan escribir sus ecuaciones
cartesianas, de forma analoga al trabajo realizado en el bloque I. Para ello, pensamos que los

estudiantes deberian realizar los siguientes tratamientos en el registro algebraico:
Representacion algebraica del corte de S con el plano x =0
Forma de la ecuacion cartesiana de la parabola representada por Py, expresada como la
interseccion del cilindro parabdlico representado por S, :(y—k)2 :4p(z—w) con el

plano x = 0:

Coordenadas del vértice: V(0, 0, 0)

Punto de paso: Los estudiantes al utilizar la herramienta Interseccion E entre los cortes T1y
P1, obtienen las representaciones graficas de dos puntos de paso. Creemos que los estudiantes
pueden elegir cualquiera de las representaciones de dichos puntos de paso ya que, para
determinar el valor del parametro de una parabola, es necesario, ademas de conocer las

coordenadas del vértice, las coordenadas de un punto de paso.
Por ejemplo, sea el punto representado por Q = (O, 2,1) el punto de paso elegido por los
estudiantes.
Reemplazando valores en la forma de la ecuacién cartesiana de P;:
(y=0) =4p(z-0)
(2)' =4p(1) > p=1

Consideramos que, los estudiantes deberian expresar la variable z en forma explicita en la

ecuacion de la parabola P, por lo cual su ecuacion quedaria expresada en la forma siguiente:
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Forma de la ecuacion cartesiana de la parabola representada por P,, expresada como la
. ., - s q- 2
interseccion del cilindro parabélico representado por S, :(x—h)” =4p(z—w) con el

plano y=0:

Vértice: V(0, 0, 0)

Punto de paso: Los estudiantes al utilizar la herramienta Interseccion E entre las
representaciones de los cortes T1y P, obtienen las representaciones gréficas de dos puntos de

paso. De forma analoga al caso anterior, pensamos que los estudiantes pueden elegir
cualquiera de dichos puntos, por ejemplo el punto representado por Q = (2,0,1) y deberian

realizar la misma secuencia y consideraciones del caso anterior:

(x—0)° =4p(z-0)—>(2)" =4p(1) > p=1

, X
B 4

y=0
Al obtener las representaciones algebraicas de las pardbolas representadas graficamente,
esperamos que los estudiantes desarrollen las aprehensiones perceptiva al identificar las
variables visuales representadas en el registro grafico, secuencial al utilizar comandos y
herramientas de Geogebra 3D para obtener la unidades significantes correspondientes a dichas
variables visuales (signos y coordenadas), y operatoria al realizar tratamientos en el registro
algebraico.

Mediante el andlisis de las articulaciones entre las aprehensiones perceptiva, secuencial y
operatoria en términos del marco tedrico de nuestra investigacion, podremos afirmar que la

visualizacion del paraboloide esta en progreso.

Analisis a posteriori del bloque 11

Estudiante Jacinta

En la figura 62 mostramos el procedimiento realizado por Jacinta para reconocer la forma de

las representaciones de los cortes de la superficie S con los planos x=0ey = 0.
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Figura 62. Cortes de S con los planos x=0, y=0 realizado por Jacinta.

Como mostramos en la figura 62, Jacinta previamente grafico los planos x = 0,y =0, y
mediante simple reconocimiento de las formas de las curvas que podrian obtenerse por
interseccion de superficies (aprehension perceptiva), indic6 que los cortes que pueden
obtenerse son representaciones de parabolas. Seguidamente, Jacinta utilizé la herramienta de
Geogebra 3D IntersecaConica para graficar los cortes pedidos.

Al indicar “poner click derecho y sale que figura es” en su procedimiento (ver figura 62),
vemos que Jacinta sabia que por esta accion, el software Geogebra 3D le proporcionaria en
forma directa el tipo de curva graficada, tal como mostramos en la figura 63, lo cual confirmé

su conjetura inicial. Esta accion no estaba contemplada en nuestro analisis a priori.
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Figura 63. Identificacidn por medio de Geogebra del corte de S con el plano x=0

En la figura 64 mostramos el tratamiento en el registro algebraico realizado por Jacinta para
obtener las ecuaciones de las parabolas. Como podemos observar, Jacinta no pudo identificar
la variable visual Eje focal correspondiente a la variable visual Parabola, ya que los ejes
focales de cada parabola son el eje Z, y por ende la variable z no debe estar elevada al

cuadrado en sus representaciones algebraicas.

Tesis publicada con autorizacion del autor



G 2 evCiaorel $ON

acinoe  X=O o
7
B zr =4y
= G -

P @) ~2,4> e

PO

&) = QC\(~l-\)Z ‘i v (hﬂ()

erene Ll pAdWrO valloi peroe R

Infereckan on clieondes <o or AONGAAS .

Figura 64. Ecuaciones de los cortes de S con los planos x=0, y=0 realizado por Jacinta.

Asi mismo, vemos en la figura 64 que Jacinta en su procedimiento, escribié la regla de
correspondencia de la funcion cuadréatica, lo cual indica que ella trajo a escena otro objeto

matematico el cual no tiene relacion alguna con el objeto matematico superficie cuadrica.

Mediante tratamientos en el registro algebraico, Jacinta obtuvo las expresiones z%=4x,
72 =4y, las cuales no forman parte de las representaciones algebraicas de las parabolas, asi

mismo, el procedimiento de Jacinta para obtener dichas ecuaciones no estd completo, pero
creemos que las coordenadas del punto representado por P = (0, -2, 1), fue considerado como

punto de paso para obtener las ecuaciones indicadas.

Al no obtener las ecuaciones correctas de las curvas abiertas, afirmamos que Jacinta podria
tener dificultades en los tratamientos en el registro algebraico para obtener la ecuacion de la

superficie S, ya que el grado de la variable z es 1 segun nuestro analisis a priori.

Estudiante Alexandra

En la figura 65 indicamos el procedimiento realizado por Alexandra para identificar la forma

de los cortes de la representacion de la superficie S con los planosx =0ey=0.
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Figura 65. Cortes de S con los planos x=0, y=0 realizado por Alexandra.
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Como observamos en la figura 65, Alexandra graficd los planos x = 0 e y = 0, y mediante un
simple reconocimiento visual (aprehension perceptiva), identifico la forma de las
intersecciones de la representacion de la superficie S con dichos planos. Creemos que,
Alexandra realiz6 modificaciones posicionales de tipo rotacion de la Vista Grafica 3D para
reafirmar su conjetura, sin embargo, no utiliz6 la herramienta IntersecaCénica para graficar

dichos cortes.

Alexandra no realiz6 ninguna accion adicional en este bloque 11, por lo cual pensamos que no
pudo identificar ninguna variable visual de las representaciones de las parabolas, y como

consecuencia, no pudo realizar la conversion del registro grafico al registro algebraico.

Bloque 111

e) Con la informacién obtenida en los pasos anteriores, escriba la ecuacién de la superficie S

Este bloque tiene por objetivo lograr que los estudiantes obtengan la representacion algebraica
de la superficie S, al realizar tratamientos en el registro algebraico para tal finalidad, por
medio del reconocimiento de las variables visuales y sus correspondientes unidades
significantes de dicha superficie (direccion del eje de la superficie, sentido de expansion de la
superficie, tipo de paraboloide, direccion del eje focal de las curvas abiertas), las cuales
permitiran a los estudiantes expresar la ecuacion de la superficie S con la forma de alguna de
las tres representaciones algebraicas del paraboloide, las cuales en nuestro estudio son las
siguientes:
z—w_(x=h)" (y-k)’

- - = _a 5 , Cuyo eje es paralelo al eje Z

- x—h) (z-w)’
yck:( az) +( b2) , Cuyo eje es paralelo al eje Y

B —k2 )2
Xch:(yaz) +(Z b;N) , cuyo eje es paralelo al eje X

Analisis a priori del bloque 111

Pensamos que los estudiantes, al despejar la variable z en las dos primeras ecuaciones,

podrian plantear que la representacion algebraica del paraboloide tiene la forma siguiente:
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z-w (x=h)" (y—k)’
c & " b?

dado que en el registro grafico la representacion de la superficie presenta un vértice y no
existen puntos por debajo del plano z = 0, al reconocer la unidad simbolica “z > 07
correspondiente a la unidad significante Regién de R® donde existe superficie. Creemos
ademas que, los estudiantes podrian reconocer que las curvas cerradas representadas por T1y
T2 son circunferencias, por lo cual la unidad significante Tipo de paraboloide tiene como
unidad simbdlica a/ b = 1, en consideracion a = b y el paraboloide es de tipo circular.

En virtud a nuestros supuestos, creemos que los estudiantes, para obtener la representacion
algebraica del paraboloide, deberian realizar tratamientos en el registro algebraico, para lo
cual utilizaran, segun las indicaciones de la ficha (ver anexo), las representaciones algebraicas
de las variables visuales obtenidas en los bloques I y II. Para poder lograr nuestro proposito,

esperamos que los estudiantes realicen un procedimiento similar al siguiente:

2

Representacion del corte de S con el plano x=0: z = yj

2
Representacion del corte de Sconel planoy=0: z= X?

2 2
Representacion del corte de Sconelplanoz=1: 1= XZ+yT

La forma de la ecuacién en tres variables cartesianas X, y, z de la cual, mediante tabulacion
con los cortes indicados, pueden obtenerse las ecuaciones de las tres curvas indicadas
previamente es:
2 2
z-w_(x=h) (y-k)

= +
c a’ b?

Por lo cual, esperamos que la representacion algebraica del paraboloide S obtenida por los

estudiantes sea la siguiente:

ya que es la ecuacidn en tres variables cartesianas X, y, z que satisface a las tres ecuaciones

obtenidas en los bloques | y Il. En términos de Duval (1995), se ha representado




algebraicamente una variable visual compleja a partir de representaciones algebraicas de
variables visuales de dimension menor o igual que la representada, y todo el proceso
involucrado permite afirmar que, si los estudiantes logran obtener dicho registro algebraico,
han visualizado al paraboloide.

Andlisis a posteriori del bloque 111

Ninguna de las dos estudiantes, Jacinta ni Alexandra, presentaron procedimiento alguno en
este bloque 111, y la razén ha sido identificada en el andlisis a posteriori del bloque 11, la cual

es la siguiente:

No se identificaron las variables visuales de las representaciones graficas de las parabolas. En

el caso de Jacinta, ella s6lo consider6 erréneamente las siguientes variables visuales:

Punto de paso (Jacinta considera un punto de paso P, pero no se evidencia que lo haya

utilizado en su procedimiento)
Eje cartesiano al cual es paralelo el eje focal (Jacinta no considera que sea el eje Z)

Parametro p (Jacinta indica que es positivo y es la unidad 1, pero no detalla

procedimiento para calcularlo)

Por ello, creemos que Jacinta presento dificultades para realizar tratamientos en el registro
algebraico, y por ende, dejo la ficha en blanco. Alexandra, al no tener informacion en el

registro algebraico, tampoco aport6 informacién alguna en su ficha.

Concluimos que, en esta actividad, Jacinta y Alexandra no visualizaron al paraboloide porque
no desarrollaron la aprehension perceptiva respecto a la variable visual parabola ya que, en el
caso de Jacinta, intercambio entre si las variables cartesianas de la ecuacion de los cilindros
parabolicos x> =4z, y*=4z, lo cual no le permiti6 obtener una Gnica ecuacion en tres
variables. El caso de la estudiante Alexandra fue de dificultades similares, por lo cual hemos
considerado redisefiar la Actividad 3, ya que consistia en una modificacion de la Actividad 2

para obtener la ecuacién de un paraboloide con vértice distinto del origen de coordenadas.

ACTIVIDAD 3: Unidades significantes del Paraboloide.

Abra el archivo: Superficie_S.ggb

y-12_(x-3) +(z—4)z

a) Digite en la Barra de Entrada la ecuacion de la superficie S : 5 . 5
-1 1

127
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El software Geogebra no grafica la superficie S. Vamos a representarla mediante cortes de S con
planos paralelos a los planos coordenados por medio del comando IntersecaConica.

Se pide realizar los siguientes cortes:

T1: Corte de S con el plano XY T4: Corte de S con el planoy =4
T2: Corte de S con el plano YZ T5: Corte de S con el planoy =8
T3: Corte de S con el plano XZ

¢Qué curvas se obtienen?

b) Determine los centros y vértices de las curvas cerradas, mediante los comandos:

Vértices[ <Conica> ] Centro[ <Conica> ]

Si se pretende realizar cortes de S con 2 planos paralelos a los planos coordenados, para obtener curvas
abiertas que pasen por los vértices de las curvas cerradas, ¢cuales serian las ecuaciones de dichos
planos? Explique y grafique dichos cortes.

c) Trace la recta que pasa por los centros de las curvas cerradas mediante la herramienta Recta. ¢Dicha
recta y las curvas abiertas graficadas en el paso anterior se intersectan?
¢Qué representan la recta y el punto de interseccién obtenido para la superficie?

¢Podria interpretar el significado del término negativo (—12) que aparece en el denominador del primer
miembro de la ecuacion de la superficie S?

Nota: La secuencia integra de la actividad se encuentra en los anexos.

Esta actividad consta de tres items a, b, ¢, los cuales abarcan un conjunto de tareas especificas
mediante el software Geogebra 3D, y permite a los estudiantes establecer conexiones entre las

variables visuales del paraboloide, y sus unidades significantes y simbolicas correspondientes.

En la actividad 2, las estudiantes Jacinta y Alexandra tuvieron dificultades en realizar la
conversion del registro grafico al registro algebraico, y la razén radica en no haber
identificado las unidades significantes correspondientes a la variable visual parabola. Creemos
que con esta actividad, los estudiantes podran desarrollar sus aprehensiones perceptiva,
secuencial, discursiva y operatoria, las cuales les permitiran construir significados entre los
términos de la ecuacién de la superficie cuadrica, en particular aquellas que guardan relacion

directa con las variables visuales del paraboloide, y su correspondiente representacion grafica.
De esta manera, pretendemos lograr el siguiente objetivo especifico de investigacion:

Identificar las variables visuales del paraboloide y sus correspondientes unidades

significantes.
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Las variables micro—didacticas asociadas a esta actividad son:
Ecuacion cartesiana del paraboloide
Posicion relativa entre el plano de corte y el eje del paraboloide

En esta actividad, los estudiantes deberan representar graficamente al paraboloide mediante
sus variables visuales: curvas abiertas, cerradas, vértice, eje del paraboloide, puntos de
interseccion entre las curvas abiertas y cerradas, por medio de las herramientas del software
Geogebra 3D.

item (a)

Abra el archivo: Superficie_S.ggb

= x—3)° (z-4)
a) Digite en la Barra de Entrada la ecuacion de la superficie S : y 1122 = ( 9 ) +( 6 )

El software Geogebra no grafica la superficie S. Vamos a representarla mediante cortes de S con
planos paralelos a los planos coordenados por medio del comando IntersecaConica.

Se pide realizar los siguientes cortes:

T1: Corte de S con el plano XY T4: Corte de S con el planoy =4
T2: Corte de S con el plano YZ T5: Corte de S con el planoy = 8
T3: Corte de S con el plano XZ

¢ Qué curvas se obtienen?

En este item, los estudiantes representaran graficamente la superficie del paraboloide en el
registro grafico por cortes, mediante curvas abiertas (parabolas) y curvas cerradas (elipses)

con las herramientas del software Geogebra 3D, y posteriormente, identificarlas.

Se les proporcionara a los estudiantes un archivo en Geogebra 3D, en la cual se presenta
Unicamente la Vista Grafica 3D visible y los ejes cartesianos X, Y, Z rotulados. Los demas

elementos que Geogebra 3D presenta por defecto, han sido ocultados ya que no se utilizaran.
Analisis a priori del item (a)

Esperamos a priori que los estudiantes abran el archivo proporcionado, y en la Barra de
Entrada digiten la ecuacion que representa algebraicamente a la superficie S. Podria ocurrir

que los estudiantes ingresen erréneamente los términos de la ecuacién, por lo cual se les
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recomendard que utilicen paréntesis en el caso de términos negativos, especificamente en el

denominador del primer miembro (el binomio en la variable cartesiana y).

Seguidamente, se espera que los estudiantes, segun lo indicado en la ficha (ver anexo),
grafiquen los cortes de la superficie S con los cinco planos indicados en la Vista Gréfica 3D,
al digitar la sintaxis en la Barra de Entrada de cada corte, de la siguiente manera:

T1: IntersecaConica[z=0, S]
T2: IntersecaConica[x=0, S]
T3: IntersecaConica[y=0, S]
T4: IntersecaConica[y=4, S]
T5: IntersecaConica[y=8, S]

En la figura 66, mostramos las representaciones graficas de las curvas resultantes

e y

Figura 66. Cortes de S con los planos XY, YZ, XZ,y=4,y=8

Esperamos que los estudiantes, con los conocimientos relativos a las modificaciones en la
Vista Grafica 3D u otros no contemplados en nuestro analisis a priori de la actividad 2,
realicen modificaciones posicionales de traslacidn y rotacion para identificar la forma de cada

curva obtenida.

No se requiere realizar tratamientos en el registro algebraico para validar las conjeturas
producto de las aprehensiones perceptivas de los estudiantes, dicha labor ya se ha revisado en
la actividad 1 (lapiz y papel) y han probado con eficacia que lo pueden realizar sin
inconveniente alguno, por lo cual esperamos que las curvas sean identificadas de la siguiente

manera.
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T1y T2: Representaciones de parabolas.
T3, T4y T5: Representaciones de elipses.

De esta manera, creemos que los estudiantes pueden percibir que el vértice del paraboloide no
estd ubicado en el origen de coordenadas, debido al crecimiento de las dimensiones de las
representaciones gréficas de las elipses a medida que los planos de corte se alejan del origen
de coordenadas en direccion del semieje negativo del eje de ordenadas Y, lo cual indica que la

superficie se extiende en esa direccidn, entre otras consideraciones.

Dado que las estudiantes Jacinta y Alexandra trabajaron juntas la actividad 3 y en la misma
maquina, el analisis sera realizado en forma conjunta, con excepcién de diferencias en los

procedimientos de cada ficha, en cuyo caso el analisis sera realizado de forma individual.
Analisis a posteriori del item (a)

Estudiantes Jacinta y Alexandra

Ambas estudiantes brindaron las mismas respuestas en este item, no obstante, el ingreso de la
ecuacion del paraboloide en la Barra de Entrada se realizé de forma incorrecta, por lo cual
graficaron otra superficie S’, tal como se muestra en la figura 67. Cabe indicar que las

estudiantes activaron la Vista algebraica, lo cual no interfirio en el desarrollo de la actividad.

€7 Superficie_S.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Ll polo]<fNfed =] +)

~ Vista Algebraica X |~ Vista Grafica 3D

v oanw | of

=|li=l> =

Conlca e

®c =i

®d - /u/‘/

® e *2] 2,/

®g (3,0,4 5 / < N <
Namero 7 il S '? - ; L ’2’5’
®z=1 20 277 fon b oo oo
Paraboloide ' 95 4 s y I

$:-0.111x2 - 0.063z L ) 2 i I =

< m »

Entrada: S: y-12/-12=(x-3)%9 + (z-4)*16

Figura 67. Cortes de S’ con los planos XY, YZ, XZ, y=4

Tesis publicada con autorizacion del autor



Dado que —12/-12 =1, el paraboloide graficado por los estudiantes fue representado por:

(x=3)° (z-4)
9 16

Shiy+l= +

por lo cual fue necesario modificar la sintaxis de la ecuacion de la superficie S, en particular,
el término del primer miembro de la ecuacion por medio de paréntesis, tal como se habia

previsto en nuestro analisis a priori.

Cabe afiadir que las representaciones de los cortes obtenidos por los estudiantes no han sido
rotulados debidamente, por lo que el software Geogebra 3D los nombr6 por defecto como c,
d, e, f, g, tal como se aprecia en la vista algebraica (ver figura 67). El corte g (correspondiente
a la curva T5) es el mismo que el corte e (correspondiente a la curva T3), ya que los

estudiantes realizaron nuevamente el corte de S con el planoy =0, no cony = 8.

Las estudiantes se percataron de la falta de un corte, cerraron el archivo y lo reabrieron, e
ingresaron esta vez la ecuacion del paraboloide en la forma correcta, tal como mostramos en

la figura 68. No obstante, el corte de S con el plano z = 0 se realizé dos veces.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

BllALAx]>- | Dle]e]4]0]) <N <)

v Vista Algebraica ™ | v Vista Grafica 3D
= ||zl O~

vAv‘F.A

z? +0.667x - 0.083y +0.:

Entrada: S: (y-12)I(-12)= (x-3)zl9+(z-4)‘I16| I

Figura 68. Cortes de S con los planos indicados realizado por las estudiantes.

En la figura 69, mostramos las formas de las curvas T1, T2, T3, T4 y T5, identificadas por las

estudiantes se muestran.
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Figura 69. Identificacion de los cortes por las estudiantes.

En esta actividad, las variables visuales del paraboloide han sido identificadas por los

estudiantes en forma correcta, tal como se habia previsto en el analisis a priori de este item.

item (b)

En este item, pretendemos que los estudiantes determinen las representaciones algebraicas de
los planos de corte del paraboloide, representen graficamente pardbolas que pasen por los
vertices de las curvas cerradas (elipses), y comprueben que efectivamente, las curvas abiertas
y cerradas se intersectan en puntos de la superficie. Los estudiantes deben representar en la

Vista Grafica 3D dichos cortes y explicar como los obtuvieron.

b) Determine los centros y vértices de las curvas cerradas, mediante los comandos:

Vértices[ <Conica> | Centro[ <Cénica> ]

Si se pretende realizar cortes de S con 2 planos paralelos a los planos coordenados, para obtener curvas
abiertas que pasen por los vértices de las curvas cerradas, ¢cudles serian las ecuaciones de dichos
planos? Explique y grafique dichos cortes.

Analisis a priori del item (b)

Pensamos a priori que, los estudiantes, de acuerdo a sus conocimientos adquiridos en el curso
Matematicas 1, conocen anticipadamente gque la representacion grafica de la pardbola presenta
un solo vértice y no posee centro, por lo que no tendra sentido utilizar el comando del
Geogebra “Centro [<Conica>]" para las representaciones de las pardbolas, por esa razon,
solo se pide los elementos de las curvas cerradas. Creemos ademas que, los estudiantes, al
utilizar el comando del Geogebra “Vértices [<Conica>]“ para una elipse, esperan obtener
s6lo dos Vértices, sin embargo el software Geogebra también considera a los puntos extremos

del eje menor de una elipse como vértices, por lo cual dicho comando les dard las
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representaciones de cuatro puntos en lugar de dos. Esperamos que los estudiantes digiten las
siguientes sintaxis en la Barra de Entrada, para obtener los centros y vértices de las curvas
cerradas obtenidas en el item (a):

Centro[T3]
Centro[T4]
Centro[T5]
Vértices[T3]
Vértices[T4]
Vértices[T5]

Esperamos asi mismo que, las representaciones algebraicas de los planos de corte con la
superficie S que generan parabolas que pasen por los vértices y extremos del eje menor de
cada elipse, sean factores que anulen cada término cuadratico de la ecuacion del paraboloide,
igualado a cero. Dichas ecuaciones son: x = 3y z = 4, y para representar en el registro grafico
dichos cortes, esperamos que los estudiantes ingresen en la Barra de Entrada las siguientes

sintaxis:

IntersecaCdnica[x=3,S]
IntersecaCdnica[z=4,S]

La explicacion solicitada puede realizarse de diversas maneras, por ejemplo, seria mostrar
mediante la Barra de Estilo, opcion valor, las coordenadas de uno de los vértices de la
representacion de alguna elipse, e identificar cual de las representaciones de los tres planos
paralelos a los planos coordenados que pasan por dicho punto es el que genera la
representacion de una de las parabola pedidas. EI proceso es analogo al analizar uno de los
extremos del eje menor de alguna de las representaciones graficas de las elipses para

determinar el plano de corte que generaria la representacion grafica de la otra parabola.

Analisis a posteriori del item (b)

Ambas estudiantes obtuvieron las coordenadas de los vértices y centros de las elipses, y se
evidencia que utilizaron la sintaxis descrita en nuestro analisis a priori, tal como podemos

apreciar en la figura 70, la cual corresponde a una imagen de la captura de video realizado.
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~ Vista Algebraica = 4 |~ Vista Grafica 3D

| =l = W~ o~ avv |

o Qo0

- 8 ™

h:X=(3,8,4)+
Paraboloide
® S:.-0.111x%-0.063z + 0.66
Punto

A=(3,0,4)

B=(3,4,4)

C=(3,0,8)

D=(3,0,0)

E=(0,0,4)

F=(6,0,4)

G =(3,4,7.266)
H=(3,4,0.734)
1=(0.551,4,4)
J=(5.449,4,4)
K=(0,0,4)
L=(3,8,6.309)
M=(3,8,1.691)

N =(1.268, 8, 4)
0=(4.732,8,4) =
< | m »

Entrada:

m

Figura 70. Vértices y centros de las elipses realizado por las estudiantes.

Tal como se observa en la figura 70, los estudiantes no tuvieron necesidad de utilizar las
opciones de la Barra de Estilo para determinar las coordenadas de cada punto, ya que al tener
visible la Vista algebraica tenian toda esa informacién disponible, lo cual no estaba

contemplado en nuestro analisis a priori.

Estudiante Jacinta

En la figura 71 se muestra el procedimiento realizado por Jacinta para obtener las

representaciones algebraicas de los planos de corte pedidos.

9 —12 —\-9(73& + 2w
Z=4 TN e 16
X=3 Seilan X =Y gy X=3 w0 9

al ssHTUlC @Sty purnis S038
0O v an e r0Mmo), ole e Ol
ot ¢ AN .

Figura 71. Procedimiento del item (b) realizado por Jacinta.

Tal como se observa en la figura 71, Jacinta obtiene expresiones que anulan los términos
cuadraticos de la ecuacion del paraboloide, tal como se habia previsto en nuestro analisis a
priori, sin embargo, no se detalla una explicacion consistente del porqué de su eleccion de
dichas expresiones, por lo cual pensamos que algun ejercicio o tarea tratado previamente en

clase, la llevo a tomar esa decision.
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Estudiante Alexandra

La estudiante Alexandra indicé las representaciones algebraicas de los planos solicitados, tal
como se muestra en la figura 72, sin embargo no realiza tratamiento alguno en el registro

algebraico para justificar su eleccion, lo cual si fue realizado por Jacinta.

x "".\'-1— e
2 2|

SAN
i Smdl

Figura 72. Procedimiento del item (b) realizado por Alexandra.

En el procedimiento realizado por Alexandra (ver figura 72), se observa el bosquejo de dos
curvas abiertas que intersectan a una curva cerrada, por lo cual pensamos que Alexandra trato
de explicar la situacion en forma gréafica, por lo cual creemos que, tanto Jacinta como

Alexandra estuvieron en una etapa inicial del desarrollo de su aprehension discursiva.

Previo a la grafica de las parabolas pedidas, ambas estudiantes representaron graficamente los

planos z = 4 y x = 3, tal como podemos observar en la figura 73.

~ Vista Algebraica = ¥ Vista Grafica 3D

T O tc- D~ A~ kv O~

® h: , 4
Paraboloide

® S:-0.111x2-0.063z% + 0.66
Plano

L ]

e

Punto

A=(3,0,4)

B=(3,4,4)

C=(3,0,8)

D=(3,0,0)

E=(0,0,4)

F=(6,0,4)

G=(3,4,7.266)
H=(3,4,0.734)

1=(0.551, 4, 4)

J=(5.449,4, 4)

K=(0,0,4)

L=(3, 8,6.309) =

< [ »

Entrada:

m

Figura 73. Grafico de los planos z=4, x=3, realizado por Jacinta y Alexandra.




Ademaés, se evidencia que los estudiantes han realizado modificaciones posicionales de tipo
rotacion de la Vista Gréfica 3D, para comprobar que las representaciones de los planos x =3y
z=4, pasan por las representaciones de, los vértices y extremos del eje menor,

respectivamente.

En la figura 74 podemos ver que la Vista Gréfica 3D ha sido rotada para posicionar la
representacion gréafica del plano z = 4 de canto, de tal manera que los extremos del eje menor
de todas las elipses se proyecten en linea recta, lo que valida su eleccion, por lo cual
pensamos que la justificacion pedida se realizo en el software Geogebra 3D, pero no se indicd
de manera escrita en la ficha de actividades.
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Figura 74. Plano z=4 proyectado como un segmento, realizado por Jacinta y Alexandra.

Ninguna de las estudiantes grafico los cortes de la superficie S con los planos z = 4, ni x = 3,
es decir, las parabolas. Dada la falta de informacion para explicar el motivo por el cual no
graficaron dichos cortes, suponemos que no fue necesario ya que era “evidente”. No obstante,

dichas parabolas son representadas graficamente en el item (c) (ver figuras 76 y 78).

En este item, se evidencia que Jacinta y Alexandra desarrollaron sus aprehensiones perceptiva
al identificar las ecuaciones de los planos paralelos a los planos coordenados y que pasan por
el centro y los vértices o extremos del eje menor de cada elipse, operatoria al realizar
modificaciones posicionales de rotacion en la Vista Grafica 3D, secuencial al realizar
tratamientos en el registro grafico mediante los comandos Vértices y Centro de Geogebra 3D
para obtener los centros y vértices de las elipses, y en menor medida la aprehension discursiva
ya que se evidenci6 una intencionalidad para justificar la eleccion de un plano determinado a

partir de la ecuacion del paraboloide y mediante el software Geogebra 3D.
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item (c)

c) Trace la recta que pasa por los centros de las curvas cerradas mediante la herramienta Recta. ¢Dicha
recta y las curvas abiertas graficadas en el paso anterior se intersectan?

¢Qué representan la recta y el punto de interseccion obtenido para la superficie?

¢Podria interpretar el significado del término negativo (-12) que aparece en el denominador del primer
miembro de la ecuacion de la superficie S?

El objetivo de este item, es lograr que los estudiantes identifiquen las siguientes variables
visuales del paraboloide: el eje de la superficie y el vertice del paraboloide, por medio de una
secuencia indicada para realizar tratamientos en el registro grafico, representar graficamente
dichas variables visuales e identificar en el registro algebraico, sus correspondientes unidades

significantes

Las ecuaciones canonicas de las secciones conicas (primera y segunda ecuacién), segun la
forma y términos involucrados en cada ecuacion, permiten identificar por percepcion las
coordenadas de centros, vertices, ejes focales, asi como la orientacion de la parabola por
medio del signo del parametro p. En el caso del estudio de las superficies cuadricas, los
estudiantes no tienen modelos para reconocer la forma de la grafica de la superficie, ni las

representaciones algebraicas de su centro, vértices, ejes de simetria, etc.

Segtin Lehmann (1953) “la ecuacion general de una cuadrica ocupa entre las superficies, en
Geometria analitica del espacio, un lugar analogo al ocupado entre las curvas planas” (p. 425).
Asi por ejemplo, el parametro p de la representacion algebraica de una parabola indica la
orientacion de su gréafica, por lo que creemos que la representacion algebraica del paraboloide,
expresado en una forma canonica, debe brindar informacion sobre la orientacion de la grafica
de la superficie, y mediante este item, por medio del software Geogebra 3D, pretendemos

construir significados en los estudiantes.

Analisis a priori del item (c)

Pensamos a priori que, Jacinta y Alexandra, de acuerdo a sus conocimientos previos, conocen
que una recta se define por dos puntos de paso, y dado que se han graficado tres curvas
cerradas (elipses), bastara con representar la recta que pase por los centros de las

representaciones de dos elipses, para lo cual los estudiantes deberian utilizar la Herramienta
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Recta ’./';' y seleccionar como puntos de paso los centros de dos elipses cualesquiera entre las
curvas cerradas representadas por T3, T4 o T5.

En la figura 75, la representacion de la recta L pasa por los centros representados por los
puntos My O de las elipses representadas por T3 y T5, respectivamente. Dado que los puntos
representados por M(3, 0, 4), N(3, 4, 4), O(3, 8, 4) poseen la misma primera y tercera
componente, dichos puntos estan en linea recta, es decir, la representacion de la recta L pasa
también por el punto N, el cual es centro de la elipse representada por T4.
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Figura 75. El eje del paraboloide (recta L).

Las representaciones de las parabolas que pasan por los vértices de cada elipse, se intersectan
en un mismo punto el cual también es punto de paso de la representacion de la recta L. De
esta manera, se concluye que la representacion de la recta L pasa por los centros de todas las
elipses que se obtengan mediante cortes de S con planos paralelos al plano XZ, y dicha recta
constituye el Eje de la superficie. El punto de interseccién de las representaciones de las
parabolas con la recta L viene a representar el vértice de la superficie. Asi mismo, el término

negativo (—12) explica la orientacion del paraboloide hacia el semieje negativo del eje Y.

Analisis a posteriori del item (c)
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Estudiante Jacinta

En la figura 76, mostramos el procedimiento descrito por Jacinta en la ficha de actividades.

Como podemos observar, Jacinta errbneamente denomind a la expresion x = 3 como la
representacion algebraica de la recta PQ, dado que dicha expresion corresponde a la ecuacion

de un plano.

Cecxt X=3
LO. ecA a P
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- > Iy
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v o) el p0 fentes e verhi ™

Figura 76. Eje y vértice del paraboloide identificados por Jacinta.

Observamos ademés que, Jacinta realizé una representacion grafica de la recta PQ el cual,

segun Jacinta, es el “eje de la superficie”, la cual pasa por la interseccion de las
representaciones de dos pardbolas. Dicho punto, el cual no esta identificado, segun Jacinta

“representa el vértice del paraboloide eliptico” (ver figura 76).

En la figura 77 observamos la interpretacion grafica del término negativo (—12) en la ecuacion

del paraboloide, realizado por Jacinta.

dCx GU'JCJC,.LD’Q en : J e
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Figura 77. Interpretacion grafica del término (-12) realizado por Jacinta.

Podemos notar que Jacinta grafic6 s6lo una pardbola cuya orientacion representa la
orientacion de toda la superficie del paraboloide eliptico. Creemos que la representacion de

dicha parabola, puede ser cualquiera que haya sido graficada en los items anteriores, y la
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indicacion “a la izquierda” hace suponer la analogia entre el término negativo (—12) y el valor

negativo del pardametro p de la parabola.

Estudiante Alexandra

En la figura 78, mostramos el procedimiento realizado por Alexandra.
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Figura 78. Eje y vértice del paraboloide identificados por Alexandra.

Como podemos observar en la figura 78, el procedimiento descrito por Alexandra es idéntico
al realizado por Jacinta, con la Unica diferencia que Alexandra incluyd en su representacion
gréfica un corte eliptico, lo cual no realiz6 Jacinta, ya que la representacion de dicha recta

PQ debia pasar por dos puntos: el punto de interseccion de las representaciones de las

parabolas que pasan por los vértices y extremos del eje menor de las elipses, y uno de los
centros de las elipses.

En la figura 79, mostramos la interpretacion grafica del término (-12) realizado por
Alexandra.
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PO

Figura 79. Interpretacion grafica del término (—-12) realizado por Alexandra.

A diferencia de Jacinta, Alexandra sélo indic6 que la ecuacidn (debié decir la superficie) se
abre hacia la izquierda por el signo negativo del término (—12). No obstante, al igual que
Jacinta, la referencia “izquierda” indicada por Alexandra no debe ser tomado en forma
absoluta, ya que los ejes cartesianos pueden rotar.
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En ese sentido, creemos que la representacion grafica de las variables visuales Eje y Vértice
del paraboloide estd mejor comprendido por Alexandra que por Jacinta ya que, para
representar una recta se requieren representar graficamente dos puntos de paso los cuales,
segun Duval (1995b) son las variables visuales de la recta, el mismo criterio se aplica para
representar gréficamente las parabolas, ya que Jacinta solo consider6 el veértice y ningun

punto de paso.

Resultados de la Parte Experimental

Durante el transcurso de la parte experimental de nuestra investigacién, pudimos comprobar
que el marco tedrico de los aspectos de Visualizacion de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica de Duval (1995), nos proporcioné las herramientas idoneas para el
andlisis de resultados realizados por los sujetos de investigacion, tales como sus fortalezas,

debilidades y dificultades que se presentaron en las actividades.

A medida que se llevo a cabo la experimentacion, encontramos en el camino diversos factores
de caracter dinamico que afectaron notablemente en el desempefio y la calidad de nuestros
instrumentos de recoleccion de datos, y que no estuvieron contemplados inicialmente, entre
los cuales destacan sin lugar a dudas el propio software Geogebra 5.0, ya que al estar en una
version inicial y en vias de desarrollo, se presentaron algunas limitaciones en cuanto a su
aplicacion en nuestro trabajo. Creemos que en las préximas actualizaciones del software,
dichas limitaciones estaran mejoradas y las bondades del software Geogebra seran mayores

para futuras investigaciones.

En la actividad 1 la cual consistio en bosquejar a lapiz y papel la representacion grafica de un
paraboloide dada su ecuacion cartesiana, es decir, realizar la conversién del registro
algebraico al registro grafico mediante una secuencia didactica, permitié en primer lugar
seleccionar a los dos estudiantes que participarian en nuestra investigacion, y analizar la
coordinacion entre los registros algebraico y grafico del paraboloide mediante sus variables
visuales de dimension menor ya que, segun Duval (1995b), permiten representar un conjunto
mas complejo y de dificil acceso hacia el estudiante el cual, en este caso, es una superficie
cuadrica. El problema radica en el tratamiento de representaciones de objetos bi-
dimensionales hacia un entorno tri-dimensional, el cual en nuestro estudio, consiste en una

modificacion posicional de tipo rotacién de los ejes cartesianos.
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Los tres objetivos especificos de investigacion se han logrado por medio de esta actividad.
Las variables visuales del paraboloide tales como curvas abiertas, curvas cerradas, veértice y
puntos de interseccion entre curvas abiertas y cerradas, han sido identificadas por los
estudiantes, y realizaron sin inconveniente alguno la conversion del registro algebraico al
registro grafico de cada uno de ellos. Sin embargo, el error cometido por la estudiante
Alexandra durante la transcripcion de un término de la ecuacion del paraboloide, no le
permitio articular sus aprehensiones perceptiva y discursiva, motivo por el cual ella, en esta

actividad en particular, no visualiz6 al paraboloide.

La actividad 2, en contraste con la actividad 1, buscaba realizar el sentido inverso de
conversion: del registro grafico al registro algebraico, ya que segun Duval (1995) el
aprendizaje, en caso particular de la geometria, se da cuando el estudiante realiza la
conversion en al menos dos registros de representacion semiotica distintos, pero no se indica
el sentido de direccion de dicha conversion. En la revision de los dos textos de consulta del
curso Matematicas | cursados por los estudiantes objetos de nuestra investigacion, los dos
problemas respecto al paraboloide, resueltos por los autores (un problema en cada texto), solo

presentaron la conversion del registro algebraico al registro grafico y no en el sentido inverso.

Por ello, nuestra propuesta consiste en, por medio de las herramientas de modificacion del
software Geogebra en la Vista Grafica 3D, disefiar una secuencia didactica de actividades que
permitan a los estudiantes desarrollar sus aprehensiones en el registro grafico, para que
puedan identificar las variables visuales representadas (dos circunferencias) u obtenidas por
tratamientos en el registro grafico (dos parabolas), y asi realizar la conversion del registro
gréfico al registro algebraico, y mediante tratamientos en el registro algebraico, obtener la

ecuacion en tres variables la cual representa al paraboloide.

Sin embargo, pudimos notar que los dos estudiantes presentaron dificultades en el
reconocimiento de las variables visuales, las cuales permiten establecer e identificar la forma
de la ecuacion candnica de la pardbola, lo cual impidié lograr la conversion en el sentido
deseado entre los registros grafico y algebraico. Nuestro interés no era lograr que los
estudiantes resuelvan el problema, era identificar las causas que impedian lograr dicha tarea.
Este Gltimo aspecto se logré concretar exitosamente, por lo que podemos afirmar que los
resultados de la Actividad 2 permitieron primero, responder una interrogante que fue la que
dio origen a nuestra investigacion: ;por qué los estudiantes tienen dificultades para graficar

una superficie cuadrica?, y segundo, retroalimentar la secuencia de actividades ya que, al ser
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la dificultad presente en los estudiantes la percepcion de las variables visuales y sus
correspondientes unidades significantes, la actividad siguiente tuvo que ser redisefiada para
abordar en forma directa dichos elementos y por medio del software Geogebra 3D.

El desempefio de los estudiantes en la realizacion de la actividad 3 fue mejor y Optima, ya
que, al tener un mejor conocimiento del objeto matematico paraboloide y de las herramientas
del software Geogebra 3D, pudieron relacionar elementos aprendidos en la geometria
analitica plana, y como estas nociones se trasladan a la geometria analitica espacial, en
nuestro caso al estudio del paraboloide.

Para perspectivas futuras, podemos sugerir en la actividad 3 que, la representacién de los
cortes perpendiculares al eje del paraboloide, los cuales se realizan con planos paralelos entre
si, sean realizados con las herramientas deslizador y la funcion Rastro de Geogebra, para de
esta forma, aprovechar la potencialidad del software Geogebra en representaciones dinamicas
de las variables visuales que ayudan a representar al paraboloide, y por extension, a otro tipo

de superficies.

La parte experimental de la presente investigacion, puede ser realizada en otros niveles
educativos: estudiantes de Ciencias e Ingenieria, estudiantes de Matematica Pura y Educacion,
Formacion de Docentes, entre otros. Ademas, en futuras investigaciones, el eje del
paraboloide podria no ser paralelo a ninguno de los ejes coordenados, por lo cual el software
Geogebra 3D podria también ser de gran ayuda para las representaciones graficas de la
superficie y sus correspondientes variables visuales, del mismo modo, los planos de corte

podrian no ser paralelos a los planos coordenados.
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CONSIDERACIONES FINALES

El estudio de visualizacion del paraboloide, como esté expreso en el titulo de la presente tesis
es un proceso, ya que el marco teorico de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
de Duval (1995) no contempla las aprehensiones ni modificaciones en el registro grafico del
paraboloide, por ello, identificar dichas aprehensiones ha sido uno de los objetivos especificos
de investigacién, el cual hemos logrado concretar ya que permiti6 analizar como se
desarrollan las aprehensiones en los estudiantes para que, mediante la articulacion entre ellas,
puedan visualizar el objeto matematico paraboloide. Cabe indicar que, el estudio de las
aprehensiones y modificaciones realizado por Duval, esta dirigido a la rama de la Geometria
euclidiana y en el registro figural de las figuras geométricas, por lo que hemos tomado el
ejemplo de la investigacion realizada por Ingar (2014), quien adapté las modificaciones y
aprehensiones al registro grafico del objeto matematico valores maximos y minimos locales

de funciones reales de dos variables reales, y por medio del software Mathematica.

En el andlisis preliminar de nuestro estudio, segun la Ingenieria Didactica de Artigue (1995),
teniamos la firme conviccion que la utilizacion de los recursos tecnoldgicos, en nuestro caso
particular el software Geogebra, puede permitir a los estudiantes realizar transformaciones en
las representaciones de los diversos objetos matematicos, en particular las superficies
cuédricas, ya que segun Duval (1995) los objetos matematicos no son accesibles ni
manipulables por nuestros sentidos. Por ello, la eleccion de un software de geometria
dinamica de uso libre como el Geogebra, en su version 5.0, la cual incluye la Vista Grafica
3D, implicé un conjunto de situaciones y decisiones, las cuales tuvieron como comuin
denominador lograr alcanzar los objetivos especificos de investigacion, los mismos que
sentaron las directrices para la presente investigacion, en particular las actividades de la etapa

experimental.

Los tres objetivos especificos de investigacion se lograron concretar por medio de las

actividades de la experimentacion:

Identificar las variables visuales del paraboloide y sus correspondientes unidades
significantes. En la seccion 1.3, Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion
Semiodtica, hemos identificado las variables visuales del paraboloide de acuerdo a su
dimension, y sus correspondientes unidades significantes y simbdlicas expresadas en valores

numéricos, signos, relaciones de igualdad o desigualdad y expresiones algebraicas, lo cual nos
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permitié tener el fundamento tedrico para el disefio de nuestras actividades de la
experimentacion, en las cuales en cada una de ellas han sido identificadas dichas variables
visuales. Asi mismo, hemos establecido las variables didacticas para cada actividad, segun la
Ingenieria Didactica de Artigue (1995), las cuales nos permitieron controlar el alcance de
cada situacion propuesta. En las actividades, las estudiantes Jacinta y Alexandra, han
reconocido las variables visuales (parabolas) y curvas cerradas (circunferencias y elipses), asi
como las variables visuales para poder representarlas graficamente (vértices, centros, puntos
de paso, planos a los cuales pertenecen, etc.), los cuales les permitieron realizar
transformaciones (tratamiento y conversion) en los registros lenguaje natural, algebraico y

grafico del paraboloide.

En particular, el analisis de la actividad 3 permitio comprender la correspondencia entre las
unidades significantes de la variable visual parabola, las cuales son estudiadas en la geometria
analitica plana (vértice, eje focal, pardmetro), y la ecuacion de la superficie en tres variables,
dada la analogia entre las unidades significantes del paraboloide (vértice, eje de la superficie,
orientacion de la superficie), por ejemplo, el signo del parametro de una parabola reconocido
en su ecuacion cartesiana, tiene similitud con el signo del denominador del binomio de la
variable que no esta elevada al cuadrado en la ecuacion del paraboloide, ya que ambos deben
ser iguales y este hecho se comprueba en la Vista Grafica 3D del software Geogebra, lo cual

favorece al paso de representaciones de objetos en 2D a 3D, y viceversa.

Identificar las aprehensiones en el registro grafico que desarrollan los estudiantes. De
manera analoga al objetivo especifico anterior, previamente en el estudio de los aspectos
metodologicos de la presente investigacion se identificaron las aprehensiones en el registro
gréfico del paraboloide: perceptiva, secuencial, operatoria y discursiva. En el analisis de cada
una de las actividades de la experimentacion, hemos identificado las aprehensiones en el
registro grafico del paraboloide: En las actividades 1 y 2 se han desarrollado las
aprehensiones perceptiva (reconocimiento de las variables visuales curvas abiertas y
cerradas), secuencial (al describir los pasos necesarios para graficar u obtener la ecuacién de
una determinada variable visual) y operatoria (al realizar tratamientos en el registro grafico
del paraboloide), las cuales se presentan de forma natural y simultanea, y no se evidencia que
hayan sido descritas en un orden especifico. En la actividad 3, ademas de las tres
aprehensiones citadas, se desarroll6 en menor intensidad la aprehensidn discursiva, ya que se
manifestd una intencion por parte de las estudiantes de realizar demostraciones mediante un

apoyo grafico en sus fichas.
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Analizar en el registro gréfico las articulaciones entre las aprehensiones que desarrollan los
estudiantes. Segin Duval (1995) e Ingar (2014), la articulacion entre dichas aprehensiones es
la visualizacion del objeto matematico estudiado, en nuestro caso el paraboloide. La actividad
1 realizada a lapiz y papel, la cual consideramos ser de caracter exploratorio respecto a
conocimientos previos de los estudiantes en torno al bosquejo de la gréfica del paraboloide
dada su ecuacidn cartesiana, nos permiti6 comprender los procesos cognitivos y mentales
realizados por los estudiantes al representar el paraboloide en el registro gréafico por medio de
sus variables visuales, asi como las dificultades que impidieron realizar dicha labor, lo cual
sucedio en el caso de la estudiante Alexandra ya que no logré articular sus aprehensiones
perceptiva y operatoria, dado un error algebraico al copiar erroneamente los términos de la
ecuacion del paraboloide. Un fendmeno similar sucedié en el analisis de la actividad 2
mediada por el software Geogebra 3D, ya que ninguna de las estudiantes logro obtener la
ecuacion del paraboloide circular debido al no desarrollar la aprehension perceptiva de la
variable visual parabola, por ende no hubo visualizacion del paraboloide en dicha actividad en

particular.

Al lograr los objetivos especificos de investigacion, podemos afirmar que se logré concretar

el objetivo general de investigacion:

Analizar el proceso de visualizacion del paraboloide en estudiantes de Arquitectura en una

secuencia didactica mediada por el Geogebra.

El analisis de las actividades de la experimentacion se realizd mediante la confrontacidn entre
el analisis a priori versus a posteriori de dichas actividades, de acuerdo a la Ingenieria
Didactica de Artigue (1995).

Al lograr el objetivo general de investigacion pudimos responder la pregunta de investigacion:

¢ Como se realiza el proceso de visualizacion del paraboloide en estudiantes de Arquitectura

en una secuencia didactica mediada por el Geogebra?

De esta manera, hemos logrado comprender el proceso realizado por los estudiantes para
graficar el paraboloide a partir de su representacion algebraica, el cual es una de las
competencias establecidas en los silabos del curso Matematicas 1 (cursado por las estudiantes
Jacinta y Alexandra), asi como las dificultades que se presentan al obtener la ecuacién
cartesiana a partir de su grafica. A continuacién presentamos las perspectivas futuras de

nuestro trabajo.
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Durante el desarrollo de la parte experimental, hemos percibido que los estudiantes tuvieron
dificultades en reconocer las unidades significantes correspondientes a ciertas variables
visuales, ya que se requiri6 un mayor esfuerzo cognitivo en desarrollar la aprehension
perceptiva para obtener distancias entre puntos del espacio, proyecciones y componentes de
un punto en los ejes cartesianos, centro y punto de paso de una circunferencia en un plano
distinto al plano XY, entre otros, lo cual afecto en el desempefio de los estudiantes,
especificamente en el desarrollo de la actividad 2 mediada por el software Geogebra 3D.

Creemos que para futuras investigaciones en torno a superficies cuédricas representadas por
medio de sus variables visuales, seria crucial e importante preparar actividades previas,
ademas de una introduccion al uso de herramientas y comandos del software Geogebra 3D,
situaciones en las cuales los estudiantes deban resolver problemas relativos al calculo e
identificacion de elementos de objetos tri-dimensionales representados en el registro grafico,
tales como puntos, recta, plano, y los lugares geométricos previamente estudiados en la
geometria analitica plana, en distintos planos del espacio, con el fin de desarrollar la
aprehension perceptiva en un primer momento de aplicacion, y luego la aprehension
operatoria en un segundo momento para nuestros propasitos, y en la medida del cumplimiento
de dichas actividades tratar de lograr el desarrollo de la aprehension discursiva en los
estudiantes ya que, segun nuestro criterio, exige una mayor demanda cognitiva y por

consiguiente, un mayor logro en el aprendizaje.

El presente estudio se realizd con estudiantes de Arquitectura, ya que ellos cuentan con
ambientes informaticos y laboratorios programados en el curso de Matematicas 1; no
obstante, en la revision de antecedentes de investigacion y nuestra propia experiencia, hemos
verificado que el estudio de superficies cuadricas se trata en cursos de Matematica de las
carreras de Ciencias e Ingenieria, tales como Matematicas 3, Calculo 3, Calculo
Multivariable, Analisis Matematico Ill, Matematicas Basicas Il, entre otros, por lo cual
pensamos que el presente estudio de visualizacion del paraboloide podria también ser
realizado en otras especialidades, y de manera prospectiva, con otros tipos de superficies
cuédricas. Asi mismo, creemos que es importante realizar un estudio de visualizacion de
superficies dirigido a docentes de matematica de nivel universitario quienes ensefian estas

nociones, y de esta manera reflexionar sobre la metodologia utilizada por ellos.

En los aspectos didacticos del estudio del objeto matematico paraboloide mediante la revisién

de dos textos de consulta del curso Matematicas 1, hemos comprobado que la metodologia
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utilizada para la ensefianza de dicho tema se realiza mediante la conversién en un solo
sentido: del registro algebraico al registro grafico, y no en el sentido inverso ya que, segin la
Teoria de Registros de Representacion Semidtica de Duval (1995), no se indica que la

conversién entre dichos registros debe ser realizado en ambos sentidos.

Apoyandonos en la importancia del estudio de superficies cuadricas en la Arquitectura segun
el estudio de Ibafiez (2004), creemos que la conversion del registro grafico al registro
algebraico es importante para los estudiantes de arquitectura, ya que en el proceso de
planeamiento y disefio de formas estructurales, ellos cuentan Unicamente con medidas
geométricas (dimensiones de planta, altura, nimero de pisos/niveles, restricciones, etc.) para
modelizar las formas solicitadas mediante levantamiento de planos y disefio de prototipos,
modelos 0 maquetas, en nuestro caso el paraboloide, y en la practica no se les brinda la

ecuacion de la superficie, son ellos quienes deben determinarlo.

En la actividad 2 de la experimentacion, hemos disefiado una situacion para abordar esta parte
de la problematica, y fue justamente dicha actividad la que present6 mayor grado de dificultad
en los estudiantes (Jacinta y Alexandra), ya que no habian tenido una experiencia previa con
esa situacion en particular: dada la grafica, obtener la ecuacidon de la superficie, lo cual
tampoco se presenta en los textos revisados. Creemos que, el presente estudio deja abierta la
posibilidad para realizar investigaciones de tipo Analisis de Textos en torno al objeto
matematico paraboloide y otros tipos de superficies cuadricas, con el fin de plantear
situaciones en las cuales sea el estudiante quien determine las ecuaciones de superficies

cuédricas y, de esta manera, logre visualizar dichos objetos matematicos.
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ANEXOS

FICHA DE UNA ACTIVIDAD INTRODUCTORIA AL SOFTWARE

GEOGEBRA 3D

FICHAS DE LAS TRES ACTIVIDADES REALIZADAS EN TRES
ENCUENTROS DE APLICACION PARA LA FASE EXPERIMENTAL

DE LA PRESENTE INVESTIGACION.

CUESTIONARIOS PARA LAS ENTREVISTAS A LOS ESTUDIANTES
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1 Ficha de la Actividad Introductoria al Software Geogebra 3D

Gréfica y cortes de una superficie cuadrica dada su ecuacion.
Puede utilizar las herramientas: Rota la vista gréfica 3D :G) (botén derecho del mouse), Aproximar

K y Alejar Q (rueda del mouse y el cursor en el punto de interés), Desplaza Vista Gréfica
(clic izquierdo del mouse para indicar la direccion del desplazamiento).

Actividad 1: Grafica y cortes de una superficie cuadrica dada su ecuacion.
a) Abrael archivo Actividad_1.ggb
2 2
Xz
S * y_ e — + -
9

2
Digite en la Barra de Entrada la ecuacién de la superficie: ‘o8 16

Grafique el plano: z=-2

¢Dicho plano intersecta a la superficie S? ;Qué curva se obtiene con la interseccion de ambas
superficies?

b) Muestre la interseccion de la superficie S con el plano z = -2
Para realizar cortes de una superficie cuadrica (graficada o no por Geogebra) con un
plano determinado, se utiliza el comando: IntersecaConica, cuya sintaxis es:
IntersecaCodnica[ <Plano>, <Cuéadrica> ]

donde: <Plano>: Ecuacion o nombre del plano de interseccién con la superficie
cuadrica.
<Cuadrica>: Ecuacion o nombre de la superficie cuadrica.

Digite en la Barra de Entrada: IntersecaConica[z=-2, S]
De ser necesario, modifique su respuesta de la parte (a)
Complete el siguiente cuadro:

PLANO DE
INTERSECCION

FORMA DEL CORTE

z=0
y=-6
X=2




2 Fichas de las Actividades de la Experimentacion

ACTIVIDAD 1

2 2

Grafique la superficie S representada por la ecuacion z = Z+y3 realizando previamente para ello

cortes de S con los planos coordenados XY, XZ, YZ, y luego cortes con dos planos distintos a los
indicados y paralelos entre si elegidos por Ud.
a) Corte de S con el plano x = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados.

Corte de S con el plano y = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados.




Corte de S con el plano z = 0. Luego grafique dicho corte en los sistemas coordenados dados.

-5

b) Cortes de S con dos planos diferentes a los indicados en (a). Luego grafique dichos cortes en

los sistemas coordenados dados.




c) A partir de las representaciones gréficas de los cortes de la superficie S con los planos
indicados en los items anteriores, bosqueje la gréfica de dicha superficie e indique a qué plano
pertenece cada corte. Identifique dicha superficie.

d) ¢Existen restricciones para alguna(s) de las variables de la ecuacién de la superficie S?

Justifique su respuesta.
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ACTIVIDAD 2

GEOGEBRA 3D — Primera Sesion

Actividad 2: Obtencion de la ecuacion de un paraboloide dado su representacion grafica.

Abra el archivo: Actividad_2.ggb

a) Los puntos C; y C, son centros de las curvas cerradas T1y T2, respectivamente. Escriba las
coordenadas de los puntos A y B (valores exactos), y explique su procedimiento.

b) Identifique la forma de las curvas cerradas T1y T2, y luego escriba sus ecuaciones. Justifique
su procedimiento.
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c) Realice cortes de S con los planos x = 0, y = 0, e indique qué herramienta de Geogebra
utilizo. ¢Qué forma tienen los cortes obtenidos? Explique.

d) Escriba las ecuaciones de los dos cortes obtenidos en la parte (c). Explique su procedimiento.
Sugerencia: Para obtener puntos de paso de cada corte pedido, puede utilizar los puntos
de interseccion de dichos cortes con las curvas T1 o T2.

e) Con las ecuaciones de los dos cortes obtenidos en la parte d) y una de las ecuaciones de las
curvas cerradas (T1 o T2) obtenidas en la parte b), obtenga la ecuacion de la superficie
cuadrica S.

Guarde su archivo con el nombre P2_APELLIDO_NOMBRE en la carpeta indicada.
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ACTIVIDAD 3

Actividad N° 3. Unidades significantes del Paraboloide.

Abra el archivo: Superficie_S.ggb

s y-12_(x-3)" (z-4)

a) Digite en la Barra de Entrada la ecuacion de la superficie T 5 1

El software Geogebra no grafica la superficie S. Vamos a representarla mediante cortes de S
con planos paralelos a los planos coordenados por medio del comando IntersecaConica.

Se pide realizar los siguientes cortes:

T1: Corte de S con el plano XY T4: Cortede Sconelplanoy=4
T2: Corte de S con el plano YZ T5: Cortede Sconel planoy=8
T3: Corte de S con el plano XZ

¢Qué curvas se obtienen?

b) Determine los centros y vértices de las curvas cerradas, mediante los comandos:

Vértices[ <Cénica> ] Centro[ <Cénica> ]

Si se pretende realizar cortes de S con 2 planos paralelos a los planos coordenados, para
obtener curvas abiertas que pasen por los vértices de las curvas cerradas, ;cuales serian las
ecuaciones de dichos planos? Explique y grafique dichos cortes.

Tesis publicada con autorizacion del autor



c) Trace la recta que pasa por los centros de las curvas cerradas mediante la herramienta
Recta. ¢Dicha recta y las curvas abiertas graficadas en el paso anterior se intersectan?
¢Qué representan la recta y el punto de interseccion obtenido para la superficie?

¢Podria interpretar el significado del término negativo (—12) que aparece en el denominador
del primer miembro de la ecuacion de la superficie S?
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3 Fichas de preguntas para la Entrevista a los estudiantes

CUESTIONARIO - ESTUDIANTE JACINTA
Pregunta 1:

En los bosquejos de las representaciones graficas en el plano y el espacio del corte de S con el
plano y =0:

¢Como llego a la conclusién de que la curva obtenida es una parabola?

¢Qué elementos de la ecuacion de dicha curva le han permitido bosquejar la grafica en
el plano y el espacio, asi como hacia donde se extiende la grafica de la curva?

En el bosquejo en el sistema coordenado XYZ canonico, se observan 2 lineas (rectas,

segmentos). ¢Como se relacionan dichas lineas respecto al sistema coordenado XYZ?

Pregunta 2:

En el corte de S con el plano z = 0, usted grafica un punto en ambos sistemas, bi-dimensional

y tri-dimensional.

¢Por qué en su procedimiento indico que el corte de S con el plano z = 0 es una elipse?

Pregunta 3:

¢Qué consideraciones ha tomado en cuenta para justificar que en su esbozo grafico de
la superficie S, las parabolas pasan por los vértices y extremos del eje menor de las dos

elipses?

¢Cree usted que si no hubiese considerado dichos puntos de interseccion, hubiese sido

posible representar la superficie? Explique.
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CUESTIONARIO - ESTUDIANTE ALEXANDRA
Pregunta 1:

En los bosquejos de las representaciones gréficas en el plano y el espacio del Corte de S con
el plano x = 0:

¢Como llego a la conclusién de que la curva obtenida es una parabola?

¢Qué elementos de la ecuacion de dicha curva le han permitido bosquejar la gréfica en

el plano y el espacio, asi como su orientacion?

En el bosquejo en el sistema coordenado XYZ canonico de la grafica de la pardbola,
una de las ramas de la curva esta ligeramente inclinado hacia el semieje negativo del

eje X. ¢Podria justificar por qué su grafica presenta esa inclinacion?

Pregunta 2:

En el procedimiento del corte de S con el plano z = 0, usted ha considerado de forma erronea

la ecuacion de la superficie ya que el exponente de la variable z no es 2. Ademas, indicar =0

¢Podria explicar el significado de la notacion r = 0? ;Que significa para Ud. la letra r?

Pregunta 3:

En su esbozo de la grafica de la superficie S en los ejes cartesianos, Ud. ha realizado un

bosquejo previo

¢Ud. conocia de manera anticipada que la grafica de la superficie S deberia tener esa

forma? Explique.

¢Por qué las gréficas de las parabolas se extienden hacia la parte posterior de la

superficie respecto del observador?

¢Las gréaficas de las pardbolas se intersectan o se cruzan con las elipses? Explique.
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