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Resumen

En este trabajo se analizan la regularidad y estabilidad de los sistemas lineales con
saltos markovianos (SLSM). Se asume que la cadena de Markov que gobierna estos
sistemas es homogénea y que su espacio de estados es finito. Por su novedad, importancia
tedrica y utilidad practica, estamos particularmente interesados en los sistemas singulares,
es decir, en aquellos SLSM donde aparece una matriz singular en el lado izquierdo de la
ecuacion dindmica. Si esta matriz no aparece, el sistema se conoce como no singular.

Varios conceptos de estabilidad estocéstica son introducidos en el capitulo 1. Se
prueba que ellos son equivalentes y se establecen resultados algebraicos implementables
computacionalmente que permiten determinar la estabilidad de un SLSM no singular.

El capitulo 2 estda dedicado a los sistemas singulares. La mayoria de los resultados
obtenidos en el capitulo 1 son extendidos aqui. Vale la pena mencionar que esta extension
no es trivial, pues la singularidad representa una valla técnica que es muy dificil de superar.

La estabilidad casi segura, que es la nocién mas importante de estabilidad desde el
punto de vista practico, es analizada en el capitulo 3 para sistemas SLSM singulares.

Con el propésito de hacer este trabajo auto contenido, se ha anadido un anexo al final

de la tesis.
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Introduccion

En muchas situaciones préacticas un sistema fisico opera bajo condiciones adversas
como en el caso de un aviéon que vuela en medio de una tormenta alterando abruptamente
algunos de los pardmetros del modelo. Lo mismo puede suceder con un modelo econémico
sujeto a alteraciones por el contexto exterior muchas veces incierto. Para modelar
situaciones como estas se introducen los sistemas lineales con saltos markovianos. La
cadena de Markov que gobierna el sistema muda de estado aleatoriamente a medida
que transcurre el tiempo de manera que cada estado de la cadena representa un modo
de operar distinto del sistema. Este modelo se ha venido utilizando en diversas aéreas
de investigacién como, por ejemplo, sistemas econémicos [16], sistemas eléctricos [17],
sistemas robdticos [25], sistemas de control aéreo [18], [19], [20], etc. En este trabajo se
estudian la regularidad y estabilidad de los sistemas lineales con saltos markovianos tanto
no singulares como singulares. Los sistemas lineales con saltos markovianos vienen siendo
estudiados desde la década de 1970, con los trabajos de Rosenbloom [8], Belmman [9],
Bhuracha [10], Kats y Krasovskii [12], Morozan [13], Krtolica [14], Kozin [15], Ji y Chizeck
[43], O. Costa y Fragosa [44], Fang, Loparo y Feng. [45], etc.

Ya en el plano de los sistemas singulares con saltos markovianos la literatura es mas
reciente, aunque viene incrementandose demasiado en los tltimos anos por su importancia
practica y tedrica por ejemplo podrian citarse Boukas [46], Chévez [47].

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el capitulo uno se proporciona la teoria de sistemas lineales son saltos markovianos,
se presenta algunos tipos de estabilidad los cuales seran equivalentes y ademas estos
implican la estabilidad casi segura (CSE). Se proporcionard un test computacional el cual
servirda para analizar si el sistema es EMC mediante el radio espectral de cierta matriz.

En el capitulo dos se presentara la teoria de sistemas lineales singulares con saltos
markovianos el cual abordaremos el problema de la existencia y unicidad de soluciones,
el cual se solucionara si se impone que el sistema sea regular modo a modo y bajo ciertas
condiciones.

En el capitulo tres se analizara la estabilidad casi segura de un sistema lineal singular
con saltos markovianos mediante un exponente de Lyapunov adecuado al sistema, el cual

es un aporte a la literatura.
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Capitulo 1

Sistemas Lineales con Saltos

Markovianos

Para comenzar a estudiar los sistemas, en primer lugar consideramos el concepto de
senal. Si bien es un término de muy amplio alcance, en nuestro contexto consideramos
como senal a toda variacién de una cantidad fisica (por lo general con el tiempo)
susceptible de ser representada matematicamente y de la cual podemos obtener alguna

informacion o realizar algin cambio.

Segun su naturaleza podemos clasificar a las senales en dos grupos: las que pueden
definirse en cada instante en un determinado intervalo, llamadas senales de tiempo
continuo, y aquellas que pueden representarse como una sucesiéon de valores ordenados

mediante un indice entero, llamadas senales de tiempo discreto.

Con esto, definamos como sistema a cualquier ente fisico o proceso capaz de recibir
una senal, denominada de entrada, o excitacién y se transforma en otra senal que
denominaremos de salida o respuesta. Puede aplicarse al estudio de una gran cantidad
de problemas reales de muy diversa naturaleza fisica como: los sistemas fisicos, sociales,
procesar senales, etc. Un sistema en tiempo discreto es un operador matemético que
transforma una senal en otra por medio de un conjunto fijo de reglas y funciones. Si
un sistema no es estable él puede consumirse, desintegrarse o saturarse, un sistema
inestable es inutil en la préactica y la estabilidad es un requerimiento béasico. Algunos
ejemplos de sistemas discretos son: tomografos, econodgrafos, resonancia magnética,

electrocardiografos, computadores, equipos industriales, equipos militares, etc.
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1.1. Introduccion

En esta seccién se revisan brevemente algunos aspectos basicos de la teoria de
estabilidad de los sistemas dindmicos de control clasicos, es decir, de aquellos sistemas
lineales de control que no estan sujetos a saltos. Nuestro propdsito es que este breve
resumen sirva para motivar la introduccion de los sistemas dindmicos de control con
saltos markovianos.

Muchos fenémenos dindmicos de la fisica, la biologia, la ingenieria, la economia, etc,

pueden ser modelados bajo la forma del sistema dindmico discreto

x(k+1) = Az(k) + Bu(k), x(0) =20 € R" (1.1a)
y(k) = Cx(k) (1.1b)

donde A € M, (R), B € M,,,(R) y C' € M4, (R) son las matrices que almacenan los
parametros del modelo. Para cada k € Z, x(k) € R" es el vector de estado, u(k) € R? es
la variable de control, también llamada senal de entrada, e y(k) € R es la respuesta del
sistema excitada por la entrada u(k). La variable y(k) también se conoce como la senal
de salida. Puesto que la salida no siempre es como el disenador esperaria, entonces para
controlarla se incorpora la variable u(k). El modelo (1.1) configura lo que en la literatura
se conoce como sistema (clasico) de control lineal. Cuando el fenémeno comienza a ser
observado y controlado, él se encuentra en un estado determinado. El vector z¢ = x(ko)
denota este estado y es llamado estado inicial del sistema, donde kg es el momento inicial.
Por la linealidad del modelo, usualmente se considera kg = 0, por lo que se escribe
z(0) = z9 = x(ko).
Para cada estado inicial z la solucién de (1.1a) estd dada por

x(k) = AFzy + Z_: AFBu(0). (1.2)

=0

A z(k) se le llama también la trayectoria del sistema. Cuando se quiere especificar el
estado inicial, la trayectoria suele escribirse como x(k;xg). Observe que la trayectoria
(1.2) depende claramente de dos partes: el estado inicial del sistema y la variable de
control. La primera parte es conocida como la parte no forzada y la segunda como la
parte forzada (se entiende que por la variable de control). Si el sistema es no forzado,
esto es, u(k) = 0 entonces la trayectoria se reduce simplemente a z(k) = A*xq, que es

enteramente debida a las condiciones iniciales del fenémeno.
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La “estabilidad” es una condicién fundamental requerida en el diseno de todo sistema.
Un sistema no estable podria salirse de control, perder rapidamente sus caracteristicas
esenciales, o simplemente no ser de utilidad practica. En este capitulo se define y estudia
el concepto de estabilidad para sistemas lineales.

Dos nociones de estabilidad que pueden ser asociadas al sistema (1.1) son la BIBO
estabilidad y la estabilidad de Lyapunov. Si lo que se desea es estudiar la relacion entre la
senal de entrada y la senal de salida, entonces la BIBO estabilidad es la nociéon adecuada.
BIBO son las siglas en inglés de la expresion bounded input bounded output, es decir, el
interés es ver si la respuesta del sistema sera acotada cuando se aplique una senal de
entrada acotada. Si el sistema siempre responde de esta manera, él sera BIBO estable.
En este caso la parte no forzada de la trayectoria no juega ningin rol en el anélisis de la
estabilidad.

Por otro lado, si solo es de interés la estructura interna del sistema, esto es, si no
se considera la senal de entrada, entonces la nocion apropiada de estabilidad es la de
Lyapunov. Se dice que la trayectoria x(k;xg) es estable o marginalmente estable (en el
sentido de Lyapunov) si cualquier otra trayectoria que partiendo suficientemente cerca de

ésta permanecera por siempre cerca de ella. Formalmente se tiene
Ve>036>0/ Hxl) —:vOH <0 = Hx(k,xé)) —x(k;xo)H <€ k>kyeZ,.

La trayectoria x(k) puede ser entendida como un modo de operar del sistema. Suelen
ser de interés los modos de operaciéon en “equilibrio”. Recordemos que el punto x, € R”

es llamado punto de equilibrio del sistema no forzado (1.1a) si
Az, = z,.

Un caso particular es cuando z. = 0. En general x, # 0, pero en este caso, por medio
de un cambio de variable, éste punto puede transformarse en un punto nulo, por lo que
solo x. = 0 es considerado en el analisis. Un punto de equilibrio no solo puede mostrar
estabilidad, sino también un comportamiento atractor, es decir, las trayectorias que parten
cerca del equilibrio no solo permaneceran por siempre cerca de él, como se requiere en la
estabilidad marginal, sino ademds el acercamiento es asintotico. A continuacién definimos

la estabilidad del punto de equilibrio x, = 0.
Definicién 1. Consideremos el sistema (1.1a) con u(k) = 0.

8

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\gﬁgﬁmo

CE. PERU

a) El punto de equilibrio x. = 0 es estable si

Ve>030>0/ [|z(0)|| <d=|zk)| <€ k>ky€Zy.

b) El punto de equilibrio x. = 0 es asintdticamente estable si es estable y ademds

In>0/lz(0)] <n = klim z(k) = 0.
—00

La figura siguiente muestra estos conceptos.

Estable

Inéstable

El teorema 1 caracteriza la estabilidad de Lyapunov mediante el radio espectral de la

matriz A. La demostracién se basa en la forma candnica de Jordan de A.

Teorema 1. Consideremos el sistema (1.1a) con u(k) = 0. Entonces

a) Six. =0 es un punto de equilibrio, entonces p(A) < 1.

b) El punto de equilibrio x. = 0 es asintdticamente estable si y solo si p(A) < 1.

De ahora en adelante cuando se mencione que el sistema es estable o asintéticamente
estable estaremos haciendo referencia a que el sistema es estable o asintéticamente estable
en el punto de equilibrio z, = 0.

El teorema 2 proporciona una caracterizacion algebraica de la estabilidad asintética.

La prueba puede ser encontrada, por ejemplo, en [2].

9
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Teorema 2. El sistema (1.1a) con u(k) = 0 es asintdticamente estable si y solo si para
toda matriz simétrica positivo definida W, existe una unica matriz simétrica positivo
definida M tal que

ATMA - M =-W (1.3)

La ecuacion (1.3) es conocida como ecuacion de Lyapunov.

1.2. Sistemas lineales con saltos markovianos

Aunque muchos procesos pueden ser modelados por el sistema (1.1a), éste no resulta
util en la modelizacién de fenémenos en los que por diversas circunstancias los parametros
cambian abrupta y significativamente. En efecto, en muchas situaciones practicas el
sistema opera bajo condiciones adversas como en el caso de un avién que vuela en medio
de una tormenta recibiendo fuertes descargas eléctricas. Lo mismo puede suceder con un
modelo econémico sujeto a alteraciones adversas debido al contexto exterior muchas veces
incierto o una central térmica solar sujeta a cambios de temperatura por las condiciones
atmosféricas. A veces la alteracién de los parametros también es causada por fallas internas
del sistema, por la interconexién de los componentes o la antigiiedad de estos. Para
modelar esta situacion se introducen los sistemas dinamicos con saltos markovianos. Este
modelo se ha venido utilizando desde la década de los 70 en diversas aéreas de investigacién
como, por ejemplo, sistemas econémicos [16], sistemas eléctricos [17], sistemas robdticos
[25], sistemas de control aéreo [18], [19], [20], etc. La cadena de Markov asociada al sistema
muda de estado aleatoriamente a medida que transcurre el tiempo. Cada estado de la
cadena representa un modo de operar distinto del sistema. De esta manera, en lugar de un
Unico sistema dinamico, se tienen en realidad muchos sistemas cambiando aleatoriamente
y modelando todos ellos un mismo fenémeno. El modelo matematico resultante es un
sistema dinamico estocéastico conocido en la literatura como Sistemas lineales con saltos
markovianos o, por sus siglas en inglés, MJLS (ver p.ej. [3]).

En vista que el fenémeno bajo estudio se torna aleatorio comenzamos el analisis
introduciendo un espacio de probabilidad (€2, F,Pr), donde €2 es el espacio muestral,
F es la o-algebra y Pr es la medida de probabilidad. La cadena de Markov es denotada
por B(k) = {0(k)}kez, y su espacio de estado por ¥ = {1,...,L; L € Z, } (consideramos

cadenas de Markov homogéneas con espacio de estados finito). El vector de distribucién

10
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de probabilidad inicial es denotado por 7, donde 7w = (my,...,71), m; = Pr(68(0) =4) . La
matriz de transicién de probabilidades es denotada por (p;;), donde p;; = Pr(8(k + 1) =
jl@(k) = i). Tanto las transiciones de probabilidad como las diversas variables envueltas
en el modelo se consideran variable observables.

Consideremos el sistema
w(k + 1) = Ag(k)w(k) + Bg(k)u(k‘), CL‘(O) e R", (1.4)

donde para todo i € £, A; € M,xn(R), B; € M, p(R), (k) € R", u(k) € RP. Vamos
a asumir que las condiciones iniciales x(0) y 6(0) son independientes, ademas x(0) es
de primer y segundo momento finito, es decir, E{||z(0)]|} < oo y E{||z(0)]]*} < oo
respectivamente.

Cuando u(k) =0, (1.4) se transforma en el siguiente sistema no forzado:
x(k+1) = Aguyx(k), =(0) e R" (1.5)

Buena parte de los resultados de esta tesis estan referidos al sistema (1.5), también llamado

en la literatura sistema homédgeneo.

Definicién 2. Se dice que el proceso estocdstico x(k) = {x(k)}rez, es solucion de (1.4)

si para toda realizacion w de O(k), la ecuacion (1.4) es satisfecha puntualmente, esto es,
ZII(II{J + 1, W, 33(0)) = Ag(kw)w(k;,w; 0) T Bg(kw)u(l{?), ke Z+.
A la solucion x(k) del sistema (1.4) se le llama también trayectoria solucidn.

Para cada condicién inicial (0) € R™ dada, la solucién de (1.4) puede ser obtenida

de forma recursiva como sigue:

x(1) = Ago)x(0) + Bo(oyu(0)
x(2) = Agyx(1) + Boyu(l)
= Ap() (Ao0)z(0) + Bo()u(0)) + Byyu(1)
= Ag1)Ae(0)x(0) + Ap(1)Ba(oyu(0) + Bayu(l)

procediendo de este modo por induccién se obtiene

k—1 k—2 k—1
ZB(]{I) = H Ag(k,l,g)ib(()) + ( H Ag(kgl)> Bg(g)u(g) + Bg(k,l)u(k — 1). (16)
/=0

(=0 \l=/+1
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Observe que si u(k) = 0, entonces la trayectoria se reduce a

k-1
x(k) = Agk—1)Aok—2) - - - Ag(0)x(0) = HAO(kflfé)w(O)v (L.7)
=0

que es la solucion de (1.5).

Al conjunto de trayectorias & (k) que resuelven (1.4) se le denotard por I'. El siguiente
lema se usa frecuentemente en la literatura al momento de hacer derivaciones con
esperanzas condicionadas. Ya que el autor de este trabajo no ha encontrado una prueba
formal de él, aqui damos una demostracién. Esencialmente se prueba que la variable
aleatoria E{1prt1)=;3|x(k),0(k)} definida en términos de x(k) y @(k), solo depende de
o(k).

Para presentar el resultado, tengamos en cuenta la notacion siguiente:
Pr(6(k + 1) = j|0(k)) = po);s
donde para cada j fijo en X, pg(x); es una variable aleatoria cuyos valores son p;;, i € X.

Lema 1. Sea x(k) la trayectoria solucion de (1.4) con x(0) = z. Entonces

E{l{e(k+1)=j}|93(’f)> 0(k)} = Po(k);

Demostracion. Para los valores especificos (k) = z; y 0(k) = ix tenemos

E{l{g(k+1):j}|w<k) = Tk, O(k') = ’lk}

= > zPr{lppin=y = zl@(k) = 24, 0(k) = i}
z;€{0,1}

_ Z 'Pr(l{g(k+1)zj} = Zi, 33(/'6‘) = Tk, G(k) = Zk)
o Pr(z(k) = 21, 0(k) = ir)

_ Pr(B(k+ 1) = joa(k) = 24, 8(k) = i)

> Pr(0(k+1)=j,0(k) =ir,0(k — 1) =ix_1,...,0(0) = io,@(0) = )
_ ! (1.8)
> Pr(0(k) = ix,0(k — 1) = ix_1,...,0(0) = i, x(0) = o)

1050tk —1=1

Como x(0) y 6(0) son independientes entonces sus correspondientes sigmas algebras

generadas son independientes. Ademds como o ({@(k +1),0(k),...,0(0)}) C o ({6(0)})
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entonces o ({0(k+1),0(k),...,0(0)}) v o({x(0)}) son independientes. Luego cada
evento {O(k + 1) = 5,0(k) = ix,0(k — 1) = ix_1,...,0(0) = iy} que pertenece a
o({0(k+1),0(k),...,0(0)}) v el evento {x(0) = x¢} que pertenece a o({x(0)}), son
independientes. Por esto y la propiedad markoviana (1.8) se reduce a

L

0,01 =1

E{L{gur1)=jp|@(k) = 24,0(k) = i} = -
Z Di_yiy - - - Pioi P1(0(0) = ip)

20505l —1=1

= Pirj

lo que concluye la demostracién. O

1.3. Las matrices A, By C

En esta seccién se presentan las matrices A , By C que seran de gran utilidad para
analizar la estabilidad de (1.4). Para el caso no forzado la matriz A hace las veces de la
matriz A del sistema (1.1a). Por consiguiente, es de esperar que la estabilidad del sistema
(1.5) pueda ser analizada a través del radio espectral de esta matriz. Esto es probado en
la seccion 1.5.

Para poder introducir estas matrices necesitamos previamente definir algunas matrices
que estan dadas en términos de la trayectoria solucion del sistema. Estas matrices, que
seran utilizadas a lo largo de este trabajo, son consistentes con aquellas definidas en la
literatura (ver p.ej. [3]).

Para cada k € Z,,1 € Y, consideremos

Q(k) & E{z(k)z" (k)} (1.9)

Qi(k) £ B{z(k)z" (k)1om)=i) } (1.10)

qi(k) = vec(Qi(k)) (1.11)
(k

q(k) (1.12)

pi(k) £ vec(l,)m(k) (1.13)
13

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP | gz_}\éELl}g?AD

AN :El. PERU

p(k) £ : (1.14)

pr(k)
U(k) & BE{z(k)} (1.15)
pi(k) = BE{x(k)1om=i} (1.16)

p (k)
u(k) £ : (1.17)

pr (k)

Observe que

Q(k’)ZE{iw(k’) T(k) Lo } ZE{CB k) Loy} = ZQ (1.18)
U(k) ZE{EL; (k) Lo z}} ZE{w )Lo()=i} } = Zuz (1.19)

La demostracion del lema 2 es una consecuencia directa de la definicion de la norma
siguiente :
A ,
[Allmsx = max |a;|.

1<i,j<n

Lema 2. Sea A € M,»,(R), entonces
tr(A) < n||Allmax

El lema 3 establece una ecuacién recursiva para la matriz ();(k), definida en (1.10).
Esta ecuacion es muy ttil para la obtencién de los principales resultados presentados en

este trabajo (ver p.ej. Lema 5 )

Lema 3 ([3]). Dado el sistema (1.5) con trayectoria solucion x(k), la matriz Q;(k)

definida en (1.18) satisface la siguiente ecuacion recursiva:

i(k+1) prA QAT keZ, jex (1.20)

Demostracion. Para la demostracién de este resultado utilizamos la recursividad del

sistema y el lema 1.
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Qi(k+1) = E{ax(k+ " (k+ 1)1liops1)—s }
= E { Aggnx( (k)" (k)Ag k)1{0(k+1):j}}

= E{ZA Liog=iya (k)@ T(k)AiTl{e(k+1)=j}}

_ZAE{:C k)L go(rs1)=53 o=} } AT

Aplicando la proposicién 2-8 del anexo y condicionado con respecto a {x(k),@(k)}

obtenemos:
Z A E{E{z(k)z" (k) Lio11)=) Lo = |2 (k), O(k)} } AT

Debido a que x(k)x” (k)1gx)—y es medible con respecto a {x(k), @(k)} entonces

a(k), O(k)}} AT

L
=D AE {w(/f)wT(’f)l{ew):z'}E {1{e(k+1>=j}
i=1

y por el lema 1 tenemos

Z AE {@(k)x" (k) 1o0=Pok); } A7
:ZAE{:U k)L iow=iypis } A
:meAE{a: k)1 (owy=iy A7
= 2; pijAiQi(k)AT .

]

El lema 4 establece una ecuacion recursiva para el vector u;(k), definido en (1.16). La

demostracién es similar a la del lema 3.

Lema 4 ([3]). Dado el sistema (1.5) con trayectoria solucion x(k), el vector ju;(k) definido

en (1.16) satisface la siguiente ecuacion recursiva :

i(k+1) pr k), k€Z,,jexn (1.21)

15

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

AN :El. PERU

A continuacién se introducen las matrices A, B y C que seran de fundamental

importancia para establecer diferentes resultados relacionados con la estabilidad de los

sistemas (1.4) y (1.5).

A2 (7 @ Lp)diaglA; @ Ay, ..., AL @ Af) (1.22)
B & (1" ® I;2)diag[B; ® By, ..., B, ® By (1.23)
C = (II" ® I,)diag[A,, ..., AL (1.24)

Note que estas matrices recogen la informacién de todos los parametros del sistema
y ademas guardan la informacién probabilistica de la cadena de Markov. Enseguida se
muestra que el sistema (1.5) puede ser transformado en una ecuacién del tipo cldsico

mediante la matriz A.

Lema 5 ([3],[42]). Dado el sistema (1.5), el correspondiente vector columna q(k), definido

en (1.12), es una solucion del sistema
2(k+1) = Az(k), 2(0) = q(0) € R™ (1.25)
Demostracion. Vectorizando ambos lados de (1.20) se obtiene

L
q;(k+1) = ZPz’in ® Aiqi(k), j € X

=il

lo que se puede escribir matricialmente en la forma siguiente:

Pl ® A1C]1(/€) + ...+ AL ® ALC_IL(k?)
q(k+1) = '
prA @ Aiqi(k) + ...+ pr AL ® Apqr(k)

A1 ®Ar ... pnAL® AL

= : ; q(k)
A1 @A ... pLrAL ® Af
piilne .. prilpe

— : : diaglA1 ® Ay, ..., AL ® Arlq(k)
plLIn2 pLLInZ
=(" @ I2)diaglA; ® Ay, ..., AL @ Arlq(k)

q(k + 1) = Ag(k) (1.26)
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Observe que la ecuacién (1.26) tiene una forma cldsica, de donde su solucién es (ver

(1.2))
q(k) = A*q(0) (1.27)
Para el caso no homogéneo, asumimos que la cadena de Markov es ergédica, de manera
que para cualquier 8(0) existen p; (independiente de ) tal que p; = klg& mi(k). Ademas, la
senal de entrada u(k) es tomada como un proceso i.i.d. (variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas) con media cero, matriz de covarianza la matriz identidad I
e independiente de 8(k) y x(0).
Tomando en cuenta las condiciones impuestas sobre u(k) y siguiendo procedimientos

analogos a los del lema anterior, se pueden establecer los dos siguientes resultados.

Lema 6. Dado sistema (1.4), el correspondiente vector columna q(k), definido en (1.12),

es una solucion del sistema siguiente
z(k+1) = Az(k) + Bp(k), 2z(0) = ¢(0), (1.28)
donde p(k) esta definido en (1.14).
El siguiente lema nos servird para la demostracion para el lema 9.

Lema 7. Dado el sistema (1.5), el correspondiente vector columna u(k), definido en

(1.17), es una solucion del sistema siguiente:
z(k+1) =Cz(k), z(0) = u(0) (1.29)
La ecuacién (1.29) tiene una forma clédsica cuya solucién es (ver (1.2))

p(k) = C*p(0) (1.30)

1.4. Estabilidad

El anadlisis de estabilidad de sistemas lineales con saltos markovianos por una cadena de
Markov se remonta a la década de los 70 con Rosenbloom [8] , que investigé las propiedades
de estabilidad 6 momento. Desde entonces la teoria a desarrollado abundantes resultantes
de gran importancia teorica y practica, como se mostro en la instroduccion de este trabajo.
La naturaleza estocastica de un sistema con saltos markoavianos induce a considerar varios
tipos de estabilidad. A continuacién presentamos las definiciones de estabilidad para el

sistema (1.5) dadas en la literatura [1], [37].
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Definicién 3. Se dice que el sistema (1.5) es

a) Estable en media cuadrdtica (EMC) si para cualquier (0) € R™ y cualquier 6(0)
se tiene

lim Q(k) = 0,

k—o0

donde Q(k) estd definido en (1.9).

b) Estocdsticamente estable (EE) si para cualquier £(0) € R"™ y cualquier 6(0) se tiene

E{Z||w<k>||2} <o

¢) Ezxponencialmente estable (EXE) si para cualquier x(0) € R"™ y cualquier 6(0)

existen constantes 0 < o < 1 < 3 tal que para todo k € Z. se tiene

E{|lz(®)|*} < BB {[l=(0)]},
donde o y B son independientes de x(0) y 6(0) .

d) Segundo momento estable (SME) si para cualquier (0) € R™ y cualquier 6(0) se
tiene

I {||=(k)|} =0

k——+o00

e) Casi sequramente estable (CSE) si para cualquier (0) € R™ y cualquier 6(0) se

tiene
Pr { lfm |j(k)|| = o} —1
k—o0

Observacion 1. En [3] los autores agregan la condicion adicional klim E{x(k)} =0 en
—00
la definicion de EMC' (ver [3, Def. 3.8,Pag.36]). Sin embargo, esto no es necesario, como

veremos en la siguiente seccion.

Observacién 2. Mds adelante se probard que cuando X es un conjunto finito los conceptos

de estabilidad dados en (a),(b),(c) y (d) son equivalentes y que todos estos implican la

estabilidad dada en (e).

Observacion 3. Si se consideran distribuciones iniciales diferentes en la cadena de
Markov, las trayectorias del sistema pueden tener comportamientos completamente
diferentes, como muestra el siguiente ejemplo. De aqui se desprende la importancia de

considerar todas las distribuciones iniciales en la definicion de estabilidad.
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Ejemplo 1. Consideremos el sistema escalar
x(k+1) =agumx(k), L=2

donde /2 < ay Y % < ay < 1. Consideremos la matriz de transicion de probabilidad

stguiente:
0.5 0.5
0o 1 |
y sea ™ = (m,m) el vector de distribucidn inicial de probabilidad. Denotamos la

distribucion inicial concentrada en el estado i € ¥ por e;, es decir, Pr(6(0) =) = 1.

Analicemos un caso particular
E7r {|m(2)|2} = E'7r {|a9(1)a9(0)w(0)|2}

2
=4 {Z ‘aj|2|ai|2|w(0)|21{9<1)=j,a(o):z~}}

ij=1

2
= Z |aj|2|al-|2Eﬂ {|93<0)|2} Ex {1{9(1):j,0(0):z‘}}

1,j=1

= > lag*las*Ex {|2(0)]*} Pr(6(1) = ,6(0) = i)

ij=1
2
= > laPlail’|Bx {|2(0)*} piym (1.31)
ij=1
procediendo de forma andloga se obtiene

2

Eflz(B)PY = > WibigirPivis - Din_sio s Gi, - - ai, [*lai, [P Ex {|2(0)7}

2058155l —1=1

(1.32)

Si0(0) =1, se tiene que los p;; > % y ademds

2

Eo{le(®)PY = D> Drabi - Pusacilan o PlaPEe {2 (0) )

115yt —1=1

V7 o
> (3) VR0

(4) b0
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entonces

lim E,, {|z(0)|*} = +oo. (1.33)
k—o00

Si 0(0) =2 se obtiene

2

E{le(k)PY = D Drabiis - Pisiilan - o Plao B {2 (0) )

i1yerip_1=1

=" VE, {|x(0)*}. (1.34)
De aqui se obtiene
lim E.,{|z(k)|*} =0 (1.35)
k—4o0

De (1.33) y (1.35) notamos que aun partiendo del mismo estado inicial la trayectoria del
sistema tiene un comportamiento diferente dependiendo de la distribucion de probabilidad

imictal que se considere. En un caso la trayectoria diverge y en otro no.

1.5. Estabilidad EMC y la matriz A

En esta seccién analizamos la estabilidad de (1.4) en términos del radio espectral de
la matriz A. El resultado que se presenta constituye un test facilmente implementable,

por ejemplo, en MATLAB, con el que se puede determinar la estabilidad del sistema.

1.5.1. Caso homogéneo

El lema 5 da una caracterizacién de la estabilidad EMC en términos de el vector ¢(k)

definido en (1.12).

Lema 8. El sistema (1.5) es EMC si y solo si para cualquier (0) € R™ y para cualquier
0(0) se cumple
lim ¢(k) =0. (1.36)

k—+o0
Demostracion.

Asumamos que el sistema es EMC. De la desigualdad

1Q:(k) | = || E{z (k) 2" (k) Lip9= }| < [[E{z(k)z" (k)}] = IQ(K)]

se sigue que kh’rf Qi(k) = 0y como el operador vec es continuo entonces kh’rf qi(k) = 0.
——00 —+00

De aqui se concluye inmediatamente (1.36).
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Si klim q(k) = 0 entonces ka gi(k) = 0 lo que es equivalente a decir que
—+00 —+00
ka Qi(k) = 0. De (1.18) se concluye que el sistema (1.5) es EMC. O
— 400

El teorema 3 provee una herramienta de facil implementacién computacional para
analizar si el sistema (1.5) es EMC mediante el radio espectral de la matriz A. El resultado

es completamente andlogo al establecido en el teorema 4.
Teorema 3. El sistema (1.5) es EMC si y solo si p(A) < 1.

Demostracion. Si el sistema es EMC, entonces por el lema 8 se tiene kh’m q(k) = 0.
—+00

Como x(0) y 6(0) son arbitrarios y teniendo en cuenta que
Qi(0) = E{x(0)z"(0)} E {1p0)=i} } = E {x(0)z"(0)} m;,

entonces por (1.13) y (1.14) se ve que siempre es posible obtener ¢(0) con componentes
no nulas. Entonces por la descomposicién de Jordan de A y por (1.27) se deduce que
p(A) < 1.

Si p(A) < 1 entonces tomando limite a ambos lados de (1.27) y por la proposicién 1

del anexo se tiene ka q(k) = 0. De aqui, por el lema 8, se concluye que el sistema es
—+00

EMC. ]

Antes hemos dicho que la condicién kh’m E{x(k)} = 0 en la definicién de EMC no es
—00
necesaria, como a veces se establece en la literatura. El siguiente resultado permite probar

esta afirmacion.
Lema 9. Si p(A) < 1 entonces p(C) < 1

Demostracion. Sean {e; : i = 1,...,.Ln} y {v; : i = 1,...n} las bases canénicas de RL"

L,
y R", respectivamente. Fijemos ¢, € Z, tal que 1 <t < n, 1 <[ < L y definamos el

sistema

x(k+1) = Agwyx(k), x(0) =1, 0(0) =1
Tomemos s =t + (I — 1)n.
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mO]  [BleO1p0-0)] | /0
1(0) = : = : = 1 t [l =e,
1(0) E{x(0)119(0)=1} } o

De (1.30) se sigue
ICEes||* = [IC* 1(0)
= [lu(k)?
= tr(u(k)u’ (k)
[t
' pur (k) g (k)
= tr(pg (k) (k) + ..+ tr(pp (k) (k)
= [l ()P + -+ (R

= > Iusl?

L
= > I E{=(k) L=y }II*
i=1
Aplicando la desigualdad de Jensen se sigue
L
IC*esl? < > E{le(k)l*Liom=i}
i=1
= E{|l=(k)|*}

< nf|QCF)[|max (1.37)

Como p(A) < 1 entonces klim Q(k) = 0. De (1.37) se tiene lim C*e, = 0 lo que implica
—00

k—o0

que p(C) < 1. O

Observe que si el sistema es EMC entonces p(A) < 1 lo que, por el lema 9, implica
que p(C) < 1. De la relacién dada en (1.30), se concluye que klim p(k) = 0, es decir,
—00
lim E{x(k)} = 0.
k—o0

22

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T unn&e&s:ﬁmn

T A R
T | DEL, PERU

1.5.2. Caso no homogéneo

Comenzamos esta subseccién definiendo la estabilidad en media cuadratica (EMC)
para el sistema (1.4). Ademads, recordemos que en este caso consideramos que la cadena

de Markov es ergédica, de manera que debido a (1.13) el limite kh'm pi(k) existe.
—00

Definicidén 4. Se dice que el sistema (1.4) es estable en media cuadrdtica si para cualquier

x(0) € R" y cualquier 6(0) existe una matriz simétrica Q) positivo semi-definida tal que

lim Q(k) = @,

k—o0

donde Q(k) estd definido en (1.9).

Lema 10. El sistema (1.4) es EMC si y solo si para cualquier condicion inicial (0) € R”

y para cualquier 8(0) existen las matrices simétricas Q; positivo semi-definidas tal que

Qi = lim Q;(k), i € X (1.38)

k—o0

Demostracion. Si el sistema es EMC entonces existe una matriz simétrica () positivo
semi-definida tal que @ = kh’m Q(k). Para probar (1.38) mostremos que {Q;(k)}rez, es
—00

una sucesion de Cauchy. Fijando ¢ € ¥ y tomando n,m € Z, tal que n > m tenemos

1Qi(n) — Qi(m)|| = |E{z(n)x" (n)1iom=i} — E{®(m)®" (m)1igm)=i}
= |E{z(n)z" (n)1{om)=1y } — E{QL{o(n)=i}} + E{QLio(n)=i} }
— E{Q1{p(m)=} } + E{QL{p(m)=i}} — E{z(m)x" (m)1{g(m)=i} }|

Aplicando la desigualdad triangular y del hecho que 1;9(,)—} < 1 se obtiene

1Qi(m) — Qi(n)|| < [|E{(z(n)z" (n) — Q) Liom=it }| + |QE{10(m)=it} — QE{Lo(m)=i }|
+ |E{(z(m)x" (m) — Q) Ligm)=i} |
< |[E{z(n)xz" (n)} — QI + [|Qllpi(n) — pi(m)| + || E{x(m)x" (m)} — Q|
(1.39)

como la sucesion {p;(k)}rez, es convergente entonces es de Cauchy y como el sistema es
EMC, (1.39) implica que {Q;(k)}rez, es también una sucesién de Cauchy y, por lo tanto,
convergente. Sea Q; tal que @Q; = limy_, Q;(k). Como Q;(k) es positivo semi-definida

entonces (); también lo es.
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Si Q; = lim Q;(k) tomando
k—oo

L
Q2) Qs
=1

se deduce de (1.18) que ka Q(k) = Q. Debido a que @; es positivo semi-definida, @
—00

también lo es. 0

Lema 11. El sistema (1.4) es EMC si y solo si para cualquier condicion inicial z(0) € R”

y para cualquier 8(0) existe un vector q € R™ tal que
g = lim q(k), (1.40)
k—o00
donde q(k) esta definido en (1.12).

Demostracion. El resultado se sigue de la Ecuacién (1.38) y de la definiciones de ¢;(k) y

q(k) en (1.11) y (1.12), respectivamente. O

Sabemos que si ||A|| < 1, A € M, «n(R), entonces p(A) < 1. El lema 12 establece que
lo contrario también es cierto para una norma particular. Este resultado sera usado en la

demostracién del teorema 4.

Lema 12. Sea A € M, xn(R) tal que p(A) < 1. Entonces existe una norma || - ||« sobre
Mosn(R) tal que ||All. < 1.

Demostracion. Si p(A) < 1 entonces por la proposiciéon 1 del anexo existe una matriz
no singular P tal que ||[P7*AP|| < 1. Sea H = P~TP~! > 0 y consideremos la norma

(definida en el lema 26 del anexo)
E A= @ FPr—an =P 4o = el

Con base en la norma vectorial “H”, podemos definir una norma inducida sobre el espacio

de matrices, como sigue:

1Al £ sup [ Az|g

=]l =1

Note que

|A]l. = sup [P~ Az]

[P~ 1a|=1

= sup |[P'APP 'z
|P=tal=1

< sup [[PTAP|||P |
|P-taf=1

= ||[P7IAP|
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Por lo tanto || Al < ||[P7'AP| < 1. O
Teorema 4. El sistema (1.4) es EMC si y solo si p(A) < 1

Demostracion. Sea el sistema (1.4) EMC. Por induccion, de (1.28) se obtiene

k—1

q(k) = AFq( +ZA’“ ™1 Bp(m), (1.41)

que es una generalizacién de (1.2). Como el sistema es EMC entonces por (1.40) sabemos
que q = klim q(k). Como la definicion de EMC es para toda condicién inicial entonces
—00

podemos considerar ¢(0) = 0, de donde por (1.41) se sigue que

k—1
lim > = A" Bp(m) =
=0

k—o00

lo que implica que ka AFq(0) = 0. Como (0) y 6(0) son arbitrarios, entonces p(A) < 1.
— 00

k—1
Si p(A) < 1 entonces kh’m AFq(0) = 0. Probemos que la serie ZAk_m_pr(m)
—00
m=0

converge. Puesto que la sucesién {p(m), m € Z,} es convergente entonces ella es acotada,

es decir, existe ¢ > 0 tal que ||p(m)||z < ¢. Luego

Z | A= Bp(m)||,, < clB] Z LA (1.42)

Como p(A) < 1 el lema 12 implica || A|l. < 1, de donde la serie Z A
m=0
es convergente. De (1.42) por el criterio de comparaciéon se sigue que la serie

Z H.Ak ™1 Bp(m HH también converge. Esto implica que la serie ZAk_m_pr(m)
m=0
converge De aqui, por (1.41) se concluye que

lim q(k) = q

k—o00

La EMC se concluye, entonces, del lema 8. O

1.5.3. Ejemplos

En esta seccién se proporcionan diferentes ejemplos que ilustran los resultados
presentados en las secciones previas. En particular se analiza la estabilidad del sistema

estocastico en relacion con la estabilidad de los subsistemas que lo conforman.
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Ejemplo 2. Consideramos el sistema escalar con 2 modos, a1 = 0.5 y ay = 1.4, y matriz

de transicion de probabilidad
0.5 0.5

0.9 0.1
En este caso la matriz A es :

0.125 1.7644
0.125 0.196

y dado que p(A) = 0.6314 < 1 entonces el sistema es EMC. Notemos que el modo a; es
estable, mientras que el modo as es inestable. Aun cuando el sistema tiende a quedarse

en el modo as, que es inestable, el sistema como un todo es estable.

Ejemplo 3. En este ejemplo se muestra un sistema con todos sus modos estables, sin

embargo, el sistema no es EMC.

0 5 04 0 0.9 0.1
Al == A2 = 5 H =
0 0.2 10 0 04 0.6

En este caso la matriz A es:

000 225 0064 0 0 0
000 09 16 000
0P\ (ISP e IOy
A_ |0 000036 40 000
000 25 0096 00 0
040 Mooy Zd RATPO
000 01 24 000
[0 0 0 0004 60 00 0]

Notamos que todos los modos son estables, pero como p(A) = 10.066 > 1 el sistema

no es EMC.

Ejemplo 4. En este ejemplo se muestra un sistema con todos sus modos inestables, sin

embargo, el sistema es EMC.

15 —2 0 10 0.2 08
Ay = LAy = , T=
0 0 0 2 0.85 0.15
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Claramente los modos del sistema son inestables. La matriz A es:

[ 045 —0.6 —0.6 08 0 0 0 85

O 0 0 0 000 17

O 0 0 0 000 17
4|0 0o 0 000034
18 —24 -24 32 00 0 15

O 0 0 0 000 3

O 0 0 0 000 3
0 0 0 0 000 06

Como p(A) = 0,6 < 1 el sistema es EMC.
Los ejemplos presentados permiten concluir que no hay relaciéon entre la estabilidad

de los modos y la estabilidad del sistema visto como un todo.

1.6. Estabilidad estocastica mediante la ecuacion de
Lyapunov

En esta secciéon se presenta una caracterizacion algebraica para la estabilidad
estocdstica del sistema (1.5) mediante un conjunto de ecuaciones de tipo Lyapunov.
Observe que cuando el espacio de estados se reduce al conjunto unitario ¥ = {1} la
ecuacién (1.43) se convierte en la ecuacién de Lyapunov para sistemas lineales sin saltos.

La ecuacién de Lyapunov que proponemos para el sistema (1.5) es de la forma siguiente:

L
ZpijAfMin - M;=-W;, ije, (1.43)

=1
en esta ecuacion todas las matrices estén en el espacio M., (R).
Para lo que sigue a continuacién al conjunto de trayectorias (k) que resuelven el

sistema (1.5) sera denotado por I'. Recordemos que el sistema (1.5) es EE si para cualquier

x(0) € R" y 6(0), se tiene

{Z a2 (K ||2} (1.44)
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Sea My una matriz simétrica definida positiva y definamos una funcién de Lyapunov

apropiada, como sigue:

V(x(k).0(k)) = a" (k) Mo (k). (1.45)

Observe que V (+,+) es una funcién positivo definida. Enseguida se muestra que esta funcién

es decreciente en media sobre I.

Lema 13. Sea (k) la trayectoria solucion del sistema (1.5) y supongamos que dado el
conjunto {Wy; i € ¥} de matrices simélricas positivo definidas ezxiste un conjunto de

matrices simétricas {M;; i € ¥} positivo definidas que satisfacen (1.43). Entonces

E{V(x(k+1),0(k+1)) — V(x(k),0(k))} = —E{z" (k)Womz(k)}. (1.46)
Demostracion.

E{V(x(k+1),0(k+1))—V(x(k),0(k))}
= B{z" (k + 1) Mpgrnz(k + 1) — 2" (k) Moy ()}
=F {$T<k‘>A£(k)Mg(kJrl)Ag(k):B(k’) = il?T(k‘)Mg(k)CE(k‘)}

L L
= E { Z (ET(]C)A;-TM]‘AZ‘ZL'(]C)1{9(k+1):j}l{g(k):i} = Z Cl?T(kJ)Mil{g(k):i}m(k‘)}

ij=1 i=1

L L
=F {E { Z :BT(/{Z)A?M]-AI{BU{Z)1{9(k+1):j}1{9(k):i} — Z wT(k)Mil{g(k):i}m(k:) w(k), 0(/{7)}}
i,5=1 i=1

Debido que &’ (k)x(k)1{gx)= es medible con respecto a {x(k), 8(k)} la igualdad de

arriba se puede escribir como

E{V(x(k+1),0(k+1))—V(xk),0(k))}

L L
=F { Z wT(k)AiTMinw(k)1{9(k):i}E {1{9(k+1):j}|a:(k), O(k)} — Z a:T(k)Mil{g(k):i}a:(k)}

ij=1 i=1
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De aqui, por el lema 1 se sigue:

E{V(x(k+1),0(k+1))—V(x(k),0(k))}
L L
=F Z a:T A M A (k)l{g(k):i}pg(k)j — Z J)T(k)Mil{g(k):i}w(k‘)}
2,7=1 =1
L L
=F Z ZI:T ATM A (k‘)pij — Z mT(k:)Mil{g(k)_i}m(k)}
4,j=1 =1

Mh

x’ (k { AiTMinpij - Mz} 1{0(k):i}w(k)}
7=1

Z W 1{9 (k)= Z}QB(/{?)}
{e" (M Wowm(k)}

s
Il
_

I
&

|
|
i
L

El resultado anterior implica inmediatamente la ecuacién (1.47).

Corolario 1. Bajo las hipdtesis del lema 13 se sigue que

E{V(z(k+1),0(k+1) - V(z(k)8(k)}  E{z"(k)Wemz(k)} )
R G T TEE OMage) 070 0

Esta igualdad sera utilizada en la demostracién del resultado principal de la presente
seccion. Para presentar el siguiente lema, recordemos previamente la desigualdad de
Rayleigh. Si N € M,,«,(R) es una matriz simétrica tal que \,, y Ay son los autovalores

minimo y maximo, respectivamente, entonces
Mnllzl|2 < 27N < Ayl|z)|3, V2o eR” (1.48)

La desigualdad de Rayleigh es aplicada reiteradamente para matrices simétricas

definidas positivas, de manera que los valores propios A, y Ay son estrictamente positivos.

Lema 14. La funcion de Lyapunov V (.;.) definida en (1.45) es decreciente exponencial-

mente en media sobre I', es decir, existe a > 0, tal que

E{V(2(k),0(k)} < o" E{V(2(0),6(0))}, (1.49)
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Demostracion. Para (k) = 0 la desigualdad es trivial.
Ahora para el caso x(k) # 0, aplicando la desigualdad de Rayleigh a Wy v My se

tiene

Amin{Won }E {x" (k)x(k)} < E{z" (k)Wouyz(k)}
< Amasc{ Wow YE {2" (k) (k) } (1.50)

< Ami{ Moy Y E{2” () (k)} (151)

Ahora de (1.50) y (1.51) se sigue
Awin{ Wouo }E {2 (R)a(k)} _ E{&T ())Wow@(k)} _ Amid{ Woew } E{z" (k)z(k)}
Amix{ Mok } E{xT (F)&(k)} = E{x" (k)Mouwx(k)} — Amin{ Mo } E{x" (k)z(k)}

. {Amin{WG(k)}} < Amin{ Wo k) } < E{x” (k)Weuyx(k)}
oS | Amaxi Moy} ) — Amax{ Moy} — E{wT(k)MG(k)w(k)}

definiendo « por

a=1— min
0(k)ex

——— 3> <1
{ )\ma:c{MB(k)}

De aqui

_ B (BWew=z(k)} _ { Amin{Wo) } } iy
<—min{——=,=a—1
E {27 (k) Moz (k) } 0D | Amax{ Mo }

y teniendo en cuenta (1.47) tenemos

E{x"(k+ 1)Maps+1yz(k + 1)}
E{xT(k)Mayx(k)}

< a,
de donde se sigue la desigualdad
E{V(z(k+1),0(k + 1))} < aB{V(z(k),0(k))}.
y de aqui, el resultado se concluye por induccion. O

Teorema 5 ([1]). El sistema (1.5) es EE si y solo si para cualquier conjunto de matrices
simétricas {Wi;1 € X} positivo definidas eziste un conjunto de matrices simétricas

{M;;i € ¥} positivo definidas que satisfacen (1.43).
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Demostracion. Asumamos que se cumple (1.43) y consideremos la funcién de Lyapunov
definida en (1.46). Si x(ko) = 0 para algin ky € Z,, debido a la recurrencia de (1.5)
tendremos que x(k) = 0 para todo k > ko y por lo tanto la estabilidad estocdstica de

(1.5) es trivial. Asumamos, pues, que (k) # 0,V k € Z, entonces de (1.49) se sigue:
E {Z V(a:(k:),@(k))} <(I+a+a®+...+a")E{V(x(0),0(0)}
k=0

_ (&) E{V(2(0),0(0))}

a—1
- (%) E{x" (0) Mo()=(0)} (1.52)

Ahora definamos
B = min {Anm{M
G(k)leZ{ ¢ O(k)}}

Como Mgk es una matriz positivo definida entonces 5 > 0 y (1.48) implica
Ba” (k)x(k) < Am{ Moy " (k)2 (k) < 2" (k) Moy (k) (1.53)

De (1.52) y (1.53) se sigue

2 {Zw%m(@} < (S ) PO Mawa(0)}

Como 0 < o < 1 entonces

lim E {ZmT(k)m(k:)} < <C(1 1_ a>> E{a"(0) Mgz (0)} < oo
k=0

lo que prueba que el sistema es EE.

Ahora asumamos que el sistemas (1.5) es EE y para comenzar definamos la matriz

D! como sigue:

l
D} 2 T[] Ave—ssrsn) (1.54)
s=k

Con base en D! definamos ahora la sucesién de matrices aleatorias {M(n — k,0(k)) : 0 < k < n}

de la siguiente forma :

M(n — k,0(k)) W) + Ajp E {We(k+1)

cc(k),e(k)} Aot

+Y AgwE { (DL)" Wagsa) (DY)

(1.0 | Ausy  (159)

31

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

AN :El. PERU

Observe que debido a que Wy es simétrica y positivo definida entonces M(n — k, 8(k))

es también simétrica y positivo definida.

A partir de (1.55) la sucesion escalar

CIIT<,I€>M(TZ — k,@(k))a:(k) :mT(k>Wg(k)33(k’) + ZIIT(]C)Ag(k)E {We(k+1)

n—2

+ Z T(k)Ag E {(D;)T Woa2) (Dy)

=k

se puede escribir de la siguiente forma:

Para (k) =z y (k) = i, de (1.56) se sigue que

TiM(n — k,i)z, = {Zm (O)Weayx(1)

z(k) = z1,, O(k) = z} (1.57)

lo que implica de inmediato que la sucesién es creciente puesto que Wy es positivo
definida para todo 8(l) € ¥. Veamos enseguida que la sucesién también es acotada. Esto
se sigue de la estabilidad estocéastica del sistema. En efecto, por la desigualdad de Rayleigh

tenemos:

2 (1) Wou (k) < e Worw o (K) (k) < da” (k) (k). (158)

donde v esta definido por

— méx {\as(Wo) ).
¥ er(r;)agz{ (Wo)
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Luego sustituyendo (1.58) en (1.56) tenemos

i M(n —k,i)x, = {Zm (OWeayx(l) |z
< ny{Zﬂ:
{va (D)L w()=zy,0 <>=z’}}

=T P (k) = 2000k) = 1)

E{}jmﬁnm@}

= VP (k) = 2r.00k) = 9)

Dado que el sistema es EE esta desigualdad implica que la sucesion de lado izquierdo es

acotada superiormente. Lo anterior prueba que el limite lim z} M (n — k, i)z}, existe para
n— o0

todo x, € R™.

Sea M(n — k,i) = [m(n — k,i);;]. Tomando z;, = e; entonces existe el limite

lim e] M(n — k,i)e; = m m(n — k,i);; = m(i)j; (1.59)

n—o0 n—oo

De otro lado, tomando z, = e; + ¢; se sigue

(ej +e) M(n—k,i)(e; +e) = e M(n —k,i)e; + el M(n — k,i)e,
+ e M(n—k,i)e, + el M(n — k,i)e; (1.60)

Como M(n — ki) es simétrica entonces ef M(n — k,i)e, = el M(n — k,i)e;. El limite de

la izquierda de (1.60) existe y por (1.59) se tiene que

lim el M(n — k,i)e, = im m(n — ki); = m(i);, (1.61)

n—0o0 J n—oo

De (1.59) y (1.61) se concluye

lm M(n — k. i)

n—o0

M;, (1.62)

donde M; = [m(i);,].
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E{x"(0)M(n,0(0))x(0) — =" (1)M (n — 1,0(1))x(1)|x(0), 8(0) }

w(O),O(O)} = wT(O)Wg(O).’B(O) (1.63)

E{x"(0)M(n,0(0))=(0) — " (1)M(n — 1,6(1))z(1)[=(0),6(0)}

=" (0)M(n.0(0)z(0) — E{z" (1)M(n — 1,6(1))z(1)|x(0), 6(0)}

= 2" (0)M(n,0(0)z(0) — E{="(0)As0)M(n — 1,6(1)) Ag)z(0)[(0), 6(0) }

=" (0)M(n.,0(0))z(0) — =" (0) Ago) E{M(n — 1,0(1))|z(0), 0(0) } A (0)  (1.64)

De (1.63) y (1.64) para 8(0) =i y «(0) = z( se obtiene
rdWizg = sl M(n,i)zg — a3 ATE{M(n — 1,0(1))|2(0) = 0, 0(0) = i} Az
= 2 M(n,i)xg

L
— > @y AT E{Lp)=j M (n — 1,5)|@(0) = z0,0(0) = i} Aizg

j=1
= 23 M(n,i)xg
L
=Y " af ATM(n = 1,5) E{1 ()= |@(0) = 20, 0(0) = i} Asag
j=1

= 2 M(n,1)xq

L
- Z xy AT M (n — 1,5)pi; Aixo (1.65)

Jj=1
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Como (1.65) es valido para cualquier zy € R™, por lema 29 del anexo se tiene:

L
M(n,i) =Y " ATM(n—1,5)Aipi; = Wi. (1.66)

J=1

Finalmente, tomando limite a ambos lados de (1.66) cuando n — oo se obtiene

L
ZpiinTMin - M; = =W,

j=1

1.7. Relaciones entre las diferentes

nociones de estabilidad

En esta seccion se establecen la relaciones entre los diferentes tipos de estabilidad
introducidos en la seccién 1.4. Se prueba que bajo la condicién de ser X un espacio de
estados finito, las nociones de estabilidad (a)-(d) son equivalentes y todas esta implican la
estabilidad (e), no siendo necesariamente cierto lo contrario (ver [3, Ejem. 3.17,Pag.39]).
Asi pues, la estabilidad CSE es mas débil que las demés. Comencemos por el lema

siguiente:

Lema 15. Para la matriz R;(k), definida por

k k

Rl(l{}> é Z Q1<l> = Z E {w(l)mT(l)l{g(l):Z}} s ) c Z

=0

se cumple:

> tr(Rik) =Y E{l=(DI} (167)
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Demostracion. La prueba se sigue directamente de la definicion de R;(k). En efecto,

itr( Ztr (ZE{:]} (D1lo0)= Z}}>
= ZZE{” (D1om=i1) }

=1 [=0
L k

=3 E{llz(0)1P100)— }
=1 =0

—ZE{;H"B (RO z}}

= ZE{Hw(l)HQ}
O

En el lema 16 se establecen dos desigualdades que van a ser ttiles en la demostracion

de los teoremas 6 v 7.
Lema 16. Sea Q(k) la matriz definida en (1.9), entonces:
"E{lo(R) I} < 1) lnsx < E{l2()]?) (1.68)
Demostracion. Del lema 2, se sigue
E{llo(k)|*} = B {tr (2(k)a” ()} = tr (B {o(k)2” (1)}) = r(@(K) < nl|Q(R)lnse

lo que prueba la desigualdad de la izquierda. La desigualdad de la derecha se obtiene

apartir de la desigualdad de Jensen como sigue:

1QEK) e = 1B { (k)" (k) } [l
< B {[le®)z” (k)]

:E{ max |x;(k )a:j(k‘)l}

1<i,5<n
1 .
< §E {&1&); (7 (k) + w?(k:))}
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Los argumentos que se presentan en el siguiente teorema estan basados fundamental-
mente en [21], donde se presenta el mismo resultado, pero para sistemas singulares. Hemos
preferido adaptar aquellos argumentos para dejar en evidencia que el caso singular, que

se estudia en el préximo capitulo, es una generalizacion del caso no singular.
Teorema 6. Fl sistema (1.5) es EMC si y solo si es EE.

Demostracion.

Sea el sistema (1.5) EMC. De (1.26) se sigue que

(I = A)q(k) = Alg(k = 1) — q(k)), k> L

Sumando término a término se obtiene

(Z-A) (Z Q(l)> = A(q(0) — q(k))

=1

(T -A) (Z Q(l)> = q(1) = Aq(k)

Puesto que el sistema es EMC entonces p(A) < 1 lo que implica que la matriz (Z — A) es

inversible. Por consiguiente,

> () = (I — A~ (g(1) — Ag(k))

y por (1.36), tomando limite a ambos lados de esta ecuacidn, se obtiene

lim » q(l) = (Z—-A)"q(1)

k—o0

o0
Asi pues la serie de vectores Z q(1) converge lo que implica que la serie de las componentes
1=0
también converge. Entonces existen 7, € R™, i € ¥, tal que
k

k
= i > o) = fin 3 veel@i0)
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y tomando en cuenta que el operador vec es continuo, entonces

De aqui y por la definicién de R;(k) se sigue que

lim R;(k) = lim Z Qi(l) = vec™

k—o00 k—o00

(T) (1.69)

Finalmente, por (1.67)

k L
; 27 _ 1v
Jim ;—o E{l=()]7} = lm E tr (Ri(k
(i (1)

vec1 T;)) <

NE
R

lo que prueba que (1.5) es EE.

Si el sistema es EE entonces Z E{||=(
k=0
I} = 0. La estabilidad EMC se sigue de (1.68). O

k)|?’} < oo lo que implica que
Jm B { ||z (k)
El siguiente resultado se basa fundamentalmente en las desigualdades (1.68).

Teorema 7. El sistema (1.5) es EE si y solo si es SME.

Para establecer la equivalencia entre la EMC y ES, teorema 8, serd de utilidad la

desigualdad (1.70).

Lema 17. Sea A € M, (R). Si p(A) < 1 entonces existen > 1 y 0 <y <1 tal que
IA [l < B~*, k€ Zy (1.70)
Demostracion. Sea v € R tal que 0 < p(A) < v < 1. Por La férmula de Gelfand se tiene

que

1

p(A) = Jim [|A¥]f,
—00

entonces para € = v — p(A) existe ko € Z, tal que si k > kg se tiene ||A*||} < ~. Tomando

[ > 1 se obtiene
A5y <% < By*
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2 . .
Sea V' : Myxn(R) — R™ el operador vec. Note que en este caso V' es inversible, esto
. 2 .
es, existe V71 : R™ — M, (R) que regresa los vectores columna a sus correspondiente

matrices cuadradas. Consideremos, ademas,

V2 sup V(Q)|
ez QI
V_l max
[V |lmax = sup V" (@) l[max
llqll#0 llql|

Estamos listos para presentar la equivalencia entre EMC y EXE.
Teorema 8. El sistema (1.5) es EMC si y solo si es EXE.

Demostracion. Si el sistema es EMC entonces p(A) < 1. En este caso, por el lema 17
existen 3> 1y 0 <~ <1 tal que ||A*||; < B+
De la definicién del operador V, la desigualdad de Jensen y la desigualdad (1.68) se

sigue:
la(0)]lx £ Z 14:(0)
9
< ||V||ZIIE{a: "(0)Lo0)=i1}
< VIIB{[lz(0)[]*} (1.71)
Dado que

E{|lz(k)]*} = Ztr( ) < nz 1Qi(F) [[mx

entonces por (1.70) y (1.71) tenemos
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E{||z(k H}<nZ||QZ e

—TLZ”V QZ |max

< nz IV | 0: (R
i=1

= n||[V | max||¢()|1

= )|V | max [AFq(0) |1

< nf[V 7 sl A* 111 (0) [

< f[V7H a1V E{]]2(0) [}
< nllVH lmaxd V187 E{]l2(0) [},

donde S y = son las correspondientes constantes de la matriz A estipuladas en el lema 17.
Tomando B; = n||V |||V} |maxB > 1, se obtiene E{||z(k)|*} < Bi1v*E{||=(0)]|?}.
Por otro lado, de la definicion se sigue directamente que la EXE implica la EMC. O

Teorema 9. Si el sistema (1.5) es EMC entonces es CSE.

Demostracion. Del teorema anterior si el sistema es EMC entonces él es EXE, es decir,

existen constantes 0 < a < 1 < (8 tal que para todo k € Z, se tiene

E{|=(&)|*} < Ba*E {[l2(0)]*},

Esta desigualdad implica

ZE{IIGS I}y <5 E{Ilm )7} (1.72)
aplicando la desigualdad de Markov se sigue
e {fla(k)| > o < ZUEEIT 173)

De (1.72) y (1.73) se obtiene

ZPr{nw ||>e}<—ZE{||a: P} < g a2 =01} (L.74)
21—
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Definiendo la sucesién de eventos
Ap = {|lz(k)|| > €}
se sigue de (1.74) y del lema de Borel-Cantelli que

(A0}

k=1 n=k

Tomando complemento en esta igualdad se obtiene Pr{Up, N%, A%} = 1, de donde

Pr{nlirgo (k)| = o} ~ 1. O

41

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gﬁglimo

DEL PERU

Capitulo 2

Regularidad y Estabilidad de
Sistemas Lineales Singulares con

Saltos Markovianos

En este capitulo se analizan los problemas de la regularidad y estabilidad de los
sistemas lineales singulares con saltos markovianos, esto es, sistemas que tienen una
matriz singular en el lado izquierdo de la ecuacién dinamica. A diferencia lo que sucede
en los sistemas lineales no singulares, estudiados en el capitulo 1, el problema de la
regularidad, es decir, el problema de la existencia y unicidad de soluciones de un sistema
singular no es trivial. Para abordar este problema se requiere condiciones adecuadas que
seran presentadas mas adelante. Por otro lado, muchos de los resultados concernientes
a la estabilidad de sistemas lineales no singulares son extendidos aqui para sistemas
lineales singulares. Esta extensién a requerido bastante esfuerzo técnico para superar
las dificultades que ofrece la singularidad.

Debido a su importancia préactica y teorica, los sistemas lineales singulares vienen

siendo extensamente estudiados a partir de la década de 1980 ( p. €j. [5], [22], [39], [40]).

2.1. Introduccion

En esta seccién se revisan brevemente algunos conceptos bésicos de la teoria de
los sistemas lineales singulares de control clasico, es decir, de aquellos sistemas que no

presentan saltos. Los resultados que se presentan en esta seccion seran utilizados en los
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sistemas singulares con saltos markovianos. Muchos procesos de las ciencias econémicas
[23], la ingenierfa eléctrica [24], de la robdtica [25], etc. pueden ser modelados por el

siguiente sistema:

Sx(k+1) = Ax(k) + Bu(k), z(0) =z € X, (2.1)

donde X es un subconjunto de R™ que sera determinado mas adelante. Lo fundamental
en este modelo es que la matriz S se considera que es singular o més generalmente que
rank(S) < n. Como siempre z(k) € R™ es el vector de estado, u € R™ es una senal de
entrada y las matrices A, S € M,xn(R), B € M,xm(R) determinan los pardametros del

sistema.

Cuando el rango de la matriz S es estrictamente menor que n, el sistema es llamado
singular. En el caso contrario, es decir, cuando rank(S) = n, se trata de un sistema
no singular y, en particular, cuando S = I, donde I es la matriz identidad, el sistema no
singular se dice que estd en su forma normal estandar. Los sistemas no singulares estandar
fueron estudiados en el capitulo anterior. Si bien en este capitulo estamos interesados
en el caso singular, los resultados presentados aqui son una extension de los resultados
conocidos de la teoria de sistemas no singulares estdndar. Esta no es una tarea trivial,
pues la singularidad de la matriz S no permite usar técnicas recursivas como en el caso
anterior. Mas aun, dado que la matriz S es singular la solucién del sistema (2.1) podria
no existir y, en el caso que exista, ésta podria no ser unica. Este problema se conoce en la
literatura como el problema de la regularidad (ver [41]). De manera pues que un primer
problema por abordar es analizar bajo qué condiciones el sistema (2.1) posee solucién
unica.

A continuacién definimos el concepto de regularidad para el par de matrices (S, A).

Definicién 5 ([41]). Se dice que el par de matrices (S, A) es reqular si existe una constante

A € C tal que

det(AS — A) £ 0 (2.2)

o equivalentemente, el polinomio p(\) = det(AS — A) no es idénticamente nulo. En este

caso también se dice que el par de matrices (S,A) es regular.
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Ejemplo 5. Consideremos las matrices :

100 010
S=1010|,A=1]0 0 1
0 00 001
Luego
A —1 0
p(A) =det(AS—A) =0 A —1|=-\.
0 -1

Como det(A\S — A) # 0 para todo X # 0 entonces (S, A) es reqular.

Ejemplo 6. Consideremos las matrices:

(0001 0 (010 0 0]
00000 00100
S=l10000/,A=[1 001 0
00000 00000
0000 1 00 1 0 0
Luego

Lo il O A
T = Y

p(A) =det(AS—A)=[x—-1 0 0 -1 0| =0
0 AV 0
0 0 -1 0 A

Como det(AS — A) = 0 para todo X € C entonces (S, A) no es regular.

Cuando el par de matrices (S5, A) es regular, entonces, por extension, se dice que el
sistema (2.1) es regular.

El teorema 10 cumple un rol importante en la soluciéon de los sistemas singulares
porque nos permite a desacoplar el sistema (2.1) en dos subsistemas donde uno de ellos
tiene la forma de los sistemas dindmicos de control clasico estudiado en el capitulo 1 y el

otro es un sistema algebraico.
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Teorema 10 ([41]). El par de matrices (S, A) con S, A € M,xn(R) es reqular si y solo

si existen matrices no singulares Q, P € M x,(R) tal que:

QSP = diag(1,,,N) (2.3a)
QAP = diag(J, I,,,), (2.3b)

donde ny +nys =n, J € My, xn, (R) y N € Myyun,(R) es una matriz nilpotente.

Demostracion. Supongamos que existen @, P € M,,«,(R) no singulares que cumplen las
relaciones (2.3a) y (2.3b). Si A ¢ o(J) entonces por el lema 27 del anexo se sigue que
det(Q) det(A\S — A) det(P) = det(AQSP — QAP)

el o T 0
0 AN-1I,

= det

= det(\,, — J)det(AN — I,,,)
# 0
Por lo tanto det(AS — A) # 0, de donde (S, A) es regular.

Ahora supongamos que el par (S, A) es regular. Por definicién, existe A € C tal que

det(AS — A) # 0 lo que implica (AS — A)~! existe. Definiendo las matrices

S=(0\S—A)7's
(AS — A)'A

b S
Il

se tiene

A=(AS—A)'(AS+ A —\S)
=AAS—A)'S -1
= AS— 1

Por la descomposicion de Jordan de S , existe una matriz no singular T' € M,,.,(R) tal

que
T§T”w:dmg6§“$) (2.4)

donde §1 € My, xn, (R) es una matriz no singular que contiene los bloques de Jordan

generados por los autovalores no nulos de S y §2 € M, xn, (R) es una matriz nilpotente
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que contiene los bloques de Jordan generada por los autovalores nulos de S . Ademds por

el lema 27 del anexo la matriz /\§2 — I es no singular. Definiendo

Q = diag (87, (A8, — 1,,) ") T(AS — 4)~!

pP=T1"
se tiene
QSP = diag (A;I, Ay — I,,,)" 1) T(A\S — A)"LST!
— diag (A;I, Sy — I,,,) ) 737!
= diag (Al_l, (ASy —1,,)~ ) diag(Sy, Ss)
2 —1
— diag (fm, (A\Ss Im) &
y
~ ~ -1
QAP = diag (S;', (ASy — I,,) )T(\S — A)"LAT~
= diag (S;*, (\Sy — I,,,)"") TAT!
= diag (571, (A8, — I,,)"1) T (AS " 1) 71

Ademés

entonces
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tenemos que Sy es nilpotente y se tiene que Sy y ()\82 — [n2> son conmutables, por
el lema 28 del anexo se concluye que N es una matriz nilpotente, lo que concluye la

demostracidn. O

El teorema 11 es muy importante, pues nos dice que la condicién de regularidad es
equivalente a la existencia y unicidad de soluciones de un SLS. Adelantamos que estas
soluciones solo estan dadas para un conjunto de condiciones iniciales llamadas consistentes

( ver Observacién.b y Ecuacién (2.16))

Teorema 11. FEl sistema (2.1) es reqular si y solo si tiene solucion inica para alguna

condicidn inicial consistente.

Demostracion. Asumamos que el sistema (2.1) es regular. Para probar que el sistema
tiene solucion unica, vamos a obtener ésta de forma explicita. Por el teorema 10 existen

matrices no singulares @, P € M,,»,(R) tal que se cumplen (2.3a) y (2.3b). Escribiendo

By
QB = ,
By
introduciendo el cambio de coordenadas
k
) — 2 il , x1(k) € R™  x9(k) e R™ (2.5)
(k)

y multiplicando el sistema (2.1) por @ se obtiene

kE+1 k B
osp [T EFDN _oup DM B L
I’g(k’ + 1) ZL’Q(’C) BQ
I,, 0 k+1 J 0 k B
21 ( ) _ 1 (k) Mt (k)
0 N (L‘Q(l{? + 1) 0 [n2 (L'g(l{?) B2
lo que es equivalente a
x1(k+ 1) =Jx1(k) + Biu(k) (2.6a)
Nxo(k + 1) =z9(k) + Bou(k). (2.6Db)
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La descomposicién (2.6a)-(2.6b) es conocida como la descomposicion Weierstrass (ver[5]).
Observe que el sistema (2.6a) tiene la forma del sistema (1.1) estudiado en el capitulo 1,

de donde para cada estado inicial z1(0) € R™, la solucién es de la forma:
k—1
v1(k) = J*21(0) + > T Buu(l) (2.7)
1=0

Ahora la solucién del sistema (2.6b) se obtiene de la forma siguiente. Fijando k € Z

y de la dindmica del sistema (2.6b) se sigue:

Nxzy(k + 1) = x9(k) + Bau(k)

Nzo(k+2) = x9(k + 1) + Bou(k + 1) (2.8)
Nzy(k+h) =x3(k+h—1)+ Bou(k +h —1) (2.10)

Multiplicando por N a (2.8), por N? a (2.9) y asi sucesivamente hasta multiplicar por
Nh=1 a (2.10) se obtiene

Nzy(k + 1) = xo(k) + Bau(k)
N2xy(k +2) = Nxo(k + 1) + NBou(k + 1)
N3zy(k +3) = N2xy(k + 2) + N2Byu(k + 2)

N'zy(k+h) = N" 'oy(k 4+ h— 1)+ N" ' Byu(k +h — 1)

Sumando miembro a miembro, simplificando términos comunes y teniendo en cuenta que

N =0 se concluye que
h—1
va(k) = = N'Byu(k +1) (2.11)

=0

Entonces la solucién de (2.1) es tnica y estd dada por

(2.12)
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Asumamos que el sistema tiene solucion tnica, por el lema 30 del anexo existen

matrices no singulares Q, P € M,,«,(R) tales que

S = QSP = diag(Ongwng, L1, - ., Ly, L1, ...

Ly, I,N) (2.13)
A= QAP = diag(Opnyxng, J1,- - - Jpy Sy -+ - gy I, 1) (2.14)
donde J € My, (R)
(1 0 0] [0 1 0]
0o 1 ... 0 0 1 0
L= ) . , Ji= ) ) < M(ﬁi)x(ﬁﬂrl)(R)'
] 0 1 0 I 0 1]
(1 0 N [0 0 d
0 1 1 0
L= Y. = | e Miryxy (R).
0 1 1 0
- O_ - 1_
y
N =diag(Ny, ..., Nt) € My (R)
donde . .
(il
i
N; = € My, «r, (R).
0 1
0

y las dimensiones de las matrices anteriores satisfacen las relaciones
P q t
n:n0+2m+2(nj+1)+2ki+h
i=1 j=1 i=1
q p t
n=no+ Y nj+» (Ai+1)+> ki+h
j=1 i=1 i=1
t
g=2 ki
i=1
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Escribiendo
QBu(k) = [uzo(k),ugl(k), . ,ugp,ugl, . ,ugq,u:,f, u;ffl, . ,uft]T
introduciendo el cambio de coordenadas
P la(k) = &(k) = [a], (k), 2L (k), ... ,xgpwgl, . ,qu,@f,mz, ]t

Ong g Lo (K 4 1) = ting (k) (2.15a)
Lizi,(k+1) = Jizs (k) 4 ug, (k) (2.15b)
Liw, (k+1) = Jiz,, (k) + u, (k) (2.15¢)

Ny, xg, (k+ 1) =z, (k) + ug, (k) (2.15d)
ch(k + 1) = Jag (k) + un(k) (2.15¢)

Para que (3.7) sea consistente debe cumplirse que u,,(k) = 0y, en este caso, tendriamos
que T, (k + 1) puede tomar infinitos valores.
Ahora notando que z;, € R%*! y escribiendo w7, (k) = [21(k) - - - z7,41(k)], el sistema

(3.8) se puede expresar como

[ 2(k+1) = 2(k) +ui(k)
2ok +1) = z3(k) + ua(k)

za(k+1) = zm,41(k) + ua, (k)

\
que no tiene solucién unica ya que zz,11(k) puede tomarse arbitrariamente.
Por otro lado, notando que z,, € R™ y escribiendo (k) = [z1(k)--- 2, (k)], el

sistema (3.9) se puede expresar como

(

2(k+1) = 2z1(k) +ua(k)

Zny (k4 1) = 2n,_1(k) 4 g, (k)
0 = Zn; (k:) + unj-i-l(k)

20
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si solo analizamos

2(k+1) = 2z(k)+ua(k)

Zny(k+1) = 2n;-1(k) + uy, (k)

es un sistema lineal no singular donde tiene solucién unica pero tiene que satisfacer

\

0 = 2, (k) + un,;+1(k) entonces en general no tiene solucion.

Los sistemas (2.15d) y (2.15e) tienen la forma de los sistemas (2.6a) y (2.6b) el cual
hemos visto que tiene solucién tnica. Tenemos que los sistemas (3.7)-(3.8) poseen infinitas
soluciones entonces estos sistemas tienen que ser suprimidos y también el sistema (3.9)

por no tener solucién, al final de (2.13) y (2.14) se obtiene.

QSP = diag(I,N)
QAP = diag(J,I)

por lo tanto el par (S, A) es regular. ]

Observacion 4. Observe que la solucion (2.11) depende de valores futuros de u(k), lo que
va contra el sentido comun de la experiencia fisica. A este tipo de sistemas se le conoce
como no causal porque la solucion depende no sélo de las entradas pasadas y presentes
sino también de las futuras. Fs claro que en un sistema en tiempo real no se dispone
de las entradas futuras de la senal y, por lo tanto, un sistema no causal no puede ser

implementado fisicamente.

Observacién 5. Observe que mientras la condicion inicial del sistema (2.6a) es
arbitraria, la condicion inicial del sistema (2.6b) no lo es, pues ella debe satisfacer la

ecuacion
h—1

22(0) = =Y~ N'Byu(i).

i=0
Esta ecuacion se conoce en la literatura como condicion de consistencia y, si ella
no es satisfecha, el sistema no poseerd solucion. Calculemos ensequida el conjunto de

condiciones iniciales consistentes del sistema (2.1). De (2.5) se sigue
z(0)=P

ol
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lo que se puede escribir como

T (O)

0 NP tz(0)=[01T
[0 1] 0) = ]x2(0>

o también

[0 I]P'2(0) = = Y _ N'Byu(i)

Definicién 6. Se dice que x(0) es una condicidn inicial consistente si cumple la relacion
[0 1]P7'2(0) = = Y~ N'Bou(i)

y el conjunto de condiciones iniciales consistentes estda dado por

[0 I]P ZNlBgu } (2.16)

donde N y P estan definidas en el teorema 10, el orden de nilpotencia de N es h y la

U(u) & {:1: e R"

matriz [0 I] es una matriz aumentada donde 0 es una matriz nula de orden ny X ny y la

matriz identidad I es de orden ny X noy.

El siguiente ejemplo muestra que el sistema lineal singular no puede tomar cualquier
condicién inicial, se necesita que las condiciones sean consistentes en el sentido definido

arriba.

Ejemplo 7. Considere un sistema lineal singular:

Sz(k+1) = Az(k), z(0) = zp € R? (2.17)
donde
110 100
S=1010/,A=10 2 0
000 001

Calculemos las condiciones iniciales del (2.17). Para k = 0 se puede reescribir

21(1) + 25(1) = 21(0)
(1) = 215(0)
0 = 5(0),
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para cualquier x1(0), x2(0), se puede conocer x1(1) y x2(1) pero para evitar inconsistencias
tenemos que imponer que x3(0) = 0 entonces el conjunto de condiciones iniciales

consistentes es de la siguiente forma
qj(“’) = {(‘ray?O) < Rg‘ x,y € R} :

El sistema tiene solucion unica con las condiciones iniciales mencionadas. Este ejemplo
muestra que un sistema lineal singular no siempre tiene solucion para una condicion inicial

arbitraria.

Una vez que hemos estudiado el problema de la regularidad, podemos pasar a estudiar
otro aspecto importante de los sistemas de control, esto es, la estabilidad. Para esto

consideremos el sistema regular no forzado
Sz(k+1) = Az(k), z(0) =z € X. (2.18)

Por la regularidad del sistema, del teorema 11 sabemos que z3(k) = 0, de donde la
estabilidad del sistema solo depende del comportamiento de (k) cuya dindmica estd dada
por (2.6a).

Recordemos la definicién del espectro generalizado. Dado el par (S, A) se define el

espectro generalizado de la forma siguiente:
0(S,A) £ {\ € C; det(\S — A) =0} (2.19)
y el radio espectral generalizado por

A .
p(S, A) = T Al (2.20)

Note que cuando S = I se obtiene o(I, A) = d(A) y p(I,A) = p(A), es decir, el espectro
y el radio espectral se reducen al caso usual.
El teorema 12 caracteriza la estabilidad del sistema (2.18) mediante el radio espectral

generalizado.
Teorema 12. El sistema (2.18) es asintdticamente estable si y solo si p(S,A) <1

Demostracion. Debido a que (2.18) es regular existen Q y P € M,,»,(R) no singulares
tales que cumplen (2.3a) y (2.3b). Por el lema 27 del anexo se obtiene

det(Q) det(A\S — A) det(P) = (—1)" det(\,, — J).

23
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Puesto que las matrices () y P son no singulares, de esta relacion se deduce que

o(S,A) = o(J). Ahora por (2.7) y (2.11), z1(k) y z2(k) estan dadas por

z1(k) =J%x,(0) (2.21)
xo(k) =0 (2.22)

y, por otro lado, de (2.12) se tiene que
lz(B)[| < [[P[l[[z1(k)]- (2.23)

Dado que z1(0) es arbitrario, de (2.21)-(2.23) se deduce que el sistema (2.18) es

asintéticamente estable si y solo si o(S5, A) = o(J) < 1, como queriamos. O

2.2. Sistemas Singulares Lineales

con Saltos Markovianos

El objetivo de este capitulo es estudiar los sistemas lineales singulares con saltos

markovianos, esto es, sistemas de la forma
Sg(k+1)w(k + 1) = Ag(mil?(k) + Bg(k)u(k), .73(0) e XCR", (2.24)

donde rank(S;) < n para todo i € X. En particular estamos interesados en extender los
resultados de la teorfa de sistemas no singulares al caso presente. Comenzamos estudiando

el problema de la regularidad.

2.2.1. Regularidad

Como hemos visto para garantizar la existencia y unicidad de soluciones del sistema
Sz(k+ 1) = Az(k) es equivalente a la regularidad del par (S, A). Puesto que el sistema
(2.24) es una extensiéon de un sistema singular sin saltos es natural preguntarse en
qué medida la regularidad de cada par (S}, 4;), i,j € X, esta relacionada con la existencia
de una tnica solucién para el sistema (2.24). Veremos que la relacién, en este caso, no
es tan directa, sino que son necesarias ademas algunas condiciones adicionales. El primer
paso en el estudio de la existencia de soluciones consiste en definir la regularidad modo a

modo del sistema (2.24).

o4
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Definicién 7. Consideremos el conjunto
2 {(i.) € £ x X;py > 0}

donde p;; es la probabilidad de transicion del estado @ al estado j. Se dice que el sistema

(2.24) es regular modo a modo si el par (S;, A;) es reqular para todo (i,7) € XT.

Boukas y Xia en [40] introdujeron un concepto de regularidad para el sistema (2.24) que
resulta limitado, pues éste solo toma en cuenta la regularidad del par (S;, A;) sin considerar
que el lado izquierdo y derecho de la ecuacion de estado pueden tomar modos diferentes en
la medida que las matrices S y A no evolucionan de la misma manera para cada instante
k € Z. Ciertamente la regularidad de Boukas y Xia representa una situacién particular de
nuestra definicion de regularidad modo a modo. En nuestro enfoque, la regularidad modo
a modo jugard un rol importante para garantizar la existencia y unicidad de soluciones
del sistema (2.24).

Fijemos una realizacién w €  tal que 6(k) =i,0(k+ 1) = j y 6(k + 2) = r, donde
(i,7),(3,7) € 7. Aplicando argumentos similares a los utilizados en la demostracién del

teorema 10, para el periodo [k, k + 1] definamos
Sij = (AS; — A)71S;, (2.25)

donde A\ ¢ o(S;, A;). Por la descomposicién de Jordan para S, ;, existe una matriz no

singular 7T; ; tal que

10% 70h 00 =) (Si(;): Sﬁ)) (2.26a)
&

Nig= (A8 -1) s (2.26b)

Jig =M= 83, (2.26¢)

donde SZ-(;) es una matriz no singular que contiene los bloques de Jordan generados por los
autovalores no nulos de S ;, Si(? es una matriz nilpotente que contiene bloques de Jordan
generados por los autovalores nulos de S; ; y IV; ; es una matriz nilpotente.

Para el periodo [k, k + 1] el sistema es

Six(k+1) = Ajz(k), (2.27)
Ahora, escribiendo
BW
.. . = Y
Qi;Bi 5O (2.28)
4,7
55
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introduciendo el cambio de coordenadas

131(1'7]‘)(]{3 + 1)

x(k+1)=PF,; (2.29)
(i) (k + 1)
y multiplicamos (2.27) por (); ; se obtiene:
1(i5) (b + 1) = Ji @165 (k) + BJ u(k) (2.30)
Ni o) (k1) = o) (k) + By u(k), (2.31)

donde los subindices adicionales de las variables @ y 5 se han colocado para distinguirlos
de un periodo a otro.

Si se conocen @y(; ;) (k) y u(k), por la ecuacién (2.30) podemos determinar el valor de
x13;,j)(k + 1). Por el contrario, si se conocen xy; (k) y u(k), de (2.31) no se puede
determinar univocamente el valor de @ ;(k + 1) debido a que N;; es una matriz
nilpotente. En adelante desarrollaremos argumentos para solucionar este problema.

Para el perfodo [k + 1, k + 2] el sistema es
y aplicando argumentos similares a los anteriores se tiene

T (k +1)

x(k+1) =P,
To(jr) (k + 1)

(2.32)
Observamos que la matriz cambio de coordenadas P, ; se aplica para x(k) y x(k + 1)
del periodo [k, k + 1] y la matriz cambio de coordenadas P;, se aplica para x(k + 1) y
x(k+2) del periodo [k+1, k+2]. De (2.29) y (2.32) se obtiene una relacién entre periodos

consecutivos donde estan involucradas las matrices cambios de coordenadas, como sigue:

ik +1 i (k+1
=% 16 ) =Pj, 1) ) (2.33)
L2(4,5) (k + 1) L2(j,r) (k + 1)
Puesto que P, ; es inversible entonces de (2.33) se obtiene la siguiente relacién fundamental:
15,5 (K + 1) - Ty (k +1)
- Pi,jlpjﬂ"

(2.34)
To(i ) (k + 1) To(jry (b + 1)

Nos gustaria descomponer la matriz Pfij]T en una matriz por bloques 2 x 2 para

obtener dos ecuaciones matriciales una para x; y otra, que no contenga la matriz
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nilpotente, que involucre a x5. Dado que x; puede determinarse, segin hemos visto arriba,
la segunda ecuacién podria ayudara para determinar x,. Esta idea, sin embargo, tiene
una dificultad. En efecto, notemos que @(;;)(k + 1) y @a¢(k + 1) son las segundas
componentes del mismo vector x(k + 1) en distintos periodos y, por esta razén, sus
dimensiones podrian ser diferentes. Para impedir esta contingencia, sera necesario imponer
condiciones adecuadas.

La ecuacién (2.34) relaciona el estado final de un periodo con el estado inicial del
periodo siguiente. Estos dos estados deben ser iguales, la asuncién que impondremos
tiene que estar relacionada a la matriz PZ_JIPM la cual nos servira para obtener el valor
de toda la informacién de @y ,)(k 4 1) para eso vemos la necesidad de denotar por o ;

la multiplicidad algebraica del valor propio nulo de la matriz .S; ;.

Asuncién 1. (&) Para cada par de periodos consecutivos [k, k + 1] y [k + 1,k + 2| se
define

P (0(k), 0 (k1) (k+2)) = Pg_(;),g(kﬂ)Pe(k+1),e(k+2),

donde Pogyok+1) ¥ DPok+1)0k+2) Son las matrices de cambio de coordenadas en
su respectivos periodos. Supongamos que «;; = [ para todo (i,j) € XT y que

P(0(k),0(k+1),0(k+2)) €5 una matriz de bloques 2 X 2 con la siguiente estructura:

* *
POk 6(k+1),0(k+2)) =
Mok 0(k+1),6k+2)

donde la matriz Moy ok+1),0(k+2) €5 de orden [ x [3.

Observacién 6. Como «;; es la multiplicidad algebraica del valor propio nulo de la
matriz nilpotente SZ-(?, entonces de (2.26b) se sigue que o ; es la dimension de la matriz
N; j. De otro lado, la condicion «; ; = [ se impone para que las matrices nilpotentes N; ;
sean de la misma dimension para todo (i,j) € X lo que implica, debido a (2.31), que los

vectores Ty(; ;) son todos de dimension [ y los vectores x1(; j) de dimension n — 3.

Observaciéon 7. Observe que una vez que la realizacion ha sido fijada entonces
Jij, Nij, BZ%), Bi(?j) y M; ;» pueden ser calculadas a partir de las matrices que determinan

los parametros del sistema.

57

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

CE\. PERU

Teorema 13. Si el sistema (2.24) es regular modo a modo y se cumple &y, entonces
para cualquier condicion inicial (0) € X el sistema tiene una unica solucion si para cada

realizacion w € Q y k € Z, eziste my, = m(k,w) tal que

my—1
{ H NH(k-i-Z—l),G(k—I-E)MG(k+€—1),0(k+£),0(k+l+1)} No(ktmp—1),0(k+my) = 0- (2.35)
=1
Demostracion. En primer lugar vamos a obtener la solucién de la ecuacién (2.31),
fijemos una realizacion w € Q tal que (k) = i,0(k+1) = 7,0k +2) = ry
Ok +3) =s,...,0(k+mpyy — 1) = 0,0k + muy1)) = 0,00k +me) +1) = v,
donde (i,7),(4,r), (r,8), ..., (v,w), (w,y) € LT. Para los perfodos consecutivos [k, k + 1]
y [k + 1,k + 2] las matrices de cambio de coordenadas son P, ; y P;,, respectivamente.

Entonces de (2.34) y la asuncién Z; se tiene

AOICE S I L ) LTI CRa) , (2.36)
x5y (k+ 1) 0 M| |®2m(k+1)
de donde
Xoii ) (kb + 1) = M; ;2o (k + 1). (2.37)

Ya que la matriz M; ;, es conocida, la ecuacién (2.37) permite calcular xy(; j)(k + 1) en
base a () (k + 1).
Aplicando argumentos similares a la demostracion del teorema 11, se obtiene una

expresion para y(j,)(k 4 1). En efecto de (2.31) se sigue

Nirany(k +2) = @y (k + 1) + BDu(k + 1) (2.38)
Ny @o(rs) (k4 3) = @ors) (k + 2) + BRu(k + 2) (2.39)

Nowstun(k + mics) = Bagoy (5 mggs — 1) + Bk 4 miy — 1) (2.40)
Nuy®a(u,y) (K + M1 + 1) = Toguy) (k + mapr) + BEyu(k + me), (2.41)

Ahora, vamos a hacer las siguientes multiplicaciones por la izquierda:
(239) por Njﬂ’Mj,nsa
(2.40) por Ny, M;, o Ny g+ Mo(rimy, s —3),004mip1—2),0 (+mp 1 —1) N0 (kb s 1 —2).0(k-+mi s —1) X

Mok tmp o1 —2) .00+ mp 1 —1),0(k+mps1) >

(241> por Nj,er,r,sNr,s e M@(k+mk+172),0(k+mk+171),0(k+mk+1)Nv,wMH(k+mk+1),9(k+mk+1+l),9(k+mk+1+2)-
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sumando miembro a miembro, simplificando términos comunes y teniendo en cuenta que

my+1 cumple (2.35) (para el tiempo k + 1), esto es,

Me+1 1
{ H Ne(k—i-i),e(k—l—é—l—l)MG(IH—Z),0(k+£+1),0(k+€+2)} No(ktmps1),0(k+musa+1) = 0 (2.42)

=1
se obtiene
mg11—2 t
wQ(Jﬂ")(k +1) = B (k‘ +1 (H 0(k+0+1),0(k+0+2) Mo(kt-04+1) 0(k+0+2), 9(k+£+3)) X
t=0
BS) t+2 (2.43)
0(k+t+2),0(k-+t+3) Y .

Por tltimo veamos que la solucién del sistema (2.24) se puede obtener por induccién.

Puesto que la condicién inicial 2(0) es conocida, por (2.29) se sigue

Z1(9(0),0(1)) (0)
T2(0(0),0(1)) (0)

= Pe_(o) o(1)T z(0),

de donde se obtienen los valores de x1(g(0),0(1))(0) ¥ @20(0),01))(0). Luego de (2.30) se

obtiene
1
Z1(0(0).001)) (1) = Jo0).0)16(0),61)(0) + By 51, (0),

De (2.43) se obtiene

mi1—2 t
2
1132(0(1),9(2))(1) = —B§,2)U(1) =3 Z (H Ne(z+1),9(z+2)Me(z+1),9(z+2),9(e+3)> X

t=0 =0
2
Bé(2+2) 0(t+3) u(k +1+2). (2.44)
y de (2.37) se sigue:
T2(0(0),001)) (1) = Mo(0),001),02)T2(0(1),0(2)) (1)- (2.45)

Ahora reemplazando (2.44) en (2.45) se obtiene una forma cerrada para @ g(0)ea1)) (1),

como sigue:

mi1—2 t
Xo0(0),001) (1) = _MG(O),G(l),O(Q)BSQ)U(l) - Z <H N9(£+1),9(1z+2)M9(£+1),9(£+2),9(£+3)) X

t=0 =0

(2)
B 0(t+2),0(t+3) (k i+ 2)
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Finalmente por (2.29) se tiene de manera tnica el valor de (1) a partir de (0), como
sigue:
L1(6(0),0(1 (1)
2(1) = Pyoyoq) (6(0),0(1))
2(0(0),0(1)) (1)

Por hipdtesis de induccién, se tiene que si x(k) es dado se obtiene x(k + 1).

Consideremos el periodo [k + 1,k + 2|, por (2.29) se sigue:

ml(j,r) (k/‘ + ].)

— P lw(k+1).
332(.7"71)(]? + 1)

dado que x(k + 1) es conocido entonces se determina los valores de xy(,)(k + 1) y

Zo(jr) (k + 1) luego de (2.30) se obtiene
1) (k +2) = i@y (k + 1) + B Ju(k + 1),

De (2.37) se tiene
wg(j,,.) (k =F 2) = Mjmsmg(r’s)(l{? I 2) (246)

y de (2.43) se sigue

Mg42—2 t
Tars) (k +2) = —BPu(k + 2) (H 0(k+0+2),0(k+0+3) Mo+ 042) 0 (k+0+3), 0(k+e+4)> X

2)
By ortr3) 0(k+t44) U t+3 (2.47)

Reemplazando (2.47) en (2.46) se obtiene una forma cerrada para s,y (k + 2), como

sigue:

Mg yo—2 t
To(jry(k+2) = —Mj,r,stS)u(k +2) — Z (H N 9(k+f+2),0(k+€+3)Me(lc+£+2),0(k+€+3),9(k+£+4)) X

t=0 =0

(2)
Be(k+t+3),9(k+t+4)u(k +t+3). (2.48)

Finalmente por el cambio de coordenadas se obtiene el valor de x(k + 2) de la forma
siguiente:
T (k+2
a(k+2)=r, | 'V (k2 (2.49)
:132(]-77")(16 + 2)

]
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Notamos que la condicién inicial wl(g(o)ﬁ(l))(O) es arbitraria entonces la condicion
consistente para el sistema (2.24) sélo depende de la segunda componente :152(9(0)79(1))(0),

para evitar inconsistencias se necesita que la condicién inicial sea de la forma siguiente:
(0) = = By, )1 (0)
L2(6(0),0(1)) 0(0),0(1)%
mo—2 t
(2)
- (H Ne(fw(m)Mow),ewﬂxe(eu)) By oyt +1).

La siguiente definicién es una generalizacion del caso SLS (ver (2.16)).

Definicién 8. El vector (0) es una condicion inicial consistente si cumple la relacion :
-1 (2)
[0 I]Pe(o),e(l)x(o) = _Ba(O),e(l)u(O)
mo—2 t
2
- > <H Ne<£>,e<e+1>Mew),e(ul),e(m)) Be(?(2+1),6(t+2)u(t +1). (2.50)
t=0 \¢=0

donde la matriz [0 1] es una matriz aumentada donde 0 es una matriz nula de orden

B x (n—B) y la matriz identidad I es de orden [ X 5.

Observe que la condicién inicial estd en funcién de 6(0), ..., 0(mg) y u(0),...u(mo—1)
entonces para calcular la condicion inicial necesitamos llegar hasta el instante mg. Se define

w(mgp) como la realizacién w truncando en my, eso es,

w(mo) = {6(0),6(1), -...0(mo)},

donde mg es definida en el teorema 13 y se define W(w(myp),u) como el conjunto de
condiciones iniciales consistentes con relacién a w(myg). A continuacién, el conjunto de

todas las condiciones iniciales consistentes para el sistema (2.24) es dada por

Vw) = | w(wimo)w). (2.51)

w(mp)€EQ

A continuacién presentamos unos ejemplos que ilustran la teoria.

Ejemplo 8. Consideremos las matrices siguientes:

10 0 0 (10 0 0 —05 0 0 0 “1 00 0

00 -1 0 00 -1 0 0 10 0 0 100
Slz 732: 7A1: 7A2:

00 0 —1 00 0 0 0 010 0 010

00 0 0 00 0 o 0 00 1 (0 00 1
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ol
_0_
Debido a la matriz de transicion de probabilidad vy el vector de distribucion inicial de la

cadena de Markov hay dos posibles realizaciones, w; = {2,1,2,...} ywy = {1,2,1,...}.

Comprobemos que el ejemplo cumple todas las condiciones del teorema 13.

Regularidad
Tenemos que 3T = {(1,2),(2,1)}. En efecto para comprobar la regularidad modo a
modo solo se necesita comprobar la reqularidad de los pares (S2,A1) y (S1, As). Pero esto

puede ser verificada inmediatamente tomando, por ejemplo, A = 1.

Asuncion

Ahora, para todo (i,j) € £F la multiplicidad algebraica de S;; es igual a o j = 3 y
para todo (i,j) € ¥T,P,; = I esto implica que P, tiene la forma Pi,_ijj,,, = I para todo
(i’j)7 (J?T) E Z+'

Condicidn inicial

Como B = 3 y Pyoyen) = I entonces por (2.50) se obtiene que las tres ultimas
componentes de la condicion inicial son nulas. El conjunto de condiciones iniciales

consistentes es de la forma siguiente

xlf(u):{[xl 0 0 O}T;xleR}

Para finalizar la verificacion de la hipotesis del teorema 13, es necesario verificar

(2.35). Tenemos que M, ;, = I, donde I es la matriz identidad. Para la realizacion wy se

tiene
0 -1 0 0 -1 0
Noi=10 0 —1|, Nig=10 0 0
0 0 0 0 0 O
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entonces
NoiNio =0y my =2,VkecZy
Para la realizacion ws se tiene
NiaoNoyiNio =0y my =3V keZy

Por el teorema 13 el sistema tiene una unica solucion, la cual puede ser verificada

calculando las trayectorias del sistema.

([.]] [ i 2] [ & (2] )
X -z 2 2 1
0 0 0 0 0
m(whk) = ’ ) ) ) ;
0 0 0 0 0
\ _0_ i 0 | _0_ i 0 | _0_ )
([ [ ] [ 2] z | [ 2] )
0 I 5 ! 1
0 0 0 0 0
m(w%k) = 9 ) ) ) ) 7 .
0 0 0 0 0
| _O_ I 0 | _0_ i 0 | _O_ .

Ahora impondremos una asunciéon similar a &, e impondremos una condicién mas

fuerte que (2.35), para eso vemos la necesidad de denotar la nulidad de la matriz S; ; por

Ti.j-

Asuncién 2. (Z,) Para cada par de periodos consecutivos [k,k + 1] y [k + 1,k + 2] se
define

A p-1
PoA6(k),006+1),006+2)) = Poiiy p iy 1) Pok+1),00+2)

donde Popiyotk+1) Y Pogs1),60(k+2) Son las matrices de cambio de coordenadas en su
respectivos periodos. Supongamos que para todo o;; = n;,; = [ para todo (i,j) € T
Y que Pook)0(k+1),0(k+2)) €5 una matriz de bloques 2 X 2 con la estructura siguiente:
Loy otk+1).00k+2)  Bor)0041).00k+2)
Po(0(k).0(k+1).0(k+2)) = :
* *

nxn

donde la matriz Lo ok+1),00+2) €5 una matriz no singular de orden (n — ) x (n — ) y

la matriz R o(c41),0k+2) €5 de orden (n — B x )
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Observacién 8. La condicion o, ; = n;; = B implica que hay 5 autovalores nulos donde

cada correspondiente bloque de Jordan es de orden 1 X 1 es decir la nilpotente N; ; = 0

Teorema 14. Sea el sistema (2.24) reqular modo a modo y supongamos que Py cumple.

Entonces para cualquier (0) € X el sistema tiene solucion inica.

Demostracion. Fijemos una realizacién w € €2 tal que (k) =i,0(k+ 1) = j,0(k + 2) =
r,0(k 4+ 3) = s de (2.31) se tiene

(i) (k) = =B u(k) (2.52)

Por ultimo veamos que la solucién del sistema (2.24) se puede determinar, en efecto

por induccién dado que la condicién inicial (0) es conocida, por (2.29) se sigue

Z1(9(0),0(1)) (0) _
= Pe(é),e(l)w(o)’
T2(0(0),0(1)) (0)

se obtiene el valor de &1(g0),0(1))(0) ¥ Z20(0),0(1))(0), luego de (2.30) se obtiene:
1
210000 (1) = Ja(0)0)16(0.001)) (0) + B3, 001 0),

Por otro lado,de (2.34) y &, se tiene

100D | _ | Looemee  Booemee | |Tremee) (L) (2.53)
T2(0(0),0(1)) (1) * * T2(0(1),0(2)) (1)
De (2.53) se tiene
Z1(0(0),01)) (1) = Lo0),01),02%1(0(1),02)) (1) + Ro0),001),02)F200(1),002)) (1), (2.54)

De (2.52) se tiene el valor de
T (1) = —B% (1)
2(6(1),0(2)) 0(1),0(2)Y
y debido que Lg(),6(1),6(2) €8 una matriz no singular se obtiene
1
100,02 (1) = Loy 01)02) (£10000),00) (1) = Roo),60.02)Z2(001).62)) (1))

entonces (1) se calcula de manera tnica a partir de x(0).
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Por hipdtesis de induccién, se supone que una vez que se conoce z(k) se puede

determinar z(k + 1). Dado que x(k + 1) es conocida, por (2.29) se sigue

x1(jr(k +1)

=P lx(k+1),
o (k + 1)

de donde se obtiene x;(;,y(k + 1), Z2(;)(k + 1). Entonces por (2.30) se sigue
21y (b +2) = J@ia(k + 1) + B u(k + 1),
Por otro lado,de (2.34) y &, se tiene
1y (k+1) = LT (k + 2) + RjrsTogrs)(k +2), (2.55)

De (2.52) se tiene
@s(r,s)(k +2) = —BPu(k + 2), (2.56)

reemplazando (2.56) en (2.55) y el hecho que L;, ; es una matriz no singular se obtiene
Z1(r,5)(k 4 2). Por el cambio de coordenadas se obtiene x(k + 2) de manera tnica a partir

de z(k+1). O

Observemos puesto que en este caso IV; ; = 0 entonces la condicién inicial consistente

es de la forma siguiente:

— N -1¢))
donde notamos que la condicién inicial estd en funcién de 6(0) y 6(1).

Ejemplo 9. Considere las siguientes matrices:

00 1 010 100 0 0 1
Si=101 0|,S=100 1|, Ai=1]0 0 1|, A =101 0|, Bi=DBy=
00 1 010 01 0 100
y —
1
0
1= ,w=h50ﬂ,m@= 1
10 )

Debido a la matriz de transicion y el vector de distribucion inicial de la cadena de Markov

entonces posee dos unicas realizaciones de la cadena de Markov que sonw, = {1,2,1,2,...}
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y we = {2,1,2,1,...}. Comprobemos que el ejemplo cumple todas las condiciones del
teorema 14.

Regularidad

Tenemos que ¥ = {(1,2),(2,1)}. En efecto para comprobar que el sistema (2.24) es
reqular modo a modo, sdélo se mecesita comprobar la regularidad de los pares (S1,As) y
(S2,A1) pero esto se puede verificar inmediatamente tomando A = 0.

Asuncion P,

Como los autovalores nulos de S;;, (i,j) € XT, tienen exponente 1 entonces o, ; =

ni; =1=p08yn—pB=2. Sepuede comprobar que

0 1 -1 0 -1 2
Pe_(é)=1,0(1)=2 =10 -1 2 ) Pe_(é)=2,9(1)=1 =10 1 -1
1 -1 0 1 0 -1

y ademas
0 1 %
322(1'4,7«): =1 0 %

* *x %
para todo (i,7),(j,r) € X7 y se observa que
I 01
1,7,T O

es no singular de orden 2 X 2 entonces se cumple &5 .

Condicion inicial

Como las condiciones iniciales dependen del 6(0),0(1) entonces el conjunto de

condiciones iniciales es de la forma siguiente

v(O0)=1,0(1) =2,u) = {x cR*1[00 1]P9_(3):1’9(1):2$ = O} ={z R’z =15}
U(00)=20(1)=1u) = {x cR*1[00 1]P0_(3):2’9(1):1a: = O} ={z e R%ux = a3}.
En consecuencia, por el teorema 14, para cada realizacion de la cadena existe una

trayectoria unica x(k) que satisface el sistema. Mostremos los primeros pasos de la

solucion x(k) para cada realizacion.
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w(wlvk) = Tl || | X |T] """ ; ZU(WQ,]C) = Yl s (Yl 1Yl Yl

En el ejemplo siguiente mostramos que la asuncién &, es necesaria para la unicidad

de solucién.

Ejemplo 10. Consideremos ahora

10 0 0
Slz ,SQI ,Alzsl, AQISQ, BlzBQIO
0 0 01

0

T (1] ,w:[o.5 0.5}, 20) = |

1

Dado la matriz de transicion de probabilidad 1y wvector de probabilidad inicial de la
cadena de Markov el sistema tiene sélo dos realizaciones posibles, w; = {1,2,1,2,...}
ywe ={2,1,2,1,...} y el sistema es reqular modo a modo. Los valores propios nulos de
Sij. (1,7) € £t = {(1,2),(2,1)}, tienen exponente 1, entonces oy j = n;; = 1 = By
n — 3 = 1. Por otro lado,

g 1 0 i
P0(0)=1,9(1)=2 = L P9(0)=2,9(1)=1 —

entonces
(9(0) = 1,0(1) = 2,u) = {x ER%[0 1Pyl gyos® = o} — {z € Rz, =0}
(0(0) = 2,0(1) = 1u) = {x € R%[0 1Pyl g pyi® = o} —{zeR%z; =0},
es el conjunto de condiciones iniciales consistentes. Sin embargo

0 %
Poijir) =

* K%

para todo (i,7),(4,r) € 3T, entonces la asuncion Py no se cumple, con lo que el teorema

14 no se puede aplicar. De hecho, no existe una trayectoria unica que satisface el sistema.
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Por ejemplo, para la realizacion wy se obtiene

donde x5(1),21(2) y x2(3) son libres.

Observacién 9. Notamos que las soluciones obtenidas en los teoremas 13 y 14 para el
sistema (2.24) son anticipativos, es decir, con el fin de determinar el estado x(k + 1)
del periodo [k,k + 1], necesito los wvalores futuros de (k) y u(k). Para el teorema
13 de (2.43) observamos que necesitamos los valores de u(k + 1),...,u(k + mgi1) ¥y
O(k +1),...,0(k + mrp1 + 1), para el caso homogéneo se tiene que Ty (k + 1) = 0
y por (2.37) se tiene o jy(k + 1) = 0 en esta componente ya no depende de valores
futuros de @(k) pero no se puede asegurar que el sistema no sea anticipativo porque para
calcular el x1; j)(k) necesito el paso siguiente. Ahora para el sistema homogéneo notamos
que para determinar (k) necesitamos @(k—1),0(k), 0(k+1), sila asuncion Py se impone
que L;;, es la matriz identidad el sistema es no anticipativo porque todas las primeras

componentes van a ser iguales.

2.2.2. Las matrices A, 45,51y S

En esta seccién se presentan las matrices Sy, Sa, A1 y Az que serviran para analizar
la estabilidad de (2.24), para el caso homogéneo las matrices S;, So hacen las veces de la
matriz S y las matrices A;, Az hacen las veces de la matriz A del sistema (2.1) vista en
la seccién anterior. Por consiguiente, es de esperar que la estabilidad del sistema (2.24)
pueda ser analizada a través del radio espectral de estas matrices. Esto es probado en la

seccion 1.5.

Para introducir estas matrices necesitamos previamente definir algunas matrices que

estan dadas en términos de la trayectoria del sistema. Estas matrices seran de gran utilidad
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a lo largo de este trabajo. Para cada k € Z,,1,7 € X.

Qi;i(k) = E{z (k)" (k)1{ot)=iy Lio-+1)=5) } (2.57a)
i (k) £ vee(Qy; (k) (2.57b)
Qi(k) 2 E {z(k)x" (k)Liow=i) | (2.57c)

(k) = vec(Qi(k)) (2.57d)
Gi(k) 2 [gfy(k) ...l (k) . qf (k) ... (R)]" (2.57e)
(k) 2 [¢7 (k). ..qE (k)] (2.57f)
02 [Fw) . T ] (2.578)

donde ¢a(k) es el mismo que estd definido en (1.12) del capitulo 1. Observe que

L
Qk)=E { b w(k)wT(/f)l{e(k)z‘}l{e(k+1)j}}

,j=1

— Z E{x(k)z" (k)1om =iy Liogr1)=5 }

2,7=1

=) Qi(k) (2.58)

1,7=1

La notacién diag(B; L) representa una matriz diagonal por bloques, donde B se repite

L veces. Definamos la matriz siguiente

[0 0 00|
E=111 - 11 — 1 ésima fila. (2.59)
0Ooo0 --- 00
L 4 LxL

A continuacion se introducen las matrices A, A5, S1 v S; v ademds algunas matrices
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auxiliares

Bl £ dzag(A1 X Al, Ce ,AL &® AL)

A & (07 ® Ip2) diag(E @ Le, ... £ @ L2)diag(By; L) (2.60a)
S; & diag(S1® S,...,S,®95L), j €D

S £ diag (S1,...,5L) (2.60b)
Ay & (" ® I2) diag (A1 @ Ay,... AL ® Ayp) (2.60c)
Sy 2 diag (S1® S1,...,5,®SL). (2.60d)

donde A, es la misma matriz definida en (1.22) del capitulo 1.

2.2.3. Estabilidad

En esta seccion analizaremos la estabilidad de los sistemas lineales singulares con saltos
markovianos para eso nos concentraremos en el estabilidad interna del sistema, es decir,
u(k) =0

Sokrny@(k + 1) = Ay (k), =(0) € X, (2.61)
los tipo de estabilidad que analizaremos fueron expuestos en el capitulo 1, por ejemplo:
EMC, EXE, EE, las cuales probaremos que son equivalentes en la seccién 1.6.

El siguiente lema nos da una caracterizacion de EMC en términos del vector ¢, (k). Es

claro que los mismos resultados se siguen para (k). La demostracién es similar al lema

8 del capitulo 1.

Lema 18. FEl sistema (2.61) es EMC si y solo si para cualquier condicion inicial
x(0) € V(u) y cualquier 6(0) se cumplen lo siguiente:
lim ¢;(k) =0, (2.62)
k—o00

donde ¢, (k) estd dado por (2.57e).

Demostracion.

Asumamos que el sistema es EMC. De la desigualdad

1Qis ()| = 1E{2 (k)" (k) Liow=i Liowrn=n | < [I1E{z(k)z" (k) }] = [Q(F)]

se sigue que kh’rf Qi;(k) = 0y como el operador vec es continuo entonces kh,IJP ¢j(k) =0.
—+400 —+00

De aqui se concluye inmediatamente (2.62).
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Si klim ¢1(k) = 0 entonces kh’m ¢;ij(k) = 0 lo que es equivalente a decir que
—+00 —+00
ka Qij(k) = 0. De (2.58) se concluye que el sistema (2.61) es EMC. O
— 400

2.2.4. Test para EMC

En esta subseccién se presenta un test computacional que permite determinar si el
sistema (2.61) es EMC mediante el radio espectral generalizado. Asumimos que se cumplen
las condiciones de los teoremas 13 y 14 de manera que la trayectoria (k) estd bien

determinada.

Lema 19. Para el sistema (2.61), el correspondiente vector columna G,(k), definido en

(2.57¢), es una solucion del SLS siguiente:
Siz(k+1) = Ayz(k), 2(0) = ¢(0). (2.63)
Demostracion. Definamos la matriz W; ;(k) por
Wi (k) £ E {Sogym(k)x” (k) S5 Liog=iy Log41)=i} } » :J € -
y aplicando (2.57a),

Win(k +1) = E{Sygesnyz(k + L)z’ (k + 1)Sg(k+1)1{0(k+1)=j}1{9(k+2)=r}}
= S;E{x(k+ 1)z" (k + D)1pgin=i) Lior2)=r) } S}
= 8;Qjr(k+1)S], jreX. (2.64)

La ecuacion (2.64) puede ser reescrita de manera compacta como una ecuacion matricial

como sigue:

Wiu(k+1) ... Wig(k+1) S1Qu(k+1)SE ... S1Qip(k+1)ST
Wpi(k+1) ... Wrp(k+1) StQui(k+1)ST .. SQrp(k+1)ST
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vectorizando cada componente en ambos lados de esta ecuacién tenemos

_vec[Wn(k’ + 1)]_ _qu(k +1) ]
vec[Wri(k + 1)] qri(k +1)]
: =S : , (2.65)
vec[Wip(k + 1)] qr(k+1)
_VGC[WLL(]C + 1)]_ _QLL(k + 1)_

donde S esta dado en (2.60b) y
gir(k+1) = vec|Q;,(k + 1)].
Por (2.57a) y (2.61), W, ,(k + 1) puede ser reescrita como sigue:

Wi(k+1)=E {Ae (k)@ (k) Ag Lotk 415 Low2)=r) }

- ZA L {:1: k) L{o(k)= i}1{9(k+1):j}1{9(k+2):r}} AT
= Z AE {2 (k)" (k)L om)=i Lotk +v=i) B { Lokr2)=r|0(K),0(k + 1)} }
= ZAzQi,j(k)Aiijm e e
lo que es equivalente a
Wik+1) ... Wig(k+1) o AQu(K)AT L pi S AiQa (k) AT
Wm(l; +1) .. WLL@ +1) P Yor, AiQiL(k)AiT o o AiQir (k) AT

Vectorizando cada componente en ambos lados de esta ecuacién y siguiendo el orden

considerado en (2.65) se tiene
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_vec[WH(k + 1)]_ —qu(/{: + 1) |
VGC[WLl(kJ + 1)] qu(k’ + 1)]
: = A : , (2.66)
vee[WiL(k + 1)] qr(k+1)
_VGC[WLL(]{? + 1)]_ _qLL(k + 1)_
donde A; es dado en (2.60a). De (2.65) y (2.66) se tiene
SiGi(k+1) = AiGi (k)
0

Vamos a explicar la lgica de la matriz A; con L = 2. En este caso

& = and & =
00
Ahora
-p11A1 ® A1 prils ® Ay 0 0 |
A = 0 0 P11 ® A1 pa1As ® Ay

P21 ® Ay praAs ® Ay 0 0
i 0 0 P2A1 @ Ar p2As ® Az_
_p11]4 puly 0L, 0l ) _A1 ® Ay 0 0 0 ]

| 0Ly Oy pals parls 0 Ay ® Ay 0 0

N pi2ls proly 01y 0l 0 0 A ® A 0
i 01y 01y pooly ]92214_ |0 0 0 Ay ® A2_
] (4,04, 0 0 0
p1&1 @ Iy pau& ® Iy 0 A ® A 0 0
P12&1 @ 1y poas ® Iy 0 0 A ® A 0
) 0 0 0 A® A
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(A4 @4, 0 0 0 ]
~|puls pals| &1 ® 1y 0 0 Ay ® Ay 0 0
N pr2ls  paalg 0 E® 1y 0 0 A ® A 0
0 0 0 Ay Ay

= (HT ® Iyxo2)diag(E1 @ I92,E5 ® Iy2)diag(A; @ A1,As ® Az, A1 @ Ay, Ay ® Ay). (2.67)

Basado en la asuncién de que el par (S, .4;) es regular, el lema 19 implica el siguiente

resultado .

Corolario 2. Si el par (S1, A1) es reqular entonces existe una matriz no singular Py tal

que
Q1 (k) =P QIS) : (2.68)
donde
a1 (k) = JFq (0), (2.69)

y Ji es la matriz bloque de la forma de Jordan asociado con (Si, A1) a través de la

descomposicion de Weierstrass.

Notemos que el corolario 2 sigue siendo cierta para Go(k), definido en (2.57f). Para

introducir el resultado principal de esta seccién, hagamos una asuncion.

Asuncién 3. Existe una condicion inicial consistente x(0) € W(u) tal que para toda

entrada de G;(0)(q3(0)) son diferentes de cero.
El teorema siguiente es similar al teorema 3 del capitulo 1.

Teorema 15. Si el par (S1,.A1) es reqular y se cumple la asuncion 3, entonces el sistema

(2.61) es EMC si y solo si p(Sy,Ay) < 1.

Demostracion. Si el sistema (2.61) es EMC, entonces por el lema 19 y el corolario 2,
klgx; G, (k) = 0. Por lo tanto, debido a la asuncién 3 y la relacién (2.69) se tiene que
p(J1) < 1, de donde por el teorema 12 se concluye que p(Si, A1) < 1.

Si p(S1,A1) < 1 por el teorema 12 entonces p(J1) < 1. En este caso, de (2.69),
klggo Gi(k) = 0y (2.68) implica que kh_}rglo G1(k) = 0 para cualquier (0) y cualquier 6(0).
Entonces por el lema 18, el sistema (2.61) es EMC. O
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Cuando la trayectoria del sistema es no anticipativa, una prueba adecuada se da en el
teorema 16. La prueba es similar al que se da en el teorema 15, teniendo en cuenta g (k),

en lugar de ¢ (k).

Teorema 16. FEl sistema (2.61) es reqular y se satisfacen &y y la asuncion 3. El sistema

(2.61) es EMC si y solo si p(Sa, Ag) < 1.

Se observa a partir de los teoremas 15 y 16 que los calculos de ¢;(0) y ¢2(0) podria
ser necesario para asegurarse de que un sistema no es EMC. Por ejemplo, a partir de
(2.57), G2(0) pueden ser obtenidos calculando primero Q;(0),i € 3 como sigue. Sea

x(0) = x(4,7;0) una condicién inicial consistente, donde 8(0) =iy (1) = j. Entonces
Qi(0) = E {2 (0)2(0)1(p(0)—1) }

L
E {Z i,5,0)x ,.7',0)1{0(1)—3'}1{9(0):2'}}

L
= Z 2"(4,5,0)2(i,5,0) E {10123 Lio(0)=i} }

= (3,55 0)2" (i,5; 0)pigmi. (2.70)

Este ejemplo siguiente muestra un sistema anticipativo que es EMC.

Ejemplo 11. Consideramos las matrices siguientes

1 2 . L)
Sl = ; ’92 = ) Al - ) A2 ==
2 4 8 6 3 4

0.5 0.5
0.5 0.5

Comprobemos que el ejemplo cumple todas las condiciones del teorema 14.

Regularidad
Tenemos Xt = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, en efecto para comprobar la reqularidad modo
a modo se necesita verificar la reqularidad de (S1,A1), (S1,A2), (S2,41), (S2,A2) pero esto

puede verificarse de forma inmediata tomando, por ejemplo, A = 1.
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Asuncion P,
Ahora, para todo (i,j) € £F la multiplicidad algebraica del valor propio nulo de S;; es

igual a o; ; =1 y ademds 1, ; = 1. Por otro lado

0.6731 1.3463 . 3.0772 2.3079

Pl =
1.3976  0.5590 6(0)=26(1)=2 35714 1.4286

0(0)=2,0(1)=1 —
se puede comprobar que el producto P[JIP]T produce una matriz que tiene la estructura de
P gy par todo i,5,r € X.

Condicion inicial

Como 8 =1 se obtiene el conjunto de condiciones iniciales consistentes
W(0(0) = 2,0(1) = 1u) = {x c R%{0 WP Lo = 0} = {2 € R% 24992, = —a,}
T(0(0) = 2,0(1) = 2,u) = {x ER% [0 1 Pdgprs® = 0} = {2 € R%2.012; = —,} .

Por lo tanto, por el teorema 14 entonces el sistema tiene una unica solucion para cualquier
x(0) € ¥(u).

Ahora como p(S1,A;1) = 0.1627 < 1 y el sistema es anticipativo, entonces por el
teorema 15 el sistema es EMC. Observe, que en este caso no es necesario comprobar la

suposicion 3 para concluir la estabilidad del sistema.
El ejemplo siguiente muestra un sistema no anticipativo que no es EMC.

Ejemplo 12. Considere las siguientes matrices:

2 0 1 0 3 —3 2 =2
Slz 7S2: 7A1: 7A2: ’ BIZBQZO
00 0 0 1 1 1 1
Y
01
IT = ,72[0.5 0.5]-
10

Debido a la matriz de transicion y vector de distribucion inicial de la cadena de Markov
entonces posee dos unicas realizaciones que son w; = {1,2,1,2,...} yw, = {2,1,2,1,...}.
Comprobemos que el ejemplo cumple todas las condiciones del teorema 13.

Regularidad

En este caso X = {(1,2),(2,1)}, en efecto para comprobar que el sistema es reqular

modo a modo sdlo se necesita comprobar la reqularidad de los pares (S1,As), (S2,A1) pero

esto se puede verificar inmediatamente tomando A = 1.
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Asuncion £,

Para todo (i,j) € 7 se tiene que los valores propios nulos de S; ;, tienen exponente

1, entonces o, j = n;; = 1 = 3. Por otro lado,

. 141 0 . 141 0
P9(0)=1,9(1)=2 = 11| 0(0)=2,0(1)=1 11
Obteniendo
P 10
1(i,5,r)= —
(4.4,7) 1

para todo (i,5),(j,r) € X1 entonces se cumple &;.

Condicion inicial

Como las condiciones iniciales depende de 6(0) y 6(1). Entonces el conjunto de

condiciones iniciales consistentes es de la forma siguiente

U(6(0) =1,0(1) = 2,u) = {x ER%[0 1F;0 1 p1yms® = 0} — (s eR% 21 = —a)

\IJ(O(O) = 2,0(1) = 1,'LL) = {37 = R2, [0 1]P9_(é):270(1):1$ = 0} = {.’L’ S RQ;JZ'I = —372} .

Entonces por el teorema 13 tiene solucion unica para todo x(0) € W. Debido a la
naturaleza no anticipativa del sistema, la prueba de estabilidad adecuada es proporcionado
por el teorema 16. Ya que p(S2,A2) = 12 > 1 el sistema no seria estable. Sin embargo, en
este caso, es necesario comprobar la asuncién 3. Tomando x(1,2;0) = z(2,1;0) = [1 —1]7,

se sigue de (2.70) que

0.5 —0.5
-0.5 0.5

Ql(o) = Q2(O) =

(0)=[05 —05 —05 05 05 —05 —05 0.5
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Para el par (S2,Az), se obtiene

[ —0.1581 0.1581 0 0 0 0 0 0
0.1581 —0.1581 1.0000 0 0 0 0 0
0.1581 —0.1581 0  1.0000 0 0 0 0
p,_ | T0A5L 01581 0 0 10000 O 0 0
0.4743 04743 0 0 0 0 0 0
—0.4743 —0.4743 0 0 0 10000 O 0
—0.4743 —0.4743 0 0 0 0 10000 O
| 04743 04743 0 0 0 0 0 1.0000 |
[ —1.0542]
2.1082
0
Pl = | °
0
0
0
L O .

Con «;j = n;; = 6, este resultado es como se esperaba y la asuncion 3 se cumple. Por lo

tanto el sistema no es EMC. En este caso, se puede obtener las trayectorias

1 6 12 72
m(whk) - ) ) ) s T
—1 —6 —12 —72
1 2 12 24
.’.U(wg,k) - ’ ) ) y Tt )
-1 —2 —12 —24

, donde observamos que el sistema no es EMC.

2.2.5. Equivalencia entre estabilidades

En esta seccién se establece la relacion entre diferentes conceptos de estabilidad. Se
comprobara que en condiciones de regularidad, los tipos de estabilidad EMC, EE y

EXE son equivalentes y todos ellos implican CSE. Este resultado generaliza la misma
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relacion que se establece en la literatura para sistemas lineales no singulares con saltos
markovianos. En esta seccién, se establece que la asuncién 3 se cumple.

Definamos la matriz M, ;(k) como sigue:

k
k)£ Qi) ZE {2(0)2" (010002 Liows1y=i} }» 1] € X, k € Zy. (2.71)
=0
La demostracion del lema 20 es similar al lema 15 del capitulo 1.

Lema 20. Sea M, (k) definido como en (2.71), entonces la siguiente desigualdad se
cumple:
L k
Dt (Miy(k) = > E{|=(0)]’}. (2.72)
ij=1 =0
El siguiente teorema establece la equivalencia entre el EMC y EE. Los argumentos

para la demostracién son similares al teorema 6 del capitulo 1.

Teorema 17. Sea el sistema (2.61) regular modo a modo y asumamos que el par (S;,A;)

es reqular. Entonces el sistema es EMC' si y solo si es EE.

El siguiente teorema establece la equivalencia entre el EMC y EXE. Los argumentos

de la demostracion son similares al lema 8 del capitulo 1.

Teorema 18. Sea el sistema (2.61) es reqular modo a modo y asumimos que el par (Sy,A;)

es reqular. Entonces el sistema es EMC' si y solo si es EXE.
La demostracion del teorema 19 es similar al teorema 9 del capitulo 1.

Teorema 19. Sea el sistema (2.61) es reqular modo a modo y asumimos que el par (Sy,A;)

es reqular. Si el sistema es EMC entonces es CSE.
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Capitulo 3

Exponente de Lyapunov y
Estabilidad Casi Segura

3.1. Introduccién

El matematico ruso Aleksandr Lyapunov elaboré rigurosamente la teoria moderna de
la estabilidad de sistemas dindmicos en su famosa tesis doctoral en 1892 con el titulo
“Probleme générale de la stabilité du mouvement”[26] en donde definié la teoria de los

exponentes caracteristicos que llevan hoy su nombre.

El exponente de Lyapunov proporciona un criterio para asegurar si el sistema es estable
en el sentido de Lyapunov. Segun este criterio, el sistema es estable si y s6lo si el exponente
de Lyapunov superior es negativo. Este concepto se ha generalizado para el estudio de
sistemas estocésticos. En 1960, H. Furstenberg y H. Kesten [27] presentaron un articulo
que analiza los procesos estocasticos con valores matriciales y en 1963, H. Furstenberg
[28] presenta un articulo que analiza el producto de matrices aleatorias. El primero en
analizar los sistemas lineales estocasticos mediante la estabilidad casi segura fue R. Z.

Khas'minskii [29], esto ocurrié en 1967.

La intensa investigacion en esta area se evidencié en los trabajos presentados por
Arnold y su escuela [30] y [36]. Este enfoque se puede utilizar con eficiencia para estudiar
la estabilidad casi segura de los sistemas lineales cuyo proceso esta gobernado por un
proceso de Poisson, los primeros resultados fueron presentados por Arnold [36], Feng y

Loparo [32], Loparo y Feng [33]. Cuando los sistemas lineales estdn gobernados por una
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cadena de Markov con espacio de estado finito, Feng y Loparo [34] obtienen un teorema
espectral. Este enfoque puede resolver por completo el problema de la estabilidad casi
segura para los sistemas lineales con saltos con sélo determinando el signo del exponente
superior.

Recordemos la definicién de exponente de Lyapunov para la ecuacién diferencial no

lineal siguiente:

u = f(u),u € R" (3.1)
con ¢, flujo asociado. El exponente de Lyapunov para el sistema (3.1) se define:

Definicién 9. Sea £ € R, y ¢, la solucion del sistema (3.1). Sea v € R™ un vector no

nulo, el exponente de Lyapunov en & en la direccion v para el flujo p; es:

e~ i (122011 o2

Ahora para el caso si el sistema es lineal y periodico :
v = A(t)u,u € R" (3.3)

con ¥(t) la matriz fundamental basada en ¢t = 0. El exponente de Lyapunov respecto a
v € R™ un vector no nulo se define:

x(v) = lim sup - ; ln <||<1>( v “) (3.4)

=00 o]

El Exponente de Lyapunov o Exponente caracteristico de Lyapunov de un sistema
dindmico es una cantidad que caracteriza el grado de separaciéon de dos trayectorias
infinitesimalmente cercanas. El grado de separacién puede ser distinto para diferentes
orientaciones del vector de separacién inicial. En la literatura es comun referirse solo al

més grande (top lyapunov), porque determina la predictibilidad de un sistema.

3.2. Caso Singular

El objetivo de esta seccion es presentar un exponente de Lyapunov que sirva como
herramienta de analisis para la estabilidad casi segura de un sistema singular con saltos

markovianos. Basados en la teoria de exponentes de Lyapunov para sistemas no singulares,
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desarrollada por Fang [37], definimos aqui un exponente de Lyapunov adecuado para el
sistema singular

Sogrnyx(k +1) = Agayz (k). (3.5)
Recordemos que el sistema (3.5) es estable casi seguramente si su trayectoria converge en
norma a cero para casi todas las realizaciones de la cadena de Markov, esto es, si para
todo x(0) € X y todo 8(0) ocurre que

Pr { lim [|a(k)|| = o} ~1 (3.6)

k—o0

Veremos que la condicion de ser negativo el exponente de Lyapunov es suficiente para
asegurar que se cumple (3.6), como ocurre en la teorfa cldsica. Comencemos por introducir

algunas notaciones.

k—1
B (k) = h}%mwmm%@mmwwwm}%mmwkzl

=0
Jo().001); E—0
@ o) e | owracesn | (3.7)
A , i

0(k),0(k+1),0(k+2)eX
Puesto que G y G son escalares positivos, el escalar M, dado en (3.9), esté bien definido.
Este escalar garantiza la existencia del valor esperado de las cantidades involucradas en

nuestras derivaciones.

M =InG; +InGy (3.9)

En este capitulo asumimos que la cadena de Markov 8(k) es irreducible, lo que implica
que O(k) tiene una tunica distribucién invariante que serd denotada por w. Recordemos
que si tomamos 7(0) = 7, entonces la cadena de Markov 8(k) se vuelve estacionaria.
Para enfatizar que un valor esperado se ha calculado asumiendo que la distribucion inicial
de la cadena de Markov se ha tomado como la distribucion invariante, escribimos E,. A

continuacion se define el exponente de Lyapunov.

Definicién 10. El exponente de Lyapunov asociado al sistema (3.5) estd dado por

1
ar 2 1t - B, {In | O(k)[]}. (3.10)
k—oo k
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La primera cuestién que debemos aclarar respecto de la definicion 10 es si el limite en

(3.10) realmente existe. El primer paso para responder esta pregunta es el siguiente lema.
Lema 21. Si {a,}nen €s una sucesion definida por
tn = Ex{In|[®(n —1)|[}

3

Demostracion. De la definicién se sigue directamente lo siguiente:

entonces Gpin < Ay + ap + By {hl HL;&)) 6(1),0(2)

Upmyn = Ex {hl HJe<m+n71) 9(m+n)L_(inJran),9(m+n71),0(m+n) Jo(m+n—2),0(m+n-1)
- o0 L) o H}
< En {hl H Je(m+n71),o(m+n) Le_(m+nA2),0(m+n41),9(m+n) Jo(m+n—2),6(mtn-1)
-« Jo(m+1),00m+2) L) 0 +1), 6(mt2) T00m) 0m+1) H }
{m ||L (m—1),0(m),0 m+1)||}
Er {ln 1 Tom—1).60m) Lasim -2 8(m—1),8(m) F6(m—2),6(m—1) - - - Jo1).62) L0y 01 82 T6(0).001 ||}
= Ln {111 H To(me+n=1),00m+1) Lt n—2),0(m-+r—1),0(m-+m) o+ n=2),0(m-+n—1)

—1
- J9(m+1),9(m+2)Le(m),e(m+1),9(m+2) Jo(m),6(m+1) H }

{1n||L (m— 1)0(m)9m+1)”}
+ E {ln||®(m —1)||}. (3.11)

Dado que la cadena de Markov es estacionaria entonces
1
L {hl [ Jo(m-+n—1), 0(m+n) Lig(m—n—2),0(m4n—1).0(m-+n) 0 (mAn—2).0(m+n-1)
1
- Jom+1),60m+2) Loy 0(m-+1),0(m+2) To(m) o(m-+1) ||}

{1n||J9n 1), )L_(n 2), e(n—l),e(n)JO(n—2),9(n—1)

- Jo1),02) L) 001),0(2) 70(0).0( ||}

= Ex{In|®(n — 1)||}, (3.12)
y ademas

{ln ||L_m 1) 9(m),9(m+1)||} = Ex {ln ||L9_(B),e(1),e(2)||} (3.13)
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Reemplazando (3.12) y (3.13) en (3.11) se obtiene
i < B {00 — D} + Bz (1L g} + B (i |20 — D)}
= G+ o+ Bx {0 | Lighy o100 11}
lo que concluye la demostracion. O]
Corolario 3. Si {a,}nen s una sucesion definida por
tn = E-{ln[|®(n —1)}.

entonces
Apmp < Py, + (p— 1)E {ln HL@(0 Q)H} peN. (3.14)

Demostracion. La prueba se basa en el principio de induccién matematica. Aplicando

induccién sobre p, para p = 1 se cumple (3.14) de manera trivial. Suponiendo que (3.14)

se cumple para p = [ tenemos que probar que cumple para p = [ + 1. En efecto, por el
lema 21 se obtiene :
A (i41) < At + Gy + E, {ln HL0(0 (1),6(2)

< lam + (1= DB {In | Z38) 51100

< (14 Dam + O Bx {n| L5 00,002

}

}+am+E {mHL@(Ow o)

j

]

Lema 22. FEl exponente «, establecido en (3.10), estd bien definido, esto es, el limite

(3.10) eziste.

Demostracion. Dados m,n € N, por el algoritmo de euclides se puede expresar n + 1 =
(m+1)p+7,0<r<m-+1. Porellema 21 y el corolario 3 se tiene

Ant1  G(m+1)ptr
n n

A(m41)p N ar N {ln ||L_ 0(1),0(2 )||}
n n n

a, PEx {hl ||L5(%)),9(1),0(2)”}

n

1
s, | B e {m Lyt )00}
m n m

IA

IN
L
3
x
+
|
+

IN

84

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP g & UNIVERSIDAD

CATOLICA
NEL PERU

n m n n m

tomando limite superior cuando n — +o00 a ambos lados de (3.15) se obtiene

Er {IHHLGT%) 0(1),0(2 H}
lim sup ntl < Gmt1 + ©-6m6c) . (3.16)
n—00 n m m

Y ahora tomando limite inferior cuando m — +oo a ambos lados de (3.16) se obtiene

Qm+1

, An41 s
lim sup —— < lim inf
n—s00 n m—oo M

(3.17)

Puesto que el limite inferior es siempre menor o igual que el limite superior, el resultado

se concluye de (3.17). O

Vamos a utilizar con frecuencia la Ley de los grandes niimeros para ello necesitamos

definir las siguientes cadenas de Markov irreducibles.

Lema 23. Sea 0(1) una cadena de Markov irreducible con espacio de estados ¥. Entonces

el proceso estocdstico é(l) definido por

0(1) 2 {((8((1 + 1)m — 1),0((1 + L)ym), (8((1 + 1)m — 2),0((l + 1)ym — 1), 0((I + 1)m)) , . ..
(@(lm —1),0(lm),0(lm +1)),(6(lm),0(lm + 1)) }iez,, m € Zy

es una cadena de Markov irreducible con espacio de estados X+,

Demostracion. Claramente el espacio de estados de é(l) es Y1 Enseguida probaremos
que é(l) es una cadena de Markov. Para esto tomemos %0,51 .. -Ez+1 arbitrariamente en

St Puesto que (k) es irreducible, de la definicién de (1) se sigue:
Pr (é(z +1) =0 |0() =7,...6(0) = %0)

= Pr (0s2)m = ia+2yms - - - Our1ym = 10+1)m|Ou+1)m = igs1ym - - - 0o = io)

= Pigyoym—1sia+2ym = Pigriymias1ym+1

_ Pigroymrsiaroym - Pumsiim Pr(elm = Zlm)

Pigiiym—1iasnym * + * Pitmsiimia Pr(elm = Zlm)

= Pr ((0¢12)m—1 = i@42)m—1, Oas2)m = ta+2ym) - - - (Ous1ym = 101)m 00+ 1)m+1 = i1+1)m+1)
’(9(z+1)m1 = i1+ 1ym-1, O 1ym = ta+1ym) - - - (Oim = 1, Otms1 = ilm+1)>
—Pr (é(z 1) =i |0() = %l)
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Esto prueba la propiedad Markoviana de (1). Enseguida veamos que 0(l) es una cadena

de Markov homogénea e irreducible. Sean 7 y j dos estados cualesquiera de 0(1). Por la

definicién de é(l) y dado que é(l) es irreducible se sigue que
j16) =1

p(1) = Pr (6 + 1) = j16() = 7)
Diy iy P1(01n, = 1)

_ pi2m7i2m+l c e
Pimyimar - - Pivsia PY(le = Z1)
= Piomizmt1 * + - Pimt1,imt2
>0
]

Del lema 23, se desprende de inmediato el siguiente corolario
Corolario 4. Sea 6(l) una cadena de Markov irreducible con espacio de estados ¥
Entonces las cadenas de Markov (1) y 0(1) definidas por
0(1) £ {(61),6(1 + 1)) }iez, (1) = {(6(1),0(1 +1).6(1 + 2)) ez

son irreducibles con espacio de estados X? y X3, respectivamente

k
1
= 2 2 llswoanll +
=0 l

Lema 24. Sea {v;}nen una sucesion definida por
=
Z In ||L9(l 0(1+1),0(1+2) |
=0

@} (3.18)

Entonces E {vg}nen €s convergente y
hm E{v} = E-{In || Jo0) 01|} + Ex{In ||L9_(0)9

Demostracion. Aplicando la Ley de los grandes nimeros para las cadenas de Markov (1)

k—

—1
Z In ||L9(l),9(l+1),9(l+2) |

1
E In{|Jo oq+nll + Hm —
=0
@l Pr.—c.s.

y 0(1) se deduce que
(3.19)

k11_>rr010 VU = hm
= Ex{ln ||J9 1o I} + Be{n | L5601y 6

Ademaés, por (3.7) y (3.8) se sigue
k k—
1 1 k+
LS sl 2 3 W0 s | < (S mers (§)me
=0 1=0
S 21I1G1 —FIHGQ (320)
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La igualdad (3.18) se deduce de (3.19), (3.20)

y el teorema de la convergencia

dominada. O]
Lema 25. FEl exponente de Lyapunov o, cumple la siguiente igualdad:
1
limsup — In ||®(k)|| = ax Pr,—c.s. (3.21)
k—o00 k
Demostracion. Primero veamos que
, 1
limsup — In ||®(k)| < a, Pr,—c.s.
k—o00 k
En efecto, por la Ley de los grandes ntimeros para é(l) tenemos
pE{POOZ;ZIHHJe (4 1)m=1),00+1m) Lo 1ym—2) 800+ 1)m—1) 0 1ym) JOE+1)m—2) 8((+m—1)
c« To(um+1),00m+2) La(im) 0(1m-41) 0(im-+2) Jom) 0m-+1) |
-1
= Er{In || Tom—1),00m) Lo (m—2).0(m—1).0(m) T0m—2).00m-1) - - - Jo(1),02) Loy a(1).002) T 00 |1
= E{ln||®(m - 1)|[} (3.22)

Dados k,m € N por el algoritmo de euclides se puede expresar k& = mp + ¢, donde
0 < g < m. Entonces

Ll ok

:—IHHJ@ 6(k+1) Lik 1)0(k)0(k+1)J(k 1),6(k) - - - Jo( )9(2)L 0),6(1),0(2 JG(O)O ”

1
1]fl||=]9 k+1)L0(k 1),0(k), 0(k+1)J(k 1),0(k)

+ -« JoGmp+2),86mp+3) Lmp+ 1) d(mp--2).0(mp-+ 3) F0mp+1),0mp+2) |
p 1

+——Zln\|J9< L 1)m—1),600+1)m) (14 1)m—2) 0((14 1)m—1).0((1 4 1)m) JO+1)m—2).0(+1ym—1)
Je(lm+1) 0(m+2) Lig(im) o(m1) 0(1m-+2) T0m),6m+1) |
IHHJG k+1)L5(k 1),0(k), 9(k+1)J(k 1),0(k) - - -

Jomp+2), 9(mp+3)L9_(mp+1) 0(mp+2),0(mp+3) Jo(mp-+1),00mp+2) |

p 1
-1
——ZlnHJe 14+ 1)m—1),6((14+1)m) Lo (111ym—2) (14 1)m—1),0((1+1)m) TO1+1)m—2).0((1+1)m—1)

- Tom1),00m+2) Lo imy 0(im +1),0(0m +2) 0m),0@m+1) | (3.23)
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Ademaés por (3.7)-(3.9) se tiene

In (| Joew),00k+1) Ly (}g 1),0(k), 9(k+1)J(k 1),0(k) - - - (3.24)

JO(mer?) G(mp+3)L 9(mp+1), 9(mp+2) 0(mp+3 Jﬁ(mp+1) o(mp+2) |

< Z In || Jogs).o(s+1)l + Z In [ L5, a5 1) 00549 |

s=mp+1 s=mp+1

< qln(Gy) + (¢ — 1) log(Gs) < gM, (3.25)
Por otro lado, de (3.23) y (3.24) se obtiene

1 11 _
EIHH(I)( )]<—]—921n|]J9 ((+1)m=1),0((I+1)m )La((z+1)m 2),0((1+1)m—1), 9((z+1)m)J((l+1)mf2),9((l+1)m*1)
1=0
Mgq
-1
"Jo(lm+1):9(lm+2)LG(lm),O(lm+1),6’(lm+2)J oam) oam+1 |l + —— L

Fijando m y tomando el limite superior cuando p — 400 a ambos lados de esta
desigualdad se obtiene
1

1 1
i —In||®k)|| < —E {In||®(m —1 <
121;80101pk n||®(k)] < m An [ @(m I} < —

Ll [ @(m — 1]}

Finalmente tomando el limite cuando m — 400 se sigue que

lim sup - In ||®(F)[ < an. (3.26)
Iy
Ahora veamos que
ar < E; {hglsoljp ’ In||®(k )||} . (3.27)
Para esto comencemos por definir la sucesion {7 }nen como sigue:
1 o & 1
% Zln o004+l + v Zlog ||Le(z z+1),o(z+2)|| Tk In [|[®(k)]| (3.28)
= 1=0
Observe que como
IR < 11 Tocky.o041) 1 L1 000y 00041 | [ o= 00 || - - 11y 0@ 1 Loy a1y, 002) 1 Toor o I

entonces v, > 0.
Tomando limite inferior cuando k& — +o00 a ambos lados de (3.28) y aplicando la Ley

de los grandes nimeros para 0([) y 0(1) tenemos

. 1
lim inf oy = Ex{In | Joo)00) 1} + Ex{In [| Ly oo et — llmsupklnH(I)(k)H (3.29)

— 00
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Ademés de (3.28) se obtiene

k—
1 1
B} =p ZE{IHUQ i} + EZEﬂn L | SR EAN T
=0

Tomando limite cuando k — oo a ambos lados de esta igualdad y teniendo en cuenta

(3.18) se sigue
tim B, (3} = B {in [ awyacll} + Bo(n 1L o0y 01} (3.30)
Por otro lado, de (3.29) se tiene

0< E, {h’minf%}

k—o0
) 1
= Bl o} + ol Vg o I} = Bo {1imsup 1 in o0}
—00
Ahora por el lema de Fatou y (3.30) esta desigualdad se puede reescribir de la siguiente
manera:
Ex{In || Jo),001) I} + Ex{In ||L5(%)),9(1),9(2)’|}
—E; {hmsup In||®(k )H}
k
=F, {lim inf 'yk}
k—o0
< lim inf E {7}
= Ex{In [ Jo0)00) I} + Ex{In || gy o011 0001} =
de donde

1
ap < E; < limsup —In ||®(k)]| ¢ .
k—00 k
Ahora por (3.26) también se tiene la desigualdad en el otro sentido, esto es,
1
E. qlimsup —In [|®(k)| ¢ < a, (3.31)
k—o0 k

Luego (3.27) y (3.31) implican que

oy = FEy {hmsup ’ In ||®(k )H} :

k—o0
Finalmente de (3.26) y el teorema 21 del anexo se obtiene
1
o, = limsup z In ||[®(k)|| Pr.—c.s. (3.32)

k—o0
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El siguiente teorema, que es el resultado principal de este capitulo, da condiciones bajo

las cuales el sistema (3.5) es estable casi seguramente.
Teorema 20. Si o, < 0 el sistema (3.5) es estable casi sequramente.
Demostracion. Dado que
Lo .0k+1) (K + 1) = P(R)@1(6(0).01)) (0)
entonces
122168) ok+17) (F + DI < [@(R)[[[18(0).02)) (O) |- (3.33)
Por otro lado, por el lema 25

liglsogp%ln |P(k)|| = ar <0 Pr.—c.s.,

de donde
Ve>0dkyeN tal que para k > ky = %lnHCD(k:)H —ay <€

Luego existe ¢, a; < ¢ < 0, tal que tomando € = ¢ — «, se obtiene

0 < [|o(k)] < e*,

de donde
Jim_[[@ (k)] =0
De aqui, por (3.33) tenemos
kll)riloo ||m1(9(k),€(k+1))(k + 1)” =0 Pr, —c.s. (334)
Ademas,
x1(9(k),0(k+1)) (K + 1)
e+ DIl = || Paggany |
Z1(9(k).0(k+1)) (K + 1)
< [|Paaesnll |||
0
< Bllzvom omrayk + D, (3.35)
donde
= Py 3.36
B= o mix 1 Bor).00e+1) | (3.36)
De (3.35) se concluye que el sistema (3.5) es estable casi seguramente. O
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Ejemplo 13. Consideremos un sistema con dos modos, donde

~1 0 0 0 ~1 0 00
0 1 00 0 -1 00
Al_ 5 7A2: ? )
0 010 0 0 10
0 00 1 0 0 0 1]
(1 0 0 0 (1 0 0 0]
010 0 0100
Sl— 752: ’
0000 0000
00 0 0 000 0

Ademds consideremos la matriz de probabilidad y el vector de distribucion inicial (la

distribucion invariante):

1
1= , m=1[0.5 0.5].
10

Tenemos dos unicas posibles realizaciones, w1 = {2,1,2,...} ywy = {1,2,1,...}. Ademds

¥t ={(1,2),(2,1)}. El sistema es reqular modo a modo reqular, pues para A = 0 se tiene

det(ASp — A;) £ 0
det()\Sl = Ag) §£ 0.

Notemos que a;; = 2 para todo (i,j) € ¥ y que se cumple la condicion Py, pues

0 1 « %
. 1 0 x %
y2éﬂ’jlpj’r:
* x K *
* x K X
de donde
I 1
,7,7 O

Por consiguiente el sistema tiene una trayectoria bien definida. Ahora verifigquemos el

Teorema 20. Para la realizacion wy:

-1 0 0.66 0
Jo1 = , Jig =
0 -0.5 0 -=0.5
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y para la realizacion wsy:

0.66 0 1 0
J21 = , Jip =
0 =05 0 —05
Entonces
Eﬂ'{ln ||CI>(]€)||} =050 x E'/r {h’l 2_[%]} + 0.5 % Eﬂ' {ln 2_[%]} ,
de donde

1
lim — B, {In |®(k)||} = —0.345
k—oo k

En consecuencia por el teorema 20 el sistema (3.5) es estable casi sequramente. Podemos

comprobar este resultado con las trayectorias:

al } [ T i ffl- -931- )
21 T 2 @
x2 T2 T2
) =2 a5 = k2
i 2 3 6
x(w1,k) — < ) 9 ) ?
0 0 0 0
0 0 0 0
\ L 1 L 41 L 4 LY Y,
(T 1 T 1T 7 U & )
_Z1 Z1 _
i 2 2 4
2o To 2o
To =2 —=22 —
- 3 3 9
x(wa,k) = : ) ) ;
0 0 0 0
0 0 0 0
\ [S=ETT [ 4 L i i Y,

Para el ejemplo tenemos dos tunicas realizaciones donde cada una de ellas tiene
probabilidad 0.5, claramente la trayectoria del sistema converge a cero en media.
3.3. Caso no singular

Para el sistema no singular

z(k+1) = Agz(k), (3.37)

la matriz ®(k) correspondiente es

D(k) £ Aoy Aoy - - - Aa(o)

(3.38)
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El exponente de Lyapunov para (3.37) se define de la misma manera que en el caso
singular, (3.10). De hecho, como fue dicho en la seccién anterior, los diversos resultados

presentados en la seccion anterior son adaptaciones del caso no singular.

Observacién 10. En el caso no singular las matrices Agxy hacen la funcion de las
matrices Jou) ok+1) del caso singular. De otro lado, las matrices de cambio de base P

son matrices identidad lo que implica, a su vez, que Lo otk+1)6i+2) = 1, de donde

-1
In ||Le(k),e(k+1),e(k+2) | =0.

Observaciéon 11. El teorema 20 es exactamente igual para el caso no singular.
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Anexo

Conceptos Basicos

Enseguida recordemos algunas definiciones y resultados fundamentales que serdn de
mucha utilidad para el desarrollo de este trabajo. Denotaremos el espacio de todas las
matrices de orden m x n por M,,«,(R) donde sus componentes son nimeros reales,
por simplicidad denotaremos M,,,,(R) por M,,(R). Ademds denotaremos a los valores
propios de la matriz A € M,,(R) de la manera usual A € o(A), donde o(A) es el conjunto
de valores propios de la matriz A. El radio espectral de A € M,,(R) lo denotaremos por
p(A) y esta definido de la forma siguiente

p(A) = oA Al

De forma estandar denotaremos a las matrices A € M,,(R) positivos semidefinidos de la

forma siguiente A > 0, para los positivos definidos lo denotaremos como A > 0.

Definicién 11. El operador traza tr : M,(R) — R es una funcional lineal definida de

la forma siguiente:

n

t’l“(A) = Z (077

=1

con las propiedades siguientes:
1. VK, L € M,(R),tr(KL) = tr(LK)

2. Sean M >0y P >0, donde M, P € M,(R)

(Amin )\i(P)) tr(M) < tr(MP) < (,max A,(P)) tr(M)

i=1,...,n i=1,...,n
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La primera propiedad de la traza se demuestra usando el hecho que las sumatorias finitas
son conmutables debido a que la traza es la sumatoria de elementos de la diagonal principal
de la matriz producto donde estd también se expresa como una sumatoria. La sequnda
propiedad de la traza se demuestra usando el hecho de que las matrices tienen valores

propios reales.

Nuestro analisis se va concentrar en espacios de dimension finita donde las normas son
equivalentes, es decir sea dos normas ||.||s, ||.||s en un espacio de Banach X si existen
c1 > 0,cy > 0 tal que:

lzlla < callzlls, [l2lls < cillzlla, Ve € X

Definicién 12. Sea A € M,«,(R) , B € M,,,«,(R) . La matriz de orden mn x pq

anB O CLlpB
A® B = :
amB ... apB

es llamada producto Kroneker de A en B . Algunas propiedades bdsicas y de mucha utilidad

se se presenta a continuacion :

1. AR (B®C)=(A®B)®C
2. AR (B+C) = (A® B) + (A® C)
3. (A® B)(C® D) = AB® CD

J. (A® B)* = A* ® B*

5. tr(A® B) = tr(A)tr(B)

6. rank(A ® B) = rank(A)rank(B)

Definicién 13. Sea A € M,,xn(R), el rango de A es el niimero mdzimo de columnas (filas
respectivamente) que son linealmente independientes. El rango se denota como rank(A).

Algunas propiedades bdsicas y de mucha utilidad se se presenta a continuacion :

1. rank(AB) < min(rank(A), rank(B))
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2. rank(A) = rank(A*)
3. rank(A+ B) < rank(A) + rank(B)

Definicién 14. El operador vec es una transformacion lineal que convierte la matriz

A € Myxn(R) en un vector columna, se define de la forma siguiente:

aii

Am1
12
vec(A) =
Am2

Q1n

Algunas propiedades bdsicas :
1. VA, B € M5, (R), vec(A + B) = vec(A) + vec(B)
2. VA € Myxn(R), Ya € R, vec(aA) = a vec(A)
La propiedad siguiente relaciona el producto Kronecker con el operador vec :
vec(LKM) = (MT ® L)vec(K),VK, L, M € M, (R) (39)
La norma siguiente va ser utilizada en la propisicion 1.

Lema 26. Sea H € M,(R) una matriz simétrica y positiva definida entonces se define

la norma siguiente.

(| = VaTHa

Demostracion. Comprobaremos que ||z||y es una norma, debido que H > 0 se tiene

H = S5-17S5-! donde la matriz S es no singular.
|z||3 = 2" He = 275778 o = ||S7a|?
esto implica que ||z||z = ||S™ 2|
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a) Vo #0,||z||lg = VaTHz > 0.
b) Vo e R"VB € R, ||fz|ly = /#?a"He = |B|VaTHz = |B||z|n.
c) Vo,y € R"

lz+yllr =15~ (@ +y)ll
< 57zl + (1S~ Y]

= [lella + lylla

O
Proposiciéon 1. Sea una matriz A € M,,(R), las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) lim A" =0.

k=00
b) p(A) <1
c¢) Eziste una matriz H > 0 tal que ATHA < H.
d) FEziste una matriz no singular S tal que ||S~'AS|, < 1.
e) Eziste una norma ||.||« tal que ||A]l« < 1.

Demostracion.

a) — b) Sea A € 0(A) y v # 0 el autovector asociado correspondiente. Se tiene klim Afy =
—00

klim My = 0y esto implica |A| < 1.
—00
b) — ¢) Como
p(4) = lim || 4%]*
k—o00
donde es conocida en la literatura como “la férmula de Gelfand”, aplicando

estd férmula para A y AT encontramos 0 < p(A) <y <1y 0 < p(AT) <y <1

tales que
1A < Ats AT < 73

Donde la siguiente serie es convergente
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c) = d)

debido a que

n

Z(AT)kAk

k=0

n n

< DA AR <Y s
k=0

k=0

n
la serie E 4% es convergente entonces por el criterio de la comparacion se tiene
k=0

que la serie Z(AT)kAk es convergente esto implica que existe la matriz H.
k=0
Donde H es simétrica, dado que

HT:Z(AT)kAk:H

k=0

ademas es una matriz positiva definida, en efecto

Vo # 0,2  Hr = ZxT(AT)kAkJ: = Z |AR2|| >0

k=0 k=0
por ultimo obtenemos
H—ATHA=Y (AT)"A* > (A"AF=1,>0
k=0 k=1

Se tiene que H > 0 entonces existe una matriz no singular tal que H~! = SST. Con

lo cual

|STAS||5 = p ((STTAS)"STAS)
= p(STATSTTS571AS)
=p (STATHAS) (40)

De la desigualdad AT HA < H se tiene
Vz#£0, 27 (H—ATHA)Z >0
tomando z = Sx tenemos

2" (H—A"THA)z=2a" (STHS — STATHAS) x
=" (I, — STATHAS) z
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entonces
Vo #£0,2" (I, - STATHAS) z > 0

tomando x = v donde v es un autovector de la matriz STATHAS y ) su respectivo

autovalor.
T (In — STATHAS) v=vlLv— v
= [[ol* = Allv||*
= [[olI*(1 = A)
entonces A < 1y de (40) se concluye.
d) — e) La demostracién se presenta en el lema 12 del capitulo 2.
e) — a) Podemos encontrar un «y tal que ||A||. <y < 1, ademas se tiene que
0 < A" < JJAfIE <~* <1
esto implica que lim A* =0

k—o0

Lema 27. Sea N € M,,»,(R) una matriz nilpotente. Entonces
det(yN — I,) = (-1)", vy € C

Demostracién. Por la descomposicién de Jordan de N existe una matrix R € M, «,(R)

no singular tal que G = R"*NR, donde G es un bloque de Jordan de la forma

0 1 0
CI=
0 0 1
0 0 0]

Entonces
det(yN — I,) = det(yRGR™' — RR™")
= det(R) det(yG — I,,) det(R ")
= det(vG — I,,)
= (-1)™
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Lema 28. Sean A,B € M, x,(R) tal que B es una matriz nilpotente. Si AB = BA

entonces AB es una matriz nilpotente.

Demostracion. Sea h el indice de nilpotencia de B, es decir, B" = 0. Debido a la

conmutatividad de A y B se tiene

(AB)" = (AB)...(AB)
— AhBh
=0

[]

Lema 29. Sea A € M,,(R) una matriz simétrica. Si para todo x € R" se tiene 27 Az = 0

entonces A = 0.

Demostracién. Tomando z = e; esto implica que el Ae; = a; = 0 y por tltimo tomando

T = e; + ¢e; se sigue

(e +e;)T Ale; + ej) = el Ae; + eJTAej +ef Aej + e]TAe,-
= el Aej + eJTAei

=0

y ademds A es simétrica esto implica que e! Ae; = efAei reemplazando se obtiene que

el Ae; = a;; = 0 lo que concluye que A = 0. O]

Lema 30. Para cualquier matrices S,A € Mxn(R), ezisten matrices singulares Q,P €

Msn(R) tales que

A

S =QSP = diag(Ongsng: L1, .- Lp, L1, ..., Ly, I, N)
A= QAP = diag(0nyxng,J1s - s Jpy J1s -y Jgy I, ) (41)

donde J € Myxn(R)

1 0 0 0 1 0
o 1 ... 0 0 1 0
i 0 10 ] 0 1
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(1 0 ] (0 0 _
0 1 I 0
L= o = | € Miyinyxin) (R).
0 1 1 0
0 1
y I | I ]
N = diag(Ny, ..., N;) € Mgy, (R)
donde _ .
01
0 1
N, = € My, xr;(R).
0 1
0

y dimensiones de las matrices anteriores satisfacen las relaciones
P q t
n=mno+ Y i+ Y (nj+1)+> ki+h
=1 j=1 i=1
q P t
n=mno+ Y nj+» (Ai+1)+> ki+h
j=1 i=1 i=1

t
9=k
i=1

Demostracion. Ver ([38]) O

Teoria de la probabilidad

Definicién 15. Un espacio de probabilidad (Q, F,Pr) es un espacio de medida tal que
Pr(Q2) = 1. En ese caso, se dird que Pr es una medida de probabilidad y a los elementos

de F se les llamardn eventos.

Definicién 16. Sea A € F, la funcion indicadora 14 : €2 — R es definida de la siguiente

manera, para cada w € €)

1 ,we A
L) =1 ¢ A
LW
101

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

| TEe PERU

Definicién 17. Sean A,B € F, donde B es un evento con probabilidad positiva. Se define
la probabilidad condicional de A dado B como

Pr(AN B)

PH(AIB) = —p i

Definicién 18. Una variable aleatoria real X es una funcion medible X : Q — R, y la

esperanza de X se define como

E{X} = /QXdPr

Teorema 21. Sean g,h : 2 — R medibles e integrales tal que 0 < g < h.
Si E{g} = E{h} entonces g =h Pr—c.s.

Demostracion. Definamos para cadan > 1, A, = {w € Q/g(w) + £ < h(w)} tenemos:

1 1
/ thrZ/ (g—i——)dPrz/ gdPr+/ —dPr
An An i An An

= / gd Pr —I—l Pr(A,)
An 0

/thrZ/ gd Pr
AS AS

luego para cada n € N, tendremos

S

y ademas

1
/thr > /gdPr +—P(A,) entonces Pr(A,) =0
n
Finalmente como A; C Ay C A3 C ... entonces
Pr (UnENAn) = O, UnENAn = {w € Q/g(w) < h(w)}

Por lo tanto g = h Pr—c.s.
O

Teorema 22. [Teorema de convergencia dominada/ Sea f,, : 2 = R y f : Q@ — R medibles
tal que f, — f u — c.s, supongamos que existen g, : 2 — R y g : Q@ — R integrales tal

que

a) Vn = L[| full < gn
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b) Yw € Q, gp(w) — g(w)
¢) [ gndu — [ gdu
entonces
a) fn, f son integrables
b) [fn— flldu — 0 en particular [ fudu — [ fdu

Lema 31. [Lema de Fatou | Sea (f,) una sucesion de funciones medibles y positivas

/ (liminf f,,) du < liminf ( / fndu)

Definicién 19. Dado G un o — subalgebra de F, y X una variable aleatoria, se define la

entonces

esperanza condicional de X dado G, denotado por E{X|G}, como una variable aleatoria

que cumple lo siguiente:
i) E{X|G} es G-medible
i) YAeG: [, XdPr= [, E{X|G}dPr
Cuando G = o(Y'), el o-algebra generado por la variable Y, E{X|G} se reduce a E{X|Y'}

La Esperanza condicional es una herramienta fundamental en nuestra teoria por tal

motivo mencionaremos algunas propiedades de esté.

Observe que si A € F y Pr(A) # 0 entonces :

r(A) ~ Pr(4)

E{X|A} = Zxk Pr(X = z|A) = Zkar();
k %

Proposicién 2. Sean a y b dos constantes , g una funcion medible de valor real y X , Y

y Z son variables aleatorias. Entonces
1) E{a|X} =a
2) E{aX +bY|Z} = aFE{X|Z} + bE{Y|Z}
3) E{X|Y}>0,sX>0.
4) E{X|Y}=FE{X}, si X yY son independientes.

103

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

TEe PERU

5) E{Xg(Y)IY} = g(Y)E{X[Y}
6) B{X[Y,g(Y)} = B{X|V}
7) B{E{X|Y,Z}|Y} = E{X|Y}

§8) E{E{Y|X}} = E{Y}

Cadena de Markov en tiempo discreto

Una cadena de Markov es un proceso estocastico que satisface la propiedad
Markoviana, es decir, si se conoce la historia del proceso hasta el instante actual, su
estado presente resume toda la informacion relevante para describir, en probabilidad, su
estado futuro. En este anexo presentamos los aspectos teoricos basicos sobre cadenas de
Markov que son necesarios conocer para el desarrollo de nuestro trabajo.

Una cadena de Markov puede ser de tiempo discreto o continuo. En ambos casos

asumimos que el proceso toma valores en un conjunto finito ¥ llamado espacio de estados:
»21{1,2,...,L,L €N}

Sea O(k) una cadena de Markov en tiempo discreto con matriz transicién de
probabilidad II(k) = [p;;(k)] € Mpx(R) , donde p;;(k) es la probabilidad de transicién

del estado ¢ al estado j en el instante k, esto es, como en el caso continuo

pij(k) £ Pr(0(k + 1) = j|0(k) = i), i,j € %,

L

donde p;;(k) > 0y sz‘j(k‘) = 1 . La distribucién de probabilidad de 6(0), llamada
j=1

distribucién inicial, la denotamos por 7 = (71, ..., 7 ), donde 7; = Pr(6(0) = 7). Observe

L
que Z m(i) = 1. El vector de distribucién de probabilidad en el instante k se define por
i=1

m(k) & (Pr(0(k) =1),...,Pr(0(k) = L)).

Definiremos la distribucion invariante de la cadena de Markov como 7, la cual cumple que
7ll = 7.
Denotaremos la matriz I[I" como aquella matriz que tiene entradas como probabilidad

(n)

de transicién del estado i al estado j en n pasos, esto es,II" = [p;;”].
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En nuestro trabajo consideraremos que la cadena de Markov es homogénea, es decir,
las probabilidades de transicién no depende de k, por lo que p;;(k) = p;;.Vk € Z,. De la

homogeneidad se sigue que

lo que siginifica que dados la distribucién inicial y la matriz de transicién de probabilidad

el proceso queda completamente determinado, en términos probabilisticos.

Se dice que una cadena de Markov con espacio de estados finito es ergddica si:

lim pi}) = m;, Vj € (42)
N
Donde 7; es positiva y son independientes de ¢ € X y ademas Z T =1
j=1

Se dice que la matriz A = (a;;) es casi positiva si sus entradas son no negativas,y

dng > 1,n9 € N, A™ = (b;;),b;; >0

Teorema 23. Una cadena de markov donde el espacio de estados es finito es ergodica si

y solo si 11 es una matriz casi positiva.

Demostracion. En primer lugar probaremos la necesidad. Debido a la existencia del limite

(ny)

(42) existe un nimero natural n; tal que para cualquier i se tiene pi;” > 0.

Tomando
ny = I}leazx{n i}

(no)

tenemos que p;.’ > 0 entonces Il es una matriz casi positiva.
ij

Ahora probaremos la suficiencia. Debido que II es una matriz casi positiva entonces

. (no)
min p;.°>" >0
z‘,jezp”

(n)

Sea n € N, defino m; " = mlzn pl(?) y de la propiedad II"™*" = II"II" obtenemos:
1€
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keX
(n+1) . (n+l)
j e i
o o
= min {mepk] }
kex

Vv
5
=

—
ii\g
=

B

/N
N
=

—

)

5‘/‘\
-
N——
——

kex
= minp,(gn.)
kex ~ %
=

Tenemos que
m§-n+1) > m§-n),Vn eN

Sea n € N, defino M J(n) = mézx pgl), de forma analoga a lo anterior obtenemos
1€
M™ > MM yn e N

(n)
J

< pgy) <M ;n) lo cual vemos que la sucesion m!™ es acotada v

entonces tenemos m j

creciente por lo tanto convergente, de forma similar la sucesiéon M }") es convergente solo
faltaria ver que lim,, (M ;") — mg.")) =0.

Sea un 1¢,jo € % fijos y arbitrarios, defino

E = {kz e :pgg’(g > pggf)k)}

E"=S\E' ={kex:p/) <p")}

io,k
como E' N E" = () tenemos card(E’) + card(E") = card(E) =l y sea a = ml'%(pg;()))
1,]€
entonces

S o+ D pd) > card(E")a + card(E')a = la

keE” keE’
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Adems3s
no) n (no)
STl =y = 3T pr - 3 pl
keE’ keE’ keE’
|- |-
kex keE" keE’
S (T o)
kCE" keE’
<1l-la
Ademas

> (ol =p52) = S ol = > p

keE" keE" keE’

= (1 - Z@f?) & ( Zm"“)
keFE’ keEr'’
(Z Pk — Dy )

keE’

Ahora consideremos para cualquier arbitrarion >0y j € X.

(no+n) (no+n) __ Z( (no) (no)) (n)

Dy — Pjyj Digk — Pjok )Prj
kex
(no) e (n0), ()
= > 05 —pa vy + > (PR — Pl Ip;
keE’ keE"

nosotros podemos notar que

a) Si k € E' entonces pl(.:k) — pgfg) > 0 entonces

(no) ( N VD)
Z(plok _pJ:lg pk] < Z plok _pjgl(; Mn
keFE’ keFr’

b) Si k € E” entonces pf ,S) - gok < 0 entonces

ST = plhe < 3 ) = plnym
keE// keE//
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Ademaés
(no+n) (no+n) (no) (n ) ng) (n)
ple ) = ple < (i = pIy MM+ > (ol — pl)ymS
keE’ keE"
(no)y  r(n) (no) (no) (n)
S M ( S0l >) ol
keFr’ keE’

=M —m{) > i = pk)) < (1-

keE’

la)(M™ —m

esto se cumple para todo ig, jo € 2 en particular

M(no+n)

m§n0+n) .

tenemos
(no+n)
Mj

por induccién obtenemos

(kno+n)
Mot _

tenemos que 0 < 1 —la < 1 entonces

lim Mgknotm™) _
k—+oo

haciendo un cambio p = kng + n tenemos

lim MY —
p——+00
entonces
lim p( " =
n—oo
tenemos m; = lim pz(]) > lim m( ")
n—o0 n—o00
_ o (n)
D= Jim pi;
jex jex
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(no+n)
0]

(no+n)
JjoJj

)y

J

— la)k(M;") = m§n))

mycno—l-n) -0

(p)_
m; =0

T

(no)
>m; > a >0y tenemos que

— It (n) _
= Jm > pf =1
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Teorema 24. [Ley de los grandes nimeros] Sea una cadena de Markov 0(k) irreducible

y [ una funcion medible entonces

1
lim —
n—-+oo N,

S F(O) = Ex {£(61)},
m=1
donde 7 es la distribucidn invariante de la cadena de Markow.

Demostracién. Ver [6] O
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Conclusiones

A continuacién presentamos unas conclusiones del siguiente trabajo:

= Los resultados fundamentales de la teoria clasica de sistemas lineales sin saltos
pueden ser utilizados muy productivamente para el estudio de los sistemas lineales
con saltos markovianos en particular, la nocién de regularidad, la descomposicion

de Weierstrass.

= A pesar de la dificultad técnica que ofrece la singularidad, los resultados de
regularidad y estabilidad han sido extendidos para los sistemas lineales singulares

con saltos markovianos.

» Las asunciones &, y &, han sido de fundamental importancia para resolver el
problema de la existencia y unicidad de soluciones de los sistemas lineales singulares
con saltos markovianos. En un trabajo futuro se tratara de evitar las condiciones

impuestas en estas asunciones.

= El problema de la estabilidad casi segura, que es la nocién mas practica ha sido
resuelto por medio de los exponentes de Lyapunov. Esta soluciéon es nueva en la

literatura.

= Muchos problemas de la teoria de control de sistemas fisicos modelados por sistemas
lineales singulares con saltos markovianos en tiempo discreto pueden ser abordados
de ahora en adelante debido a que esta garantizado la existencia y unicidad de
soluciones para este sistema. Particularmente problemas relacionados con teoria de
control éptimo, indices de desempeno, controlabilidad, obersvabilidad, diseno de

sistemas.
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