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Introduccion

En general, encontrar una solucién analitica de una ecuacion diferencial parcial
no es facil, y més atin cuando ésta ecuacion es no lineal. Debido a esto, surgieron
varios métodos numéricos para encontrar una soluciéon aproximada a la deseada.
Los métodos numéricos mas conocidos son:

e Meétodos de Diferencias Finitas que tuvo su gran auge en la década de 1950.
e Meétodos de Elementos Finitos que tuvo su gran auge en la década de 1960.
e Métodos Espectrales que tuvo su gran auge en la década de 1970.

Mientras que los métodos de diferencias finitas dan soluciones aproximadas
en los puntos de la malla computacional elegida, los métodos de elementos fini-
tos dan aproximaciones polinomiales continuas o continuas por partes en regio-
nes poligonales (generalmente triangulares en dos dimensiones), mientras que
los métodos espectrales brindan soluciones aproximadas en la forma de polino-
mios sobre todo su dominio.

Los métodos espectrales fueron propuestos originalmente en 1944 por Blino-
va[1], implementado por primera vez en 1954 por Silberman [52], y practicamen-
te olvidados a mediados de los afios 1960. Luego, retomadas por Orzag, Eliason,
Machenhauer y Rasmussen que desarrollaron aplicaciones especializadas en la
década de 1970, dotados de los primeros fundamentos matematicos por el traba-
jo de Gottlieb y Orzag [20].

vi
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El origen del término “espectral” [50], no estd muy claro pero probablemente
surgi6 del uso de los senos y cosenos de Fourier como funciones base ([3], [20]),
especialmente por la relacion con el andlisis de series de tiempo [49].

El primer esquema de método espectral que se usé para la solucion de ecua-
ciones diferenciales parciales fue el conocido método de Fourier, el cual consiste
en representar la solucién como una expansion en serie truncada donde las in-
cognitas son los coeficientes de expansién. Las funciones base que se utilizan pa-
ra dicho método son apropiadas para problemas periédicos; mientras que para
problemas no periddicos, los polinomios de Chebyshev o Legendre se consideran
como funciones base, pero otras funciones base (Laguerre, Hermite) se deberian
de tener en cuenta segun el problema que se esté considerando.

Por mucho afios antes de la aparicién de las computadoras, los estudios teori-
cos en fisica matemadtica, y especialmente en mecdanica de fluidos frecuentemen-
te hacian uso de la expansion en series. Sin embargo, los métodos de expansion
en serie demostraron limitaciones debido a la dificultad en el célculo de las su-
mas truncadas con un gran niimero de términos o al tratar problemas no lineales.
Estas limitaciones todavia estaban presentes en la etapa més temprana de la di-
namica de fluidos computacional cuando los métodos computacionales no eran
suficientes para un uso eficaz de expansion en serie. Esto llev6 ala decadencia de
las técnicas de expansidn en serie al beneficio de los métodos numéricos discre-
tos como métodos de diferencias finitas o elementos finitos. Pero, la baja preci-
sién de estos métodos de discretizacion fue un obstaculo para la representacion
exacta de flujos como se encontré en muchos problemas de la mecanica de flui-
dos. Por lo tanto, en la década de 1970, se ha visto un resurgimiento del método
de Fourier que se aplicé a la simulacién numérica directa de la turbulencia [20].

Los métodos espectrales son una clase de discretizacién espacial para ecua-
ciones diferenciales. Las componentes claves para su formulacién son las fun-
ciones base (Illamadas también funciones de aproximacién o expansioén) y las
funciones de prueba. Las funciones base se usan para dar una representacion
aproximada de la solucién. Las funciones de prueba se usan para asegurar que la
ecuacion diferencial y quizds algunas condiciones de frontera se cumplan tanto
como sea posible por la serie truncada de expansion. Esto se consigue minimi-
zando, con respecto a una norma adecuada, el residuo producido por el uso de
la expansién truncada en lugar de la solucién exacta. Un requerimiento equiva-
lente es que el residuo satisface una condicién de ortogonalidad adecuada con
respecto a cada una de las funciones de prueba.

vii
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La eleccion de las funciones base es una de las caracteristicas que distingue
alos métodos espectrales de los métodos de elementos finitos y diferencias fini-
tas. Las funciones base son infinitamente diferenciable globalmente y casi orto-
gonales (es decir, la matriz que contiene los productos internos toman valores
muy pequeiios, en muchos casos esta matriz es diagonal); mientras que las fun-
ciones base en el método de elementos finitos son infinitamente diferenciable
localmente y casi ortogonales y en el método de diferencia finita son polinomios
superpuestos de orden inferior.

La eleccion de las funciones de prueba determina los esquemas de método
espectral, es decir, los esquemas de Galerkin, Tau y de Colocacién o pseudoes-
pectral. En el esquema de Galerkin, las funciones de prueba son las mismas que
las funciones base. Por tanto, estas funciones son infinitamente diferenciables y
satisfacen todas las condiciones de frontera. La ecuacion diferencial se aplica al
requerir que el residuo sea cero. El método espectral de Tau es similar al método
de Galerkin en el sentido en que la ecuacion diferencial se satisface. Sin embar-
go, ninguna de las funciones base necesita satisfacer las condiciones de frontera.
Por lo tanto, se utiliza un conjunto adicional de ecuaciones para hacer cumplir las
condiciones de frontera. En el esquema de Colocacioén, las funciones de prueba
son las funciones delta de Dirac centradas en los llamados puntos de colocacion.
Este enfoque requiere que la ecuacion diferencial se cumpla exactamente en los
puntos de colocacion.

Una caracteristica del esquema de Galerkin es que las funciones base y las
funciones de prueba son iguales. La primera aplicacién de los métodos espectra-
les para PDEs, fue hecha por Silberman [52], para el modelo meteoroldgico, quien
us6 el método de Galerkin. Sin embargo, los métodos espectrales de Galerkin se
convirtieron en algo préctico para los célculos de alta resolucion tales como los
problemas no lineales después de Orszag ([37], [38]) y Eliasen, Machenhauer y
Rasmussen [12] que desarrollaron métodos para evaluar las sumas de convolu-
cion. Para los problemas que contienen términos no lineales mas complicadas,
los métodos de Galerkin espectrales siguen siendo poco practico.

El método de Tau es una modificaciéon del método de Galerkin que se pue-
de aplicar a problemas con condiciones de frontera no periédicas. Lanczos [29],
desarroll6 el método espectral de Tau, y Orszag [39], desarroll6 la aplicacion del
método de Chebyshev Tau para obtener soluciones de gran exactitud a proble-
mas de dindmica de fluidos.

El esquema de colocacion parece haber sido utilizado por primera vez por
Kantorovic [23] y por Slater [53] en aplicaciones especificas. Frazer, Jones y Skan

viii

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

WTENEg,,
Ea

&,
5 o

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Teoria Espectral

[17], desarrollaron un método general para resolver ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Se utilizaron una variedad de funciones base y una distribucion arbitra-
ria de puntos de colocacidn. El trabajo de Lanczos [29], estableci6é por primera vez
que una eleccidon adecuada de las funciones base y distribucién de los puntos de
colocacioén es crucial para la exactitud de la solucién. Este método fue retomado
por Clenshaw [7], Clenshaw y Norton [8] y Wright [58]. Estos estudios incluyeron
la aplicacién de expansiones polinomiales de Chebyshev a los problemas de va-
lor inicial. Villadsen y Stewart [56], desarrollaron este método paralos problemas
de valor de frontera.

Los métodos espectrales tienen un amplio uso en diferentes dreas como: teo-
ria cudntica ([31], [36]) basado en la ecuacién Schrodinger que proporciona la
descripcion tedrica de numerosos sistemas en quimicay fisica; teoria cinética ba-
sada en la ecuaciéon de Boltzmann ([27], [32]) o en la ecuacién de Fokker-Planck
([5], [45]); problemas en mecanica de fluidos ([4], [20], [42]). También hay impor-
tantes aplicaciones en el escape d&tomos de la atmoésfera del planeta ([14], [51])
como la pérdida de carga de particulas de la tierra ([33], [43]) y del sol [11].

El presente trabajo pretende contribuir en sentar los fundamentos sobre mé-
todos espectrales, para que sean aplicados en futuras investigaciones més elabo-
radas, asi como brindar los cddigos de implementacion (en Matlab), los cuales
raramente se encuentran en forma explicita en la literatura.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: el Capitulo 1 abarca las
propiedades més importantes de los polinomios ortogonales; en particular, los
polinomios de Chebyshey, los cuales son adecuados para representar funciones
de dominio finito y sus relaciones de recurrencia asociadas. Ademés, se presenta
un breve repaso de las férmulas de cuadratura gaussiana. En el Capitulo 2, se pre-
senta en forma detallada los métodos espectrales polinomiales, ttiles para pro-
blemas con condiciones de frontera no periddicas. Presentamos los métodos de
Galerkin, Tau y de Colocacidon. En el Capitulo 3 se da ejemplos de la implementa-
ci6on numérica de la ecuacion del calor usando los métodos de diferencias finitas
ylos métodos espectrales, usando los polinomios de Chebyshev. Ademas, se brin-
dan los detalles necesarios para implementar la ecuacién de Burger usando los
métodos espectrales.
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Resumen

Los métodos espectrales se pueden utilizarse para resolver numéricamente ecua-
ciones diferenciales de la forma:

o
5%U;ﬂ=£h;ﬂMxJL xeD, t>0,

Bu(x,t)=0, xe€dD, t>0,
u(x,0)=g(x), xe€D,

donde D es el dominio espacial con frontera dD, £(x, t) es un operador diferen-
cial (no necesariamente lineal), B es el operador de fronteray g(x) esla condicion
inicial.

Los métodos espectrales son una clase de discretizacion espacial para ecua-
ciones diferenciales. Las componentes claves para su formulacién son las fun-
ciones base (llamadas también funciones de aproximacién o expansioén) y las
funciones de prueba. Las funciones base se usan para dar una representacién
aproximada de la solucién. Las funciones de prueba se usan para asegurar que la
ecuacion diferencial y quizds algunas condiciones de frontera se cumplan tanto
como sea posible por la serie truncada de expansion.

Para encontrar una solucién aproximada con métodos espectrales, se utiliza
una serie truncada de funciones ortogonales suaves (funciones base) ®,,(x), y se
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aproxima la solucién con la expresion

N
un(x, 1)= D Tn(1)D ()
n=0

Deben encontrarse entonces los coeficientes 1i,,. Existen diversas formas de ob-
tener estos coeficientes, y cada manera de encontrarlos define diferentes esque-
mas de métodos espectrales. Los mds conocidos son: el método de Galerkin, el
método de Tau y el de Colocacidén.

El método de Galerkin es un método donde las funciones base se eligen de
forma tal que la solucién propuesta satisfaga las condiciones de frontera. Luego
se busca una solucién uy(x, t) en forma de serie truncada escrita como combina-
ci6n lineal de las funciones base, y como ella es una aproximacién de la solucién
delaecuacion diferencial a resolver, al sustituirla en la ecuacién, no obtendremos
igualdad. A la ecuacién diferencial con uy(x, t) reemplazada la llamaremos resi-
duo ylarepresentaremos con R(x, t). La exactitud de la aproximacion dependera
de cuan pequeiio, en norma, sea el valor del residuo R(x, ¢). El método de Tau es
una version modificada del método de Galerkin. La diferencia radica en la forma
de manejar las condiciones de frontera, lo cual se ilustraré en este trabajo. El mé-
todo de colocacion parte de la serie truncada propuesta uy(x, £) y se la evalia
en una particién no uniforme del dominio (Ilamada puntos de colocacién) cuya
eleccion se basa en el método de cuadratura gaussiana, utilizada comtinmente
en integracién numérica.

Adicionalmente, hacemos una comparacién del método de Diferencias Fini-
tas versus el método espectral, llevado a cabo solo para la ecuacién del calor. Los
principios basicos del método espectral se ilustran con ecuaciones conocidas co-
mo la ecuacién de Calor y la Ecuacién de Burger.

David Sdenz Lépez
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producto interno de L2 (2)

norma de L?(Q)

norma de L% (Q)

producto interno discreto asociado a una cuadratura tipo Gauss
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norma discreta asociada con (-, ) y
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Preliminares: Aproximacion
Polinomial

Sabemos que la funcién exponencial e* tiene una expansién en serie de Taylor

de la forma
K k!

Pero una serie, al considerarse como “suma infinita”, no es factible de ser mani-
pulada numéricamente. Asi, se prefiere utilizar la aproximacién

N X k
> =,
£ k!
para N grande. Obviamente, se ha cometido un error de aproximacién, pero por
razones de convergencia éste debe disminuir a medida que N se torne mds gran-
de.
Sea Cla, b] el espacio vectorial de funciones reales continuas definidas en
[a, b]. El teorema de aproximacién de Weierstrass nos dice que todo elemento
de este espacio se puede aproximar uniformemente por una funcién polinomial.

Esta a su vez puede escribirse como una combinacién lineal de funciones poli-
nomiales ortogonales base {¢(x)}. Asi, si formamos la funcién

N
un(x,£)=  d(t)i(x),
k=0

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

WTENEg,,
Ea

&,
5 o

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Tesis publicada con autor

No olvide citar esta tesis

Teoria Espectral

para ¢ fijo, es facil hallar los coeficientes i (¢) realizando un producto interno
conveniente, esto es

_ [ un(x, g r(x)dx
[P (¢e(x)fdx

(1)

donde [ (px(x))dx #0.

Utilizaremos como funciones base los polinomios ortogonales de Chebyshev.
Asi, pararesolver una ecuacion diferencial se reemplaza la aproximacién uy(x, t)
en la ecuacion, la cual conlleva a un error, y para minimizar este error, asumimos
que es escrito como combinaci6n lineal de funciones polinomiales cuyos coefi-
cientes deberan satisfacer una ecuacién diferencial ordinaria, la cual es resuelta
con métodos numéricos como Runge-Kutta. Este método de hallar la solucién
aproximada para ¢ fijo, usando funciones base polinomiales e ir marchando ha-
cia adelante en el tiempo es llamado método espectral.

1.1 Polinomios Ortogonales

Mencionaremos las propiedades y definiciones mds importantes de polinomios
ortogonales en general. Nuestro punto de partida es la generacion de los polino-
mios ortogonales por una relacién de recurrencia de tres términos, lo que lleva a
algunas férmulas muy utiles.

1.1.1 Existenciay Unicidad

Dado un intervalo abierto I :=]a, b[ (—oo < a < b < +00) y una funcién peso w
se cumple que
w(x)> 0, para todo xe[yweLl(I) (1.1)

. 2 .
Dos funciones f y g son ortogonales con peso w € L7 (a, b) si

b
(f18)o= J f(x)g(x)w(x)dx =0.
a
Un polinomio de grado » lo denotaremos por
pu(X)=a,x"+a,_1x" '+ +ay;x+a, a,#0, (1.2)

donde a; son constantes reales, y a,, es el coeficiente principal.

izacion del autor
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Una sucesion de polinomios {p, },,>0 con grad(p,,) = n es ortogonal en Li(]a, b[)
si

b
(wamhﬁzif Pun(X)pm(x)w(x)dx =70 1) (1.3)

donde ,
r=Ipl = J p2(x)w(x)dx #0
a

en el caso m=n,y d,,, esla delta de Kronecker.

A lo largo de este trabajo, {p,} denotara a una sucesién de polinomios orto-
gonales con respecto a la funcién peso w, y p,, es de grado n. Denotaremos por
P, al conjunto generado por todas las combinaciones lineales de polinomios de

grado < n, es decir,
P, :=Gen{l, x, x2,---, x"}. (1.4)

Por un simple argumento de dimensién tenemos que
P, :=Gen{py, p1, P2+, Pn}- (1.5)
Lemal. p,.,,, m=>1 esortogonal a cualquier polinomio q € P,.

Demostracion. Usando (1.5), cualquier g € P,, se puede escribir como

q=0npp+Qay_1Pp—1+- -+ AoPy.

Luego, usando (1.3) tenemos que

<pn+m! q)w =0.
O

De aqui en adelante se denotara al polinomio ménico correspondiente a p,,

por
P a(x):= Pnlx) :x"+b,(l’i)1x”‘1+m+b(§"), (1.6)
n

a .
donde b"' =1, i=0,1,-+,n—1.

a}’l
Se demuestra a continuacion que para cualquier funcién peso w(x) definida
en ]a, b[, existe una tinica familia de polinomios ortogonales ménicos generadas
por una férmula de recurrencia de tres términos.
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Teorema 1. Para cualquier funcién peso positiva w € L'(I), existe una tinica suce-
sién de polinomios ortogonales monicos {p ,} con grad(p,) = n, construida como
1.7)

sigue
ﬁO:L 51236—(10,
ﬁ"‘*‘l:(x_an)ﬁn_ﬁnﬁn—l’ nzl1,
donde

anz(xp—n’pan’ n=0, (1.8a)

(172917

= 12
Pl sy Lo

ﬂn = ’
1115
Demostracion. Se verifica facilmente que los dos primeros polinomios son
Po=1l, p;=x—a.
Para determinar a,, dado que (p,, p;). = 0 se deduce que

b
f w(x)x dx P
a _{xPy,Po)w

Qg = —
Y 1Dol12
w(x)dx
a

donde el denominador es positivo porque w(x) > 0.

Procedemos por induccién. Asumiendo que se ha obtenido una sucesiéon de

polinomios ménicos ortogonales {p,;}}!_, buscamos p,,,; de la forma
n—2

(1.9

Pt =XPp—@Pp—BuPnor— D 15 Pro
k=0

donde @, y B,, deben estar dados por las férmulas (1.8) y los 7. estan por deter-
(1.10)

minar, es mds, probaremos que los 7 son cero. Se requiere que
(PrivPrlw=0, 0<k<n.
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Tomando entonces el producto interno con p; en amboslados de (1.9), yusando
la ortogonalidad de {p,}{_,, encontramos que (1.10) se cumple si y s6lo si

(ﬁn+1'ﬁn)w = <xﬁn!ﬁn)w_an<ﬁn!ﬁn)w = 0’
5,7
(1.11)

(1.3) —  — — .
= (PP o—1IP, 15 =0, 0<j<n—2.

Por lo tanto, la primera igualdad implica (1.8a), y por la segunda,

(xﬁn’ﬁn—1>(x) — (ﬁn!xﬁn—l)w — ”ﬁn“i)
12,1115 [z 121115

ﬁnz

donde se ha usado el hecho que

n—1

X1 =Pt D60 P
k=0
y la ortogonalidad de {p;};_, implica la dltima igualdad en la formula para f3,,.

Resta por demostrar que los coeficientes {y(k")}z;g en (1.9) son todos ceros. En
efecto, obtenemos del Lema 1 que

<xﬁn!ﬁj>w=(ﬁn!xﬁj)w=01 j=0,1,---,n—2,

el cual, junto conlatltima ecuacién de (1.11), implica y(j") =0parak=0,1,---,n—
2, en (1.9). Esto completa la induccion.

A continuacién probaremos que la sucesién de polinomios generada por (1.7)-
(1.8) es tinica. Para esto, asumamos que {¢,,}7 _, es otra sucesién de polinomios
monicos ortogonales. Como p,,, dado por (1.7), también es moénico, tenemos

grad(p,,,;—q,,,)<n.Porel Lemal,

<ﬁn+1’ ﬁn+1 _ﬁn+1>w =0, <ﬁn+1’ ﬁn+1 _an+1>w =0,

lo cual implica
(ﬁn+1 _En+1’ﬁn+1 _ﬁn+1>w =0.

Asi, p,.1(x)—q,.,,(x)=0. Esto prueba la unicidad. O

5
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El teorema anterior nos da una relacion de recurrencia de tres términos para
la construccién de polinomios ortogonales donde las constantes «,, y 3, pue-
den ser evaluadas de forma explicita. La relacién de recurrencia de tres términos
(1.7) es esencial para obtener otras propiedades de los polinomios ortogonales.
Por conveniencia, primero la extendemos a polinomios ortogonales no necesa-
riamente monicos.

Corolario 1. Sea{p,} unasucesion de polinomios ortogonales con coeficiente prin-
cipal k,, # 0. Entonces se tiene

Pn+1=(anX —by)pp—CpPp-1, 120, (1.12)

donde convenimos en definir p_; :=0, py=ky, y

k
an _ Z:l_l, (1.133)
k )
. n+1 {XPn p2n>co, (1.13b)
kn  1Ipalle
B kn_1kni1 “pn”i) (1.13¢)

=
ki Npaall’

Demostracion. Este resultado se sigue directamente del Teorema 1 al insertar
ﬁl=%conl:n—l,n,n+1en(1.7)y(1.8). O
!
Los polinomios ortogonales {p,,} con coeficientes principales {k,} son tni-
camente determinados por (1.12)-(1.13). Una consecuencia importante de la for-
mula derecurrencia de tres términos (1.12)-(1.13) esla conocida férmula de Chris-

toffel - Darboux.

Corolario 2. Sea {p,} una sucesion de polinomios ortogonales con grad(p,) = n.
Entonces

n

pn+1(x)pn(J/)_pn(x)pn+1(J/) — kn+1 “pn“i)z pj(x)pj(J/)

, (1.14)
x—y K < ipll
’ 2(x)
k = pjlx
P (0Pa0) = P ()pnin(x) = = Ipalll, > (1.15)
" ipsl
6
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Demostracion. Probaremos (1.14) usando el Corolario 1.

pir1(X)pi(y)—pj(x)pjn(y)=[(ajx—bjp;j(y)—cjpj-1(x)]p;(y)
—pi(Xla;y—bj)pi(y)—cjpj-(y)]
=aj(x—y)pj(x)p;(y)+ c¢jlpj(x)pj—1(¥)— pj—1(x)p;(¥)].

Por tanto, usando (1.13) se tiene
ki pin@pi(y)=pipiny) ki pi(xpia ()= piax)p;(y)
x—y killpj-illz x—y
1
= ——pi(x)p;(¥).
el s &

kjllp;lle
Definiendo p_; := 0, la relaciéon también se cumple para j = 0. Luego, sumando
(X)=paly)
)

BI==/

término a término para 0 < j < n se obtiene (1.14).
n(¥)

Ahora probaremos (1.15). Se observa que
xX=y
|

anrl(x)pn(y)_pn(x)pn+l(y) — pn+1(x)_ pn+1(y)

xX=y
En consecuencia, tomando limite cuando y — x a (1.14), se obtiene (1.15) usan-

do la definicién de derivada.
en laimplementacién de los métodos espectrales. Por ejemplo, ellos eligen como
son los nodos de la cuadratura gaussiana, y como usarlos para generar mallas

Los ceros de los polinomios ortogonales desempefian un papel fundamental
computacionales para los métodos espectrales. Por lo que es til para obtener

sus propiedades esenciales.
Sea una sucesion de polinomios ortogonales {p, } (con grad(p,) = n) con res-
pecto ala funcién peso w(x) en (a, b). El principal resultado acerca de los ceros

de los polinomios ortogonales es el siguiente:
Teorema2. Loscerosde p, 1 sontodos reales, simples, y estdn en el intervaloa; b|.

Demostracion. Probaremos que los ceros son reales. En efecto, sean a £ 1 dos
P n—0

raices complejas de p,,.;, entonces
Pn+1
(x—a)2+ 2
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usando el Lema 1 se tiene

b b
Pn+
L Y ﬂzwdx:L (x—a)* + %)

lo que implica que 8 = 0. Por tanto, todos los ceros de p;,,,; son reales.
Probaremos que los n + 1 ceros de p, 4, son simples y que pertenecen al in-
tervalo ]a, b[. En efecto, por la ortogonalidad se tiene que

Pn+1

G_apipz| ©94°70

b
f Pni1(x)w(x)dx =0, VYn=0,

entonces existe al menos un cero de p, ;1 en ]a, b[. Es decir, p,,,; puede cambiar
designoen |a, b[. Sean xy, x1,-+-, X; €]a, b[ dichos puntos en el cual p,,,; cambia

de signo.
e Si k =n se cumple ya que xg, x;,-, X, son los n 4+ 1 ceros reales simple de
Pn+1-

e Si k < n, consideremos el polinomio
q(x)=(x —xo)(x — x1) -+~ (x — xg).
Como Grad(q)=k+1 < n+1, por ortogonalidad se obtiene que

(pn+1; q)w =0.

Ademaés, p,,11(x)g(x) no cambia de signo en el intervalo ]a, b[, como cada
cambio de signo en p,, ,; se cancela por un cambio de signo en g(x) se sigue
que

(pn+1! q)w 7£ 0,

lo cual nos lleva a una contradiccion.

1.1.2 Sistemas de Polinomios Ortogonales

Consideraremos aqui desde un punto de vista general, el problema de la expan-
sién de una funcién en términos de una sucesién de polinomios ortogonales. Re-
cordemos que Py es el espacio de todos los polinomios de grado < N. Supon-
gamos que {p,} es un sistema o sucesiéon de polinomios (con grad(p,) = n) que

8
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son ortogonales dos a dos en el intervalo ]—1, 1[ con respecto a una funcién peso
positiva w :

1
J P(X)pm(x)w(x)dx =0 sim#k. (1.16)

-1
Unresultado fundamental que usaremos es el teorema de aproximacion de Weiers-
trass que establece que cualquier funcién continua en un intervalo finito se pue-
de aproximar mediante un polinomio.

Teorema 3 (Teorema de Aproximaciéon de Weierstrass (1885)). Sea f € C([a, b]).
Entonces existe una sucesion de polinomios p,(x) tal que

Jim p,(x) = f(x)
uniformementeen|a, b].

Ver [30] para una demostracion.

Este clasico teorema implica que la sucesion {p,, } ,—o,1,... forma una base en el
espacio Li(—l, 1). Este es el espacio de funciones medibles v con norma

1 1/2
vl = U IV(x)Izw(x)dx) < 0oo.
-1
Esta norma proviene del producto interno
1 1/2
(u,v)e, = (J u(x)v(x)w(x) dx) .
-1

Cuando w =1 (peso de Legendre), a menudo usamos la notacién mds simple
L*(—1,1) en lugar de L2 (—1,1). La serie formal de una funcién u € L%(—1,1) en
términos de la sucesién {p,,} es

o0
u(x)= Z UpPn
n=0

donde los coeficientes de expansion i, se definen como

1
ﬁf%J u(x)pn(x)w(x)dx.
lpalle )1
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La ecuaci6n anterior representa la transformada polinomial de . Para un ente-
ro N >0, la serie truncada de u de orden N es el polinomio

N
Un= E UpPn-
n=0

1.1.3 Cuadraturas Gaussiana

Ahora analizaremos la relacién que existe entre los polinomios ortogonales y las
férmulas de integracion gaussiana. Laidea principal detrds de la cuadratura gaus-
siana es elegir adecuadamente los nodos de interpolacion en el intervalo [a, b]
que maximice el grado de exactitud de la regla de cuadratura. A la familia de cua-

draturas numéricas pertenecen las integrales J f(x)w(x) dx que se calculan

por medio de la suma

b N
J fEox)dx=>" flx)w;+Exlf], (1.17)

j=0

donde {x;, w j}N=o son los nodos (ceros de py 1) y pesos de cuadratura, y Ex[f]es
el error de cuadratura. Si Ey[f]=0, decimos que la férmula de cuadratura (1.17)
es exacta para f.

Ahora necesitamos conocer los pesos de cuadratura. Supongamos que los no-
dos {x; }?I:O son distintos. Si f(x)€ CN*1[a, b], se tiene (ver [10])

N
N+ (x (x —x;)dx, (1.18)
=0

1

En[f]:=

donde &(x) €[a, b]. La base polinomial de Lagrange con {x; }?7:0 estd dada por

N
X—X;
hi(x)= -, 0<j<N, 1.19
j(x) ]_I o j (1.19)
i#j
asi que tomando f(x)= h;(x)en (1.17) y usando (1.18), se encuentran los pesos
de cuadratura

b
a)j=J hj(x)o(x)dx, 0<j<N. (1.20)

10

izacion del autor




TESIS PUCP

EN
N TENEBR

AR :,

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Teoria Espectral

Se dice que laregla de cuadratura mostrada en (1.17)-(1.20) tiene un grado de
exactitud m, si cumple

En[p]=0, Vp € P, pero existe g € P, tal que Eyx[q] #0. (1.21)

En general, para N + 1 nodos distintos {x; }1}’:0 Cla, b|, el grado de exactitud de

(1.17)-(1.20) estd entre N y 2N + 1. Ademas, si los nodos {xk}’,yzo se eligen como
ceros del polinomio ortogonal py; con respecto w, esta regla disfruta del maxi-
mo grado de exactitud 2N + 1.

Teorema 4. La aproximacion (1.17) es exacta si f es un polinomio de grado <
2N +1.

Demostracion. Supongamos que f es un polinomio de grado < 2N +1. Entonces
f =pn+19+1 donde g y r son polinomios de grado < N. Como py,; es ortogonal
para todo los polinomios de grado < N,

b b

r(x)w(x)dsz r(x)w(x)dx.

a

b b
J f(x)w(x)dx=J pN+1(x)q(x)w(x)dx+J

a

=

Ademas, r(x)= r(xj)hj(x) y f(xj):pN+1(xj)q(xj)+r(xj)zr(xj)yaSi

J=0

b N b N
J r(x)e(x)dx=>_ f(x;) J hi(x)e(x)dx = w; f(x;)).
a j=0 a j=0

Dicha regla se conoce como la cuadratura de Gauss.

N
j=0

ortogonal py 1. Entonces existe un tinico conjunto de pesos de cuadratura {« i }1]y=0
definido por (1.20) tal que

Teorema 5 (Cuadratura de Gauss). Sea{x;}’_ el conjunto de ceros del polinomio

b N
J p(x)w(x)dx =Zp(xj)w]-, Vp € Py (1.22)
a =0

donde los pesos de cuadratura son todos positivos y estdn dados por
_kni w1z,
T kn pn(xpya(xp)

donde k; es el coeficiente principal del polinomio p;.

<j<N, (1.23)

11
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Demostracion. Sea {h;: 0 < j < N} labase polinomial de Lagrange definida en

(1.19). Se sabe que
N
p(x)=> plx;)h(x), VpePy.
j=0
(1.24)

N
.20)

Luego,
b
(1
J hj(x)wdx =
a j=0

b N
f p(x)o(x)dx=> " p(x))

a ]:0
lo que implica que (1.22) es exacta para cualquier p € Py, es decir, el grado de

precision de esta regla no es menora N.
Ahora para cualquier p € P,y se puede escribir como p = rpy,; + s donde
r,s € Py; pero como py41(x;) =0, se tiene p(x;) = s(x;) para0 < j < N. Por el

Lema 1, se sabe que py.; es ortogonal a r € Py entonces
b b

J p(xo(x)dx = J [r(x)pn+1(x)+ s(x)]ew(x) dx
a a

b
J s(x)ow(x)dx

S(XJ)CL)]
(1.25)

p(xj)w;, VYpEPny1,

con lo cual se ha probado (1.22).
Probaremos que w; >0para0 < j < N.Tomando p(x)= h]?(x) € Py en (1.25)

se obtiene
N
h(x)e(x)dx = Z hi(xor=w;, 0<j<N.

b
o< |

a k=0
Falta probar (1.23). Como py41(x;) =0, tomamos y = x; y n = N en la formula

de Christoff-Darboux (1.14) se obtiene
N 2
pn+1(x)  knir <o llpwlls
pn(x;) = pi(x;)pi(x)
VS x—x;  ky ;nmuz s

12
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Multiplicando por w(x) e integrando sobre ]a, b[ yusando la ortogonalidad (p;, 1) =
0, parai >1 se tiene

b
pN+1(x) kN+1 2 <p0(xj)p0>co kN+1 2
(x~)J w(x)dx = llpnll = lpnlls.  (1.26)
) R kv PV T Ty P

Ademads, la base polinomial de Lagrange se puede expresar h;(x) en (1.19) se pue-
de expresar como
pn+1(X)
hi(x)= . (1.27)
! Prv+1(x)(x = x;)

Reemplazando en el lado izquierdo de (1.26) se obtiene

b
pNu»J"“iu (x)dx = pNunnguﬂJ‘hﬂxmedx
J a
kN+1 2 /
HH | P (%)) (X))
con lo cual se ha probado (1.23). O

El anterior teorema es fundamental ya que muestra que los nodos 6ptimos
de la férmula de cuadratura de Gauss son precisamente los ceros del polinomio
ortogonal para el mismo intervalo y funcién peso. La cuadratura de Gauss es 6p-
tima debido a que se ajusta a todos los polinomios hasta de grado 2NN + 1 exacta-
mente, y es imposible encontrar cualquier conjunto de {x;, w j}JJ.V:O tal que (1.22)
se cumpla para todo p € Py ».

A continuacién, consideraremos las cuadraturas de Gauss-Radau o de Gauss-
Lobatto que incluyen uno o ambos extremos como un nodo.

Comenzamos con la cuadratura de Gauss-Radau. Suponiendo que nos gusta-
ria incluir el extremo izquierdo x = a en la cuadratura, definimos

an(x) = P +1(X) +aypy(x) o S pn+1(a) .
x—a pn(a)

Es obvio que gy € Py y para cualquier ry_; € Py_;, obtenemos del Lema 1 que

(1.28)

b b
J qN(X)rN_l(X)w(X)(x—a)dx=J (Pn-1(x)+anpy (X)) rv—1(x)w(x) dx = 0.

‘ (1.29)
Por lo tanto, {gy : N > 0} define una sucesién de polinomios ortogonales con
respecto a la funcion peso &(x) := w(x)(x —a), y el coeficiente principal de gy es

kn -
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Teorema 6 (Cuadratura de Gauss-Radau). Seaxy=a y{x; } | los ceros de qy de-
finidos en (1.28). Entonces existe un iinico conjunto de pesos de cuadmtum {w; W =0’
definidos por (1.20), tal que

b N
J p(x)w(x) dx:Zp(xj)wj, Vpeby. (1.30)
a ]:0
Ademds, los pesos de cuadratura son positivos y se pueden expresar como
x) dx, 1.31
@ J qn(x X (1.31a)
1 k 115
wi= vt vl 1<j<N. (1.31b)

xj—a ky qN—l(xj)qjlv(xj),
Demostracion. Sea {h;: 0 < j < N} labase polinomial de Lagrange definida en
(1.19). Se sabe que

N
px)=) pla;h;(x), VpePy.

Jj=0
Luego,
b

b N
f p(x)w(x)dx:Zp(xj)J hj(x a)dx Zp(x] wj, (1.32)
a j=0 a

lo que implica que (1.30) es exacta para cualquier p € Py, es decir, el grado de
precisién de esta regla no es menora N.
Para cualquier p € P,y, se puede expresar como

p=(x—a)rqy+s, re€Py_;, s€Py.

Como (x — a)qN(x)’ V4 0, se tiene p(x;) = s(x;) para0 < j < N. Usando (1.29)
se llega a j
b b
J pxw(x)dx = J [(x —a)gn(x)r(x)+ s(x)]w(x) dx
a ﬂb
= J s(x)ow(x)dx
N N
= Zs(xj)wj :Zp(xj)wj, Vpeby.
j=0 j=0
14
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Probaremos que w; >0 para0 < j < N.Tomando p(x)= h,f(x) € Py en laigual-
dad anterior se tiene que

b N
0<J h,f(x)w(x)dx:Zh,f(xj)wj=wk, 0<k<N.
a ]=0

Ademads, la base polinomial de Lagrange se puede expresar h;(x) en (1.19) se pue-
de expresar como

(x —a)gn(x)

hi(x) =
((x—a)gn(x)y x(x x;)

(x —a)gn(x)
(gn(x;)+(x —a)gy (x;)(x —x;)’

0<j<N.

Tomando j =0 se obtiene (1.31a) de la definicién de wy, yparal < j <N

b
wj= | hRe@de=; W) sdo
// . _a)

o In(x)(x—x;))

Como {g,,} son ortogonales con respecto a & por lo que la parte integral resulta
ser los pesos de la cuadratura de Gauss asociado con N nodos que son los ceros
de g,(x). Asi (1.31b) se obtiene de (1.23). O

Observaci6én 1. Del mismo modo, una segunda cuadratura de Gauss-Radau se
puede construir si queremos incluir el extremo derecho x = b en lugar del extre-
mo izquierdo x = a.

Pasamos ahora a la cuadratura de Gauss-Lobatto, cuyos nodos incluyen los
dos extremos x = a, b. En este caso, elegimos ay vy By tal que

pn(x)+anpy(x)+ PBypn_1(x)=0para x =a, b. (1.33)

y sea
Pn+1(X)+aypy(x)+ By pn—1(X)
(x—a)(b—x)

Es obvio que z)_; € Py_; yparacualquier ry_, € Py_,, se obtiene del Lema 1 que

zZn—1(x)=

(1.34)

b b
J zZyaIN—2(x—a)(b—x)wdx = J (Pn+1+anpN + BNPN-1)TN—2w dX =0.
a a
(1.35)
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Por lo tanto, {zy_; : N > 1} define una sucesién de polinomios ortogonales con
respecto a la funcién peso @w(x) := (x —a)(b — x)w, y el coeficiente principal de
Zn-1 €s—ky1.

Teorema 7 (Cuadratura de Gauss-Lobatto). Sea x, = a, xy = b y {x; }1}’:_11 los
cerosde zy_ definidos en (1.33)-(1.34). Entonces existe un tinico conjunto de pesos

de cuadratura {w ; }1}’:0, definidos por (1.20), tal que

b N
J p(x)w(x)dszp(xj)wj, VpePn_, (1.36)

j=0

donde los pesos de cuadratura se expresan como

b
1
“0 S mja (b —x)zy 1 (¥)w(x) dx, (1.37a)

1 kn+1 llzn—all;
(xj —a)b— xj) kn ZNfZ(xj)ZJ/V_l(xj),

wj= 1<j<N-1,  (1.37b)

b
1
GINES mL (x —a)zy_1(x)w(x) dx. (1.37¢)

Ademds, se tienew ;>0 paral < j <N —1.

Demostracion. Sea {h; }1].\’:0 la base polinomial de Lagrange definido en (1.19). Se
sabe que

N
p(x)=) pla;hi(x), VpePy.
j=0

En consecuencia,
b N b (1.20) N
f p(x)w(x)dx=2p(x,-)J hi(x)(x)dx =" plx)o;
a ]:0 a ]:0

el cual implica que (1.36) es exacta para cualquier p € Py. Esto implica que el
grado de precision de esta regla no es menor o iguala N.
Luego, para cualquier p € P,y_4, se puede escribir

p=(x—a)b—x)rzy_1+s, r € Py_5, s € Py.
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Como (x —a)(b—x)zn_1(x) =0 se tiene p(x;)=s(x;)para0< j < N.Porlo
)CZJCj

tanto, se deduce de (1.35) que

b
f [(x —a)(b—x)r(x)zy—1(x) + s(x)]ew(x) dx

b
s(x)ow(x)dx

b
J p(x)w(x)dx

1]
—

M= 1D

s(xj)w;

p(xj)w;, VYp€Ppn_1.

J

Il
©

Falta justificar que w; >0 para 1 < j < N —1. Como los {zy_,} son ortogonales
con respecto a la funcién peso @, y zy_;(x;)=0paral < j < N —1, se obtiene de
la férmula de Christoff-Darboux (1.15) que

——zn_a(x)zh_(x)= EL 2||2‘”zz(x)>0 1<j<N-1

N—2\Aj j i j y .

k i JIEN—-1V"] i ||Zj||2 A

Usando esto en (1.3;b) se llegaacoj >0para 1< ] <N-1. O

Las férmulas de cuadratura gaussiana proporcionan potentes herramientas
para la evaluacion de las integrales y productos internos en un método espec-
tral. También juegan un papel importante en la diferenciacion espectral, lo cual
mostraremos mads adelante.

1.1.4 Interpolaciény Transformadas Discretas

Sea {x;, w; }1}’:0 un conjunto de nodos y pesos de cuadratura de Gauss, Gauss-
Radau o Gauss-Lobatto. Se define el correspondiente producto interno y norma

como
N

(U, V)N, = Z ulxj)v(xjwj,  lully,ew =/ {1 Uy o- (1.38)

j=0
Observe que (-, )y, €s una aproximacion del producto interno continuo (-,-),, y
la exactitud de las férmulas de cuadratura tipo Gauss implican

(U, V)N =(u, V), YU, vEPyys, (1.39)
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donde 6 =1, 0 y —1 para la cuadratura de Gauss, Gauss-Radau y Gauss-Lobato,
respectivamente.

Los nodos de las férmulas tipo Gauss juegan un papel importante en las apro-
ximaciones de colocacién, estos son los puntos de colocacién en el cual la ecua-
cion diferencial se satisfaga. Asumiremos que la funcién peso w estd dada junto
con la sucesién de polinomios ortogonales correspondiente {p.}, k=0,1,2,---.

En un método de colocacioén, la representaciéon fundamental de una funcién
suave u en |—1;1[ estd en términos de sus valores en los puntos discretos tipo
Gauss. Las derivadas de la funcidn se aproximan a través de derivadas analiticas
del operador de interpolacién.

Definicion. Para cualquier u € C(A), se define el operador de interpolacionJ,, :
C(A) — Py tal que
(Tnu)(xj)=ulx;), 0<j<N, (1.40)

donde A =)a, b|, [a, b[, [a, b] para la cuadratura de Gauss, Gauss-Radau y Gauss-
Lobato, respectivamente.

J,, esta bien definido debido a que los x j son distintos. Ademas, la condicion
deinterpolacion (1.40) implica que J, p = p paratodo p € P,. Por otro lado, como
J,u € P,, se puede escribir

N
(@ u)(x)= D il pal), (1.41)
n=0
N
lo que implica que u(x;)= Z U, pn(x;). Los @, se conocen como los coeficientes
n=0

polinomiales discretos de u.

Teorema 8. Usando el producto interno discreto de (1.41) con { Pk}],LO’ se pueden
determinar los coeficientes {1i,,} como sigue

N
1
fl,=—> ulx)ps(x))w;, 0<n<N, (1.42)

n ]:0

dondey, =|pyll2, para0<n<N-—1,y

2 -
Yy = ||I9N||w, para Gauss y Gauss-Radau, (1.43)
(PN, PN)N.w»  para Gauss-Lobatto
18

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TENE,
o3 R

DEL PERU

St % | SNVERsiDAD
TESIS PUCP ’% CATOLICA

Teoria Espectral
o0 en forma matricial
il Talpo(xo)wo 7’61]70(351)601 VElpo(xN)CON u(xp)
t B i mx)we  ritp(x)o; - rTipi(an)on u(x,)
Uy Ty PN(X)wy Y pn(x)wr o v pv(an)on] Lu(xy)

denotando por U = (U,)o<p<n, P = (Vﬁlpn(xj)wj)osijN yu = (u(xy))o<n<n, la
forma matricial queda definida como

i=pu

Las férmulas (1.42)-(1.43) definen la transformada polinomial discreta di-
recta, la cual transforma los valores fisicos { u(x j)}]].\’:0 alos coeficientes de expan-

sion {7, }Y_ . Reciprocamente, la transformada polinomial discreta inversa se

formula por -
u(x))=(L,u)(x)= > il,pa(x;), 0<j<N, (1.44)
n=0
o en forma matricial
u(xo) rolpo(x0)wo  vylpolx)wr - rgtpolxn)wn ] [ to
u(x;) & ' m(x)w  ritp(x)or - T o || G
u(;CN) . PN.(XO)COO e pN.(xl)wl A 7 PN(.XN)CON iy

la cual queda definida u = pi, esto significa que lleva los coeficientes de expan-
sién {ii,, }Ir\l’:0 a los valores fisicos {u(x;) zjv:O.

Vemos que si las matrices (p,(x;))o<n, j<n © (y;lpn(xj)w]-)osnyjsN son precal-
culadas, entonces las transformadas discretas (1.42) y (1.44) se pueden manipu-
lar directamente por una multiplicacién matriz-vector usual de orden O(N?). Co-
mo las transformadas discretas se usan con frecuencia en los c6digos espectra-
les, es deseable reducir la complejidad computacional, especialmente para casos
multidimensionales. En particular, la transformada rdpida de Fourier (FFT) (Co-
oley y Tukey (1965)) y la transformada discreta de Chebyshev (tratada como una
transformada de cosenos de Fourier) se puede lograr por O(N log, N) operacio-
nes. Sin embargo, con la ventaja de computadoras mds potentes, este aspecto no
debe ser una gran preocupacion para problemas de escala moderada.
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1.1.5 Diferenciacion en el Espacio Fisico

Ahora estamos listos para hacer frente a un problema importante, las técnicas de
diferenciacién espectral basada en polinomios. Comencemos con la implemen-
tacioén en el espacio fisico.

Supongamos que u € Py es una aproximacion de la soluciéon desconocida U'.
Sea {h; }1].\’:0 la base polinomial de Lagrange asociada con un conjunto de puntos

tipo Gauss {x; }1]y=0~ Es claro que,

M=

u(x)= u(x;)hj(x). (1.45)
j=0
Luego, derivando m veces se tiene
N
u(m)(xk)=2h§m)(xk)u(xj), 0<k<N. (1.46)
j=0

Denotemos
u™ = (u(xg), u™(xy), -, g ), =l )
) 2=(d;(cr;l))osk,js1v, D:=DpW. .

Teorema 9. La matriz de diferenciacion de orden superior se puede calcular me-
diante el producto de primer orden como sigue

D™ =D.D...D=D™, m>1, (1.48)

u=D"u, m>1. (1.49)
Ver [49] para una demostracion.

Gracias al teorema 9, basta calcular la matriz de diferenciacién de primer or-
den D. Presentamos las férmulas explicitas para las entradas de D.

Teorema 10. Las entradas de D se determinan por

Q'(xx) 1 . .
o —, Si k#j
dij=hj(x)= g/(/ai;k i (1.50)
2Q/(x)’ k=]
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donde
Q(x)=pnn(x), (x—a)gn(x), (x—a)b—x)zy_1(x) (1.51)

son los polinomios de cuadratura (1.28)-(1.34) de la cuadratura de Gauss, Gauss-
Radau y Gauss-Lobatto, respectivamente.

Ver [49] para una demostracion.

Por lo tanto, después de haber precalculado la matriz de diferenciacién de
primer orden, la diferenciacién en el espacio fisico puede llevarse a cabo a través
de la multiplicaci6én matriz-matriz y matriz-vector.

1.1.6 Diferenciacion en el Espacio Frecuencia

La diferenciacién en el espacio de frecuencia radica en expresar los coeficientes
de expansion de las derivadas de una funcién en términos de los coeficientes de
expansion de la misma funcién. Mds precisamente, dada u € Py, en lugar de uti-
lizar la base polinomial de Lagrange, se expande u en términos de los polinomios
ortogonales:

N
u(x):Ziann(x). (1.52)
j=0
Usando la propiedad de ortogonalidad, se pueden determinar los coeficientes
por

b
1
ﬁn:—zj u(x)pp(x)w(x)dx, 0<n<N. (1.53)
1Palle Ja

Como u’ €Py_,, se tiene
N
u'(x):Zﬁg)pn(x) con ﬁg\l,) =0. (1.54)
n=0

Con el fin de expresar {ii(nl)}’r\[:o en términos {1, }1,\[20, se asume que los {p; } tam-

bién son ortogonales. En efecto, esta propiedad se cumple para los polinomios
ortogonales clasicos tales como los polinomios de Legendre, Chebysheyv, Jacobi
y Hermite. En otras palabras, {p, } satisface la relacién de recurrencia de tres tér-
minos debido al Corolario 1:

p o (x)=(@Wx—bM)p! (x)—cPp!_ (x). (1.55)
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Derivando la regla de recurrencia de tres términos (1.12) y usando (1.55), se ob-
tiene

Pa(X)= Gy p,_(x)+Dppl(x)+Eup) o, (X). (1.56)

Teorema 11. Los coeficientes {ﬁg)} en (1.54) pueden calcularse mediante la for-
mula de recurrencia inversa (1.57) como sigue

(1 1

~ PP -
Up 1= % [un—bnu(nl)—anﬂu;il], n=N-1,---,1,

o 1 (1.57)
all=o0, al,—ay.

CN—1

Ver [49] para una demostracion.

Las derivadas de orden superior en el espacio de la frecuencia se pueden lle-
var a cabo mediante el uso de la férmula (1.57) repetidas veces. Es importante
sefialar que la diferenciacién espectral junto con las transformadas discretas
forman los ingredientes basicos para la denominada “técnica pseudo-espectral”
(particularmente ttil para problemas no lineales); las derivadas son manipula-
das en el espacio frecuencia, los productos internos se calculan en el espacio fi-
sico, y los dos espacios se comunican a través de las transformadas discretas.

1.2 Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev de primer tipo, T;(x), k=0,1,---, son las autofun-
ciones del problema singular de Sturm-Liouville

2

/ / n —
—(Vi—x2Ti(x)) + e 1) =0, (1.58)
o equivalentemente,
(1—x*)T(x)— x T/(x)+ n® Ti(x) = 0. (1.59)

Sean Py el espacio de polinomios de grado no mayora N € N, N > 0, y la
funcion peso

1
w(x)=——.
(x) T
Sea I =[—1;1], definimos el espacio Lfo(I) por

LZ(I) :={v: I =R/ v medible Lebesguey ||v||, < 00},
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donde la norma

1 1/2
vl = (J IV(x)IZw(x)dx) :
-1

estd inducida por el producto escalar (interno) ponderado

-1

1
(u,v), = (J u(x)v(x)w(x)dx). (1.60)

Definicién. Los polinomios T,,(x), n €N, definidos por
T,(x):=cos(n@), 8 =arccos(x) xe[-1,1],
son llamados los polinomios de Chebyshev de primer tipo.

Los polinomios de Chebyshev son funciones coseno después de un cambio
en la variable independiente. Esta propiedad es el origen de su gran popularidad
en la aproximaciéon numérica de problemas de valores en la frontera no periodi-
cas. La transformacién x = cos § permite muchas relaciones matemadticas como
resultados tedricos relativos al sistema de Fourier que se adaptan facilmente al
sistema de Chebyshev.

Observacién 2. Para establecer una relacion entre polinomios algebraicos y tri-
gonomeétricos recurriremos a la identidad trigonométrica

cos(nB)+isen(nB)=(cosf +isenO)"

n n
=cos" @ +i(T)cos"_1 Osen 0 + iz(g)cosn_zﬁsen2 0+---

Los términos dellado derecho que usan potencias pares de senf son reales mien-
tras que los de potencia impar de senf son imaginarios. Ademads, se sabe que
sen?” = (1—cos®>0)™, m € N. En consecuencia, para cualquier n natural se
puede escribir

T,,(cos 8)=cos(nf), n=0

donde T,,(x) := cos(n arccos(x)) = aE)n) + a(ln)x +--+aWx" es el polinomio de

Chebyshev de orden (grado) 7 el cual es un polinomio algebraico de grado n con
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coeficientes reales. Se sabe que,
To(x)=1,
Ti(x)=cos(0) =
Tz(x)zcos(29) 2x%—1, (1.61)
T3(x)=cos(30)=4x>—3x,

Ty(x)=cos(40)=8x*—8x%—1,---
En general, usando la férmula de Moivre, tenemos
cos(nB)=TRe{(cos(0)+i sen (0))"}
y luego aplicando la férmula binomial, podemos expresar T,, como
I

n a(n—k—1) ok
T(x)= (-1) —(ZX) (1.62)
2; k!(n—2k)!

(S B

donde | w| denota la parte entera de w.
De la identidad trigonométrica

cos(k +1)8 + cos(k—1)0 =2cos 0 cos(k8)
se deduce la relacion de recurrencia
T (x)=2xTi(x)— Tra(x), k>1, To(x)=1, Ti(x)=x. (1.63)

la cual nos permite, en particular, deducir la expresiéon de los polinomios Ti, k >
2, a partir de Ty y 1;. La expresion (1.62) puede ser til en circunstancias espe-
ciales pero la representacion T,(x) = cos(n ) es generalmente usada en compu-
tacién asi como en estudios teodricos.

Proposicién 1. [Ortogonalidad] Los polinomios T,(x) son ortogonales en [—1;1]
con peso w(x)=(1—x2)"V/2, es decir,

1

1 T

<Tnmi>w:J Tn(x)Tm(x)mdx=56n5n,m, n,meN,
—1 -

donde el simbolo 6, ,, representar la delta de Kronecker y a lo largo de este trabajo,
los coeficientes c,, se definen por

2, n=0
Cp = { 1 n>o. (1.64)
24
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Demostracion. En base al cambio de variable z = arccos(x) tenemos los siguien-
tes casos

n#k
Vs 1 s
J cosnzcoskzdz = EJ [cos(n+k)z+cos(n—k)z]dz
0 0

1 [sen(n +k)z sen(n—k)z ]“ o
0

2 n+k n—k
n=k#0
v 1 i3
cos’nzdz = = | [l+cos2nz]dz
0 2 )o
1[ sen2nz]" T
= Z|lz+———| ==
2 B N7
n=k=0
™
f dz=mrm
0
que es lo que se queria probar. O

A continuacién se indican algunas propiedades ttiles para la aplicacién de
los polinomios de Chebyshev ala solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
y parciales.

Ti(—x) =(=1)* Ti.(x) (1.65a)
Te(®1) =(+1)%, (1.65b)
T =), | Ti(x) <1, (1.650)
IT/(x)| <k? —1<x<1 (1.65d)
k k

(1= x*)T{(x) =5 Ta (%) = 5 T (%), (1.65€)
2T (%) T %) =Tt ) (X) + Tjre—) (), (1.65)

! néc,m
f T/(x)T) (x)V1—x2dx = 2" Snm M,MEN (1.65g)

-1
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El conocimiento de estas propiedades es 1itil cuando se usan condiciones de
frontera. Es importante observar que

Ti(—x) = (—1)* Ti(x) (1.66)

lo cual lleva a una propiedad de paridad del polinomio de grado k, es decir, Ti.(x)
es par si k es par, e impar si k es impar. El polinomio Tj(x) se anula en los puntos
X; (puntos de Gauss) definidos por

oy
inCOS(l-i-E)E, i=0,---,k—1. 1.67)
y alcanza sus valores extremos £1 en los puntos x; (puntos de Gauss-Lobatto)
definidos por \
Yi=cos%, g N (1.68)

Una relacién de recurrencia de la derivada de Ti.(x) es
T T()
k+1 k—1

vdlida para k > 1. Una férmula similar para la p—ésima derivada se obtiene por
derivacién sucesiva de (1.69).
De (1.69) se obtiene

=2Ti(x) (1.69)

k—1
1
T/ (x)=2k —T,(x), 1.70
{(x) Z o Tlx) (1.70a)
n+k impar
k—2 1
T (x)= Z — k(k®—n?)T,(x). (1.70b)
n+nk=(;)ar -

Observacién 3. Por el teorema de aproximacion de Weierstrass, el conjunto de
polinomios ortogonales {T;.(x)}reny también es completo en el espacio Li(I )y
en consecuencia, toda funcién u € Lﬁ)(—l, 1) se puede expresar en una serie de
Chebyshev como sigue

(e @)
u(x) =Y W Til(x), (1.71)
k=0
donde los coeficientes ;. son
1
~ (uy Tk> 2 2
uk=—2°°=—(u, Ty =— u(x)T(x)w(x)dx.
ITell, 7k ey |y
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Otra consecuencia de los polinomios de Chebyshev es que los nodos y pesos
de cuadratura se pueden obtener explicitamente.

Teorema 12. Sea {x;, w ]-}1].\’:0 un conjunto de nodos y pesos de cuadratura tipo
Chebyshev-Gauss.

e Para cuadratura Chebyshev Gauss (CG).

2j+1
‘= (2j+1)r

=co$S—, w;=———, j=0,1,---,N. 1.72
J 2N +2 iTN+1 (1.72)

e Para cuadratura Chebyshev Gauss-Radau (CGR).

, J=0
o N+l
Xj=cos , Wj= (1.73)
2N +1 27 4
, j=1,---,N.
2N +1
e Para cuadratura Chebyshev Gauss-Lobatto (CGL).
i .
nj TR gra
Xj=C08S——, W;= (1.74)
N T /
e Y ]= 1) ) )N_ 1
N

Se debe tener en cuenta que los nodos de cuadratura de Chebyshev como se
acaban de definir se ordenan de derecha a izquierda. Esto viola la convencién
general de que los nodos de cuadratura estén ordenados de izquierda a derecha.
Practicamente la totalidad de la literatura clasica sobre los métodos espectrales
de Chebyshev utiliza este orden inverso. Por lo tanto, en el caso especial de los
nodos de cuadratura de Chebyshev vamos a tomar la convencién de orden que
se utiliza ampliamente. Nos damos cuenta que la solucién de este dilema es solo
de invertir mentalmente el orden de los nodos de Chebyshev cada vez que se
utilicen las férmulas generales para los polinomios ortogonales.

1.2.1 Calculo de los Coeficientes de Chebyshev

Consideremos la aproximacion de Chebyshev de la funcién u(x) definida para
xe[-1;1]
N
uy(x) =Z 0, T (x). (1.75)

k=0

27

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

TENE,
o3 R

a\‘\ B
sTé

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Teoria Espectral

Los coeficientes de expansion iy, k =0,---, N se determinan mediante la técnica
de Galerkin, la cual consiste en que el residuo Ry(x) = u(x)— uy(x) se anula en
el sentido del promedio ponderado

(Rn(x), T;(x))e, =0, 1=0,---,N, (1.76)

es decir,

1 N
f (u(x)Tl(x)a)(x)—Z Uy Tk(x)Tl(x)a)(x)) dx =0, [=0,---,N.

-1 =0

Luego, tomando en cuenta la condicién de ortogonalidad (Proposicion 1), se ob-
tiene la expresion para los coeficientes de expansién de Chebyshev

1
U= LJ u(x) T (x)w(x)dx. (1.77)
TTCk ]

Ademads, se puede expresar (1.75) por medio de larepresentacién T = cos kz con

X = C0S Z COmo sigue
N

uN(x):Ziik coskz, (1.78)
k=0
probando que la expansion (1.75) con respecto a x es equivalente a una serie de
Fourier de cosenos en z.

1.2.2 Diferenciacion en el Espacio Frecuencia

La obtencion de la derivada en la base de Chebyshev es mas complicada que en
la de Fourier. De hecho, la expresion de la derivada de Tj(x) implica todos los
polinomios de paridad opuesta y de grado inferior, mientras que la derivada de
e'k* es simplemente i ke!**. Esto hace que los aspectos computacionales de las
dos aproximaciones sean diferentes: las matrices de diferenciacién de Chebyshev
en los espacios espectral y fisico son no esparcidas, mientras que las matrices de
Fourier andlogas son no esparcidas sélo en el espacio fisico.
De la relacion de recurrencia (1.69), se obtiene

M
T/(x)=2k
k ;) Ck—1-2n

Ti—1—2n(x),
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k—1
donde M = {TJ . Por lo tanto, considerando la primera derivada de la funcién,

se tiene que

N N
wy(x) :Z U T(x) = Z ) T(x). (1.79)
k=0 k=1

Usando (1.69) en la ecuacidn anterior, llegamos a la siguiente expresion

2kily = ey, —al),, 1<k<N. (1.80)

Larelacion anterior nos va a permitir encontrar los coeficientes iy en funcién de

los 'LZECU. La ecuacion (1.80) la obtenemos a partir de integrar (1.79)

uy(x) =J u;v(x) dx = J(iiél)]b + iigl)Tl 44 i?g\l,) Ty)dx

considerando
T(x) = T/(x)

1
h(x) = Tx)
y usando la ecuacion (1.69)

~(1) ~(1) ~(1)
u.'1T u T u T, T
) 1 2 W ( 3 ) 3 ( £ 2).,.....,.

_a
un(x) = uy h+——+—\|\—--"TN|+—|——=
n() P B B e T
=~(1) ~(1) =~(1)

_ uk—1(&_Tk—2)+”_k(Tk+1_Tk—1) uk+1(Tk+2_E)

k k-2 2 \k+1 k-1 2 \k+2 k

2

Si agrupamos los coeficientes del polinomio T, se obtiene #;, ahora si agrupa-
mos los coeficientes del polinomio 75, se obtiene ii,, si agrupamos los coeficien-
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tes del polinomio T}, se obtiene i,,, es decir
1
T — i = -(2ay) —a" = 2@, =24 — )
=1 =1
Sl S =) A
T =—| ——— = AU, =u, ' — U
2 2 2( 2 2 ) 2 1 3
~1) =)
- 1 Uuy_g Uy, ~ ~(1) ~(1)
TN—2_> Un_p = E (N—Z _N—z = 2(N—2)UN_2: Uny_3— Un_1
~(1)
- LUy, - ~(1)
Tn_ Uy_1== = 2IN—-1uy_1=1u
N-1— N—1 Z(N—l) ( JUn—1 N—2
1({u
Nl = 2Ny =0y,

~(1)
Uy ==
0. La relacién i, no se obtiene de la misma manera, ya que
.
Pa

1 _
(1.81)

donde iig\l,) =Uyny =

aparece en la constante de integracion.

Usando las ecuaciones (1.69) y (1.80), se deducen los coeficientes U
- ,N—1

N

~1)_ 2 i3
Uy = Z pi,, k
kp=k+1

=0,

o~

con (p + k) impary it‘g\l]) =0. Esto se puede escribir en forma matricial como
oW =390,
ﬁg\l,))T y 7 es una matriz triangular supe-

donde T = (g, -, iiy) ", TW = (@, -
rior y sus entradas se deducen de (1.81).
La expansién de la segunda derivada de la funcién uy es
N

up(x)=> B Ti(x).
k=0
con
1 &
iy =— > pp*—kAa, k=0 ,N-2 (1.82)

Ck

p=k+2
con (p + k 2@ 5@ _ 5@ ici
p +k)pary uy., =ty =0. Expresando %, en forma matricial
0% =71,
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donde T® = (@, -, a?)T.

Las expresiones analiticas (1.81) y (1.82) son de interés cada vez que los coefi-
cientes de expansion de las derivadas estén implicados en los célculos. Por otro
lado, si s6lo se necesitan los valores numeéricos de los coeficientes, se pueden cal-
cular del producto matricial, o a partir de férmulas de recurrencia deducidas a
partir de (1.69). En general, la expresion para T (x) dada por (1.69) se reemplaza
en Tk'(x). Luego, mediante la identificacién de la derivada Tk' con el mismo in-
dice, se obtiene la formula de recurrencia para la primera derivada. En general,
la férmula de recurrencia para los coeficientes ﬁgcp ) para la p—ésima derivada se
obtiene por diferenciacion sucesiva,

3 ] ~(p—1
ck_luscp_)lzusffl+2ku$cp ), 1<k<N-—-p+1,

~(p) _ ~(p) il g2 3 sps 2
donde uy”,,, = Uy_, 5 =0. Estarelacion de recurrencia nos permitira obtener

los coeficientes ﬁscp ) de los coeficientes 71" V). Parala primera derivada
al=0, all =2Nay,
y para la segunda derivada
Uy, =8y =0, Ay, =2N-1)ay., =2N(N-1)iy.

1.2.3 Diferenciacion en el Espacio Fisico

La aplicaciéon de métodos de colocaciéon para la solucion de ecuaciones diferen-
ciales puede considerar como incégnitas a los coeficientes de expansion, asi co-
mo los valores de la cuadricula. El primer método rara vez se emplea en el caso de
Chebyshev ([34]). Por otro lado, el segundo enfoque (también conocido como “co-
locacién ortogonal”, [15]) es de uso actual en la mecdanica de fluidos computacio-
nal como en las obras de Wengle ([57]) para la ecuacion de adveccion-difusién y
de Orszag y Patera ([40]) o Ouazzaniy Peyret ([41]) para las ecuaciones de Navier-
Stokes.

Por lo tanto, en el contexto del método de colocacién en donde las incégnitas
son los valores de la cuadricula, es necesario expresar las derivadas en cualquier

punto de colocacién en términos de los valores de la cuadricula de la funcién, es

. 2 s : ~(p).
decir, para la p—ésima derivada iy, ":

N
ap(x)=> d uy(x;), i=0,-,N.
=0
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De acuerdo ala Subsecciéon 1.1.5, se tiene

u” =DPu, p>1,

donde

D =(d;j = hj(x)osi, j<n u” =P (x), -, uP(xy), u=u.

Las entradas de la matriz de diferenciacién de primer orden D se pueden deter-
minar por las férmulas explicitas siguientes:

e Para el caso de Chebyshev-Gauss-Lobatto (xg = —1y xy = 1), la matriz de
la primera derivada es:

[ 2N%+1 e

- L 1= ] = 0)

& (—1)

dij - { C]' x,-; x]-

— . 1<i=j<N-1,
2(1— x].)
2N?+1

6 )

y la matriz de la segunda derivada es

(=1 xP+xx—2 . ) .
— 3 ; 1<i<N—-1, 0<j<N, i#],
Cj  (1—x7)(x;—x;)?
(N2-1)1—x%)+3 Y
— 5 ) 1<i=j<N-1,
3(1—x7)?
@_) 2(-1)) (2N?*+1)1—x;)—6
dij_< _(N) ( )( ]) ; B\ 13]3]\],
3 Cj (l—xi)z
2 (—1)/*N 2N?+1)(1+x;)—6 )
- , i=N,0<j<N-1,
3 Cj (1+Xj)2
N*—1 0 j—i=N
, I1=]=0,1=]= .
15 J J

donde ¢y =¢y =2y ¢;=1paral < j< N —1. Para otros puntos de coloca-
ci6én las matrices cambian.
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Es ttil recordar que
N
@) _ @ 4(1)
df =2 dipdy;.
k=0
En forma vectorial, las derivadas se pueden expresar como
vW=9u, U¥=9U
donde
U = (un(x0), uy (1), uy (), U = () (xo), (), ulf (o))
con p =1,2. Por tltimo, la matriz de diferenciacién % se define por

g=[d}], ij=0--N.
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Métodos Espectrales
Polinomiales

En este capitulo, se presenta la formulacién de métodos espectrales polinomia-
les para resolver ecuaciones diferenciales parciales, utilizando los métodos de
Galerkin, Tau y de Colocacién. La presencia de condiciones de frontera no peri6-
dicas nos da la motivacion para el uso de métodos polinomiales. Solo trataremos
problemas que necesiten soluciones suaves.

Los métodos espectrales se usan para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales de la forma

u

E(x,t) = Lu(x,t), xe€D, t>0 2.1
Bu(x,t) = 0, x€dD, t>0

u(x,0) = f(x), xeD,

donde D es el dominio espacial y dD su frontera, £ es un operador diferencial
(que puede ser no lineal), 9 representa las condiciones de frontera y f(x) es la
condicion inicial.

La idea bésica de los métodos espectrales es la biisqueda de una solucién
aproximada al problema, es decir, usa una serie truncada de la forma

N
un(x, 1)= D ar(1)Di(x). (22)
k=0
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donde ®(x) son funciones ortogonales suaves conocidas. Luego, debemos en-
contrar los coeficientes a;, con los cuales tendremos la solucién, y no se tendria
ninguna discretizacion espacial, esto es, la solucién se tendria en todo el domi-
nio espacial. Esta caracteristica contrasta con el método de diferencias finitas,
donde la solucién solo se da en los puntos de la malla. Existen varias formas de
obtener los coeficientes, y cada manera de encontrarlos define los diferentes es-
quemas de métodos espectrales. Existen muchas formas de elegir el conjunto
ortogonal usado en la expansién (2.2), las cuales dependen mucho de las condi-
ciones de frontera.

e Para las funciones de frontera periddica, la eleccién natural de la base de
funciones es ®;(x) = e’** (método espectral de Fourier).

e Paracondiciones de frontera no periddica, se usan los polinomios de Chebys-
hev &, (x) = Ti(x) (método espectral de Chebyshev) o los polinomios de
Legendre ®(x) = L;(x) (método espectral de Legendre).

e Para aproximar en intervalos semi-infinitos, x € [0;4+09][, se usan los poli-
nomios de Laguerre ®(x) = _%;(x) (método espectral de Laguerre).

e Para aproximar en la recta real, x €] — 00;+09[, se usan los polinomios de
Hermite ®.(x) = >4, (x) (método espectral de Hermite).

La eleccidon de las funciones de prueba distingue las formulaciones siguientes:

e Galerkin. Las funciones de prueba son las mismas que las funciones base,
es decir, ¢ = Yk, Y satisface las condiciones de frontera sean periddicas
0 no.

e Tau. ¢, =1, pero i no satisface las condiciones de frontera.

o Colocacién. Las funciones de prueba y; son los polinomios base de La-
grange tal que Y (x;) = 6 ji, donde {x;} son los puntos de colocacién pre-
asignados. Se requiere que el residuo sea cero en {x;}.

En situaciones més generales, los polinomios de Chebyshev son una mejor
opcién. Los polinomios de Chebyshev, se amoldan muy bien a condiciones de
frontera arbitrarias, que en diferencias finitas seria dificil de implementar.
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2.1 Método de Galerkin

El método de Galerkin es un método donde las funciones base se eligen de forma
tal que la solucion propuesta satisfaga las condiciones de frontera. Cuando desa-
rrollamos una funcién continua y derivable en su dominio en términos de una
serie truncada de un conjunto ortogonal {®,}, los coeficientes de la expansién
decrecen muy rdpidamente. En este método se busca soluciones, uy(x,t) € By

de la forma N
un(x, £)= D ap(t)@(x)
k=0

donde ®;(x) es un polinomio tomado del espacio

By =Gen{®,(x)eGen{x", n=0,...,k}/ Bd,.=0, k=0,...,n}.

Al reemplazar la expansion uy(x, t)= Z a(t)®r(x) en la ecuacion, se tiene
k=0
el residuo R(x, t) que evidentemente no se anula

0
R(x,1)= %(x, £)— Lun(x, £)£0. 2.3)
Usando el producto interno
Tn = (R, @p(x))e, = J R(x,1)®,(x)w(x) dx, (2.4)

se pide que el residuo sea pequenio; es decir, para todo n=0,1,---,N,

ot

PR N
,Ezak t)q)k(x)> _<(I)n(x);-»(£zak(t)q)k(x)> =0

k=0

(®,,(x),R(x, 1)) =0 < <<1>n, OUN - Cun(x, t)> —0

k=0

N
d
@kz_ojd— ((1) (@, D()). Zak(t (D, LOx(x)), =0
N

d
Min =X =" S aar(t), Yn=0,-- N, 2.5)
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donde My, := (®, ®,,(x)),, sonlas entradas delamatrizmasa M y Sy, := (®,,, LPr(x)),,
son las entradas de la matriz de rigidez S. Observe que la matriz masa es simétri-
cay definida positiva. La simetria es evidente, mientras que ser definida positiva
puede comprobarse considerando un vector u distinto de cero con entradas u;

y usando la definicién de M:

N
u'Mu = Z uijuiM;;

Z u; u]J Jow(x)dx
J (Zuicbi( )) w(x)dx >0,
—-1\i=0

yaque ||| ;z(_y,1; €s una norma.

Labase ®;(x)se puede construir a partir de una combinacién lineal de polino-
mios de Chebyshev Tj(x) para garantizar que las condiciones de frontera se cum-
plan para todos los ¢ (x). Por ejemplo, si la condicién de frontera es u(1,t) =0,
podemos elegir la base {Tk(x) — T(1)}, la cual satisface las condiciones de fron-
tera. Ya que estamos usando los polinomios Tj(x) como base, es natural elegir la

T

funcién peso, w(x)=(1—x2)~1/2, tal que (Ti.(x), T,,(x)), = 5 CkOkn-
Los métodos de Galerkin utilizan polinomios de Chebyshev con el fin de cons-
truir las bases de espacios de dimension finita. Las dificultades aparecen siempre
que se apliquen a las funciones base, condiciones de frontera muy complicadas

¢ Enlos trabajos de D. Gottlieb (ver [20]) y C. Canuto (ver [6]), se usa la base

_ | Th—T;, kpar
P '_{ T,— T, kimpar (2.6)

y en consecuencia By = Gen{®,,®,, - ,®p}.

e Jie Shen (ver [46] y [47]) introdujo funciones base diferentes usando polino-
mios de Legendre y Chebyshev. En el tltimo caso, defini6

‘I)k(X):: Tk(X)—Tk+2(X), k:0)1)2;~-~;N- (27)
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2.2 Método de Tau

El método de Tau es una modificacién del método de Galerkin, cuya diferencia
entre ellos es que Y, =9, paratodo n=1,---, N, pero ¢, no satisface las condi-
ciones de frontera 8®,,(x)# 0. Se toma una base ortogonal de funciones ®,,(x),
y se considera una solucién aproximada de la forma

N
un(x,1)= D an(1)®,(x) (2.8)
n=0

donde N es el nimero de términos de la expansion. En los tltimos K términos
se incluyen las condiciones de frontera, donde K es el nimero de condiciones
de frontera B u(x, t)=0 del problema.

Con el método de Tau se realiza los mismos pasos hechos con el método de
Galerkin, es decir,

N N
dak

®.,R), =0 M;,,— = S t), =0,---,N—K,

(@1, R) o k§=0 kn g, k§=0 nax(t), Vn

Las condiciones de frontera nos conducen a ecuaciones algebraicas para los K
coeficientes restantes.

Como ejemplo tomemos los dos tipos de frontera més conocidos, tipo Diri-
chlet y tipo de Neumann, para un problema de una dimensioén. Usando la base
de Chebyshev y las identidades

(1) = (1)
R T a1 T el

tendremos que

N

u(*l,t) = Z(:I:l)"an(t) (Dirichlet)
n;O

u'(£l,t) = an(il)”“an(t) (Neumann)
n=0

Con las condiciones de frontera Dirichlet, Neumann o una combinacién de es-
tas, obtenemos las K ecuaciones faltantes para obtener los coeficientes y poder
resolver asila ecuacion diferencial. El nimero de condiciones de frontera depen-
de delas dimensiones espaciales del problema, es decir, para una dimension serd
K =2, parados dimensiones K =4 yen general serd K =2 donde f esla dimen-
sion del problema.
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2.3 Método de Colocacion

En este método se asume que la solucién aproximada u satisface la ecuacion di-
ferencial parcial en algunos puntos xy, xi, ..., X5, llamados puntos de colocacién
del dominio respectivo. Luego se pide colocarla funcién en esos puntos, es decir,
se requiere que la ecuacién diferencial se satisfaga en los puntos de colocacién,
esto es, R(x;)=0 donde R es el residuo.

Se puede escribir el método de colocacion de la misma forma que los méto-
dos de Galerkin y de Tau, es decir, minimizar el residuo a través de (2.4), pero en
el método de colocacion se realiza un producto interno del residuo con 6(x —x;),
siendo los x; los puntos de colocacion, esto es, se fuerza a que la ecuacion se
cumpla en los puntos de colocacién

b
(R,5(x—xj)):f R(x)6(x—x;)dx=R(x;)=0 (2.9)
a
para j=0,1,2,...,N. Los puntos j =0y j = N corresponden a las condiciones
de frontera.
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Aplicaciones de los Métodos
Espectrales

En este capitulo se dan ejemplos del método de diferencias finitas y el método es-
pectral y de sus esquemas presentados en el capitulo anterior. La ecuacién que
analizamos con ambos métodos es la ecuacion del calor. Posteriormente se re-
suelve la ecuacién de Burger utilizando solo el método espectral. Con estos ejem-
plos se pretende brindar una base suficiente para aplicar los métodos espectrales
para cualquier ecuacién diferencial parcial en una dimension.

3.1 Ecuacion del Calor

3.1.1 Solucién Numérica por Diferencias Finitas

La ecuacion del calor describe la difusion del calor en el tiempo, en una region
espacial. Esta se describe como

“ av?
p—— u’
at

donde «a es el coeficiente de difusividad térmica.
Tomemos la ecuacién de calor descrita de la forma anterior, pero en una di-
mension, esto es,
du  d*u

—=a—:7, <x<b, t>0 3.1
or  Yoxe 4% G-1)
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La solucién de la ecuacion (3.1) requiere que se especifiquen las condiciones
de frontera en x = a y x = b, y la condicién inicial en ¢ = 0. Las condiciones de
frontera e inicial son

u(a,t)=u(b,t)=0, u(x,0)= f(x). (3.2)

Otras condiciones de frontera, como las condiciones de gradiente (Neumann) o
las mixtas, se pueden especificar. En este trabajo solo se consideraran las condi-
ciones dadas en (3.2).

El método de diferencias finitas es una de las técnicas para la obtencién de
soluciones numeéricas de la ecuacion (3.1). En todas las soluciones numéricas, la
ecuacion diferencial parcial (EDP) se reemplaza con una aproximacion discreta.
La palabra “discreta” significa que la solucién numeérica es conocida sé6lo en un
numero finito de puntos en el dominio fisico. El ntimero de esos puntos puede
ser seleccionado por el usuario. En general, aumentar el nimero de los puntos no
s6lo aumenta la resolucion, sino también la exactitud de la solucién numérica.

De la aproximacién discreta resulta un conjunto de ecuaciones algebraicas
que se resuelven para los valores de las incognitas discretas. La figura 3.1 es una
representacion esquemética de la solucién numérica.

Diferencia Meétodo de
EDP continua Finita Ecuacion discreta Solucién @" aproximacién
_— . .
para ¢(x.t) en diferencia o ¢(x,t)

Figura 3.1: Relacion entre los problemas de la forma continua y discreta

La malla es el conjunto de puntos donde se calcula la solucién discreta, estos
puntos se denominan nodos. Dos pardmetros importantes de la malla son Ax,
que es la distancia entre puntos adyacentes en el espacio, y A¢, es la la distancia
entre los pasos de tiempo adyacentes. Para los ejemplos considerados en la tesis,
Ax y At son constantes en toda la malla.

Laidea central del método de diferencias finitas es reemplazar derivadas con
férmulas en diferencias, que utilizan s6lo valores discretos asociados con posicio-
nes en la malla. Aplicar el método de diferencias finitas a una ecuacién diferen-
cial implica reemplazar todas las derivadas con las férmulas en diferencias. En
la ecuacién del calor existen derivadas con respecto al tiempo, y derivadas con
respecto al espacio. El uso de diferentes combinaciones de puntos de malla en
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las férmulas en diferencia resulta en diferentes esquemas. Cuando el espaciado
de lamalla (Ax y At) tiende a cero, la solucién numérica obtenida con cualquier
esquema se aproxima a la verdadera solucién de la ecuacién diferencial inicial.
Esta aproximacion varia con el esquema.

Discretizacion de Dominio

Particionamos el intervalo [a, b] como
x;=a+(i—1)Ax, i=12,...,.N
donde N es el ntimero total de nodos en el espacio incluyendo la frontera, y

_b—a
T N-—1

Ax

es el espacio entre los x;. De forma similar, particionamos el intervalo [0, T'] como
t,=(m—-1)At, m=12,....M

donde M es el nimero de pasos en el tiempo y

es el tamano de paso temporal.

Esquemas para la Ecuacion del Calor

Las derivadas respecto al tiempo y al espacio son reemplazadas por diferencias
finitas. Para ello se requiere especificar las posiciones de los valores de u tanto en
el tiempo como en el espacio en las férmulas de diferencias finitas. Introducimos
el supraindice m para designar el paso de tiempo en la solucién discreta.

Tiempo Hacia Adelante, Espacio Centrado (FTCS)

Este esquema es conocido como FTCS (Forward in Time Central in Space Sche-
me) por sus siglas en inglés. En este esquema se aproxima la derivada respecto al
tiempo en la ecuacién (3.1) con diferencia finita hacia adelante

ou _ +O(AD) 3.3)
ot ltyyy, At ’ ’
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Observamos que los términos del lado derecho involucran u en x = x;.
2

u
Usando la aproximacién de diferencia central para (ﬁ) , y evaluando to-
X
Xi

dos los términos en el tiempo m obtenemos

u wily —2u" +ufy
=—= +0(Ax). 3.4
0x2 |x; Ax? ( ) 8-4)
Reemplazando (3.3) y (3.4) en la ecuacién (3.1), y agrupando los términos del
error de truncacion se llega

m+l__ . m iam m m
u; U; u,”,—2u;"+u

< ¢ X Hly O(AL)+ 0(AX). (3.5)

Los errores temporales y errores espaciales tienen diferentes 6rdenes. Ademas,

observemos que podemos resolver en forma explicita ulm“ en términos de los
otros valores de u. En efecto, eliminando los términos de los errores de trunca-
m+1

cién de la ecuacion (3.5) y resolviendo para u;""" se tiene
aAt
m+l _ ., m m m m
u; " =u; +_Ax2(ui+1_2ui +u;”,). (3.6)

con condicion inicial
u(x;,0)=f(x;), i=1,...,N

y las condiciones de frontera son
u(a, t,,)=u(b,t,,)=0, m=2,...,M.

La ecuacion (3.6) se le llama aproximacién en tiempo hacia adelante, espacio
centrado o aproximacién FTCS de la ecuacion del calor. Una ligera mejora en la
eficiencia computacional se puede obtener con un pequefio reordenamiento de
la ecuacioén (3.6)

u=rull +Q-2r)ul +rul, (3.7)
paracadaizz,m,N—lymzl,-‘-,M,donder:%.
Esto genera el siguiente sistema
w' o= rul+Q-2r)u) +rul
w = rul+Q-2r)ud +rul

_ m _ m m

Uy, = ruN73+(1 2r)uyn_, + Ty
m+1 m m m
Uy, ruy ,+(1=2r)uy_ +ruy
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Se observa que este sistema se puede expresar como una multiplicacién matricial

um+l) — 4,,0m)

donde A es la matriz tridiagonal

1 0 0 0 0 0

r 1-2r r 0 0 0

0 r 1-2r 0 0 0
A= .

: : : .o : 0

0 0 0 e 1 1=-2r 1

K 0 0 -« 0 0 1]

u™*1) es el vector de valores de u en el paso de tiempo m + 1,y ul"™ es el vector
de valores u en el paso de tiempo m. La primera y dltima fila de A se ajustan de
manera que los valores frontera de u no cambian cuando se calcula el producto
matricial.

El esquema FTCS es facil de implementar ya que los valores de ulm“ se pue-
den encontrar independientemente uno del otro. La solucién completa estd con-
tenida en dos bucles: un bucle exterior sobre todos los pasos de tiempo, y un bu-
cle interior sobre todos los nodos interiores. Las soluciones de la ecuacion (3.1)
sujetas a las condiciones de frontera e inicial en la ecuacién (3.2) son todas funcio-
nes acotadas y decrecientes. La aproximacion FTCS puede dar soluciones inesta-
bles (esto quiere decir, que cuando At es demasiado grande, las soluciones se
alejan entre si). Las soluciones estables (es decir, para condiciones iniciales cer-
canas las soluciones se mantienen cercanas entre si) con el esquema FTCS se

obtienen si
aAt 1
< -—. (3.8)

r=—
Ax2 2

Tiempo Hacia Atras, Espacio Centrado (BTCS)

Este esquema es conocido como BTCS (Backward in Time Central in Space Sche-
me) por sus siglas en inglés. En la obtencion de (3.6), la diferencia hacia adelante
fue usado para aproximar la derivada temporal en el lado izquierdo de la ecua-
ci6én (3.1). Ahora, se elige la diferencia hacia atrés,

ou um—ym1

- =— 1 __10(AD). 3.9
at tn—1,X; At ( ) ( )
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Reemplazamos la ecuacion (3.9) y la ecuacion (3.4) en la ecuacion (3.1); y agru-
pando los términos del error de truncacién se llega
ul—um™t  u™ —2u+ul

i Ati —a e Hl 4 o(AL)+ O(Ax?). (3.10)

Los errores de truncacion en esta aproximacion tienen el mismo orden de magni-
tud que los errores de truncacioén de la ecuacion (3.5). A diferencia de la ecuacién
(3.5), la ecuacién (3.10) no se puede ordenar para obtener una simple férmula
algebraica para calcular u;" en términos de sus vecinos u";,, u;" |,y u;"*l. Desa-
rrollando una ecuacion similar para u}"}, se demuestra que [}, dependede u"},
y ul’” Por tanto, la ecuacion (3.10) es una ecuacién en un sistema de ecuaciones
paralos valores de u en los nodos internos de la malla espacial (i =2,3,---, N—1).

Paraver el sistema de ecuaciones mas claro, eliminamos los términos de error
de truncacion de la ecuacion (3.10) y reordenando la ecuacién resultante se ob-

tiene
a 1 2a a 1

. m s _Sadl m_ _~* -.m _ _— _.m—1
szui_1+(At+Ax2)ui szuiH—Atui . (3.11)

paraparacadai=2,---,N—1ym=1,---,M con condicién inicial
u(x;,0)=f(x;), i=2,....N—1
y las condiciones de frontera son
u(a, t,,)=u(b,t,,)=0, m=2,...,M.

El sistema de ecuaciones se puede representar en forma matricial como

-bl C1 0 0 0 0 0 7. m _ -
T
a by, ¢, 0 - 0 0ol Z}n Zl
0 ag b3 ¢ - 0 0 0 2 2
u3 d3
Do : : = . 3.12)
0 0 0 O 0 0 0 L g
0 0 0 O an—1 byn-1 cona thvrgl 2;,1
o0 0 0 O 0 ay by |- N4 BN
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donde los coeficientes de los nodos interiores son

a 1 =2,3 N-—-1
a; = ——, 1=4,0,""", -
! Ax2
1 2a
b, = —+—,
! At Ax?
a
c; = — ,
! Ax?
1
d, = —u™.
! At Tt

Para las condiciones de frontera de Dirichlet en la ecuacién (3.2)

blzl, C1=0, d1=u(a,t)
aNZO, bN:]., dN:u(b,t)

La implementacién del esquema BTCS requiere resolver un sistema de ecuacio-
nes en cada paso de tiempo. Ademads de la dificultad para desarrollar el cédigo,
el esfuerzo computacional por paso de tiempo para el esquema BTCS es mayor
que el esfuerzo computacional por paso de tiempo del esquema FTCS. El esque-
ma BTCS tiene una gran ventaja sobre el esquema FTCS: es incondicionalmente
estable (para soluciones a la ecuacion del calor). El esquema BTCS es tan exacto
como el esquema FTCS. Por lo tanto, con un poco de esfuerzo extra, el esquema
BTCS produce un modelo computacional que es robusto al elegir At y Ax. Esta
ventaja no siempre es abrumadora, sin embargo, el esquema FTCS sigue siendo
util para algunos problemas.

Crank-Nicolson

Los esquemas FTCs y BTCS tienen un error de truncamiento temporal de O(At).
Cuando las soluciones en tiempo exacto son importantes, el esquema de Crank-
Nicolson tiene ventajas significativas. El esquema de Crank-Nicolson no es més
dificil de implementar que el esquema BTCS, y tiene un error de truncamiento
temporal que es O(At?). El esquema de Crank-Nicolson es implicito, como el de
BTCS, ademas es incondicionalmente estable.

Ellado izquierdo de la ecuacion del calor se aproxima con la diferencia regre-
siva en el tiempo usado en el esquema BTCS, es decir, la ecuacion (3.9). El lado
derecho de la ecuacién del calor se aproxima con el promedio del esquema de
diferencia central evaluado en el paso de tiempo actual y anterior. Por lo tanto, la
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ecuacion (3.1) se aproxima con

m__ ,,m—1 m _ m m m—1__ m—1 m—1
w—ug o Uy 2y S e 2up Uiy

3.13
At 2 Ax? Ax? ( )

Observamos que los valores de u a partir de los pasos de tiempo m y m —1 apa-
recen en el lado derecho. La ecuacién (3.13) se usa para predecir los valores de u
en el tiempo m, asi que todos los valores de u en el tiempo m —1 se asumen que
se conocen. Reordenando la ecuacién (3.13), los valores de u en el tiempo m se
dejan en el lado izquierdo, y los valores de u en el tiempo m —1 se dejan en el
lado derecho.

2Ax2 tinl +(At Az ) T oA i T
a —1 1 a —1 a —1
2Ax2 u t (E B AxZ) i 2Ax2 ujhy @14

para paracada i =2,---, N —1. El esquema de Crank-Nicolson es implicito, y re-
sulta un sistema de ecuaciones para u que se puede resolver en cada paso de
tiempo. El sistema de ecuaciones es idéntico al de la ecuacién (3.12) pero con
diferentes coeficientes:

a

aj = ———,  i=23-,N—1
. 2Ax2
1 a

B o= —et—
! At Ax?

a
=
: 2Ax2

1

-1 4 -1

di = a;u" +(E+a,~+ci)ulf" v

Para las condiciones de frontera de Dirichlet en la ecuacién (3.2)

blzl, C1=0, dlzu(a,t)
aNZO, bN:L dN:u(b,t)

Observe que a;, b; y c; para el esquema de Crank-Nicolson difiere de sus contra-
partes en el esquema BTCS por un factor de dos. Aparte de esta pequeiia diferen-
cia, la iinica diferencia significativa de implementacion entre el esquema BTCS y
Crank-Nicolson es la aparicion de los términos extras ! en d;.
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Los esquemas BTCS y Crank-Nicholson son muy similares en forma algorit-
mica. El esquema de Crank-Nicolson tiene un error de truncamiento de 0(At2)+
0(Ax?), es decir, el error de truncamiento temporal es significativamente menor
que el error de truncamiento temporal del esquema BTCS.

Implementacién
Considere la ecuacion de calor

ou 2u

ot  ox2’ Ixl<1

con las condiciones de frontera
u(—1,t)=u(l,t)=0,
y la condicién inicial
u(x,0)=sen(rx)= f(x).

La solucién exacta de la ecuacién del calor con la condicién inicial y las condicio-
nes de frontera dadas es

u(x,t)=e " 'senmx. (3.15)

El esquema Crank-Nicholson es implementado aqui usando Matlab. El siste-
ma de ecuaciones para el método de Crank-Nicholson se resuelve con la funcién
sistema_tridiagonal. Para calcular el error se usala norma del méximo.

Ejecutando cranknicholson con los pardmetros asignados:

>>[x,t,U,err]=cranknicholson(@funcion1,0,0,-1,1,0.2,1,20,100)

El error es 0.279368006727355 en ¢t = 0,2 y el ploteo se muestra en la figura
3.2
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Temperatura Inicial
T

-1 -0.5 0 0.5 1
Temperatura final

T~ A

u0(x,0)
o -

u(x,tfinal)
=)

. .
1 -0.5 0 0.5 1
Solucion del problema del calor usando Método de Crank-Nicholson

u(x,t)

Figura 3.2: Solucién de la ecuacién del calor

La figura 3.3 muestra las graficas de los errores maximos de la aproximacion
respecto a N para los tiempos ¢t =0.2, £t =0.3y £ = 0.4, se puede observar que el
error no crece con el tiempo. Para obtener la gréfica se usé el programa errorcrank

3.1.2 Aproximacion Espectral usando Chebyshev Tau

Considere la ecuacion de calor

9u_a6’2u —
=2 =

con las condiciones de frontera
u(=1,t)=u(l,t)=0
y la condicién inicial u(x,0)=sen(rx)= f(x).
En el método de Chebyshev Tau buscamos soluciones uy/(x, t) de la forma

N

un(x, )= ay(t)T,(x)

n=0
que al reemplazar en la ecuacién del calor se obtiene el residuo

N—2

Ry(xit)= > (S0 -aa(n)) 1,0,
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Figura 3.3: La gréfica nos muestra el error méaximo de la funcién con respecto a

N enlos tiempos t =0.2, t =0.3, t =0.4.
Para minimizar el residuo Ry (x, t) se requiere que sea ortogonal al espacio ex-

pandido por { T;.(x)}Y_2, es decir,
2 (! 1
— | Rpn(x, )T (x)——= dx =0, k=0,1,---,N—2
TTC, -1 N k v1—x2
Debido a la ortogonalidad, la integral anterior se convierte en
da,
g (2} A
=aa,”’, n=01---,N—-2, 3.16
= 5 3.16)
1
al’=— > pp*=n’ay(1)
Cn p=n+2

donde

p+n par
o = 2, sin=0,
"1, sin>1

con
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Faltan dos ecuaciones para resolver el sistema de ecuaciones y estas las obtene-
mos de las condiciones de frontera, donde al hacer la expansién con los polino-
mios de Chebyshev y usando la identidad (1.65a) se obtiene

N N
Y Va,=0, D> a,=0,
n=0 n=0

que al considerar N como un ntimero par se puede reescribir como

N-2

ay = _Z“"' (3.17)
nnf)gr
N-3

ay_, = — Z a,. (3.18)
nirrL;%)ar

Con las ecuaciones (3.16)-(3.18) se tienen los coeficientes para cualquier tiem-
po y para evolucionar la ecuacion en el tiempo, necesitamos los coeficientes en
tiempo inicial, por lo que usamos la condicién

N
uy(x,0)= Zan(O)Tn(x) = f(x)=sen(rx), (3.19)
n=0

donde los coeficientes son

f(x)Tk(x) 2 ' T.(x)sen(rx)
a,(0)= J = e J 1 ~ g dx. (3.20)

Existen varios métodos con los cuales podemos evolucionar los coeficientes
en el tiempo pero el que usamos en esta tesis es el método de Runge-Kutta de

orden 4.
La solucién exacta de la ecuacion del calor con la condicién inicial f(x) =
sen(mx)ylas condiciones de frontera que se usé para comparar la solucién apro-

ximada es ,
u(x,t)=u(x,t)=e " 'senmx. (3.21)

Ejecutando calor_tau.m con los pardmetros asignados:

>>[x,t,a,err] = calor_tau(20,[1 0 0;1 0 0])
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Initial data
T

5
X 0
(=}
3
_1\ ‘ ‘

-1 -05 0 0.5 1

Figura 3.4: Solucién de la ecuacién del calor

El error es 0.1384366811961 en ¢ =0, 2 y el ploteo se muestra en la figura 22

La figura 3.4 muestra las graficas de los errores maximos de la aproximacion
respecto a N para los tiempos t =0.2, t =0.3 y t = 0.4, se puede observar que el
error no crece con el tiempo. Para obtener la grafica se usé el programa errortau

3.1.3 Aproximacién Espectral usando Chebyshev Colocaciéon

Considere la ecuacion de calor
ou J*u L.,
= X
Jt Ox2
con las condiciones de frontera
u(_lv t) = u(lv t) = 0)

y la condicién inicial
u(x,0)=sen(rx)= f(x).

Elegimos las funciones base
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Figura 3.5: La gréfica nos muestra el error méaximo de la funcién con respecto a

N enlos tiempos t =0.2, t =0.3, t =0.4.
La solucién aproximada que se busca es
N
un(x, £)= > ar(t)0k(x).
k=0

92 Uy

En el método de colocacion se requiere que
7 Uy

Ry(x,t)=———

n(%, 1) Ep;

ot
se anule en los puntos interiores, proporciondndonos las (N —1) ecuaciones

duy (2 )
— 0=> DFuy(xp, 1), Vj=1,N-1
k=0
Aqui Dﬁc) es la matriz de diferenciacién de segundo orden basado en los puntos

de cuadratura Chebyshev-Gauss-Lobatto.
Cerramos el sistema mediante el uso de las condiciones de frontera u(xy, t)=

u(xy, t)=0, esto nos da el sistema lineal

N N
D D an(t)= an(1)=0
n=0 n=0
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y la condicién inicial
UN(xk,O): u(xk,O), k=0,1,---,N.

Las ecuaciones anteriores estdn basados en la formulacién fuerte de la ecua-
cion diferencial, ya que la solucién aproximada requiere satisfacer la ecuacién
diferencial exactamente en un conjunto de puntos discretos, en este caso llama-
do los puntos de colocacidén. Se puede obtener formalmente las mismas ecuacio-
nes a partir de una formulacién débil del problema tomando como funciones de
prueba a las funciones delta de Dirac (distribuciones, ver [16]).

La solucién exacta de la ecuacion del calor con la condicién inicial y las con-
diciones de frontera que se us6 para comparar la solucién aproximada es

T

—n;
u(x,t)=e senmx. (3.22)

Ejecutando calor_colocacion con los pardmetros asignados:
>>[x,t,u,err] = calor_colocacion(20,0.2,[1 0 0;1 0 0])

El error es 8.516338265845969¢ — 08 en t = 0.2 y el ploteo se muestra en la
figura 3.6

Temperatura Inicial con el Método de Colocacion
1 T T

u0(x,0)
o

-1 1 I
-1 -0.5 0 0.5 1

Temperatura Final con el Método de Colocacion
0.2 T T T

/\/

u(x,tfinal)
=)

. .
1 -0.5 0 0.5 1
Solucion del problema del calor usando Colocacion

u(x,t)

Figura 3.6: Solucion de la ecuacion del calor
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La figura 3.7 muestra las gréficas de los errores méaximos de la aproximaciéon
respecto a N paralos tiempos t =0.2, t =0.3y ¢ = 0.4 con esto se puede observar
que la exactitud de la funcién solucién no crece a cada paso evolutivo, por lo que
nos dala seguridad de que nuestra aproximacion tendrd estabilidad temporal, es
decir, el error no crece con el tiempo. Para obtener la grafica se usé el programa
errorcolocacion

Condici6n Inicial

Figura 3.7: La gréfica nos muestra el error maximo de la funcién con respecto a
N enlos tiempos t =0.2, £ =0.3, t =0.4.

3.2 Ecuacion de Burger

La ecuacion de Burgers fue propuesta por el holandés Johannes M. Burgers. Esta
ecuacion (forma fuerte) se escribe como

ou ou *u

—_ey, s . 4, 4 S () €, Vt>0, 3.23
ot uﬁx vﬁxZ 4 v (8:23)

donde 2 es el dominio espacial, v es una constante positiva que podemos consi-
derarla como la viscosidad del fluido y u como la velocidad de este, que nos da
una idea para problemas més complejos de dindmica de fluidos tales como las
ecuaciones de Navier Stokes. La ecuacion (3.23) se puede escribir como

du J0Fu

—+ =0, xe€9, >0, 3.24
at ox v ( )
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donde Z est4 dada por
Fw)=su -y (3.25)
U)=-u"—ry—. .
2 ox

Ademaés, la ecuacién (3.23) se complementa con una condicién inicial
u(x,0)=uy(x), xe€9Q, (3.26)
y condiciones de frontera de Dirichlet
u(—1,t)=ur(t), u(l,t)=ug(t). (3.27)

La ecuacion de Burgers es uno de las pocas ecuaciones diferenciales parciales
no lineales para las que las soluciones exactas se conocen en términos de los va-
lores iniciales (Cole [9], Hopf [22]). Hopf (1950) y Cole (1951) mostraron que la

transformacion
u=-—2v ﬁ (3.28)
¢
reduce la ecuacion de Burgers (3.23) para u a la ecuacion del calor para ¢:
o9 % ¢
——Vv—=0 3.29
ot U ox (5:29)

Observe que si uy(x, t) es unasolucién de (3.23) y ¢ y £y son constantes, entonces
u(x,t)=c+up(x—ct,t+1ty) (3.30)

también es solucion. Para los ejemplos numéricos, utilizamos dos soluciones pa-
ra u basadas en soluciones para u;, obtenidas de la transformacién de Hopf-Cole.
Para problemas no periédicos se usa
X @,
Pu(x, )=~ ————, (3.31)
1+4/%emr

donde a es una constante. La expresion ¢, corresponde a u, en (3.30). Para pro-
blemas peri6dicos es una suma infinita de soluciones

o0 5

1 —(x—27n)
e wr | (3.32)
vanvt n;oo

¢b(x! t):
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3.2.1 Formulaciones Fuerte y Débil de la Ecuacion de Burger

Tanto (3.23) y (3.24) estdn en la forma fuerte, es decir, la ecuacién diferencial
parcial se cumpla en cada punto de su dominio y para cada tiempo. Una forma
débil de la ecuacion diferencial parcial se obtiene al exigir que la integral de la
EDP cerca de todas las funciones en un espacio apropiado X de funciones de
prueba se cumpla; precisamente, multiplicamos ambos lados de (3.23) por cada
funcién de prueba e integrar en el espacio (para cada tiempo), para obtener

b ou b ou b2y
—uYd —Ydx— —uY dx=0, X, t>0, (3.33
L atlp x+L uaxw X Ja valep X Yve Ve> ( )

donde Q =(a, b). Esto a menudo se refiere como una forma intergral de la EDP.
Otra forma débil de la EDP, que a menudo se usa, se obtiene al aplicar una
integracion por partes a (3.33), se tiene

b b b

o 1 o ou d

gu i are AR Vi CLOY
. Ot 2, dx . 0x 0x

1, Ju
(Eu —Valp)

(3.34)

La ecuacion (3.33) es significativa si u es dos veces diferenciable, mientras
que las funciones de prueba no tienen que ser diferenciables. Cualquier método
de discretizacion que se considere se obtiene de la formulacion fuerte o débil del
problema. Los métodos espectrales de colocacién utilizan la forma fuerte de la
EDB al igual que los métodos de diferencias finitas. Para los métodos espectrales
de Galerkin y de tau es preferible utilizar la EDP en su forma débil. Mientras que
todas las formulaciones del problema diferencial son equivalentes (ya que la so-
lucién es suficientemente suave), este no es el caso en general para las diversas
formulaciones discretas obtenidas de formulaciones alternativas de la EDP; esto
quiere decir, la solucién discreta que se basa en el método de Galerkin no tiene
por qué coincidir con la solucién discreta basada en un método de colocacion.
Por otra parte, los métodos de Galerkin que se basan en (3.33) no son necesaria-
mente equivalentes a los métodos de Galerkin basados en (3.34)

La forma fuerte (3.23) se puede escribir en forma compacta como

u,+9%u)+Zu=0 enf, Vt>O0, (3.35)
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0
donde el operador no lineal ¥ se define por ¥(u) = u—u, y el operador lineal £

ox
82
es— V@. La version compacta correspondiente de la forma débil (3.33) es
(U +9Y(uw)+ZLu,y)=0 YyeX, Vi>O0, (3.36)

donde (u, v) denota el producto interno en X.

En esta seccion se ilustran los procesos de discretizacién para diversas apro-
ximaciones espectrales de la ecuacién de Burgers. Consideramos aqui diferentes
formas de tratar los términos no lineales y lineales, asi como diferentes formas
de tratar las condiciones de frontera. Cada discretizacién que presentamos se ob-
tiene de una de las tres formulaciones de la EDP.

3.2.2 Aproximacion Espectral usando Chebyshev Galerkin
Considere la ecuacién de Burger

ou . ou %u

—tu—=y—,

at Jx dx2
con las condiciones de frontera

u(—1,t)=u(l1,t)=0,

y la condicién inicial u(x,0) = f(x).
Para usar el método de Chebyshev Galerkin elegimos la base

Qi (x) = Trer(x)— Tra (x),

(por tanto ¢ (1) =0), y buscamos soluciones uy/(x, t) de la forma

N N
un(x, )= ap(t)(x)= > ar(t) Tepr (X)— Ty (x).
k=0 k=0

Como es usual, se requiere que el residuo

auN 6uN 52uN
o1 + Uy -y

Ry(x,1)= ax ax?

sea ortogonal a ®,,(x):

1
2 1
— Ry(x, t)®,(x)——=dx =0, n=12,---,N—1,
nJl Wb 8 =
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produciendo el esquema de Chebyshev Galerkin

N-1 dak N-1
DLyt => Sua)ar(t),  n=12-,N-1,
k=1 dr k=1

donde a(t) es el vector de elementos a(t). La matriz masa tridiagonal estd dada
por

1
2 1
L,.=— D (x)Pr(x dx=26,,.—0 — 0, k2-
nk ﬂjl n( ) k( )m nk n,k+2 n,k—2

Lanolinealidad complica la expresion de los elementos de la matriz de rigidez, ya
que las entradas de S ahora consisten de las contribuciones de la parte no lineal,
S, ylaparte lineal, SP:

Spcla(r)) = —S!(a(t))+vS},

1
_ _EJ 8, (1)8x(0) > ()L gy

n =Il 1=0

2 (! 2o, (x) 1
0 q)n(x)
C 1 dx2 +/ 1_x2

dx.

Para simplificar la parte no lineal, podemos usar la definiciéon de ®;(x) y la iden-
tidad 2Ty (x)T;,(x) = Tjg4n|(x) + Tjx—p)(x). (1.651) Sin embargo, el célculo de las in-
tegrales que participan en la matriz de rigidez sigue siendo mds complicado.
Una vez que se calculan los componentes de la matriz de rigidez, tenemos
(N—1) ecuaciones diferenciales ordinarias paralos (N—1) incégnitas, a = (a;, -+, ay_;)",
da

T M~ (=S"a+ vSP)a(t),

con condicién inicial

1
al0)== J PN T (0)= Tier ()
-1

Los métodos polinomiales de Galerkin son de considerable complejidad, tanto
analitica como computacional. El requisito es que cada polinomio de la base ele-
gida debe satisfacer las condiciones de frontera de forma individual lo que a veces
causa que la formulacién de Galerkin llegue a ser complicado, en particular cuan-
do las condiciones de frontera son dependientes del tiempo. Ademads, aunque la
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matriz de masa depende sélo de la base que se utiliza, el calculo de las entradas
de la matriz de rigidez tiene que ser completado para cada problema individual y
no es en absoluto simple, incluso para problemas lineales con coeficientes cons-
tantes. La presencia de términos no lineales complica atin maés el cdlculo de la
matriz de rigidez, lo que hace al método de Galerkin extremadamente complejo.
Una simplificacion del procedimiento de Galerkin se conoce como el método de
tau, y se presenta en la siguiente seccion.

3.2.3 Aproximacion Espectral usando Chebyshev Tau

Considere la ecuacién de Burger

5’u+ué’u = u
ot ' “ax oxE

con las condiciones de frontera
u(—1,t)=u(l,t)=0,

y la condicién inicial u(x,0)= f(x).
Para resolver la ecuacion de Burger usando el método de Chebyshev Tau bus-
camos soluciones uy(x, t) de la forma

N
un (%, £)= > an(t)T(x)
n=0

con las condiciones
N N
D D an(t)=D ay(1)=0.
n=0 n=0

Se requiere que el residuo

8uN+u 5uN vazuN
or N ox Ox2

sea ortogonal al espacio expandido por {Tk(x)}g:_oz, es decir

RN(X, t) =

1
2 1
— Ry(x, t)Ti(x)——=dx =0, k=0,1,---,N—-2,
ror | RV DT =
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originando el sistema de EDOs
1
d(lk 2 5uN 1 )
—t+— u Ti(x dx =va;”’(t), k=0,1,---,N—2.
dt  mer ), Nox il )w/l—xZ K (1)

Recuerde que

1
all=— > pp’=ka,)
Ck p=k+2
p+k par

El célculo del término no lineal requiere un poco més de trabajo. Introduciendo
la expansion uy(x, t) y su derivada se obtiene

1

— —T; dx =
ek J_4 g ox k(x)1/1_x2 *
2 [ i a,(t)aV ()T, (x) T (x) Ti(x) L dx
Tk )1 5% " ! " 1 5 v1—x2 ’
Usando la identidad 2 Ty(x)T;,(x) = Tjj4p|(X) + Tjx—p|(x) nos da
1
— —T dx =
TCk _luN ox k(x),/l_xz .
12 (P& w 1
1
— t )T, i T; d
2mer )., n,lzoan( Ja; (t) Ty + (x) Ty (X)) k(ﬂm x
1| & N
=5| 20 @&’ @+ > auna’@) |,
AN I

2
donde agl) =— E pa,(t).
Cl p=Il+1
p+I impar

Esto establece las ecuaciones para los primeros N — 1 coeficientes de expan-
sién, ay(t). Los dos restantes se encuentran haciendo cumplir las condiciones de

frontera
N N
D D" an(t)=2 a(1)=0.
n=0 n=0
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Como es usual, las condiciones de frontera son

1
2 1
+ x)T,(x)———dx, n=01,---,N—2.

Aunque el método de tau evita algunos de los problemas de los métodos de Galer-
kin y permite el desarrollo de métodos bastante simples y eficientes para resolver
la ecuacién diferencial parcial que se utiliza principalmente para la solucién de
ecuaciones lineales elipticas. La razén principal es que el método de tau atin re-
quiere obtener ecuaciones para los coeficientes de expansion para cada proble-
ma individual. Para coeficientes no lineales o problemas no lineales este proceso
puede ser muy complicado y en muchos casos imposible. Sin embargo, para el
coeficiente lineal constante o casos especiales de problemas no lineales de coe-
ficiente variables, el método tau resultante proporciona un enfoque eficaz.

an(o) =

3.2.4 Aproximacion Espectral usando Chebyshev Colocacién

Considere la ecuacién de Burger

3u+u8u B %u
7t | “ox oxz

con las condiciones de frontera

x €[=1,1]x[0, T[

u(—1,t)=u(l1,t)=0,

y la condicién inicial u(x,0)= f(x), xe[-1,1].
Pararesolverla ecuaciéon de Burger usando el método de Colocacion-Chebyshev
buscamos soluciones uy(x, t) de la forma

N
uy(x, 1) =Y ap(D)Ti(x),
k=0

donde los puntos de colocacién estdn dados por

T,
i —, J=0,N
x]-:cos—], W= %ZV
N =
~ J=LeoN-L

Usando la relacién de ortogonalidad discreta

N
ZTi(xn)Tj(xn):aiaij'
n=0
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con

N

—, i#0,N
;=3 2 #

N, i=0,N

e invirtiendo un(x, t) se obtiene
a(1)= ZTk(xn)uN Xy ).

du 0°
Las derivadas a_u y a_xlzt

u
la expansién up(x, t) y los coeficientes de expansion ai(t). La derivada 7 se
X

se pueden calcular en los puntos de colocacién usando

aproxima como sigue

ou N Z
—(x, 1) = D a(x:)
k=0

ox
N [, N
= Z(NZT,C’(xi)Tk(xn)) un(xp, )

n=0 k=0
du

N
3—x(x,-, t) = ;[Ax]inuN(xn! 1),

donde[A,];, = ZT (x;))Tr(x,), k,n=0,1,---,N.Laprimeraderivadadelas

funciones de Chebyshev estd formado por

k—1
T)(x:)=2k 2 ¢p T (%;)-

p=0
k+p impar

2
Similarmente, la segunda derivada Iz es aproximado por
X

Bu N du
S = DA g un(, )

n=0

N N
= Z(Z[A linlAxln )uN(x]’t)

j=0 0
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%u o
St = D [Bijun(x; 1)
X =
donde B, = A% ylos elementos de la matriz B, estdn dados por
[Bx]kj:[Ax]in[Ax]nj) k,n=0,1,---,N.

Usando las condiciones de frontera se tiene

au N—1
G001 = A0+ 2 Addiun s, 1) (3.37)
agu A N—-1
Tt t) = di(t)+;[3x]inuzv(xn,t), (3.38)

donde d; (1) =[A, lioun (o, D+ AL lin tn (xn, 1)y d () =[Bylio un (%o, DH[Bylin un (X, 7).
Reemplazando (3.37) y (3.38) en la ecuacidn de Burger, se obtiene

ou N-1 N-1
— (i 1)+ ulx, 1) Z;[Ax]m (X, 1)— vZ;[Bx]m (%, O+
" " (3.39)
u(x;, t)d;(t)—vd;(t)=0,
u(x;,0)= f(x;).
Luego, el sistema (3.39) se puede escribir en la forma siguiente:
3uN
—(t)=F(¢t, t
5 ()= F(t, un(0) 5.40)
un(0)up.
donde
uN(t) 2 [uN(xlyt)yuN(xZJt)y"'yuN(xN—lyt)]
5uN - 3uN auN 5uN T
00 = [ S0 G e e S )]
y

N-1 N-1
P;'(tr uN(t)):_ u(xi! t)Z[Ax]inuN(xn! t)+ VZ[Bx]in uN(xnr t)_

n=1 n=1

u(x;, 1)d;(t)+ vd,(t).
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Las ecuaciones (3.40) forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) en el tiempo. Por lo tanto el avance de la solucién en el tiempo, usa solucio-
nadores de ODE tales como el método de Runge-Kutta de orden cuatro, ya que
es un método explicito que da una buena precision y se extiende trivialmente a
no lineal. El método de Runge-Kutta de cuarto orden esta dada por

1
S () + 5 F(ty, uy (1))
1
u? = u(tn)+5F(tn+%’u(l))
WD = ut,)+F(ty, a0, u®)
At 1) 2
Ultnar) = ltn)+ 0, (00 +2F (1, 1, )+ 2F (1, 50, 1)+

F(tpynrn u®)l.

Ejemplo 1 (Ejemplo Numérico de la Ecuacion de Burger No Peri6dica). La solu-
ci6én exacta no periddica u correspondiente a (3.31), (3.30) and (3.28) para v =
0.01, c =1, a =16y t, =1 se muestra en la siguiente figura (izquierda) en t =0y
t = 1. La ecuaciéon de Burger se resuelve en el intervalo | —1; 1] con condiciones
de iniciales y de frontera tomadas de la solucién exacta.

] b

A~ dth-order
¥- fth-oeder
- collocation
-B

-4 (-NI

0.9

0.8 : -
-1 05 0 0.5 1 10" i 10
x/n N

Figura 3.8: La solucién exacta para la ecuacién de Burger no periddica (izquierda)
y el célculo de los errores maximos en ¢ =1 (derecha). Ver [4].
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Lafigura 3.8 (derecha) ilustra los errores de los esquemas numéricos de Chebyshev-
tau, Chebyshev-colocacion y Galerkin con Integracion de este problema, integra-
do en el tiempo con el método Runge Kutta de orden 4. También se incluyen para
la comparacién, soluciones para diferencias finitas de cuarto y sexto orden.
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Conclusiones

En este trabajo, se observa que el método espectral da resultados mds precisos
cuando se usa un numero N de términos en la expansién de la solucién apro-
ximada uy/(x, t) comparada con el mismo nimero de particiones del dominio
espacial usado en el método de Diferencias Finitas. Aunque el método espectral
es mds laborioso de implementar, el trabajo extra se compensa al obtener una
precisién muy aceptable para un nimero N no muy grande.

Se ha mostrado cémo usar el método espectral en una dimensién. En un pos-
terior trabajo de investigacién se pretende aplicarlo a dimensiones més altas.
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Apéndice: Codigo Matlab

1. funcionl Programa que define funcién que se usa como condicion inicial

function y=funcionl(x)
hy=sin(pi*x) ;
y=1-cos(pi.*(x+1));

2. cranknicholson: Programa para resolver la ecuacion del calor usando el
método de Crank-Nicholson

function [x,t,U,err]=cranknicholson(f,cl,c2,al,a2,b,c,n,m)
% Resuelve el problema de la ecuacidén del calor
%du/dt=S(x)u’’(x,t) usando el método de Crank-Nicholson
%Entrada

%  f=u(x,0)=@funcionl como una cadena ’f’

% cl=u(al,t) y c2=u(a2,t)

% al, a2 y b son los extremos de [al,a2] y [0,b]

% c coeficiente de difusividad

% n y m nimero de puntos de la malla sobre [al,a2] y [0,b]
%Salida

% x discretizacidn espacial [al,a2]
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% t discretizacidn temporal [0,b]

% U matriz solucidn

% err error cometido

%Pardmetros iniciales y U

h=(a2-a1)/(n-1);

k=b/(m-1);

x=al:h:a2;

t=0:k:b;

r=cxk/h"2;

s1=2+2/r;

s2=2/r-2;

U=zeros(n,m);

%Condiciones de frontera

U(1,1:m)=cl;

U(n,1:m)=c2;

%Generacion de la primera fila

U(2:n-1,1)=feval (f,h:h: (n-2)*h)’;

%Forma los elementos de la diagonal y fuera de la diagonal de A

%y el vector constante y resuelve el sistema tridiagonal AX=B

Vd(1,1:n)=sl1*ones(1,n);

vd(1)=1;

vd(n)=1;

Va=-ones(1,n-1);

Va(n-1)=0;

Vc=-ones(1,n-1);

Vc(1)=0;

Vb(1)=cl;

Vb(n)=c2;

for j=2:m
for i=2:n-1

Vb(1)=U(i-1,j-1)+U(i+1,j-1)+s2*U(i,j-1);

end
X=sistema_tridiagonal(Va,Vd,Vc,Vb);
U(l:n,j)=X’;

end

J#Representacidn grafica de la temperatura en diferentes tiempos

%seleccionados
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for 1=1:m% u(1,k)=0;% u(n+1,k)=0;

time (1)=(1-1)*k;
end
subplot(3,1,1); plot(x,U(:,1)),ylabel(’u0(x,0)’),
title(’Temperatura Inicial’)
subplot(3,1,2); plot(x,U(:,end)),ylabel(’u(x,tfinal)’),
title(’Temperatura final’)
subplot(3,1,3); mesh(x,time,U’), xlabel(’x’), ylabel(’t’),
zlabel (Cu(x,t)?),
title(’Solucidn del problema del calor usando Método de
Crank-Nicholson’)
Uu=u’,;
% --- Compare with exact solution at end of simulation
ue = sin(pi*x).*exp(-time(m)*pi~2);%sin(pi*x) .*exp(-time (m)*pi~2)+
sin(3*pi*x) . *exp(-9*time (m)*pi~2);
err=max(abs(U(m, :)-ue));

3. sistema_tridiagonal: Programa para resolver un sistema tridiagonal

function X=sistema_tridiagonal(A,D,C,B)
%Entrada
% A es la subdiagonal de la matriz de coeficientes
% D es la diagonal de la matriz de coeficientes
% C es la superdiagonal de la matriz de coeficientes
% B es el vector constante del sistema lineal
%Salida
% X es el vector solucién
N=length(B);
for k=2:N
mult=A(k-1)/D(k-1);
D(k)=D(k)-mult*C(k-1);
B(k)=B (k) -mult*B(k-1);
end
X(N)=B(N)/D(N) ;
for k=N-1:-1:1
X(k)=(B(k)-C(k)*X(k+1))/D(k);
end
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4. errorcrank: Programa para obtener el grafico de los errores maximos

%clc, close all

tl = 0.2;

g=[1 0 0;1 0 0];

N = 5:5:25;

for k = 1:5
[x,t,U,err]=cranknicholson(@funcion1,0,0,-1,1,t1,1,5%k,100);
errl(k) =err;

end

errl

semilogy(N,errl,’-0’), hold on

Y __a_ S ANEEEEEEEEERRESTES. |

t2 = 0.3;

for k = 1:5
[x,t,U,err]=cranknicholson(@funcion1,0,0,-1,1,t2,1,5%k,100);
err2(k) = err;

end

err2

semilogy(N,err2,’-s’)

.. W e W = . wN =B

t3 = 0.4;

for k = 1:5
[x,t,U,err]=cranknicholson(@funcion1,0,0,-1,1,t3,1,5%k,100);
err3(k) = err;

end

err3

semilogy (N,err3,’-*’) ,hold off

5. calor_tau: Programa para resolver la ecuacion del calor usando el método
de Chebyshev Tau

%chebishev Tau Calor
function [x,t,a,err] = calor_tau(N,tfinal,g);
% Extraccidén de los coeficientes de las condiciones de frontera
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al=g(1,1); bl=g(1,2); cl=g(1,3);
aN=g(2,1); bN=g(2,2); cN=g(2,3);
%Construccién de la matriz
A=zeros(N-2,N);
for i=1:N-2
for j=i+2:2:N
if i==
A(i,7)=0G-D*((G-1)"2-(1-1)"2)/2;
else
AL, )=0G-D*((j-1)"2-(i-1)"2);
end
end
end
A;
B=A(1:N-2,1:N-2);
for i=1:2
for j=1:N-2
M(i,j)=C((-1)"~(j-1)*(al-b1*(j-1)~2) * (aN+bN* (N-1)~2) -
(-1)~(N-i)*(al-b1x(N-1i) ~2) * (aN+bN*(j-1)"2))/
(-(-1)~(N-3+i)*(al-b1* (N-3+i) ~2) * (aN+bN* (N-i) ~2)+
(-1)~(N-1)*(al-b1*x (N-1) ~2) * (aN+bN* (N-3+i)~2) ) ;
end
end
M;
C=A(1:N-2,N-1:N);
D=Cx*M;
G1=(c1* (aN+bN*(N-1)~2) -cN*(al+b1x(N-1)~2)) /(- (-1)~ (N-2)*
(a1-b1*(N-2)~2) * (aN+bN* (N-1)~2)+(-1) ~(N-1) *(al-b1*x(N-1)~2) *
(aN+bN* (N-2)~2) ) ;
G2=(c1*(aN+bN*(N-2) ~2) -cN* (al+b1*(N-2)"2)) /(- (-1)~(N-1)*
(al-b1x(N-1)~2) *x (aN+bN* (N-2) ~2) +(-1) ~(N-2) * (al-b1* (N-2) ~2) *
(aN+bN* (N-1)"2));
G=[G1;G2];
F=CxG;
F2=B+D;
tfinal=10.; % Tiempo final de integracidn
%Grafica de la condicidn inicial
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x=-1:2/(N-1):1;
u0=x."2;%sin(pi*x) ;
subplot(3,1,1); plot(x,u0),ylabel(’u0(x,0)’),
title(’Initial data’)
tspan=[0:tfinal/100:tfinal]; % Step size
a0=zeros(N-2,1);
for k=1:N-2

if k==

a0(k,1)=chebyint (k-1)/pi;
else
a0(k,1)=2*chebyint (k-1) /pi;

end
end
al;
options=odeset(’RelTol’,1e-04,’AbsTol’,1e-6);
[t,al=ode45(’caltau’,tspan,al,options,F2,F); % Se usa
#Runge Kutta para resolver el sistema de EDOs
H=axM?’ ;
a=[a,H];
[m,n]=size(a);
ufinal=0;
for i=1:N

ufinal=ufinal+a(m,i)*chebypoly(i-1);
end
ufinal;
subplot(3,1,2);
hg=ezplot(ufinal, [-1,1]);
subplot(3,1,3); mesh(x,t,a), xlabel(’x’), ylabel(’t’),
zlabel CCu(x,t)’),
title(’Solution of heat initial-boundary value problem’)
% --- Compare with exact solution at end of simulation
ue = sin(pi*x).*exp(-t(m)*pi~2);
err=max(abs(a(m,:)-ue));

end

6. caltau: Programa que calcula el lado derecho de la ecuacién del calor

73

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




EN
N TENEBR

3‘;}: - (‘?- PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 g; g:_:_\éELI}‘S:IEAD

DEL PERU

Teoria Espectral

function dudt=caltau(t,w,flag,F2,F)

% Funcidn para calcular el lado derecho de la ecuacidén del calor 1D
dudt=zeros(size(w));

dudt=F2*w+F;

7. chebyint: Programa que calculala integral de los polinomios de Chebyshev

function g=chebyint(n) %n es grado 0,1,2...
syms X
u0=x."2;%sin(pi*x);
g=int (chebypoly (n)*u0./sqrt(1-x.72),-1,1);
g=double(q);

8. chebypoly: Programa que halla los polinomios de Chebyshev

function tk = chebypoly(n)
if n==0
tk = 1;
tk=poly2sym(tk) ;
elseif n==
tk = [1 0]7;
tk=poly2sym(tk) ;
else

tkm2 = zeros(n+1,1);
tkm2(n+1) = 1;

tkml = zeros(n+1,1);
tkml(n) = 1;

for k=2:n
tk = zeros(n+1,1);
for e=n-k+1:2:n

tk(e) = 2xtkml(e+l) - tkm2(e);
end
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if mod(k,2)==0
tk(n+1) = (-1)~(k/2);

end
if k<n
tkm2 = tkmil;
tkml = tk;
end
end
tk=poly2sym(tk);
end

9. errortau: Programa para obtener el gréfico de los errores méximos

%clc, close all

tl = 0.2;

g=[10 0;1 0 0];
N = 5:5:25;

for k = 1:5

[x,t,u,err] = calor_tau(bxk,tl,g);
errl(k) =err;

end

errl

semilogy(N,errl,’-o0’), hold on

y_____ .. SR N

t2 = 0.3;

for k = 1:5
[x,t,u,err] = calor_tau(5*k,t2,g);
err2(k) = err;

end

err2

semilogy(N,err2,’-s’)

e
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[x,t,u,err] = calor_tau(5xk,t3,g);
err3(k) = err;

end

err3

semilogy(N,err3,’-*’) ,hold off

10. calor_colocacion: Programa para resolver la ecuacion del calor usando el
método de Chebyshev Colocacion.

function [x,t,u,err] = calor_colocacion(N,tfinal,g);

% Resuelve el problema de la ecuacidén del calor

% du/dt=S(x)u’’(x,t) usando el método espectral de Chebyshev
%Colocacidn

%Condicién Initial u(x,0)=ul

%Condiciones de frontera

% u(-1,t)+u_x(-1,t)=0;
% u(l,t)+u_x(1,t)=0;
%Entrada

% N es el nimero de punto de cradratura de

%  Chebyshev-Gauss-Lobatto

%  tfinal tiempo final

% n y m nimero de puntos de la malla sobre [0,a] y [0,b]
%Salida

% x discretizacidn espacial [al,a2]

% t discretizacién temporal [0,b]

% U matriz solucién

%  err error cometido

%Pardmetros iniciales y U

pi=4.xatan(1.); % Order de aproximacidn
[x,D2t]=cheb2bc(N,g); % Matriz de diferenciacién
%(segundo orden) con las condiciones de frontera dadas
% Se usa la rutina cheb2bc de Weideman & Reddy
u=zeros(size(x));

u0=sin(pi*x) ;

a=flipud(x);

subplot(3,1,1); plot(x,u0),ylabel(’u0(x,0)’),
title(’Temperatura Inicial con el Método de Colocacidn’)
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tspan=[0:tfinal/100:tfinal]; % Step size

options=odeset (’RelTol’,1e-04,’AbsTol’,1le-6);
[t,ul=0de45(’sist_edo’,tspan,ul,options,D2t); 7% Se usa
#Runge-Kutta para

%resolver el sistema de EDOs

x=[1;x;-1]; % Malla espacial

[m,n]=size(u);

ufinal=[0,u(m,:),0];

subplot(3,1,2); plot(x,ufinal),ylabel(’u(x,tfinal)’),
title(’Solucidén del problema del calor usando Colocacidn’)

ul=zeros(m,1);

u=[ul,u,ull;

subplot(3,1,3); mesh(x,t,u), xlabel(’x’), ylabel(’t’),
zlabel (Cu(x,t)?),

title(’Solucidn del problema del calor usando Colocacidn’)

% --- Compare with exact solution at end of simulation
ue = sin(pix*x).*exp(-t(m)*pi~2);
err=max (abs(u(m, :)-ue’));

11. sist_edo: Funcién para calcular el lado derecho de la ecuacion del calor

function dudt=sist_edo(t,w,options,D2t)

% Funcion para calcular el lado derecho de la ecuacién del calor 1D
dudt=zeros(size(w));

dudt=D2t*w;

dudt=dudt;

12. cheb2bc: Programa para calcular las matrices de primer y segundo orden
y las condiciones de frontera evaluadas en los puntos de frontera

function [xt,D2t,D1t,phip,phim]=cheb2bc(N,g);
%Program for computing first and second derivative
Jmatrices and boundary condition functions for 2 point
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%boundary conditions

% a_1lu(l) +b_1u() =-c_1
% a_N u(-1) + b_N u’(-1) = c_N
%INPUT

%N=number of Chebyshev points in [-1,1]

%g=boundary condition matrix = [a_1 b_1 c_1; a_N b_N c_N]
%0UTPUT

%xt=Chebyshev points corresponding to rows and columns

% of D1t and D2t

%D1t=1st derivative matrix incorporating bc

%D2t=2nd derivative matrix incorporating bc

Jphip=1st and 2nd derivative of bc function at x=1

yA array with 2 columns)
Jphim=1st and 2nd derivative of bc function at x=-1
yA (array with 2 columns)

% S.C. Reddy, J.A.C. Weideman 1998
% Get differentiation matrices
[x,DM]=chebdif (N,2);

DO=eye (N,N) ;
D1=DM(:,:,1);
D2=DM(:,:,2);

% extract boundary condition coefficients
al=g(1,1); bl=g(1,2); cl=g(1,3);
aN=g(2,1); bN=g(2,2); cN=g(2,3);

% Case 0: Invalid boundary condition information

if ((al==0 & b1==0) | (aN==0 & bN==0)),
fprintf(’Invalid boundary condition information
(no output) \n’);

elseif (b1==0 & bN==0) % Dirichlet/Dirichlet
J=2:N-1;
K=(2:N-1)7;
D1t=D1(J,K);
D2t=D2(J,K);
phip=c1*[D1(K,1) D2(X,1)]/al; % phi_+
phim=cN=*[D1(K,N) D2(X,N)]/aN; % phi_-
xt=x(K) ; % node vector
elseif (b17=0 & bN==0), % Dirichlet x=-1, Robin x=1
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J=2:N-1;

K=(1:N-1)7;

xjrow=2*sin((J-1)*pi/2/(N-1)).~2;% 1-x_j, using trig identity
xkcol=2*sin((K-1)*pi/2/(N-1)).~2;% 1-x_k, using trig identity
oner=ones (size(xkcol)) ;% column of ones

facO = oner*(1./xjrow);% matrix -1/(1-x_j)

facl = xkcol*(1./xjrow);% matrix (1-x_k)/(1-x_j)
D1t = facl.*D1(K,J)-fac0.*DO(K,J);

D2t = facl.*D2(K,J)-2*xfac0.*D1(K,J);

cfac = D1(1,1)+al/bl;% compute phi’_1, phi’’_1

fcoll = -cfac*DO(K,1)+(1+cfac*xkcol) .*D1(K,1);
fcol2 = -2xcfac*D1(K,1)+(1+cfac*xkcol) .*D2(K,1);

Dit = [fcoll Dit];

D2t = [fcol2 D2t];

phim = xkcol.*D1(X,N)/2-DO(K,N)/2;% phi’_-, phi’’_-
phim = cN*[phim xkcol.*D2(K,N)/2-D1(K,N)]/aN;

phip= -xkcol.*D1(K,1)+DO(K,1);% phi’_+, phi’’_+
phip= cl*[phip -xkcol.*D2(K,1)+2xD1(XK,1)]1/b1;
xt = x(K) ;% node vector

elseif (b1==0 & bN~=0),

% Case 3: Dirichlet at x=1 and Neumann or Robin boundary x=-1.
J=2:N-1;
K=(2:N)’;
xjrow=2*xcos((J-1)*pi/2/(N-1)).~2;% 1+x_j, using trig identity
xkcol=2*cos ((K-1)*pi/2/(N-1))."2;% 1+x_k, using trig identity
oner=ones (size(xkcol)) ;% column of ones
facO = onerx(1l./xjrow) ;7% matrix 1/(1+x_j)
facl = xkcol*(1l./xjrow);’% matrix (1+x_k)/(1+x_j)
D1t = facl.*D1(K,J)+fac0.*DO(K,J);
D2t fac1.*D2(K,J)+2*fac0.*D1(K,J);
cfac = D1(N,N)+aN/bN;% compute phi’_N, phi’’_N
lcoll = -cfac*DO(K,N)+(1-cfac*xkcol).*D1(K,N);
lcol2 = -2xcfac*D1(K,N)+(1-cfac*xkcol) .*D2(K,N) ;
Dit [Dit 1lcolll;
D2t [D2t 1lcol2];
phip= xkcol.*D1(K,1)/2+DO(K,1);% compute phi’_+,phi’’_+
phip= cl*[phip xkcol.*D2(K,1)/2+D1(K,1)]/al;
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phim= xkcol.*D1(K,N)+DO(K,N) ;% compute phi’_-,phi’’_-
phim= cN*[phim xkcol.*D2(K,N)+2*D1(K,N)]/bN;
xt = x(K);% node vector
elseif (b17=0 & bN~=0),
% Case 4: Neumann or Robin boundary conditions at both
%hendpoints.
J=2:N-1;
K=(1:N);
xkcolO=sin((K-1)*pi/(N-1)).~2;% 1-x_k~2 using trig identity
xkcoll=-2xx(K) ;% -2*x_k
xkcol2=-2%ones (size(xkcol0)) ;% -2
xjrow=1./(sin((J-1)*pi/(N-1))."2);% 1-x_j~2 using trig identity
facO=xkcolO*xjrow;
facl=xkcoll*xjrow;
fac2=xkcol2*xjrow;
Dit=fac0.*D1(K,J)+facl.*D0(K,J);
D2t=fac0.*D2(K,J)+2xfacl.*D1(K,J)+fac2.*DO(K,J);
omx=sin((K-1)*pi/2/(N-1)).~2;% (1-x_k)/2
opx=cos ((K-1)*pi/2/(N-1)).~2;% (1+x_k)/2
rO=opx+(0.5+D1(1,1)+al/bl)*xkcol0/2;% compute phi’_1, phi’’_1
r1=0.5-(0.5+D1(1,1)+al/bl) *x;
r2=-0.5-D1(1,1)-al/b1;
rcoll=r0.*D1(K,1)+r1.*D0O(K,1);
rcol2=r0.*D2(K,1)+2*r1.*D1(K,1)+r2.*D0(K,1);
10=omx+(0.5-D1(N,N) -aN/bN) *xkcol0/2;% compute phi’_N, phi’’_N
11=-0.5+(D1(N,N)+aN/bN-0.5) *x;
12=D1(N,N)+aN/bN-0.5;
1lcol1=10.*D1(K,N)+11.*DO(K,N);
1co0l2=10.*D2(K,N)+2*11.*D1(K,N)+12.*DO(K,N) ;
Dit=[rcoll Dit 1lcoll];
D2t=[rcol2 D2t lcol2];
phiml=(xkcol0.*D1(K,N)+xkcoll.*DO(K,N))/2;
phim2=(xkcol0.*D2(K,N)+2*xkcoll.*D1(K,N)+xkcol2.*DO(K,N))/2;
phim=cN#* [phiml phim2]/bN;% compute phi’_-, phi’’_-
phipl=(-xkcol0.*D1(K,1)-xkcoll.*DO(K,1))/2;
phip2=(-xkcol0.*D2(K,1)-2*xxkcoll.*D1(K,1)-xkcol2.*D0O(K,1))/2;
phip=clx[phipl phip2]/bl;% compute phi’_+, phi’’_+
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xt=x(K) ;% node vector
end

errorcolocacion: Programa para obtener el grafico de los errores maximos

%clc, close all

tl = 0.2;

g=[1 0 0;1 0 0];
N = 5:5:25;

for k = 1:5

[x,t,u,err] = calor_colocacion(b*k,tl,g);
errl(k) =err;

end

errl

semilogy(N,errl,’-0’), hold on

t2 = 0.3;

for k = 1:5
[x,t,u,err] = calor_colocacion(5*k,t2,g);
err2(k) = err;

end

err?2

semilogy(N,err2,’-s’)

v G i il AN

t3 = 0.4;

for k = 1:5
[x,t,u,err] = calor_colocacion(5%k,t3,g);
err3(k) = err;

end

err3

semilogy (N,err3,’-*’) ,hold off
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