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RESUMEN

La presente tesis tiene como objetivo analizar los resultados que se tiene en los aprendizajes
al abordar un problema sobre circunferencia desde los cuadros de la geometria sintética y
geometria analitica. Se espera que el transito entre estos dos cuadros favorezca la
comprension del objeto. Para el estudio se ha tomado como base la Teoria de Juego de
cuadros, en donde se describen fases por las cuales los estudiantes deben transitar para que
las interacciones entre cuadros permitan el progreso de los conocimientos. De otro lado,
como referencial metodoldgico se han considerado aspectos del Estudio de Casos.

Asi, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion: ¢Qué resultados se tendra en los
aprendizajes de los estudiantes el abordar problemas sobre circunferencia desde la geometria
sintética y también desde la geometria analitica, y de qué manera el uso del GeoGebra
contribuird a que los estudiantes establezcan conexiones entre estos dos cuadros de la
matematica?

Con esta investigacion se logro identificar una actividad sobre circunferencia que podia ser
abordada desde la geometria sintética y también desde la geometria analitica. En cada uno de
dichos cuadros, se tendria que hacer uso de procedimientos propios particulares; asi, mientras
que desde la geometria sin coordenadas prevalecerian las construcciones exactas, desde la
geometria analitica, la solucion del problema se basaria en resolver sistemas de ecuaciones.
Asi mismo, el empleo del software GeoGebra permitié que los estudiantes pudieran
comprobar los resultados obtenidos en ambos cuadros, logrando que se centraran en las ideas
centrales y no se perdieran con los calculos.

De otro lado, también se confirmaron las fases propuestas en la teoria de juego de cuadros
durante el proceso de cambio de cuadros. Asi, se produjeron desequilibrios al no tener la
seguridad de resolver un problema, y luego se recurri6 a la ayuda de otro cuadro,
produciendose un reequilibrio de lo aprendido; dicha accion que realizan produce una
conexion entre cuadros Ilamado también juego de cuadros que le ayudan a tener seguridad en
resolver problemas de geometria.

Se puede concluir que esta investigacion contribuyd a que los estudiantes establecieran

conexiones entre los cuadros de la geometria sintética y la geometria analitica.

PALABRAS CLAVES: Circunferencia, Geometria Sintética, Geometria Analitica.
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ABSTRACT

This thesis aims to analyze the results you have in learning to address a problem about boxes
circumference from synthetic geometry and analytic geometry. It is expected that the
transition between these two pictures fosters an understanding of the object. For the study has
been based on game theory frame, where phases through which students must travel to
interactions between frames allow the progress of knowledge is described. On the other hand,
as methodological reference they have been considered aspects of the case study.

So, we have the following research question: What results will have on student learning the
circumference address problems from synthetic geometry and analytic geometry from, and
how the use of GeoGebra help students establish connections between these two pictures of
mathematics?

With this research we were able to identify an activity on circumference it could be
approached from synthetic geometry and also from analytical geometry. In each of these
tables, it would have to make use of particular own procedures; So while no coordinate
geometry from the exact construction prevail from analytic geometry, the solution would be
based on solving systems of equations.

Likewise, the use of GeoGebra software enabled the students to check the results obtained in
both boxes, getting them to focus on the central ideas and not be lost with the calculations.
On the other hand, the stages proposed in the theory of game tables during the process of
changing tables are also confirmed. So, there were imbalances to be sure not solve a problem,
then enlisted the help of another box, resulting in a rebalancing of learning; performing such
action produces a connection between tables also called set of charts that help you be
confident in solving geometry problems.

It can be concluded that this research helped students establish connections between the

frames of synthetic geometry and analytic geometry

KEYWORDS: Circumference, Synthetic Geometry, Analytic Geometry.
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INTRODUCCION

En esta investigacion se propone identificar actividades que posibiliten reconocer a la
circunferencia como un objeto matematico de la geometria que puede abordarse desde la
geometrtia sintética (sin coordenadas) y también desde la geometria analitica (con
coordenadas). En particular, se pretende establecer conexiones entre estos dos cuadros de la
matematica y en ese proceso se recurrird al empleo del software GeoGebra. Esto se hara con
la finalidad de analizar los efectos que tendran en los aprendizajes de los estudiantes el
abordar problemas sobre circunferencia desde la geometria sintética y también desde la
geometria analitica; ademas se buscara identificar de qué manera el uso del GeoGebra
contribuird a que los estudiantes establezcan conexiones entre estos dos cuadros de la
matematica. Si bien, dada la naturaleza de cada cuadro, los procedimientos que se realzian en
cada uno de ellos son distitnos, partimos del prinicpio que estudiar un mismo objeto

matematico desde distintas perspectivas, contribuird a su comprension.

En el Capitulo 1 se presenta el problema de investigacion, la justificacion de la misma, asi
como trabajos previos relaiconados con el tema y una descripcion de las principales
caracteristicas del software GeoGebra. Se presentara también el analisis y el tratamiento de la
circunferencia en el curriculo oficial peruano DCN y en el texto oficial de matematica del 5°

grado de secundaria del MINEDU, asi como los objetivos de investigacion.

El Capitulo 2 se describen algunos elementos del marco tedrico seleccionado para la presente
investigacion, el Juego de cuadros, asi como la metodologia de investigacion que es el estudio
de casos. Con estos elementos, se describe la teoria en la que fundamentamos el estudio y el

procedimiento que seguiremos para cumplir los objetivos propuestos.

El Capitulo 3 se presenta un estudio formal de la circunferencia, vista desde los cuadros de la
geometria sintética y la geometria analitica, donde se establecen las diferencias mas

resaltantes entre ambos cuadros, en particular en relacién al objeto circunferencia.

En el Capitulo 4 se presenta la actividad seleccionada sobre circunferencia que permite ser
abordada desde los cuadros de la geometria sintética y la geometria analitica, ademas de las
actividades disefiadas con el uso del software GeoGebra. Adicionalmente, se presnetan las

respuestas esperadas de los estudiantes a las actividades propuestas.

11
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En el Capitulo 5 describimos cdmo se llevo a cabo la fase experimental, partiendo de la
descripcion del escenario y los sujetos de investigacion, culminado con el analisis de las
respuestas que los estudiantes brindaron a los problemas planteados, haciendo notar el trabajo

de cada uno de ellos en los cuadros de la geometria sintética y analitica.

Por dltimo se establece la concrecion de nuestros objetivos, habiendo identificado las
actividades sobre circunferencia con las cuales se da sentido al uso de ambos cuadros de la
geometria. Se describen también los resultados que tendra la aplicacion de los problemas que
permitieron transitar a los estudiantes por la geometria sintética y la geometria analitica,
ademas, se pudo identificar el resultado de emplear el software GeoGebra como una
herramienta de apoyo para poder confirmar los resultados de los estudiantes del quinto grado

de educacion secundaria.

Debemos resaltar que la presente tesis de maestria forma parte del proyecto
internacional desarrollado entre los grupos de investigacion DIMAT de la Pontificia
Universidad Catdlica del Pert, PUCP/PERU y PEA-MAT de la Pontificia Universidad
Catdlica de Sao Paulo, PUC-SP/ BRASIL, titulado: “Processos de Ensino e Aprendizagem de
Matematica em Ambientes Tecnol6gicos PEA-MAT/DIMAT” y aprobado por la Fundacédo de
Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP) processo 2013/23228-7 y P10272
(PUCP).
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CAPITULO 1: DELIMITACION DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

Nuestra investigacion tiene como finalidad estudiar a la circunferencia en contextos
geométricos y de la geometria analitica. Para ello, las actividades disefiadas seran mediadas
por el software GeoGebra. Dichas actividades estan dirigidas para estudiantes de quinto grado
de educacidon secundaria que fructuan entre los 15, 16 y 17 afios de edad.

En primer lugar, se hara un estudio de trabajos realizados que brindan aportes para el
desarrollo de esta investigacion. Posteriormente, justificaremos nuestro estudio analizando el
Disefio Curricular Nacional (DCN), los Mapas de Progreso (MP), los textos del Ministerio de
Educacion (MINEDU) y la manera como estos documentos enfocan el objeto circunferencia.
Finalmente, en este capitulo definiremos el problema de investigacion y los objetivos que se

pretenden alcanzar con este trabajo.

1.1 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

En esta seccion presentamos los resultados de algunos trabajos relacionados con el estudio de
la circunferencia en contextos de la geometria euclidiana y la geometria analitica,
determinando su relevancia al estudiar la nocion de lugar geométrico. Asi mismo, se revisaran
algunos trabajos en donde se sefiala la importancia del uso de la tecnologia, en particular
utilizando el software GeoGebra, para realizar actividades que requieran construcciones y
elaborar conjeturas.

En relacion al objeto matematico seleccionado, la circunferencia, encontramos diversas
investigaciones cuyo foco de atencion ha sido su aprendizaje en niveles equivalentes a aquel
en el que se realizara este estudio. Una de ellas corresponde al trabajo realizado por Carmona
(2011), en donde se plante6 como objetivo general “revisar conceptos, relaciones y propiedades
basicas de la circunferencia desde la geometria euclidiana disefiando una unidad didactica
fundamentada en el modelo de Van Hiele y el uso de geometria dinamica” (p. 4).

En dicha investigacion, se adopté como cuadro tedrico el modelo Van Hiele y el uso de la
tecnologia, a través del software Regla y Compéas, que fue empleado para realizar
construcciones geometricas en el computador. La ventaja de este programa, frente a la
construccién con papel y lapiz, consiste en la posibilidad de modificar la construccion. Asi, al
mover un punto, toda la construccién cambiard, y durante el desplazamiento del punto se ira
actualizando. Tambien se pueden dibujar lugares geométricos generados por puntos que se

desplzan siguiendo una condicion. Otra actividad que puede hacerse con el programa, pero
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no con papel y l&piz, es una variacion rapida de los puntos de base para observar como cambia
la construccion.

Carmona (2011) sostiene que en la ensefianza de los elementos de la circunferencia los
estudiantes presentan dificultades para su apropiacion y vinculacion en diferentes contextos
matematicos. La metodologia utilizada en la ensefianza tradicional produce errores que se
traducen en dificultades en el momento de estudiar dicho concepto en geometria analitica.

El mencionado autor llega a la conclusion de que apoyarse en los recursos informaticos da
relevancia a los aspectos visuales, lo que contribuye con el proceso de visualizacion. Ello
permite ademas que la actividad didactica potencie habilidades y competencias matematicas
de los estudiantes.

Por otro lado, para futuras investigaciones el autor recomienda la implementacion de un eje
tematico transversal de geometria dindmica que permita la modificacion y manejo de
conceptos geométricos no solo en la circunferencia, sino también en diferentes conceptos
elementales de la geometria plana.

Al concluir, el autor manifiesta que al utilizar la geometria dindmica se puede acercar el
conocimiento geométrico a los estudiantes, desarrollando adecuadamente los contenidos
curriculares, resolviendo situaciones problemas e inclusive profundizando los conocimientos
que permitan el desarrollo de habilidades y competencias no solo argumentativas sino
también propositivas.

También tomamos en cuenta el trabajo de Diaz (2014) en el cual se estudio la circunferencia
desde un enfoque de la geometria analitica y tiene como objetivo analizar, a través de una
serie de actividades que siguen las fases de la Dialéctica Herramienta-Objeto y es mediada
por el software GeoGebra, la construccion del concepto de circunferencia desde el cuadro
de la Geometria Analitica en estudiantes del quinto de secundaria. Para este estudio, el autor
emplea como marco la teoria de la Dialéctica Herramienta-Objeto, que propone un enfoque
cognitivo para estudiar el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. El
principio basico de este cuadro es que, para construir una nocion matematica, se debe hacer
uso o movilizar conocimientos antiguos como herramientas para desarrollar nuevos
conocimientos que se denominan objetos matematicos. Una vez que estos han sido
desarrollados, se utilizan como herramientas en nuevas situaciones de aprendizaje.

Bajo este principio, en el estudio realizado, consiguieron verificar que los alumnos del quinto
de secundaria lograran construir el concepto de circunferencia a través de una secuencia de

actividades. Este proceso de construccion del objeto circunferencia permitié a los estudiantes
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mejorar y organizar su estructura cognitiva sobre este concepto, lo que favorecié su
aprendizaje.

Asimismo, el GeoGebra como instrumento mediador en el proceso de ensefianza y
aprendizaje fue muy importante debido al empleo de algunas herramientas de este software,
los estudiantes lograron consolidar la definicion de la circunferencia como lugar geométrico a
través de la percepcion dinamica de los infinitos puntos que constituyen una circunferencia, y
de sus representaciones grafica y algebraica. Ademas, permitié a los estudiantes, a través
de la secuencia de actividades, desarrollar autonomia para expresar y verificar sus conjeturas
sobre las propiedades del objeto circunferencia.

Diaz (2014) resalté que los estudiantes lograron construir el concepto circunferencia desde su
concepcién como lugar geométrico, representacion grafica en el sistema del plano cartesiano
y también como una representacion algebraica. Se cred la necesidad de emplear el software
para la construccion del objeto circunferencia, ya que las preguntas planteadas por el
investigador invitaron al estudiante a hacer uso de la funcion de arrastre.

Por otro lado, en relacidn a la pertinencia para estudiar el objeto circunferencia como lugar
geomeétrico, se cuenta con el trabajo de Oller (2009) que propuso como objetivo principal que
los estudiantes manejen distintas herramientas de la geometria, tanto analiticas como
sintéticas. Estas Gltimas, pese a su riqueza, estan siendo olvidadas cada vez mas en el aula (p.
57).

El autor sefiala que la nocién de lugar geométrico es una de la mas interesante e importante
dentro de la geometria plana. Manifiesta que en Espafia se introduce la idea de lugar
geométrico en el primer curso de bachillerato (16-17 afios), tras presentar la geometria
analitica, haber deducido las ecuaciones de la recta y haber introducido las nociones basicas
de incidencia (distancias y angulos, siempre analiticamente, basados en el producto escalar de
vectores). Propone también un conjunto de actividades para estudiar la circunferencia de modo
que se complemente el tratamiento usual que suele darsele en geometria analitica en términos
de distancia entre puntos.

En su investigacion, Oller (2009) delimita los objetivos que persigue con las actividades
propuestas, siendo estos: primero, manejar distintas herramientas de la geometria, tanto
analitica como sintética; segundo, afianzar el concepto de lugar geomeétrico; tercero, presentar
las nociones de cuaterna armonica y circunferencias ortogonales; cuarto, introducir el
problema de la constructibilidad de los nimeros reales y quinto, mostrar que un mismo

problema admite distintos enfoques a la hora de su resolucion.
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El autor manifiesta que la doble forma de abordar el problema culmina con la obtencién del
lugar geométrico buscado: una circunferencia, a partir de dos conjuntos de datos diferentes.
Mientras que en el enfoque analitico se obtiene el centro y el radio, en el enfoque sintético, se
obtiene el didmetro. Esta dicotomia puede servir como inicio de una discusion sobre qué es
necesario para definir la figura circunferencia.
En este trabajo el autor concluye que, a partir de una actividad aparentemente restringida en
cuanto a su tematica, podemos no solo trabajar dentro de su ambito tematico inicial, sino
también abarcar muchos otros aspectos, aparentemente alejados. De esta manera se puede
también ejemplificar la interconexion entre distintas ramas de la Matemética. Una
interconexién que a menudo se pasa por alto y que, sin embargo, constituye una de las mayores
riquezas de esta ciencia. Sefiala también que se podrian construir actividades que demanden
obtener la circunferencia a traves de distintas condiciones en donde intervengan la geometria
euclidiana y geometria analitica.

1.2 EL EMPLEO DE LA GEOMETRIA DINAMICA EN LA ENSENANZA

DEL ALGEBRA Y LA GEOMETRIA
Una vez fijado nuestro objeto matematico de estudio, la cinrcunferencia, nos planteamos abordarlo
desde las perspectivas sintética y analitica, mediado por el programa GeoGebra que nos brinda
elementos para establecer conexiones.
Teniendo en cuenta todo ello, se opt6 por considerar el software GeoGebra pues, tal como lo sefiala
Gutiérrez (2006) brinda interesantes posibilidades para que los estudiantes comprueben
resultados y hagan conjeturas. Sefiala también que al analizar demostraciones deductivas
elaboradas usando GeoGebra, se pone en cuestion la diferencia entre demostraciones
deductivas del tipo experimento mental, que son las acciones interiorizadas y disociadas de
una representacion particular de los tipos analiticos, que son las que realizan deducciones
I6gicas abstractas.
Asi, el autor manifiesta que la principal ventaja de usar la tecnologia, y en particular un software
sobre los materiales didacticos tradicionales, es que estos permitiran que los estudiantes
puedan transformar las construcciones hechas en la pantalla, realizar mediciones y emplear el
arrastre para verificar sus construcciones. Es debido a ello que la geometria dinamica
contribuye a una mejor comprension de las propiedades y relaciones entre objetos
geomeétricos.
Por todo lo anterior, en nuestra investigacion vemos la ocasion para seguir trabajando con el

software GeoGebra, puesto que contribuye a desarrollar cierta autonomia para experimentar y
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validar conjeturas elaboradas por los estudiantes. De esta manera, los estudiantes se
convertiran en actores principales de su propio aprendizaje y el docente en mediador o
facilitador.

Por otro lado, en relacién a la ensefianza de la geometria, Rodriguez (2011) manifiesta que es
importante buscar estrategias que permitan a los estudiantes desarrollar las competencias y
habilidades necesarias para su desenvolvimiento en la vida cotidiana y sustenta la efectividad
de su propuesta en el uso de la tecnologia, especialmente en el software GeoGebra. Para el
desarrollo de su investigacion, el autor toma como cuadro teorico el enfoque constructivista,
la resolucion de problemas, la teoria de campos conceptuales y la teoria de situaciones
didacticas. Todos estos cuadros coinciden en reconocer que los estudiantes requieren explorar
para descubrir nuevos conocimientos geométricos. Los aportes del autor son enfocados al
nivel de educacion basica regular.

En esa linea, también considera importante buscar estrategias que permitan a los estudiantes
desarrollar las competencias y habilidades necesarias para su desenvolvimiento en la vida
cotidiana; ademas, basa la efectividad de su propuesta en el uso de la tecnologia,
especialmente del software GeoGebra.

El GeoGebra es un programa con el que pueden realizarse construcciones a partir de la
adquisicién de objetos predifinidos como punto, recta, semirrecta, segmento, entre otros; de
modo que, a partir de la manipulacién de las herramientas del programa, se manipulen
también construcciones geométricas (Rodriguez, 2011).

Al revisar el software GeoGebra se encuentra que este programa ofrece representaciones
diversas de los objetos desde cada una de sus posibles perspectivas: vistas gréficas,
algebraicas, estadisticas, organizacion en tablas y planillas, y por Gltimo hojas de datos
dinamicamente vinculadas.

La caracteristica destacable de este programa es el doble cuadro de los objetos matematicos,
ya que cada objeto tiene dos representaciones, una en la Vista Grafica (Geometria Analitica) y
otra en la Vista Algebraica (Algebra) como se puede apreciar en la figura 1 (Interfaz del
programa GeoGebra) que presentamos a continuacion. Con estos elementos, se propicia una

permanente conexién entre los simbolos algebraicos y las graficas.
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Figura 1. Interfaz del programa Geogebra
A todos los objetos que vayamos incorporando en la zona grafica le corresponderan una
expresion en la ventana algebraica y viceversa.

En la figura 2. se muestra una representacion del punto en el plano cartesiano, asi como a
través de la asignacion de un par ordenado.
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Figura 2. Dos puntos cualesquiera ubicados en el plano
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En la figura 3 presentamos la circunferencia vista desde el cuadro geométrico, logrando

distinguirse su representacion grafica sin coordenadas.

4| GeoGebra L e O e - -
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A 8| IS Ol (99 ,("v & ABC|| 232
* /v — | ¥ ¥ * El k) ‘%.v

T HAC Poligono

Vértices$, uno a uno, finalizando en el primero

Figura 3. Vista del cuadro Geometrico de una circunferencia

En la figura 4 presentamos la circunferencia vista desde el cuadro geométrico analitico,
logrando distinguirse su representacion grafica y su ecuacion, respectivamente. En geometria

analitica requiere ubicar a la circunferencia en el plano cartesiano y dar su ecuacion.

Goten e W

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
b EEANDEER
MY ) vl ‘i.v

e
» Vista Algebraica b Vista Grafica
= Conica

@ CX-2P Y -27 =397
= Punto

~@ A=(2,2)

~0 B=(145,391)

o (x—2) +(y+2) =307

Figura 4. Vista del cuadro de la Geometria Analitica de una circunferencia
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En la figura 5 presentamos una circunferencia con dos rectas tangentes a la misma trazadas
desde el punto B; la informacion se presenta en términos graficos y algebraicos. Si se quiere
poner énfasis en el tratamiento geométrico, se deberia incluir las construcciones exactas con
regla y compas que permiten trazar dichas tangentes. En la ventana algebraica se muestran las
ecuaciones de dichas rectas, pero no el procedimiento geométrico que es muy importante

considerarlo.

eoueors -

Achivo EGa Vista Opaiones Hemamientas ventana Ayuda
/I [ + g » . 2
ta 1 s | » Vista

nica
5 € (x-208F +(y- 1247 =9
Punt
# A=(208,124)
s B=(8)
= Recta
s w20n. 555 =84
4 W25 STay = 1684

Figura 5. Una circunferencia con dos rectas tangentes

Las rectas tangentes con el GeoGebra se trazan tomando en cuenta los radios de A a un
extremo de la circunferencia, las cuales deberan ser perpendiculares a las rectas trazadas
desde un punto exteriora la circunferencia.

Si se desactiva la opcidn que permite mostrar los ejes de coordenadas, se estaria trabajando en
el contexto geométrico. Asi, el GeoGebra permite estudiar los objetos geométricos en dos
campos de la matematica: la geometria analitica y la geometria.

En relacion a las ventajas que presenta la utilizacion del programa de geometria dinamica
como un medio didactico en la ensefianza de las matematicas, el programa GeoGebra permite
lo siguiente:

a) Permite al estudiante interactuar con objetos matematicos de forma simple y natural, lo
que favorece su autonomia en el aprendizaje, ademas de tener un mayor acercamiento a la
matematica, siéndole este mas familiar.

b) Facilita la representacion grafica y de forma dinamica de los conceptos y procedimientos
matematicos.

c) Facilita la construccion de objetos matematicos, conjeturar hipdGtesis, comparar

propiedades, simular y descubrir regularidades.
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d) Facilita el tratamiento de muchos temas sin exigir al estudiante grandes esfuerzos
matematicos favoreciendo una metodologia en la que participen de forma activa en su
aprendizaje.

e) Permite combinar los datos de forma numeérica, simbdlica y grafica, tratando a las

matematicas de manera global.
En particular, en lo que se refiere a la circunferencia, el GeoGebra presenta las opciones

mostradas en la figura 6.

4| GeoGebra | |
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A e E@_i ) &v & asc[ 222 [
l [%v b ) /v — | o =7 - ) 7| 7|
=
LHEHfAC- @ Circunferencia (centro, punta)

@ Circunferencia (centro, radio}
e

Compas

Circunferencia por tres puntos

Semicircunferencia
Arco de circunferencia

Arco Tres Puntos

Sector circular

A 027 O

Sector Tres Puntos

Figura 6. Aplicaciones de la Circunferencia

@ Circunferencia (centro, punto)  Esta  primera aplicacion nos permite hacer una
construccion de la circunferencia conociendo solo su centro y un punto indistintamente. Al
seleccionar un punto M y un punto P, queda definida una circunferencia con centro en M que

pasa por P. El radio del circulo es la distancia MP.

@ Circunferencia (centro, radio) Esta segunda aplicacion de la circunferencia se
determina teniendo como datos el valor del radio y el centro. Tras seleccionar un punto M

como centro, se despliega la ventana para ingresar el valor del radio.

()

Compas La tercera aplicacion nos permite seleccionar un
segmento o dos puntos, con lo cual queda especificado el radio y un clic posterior sobre un

punto, lo marca como centro de la circunferencia a trazar.
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Circunferencia por tres puntos . ., .
O * . Esta cuarta apllcaC|on nos permite obtener una

circunferencia teniendo como base tres puntos en el plano, que pertenecen a ella. Al
seleccionar tres puntos A, B y C queda definida una circunferencia que los cruza. Si los tres

puntos estuvieran alineados, la circunferencia quedaria reducida a una recta.

P Semicircunferencia Esta quinta aplicacion se obtiene conociendo dos puntos
creados o no previamente, los cuales determinan un diametro de la circunferencia. Al

seleccionar dos puntos A y B, se traza una semicircunferencia por encima del segmento AB.

-‘] Arco de circunferencia En la sexta aplicacion se deben seleccionarse tres puntos:
en primer lugar, M, que sera su centro; luego A, el extremo inicial del arco y finalmente B que

determinard la longitud del arco.

(_J Arco Tres Puntos L f ., p
Esta septima aplicacion se obtiene al marcar tres puntos,
A, B, y C, se traza un arco de circunferencia cuyo extremo inicial es A; el final es C y B

pertenece al arco tendido entre A 'y C.

Q Tliornile La octava aplicacion se obtiene al conocer tres puntos,
uno de ellos es el centro y los otros dos que se unen con un arco de circunferencia. Deben
marcarse tres puntos: primero M, que sera su centro; luego A, extremo inicial de su arco y

finalmente B de modo que el sector circular quede bien definido.

D SEEIT TR STAE Esta Gltima aplicacién de la circunferencia se obtiene al
marcar tres puntos, A, B, y C, se produce un sector circular en cuyo arco el extremo inicial

es A; el final es C y B pertenece al arco tendido entre Ay C.

Por los argumentos dados previamente se ha optado por emplear el GeoGebra pues permite el

estudio de la circunferencia, desde las perspectivas de la geometria sintética y analitica.

1.3 JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION
La Geometria ha sido el mecanismo utilizado para encontrar soluciones a diversos problemas
de mediciones de diversas estructuras, tanto tridimensionales, asi como de superficies planas.

Por otro lado, respecto a la relevancia del tema matematico seleccionado, se tiene que en la
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estructura curricular peruana se contempla el estudio del objeto circunferencia. Esto se hace en
términos de conocimientos, capacidades y competencias; el detalle de estos aspectos,

especificamente para los grados 2°, 4° y 5° de secundaria se presenta a continuacion.

1.3.1 ANALISIS DEL TRATAMIENTO DE LA CIRCUNFERENCIA EN EL
CURRICULO OFICIAL

En Pert (2009) se describe la componente Geometria y Medicion en los siguientes términos: Se
relaciona con el analisis de las propiedades, los atributos y las relaciones entre objetos de dos y
tres dimensiones, ademas de ello trata de establecer la validez de conjeturas geométricas por
medio de la deduccion y la demostracion de teoremas y criticar los argumentos de los otros;
comprender y representar traslaciones, reflexiones, rotaciones y dilataciones con objetos en el
plano de coordenadas cartesianas; visualizar objetos tridimensionales desde diferentes
perspectivas Yy analizar sus secciones trasversales. (p.318).

Se sefiala también como competencia a desarrollar en el ciclo VI, correspondiente a 1° y 2°
grados de secundaria, lo siguiente: “Resuelve problemas que relacionan figuras planas y
solidos geométricos; argumenta y comunica los procesos de solucion y resultados utilizando
lenguaje matematico”. (Peru 2009, p.318).

Sobre los conocimientos especificos que se deben abordar en el segundo grado, en relacion al
objeto circunferencia, se sefiala: “Perimetros y areas de figuras geométricas planas, longitud
de la circunferencia, area del circulo y lineas notables de un circulo”. (p.326).

Mientras que, respecto a la resolucién de problemas en el segundo grado, se plantea que el
estudiante: “Resuelve problemas que implican el calculo sistematico o con férmulas del
perimetro o del area de figuras geométricas planas, resuelve problemas que involucran el
calculo de la circunferencia de un circulo” (Pert 2009, p.326).

De otro lado, segun Pert (2009), en el tercer grado de secundaria hemos podido comprobar
mediante el analisis de los libros del MINEDU que no existe la continuidad del tema
circunferencia, dejando un vacié en el estudio de dicho objeto. El tema se retoma en el
cuarto grado, pero solo se estudia a la circunferencia inscrita y circunscrita, a un poligono y
el célculo de areas de regiones determinadas por estas figuras. Asi que la capacidad se
describe en términos de: “resuelve problemas que implican el célculo de regiones poligonales
formadas por una circunferencia inscrita o circunscrita en un poligono” (p.326).

En lo que respecta al tratamiento de la circunferencia se hace desde la geometria analitica.

En el Disefio Cucrricular Nacional en cuanto a las capacidades que se toman en cuenta en 5°
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grado de secundaria son: Resuelven problemas que implican la ecuacion de la circunferencia,

resuelve problemas que implican la recta tangente a la circunferencia y resuelve problemas

de posiciones relativas de dos circunferencias no concéntricas.

Asi, en quinto grado se estudia la circunferencia desde la perspectiva de la geometria

analitica, introduciendo nuevos elementos y propiedades, pero sin relacionarlos con los

elementos anteriores.

En los mapas de progreso, por su parte, se encuentra que para el VI nivel, correspondiente

al finalizar 5° de secundaria se manifiesta lo siguiente:
Construye 'y representa formas bidimensionales y tridimensionales
considerando propiedades, relaciones métricas, relaciones de semejanza y
congruencia entre formas. Clasifica formas geométricas estableciendo relaciones
de inclusion entre clases y las argumenta. Estima y calcula areas de superficies
compuestas que incluyen formas circulares y no poligonales, volimenes de
cuerpos de revolucion y distancias inaccesibles usando relaciones métricas y razones
trigonométricas, evaluando la pertinencia de realizar una medida exacta o estimada.
Interpreta y evallla rutas en mapas y planos para optimizar trayectorias de
desplazamiento. Formula y comprueba conjeturas relacionadas con el efecto de
aplicar dos transformaciones sobre wuna forma bidimensional. Interpreta
movimientos rectos, circulares y parabélicos mediante modelos algebraicos y los

representa en el plano cartesiano. (Pert, SINEACE 2013, p.9) (resaltado en
negrita por nosotros)

Observamos que en el apartado: “Estima y calcula areas de superficies compuestas que
incluyen formas circulares y no poligonales” e “Interpreta movimientos rectos, circulares y
parabdlicos mediante modelos algebraicos y los representa en el plano cartesiano”, no figura
especificamente el objeto circunferencia y sus diversas aplicaciones; aparece como parte
de otros temas.

De otro lado, en Peru (2013) se sefiala que se hace necesario el desarrollo progresivo de la
competencia para describir objetos, sus atributos medibles y su posicion en el espacio
utilizando un lenguaje geométrico; comparar, y clasificar formas y magnitudes; graficar el
desplazamiento de un objeto en sistemas de referencia; componer y descomponer formas;
estimar medidas y utilizar instrumentos de medicion; y resolver situaciones problematicas
mediante diversas estrategias.

En nuestros mapas de progreso se manifiesta que la descripcion del progreso del aprendizaje
en esta competencia se realiza en base a dos aspectos los cuales mencionaremos a
continuacion:

a) Visualizacion e interpretacion de propiedades y relaciones de formas geométricas.
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Implica el desarrollo de capacidades para visualizar, representar y describir formas
geomeétricas, sus propiedades y atributos medibles; estimar y medir magnitudes
utilizando unidades arbitrarias y convencionales; formular y argumentar conjeturas a
partir de las relaciones que encuentra entre las formas, sus propiedades y atributos
medibles para resolver y modelar situaciones reales. (Perd, SINEACE 2013, p.8)

b) Orientacion y movimiento en el espacio. Implica el desarrollo de capacidades para
orientarse en el espacio; visualizar, representar y describir posiciones y transformaciones;
formular y justificar conjeturas sobre los resultados de dichas transformaciones y
comprobarlas para resolver y modelar situaciones reales. (Perd, SINEACE 2013, p.8)

En la figura 7 se puede apreciar los niveles minimos que deben alcanzar los estudiantes

del quinto grado de educacion secundaria especificamente en Geometria.

f Construye y representa formas bidimensionales y tridimensionales considerando propiedades, relaciones métricas,\
relaciones de semejanza y congruencia entre formas. Clasifica formas geométricas estableciendo relaciones de
Vil inclusion entre clases y las argumenta. Estima y calcula dreas de superficies compuestas que incluyen formas circulares
aco yno poligonales, volimenes de cuerpos de revolucion y distancias inaccesibles usando relaciones métricas y razones
trigonométricas, evaluando la pertinencia de realizar una medida exacta o estimada. Interpreta y evalda rutas en mapas
@ 47y5de Y planos para optimizar trayectorias de desplazamiento. Formula y comprueba conjeturas relacionadas con el efecto
secndafd) 4o aplicar dos transformaciones sobre una forma bidimensional. Interpreta movimientos rectos, circulares y parabdlicos
\ mediante modelos algebraicos y los representa en el plano cartesiano J

Figura 7. Descripcion de los niveles de Mapa de Progreso de Geometria
Fuente: Pera (2013, p. 9)
Sin embargo, se nota la ausencia del estudio de la circunferencia especificamente mediante
construcciones con regla y compas. Se sugiere enfatizar que el estudiante pueda identificar
y representar los elementos que son necesarios para construir una circunferencia como el
lugar geométrico y luego describir graficamente como se obtiene dicha figura dentro y fuera

del plano.

1.3.2 ANALISIS DEL TRATAMIENTO QUE SE BRINDA AL OBJETO
CIRCUNFERENCIA EN EL TEXTO OFICIAL DEL 5° GRADO DE
SECUNDARIA

En esta parte de nuestra investigacion presentamos los resultados obtenidos al revisar el texto
de Matematica del Ministerio de Educacion del 5° grado de educacion secundaria, en particular
a lo que se refiere al tratamiento que brinda a la circunferencia ya que es un material

importante en el que se apoya el desarrollo de las programaciones, unidades y sesiones de
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clases del profesor. Estos documentos, que los estudiantes toman como referencia y material
de consulta deben tener una secuencia ldgica y ejemplos de aplicacion a la vida diaria,
dosificando adecuadamente la forma de llevarlo a la préactica.

Se ha realizado una revision tanto del tratamiento teorico del tema, asi como de los ejercicios
y problemas que se plantean. Para dicho andlisis se han identificado los contextos en los que
se aborda la circunferencia: contexto geométrico o contexto de geometria analitica, y también
de los procedimientos que se emplean al resolver los problemas.

Se ha encontrado que en el libro del quinto grado de matematicas de educacién secundaria no
se presenta una definicion para circunferencia; solo se sefialan algunos de sus elementos
(radio, cuerda, didmetro, etc.) pero en un contexto de geometria sin coordenadas, tal como se

muestra en la figura 8.

Circunferencia

Los elementos de la circunferencia son:

Radio. Segmento que une el centro con
cualquier punto de la circunferencia.

Cuerda. Segmento que une dos puntos de la
circunferencia.
Didametro. Cuerda que pasa por el centro de

la circunferencia. El didmetro mide el doble
que el radio.

Arco. Porcion de la circunferencia.

Angulo central. Es el dngulo que tiene su vértice en el centro O de la circun-
ferencia, y sus lados son radios de ella. Segiin la figura del margen, la medida
del arco AB es la del dngulo central AOB:

mAB = mAOB .‘

Figura 8. Circunferencia y sus elementos
Fuente: Peru (2012c, p.168)

De otro lado, tampoco se justifica la introduccidn de un sistema de coordenadas cartesianas
y, sin embargo, inmediatamente después se propone una actividad para cuya solucion si se

requiere de un sistema de coordenadas, tal como se muestra en la figura 9.
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2. Dibuja en un sistema de ejes cartesianos una circunferencia cuyo centro
coincida con el origen de coordenadas O y tenga 5 u de radio. Luego, ubica
un punto P, perteneciente a la circunferencia, a 3 u del eje X.

a) (A cudntas unidades del eje Y se encuentra el punto P? 4 u

b) (Cuénto mide el segmento OP? ;Qué podrias afirmar respecto a su me-
dida si P estd en algiin otro lugar de la circunferencia?

¢) Ubica el punto Q en (5; 0). ; Cuénto mide el dngulo QOP? ;Y el arco QP? 53

d) Considera sobre la circunferencia un punto R a 1,5 unidades del eje Y.
¢ Cudntas posibilidades de ubicacion para el punto R existen?

Figura 9. Ejercicios de circunferencia y sus elementos.
Fuente: Peru (2012c, p.168)

Para resolver este problema el estudiante debe graficar una circunferencia con centro en el
origen y radio de 5 unidades; posteriormente en el grafico tendra que ubicar un punto P que
pertenece a la circunferencia a 3 unidades del eje x. Es decir, para dar respuesta a las
preguntas necesariamente debe considerar el cuadro de la geometria analitica y ademas
debera emplear conocimientos geométricos tales como el teorema de Pitagoras.

En la figura 10 se presenta la ecuacion canonica, donde el punto medio de la circunferencia

se encuentra en el (0,0) origen de las coordenadas.

Ecuaciones de la circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan
de un punto fijo llamado centro (C).

Ecuacion con centro en el origen

Para obtener la ecuacién canénica de la circun- 4o
ferencia, con centro en el origen, ubicamos un P )
punto cualquiera P(x; y) de la circunferencia con

centro C(0; 0) y calculamos la distancia entre am-
bos. Es decir:

dt('. Py k= \/(‘ = 0)2 + (_\' = O): »Ir= \//-\': o ,\':

C(0.0) | X

Ecuacién canénica: r* = x* + y*

Figura 10. Ecuacion canonica de la circunferencia
Fuente: Per( (2012c, p. 210)
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Asi, por ejemplo, para determinar la ecuacion candnica de la circunferencia se ha empleado
la expresion algebraica que corresponde a la distancia entre dos puntos del plano; este
procedimiento se basa en la aplicacion del teorema de Pitagoras. Dicha expresion se estudio
en el cuarto grado de educacién secundaria y se asume como saber previo. Sin embargo, en
la figura 10 no se muestra de manera explicita un triangulo rectangulo.

Pensamos que esto demandara del estudiante el reconocer procedimientos en el cuadro
geométrico que deben abordarse luego en el cuadro de la geometria analitica.

También se observa en la misma figura pese a que se sefiala que se calculard una distancia
entre puntos, el procedimiento que se muestra no corresponde a ello si no a la basqueda de
una ecuacion que relacione la abscisa y la ordenada de un punto cualquiera de la
circunferencia.

En la figura 11 se muestra un problema para cuya solucién se deben realizar calculos en el
cuadro de la geometria analitica. En el texto se acompafia la solucion algebraica con un

grafico que no era indispensable para responder a la pregunta.

"y Halla la ecuacion de la circunferencia de centro C(0; 0) que pésa bonl P@3; 4). ; Representacion grafica de
g * Calculamos el radio reemplazando P(3; 4) en la ecuacién canénica: B=x'+y
b r=xX+y »r=3+4 >r=V9+16 —r=5u 4
Ml . Determinamos la ecuacion: 5° = x* + ¥ —25=x*+y ‘ al P
La ecuacion de la circunferencia es 25 = y° + y ‘
| RESR SRERE:

=3
/I/ Dada la ecuacion de la circunferencia x* + y* - 52 = 0, halla las coor-
denadas de su centro y el valor de su radio. C(0:0)yr=2.13 u

Figura 11.Ejemplo de aplicacion de la ecuacion canonica
Fuente: Pert (2012c, p. 210)

Posteriormente se presenta un ejemplo en donde se pide hallar las coordenadas del centro y el
radio de la circunferencia, es decir, es una pregunta inversa a la anterior puesto que el dato
ahora sera la ecuacion de la circunferencia se pide realizar la deduccion para obtener las
coordenadas del centro y el respectivo radio. Para la respuesta a ello hay que recurrir a la
definicion de circunferencia y emplear la formula de distancia entre 2 puntos.

En la figura 12 se observa la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en el punto
C (h, k), es decir en un punto genérico. Los procedimientos involucrados son similares a los

anteriores.
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Ecuacion con centro en el punto C(h, k)

Para obtener la ecuacién ordinaria de la circunferen- Y}
cia con centro C(h; k), identificamos un punto cual- 4 P y)
quiera P(x; y) de la circunferencia y calculamos su ' "
distancia al centro C. Es decir: k .
< < C(h; k)
dep=r= Vx=h)? + (y - k)2 .
i Oy h x >Z

Ecuaci6n ordinaria: r* = (x — h)> + (y — k)’

Figura 12. Ecuacion con centro en el punto C (h, k)
Fuente: Pert (2012c, p. 210)

En la figura 13 se muestra el enunciado de un problema para cuya solucion se debe
reconocer los elementos de la circunferencia en la expresion algebraica y luego graficar la

solucién; se recurre solo a procedimientos propios de la geometria analitica.

Sea la circunferencia de ecuacién (x + 2)> + (y + 5)> = 49. Halla las
coordenadas de su centro, el radio y graficala.

* Identificamos las coordenadas del .
centro C(h, k) de la circunferencia: :

h=-2,k=-5— C(-2; -5)

* Calculamos el radio: ' =49 —>r=7u : f ‘,‘

EJEMPLO 6

El centro de la circunferencia es C(-2; -5)
y el radio mide 7 u.

Y

¥ Grafica la circunferencia de ecuacién (x — 5)* + (y + 8)* = 81. Halla las
coordenadas del centro y determina su radio. ©(5;-8)yr=9u

Figura 13. Ejemplo de aplicacion de la ecuacion ordinaria de la circunferencia
Fuente: Pert (2012c, p. 210)

En la figura 14 se prioriza el trabajo algebraico y se encuentra una ecuacién equivalente a la

original.
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Ecuacion general de la circunferencia

Para hallar la ecuacién general de la circunferencia, desarrollamos los binomios
de su ecuacion ordinaria.

v—hP+(y=k?P=rP—> (@ -2th+h) + (0’ -2k + k) =1’
v+ y* + (=2h)x + (-2k)y + 4+ KB=r=0
Denotamos por D =-2h, E =2k y F = h* + k?— 1 para obtener la expresion que
corresponde a la ecuacién general de la circunferencia:
Ecuacién general: x* + y* + Dx+Ey+F=0

Figura 14. Ecuacion General de la Circunferencias
Fuente: Peru (2012c, p. 211)

En la figura 15 se presenta el problema de hallar la ecuacién de la circunferencia conociendo
3 puntos de paso. La solucion propuesta recurre directamente a procedimientos algebraicos
generando un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas. La solucion genera una
solucion parcial pues luego se debe completar cuadrados para identificar el centro y radio de

la circunferencia.

Determina la ecuacién general de la circunferencia que pasa por los Representacion grafica de
puntos P(4; 7), Q(0; 9) y R(3; 0). Identifica su centro y calcula su radio. x+y'-8y-9=0
« Como P, Q y R pertenecen a la circunferencia, deben satisfacer su ecua- Y
ci6n. Reemplazamos cada par ordenado (x, y) en la ecuacién general: Q .
P@4;7): (4) + (7 +D@) +E(7)+F=0 [4D+7E+F+65=0
Q(0; 9): (0)* + (9 +D(0) + E(9) + F=0 (9E+F +81=0 ale
R(3; 0): (37 +(0)’+ D(3) +E(0) + F=0 [3D+F+9=0
« Luego de resolver el sistema de ecuaciones, se obtienen D=0,E=-8
y F = -9, valores que reemplazamos en la ecuacién general: -5 O_—R X

P+ +Ox+(-8)y+(-9)=0-—>x+y"-8-9=0
« Para determinar el centro (C) y el radio (r), llevamos a la forma ordinaria
comipletando cuadrados y factorizande:
P+ -8y-9-16+16=0—>x*+y"-8y-25+16=0
P+ -8y+16=25 > +(y-4) =5
La ecuacién general de la circunferencia es X +y*—8y—9=0, sucentro es
C(0; 4) y su radio mide 5 u. :

Figura 15. Ejemplos de aplicacion de la ecuacion general de la Circunferencias
Fuente: Peru (2012c, p. 211)

30

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




S TENEZ,

T+ % | NS
TESIS PUCP % AT OERAD

DEL PERU

En la figura 16, se muestra la recta tangente a una circunferencia en un contexto geométrico.

Recta tangente a una circunferencia

[/na recta es tangente a una circunferencia si la recta corta a esta en un solo punto.
La recta tangente a una circunferencia tiene la propiedad de que es perpendicular
al radio que une al centro del circulo con el punto de tangencia. Esta propiedad

nos permite encontrar la ecuacion de la recta tangente,

Figura 16. Recta tangente a una circunferencia
Fuente: Peru (2012c, p. 212)

Luego de presentar la definicion de recta tangente a una circunferencia, el libro presenta dos
ejemplos en los que se pide determinar la ecuacion de la recta tangente a una circunferencia.
En la solucién presentada en la figura 17 se identifica el uso de propiedades de la geometria

analitica, pero estas no se encuentran en forma explicita.

Determina la ecuacion de la recta tangente a una circunferencia de
ecuacion (x —=4)* + (y = 5)* = 36 en el punto P(-3; 6).

« Hallamos las coordenadas del centro de la circunferencia: C(4; 5)

1

* Hallamos la pendiente del radio que une P(-3; 6) con el centro de la
circunferencia C(4; 5):
=Yg 6 . 13

m, g i —

EJEMPLO 9

B X
* Como la recta tangente es perpendicular al radio, entonces:

m._, -m =-—]| »——l-lll,z l —>m=7
4

B
* Hallamos la ecuacion de la recta tangente con P(-3; 6) ym, = 7:

y=6=7(x=(-3))—>»y—-6=Tx+21 —» Tx-y+27=0

La ecuacion de la recta tangente es 7x -y + 27 =0

W Determina la ecuacion de la recta tangente a una circunferencia de
ecuacion (x =2 +(y =3V =16enel punto P(-2:4). 4, -, .12-0

Figura 17. Ejemplos de aplicacion de la recta tangente a una circunferencia
Fuente: Pert (2012c, p. 212)

En la figura 18 se muestran las posiciones relativas que pueden presentar dos
circunferencias no concéntricas. Estas han sido representadas en un plano sin coordenadas y
de manera simbolica se muestra la relacion que debe existir entre sus radios y la distancia

entre sus centros.
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Posiciones relativas de dos circunferencias no concéntricas

seetin la distancia d entre sus centros v ba relacidn entre sus radios, dos carcunte

encias pueden ser:

5 centes p pNies e :
Extenores rdm""f o | T‘mg.x Interiores Secantes
exteriones inenores
r 1
f1I 2
! ¢ ' i d
d>r, +1 d=r +r, d=r.—r, d<r.—r d<r 41,

Figura 18. Posiciones relativas de dos circunferencias no concéntricas
Fuente: Peru (2012c, p. 213)

No se encuentran en el texto problemas que consideren las posiciones relativas entre dos
circunferencias en contexto propio de la geometria sintética. Sin embargo, si se encuentran
problemas en donde se pide que analicen la posicion relativa, pero a partir de las ecuaciones
de las circunferencias y de calcular la distancia entre los centros y compararla con los
radios.

En la figura 19 se presenta un problema para cuya solucion se hace necesario el uso de
procedimientos algebraicos para determinar la posicion relativa entre las circunferencias sin
graficarlas. Luego de completar cuadrados, se hace necesario reconocer en las expresiones
algebraicas los elementos geométricos como el centro y el valor del radio. Lo mismo sucede

al hallar la distancia entre los centros de las circunferencias.

Determina la posicion relativa entre las circunferencias de ecuaciones

-
B a4 16y + 61 =0 y Crx' =2+ -2y —11=0
g » Determipamos g scuacion ordinaria de cada circunferencia por el
— método de completur cuadrados: 61 + 51
¥ Cix'- My +y'+ 1oy +61 =0 - - ldx = 49y 4 7+ 16y +64)-52=0
(x=Tr+=2+8Y=52
Co X =2x+3v~2y—11=0 . (=224 1)+ -2y +1)-13=0
' (x=1Y +{y-1yr=13

« ldeatificamos las coordenadas del centro v ef valor del radio de cads
circunfersncia:
EaC:Cih, k) —Cl7:.-8) y r =

2 3
EnC: Ch'. k)Y —C: D y =13 - rP=+1

L

2.,
—

-

"

« Calculamos la distancia entre ambos centros: C(7; =8y C(15 1)
d= 7 -1 #(=8 - 1) —d =313
j.a distancia entre ambos centros es igual & la suma de sus radios, 1o que

indica gue C, y €, son circunfercncias [RDgentes exienornes, !

Figura 19. Posiciones relativas dos circunferencias no concéntricas.
Fuente: Peru (2012c, p. 213)
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Con los resultados obtenidos de los ejemplos del libro del MINEDU, se concluye que la
posicion relativa entre las circunferencias es que son tangentes exteriores.

Si la solucién se hubiera centrado en un trabajo algebraico, se habria tenido que resolver un
sistema de 2 ecuaciones cuadraticas con 2 incognitas y, dependiendo de la cantidad de
soluciones, se habria concluido si eran tangentes, secantes o si no se cortan. Sin embargo, en
el caso de que haya solucion Unica, ese procedimiento no seria suficiente pues habria 2
posibilidades y en el caso que no existiera solucion también se tendria que completar el
andlisis con el estudio de los radios.

Las actividades de este tipo muestran que, a veces, recurrir a resultados de la geometria evita
hacer célculos algebraicos que pueden ser muy trabajosos. Especificamente este es un
ejemplo de la superioridad de los métodos geométricos sobre los analiticos.

Regresando a los ejemplos que aparecen en el texto de 5° grado de secundaria sobre
circunferencia, en la figura 20, se presentan actividades propuestas para el estudiante. Para la
solucion de la primera pregunta se hace necesario identificar los centros y radios en el
gréfico, luego identificar los centros y radios en las expresiones algebraicas, para finalmente

establecer relaciones entre las curvas y las ecuaciones mostradas.

C\J ACTIVIDADES

1 Relaciona cada circunferencia con su ecuacion.
[ )

a)  (x=6+(r+4) =16
Ly X +y =16
c) (x+6)P+(y-4) =16

S GE+5)+y' =16

Figura 20.Actividades de relacion entre grafico y la férmula
Fuente: Peru (2012c, p. 214)

Para la solucion de la actividad mostrada en la figura 21, se requiere de métodos propios de

la geometria analitica.
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Halla la eccuacion candonica de Ia circunferencia.

I;,,,

a) De centro C(O: O) v que pasa por <l punto
(—3: 5).x
b)) DecentroC(O; O) yr=494 u. « + 1€
c) De centro en el cje positivo X, gque pasa
por el origen de coordenadas, yv cuyo radio
> > & S

mide 2 u. (x

3 Representa graficamente Ia circunferencia en
£ Jos siguientes casos,. usando los datos adecua-
damente:
2a) Cenro en el punto (3 2) v radio S u.
b)) Centro en el punto (—4:; —2) y diametro 8 u.
<) Centro en el punto (3: 4) v tangente al cje X
)

d) Centro en ¢l punto (0O; 3) v tangente a la

necta x = 7.

Figura 21. Actividades para hallar la ecuacion y representacion grafica
Fuente: Peru (2012c, p. 214)

En las siguientes actividades, presentadas en la figura 22 y 23 se pide hallar la ecuacion
general de la circunferencia, asi como su grafica a partir de tres puntos dados. Igual que
antes, la solucién que propone el texto se basa en resolver un sistema de 3 ecuaciones con 3
incognitas. Sin embargo, una solucion que se base en el uso de propiedades geométricas

dotaria de mayor significado a los procedimientos.

4 Halla la ecuacién general de la circunferen-
| @3 cia que contiene los puntos indicados. Luego,
grafica:
a) A(-7;2), B(1; -2) y C(-2: -3)
b) A(-6:9). B(6; 1)y C(6; -9)
c) A(9; -10), B(3; 8) y C(-3: 6)

Figura 22. Actividades para hallar la ecuacion general y su gréfica
Fuente: Peru (2012c, p. 214)

De otro lado, en la figura 23, se presenta un problema para cuya solucidn se requiere
emplear propiedades geométricas e interpretarlas en términos analiticos. Por ejemplo, se

debe asociar el que dos rectas sean perpendiculares a que el producto de sus pendientes sea -

1.

34

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




S TENEZ,

& + of ’% PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs gz_}\gﬁgﬁmo

DEL PERU

5 Determina la ecuacién de la recta tangente a
@ lacircunferencia en el punto P.

a) *+y -2x-4=0;P(2;:2)

b) ¥ +y + 125x - 7y = 314; P(2; -8)

¢) 7 + 7y + 54x + 108y = 467; P(-3: 4)

Figura 23. Actividades para hallar la ecuacion de la recta tangente
Fuente: Peru (2012c, p. 214)

Las actividades de la figura 24 requieren que el estudiante desarrolle los problemas partiendo
de la ubicacion de las coordenadas de los centros, para luego hallar la longitud de un
didmetro. Finalmente reemplazard esa informacion en la ecuacion ordinaria de la

circunferencia.

7 Obtén las ecuaciones de las circunferencias
@ mostradas a continuacién.

bis L12 |8 | A1 AT A K3 A Tx

-Hl

8 Sea la circunferencia de ecuaci6n
@ (x+4)°+ (y-5)" = 36. Halla las coordenadas
de su centro, el radio y gréficala.

Figura 24. Ecuaciones de las circunferencias mostradas
Fuente: Pert (2012c, p. 226)

A partir de la descripcion realizada se concluye que la mayoria de problemas presentados en el
contexto de la geometria analitica requieren procedimientos algebraicos e identificaciones
directas en el plano cartesiano para ser resueltas. Son muy pocos los que recurren al empleo y
aplicacion de propiedades geométricas. Ademas, la moyoria de problemas no tiene un
equivalente en el contexto geométrico. En el mejor de los casos aquellos problemas en los que
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se pide hallar una ecuacion, podrian asociarse con la construccion de una figura.

En esta investigacion se plantea realizar actividades que pueden ser abordados desde los cuadros
geométricos y de la geometria analitica con apoyo del GeoGebra. En particular, se busca
explorar si los estudiantes reconocen la utilidad de la geométrica sintética en determinados

problemas que involucran al objeto circunferencia.

14 PROBLEMA DE INVESTIGACION
En esta investigacion se propone identificar actividades que posibiliten reconocer a la
circunferencia como un objeto matematico de la geometria euclidiana que puede abordarse
desde la geometrtia sintética (sin coordenadas) y también desde la geometria analitica. De
esa manera se podran establecer conexiones entre estas dos ramas de la matematica; en ese
proceso se recurrird al empleo del software GeoGebra.

El problema se podra enunciar de la siguiente manera:

¢ Qué resultados se tendréa en los aprendizajes de los estudiantes el abordar problemas
sobre circunferencia desde la geometria sintética y también desde la geometria
analitica, y de qué manera el uso del GeoGebra contribuira a que los estudiantes

establezcan conexiones entre estos dos cuadros de la matematica?

1.5 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Analizar como los estudiantes del quinto grado de secundaria realizan el cambio de cuadros

desde la geometria sintética a la geometria analitica, cuando estudian el objeto matematico

circunferencia y utilizan el GeoGebra.

Los objetivos especificos son los siguientes:

e Identificar actividades sobre circunferencias que tengan sentido en los cuadros de la
geometria sintética y la geometria analitica, que correspondan al quinto grado de
educacion secundaria.

e Describir los resultados que tendra la aplicacion de problemas sobre circunferencia que
exijan establecer conexiones entre los cuadros de la geometria sintética y la geometria
analitica en los aprendizajes de los estudiantes del quinto grado de educacién secundaria.

e ldentificar el resultado de emplear el software GeoGebra como mediador en el

aprendizaje de la circunferencia para los estudiantes del quinto grado de secundaria.
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo presentaremos los elementos teoricos de la didactica de la matematica en los
que nos basamos para poder hacer nuestra investigacion. Asi mismo, presentaremos nuestro
objeto matematico y sus conceptos fundamentales en el cuadro de la Geometria Sintética y de
la Geometria Analitica, ya que es desde estas dos perspectivas es que se aborda dicho tema en
el quinto grado de educacion secundaria en el Perd. Esto permitird comprender mejor el
objeto circunferencia, asi como los procedimientos y representaciones involucrados cuando
es abordado desde algunos de esos cuadros. Se buscardn actividades que pueden ser
abordadas en ambos contextos y se analizara las ventajas que ofrece uno sobre otro.

Dada la naturaleza del problema, se adoptara como marco teorico el juego de cuadros,
desarrollado por Douady (1999). La idea que se propone para cuadro es la de un dominio de
las matematicas que esté bien identificado por sus objetos, por las relaciones que sostienen y
por los tipos de representaciones y de tratamientos que movilizan. La autora parte de los dos

siguientes postulados los cuales son:

e Todo concepto matematico esta asociado a varios cuadros que pueden ser relacionados
por medio de sistemas de representacion.

e Los diferentes cuadros no coinciden, primero porque no movilizan las mismas
propiedades y teoremas, y segundo debido a las diferencias de valor ostensivo de los
sistemas de representacion que producen. Esta uUltima particularidad hace del juego
de cuadros un método efectivo de construccion de situaciones pertinentes que

favorezcan el aprendizaje.

Segun Balacheff (2004), Douady plantea que: “Para asegurar las relaciones entre el
estudiante y el problema es necesario expresar las condiciones sobre los problemas, que
hacen que la dialéctica herramienta-objeto y el juego de cuadros sean posibles” (p.319)

La eleccion de este enfoque denominado juego de cuadros hara que las unidades de
ensefianza se organicen de acuerdo con los campos matematicos descritos anteriormente y
puedan brindar al estudiante una mejor opcion en el estudio del objeto circunferencia cuando

es abordada desde los cuadros geométrico sintético y geométrico analitico.
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2.1. JUEGO DE CUADROS
Douady 1986 (citado por Balacheff 2005) propuso el juego de cuadros como medio para
hacer evolucionar las concepciones de los estudiantes de matematicas. La autora hace la
distincion y sefiala que un cuadro esta constituido de objetos de un campo de la matematica,
de las relaciones entre esos objetos, de sus formulaciones eventualmente diferentes, y de las
imagenes mentales asociadas a esos objetos y a esas relaciones. Asi, un cambio de cuadro es
el paso de un cuadro a otro para obtener diferentes formulaciones de un problema.
El juego de cuadros lo provoca el profesor en las actividades o problemas que se plantea a los
estudiantes y traduce la intencion de explotar el hecho de que la mayoria de los conceptos
matematicos pueden estudiarse desde distintos cuadros. Para cada uno de ellos se traduce un
concepto en términos de objetos y relaciones que podemos llamar los significados del
concepto en el cuadro. Asi por ejemplo, las funciones pueden estudiarse en el cuadro de la
geometria analitica pero también en el cuadro algebraico o topoldgico.
Douady (1992) manifiesta que esto se obtiene, por un lado, de las correspondencias entre
significados de un mismo concepto en cuadros diferentes, y también entre significados de
conceptos diferentes representados en el mismo cuadro por los mismos significantes.
Pero, en el proceso de aprendizaje de los estudiantes, los conceptos funcionan de manera
parcial y diferente segun los cuadros. Por consiguiente, las correspondencias estan
incompletas. Ademas, ese estado heterogéneo de los conocimientos varia segun el estudiante.
Para introducir y suscitar el funcionamiento de los conocimientos se deben escoger
problemas donde aquellos intervienen en dos cuadros como minimo. Se debe privilegiar los
cuadros en los que la imperfeccion de correspondencias creara desequilibrios que se trataran
de compensar.
En esta investigacion consideraremos problemas que exijan que intervengan los cuadros de la
geométria sintética y geometria analitica, reconociendo las ventajas de uno sobre el otro.
Douady (1999) manifiesta que las implicaciones que tienen los juegos de cuadros, y que se
evidencia en los objetos de aprendizaje creados en esta investigacion es que se pueden
obtener formulaciones diferentes de un problema que, sin ser necesariamente equivalentes
por completo, permiten un nuevo acceso a las dificultades encontradas y la puesta en accién
de herramientas y técnicas que no se imponian en la primera formulacion, y que logran en el
estudiante encontrar una adecuada solucion a la situacion problema que se hallan enfrentado.
Asi, las interacciones entre los cuadros pueden hacer avanzar el conocimiento en cada uno de

ellos.
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Siguiendo a Douady (1986), en el juego de cuadros se distinguen tres fases:

1. Transferencia e interpretacion: Los estudiantes son enfrentados a un problema
formulado en un determinado cuadro. Considerando sus conocimientos, el analisis que
hacen del problema los conduce a traducir todo o parte del problema para otro cuadro.
Asi, ellos establecen correspondencias entre cuadros diferentes.

2. Correspondencias imperfectas: Las correspondencias son imperfectas sea por
razones matematicas o por insuficiencia de conocimientos de los estudiantes. Dicha
situacion constituye una fuente de desequilibrio.

3. Mejora de la correspondencia y progreso del conocimiento: La comunicacion entre
cuadros y, en particular, la comunicacién con un cuadro auxiliar de representacion es un
factor de reequilibrio.

La autora afirma que las interacciones entre cuadros permiten el progreso de los
conocimientos de los estudiantes. Asi, mientras que los estudiantes consigan realizar pasajes
entre cuadros, habra mayor garantia de éxito.

Es importante que la ensefianza proponga situaciones que favorezcan cambios de cuadros; el
estudiante debe conseguir leer el problema en un determinado cuadro y resolverlo o
interpretarlo, en otro cuadro.

En esta investigacion se trata de relacionar dos campos de la matematica: la geometria
analitica y la geometria sintética, a través de la nocion de circunferencia.

Los conocimientos previos necesarios sobre circunferencia en el cuadro geométrico son la
nocion de punto, de distancia entre dos puntos, segmento, punto medio de un segmento,
mediatriz, interseccion de rectas.

Mientras que, en el cuadro de la geometria analitica, se requerira vincular el lugar geométrico
de un conjunto de puntos con la ecuacién que lo representa en un sistema de coordenadas
cartesianas. En particular, los conocimientos previos que se requieren seran el sistema de
coordenadas, coordenadas de un punto, ecuacion de una recta, interseccién de rectas,
pendiente de una recta, ecuacion de la circunferencia y sistema de ecuaciones.

Benzaquen y otros (2008) manifiestan que, desde la perspectiva de la ensefianza en educacion
secundaria, los programas de estudio y los libros de textos, en general, nos ofrecen, para el
tratamiento de temas matematicos, un predominio del escenario del cuadro algebraico con
algunos indicios de enfoques numéricos y cuadro geometrico. Esto se evidencia en el analisis
que hicimos anteriormente del texto de quinto de secundaria, editado por el Ministerio de

Educacioén.
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Para reforzar esta idea, mencionaremos el aporte de Lacasta (2000), segun el cual el concepto
de cuadro se da en el sentido usual que se tiene, cuando hablamos del cuadro algebraico, del
cuadro geométrico, etc. El objetivo que se persigue es trabajar con distintos cuadros para un
mismo problema. En tal sentido el autor afirma que el trabajo con ostensivos distintos,
realizando cambios entre los mismos, posibilita que el estudiante avance en las fases del
problema y que sus concepciones evolucionen.

En esta investigacion se realiza el analisis de actividades propuestas para el quinto grado de
educacion secundaria, donde los estudiantes verifiquen los cuadros predominantes y la
utilizacion de los mismos por las que tienen que transitar para resolver un problema.

En esta seccidn se presentaran problemas sobre circunferencias que pueden ser abordados en
el cuadro geométrico y también en el cuadro de la geometria analitica. Algunos de ellos
formaran parte de las actividades que se trabajardn con los estudiantes del 5° grado de
secundaria.

Por este motivo presentamos algunas caracteristicas propias de cada uno de los cuadros

estudiados en la presente tesis:

En la Tabla 1 presentamos algunas caracteristicas propias de la geometria sintética.

Tabla 1. Caracteristicas del cuadro de la geometria sintética

GEOMETRIA SINTETICA

Estudia las figuras geomeétricas sin coordenadas y resuelve los problemas geométricos

por axiomas, postulados y teoremas.

Se encarga de estudiar y construir de manera sintética las formas vy lugares
geomeétricos.

Se comienza a construir y demostrar proposiciones logicas; que se sustentan como en
una especie de eslabones de una cadena de razonamiento.

Propicia el desarrollo de un razonamiento légico deductivo

Como se puede ver en la geometria sintética no se necesita conocer las cordenadas para poder
proceder a la solucion de un problema, solo se procede a su construccion y posterior
demostracion tomamndo en cuenta los axiomas, postulados y teoremas basicos de la

geometria.

40

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis



https://es.wikipedia.org/wiki/Lugar_geom%C3%A9trico
https://es.wikipedia.org/wiki/Lugar_geom%C3%A9trico

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

TESIS PUCP

En la Tabla 2 presentamos algunas caracteristicas propias de la geometria analitica.

Tabla 2. Caracteristicas del cuadro de la geometria analitica.

GEOMETRIA ANALITICA

Estudia las figuras geométricas utilizando un sistema de coordenadas y resuelve los
problemas por métodos algebraicos; las coordenadas se representan por pares

ordenados Y las figuras por ecuaciones

Los problemas plantean asignar ecuaciones a curvas geométricas en un plano de
coordenadas.
Propicia el establecimiento de conexiones entre las representaciones geométricas en un

plano de coordenadas y sus representaciones algebraicas

Como vemos en la geometria analitica es muy necesario trabajar con coordenadas (pares
ordenados), donde es necesario la utilizacion de métodos algebraicos para llegar a establecer
ecuaciones y llegar a realizar célculos detallados y operativos que permitan llegar a las
respuestas esperadas mediante un proceso que requiere mas tiempo y precision. Estos calculos
se podrian establecer para poder comprobar si las construcciones geométricas y los célculos
algebraicos son correctos.

2.2. COMPARACION ENTRE LOS CUADROS DE LA GEOMETRIA

SINTETICAY LA GEOMETRIA ANALITICA
En este apartado se presenta la comparacion de actividades desarrolladas desde la geometria
sintética y la geometria analitica; también se comparan los procedimientos y conocimientos
gue se movilizan cuando se abordan problemas en ambos cuadros. Esto permitira encontrar
diferencias y semejanzas en el tratamiento de un problema que tenga sentido en los dos
cuadros. También permitira identificar en cuél de los dos cuadros los procedimientos son méas

sencillos y eficientes. En la Tabla 3 se consideran los aspectos mencionados.

Tabla 3. Tareas propias de los cuadros de la geometria sintética y la geometria analitica

GEOMETRIA SINTETICA

GEOMETRIA ANALITICA

Construir los lugares geométricos: la
solucion depende de la determinacion
de los puntos que tienen dos 0 mas
propiedades explicitas en el enunciado o
que se deducen del mismo. Se trata de

En geometria analitica plana se estudian
aquellas curvas tales que las coordenadas
de sus puntos, segin un sistema de
coordenadas prefijado, satisfacen una
ecuacion o un sistema de ecuaciones. El

41

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

S TENEZ,

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

considerar por separado las condiciones
que determinan la posicion exacta del
punto buscado. El conjunto de todos los
puntos que cumplen una de las
condiciones es un lugar geométrico. Los
puntos solucion del problema seran
aquellos que satisfacen todas las
condiciones es decir que se encuentran
en la interseccion de los lugares
geomeétricos previamente identificados.

vinculo que se establece entre la
geometria y el &lgebra por medio de la
ecuacion, abarca también las relaciones y
operaciones entre los elementos de ambas
ya que las propiedades geométricas de
una curva pueden ser estudiadas a partir
del comportamiento algebraico de su
ecuacion.

No tiene un equivalente

Dada una ecuacioén, se debe reconocer la
curva que esta representa

No tiene un equivalente

En una ecuacion se requiere realizar
procedimientos algebraicos, por ejemplo,

completar cuadrados, para reconocer
elementos claves en la figura que hay que
graficar.

Dadas las figuras se pide construir los
puntos de interseccion. Estas son las que
tienen un punto en comun.

Dadas las ecuaciones de varias cuirvas
(circunferencias, rectas, etc) se deben
resolver sistema de ecuaciones para hallar
las coordenadas de los puntos de
interseccion.

Se reconoce la figura tomando sus
puntos de referencia y recordando las
caracteristicas de cada uno, se verifican
sus elementos una vez representada la
figura final.

Dadas las graficas de curvas en un sistema
de coordenadas se debe reconocer sus
principales elementos y luego
reemplazarlos en las ecuaciones candnicas
u ordinarias.

Dados los puntos de una figura se pide
dibujarlas tomando en cuenta sus
caracteristicas elementales.

Dados los elementos de una curva, se pide
graficarla en un sistema de coordenadas.

Podemos afirmar entonces que al realizar las tareas en cada cuadro varia sustancialmente y la

forma de tratarlas matemaéticamente tiene otro proceso, esto quiere decir que los tratamientos

son diferentes tanto para el cuadro de la geometria sintética y el cuadro de la geometria

analitica. Observamos también que en alguna de las tareas no se tiene un equivalente en

cuanto a su desarrollo y por ello existen diferencias marcadas entre ambos cuadros.

Los elementos tedricos presentados servirdn para predecir y analizar los resultados que se

obtengan cuando se apliquen las actividades.
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2.3. METODOLOGIA EMPLEADA EN LA INVESTIGACION
Nuestra investigacion estd enmarcada dentro del campo de la metodologia cualitativa ya que
pretendemos conocer, a través de las observaciones, las acciones de los estudiantes cuando se
enfrentan a una actividad disefiada bajo el cuadro de la geometria analitica.
Segun Flick (2007) la metodologia cualitativa orienta a analizar casos concretos en su
particularidad de un tiempo y espacio, y a partir de las expresiones y actividades de las
personas en los contextos locales que se desarrollan.
Por lo tanto la metodologia cualitativa disefia el camino de la investigacion, estudia la
complejidad de las personas, cosa o0 fendbmenos que tienen ciertas particularidades y que lo
hacen unico e irrepetible.
Por ello en cuanto a la metodologia se puede hacer una distincion a lo que dice Hernandez y
otros (2010) la metodologia cualitativa utiliza la recoleccién de datos sin medicion numérica
para descubrir o afinar preguntas de investigacion en el proceso de interpretacion (p.7).
Caracteristicas del enfoque cualitativo:

e El enfoque cualitativo se basa en la légica y procesos inductivos (explorar y describir,
genera perspectiva tedrica) por ejemplo el investigador entrevista a una persona, analiza
los datos que obtuvo y saca las conclusiones.

e Durante el proceso se va refinando la investigacion conforme se van recabando més
datos o son resultados de estudio.

e Los estudios cualitativos se basan en la recoleccion de datos, descripcion detallada de
situaciones, eventos, personas, interacciones, conductas observadas y sus
manifestaciones.

e Se utilizan técnicas para recolectar datos como la observacion no estructurada,
entrevistas abiertas, revision de documentos, discusiones en grupo evaluaciones de
experiencias personales, registro de historia de vida, e interaccion e introspeccion con
grupos o comunidades.

e Evalla el desarrollo de los sucesos no hay manipulacion ni estimulacion con respecto a
la realidad.

Estas caracteristicas nos ayudaran en la forma de recoger la informacion de las actividades
propuestas para los estudiantes del quinto de secundaria y a definir nuestra metodologia

experimental cualitativa.

Existen diversos estudios sobre investigacion cualitativa; en nuestro estudio emplearemos la
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definicién de Flick (2007) quien manifiesta que la investigacion cualitativa estudia el
conocimiento y las précticas de los participantes. Analizan y describen interrelaciones en el
contexto concreto del caso y se explican en relacion con él. La investigacion cualitativa toma
en consideracion que los puntos de vista y las practicas en el campo son diferentes a causa de

las distintas perspectivas subjetivas y los ambientes sociales relacionados con ellas.

2.4, PROCEDIMIENTOS METODOLOGICOS
Nuestra investigacion se centrard en la metodologia de estudio de casos que es de gran
relevancia para comprender con profundidad los fenémenos educativos que se producen al
realizar las actividades para los estudiantes y al verificar lo que contestan en cada una de ellas.
El estudio de casos, segln Yin (1994), corresponde a una investigacion empirica que estudia
un fendmeno dentro de un contexto real. En esta misma linea, Stake (1998) define el estudio
de casos como el estudio de la particularidad y de la complejidad de un caso singular, para
Ilegar a comprender su actividad en circunstancias concretas.
Este método de investigacion se caracteriza por el estudio intensivo y profundo de uno o
varios casos basados en la indagacion en torno a problemas o actividades. También se
caracteriza por la comprension holistica de un sistema cultural en accion. Esta metodologia
tiene ventajas y también limitaciones con lo que debemos contar, un estudio de casos abre
enormes posibilidades a la investigacion.
Yin (1989) distingue tres tipos de objetivos diferentes:
Exploratorio: los resultados pueden ser usados como base para la pregunta de investigacion.
Descriptivo: describe lo que sucede en un caso particular.

Explicativo: facilita la interpretacion.

Es muy util para estudiar problemas practicos o situaciones determinadas de un contexto
particular o grupal. Para nuestra investigacion lo tomaremos en cuenta en la aplicacion de
problemas que nos serviran para realizar el cambio de cuadros que tendran que realizar los

estudiantes.

2.4.1. PROCESOS DE INVESTIGACION DE UN ESTUDIO DE CASOS
Para establecer los procesos recojo de informacidn de nuestra investigacion nos basaremos en
Stake (1998), quien sefiala que, por sus caracteristicas, el estudio de caso en su estructura
cumple con pasos delimitados y gracias a la propuesta de Montero y Ledn (2002)
desarrollan este metodo en cinco fases presentadas a continuacion.

1. Proponer actividades sobre circunferencia que puedan ser abordados desde los
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cuadros de la geometria y geometria analitica, asi como los procedimientos
involucrados en cada caso y analizar el efecto de abordar un problema sobre
circunferencia desde los cuadros de la geométria sintética y geometria analitica,
mediado por el GeoGebra.

2. Para la investigacion planteamos las siguientes actividades que desarrollaran los
estudiantes la cual les permitird reconocer a la circunferencia como objeto
matematico que puede ser estudiado desde la geometria sintética y desde la
geometria analitica, y de qué manera el uso del GeoGebra contribuira a establecer
conexiones entre estos 2 cuadros matematicos.

Presentamos entonces los 4 problemas considerados para el desarrollo de los

estudiantes:
Problema 1: Dados 3 puntos no alineados A, B y C en el plano, dibuja una
circunferencia que pase por ellos. (Sin cordenadas).
En esta actividad los estudiantes son confrontados a un problema formulado en el cuadro
geométrico sintético. Utilizando el software GeoGebra. Consta de 5 preguntas de
procesos a seguir.
Problema 2: Hallar la ecuacién de la circunferencia que pase por los puntos A
2,3), B (6,11) y C (12,5). (Con coordenadas).
Esta actividad tiene por objetivo realizar una circunferencia partiendo desde 3 puntos
conocidos no colineales, utilizando el cuadro de la geometria analitica y recordando la
ecuacion de la circunferencia. Cosnta de 8 preguntas de proceso.
Problema 3: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A
(2,3), B (6,11), C (12, 5). (Con coordenadas).
Esta actividad tiene por objetivo realizar una circunferencia partiendo de tres puntos
conocidos, utilizando la geometria analitica y recordando la obtencién de punto
medio, pendiente, distancia entre dos puntos, ecuacion de una recta, ecuacion de la
circunferencia y sistema de ecuaciones. Consta de 7 preguntas de proceso.
Problema 4: Reproducen la secuencia de solucion anterior pero esta vez usando el
software GeoGebra. (Con coodenadas)
Esta actividad tiene por objetivo realizar la secuencia del problema 1 hecha con el
software GeoGebra, confirmando los puntos tomados en el problema 3 y verificando su
secuencia para la obtencion final de la circunferencia (solucién ideal). Consta de 5

preguntas.
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Los problemas seleccionados fueron elaborados en cuadros de la geometria sintética y
la geometria analitica, se escogio la obtencion de la circunferencia partiendo de 3
puntos no colineales ya que este problema puede ser visto en los cuadros de la
geometria sintética y la geometria analitica.

Por ello al presentar la justificacion de nuestra investigacion realizamos el anélisis del
libro del 52 grado de educacion secundaria del MINEDU, ademas de otros libros donde
se realizar ejercicios en los cuadros de geometria sintética y geometria analitica.

El escenario de nuestra investigacion donde se aplicaran los cuatro problemas sera un
aula de clases con estudiantes del quinto grado de educacion secundaria del turno tarde,
de la L.E.I. “Santo Domingo Savio”. Los estudiantes que participaran tienen edades que
bordean en promedio los quince a diecisiete afios. No hay alumnos repitentes y la
mayoria de ellos son estudiantes matriculados en el plantel desde el primer grado de
educacion secundaria e inclusive alguno de ellos desde el nivel primario puesto que, la
Institucion es integrada. A estos estudiantes se les pidird que trabajen las actividades
construidas previamente y se recogeran luego sus respuestas.

3. En la presente investigacion analizaremos cuatro problemas las cuales se recogeran
de los estudiantes. En primer lugar la aplicacion del problema 1 esta en el cuadro de
geometria sintética sin coordenadas y con ayuda de GeoGebra, en el problema 2 se
plantearan las preguntas de acuerdo al cuadro de la geometria analitica con
coordenadas, en el problema 3 se establece el desarrollo en el cuadro de la geometria
analitica con cordenadas, pero solicitando un esfuerzo mayor al realizar operaciones
mas complejas y en el problema 4 la aplicacion de la geometria analitica
comprobada con el software Geogebra. Esto nos permitira realizar el analisis con
detalle y mas ampliamente en el Capitulo V de Implementacién y Analisis de las
respuestas de los estudiantes, donde confrontaremos lo disefiado previamente con los
resultados de los estudiantes.

4. Se tomaré en cuenta el analisis de resultados y se podra confrontar con lo que se
esperaba lograr de los estudiantes. Las observaciones se detallaran minuciosamente

en el capitulo V.
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CAPITULO 3: UN ESTUDIO FORMAL DE LA CIRCUNFERENCIA

En este capitulo describiremos nuestro objeto matematico de estudio, la circunferencia. Para
ello se haréa referencia a conceptos fundamentales que aprecen en los cuadros de la geometria

sintética y la geometria analitica.

3.1. LA CIRCUNFERENCIA DESDE LA GEOMETRIA SINTETICA
Delimitaremos inicialmente la geometria sintética como aquella que utiliza los métodos de
Euclides, Apolonio y sus sucesores, para abordar problemas de construccion geométrica sin
representacion en coordenadas y con la regla y el compas como principales herramientas. La
determinacion de los lugares geométricos aparece como una técnica basica de estas
construcciones, al lado de las transformaciones del plano (Ancochea 2011, p.538).

Para ello, tomaremos en cuenta algunos autores que a continuacién mencionaremos, segun
Escobar (1992), en su libro Elementos de la Geometria define la circunferencia de la
siguiente manera, adicionando a ello otras definiciones importantes:

Definicion: Es el conjunto de puntos (o lugar geométrico de los puntos) del plano que
equidistan de un punto fijo en el mismo plano, al punto fijo se le llama el centro de la
circunferencia y a la distancia de cada punto al centro se le llama radio de la circunferencia.
Notacion: La circunferencia en el plano 7 y de centro en O € 7 y de radio r (ver figura 25),

se denota por C (O, r), en la notacion de conjuntos es:

CO,r) = {X er/OX =1, 0,X €n}

Figura 25. La Circunferencia en el plano
Fuente: Escobar (1992, p. 152)

De manera similar, Verastegui (2003) presenta la siguiente definicion de circunferencia.
Definicion.- Fijados 0 un punto en el plano = y r > 0 en R, el conjunto de los puntos P del
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plano = cuyas distancias al punto O es r se llama circunferencia de centro 0 y radio r, y
se denota por C (0,r) la figura 26, presentada a continuacion, representa a dicho conjunto.

Circunferencia
~

e .
> Exterior

Figura 26.La Circunferencia y sus secciones
Fuente: Verastegui (2003, p. 133)

Formalmente: C o={P/Pe myd (P,0)=r1} cm;y, de esto, para puntos P del planow, P €
C o © d(P,0)=r

De esta definicion, dados el centro 0, un punto P en n y r = OP, la circunferencia C (o) . De
esto para definir una circunferencia es suficiente tener el centro 0 y el radio r, se ubica un
punto P en @ con OP = r: o es suficiente tener el centro O y punto P por donde pasa Co,p,
siendo r = OP.

Como sucede con una recta ubicada en el plano, que divide al plano en dos regiones disjuntas,
la circunferencia tambien la cual nos divide al plano en dos regiones, una de ellas la llamamos

el interior y la otra el exterior de la circunferencia.

Definicidn: (Tangente). Si una recta en el plano de la circunferencia la intercepta en un Gnico
punto, entonces decimos que la recta es tangente a la circunferencia; al punto de contacto

entre la recta y la circunferencia se le llama punto de tangencia.
Teorema: Por tres puntos distintos, no colineales, pasa unay solo una circunferencia.

Demostracion: Existencia. Sean A, B, C tres puntos distintos y no colineales (ver figura 27);

sean my m’ las mediatrices de los segmentos AC y AB respectivamente.
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Figura 27. Existencia y unicidad de la circunferencia
Fuente: Escobar (1992,p. 156)
Existe un unico punto {O} = m N m'. Por las propiedades de la mediatriz se tiene que, como O
€ m entonces OA = OC y similarmente, como O € m’ entonces OA = OB, por lo tanto OA =
oB=0C
Luego, O es el centro de una circunferencia que pasa por los puntos A, B, C, llamémosla C
O, ).

Unicidad: Supongamos que por los puntos A, B, C pasa otra circunferencia C (O’, r'); como
O’A = O'B entonces por las propiedades de la mediatriz O' € m’ y como O’A = O'C entonces
O" € m, luego {O'} =m N m'y como {O} =m N m’ entonces O'= O y por tanto r' = r. De
esta manera hemos concluido que C (O, 1) =C

(0’ 1)

Construccion basica: por tres puntos dados, distintos y no colineales, trazar con regla y
compas, una circunferencia.

Para la construccion de la figura 27, seguiremos los siguientes pasos:

e Trazo mediatriz m” de AB

e Trazo mediatriz mde AC, lacual cortaam” en O.

e Con centro en Oy radio OA trazo una circunferencia, esta es la circunferencia pedida.

Justificacion: Como O pertenece a las mediatrices m’y m, entonces 04 = 0B = 0C
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3.2. LA CIRCUNFERENCIA DESDE EL CUADRO DE LA GEOMETRIA
ANALITICA

La geometria analitica surge de la necesidad de resolver problemas para los que no bastaba la
aplicacion aislada de las herramientas del algebra y de la geometria euclidiana, pero cuya
solucion se encontraba en el uso combinado de ambas. En este sentido, podemos entender a la
geometria analitica como la parte de las matemaéticas que relaciona y fusiona el &lgebra con la
geometria euclidiana para crear una nueva rama que estudia las figuras geometricas, referidas
a un sistema de coordenadas, por métodos algebraicos.

La geometria analitica se entiende como “la aplicacion del algebra simbolica al estudio de
problemas geométricos mediante la asociacion de curvas y ecuaciones indeterminadas en un
sistema de coordenadas" (Gonzalez 2007, p.207)

La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que equidistan de
otro llamado centro. La distancia del centro a un punto cualquiera de la circunferencia es el
radio. Se dan coordenadas, se ubica el punto medio de un segmento (dos puntos), se halla la
distancia entre dos puntos, se considera tambien la perpendicular de una recta y se busca la
ecuacion de la circunferencia

Para la definicion de nuestro objeto de estudio circunferencia desde la geometria analitica

tomaremos en cuenta el texto de Vera (2003):

Definicion.- Dado el punto C (h, k) y la distanciar > 0, la circunferencia de centro C y radio r
es el conjunto de puntos P(x, y) del plano que satisface la condicion distancia (P, C) =r,
condicion que se expresa a través de la ecuacion (x —h)?+ (y — k) 2 =r?
Dicha ecuacién esla ecuacion cartesiana de la circunferencia de centro el origen y radio r.
Desarrollando la ecuacién, vemos que las circunferencias estan formadas por los puntos cuyas
coordenadas satisfacen una ecuacion de la forma x> +y* + Ax + By + C = 0, donde A =
—2a, B=-2b,C=a’+b’-r
Las circunferencias pueden ser reconocidas inmediatamente de la ecuacion general de una
conica cuando los coeficientes de x? e y? son del mismo signo y el mismo valor y se
satisface una condicién para C de modo que se garantiza que no s etrata de un punto ni del
conjunto vacio.
Es decir, esa ecuacion podria corresponder a la representacion del vacio, si por ejemplo se
tiene lo siguiente:
x? +y? + 8 = 0 que equivale a decir x? + y2 = —8
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En la geometria analitica se trabaja con valores reales y se realizan calculos algebraicos que
complementan las representaciones en el plano, teniendo en cuenta algunas formulas que
simplifican los calculos como la formula de distancia entre puntos, punto medio, etc.
3.3. ALGUNOS EJEMPLOS DE PROBLEMAS SOBRE CIRCUNFERENCIAS
QUE PUEDEN DESARROLLARSE EN AMBOS CUADROS
En esta parte de nuestra investigacion presentaremos algunos problemas sobre circunferencia
que pueden abordarse desde la geométria sin coordenadas (sintética) y la geometria con
coodenadas (analitica). Esto permitira encontrar similitudes y diferencias.
Algunos de estos ejemplos seran considerados como parte de las actividades de la

experimentacion que se llevara cabo con estudiantes del quinto grado de secundaria.

Tabla 4. Ejemplos de problemas desarrollados en Geometria Sintética y Analitica

GEOMETRIA SINTETICA GEOMETRIA ANALITICA

Enunciado del problema 1: Dados 3 | Enunciado del problema 1: Determinar la
puntos construir la circunferencia que pasa
por ellos.

Paso 1: Grafica 3 puntos cualesquiera en
el plano identificandolos como | plano

ecuacion de la circunferencia que pasa por

tres puntos distintos, no colineales en el

corresponde. Supongamos que la circunferencia a

frchivo Edita Vista Opdones Herramientas Vertana Ayuds

describir pasa por los puntos (0,0), (3,1) y
(5,7).

Sustituimos para cada uno x e y en la

ecuacion general de la circunferencia:
x>+ y*+DX+Ex+F = 0
(0,0)=0%+0°+A.0+B.0+C=0
(3,1)=23%+1%+A.3+B.1+C=0

2,92 —
segmento. Haz lo mismo con los puntos B (5,7)=5+7"+A5+B.7+C=0
yC Debemos resolver el siguiente sistema de

Paso 2: Une los puntos A y B con un

ecuaciones para incognitas A, By C.
C=0

9+1+A.3+B.1+C=0

25+49+A 5+B.7+C=0

Primero sustituimos el valor de C en las
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O T demaés ecuaciones y resolvemos un sistema
*EA = : I de dos ecuaciones lineales
10+3A+B=0
74+5A+7B=0
S
/ ¢ Entonces sustituimos el valor de A obtenido
en la expresion

Paso 3: Ubica el punto medio del | B=—10-3A

segmento AB utilizando las herramientas | Y obtendremos que:

. . 43
del GeoGebra. Haz lo mismo para ubicar | B=——-
el punto medio BC | Asi pues ya conocemos cada uno de los

Archivo Ecita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

parametros que nos determinan la

_=tcs circunferencia, por lo tanto podemos escribir

la ecuacion:

1 4
X+ y+-x——=0
4 43

[ POR TRES PUNTOS NO COLINEALES PASA UNA CIRCUNFERENCIA CON OORDENADASg

c Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

& . .
Entrada:
. - - » Vista Algebraica b Vista Grafica
Paso 4: Traza la mediatriz de AB y BC | |. ce
9 oel(x-1.97F + (y-0.22=9.32 POR TRES PUNTQS NO COLINEALES PASA UNA CIRCUNFERENCIA
= Punto 4

g - X 9 A=(-1.06,0.58)
utilizando la herramienta marca la || 22852
@ D=(0.6,1.92)
H HP4 o o ~@ E=(1.22,0.92)
interseccion de la dos mediatrices. || 2200
@ c:-3.32x-2.68y=-714
Circuncentro s

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NS ENEcEEANE

" M e~ v d

|
232l |

Paso 5: Utilizando la herramienta centro y

punto dibuja una circunferencia con
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centro en la interseccion de las mediatrices

y que pase por el punto A.
#°F POR TRES PUNTOS NO COLINEALES PASA UNA CIRCUNFERENC].—A_

|| Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Tl

Enunciado del problema 2: Dada una | Enunciado del problema 2: Dada la
circunferencia y un punto exterior sobre | ecuacion de una circunferencia y las
ella, se pide construir las rectas tangentes a | coordenadas de un punto exterior sobre ella.

la circunferencia por dicho punto. | Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda a Ia CircunferenCia por dicho puntO.

TLHE

Paso 1: De la ecuacion de la circunferencia
y de la recta tenemos lo siguiente:
XC+yP = (1)
y=mx +b......(2)
Paso 2: Reemplazando (2) en (1) se tiene:
X2+ (mx + b)? = r?
X2 + m? x% + 2mbx + b? = r?
(1+ m?)x% + 2mbx + (b?=r?) = 0.....(3)
Paso 3: Resolviendo con la ecuacion

Hipotesis: O es el centro de la
circunferencia PB y PA son tangentes.

Tesis: 1) PB ~ PA cuadratica tenemos:

2) < BPO = <APO oo bt bf—dac
2
Demostracion: ¢
. ) _ —(2mb) + (2mb)? — 4(1 + m?)(b? —1?)
1. Hipdtesis: Los radios son | *= 201+ m?)

perpendiculares a las tangentes en su | paso 4: Para que la ecuacion anterior de un
punto de tangencia. solo valor para “x”, y por lo tanto un unico
OBLPBy OA 1 PA punto de tangencia, se debe cumplir:
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2. Por ser radios de la misma circunferecia (2mb)? — 4(1 + m?)(b*-r) =0
OA~ OB Am*b? — 4(b? — r* + m?b*—m?r?) = 0
3. Propiedad reflexiva OP ~ OP 4m?b? — 4b® —4r* +4 m*b* - Am*r’=0
4. De 1,2,3 cateto — hipotenusa —4b% + 4r° + 4m?b* = 0
APBO = APAO —4b? + 4r*(1+m?) =0
5. De 4 por ser lados correspondientes en 2+ (1+md)=0

triangulos congruentes PB = PA
b*-r* (1+m?) =0

6. De 4 por ser angulos correspondientes
Paso 5: Esta ultima ecuacion es la

en triangulos correspondientes < BPO =

condicion que toda recta de la forma y = mx
<APO

+ b debe cumplir para ser una recta tangente
a una circunferencia con centro en el origen.
Determinando “b’:

b’ -r*(1+m)=0

o

b2 = r2(1+m?)
b = r2 (1+m?
b = r (1+m?

Paso 6: Por diferencia de cuadrados

tenemos lo siguiente:

(b+r (@+m2)(b-r (1+m?)=0
b+r (1+m?)=06(b-r (1+m?)=0
b=-r (1+m?) 6b=+r (1+m?
Por lo tanto las ecuaciones de las rectas

tangentes a la circunferencia : x*+y”= r? son:

y=mx-r (1+m2); y=mx+r (1+m?

Los ejemplos presentados en la tabla 4 tienen sentido en ambos cuadros, sin embargo, se
pueden apreciar que los procedimientos de solucién son de naturaleza es distinta. Asi,
mientras que en el cuadro de la geometria analitica se desarrollan los problemas recurriendo a

nuevos procedimientos algebraicos y a las representaciones algebraicas adecuadas a punto
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medio, mediatriz, interseccion de rectas, ecuacion de rectas, ecuacion de la circunferencia,
sistema de ecuaciones y de pendiente, en la geometria sintética se requiere los conocimientos
basicos de geometria plana, definiciones, axiomas y postulados y se recurre a procedimientos
geométricos para los problemas en la tabla 6 se puede notar que, si bien los procedimientos
empleados en geometria sintética son mas breves, requieren de una mayor comprensiéon de
cada paso que se realiza.

Por nuestra parte podemos sugerir que seria muy interesante combinar los procedimientos
para poder crear desequilibrios en los estudiantes de manera que realicen la transferencia e
interpretacion en un cuadro y sea necesario reequilibrarlos con la ayuda de otro cuadro. De
esta manera podemos abordar un problema de geometria analitica donde sea necesario hacer
uso de la geometria sintética para su comprobacion, hechos que deberian dar mas sentido a lo
que los estudiantes realicen y confirmar su aprendizaje adecuadamente.

De otro lado, consideramos que el GeoGebra podria jugar un papel muy importante, pues
permitiria confirmar que las construcciones realizadas cumplen las condiciones dadas.

A través de la presente investigacion se explorara de qué manera se ven influenciados los
aprendizajes de los estudiantes cuando abordan los mismos problemas sobre circunferencias
en cuadros distitntos y cuando ademas se complementan los procedimeintos empleados en

ellos.

55

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ER}EEL'}?;?AD

DEL PERU

CAPITULO 4: DISENO DE ACTIVIDADES DESDE LOS CUADROS DE
LA GEOMETRIA SINTETICAY LA GEOMETRIA ANALITTICA

En esta parte de la tesis responderemos a la pregunta qué actividades sobre circunferencia
tienen sentido en los cuadros de la geometria sintética y de la geometria analitica y pueden

abordarse con estudiantes de quinto grado de educacion secundaria.

Para ello, debemos considerar los prerequisitos para el nuevo aprendizaje, por lo que se
considerard una sesion previa en la que se revisaran temas necesarios para abordar los

problemas sobre circunferencias.

4.1. DISENO DE LAS ACTIVIDADES Y USO DEL SOFWARE GEOGEBRA
Nuestras actividades seran disefiadas de acuerdo a nuestro objetivo de investigacion:
En la sesion 1 se tendrdn que recordar algunos saberes previos que deberian tener los
estudiantes los cuales implementaremos en esta primera sesion sobre los temas de: distancia
entre dos puntos en el plano cartesiano, ecuaciones de la recta: punto medio, pendiente,
ordenada en el origen y ecuaciones de la circunferencia. Estos temas seran pre requisitos para
el desarrollo de las actividades planteadas.
Por otro lado, los estudiantes deberan familiarizarse con el uso del software GeoGebra y en la
sesion 2 se presentard el programa GeoGebra, los procedimientos basicos que ofrece y se
incidira en las herramientas que ofrece para tratar a las circunferencias.
La sesion 3 es la sesién central de la experimentacion pues en ella los estudiantes
desarrollaran las actividades planteadas. Se enfentaran a 4 problemas que han sido disefiados.
Finalmente, en la Gltima sesion, se aplicaran las actividades sobre circunferencia disefiadas
con la intencion que los estudiantes establezcan conexiones entre los cuadros de la
geometria sintética y geometria analitica; algunas de ellas se abordaran con apoyo del
software GeGebra.
Analizaremos el efecto que tendra la aplicacion de actividades sobre circunferencias que
exijan establecer conexiones entre los cuadros de la geométria sintética y la geometria
analitica.
Tambien analizaremos el efecto de emplear el software GeoGebra como mediador en el
aprendizaje del objeto circunferencia en los estudiantes del quinto grado de educacion
secundaria.

En base a nuestra metodologia seleccionamos el caso y en torno a este, se cosntruyen cuatro 4
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problemas que serén desarrolladas por los estudiantes.

La primera actividad se desarrollara inicamente en el cuadro geométrico con ayuda del software
GeoGebra; la segunda actividad correspondera al problema equivalente al de la actividad 1 pero
sera planteada en el cuadro de geometria analitica. La tercera actividad se desarrollara también
en el cuadro de geometria analitica, pero empleando resultados y métodos geométricos, ademas
de los algebraicos. Finalmente la cuarta actividad permitira que los estudiantes refuercen los
procedimientos empleados en la actividad 3 pero ahora con apoyo del programa de geometria
dinamica.

Los problemas disefiadas para los estudiantes del 52 grado de secundaria fueron elaboradas en
base a la teoria de juego de cuadros en la que se establece que los estudiantes pueden realizar
un mejor aprendizaje si se les hace transitar por cuadros matematicos diferentes; asi mismo,
el docente debe tener la habilidad de provocar o presentar problemas donde su resolucién
debe tener en su desarrollo el juego de cuadros. De esta manera se espera que reconozcan la
ventaja al emplear algunos métodos geométricos en contextos de la geometria analitica ya que
de esa manera los procedimientos seguidos adquiririan mayor significado y relevancia en su
aprendizaje.

A continuacién se muestra los problemas que desarrollaran los estudiantes:

Problema 1: Dados 3 puntos no alineados A, By C en el plano, dibuja una circunferencia
que pase por ellos. Utilizando el software GeoGebra.

En este problema los estudiantes son confrontados al cuadro de la geometria sintética que les
permitira recordar cuales son los procedimientos propios de este cuadro como son la
construccién de: segmentos, punto medio de segmetos, rectas perpendiculares, mediatrices,
interseccion de mediatrices y el ortocentro respectivamente. En este problema se utiliza el
software GeoGebra y consta de 5 pasos a seguir para construir la circunferencia finalmente.
Problema 2: Hallar la ecuacién de la circunferencia que pase por los puntos A (2,3), B
(6,11) y C (12,5). Con coordenadas.

Este problema tiene por objetivo realizar una circunferencia partiendo desde 3 puntos
conocidos no colineales, este problema es equivalente al problema anterior, pero su
procedimiento es propio de la geometria analitica, utilizando lapiz y papel realizan sus
calculos correspondientes, el cual demandara un trabajo algebraico, la solucion se realiza
tomando encuenta 8 preguntas para la obtencion de la ecuacion de la circunferencia.
Problema 3: Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A (2,3), B

(6,11), C (12, 5). Con coordenadas
5/
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En este problema los estudiantes son confrontados al cuadro de la geometria analitica, el
problema es idéntico al anterior lo que varia es la secuencia de los pasos seguidos que seran de
acuerdo al problema 1, ahora los estudiantes son obligados a realizar el juego de cuadros entre
la geometria sintética y la geometria analitica, los procesos son equivalentes pero se sirven del
primer cuadro para llegar a la respuesta en otro cuadro, para esta resolucion debo tomar en
cuenta 7 preguntas de proceso, con los cuales deben llegar a establecer sus respuestas
correctas. Teniendo en cuenta que no todos llegaran a la respuesta final puesto que deberan
seguir una secuencia logica y habra algunos que no lleguen a culminar adecuadamente todo
el procedimiento.

Problema 4: Estimado estudiante, reproduce la secuencia de solucion que acabas de

hacer en el problema 3 pero esta vez usando el software GeoGebra.

Este problema esta previsto para confirmar si los estudiantes tuvieron algunos errores en el
problema anterior, los estudiantes son confrontados con el software GeoGebra y lo
desarrollado en el problema 3, con lo cual estarian confirmando los puntos tomados en el
problema 3 y corroborando la secuencia ldgica para la obtencion final de la circunferencia

(solucion ideal). Consta de 5 pasos a seguir.

4.2. RESPUESTAS ESPERADAS A LAS ACTIVIDADES DISENADAS

El primer problema se pretende que los estudiantes realicen todo el proceso con puntos sin
coordenadas es decir en la geometria sintética, rescatando en ellos los conocimientos basicos de
geometria como son construccion de: segmentos, punto medio, perpendicularidad, mediatriz y
ortocentro.

Luego se espera que establezcan correspondencias imperfectas al producirse algunos
desequilibros ya que su resolucién implica recordar algunos fundamentos béasicos de la
geometria, por ejemplo en la pregunta 2 de esta actividad recordar la unién de 2 puntos generan
un segmento, desde los puntos extremos de referencia se pueden determinar sus puntos medios,
el trazado de las mediatrices y la interseccion entre ellas con la cual estarian originado el
circuncentro.

Se espera una mejora en las correspondencias y un progreso de su conocimiento al trabajar con
el GeoGebra ya que con esta herramienta los estudiantes podran confirmar sus resultados. En
ese proceso, el programa les debe servir como un cuadro auxiliar, como factor de reequilibrio
que les permita comprender lo que estan realizando. En particular, al utilizar las herramientas

del programa y obtener la circunferencia que pasa por los tres puntos no colineales basandose en
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propiedades geomeétricas.

Al realizar el problema 2 los estudiantes tiene que recurrir necesariamente al plano cartesiano
donde pueden identificar las coordenadas de los tres puntos, aqui se poducira la transeferencia e
interpretacion haciendo todo ello con lapiz y papel (dibujando el eje de coordenadas) en el
cuadro geométrico. En la pregunta 2 de este problema se recuerdan la ecuacion de la
circunferencia en sus tres formas: candnica, ordinaria y general. Puesto que los estudiantes
tendran algunos conocimientos insuficientes (correspondencias imperfectas), para luego mejorar
sus conocimientos recurriendo con ello al cuadro algebraico donde los estudiantes experimentan
un reequilibrio en las preguntas 3, 4 y 5 donde se les pide que reemplacen las coordenadas
graficas anterioemente en la ecuacion ordinaria de la circunferencia. Aqui el estudiante también
tendra que tener el factor de reequilibrio puesto que recurrird al cuadro algebraico y realizar los
calculos respectivos en las preguntas 6 y 7 especificamente. Luego en la pregunta 8 llegara a
reestructurar sus conocimientos para poder determinar la solucion produciéndose a la mejora de
sus correspondencias con reequilibrios y el progreso de sus conocimientos.

En el problema 3 se empieza a tomar en cuenta el cuadro de Ifia geometria analitica con lo que
los estudiantes estarian realizando un correcto cuadro y verificando la tranferencia e
interpretacion de sus conocimientos en: ecuacion de una recta en las preguntas 1y 2; luego, los
estudiantes hallan las coordenadas del punto medio, la ecuacion de la mediatriz y la interseccion
de sus puntos medios.

Por otro lado, esperamos ocurran las correspondencias imperefectas (intentos fallidos o no)
creando desequilibrios en las convicciones de los estudiantes con lo que ellos saben. Esperamos
que alguno de ellos se apoye en cuadros auxiliares para poder desarrollar las preguntas 3, 4,5y
6 respectivamente.

Mejorando con ello sus conocimientos y determinar al final cual sera la ecuacion de la
circunferencia que pasa por los puntos A, By C.

En el dltimo problema lo que pretendemos es que los estudiantes comprueben sus resultados de
una manera grafica y con la ayuda del programa GeoGebra, 1o que les permitira a ellos realizar
una correcta transferecia e interpretacion de sus conocimientos y mediante ello provocarles
algunos desequilibrios que puedan encontrar de manera grafica e interactiva, verificando sus
respuestas correctas, en esta parte los estudiantes transitaran por cuadros axiliares que los
apoyaran en realizar una correcta interpretacion en el cuadro geométrico sintético y el cuadro
geomeétrico analitico.

Esperamos que los 4 problemas planteados produzcan interacciones entre cuadros y permitan el
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progreso de los conocimientos de los estudiantes, realizando correctamente las fases de nuestra
teoria de juego de cuadros: Transferencia e interpretacion, correspondencias imperfectas y con
ello el progreso de sus conocimientos. Mientras mas los estudiantes consigan realizar pasajes
entre cuadros diversos, mas garantizamos el éxito de sus aprendizajes.

Es importante en el area de matematica que su ensefianza proponga situaciones que favorezacan
cambios de cuadros en el estudiante y con ello deba conseguir leer los problemas en un
determinado cuadro interpretandolo, resolviéndolo y pensando en cuadros diferentes.

Debemos considerar que las actividades estan también girando en la metodologia utilizada que
viene a ser el estudio de casos y la secuencia de las mismas estan en base a las etapas de recojo
de informacién que realizamos al proponerlas a los estudiantes del quinto grado de secundaria
de la I.E.l. Santo Domingo Savio del distrito de San Ramon, provincia de Chanchamayo, region

Junin donde aplicamos nuestros instrumentos.

4.2.1. DESCRIPCION DEL CASO Y LO QUE SE ESPERA DE LOS ESTUDIANTE
En la siguiente seccion presentamos los problemas propuestos para los estudiantes del 5°
grado de educacion secundaria en los cuadros de la geometria sintética y la geometria
analitica. En el problema 1 se desarrollara en el cuadro de la geometria sintética (sin
coordenadas) mediado por el software GeoGebra, en el problema 2 y 3 se desarrolla en el
cuadro de la geometria analitica, finalmente en el problema 4 se presenta la verificacion del
problema 3 mediado por el software GeoGebra.
Problema 1: Dados 3 puntos no alineados A, B y C en el plano, dibuja una circunferencia
gue pase por ellos. Sin cordenadas
En esta actividad los estudiantes son confrontados a un problema formulado en el cuadro de la
geometria sintética. Utilizando el software GeoGebra llegaran a construir la circunferencia.

Tabla 5. Dados 3 puntos no alineados A, B y C obtener una circunferencia

PASOS A SEGUIR EN LA SOLUCION RESULTADOS ESPERADOS
Paso 1: Grafica 3 puntos cualesquiera en el | Conocimiento de las herramientas punto
plano identificandolos como corresponde. | medio, mediatriz, interseccién, centro y
Paso 2: Une los puntos A y B con un| punto en la gréafica final del GeoGebra.
segmento. Haz lo mismo con los puntos B | Se esta trabajando solo en un cuadro
y C. (geometrid sintética)

Paso 3: Ubica el punto medio del | Los estudiantes realizan correctamente
segmento AB utilizando las herramientas | la transferencia e interpretacion de
del GeoGebra. Haz lo mismo para ubicar | conocmientos.

el punto medio BC En esta parte, el estudiante genera una
Paso 4: Traza la mediatriz de AB y BC | fuente de equilibrio con lo que sabe,
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utilizando la herramienta X marca la
interseccion de la dos mediatrices.

¢Cémo se llama la interseccién de las
mediatrices de un triangulo
ABC?...ec e

¢Por qué se llama asi a la interseccion de
dichas

MEdIAtriCeS? ...ttt

Paso 5: Utilizando la herramienta centro y

punto @ dibuja una circunferencia con
centro en la interseccion de las mediatrices
y que pase por el punto A.

¢Esta circunferencia sera la solucion del
problema?

puesto que solo se esta trabajando en el
cuadro de la geometria sintética, es
decir, no es necesario llegar a las
correspondencias imperfectas, porque
solo tendra que recurrir a sus
conocimientos de base.

A hacer uso de las herramientas del
GeoGebra, creemos que los estudiantes
realizaran  la  reequilibracion  que
ayudard a la mejora de sus aprendizajes
y, por ende, al progreso de su
conocimientlo.

Los estudiantes estarian en un correcto
cuadro, determinando para ello sus
conocimientos previos y mejorando el
mismo con la ayuda de las herramientas
del software Geogebra.

Las interacciones entre cuadros
auxiliares como el GeoGebra permitiran
el progreso de los aprendizajes de los
estudiantes.

Problema 2: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por los puntos A (2,3), B

(6,11) y C (12,5) Con coordenadas

Esta actividad tiene por objetivo realizar una circunferencia partiendo desde 3 puntos conocidos

no colineales (ubicando sus coordenadas respectivas), utilizando la resolucion en el cuadro de la

geometria analitica y recordando los tipos de ecuacion de la circunferencia.

Tabla 6. Ecuacion de la circunferencia que pase por A (2,3), B (6,11) y C (12,5)

PASOS A SEGUIR EN LA SOLUCION

RESULTADOS ESPERADOS

Paso 1: Ubica los tres puntos en el plano
cartesiano.

Paso 2: Recuerda la forma que tiene la
ecuacién de una circunferencia

Paso 3: ;Qué faltaria hallar para que esa
ecuacion este bien definida?

Paso 4: (Es cierto que el punto A

satisface la ecuacion (x-h)2 + (y-k)2 =129

Los estudiantes ubican correctamente
los puntos en el eje de coordenadas y
siguen con los pasos establecidos,
produciendose la fase de transferencia e
interpretacion de conocimientos.

Los estudiantes trabajaran en el cuadro
de la geometria analitica (Transferencia
e interpretacion).

En los pasos 2 y 3 se recuerda la
ecuacion de la circunferencia desde el
cuadro algebraico, los estudiantes se
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Paso 5: (Como se reemplazarian las | encontraran trabajando en el cuadro de
la geometria analitica.

4, 5 6 y 7 se producen las
correspondencias imperfestas logrando
yC el desequilibrio en su conocimiento.
Paso 7: ¢Qué deberias hacer para hallar | Pero una vez que ellos reemplazan las
coordenadas de cada punto en la
ecuacion de la circunferencia con lo
Paso 8: ¢En esta solucion se han usado | cual se esta trabajando en el cuadro de
propiedades geométricas? la geometria analitica, generando
desequilibrios en los conocimientos de
los estudiantes para poder ubicarlos
adecuadamente.

Los estudiantes en esta actividad
estarian recurriendo a los cuadros
algebraicos y de la geometria analitica
con lo que mejorarian  las
correspondencias y el progreso de su
conocimiento. Este Gltimo permitira ser
un factor de reequilibrio para lograr
mejora de las correspondencias.
Mientras los estudiantes consigan
realizar pasajes entre cuadros, mas
garantizados de conseguir el éxito en
sus aprendizajes se tendra

coordenadas de A en la ecuacion?

Paso 6.- Procede de manera similar con B

los valores de h, k, r?

Problema 3: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A (2,3), B
(6,11), C (12,5)

Esta actividad tiene por objetivo realizar una circunferencia partiendo de tres puntos
conocidos, utilizando la geometria analitica y recordando la obtencion de punto medio,
pendiente, distancia entre dos puntos, ecuacion de una recta, ecuacion de la circunferencia y
sistema de ecuaciones.

Tabla 7. Ecuacion de la circunferencia que pase por los puntos A (2,3), B (6,11) y C (12,5) en el
cuadro de geometria analitica

PASOS A SEGUIR EN LA SOLUCION RESULTADOS ESPERADOS
Paso 1: Hallar la ecuacion de la recta quel En 1, 2 y 3 los estudiantes al hallar las

pasa por Ay B ecuaciones de la recta y las coordenadas
Paso 2: Hallar la ecuacion de la recta que| del punto medio estarian trabajando en

pasaporByC el cuadro de geometria analitica lo cual
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Paso 3: Hallar las coordenadas del punto
medio de AB. Hacer lo mismo para hallar
las coordenadas del punto medio de BC.
Paso 4: Hallar la ecuacion de la mediatriz
de AB y la ecuacion de la mediatriz de BC.
Paso 5: Encontrar las coordenadas del
punto de interseccion de ambas mediatrices
Paso 6: Hallar la distancia de A al punto
encontrado en el paso anterior

Paso 7: (Cual sera la ecuacién de la

seria la fases de transferencia e
interpretacion adecuada.

En 4, 5y 6 los estudiantes recordarian
temas nuevos con lo cual estarian
generando un desequilibrio en sus
conocimientos, lo que daria origen a las
correspondencias imperfectas.

En la pregunta 7 se pretende generar un
reequelibrio utilizando el sistema de

ecuaciones en el mismo cuadro de la

circunferencia que pasa por A, By C. geometria analitica.

Nos parece trascendental e importante
que la ensefianza proponga situaciones
que favorezcan cambios de cuadros y
reequilibrios actividades

con que

ayuden a resolver, pensar e interpretar

un problema.

Problema N° 4: Reproduce la secuencia de solucién que acabas de hacer en el problema
anterior pero esta vez usando el software GeoGebra

Esta actividad tiene por objetivo realizar la secuencia del problema 1 hecha con el software
GeoGebra, confirmando los puntos tomados en el problema 3 y verificando su secuencia
para la obtencion final de la ecuacion de la circunferencia (solucion ideal).

Tabla 8. Ecuacion de la circunferencia que pase por los puntos A (2,3), B (6,11) y C (12,5) usando el
software GeoGebra

PASOS A SEGUIR EN LA SOLUCION

Paso 1: Grafica 3 puntos cualesquiera en

RESULTADOS ESPERADOS
Los estudiantes deben tener

1.-

conocimientos del cuadro geométrico

el plano cartesiano identificandolos como
se muestra en la figura A (2,3) B (6,11),
C(12,5)

analitico.  Realizando la  correcta
transferencia e interpretacion puesto que
ello se ve mejorada con las herramientas

del GeoGebra donde se reflejan los
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Paso 2: Une los puntos A y B con una
recta. Haz lo mismo con los puntos BC

determinados anteriormente

Aethivo Edita Wista Opoionas Hemamientas Ventana Amssa
Al s s =lesn] 2
Y I o (25 o] s P
BBl

-

/

Paso 3: Ubica el punto medio del

segmento AB. Haz lo mismo para ubicar

el punto medio de BC.

Sa

Paso 4: Traza la mediatriz de AB y de

BC. Utilizando la herramienta A
interseccioén de las 2 mediatrices.

marca

Gl LiMclel =Bl conocimientos basicos en el cuadro

CInc- ) ] " .
geométrico analitico 'y geométrico
sintético.

2.- Al unir los puntos con rectas se
trabaja en el cuadro algebraico y
geométrico, puesto que se tuvo que hallar
ecuaciones y luego graficarlos, esto se
realizara mas facil con el software
GeoGebra mejorando los desequilibrios y
con la ayuda de estas herramientas
auxiliares se vuelven a reequilibrar para
lograr resolver el problema.

En 3 y 4.-La ubicacién de los puntos
medios y las mediatrices se realizara de
manera sencilla con las herramientas del
GeoGebra, sin dejar de lado la ubicacion
gréfica y sus ecuaciones respectivas.

5.- Al producirse los desequlibrios de los
estudiantes por algun aspecto que no
hayan entendido se estaria hablando de
las correspondencias imperfectas, las que
se ven reforzadas con el uso de un cuadro
auxiliar el software GeoGebra, volviendo
al reequilibro y por ende la mejora de las
coorespondencias, determinandose con
ello el progreso del conocimiento.

Las interpretaciones geomeétricas,
algebraicas y sus interacciones entre los
cuadros garantizan el éxito de la tarea.

Es muy importante que la ensefianza
proponga situaciones que favorezcan

estos cambios de cuadros para que el
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ES BB ERANE D0 estudiante pueda transitar, pensar,

A interpretar, resolver en uno y otro cuadro
\ problemas con lo cual garantiza el éxito
de las actividades propuestas para esta

ocasion.

Paso 5: Utilizando la herramienta centro

y punto © de una circunferencia con
centro en la interseccion de las
mediatrices y que pase por los puntos A,
ByC.

s T s Dwimees Heraren vertans e

Estas preguntas son parte de las actividad 4, con la cual se realiza una reflexion de andlisis en

los estudiantes y ellos deberian responder de la siguiente manera:

¢ Cuéntos problemas has resuelto realmente? ;Cuéles?

Respuesta esperada: Uno solo presentada en geometria sin coordenadas y geometria con
cordenadas o Uno solo con diferentes maneras de resolverlos.

¢Encuentras alguna relacion entre el procedimiento que empleaste en el problema 4 y el 2?
¢Por qué?

Respuesta esperada: Los calculos realizados en el problema 2 se pueden comprobar con el

problema 4.
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Porque los pasos se refieren a un mismo problema visto que se encuentran trabajando solo en
el cuadro algebraico.

¢Encuentras alguna relacion entre el procedimiento que empleaste en el problema 2 y el 3?
¢Por qué?

Respuesta esperada: Si en ambos se utilizan calculos algebraicos y se desarrollan
recordando temas de geometria analitica, el proceso es mas tedioso e implica recordar saberes
anteriores para su desarrollo. Porque ambos estan trabajando en el cuadro de la geometria
analitica.

¢Encuentras alguna relacion entre el procedimiento que empleaste en el problema 1 y
el 3? ¢Por qué?

Respuesta esperada: No porque en el problema 1 no se utilizan coordenadas y en el
problema 3 si es necesario las coordenadas y calculos para llegar a la respuesta final.

Con el programa GeoGebra se realizan los problemas 1 y 4 de manera practica como se
haria utilizando herramientas tradicionales como son la regla y el compéas, o con papel y
lapiz. De tal manera que el estudiante pueda verificar sus construcciones hechas e inclusive
poder visualizar moviendo los puntos de referencia.

Estas preguntas son para observar la diferencia entre objetos dependientes e independientes
entre ambos cuadros.

Los estudiantes del quinto grado trabajan la geometria analitica como una rama de la
geometria en la que las lineas rectas, las curvas y las figuras geométricas se representan

mediante expresiones algebraicas y numéricas usando un conjunto de ejes y coordenadas.
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CAPITULO5: IMPLEMENTACION DE LA INVESTIGACION Y
ANALISIS DE LAS RESPUESTAS

La experiencia se ha desarrollado con estudiantes del quinto grado de educacién secundaria
de la Institucion Educativa Integrada “Santo Domingo Savio” de la zona urbana de la ciudad
de San Ramon, perteneciente a la provincia de Chanchamayo. En la presente se indica la
descripcion del escenario a través de las personas con quienes se aplic la presente tesis, el
disefio de actividades y se describe brevemente los instrumentos de la investigacion, las

caracteristicas de su entorno y los instrumentos de recoleccion de datos.

5.1. DESCRIPCION DEL ESCENARIO Y LOS SUJETOS
La Institucidn elegida para nuestra investigacion fue la I.E.l. Santo Domingo Savio, es de
gestion estatal, se encuentra en zona urbana de El Milagro y se encuentra ubicada en el
distrito de San Ramon, perteneciente a la provincia de Chanchamayo, region Junin, Per0.
Esta institucion es integrada y trabaja con dos niveles de Primaria por las mafianas y
Secundaria por las tardes, con siete horas pedagdgicas de lunes a viernes, la hora pedagdgica
considerada es de 45 minutos. La institucion cuenta con dos aulas de innovacion pedagogica:
la primera con seis computadoras que no estan operativas y la segunda que cuenta con 20
equipos XO donadas por el gobierno regional de Junin. EIl trabajo se realizo en el primer
centro de computo, puesto que, cuenta con enchufes y es apropiado para el trabajo con
laptops, ya que a los estudiantes se les grabd el programa GeoGebra para poder desarrollar
nuestras actividades. Es bueno precisar que los estudiantes tuvieron sesiones de clases para
establecer los conocimientos previos de geometria analitica y otro para que puedan
familiarizarse con el software GeoGebra.
Caracteristicas generales de los estudiantes
La investigacion se aplicd a los estudiantes del quinto grado de educacién secundaria del
turno tarde, de la I.E.I. “Santo Domingo Savio”. Las edades de los estudiantes fluctian entre
quince y decisiete afios. No hay alumnos repitentes y la mayoria de ellos son estudiantes
matriculados en el plantel desde el primer grado de educacion secundaria e inclusive alguno
de ellos desde el nivel primario puesto que, la institucion es integrada.
Hay una Unica seccion de quinto de secundaria.

En la Tabla 4 presentamos las caracteristicas de los estudiantes de dicha clase.
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Tabla 9. Estudiantes por género del 5° grado de secundaria de la L.E.I. “SDS”

. Porcentaje Porcentaje
Mujeres ) Hombres Total
de mujeres de hombres
Participaron de la
. » 06 18,75 04 12,5 10
implementaciéon
No participaron de I3
) » 06 18,75 16 50 22
implementacion
Total 12 37.5 20 62,5 32

Los estudiantes no habian trabajado previamente con el tema circunferencia, ni el tema de
pendientes y punto medio desde la Geometria Analitica. De otro lado, los docentes del curso
manifiestan que no emplean el libro distribuido por el MINEDU con frecuencia y que en su
lugar, utilizan textos de otros autores. En cuanto al software GeoGebra manifiestan que no lo

conocen y por lo tanto no lo utilizan para su trabajo en el area de matematica.

Caracteristicas académicas de los estudiantes
Los estudiantes de quinto grado de Educacion Secundaria, sujetos de nuestra investigacion,
solo revisaron algunos temas de circunferencia como definicion y elementos en el segundo
grado de secundaria pero desde la perspectiva de la geometria sin coordenadas. De otro lado,
el tema de rectas y segmentos fue estudiado en tercero de secundaria, es decir, hace ya
bastante tiempo, lo que no pemritira enlazar los prerrequisitos del tema circunferencia que se
abordaran en quinto grado. Ahora, en quinto grado de E.S., los estudiantes han trabajado
trigonometria y van a iniciar con el tema de geometria analitica, pero no con el tema de
circunferencia.
Por lo expuesto, consideramos una sesion para desarrollar los pre-requisitos y una segunda
sesion de familiarizacion con el software GeoGebra.
Los estudiantes seleccionados para nuestra investigacion, fueron 04 de la zona urbana los
que asistieron los dias 11, 12 y 13 de agosto en la aplicacion de los instrumentos,
posteriormente para complementar se culminé el 24 de agosto con las actividades 1, 2, 3y
4.
Tenemos que precisar que los estudiantes trajeron sus laptops a las clases y en sus
computadoras se les uinstalé el programa Geogebra.
Por otro lado, se opt6 por un trabajo individual para algunas actividades y otras en parejas.
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Caracteristicas del docente investigador

El profesor investigador, que realizo la experiencia, es egresado de la Universidad Nacional
Federico Villareal y tiene la especialidad de Matematica y Fisica. Trabajo en la I.E.l.”Santo
Domingo Savio” desde el afio 2008 hasta el 2014 y en el afio 2015 fue nombrado Director de
la I.E.1. “Uchubamaba”. Posee estudios de postgrado en Administracién de la Educacién y lo
que es aln méas importante ganador de la beca “Presidente de la Republica” para realizar
sus estudios de posgrado en la mejor Universidad del pais Pontificia Universidad
Catolica del Pert en la mencion de Maestria en la Ensefianza de las Matematicas por la
cual presenta la presente tesis y su respectiva aplicacion.

Actividades que se implementaron

Las actividades han sido graduadas desde los conocimientos basicos de la geometria, esto a
su vez ha sido relacionado con nuestro objeto de estudio la circunferencia, al mismo tiempo
se pudo tener como herramienta de apoyo el software GeoGebra para realizar las
confirmaciones de las construcciones hechas por los estudiantes en el cuadro de la geometria
sintética y lageometria analitica.

Los estudiantes al culminar de resolver los cuatro problemas planteados realizan en la Gltima
parte las preguntas de reflexion de las actividades desarrolladas. Al finalizar todo ello se les
agradece por su participacion activa y su dedicacién demostrada.

Instrumentos que se utilizaron

Los instrumentos empleados para el recojo de la informacién fueron las hojas entregadas a
los estudiantes con las indicaciones escritas de los problemas planteados, las preguntas
realizadas al momento de realizar cada uno de los problemas, también las grabaciones hechas
durante la clase, asi como también las construcciones realizadas con el programa GeoGebra,

ya que nos permitieron verificar las construcciones realizadas por los estudiantes.

5.2. DESARROLLO DE LA EXPERIENCIA
En esta parte presentamos los resultados de la investigacion realizada, describiendo lo
ocurrido en cada problema planteado. Se desarrollaron tres sesiones de aprendizaje con los
estudiantes. En la primera se realiz6 una revision de los prerrequisitos que necesitaban para el
estudio de la circunferencia y en la sesion siguiente se familiarizaron con el programa
GeoGebra. En ese proceso, los estudiantes tuvieron que establecer relaciones entre sus

conocimientos previos y el uso del software GeoGebra.
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Tabla 10. Distribucidon del tiempo por actividad.

DISTRIBUCION DEL TIEMPO POR ACTIVIDAD
N° DE SESIONES DIAS HORAS
Sesion 1 Martes (11-08-15) (4pm - 5:30pm)
Sesion 2 Miercoles (12-08-15) (1:30pm — 3pm)
Sesion 3 Jueves (13-08-15) (2:15pm - 3:45pm)

5.3. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES
A continuacion, se presentan las respuestas de los estudiantes a los problemas 1, 2, 3y 4.
Acompafia a esta descripcion un cuadro en donde se presentan descriptores para cada

pregunta.

El caso: “Construir la circunferencia/ Obtener la ecuacion de la circunferencia teniendo

como datos tres puntos de paso no colineales”.

Problema 1: Dados 3 puntos no alineados A, B y C en el plano, dibuja una
circunferencia que pase por ellos. (Geometria sin coordenadas).

En esta actividad los estudiantes son confrontados a un problema formulado en el cuadro
geométrico. Utilizando el software GeoGebra llegan a determinar la circunferencia.

Analisis de las respuestas de los estudiantes al problema 1

Se tomaron en cuenta las respuestas de cuatro estudiantes de todos los que participaron en las
actividades. Ninguno mostr6é dificualtdes para seguir los pasos 1, 2 y 3 puesto que se
apoyaron en el sofware GeoGebra, y recordaron conceptos basicos de geometria sintética
como: punto, segmento, punto medio y mediatrices.

En el paso 4, los cuatro estudiantes pudieron trazar las mediatrices y con la ayuda de la
herramienta interseccion ubicaron el CIRCUNCENTRO definiéndola adecuadamente.
Sefialaron que dicho punto es el centro de la circunferencia y se obtiene como interseccion de
las mediatrices.

En el paso 5 al usar la herramienta centro y punto, construyeron la circunferencia que pasaba
por los tres puntos no colineales y cuyo centro era exactamente la interseccion de las

mediatrices trazadas.
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En la figura 28 se presenta la solucion 3|
del estudiante XXX, en donde se
observa que logr6 trasladar el
procedimeinto realizado con el programa N
GeoGebra a un procedimiento de X .C
construccién con lapiz y papel. et ‘

v =
L]

Figura 28. Resultado final de la construccion
Casi todos los estudiantes siguieron los pasos establecidos en la ficha de aplicacion, salvo uno

de ellos que no logro graficar la circunferencia adecuadamente como s emuestra en la figura
29.

Como podemos apreciar en la figura 29
uno de los estudiantes no logro realizar el \
correcto grafico del resultado final
utilizando lapiz y papel, pues no ubico el
centro de la circunferencia
adecuadmente.

El estudiante no tiene bien graficado las
medaitrices que deben formar angulos /
rectos a sus lados y por tanto su respuesta
no es la adecuada.

Figura 29. Resultado erréneo de la construccion

Ademas so6lo uno de ellos logré explicar adecuadamente el procedimiento seguido. Se aprecia
en la figura 30 la respuesta a la pregunta: ¢Esta circunferencia sera la solucién del problema?
El estudiante respondié. Si porque hemos obtenido la circunferencia con tres puntos
cualquiera trazando mediatrices. En esta parte el estudiante debi6 precisar que la interseccion
de las mediatrices da origen al circuncentro, que viene a ser el centro de la circunferencia que

pasa por tres puntos no colineales.
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(Esta circunferencia sera la solucion del problema?

O e ASRESSNELR . ..., <=, does .Q:J.ﬂ%.c?ﬁ ......
...C.‘:’.éz.\tﬁ.u.'.ﬁu‘fﬁ S “} &z éﬂa.“. P ¢ Ly MEO&.& 62

Figura 30. Respuesta final a la solucion del problema 1

Al resolver este problema los estudiantes trabajaron en el cuadro de la geometria sintética
(geometria sin coordenadas). De acuerdo al enfoque tedrico adoptado, los proceidmientos
realizados los ubican en la fase de transferencia e interpretacion, puesto que utilizaron sus

conocimientos geométricos y trabajaron solo en dicho cuadro.

Problema 2: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por los puntos A(2,3),
B(6,11) y C(12,5). (Geometria analitica).

Esta actividad tenia por objetivo que los estudiantes obtuvieron la ecuacion de una
circunferencia a partir de 3 puntos de paso conocidos y no colineales. Para ello debian recurrir

a una solucion en el cuadro algebraico y recordar la ecuacion de la circunferencia.

Analisis de las respuestas de los estudiantes al problema 2
En el paso 1 fueron tres estudiantes los que lograron ubicar exactamente los puntos A, By C
con sus respectivas coordenadas, identificando que en este problema se trabaja con datos

precisos.
Como podemos apreciar en la figura 31 hete RO R e a2
los estudiantes lograron realizar la i conh

ubicacion correcta en el plano cartesiano,
precisando los valores con los que
trabajaran, es decir no ubico el centro de la . %
circunferencia adecuadmente y por lo . ‘
tanto su respuesta no es la adecuada.

N oy

Figura 31. Ubicacion adecuada de las coordenadas

Debemos mecionar que uno de los estudiantes no ubic6é adecuadamente las coordenadas de
los puntos soliccitados.
Para el paso 2 fueron los cuatro estudiantes que solo mencionaron los tipos de ecuacion de la

circunferencia pero no lo representaron algebraicamente.
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2.-Recuerda la forma que tiene la ecuacién de una circunferencia

Tl o G

Figura 32. Tipo de ecuacion de la circunferencia

Para el paso 3 respondieron que se deberia reemplazar las coordenadas de los puntos en la
ecuacion ordinartia de la circunferencia.

Para el paso 4 los estudiantes respondieron que si; solo tendria que realizarse los calculos y
reemplazarlos adecuadamente. En esta parte se tendria que recurrir al cuadro algebraico para

llegar a la respuesta ideal.

4.-,Es cierto que el punto A satisface la ecuacion (x-h)? + (y—k)2 =2

Figura 33. Reemplazando el punto A en la ecuacion ordinaria

Paso 5 y 6 los estudiantes reemplazaron las coordenadas de A, B y C en la ecuacion ordinaria
de la circunferencia y pudieron optener la respuesta. Los estudiantes realizaron sus calculos
algebraicos en algunos casos no llegaron a concretar la respuesta ideal, pero aqui presentamos
e la figura 35 a una de las estudiantes que logro reemplazar las cordenadas de A en la
ecuacion de la circunferencia logrando obtener la ecuacion general de la circunferencia e

indico que los otros dos puntos se obtiene de la misma manera.
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., COmo se reemplazarian las coordenadas de A en la ecuacion?

Y e eme\ozon A o

Figura 34. Reemplazando el punto A, By C en la ecuacion ordinaria

Paso 7 los estudiantes respondieron que se reemplaza los valores correspondientes como en
las anteriores ecuaciones pero esta vez con h, k y r. En la figura 36 observamos que los
estudiantes reemplazaron los valores de las coordenadas de B y C, pero no lograron responder
a la pregunta adecuadamente, solo lograron hallar ecuaciones generales de la circunferencias
que pasan por puntos By C

Paso 8 los estudiantes respondieron que si se usaron propiedades geomeétricas. Pero no
tuvieron los suficientes argumentos para poder realizar adecuadamente sus calculos, podemos
afirmar que la gran mayoria de estudiantes tienen problemas al realizar claculos en el cuadro
de la geometria analitica porque implica recordar, conceptos basicos y realizar calculos

precisos y razonar adecuadmaente para llegar a la respuesta

8.- {En esta solucidn se han usado propiedades geométricas? -

W SONONISE L QIIINONIO o eREIONT s assinnene s

Figura 35. Propiedades geometricas utilizadas

De acuerdo a nuestra teoria los estudiantes estuvieron trabajando en un primer cuadro de la
geometria analitica y tuvieron que apoyarse con los calculos algebraico, pero tuvieron muchas
dificultades al tratar de llegar a las respuestas realizando calculos analiticos por ello
consideramos que los estudiantes tuvieron aqui desequilibrios al no recordar algunas de las

formulas de geometria para luego mediante un reequilibro y retroalimentacion de saberes
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previos poder solucionar el problema planteado lograndose establecer un juego de cuadros
por la necesidad de resolver el problema.

Problema 3: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A (2,3), B
(6,11), C (12, 5).

Esta actividad tiene por objetivo realizar una circunferencia partiendo de tres puntos
conocidos, utilizando la geometria analitica y recordando la obtencién de punto medio,
pendiente, distancia entre dos puntos, ecuacion de una recta, ecuacion de la circunferencia y
sistema de ecuaciones.

Analisis de las respuestas de los estudiantes al problema 3

La ubicacion de los tres puntos con sus respectivas coordenadas fue desarrollada sin
problemas.

Paso 1y 2 los estudiantes desarrollaron las ecuaciones que pasan por los puntos A y B sin
ningun inconveniente, solo se produjo desequilibrios al recordar las ecuaciones de la recta,
pendiente, ecuacion para hallar el punto medio, ecuacion para hallar las mediatrices y sistema

de ecuciones para hallar el punto de interseccién de las mediatrices.

Paso 1: Hallar la ecuacion de la recta que pasa por Ay B

-2+ b

Figura 36. Ecuaciones de las rectas que pasan por A,By C

Paso 3, 4, 5y 6 los estudiantes hallaron las coordenadas de los puntos pedidos, asi como las
ecuaciones de las mediatrices, las coordenadas del punto de interseccién de las mismas y las
distancias entre los puntos recurriendo a los conocimientos recordados en las sesiones previas.
Propiciandose un reequilibrio entre los conceptos adquiridos y los existentes al momento de

resolver los problemas para poder llegar a la solucion final
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Paso 3: Hallar las coordenadas del punto medio de AB.

Hacer lo mismo para hallar las coordenadas del punto medio de BC.

Figura 37. Coordenadas del punto medio y ecuaciones de mediatrices

Paso 5: Encontrar las coordenadas del punto de interseccion de ambas mediatrices

— L.}

Figura 38. Coordenadas de interseccion de las mediatrices y la distancia de A

Paso 7 los estudiantes pudieron hallar la ecuacion de la circunferencia que pasaba que pasa
por los puntos A, B y C. No todos llegar a culminar en indicar la ecuacion general de la

circunferencia. Presentamos a una de las estudiantes que si logro la ecuacion final.
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Figura 39. Ecuacion de la circunferencia que pasa por los 3 puntos no colineales

Los célculos fueron tediosos no lograndose uniformidad en los estudiantes puesto que cada
uno llega a seguir su secuencia de aprendizaje de acuerdo a su nivel de comprension. Los
estudiantes tienen problemas a realizar calculos tediosos seguidos de recordar formulas y
demas argumentos para resolver un problema. Nosotros como investigadores vemos la gran
necesidad que tienen ellos al para poder tener practica de transitar por cuadros diferentes y
poder dar sentrido a lo que realizan, esta vez se tuvo que recurrir a los cuadros de la geometria
analitica y sintética también al realizar los graficos, provocando un juego de cuadros en la
resolucion del problema que pudo servir a los estudiantes para realizar el reequilibrio
respectivo y conseguir la respuesta correcta, se requeria un poco mas de tiempo del previsto,

pero los estudiantes lograron resolverlos, emitiendo la ecuacién final de la circunferencia.

(x=73 Y+ (y-3)=2889

Problema N° 4: Reproduce la secuencia de solucion que acabas de hacer en el problema
anterior pero esta vez usando el software GeoGebra.

Esta actividad tiene por objetivo realizar la secuencia del problema 1 hecha con el software
GeoGebra, confirmando los puntos tomados en el problema 3 y verificando su secuencia para

la obtenciodn final de la circunferencia (solucién ideal).
Analisis de las respuestas de los estudiantes al problema 4

Tabla 11. Analisis de las respuestas de los estudiantes con el software GeoGebra.

Una vez que los estudiantes tuvieron que trabajar en la problema 1 sin cordenadas con
el cuadro de la geometria sintética (software GeoGebra) se verifico la facilidad con la
que ellos lo hicieron en un tiempo menor que los hechos en los problemas 2 y 3, la
mayoria no tuvo problemas al realizar la ubicacion de las coordenadas de los puntos
segun el paso 1y lo hicieron con el sofware GeoGebra para confirmar dichos puntos.
En esta parte los estudiantes tuvieron que realizar el trabajo con la ayuda de un cuadro

auxiliar que para la geometria es de gran ayuda, es decir el empleo del GeoGebra
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produciéndose también una reequilibracion en el conocimiento ya establecido.
Nuestra investigacion confirmo que al existir el juego de cuadros entre la geometria
analitica, las geometrias sintéticas y apoyadas por un cuadro auxiliar (Geogebra)
llegan a verificar mejor sus respuestas y confirmar otros posibles ejercicios solo con

trasladar los puntos establecidos en la figura inicial.

Archsvo Edita Wista Opdones Hemamienias Yentana ayuda
1 1. . “w = s =
5 LAl Bl S Ll e 22 E

==

B=gg 11)
-

El paso 2 donde tenian que unir los puntos A y B con la recta tampoco fue ningun
problema para ellos, puesto que conocian el manejo de programa y lo realizaron como

se muestra a continuacion.
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El paso 3 Ubicaron el punto medio adecuadamente y en forma rapida para ellos y lo
pudieron realizar en forma sencilla con el GeoGebra.

AT G EEE (DDEW HETETEEIE VRUED 4RI

7
DT ‘l -

'|-'| & O

El paso 4 luego de haber verificado en el cuadro de la geometria analitica también fue

sencillo con el GeoGebra y pudieron verificarlo con el problema 3 realizado
anteriormente.

TR G L CHONS] TR TETEL AREE

E, g e e el s e e

[T e

Paso 5 los estudiantes confirmaron las ecuaciones que se obtuvieron en la parte
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algebraico con lo que desarrollaron en el problema 3 y constataron la certeza de sus
operaciones realizadas en el cuadro de la geometria analitica, confirmando con el
programa GeoGebra los resultados y la ecuacion de la circunferencia objetivo final de

esta actividad.

uTea Edits Wit Dpciases HaTamenme wentana Ayais
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CONCLUSIONES

1. Se logro identificar una actividad sobre circunferencia que podia ser abordada desde la
geometria sintética y también desde la geometria analitica. En cada uno de dichos
cuadros, se tendria que hacer uso de procedimientos propios particulares; asi, mientras
que desde la geometria sin coordenadas prevalecerian las construcciones exactas, desde
la geometria analitica, la solucion del problema se basaria en resolver sistemas de
ecuaciones.

2. Se consiguié que los estudiantes relacionaran procedimientos propios de la geometria
sintética pero en el contexto de la geometria analitica; de esta manera, el trabajo
algebraico adquirié sentido para ellos ya que cada paso analitico provenia de una accién
geomeétrica.

3. El empleo del software GeoGebra permitié que los estudiantes pudieran comprobar los
resultados obtenidos en ambos cuadros, logrando que se centraran en las ideas
principales y no se perdieran con los calculos.

4. Se verificO que era necesario que los estudiantes poseyeran conocimientos basicos de
geometria para poder establecer relaciones entre los cuadros de la geometria sintética y
de la geometria analitica.

5. De otro lado, también se confirmaron las fases propuestas en la teoria de juego de
cuadros durante le proceso de cambio de cuadros. Asi, se produjeron desequilibrios al no
tener la seguridad de resolver un problema, y luego se recurri6 a la ayuda de otro cuadro,
produceindose un reequilibrio de lo aprendido; dicha accion que realizan produce una
conexion entre cuadros llamado también juego de cuadros que le ayudan a tener
seguridad en resolver problemas de geometria.

6. En relacion a los aprendizajes de los estudiantes al abordar problemas sobre
circunferencia desde la geometria sintética y también desde la geometria analitica, y el
uso del GeoGebra, se puede concluir que esto contribuyé a que los estudiantes
establecieran conexiones entre los cuadros de la geometria sintética y la geometria

analitica.
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RECOMENDACIONES FINALES

1. Creo que se puede seguir trabajando con la geometria dinamica y el objeto circunferencia
puesto que vemos que se pueden realizar mas actividades con el uso del GeoGebra y con
estudiantes del quinto grado de secundaria de la EBR. Esta tesis puede servir de
antecedente para futuras investigaciones en las que se considere trabajar con el objeto
circunferencia y el uso del software GeoGebra con aplicaciones en los cuadros de
geometria sintética sin coordenadas Yy la geometria analitica con coordenadas.

2. Podemos afirmar que los estudiantes se familiarizan adecuadamente con los temas
matematicos si se utiliza la tecnologia combinada con los céalculos analiticos, los
conceptos geomeétricos y las construcciones adecuadas, es decir ellos pueden transitar
adecuadamente por diversos cuadros para lograr desarrollar mejor problemas de
construccion de circunferencias y otros objetos matematicos, los estudiantes al resolver
ejercicios de geometria analitica y geometria sintética pueden hacer uso de un cuadro
auxiliar que para nuestro caso es el software GeGebra y lograr el juego de cuadros, para
estar seguros de sus respuestas, incentivando que el estudiante construya con el uso de la
tecnologia figuras geométricas diversas.

3. Los temas de geometria se podrian realizar adecuadamente utilizando diversos cuadros,
los cuales nos permitiran tener éxito en el aprendizaje con los estudiantes, puesto que con
esta experiencia se pudo verificar que los jovenes toman mayor interés si se trabaja con
tecnologia y se realizan cambios de cuadros para ello.

4. Sugiero que las siguientes investigaciones en geometria tomen en cuenta a la teoria
tomada para nuestra investigacion denominada Juego de cuadros de Regine Douady, con
la cual se pueden seguir produciendo mas investigaciones en diferentes cuadros de la
matematica, esto permitira tener éxito en los aprendizajes de los estudiantes.

5. En cuanto al uso del software GeoGebra lo podemos utilizar en nuestras sesiones de
clase, puesto que seria de gran ayuda para realizar las construcciones diversas de los
objetos matematicos y poder verificar si nuestros calculos nos permitieron llegar a la

respuesta ideal comprobada en su construccién y en su desarrollo algebraico.
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ANEXOS
LE.L “SANTO DOMINGO SAVIO” Docente: Julio Antonio Echevarria Anaya
Nombre del estudiante:............cooiiinii Fecha:...................

PROBLEMA N2 1

Estimado estudiante, tienes una hora pedagégica para realizar este trabajo de forma adecuada

y siguiendo las instrucciones correspondientes, esta actividad la trabajaras con el software

GeoGebra. Muchas gracias por tu participacion.

Problema 1: Dados 3 puntos no alineados A, By C en el plano, dibuja una circunferencia
que pase por ellos.

Paso 1: Grafica 3 puntos cualesquiera en el plano identificAndolos como corresponde.

Paso 3: Ubica el punto medio del segmento AB utilizando las herramientas del GeoGebra.

Haz lo mismo para ubicar el punto medio BC
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Paso 4: Traza la mediatriz de AB y BC utilizando la herramienta ‘ 2 marca la interseccion

de la dos mediatrices.

¢Coémo se llama la interseccion de las
mediatrices de un triangulo
ABC?...ii e

¢Por qué se llama asi a la interseccion de

o)

en la interseccion de las mediatrices y que pase por el punto A.

Paso 5: Utilizando la herramienta centro y punto dibuja una circunferencia con centro

¢ Esta circunferencia seréa la solucién del
Problema?........c.cccevveie i
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LE.L “SANTO DOMINGO SAVIO” Docente: Julio Antonio Echevarria Anaya

PROBLEMA N22

Estimado estudiante, tienes una hora pedagégica para realizar este trabajo de forma adecuada

y siguiendo la secuencia operativa que corresponde. Muchas gracias por tu participacion.

Problema 2: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por los puntos A (2,3), B
(6,11) y C (12,5) Con coordenadas.
Paso 1: Ubica los tres puntos en el plano cartesiano.

Paso 2: Recuerda la forma que tiene la ecuacion de una circunferencia
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LE.L “SANTO DOMINGO SAVIO” Docente: Julio Antonio Echevarria Anaya

PROBLEMA N23

Estimado estudiante, tienes una hora pedagégica para realizar este trabajo de forma adecuada
y siguiendo la secuencia operativa de la geometria analitica que corresponde. Muchas gracias

por tu participacion.

Problema 3: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A (2,3), B
(6,11), C (12, 5).

Archi Edia Wista Opdonas Hemmamiertas Ventans Ayuda

= o L

Paso 1: Hallar la ecuacion de la recta que pasa por Ay B
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Paso 3: Hallar las coordenadas del punto medio de AB. Hacer lo mismo para hallar las
coordenadas del punto medio de BC.
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LE.L “SANTO DOMINGO SAVIO” Docente: Julio Antonio Echevarria Anaya

PROBLEMA N°4

Estimado estudiante, reproduce la secuencia de solucion que acabas de hacer en el

problema anterior pero esta vez usando el software GeoGebra.

Paso 1: Grafica 3 puntos cualesquiera en el plano cartesiano identificandolos como se
muestra en la figura A (2,3) B (6,11), C (12,5)

Paso 2: Une los puntos A y B con una recta. Haz lo mismo con los puntos BC determinados

anteriormente

Archio Edia Wista Opcionas Hamamientas Vestana Apada

DY o s R e [ RN
i * aw |
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Paso 3: Ubica el punto medio del segmento AB. Haz lo mismo para ubicar el punto medio de
BC.

Paso 4: Traza la mediatriz de AB y de BC. Utilizando la herramienta  marca interseccion
de las 2 mediatrices.

[ T ————
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N e gy
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Paso 5: Utilizando la herramienta centro y punto g de una circunferencia con centro en
la interseccién de las mediatrices y que pase por los puntos A, By C.
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PREGUNTAS DE REFLEXION:

¢ Cuéntos problemas has resuelto realmente? ;Cuéles?

¢Encuentras alguna relacién entre el procedimiento que empleaste en el problema 4 y el 2?
¢Por qué?

¢Encuentras alguna relacion entre el procedimiento que empleaste en el problema 2 y el 3?
¢Por qué?

¢Encuentras alguna relacion entre el procedimiento que empleaste en el problema 1 y
el 3? ¢Por qué?
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