\‘\WNE&%

§rT - % PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU
ESCUELA DE POSGRADO

PUCP

ARTICULACION DE LAS APREHENSIONES EN LA CONSTRUCCION DEL CUBO
TRUNCADO CON CABRI 3D EN ESTUDIANTES DEL QUINTO DE SECUNDARIA

Tesis para optar el grado de Magister en Ensefianza de las Matematicas que

presenta

MARCO ANTONIO MOYA SILVESTRE

Dirigido por

JESUS VICTORIA FLORES SALAZAR

San Miguel, 2015

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




i PONTIFICIA
TESIS PUCP ER‘-}‘&EL'}?;'E““

DEL PERU

A mis abuelos Julia Soto y Herminio Silvestre por el carifio
y apoyo brindado en todo momento.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) EE%E;_'}E?AD

DEL PERU

AGRADECIMIENTO

Al Ministerio de Educacién y al Programa Nacional de Becas y Crédito Educativo -
PRONABEC por la oportunidad brindada para realizar esta maestria y de esa manera mejorar

nuestra practica docente.

A la Maestria en Educacion Matematica — MEM de la Pontificia Universidad Cato6lica del Per(
por realizar un trabajo serio y responsable, plasmado en un programa muy exigente, en aras de

un formacién rigurosa.

A mi asesora, Dra. Jesus Victoria Flores Salazar quien ademas de ser mi maestra de aula, fue
mi guia. Aquella persona incansable, de caracter firme y noble cuya dedicacién y sabios

consejos supieron guiar mis pasos e hicieron posible que este trabajo sea lo que es.

A los miembros del jurado, Dra. Talitay Dr. Fumikazu por las sugerencias brindadas para la

mejora y conclusién de la investigacion.

A la institucion educativa “Huanta” de la provincia de Huanta-Ayacucho, por ser el centro

donde se realiz6 la parte experimental con los estudiantes del quinto afio “A”

A las autoridades de la Unidad de Gestién Educativa Local de Huanta, quienes me
proporcionaron las facilidades, a pesar de la distancia, para realizar los trdmites propios de la

Beca Docente

A mis amigos de la Ugel Huanta Tulio, Denis y Hugo por su sincera amistad y el apoyo

incondicional que me aportaron.

A los profesores del posgrado de la PUCP por sus valiosas ensefianzas, por sus consejos, Su
dedicacion, su profesionalismo y su don de gente que los enaltece hasta alcanzar mi admiracion
y respeto.

A mis compafieros y amigos de la Maestria de la PUCP por el honor de haberlos conocido, por
los bellos momentos compartidos, por los trabajos realizados, por los momentos de ocio y

deporte disfrutados.
A la Dra. Talita por su generosidad, su tiempo y consejos para mejorar mi tesis.

A mis abuelos Leo y Dario por ese carifio de padres que siempre me brindaron.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§rT - % PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

A mi Papa Juver y Haydee por su apoyo incondicional en los buenos y malos momentos.
A mis tres hermanos del Callao y a Rolo por compartir gratos momentos con ellos.

A Fany, Pavel, Marin, Cirito, mi tio Ciro, Miguel, entre otros miembros de mi familia por ser

el soporte emocional que uno necesita y por los momentos alegres que compartimos.

A mi amigo Luis Maravi, por su ayuda en temas de interés académico referidos a nuestra
investigacion.

Y por ultimo, a una persona muy especial quien supo brindarme su ayuda y apoyo incondicional

con quien comparti penas y alegrias, y sobre todo quien me demostré que la verdadera amistad
y el amor pueden nacer y vivir juntos.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) EE%E;_'}E?AD

DEL PERU

RESUMEN

La presente investigacion tuvo por objetivo analizar las articulaciones del registro figural que
desarrollanestudiantes peruanos del quinto de secundaria (15— 17 afios ) al movilizar nociones
de geometria en la construccion del cubo truncado con el ambiente de geometria dinamica Cabri
3D; para ello planteamos la siguiente pregunta de investigacion: ¢como estudiantes del quinto
de secundaria articulan las aprehensiones del registro figural cuando movilizan nociones de
geometria en la construccion del cubo truncado con el Cabri 3D? En este estudio, tomamos
como referente tedrico la Teoria de Registros de Representacion Semiotica, centrandonos en el
registro figural y sus aprehensiones. En cuanto a la metodologia, optamos por aspectos de la
Ingenieria Didactica. En la parte experimental, propusimos una secuencia de dos actividades
encaminadas a la construccién del cubo truncado y ocho preguntas asociadas a ellas. La
intencion fue que los estudiantes durante el proceso de construccion y resolucion de las
preguntas, movilicen nociones de geometria, coordinen registros, desarrollen y articulen
aprehensiones del registro figural. En las diferentes construcciones, especialmente en la del
cubo truncado, los estudiantes desarrollaron y articularon las aprehensiones secuencial,
perceptiva y operatoria; mientras que en la resolucién de las preguntas, las aprehensiones
perceptiva, operatoria y discursiva. Finalmente, consideramos que las actividades permitieron
a los estudiantes articular las aprehensiones, mientras movilizaban nociones geométricas, y que
el Cabri 3D fue propicio para trabajar la construccion del cubo truncado por ser un ambiente de
geometria dindmica que cuenta con el arrastre y la manipulacion directa; funciones

indispensables para la construccion y analisis de este objeto matematico.

Palabras clave: cubo truncado, registro figural, aprehensiones, Cabri 3D.
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ABSTRACT

This work had the purpose analyze the interactions of figural register that carry out fifth students
secondary to mobilize geometric notions in construction the truncated cube with Cabri 3D and
then answer the following research question: how fifth school’s students articulate
apprehensions of figural register when mobilized notions of geometry in construction the
truncated cube with Cabri 3D? In this study, we took as theoretical reference the Theory of
Semiotics Representation Registers focusing on the figural register and apprehensions, and as
to the methodology we choose aspects of the Didactic Engineering. In the experimental part,
we proposed a sequence of two activities directed at construction the truncated cube and eight
questions associated with it. The intention was that students in the process of construction and
solving questions mobilize notions of plane and spatial geometry, and develop and articulate
apprehensions of figural register. So, in different construction, especially in the truncated cube,
the students developed and articulated the sequential, perceptual and operational apprehensions;
while that in the solving questions, articuled the perceptive, operative and discursive
apprehensions. Finally, we consider the development of activities allowed, students articulate
apprehensions while geometric notions mobilized; and that the Cabri 3D was appropriate to
work construction the truncated cube to be a dynamic geometry ambient that enables direct
manipulation drag and indispensable functions for the construction and analysis of this
mathematical object.

Keywords: truncated cube, figural register, apprehensions, Cabri 3D.
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CONSIDERACIONES INICIALES

En el Perd, los contenidos de geometria, tanto plana como especial, si bien es cierto figuran en
los documentos oficiales, como en el Disefio Curricular Nacional del 2009 (DCN) vy en los
Mapas de Progreso como estandares de aprendizaje, observamos que su ensefianza se ve
postergada para los ultimos meses de cada afio académico. Es asi, que esta realidad trae algunas
consecuencias como por ejemplo, que no se logren culminar todos los contenidos previstos en
los documentos oficiales mencionados, que los temas de geometria espacial sean estudiados
someramente Yy, en algunos casos, que los estudiantes no le encuentren sentido al estudio de

esta area de la matematica.

En ese sentido, debemos tener en cuenta que existen investigaciones, como las de Duval
(20044a), las que manifiestan que la actividad cognitiva que requiere la geometria es mas
exigente en relacion a otras areas de la matematica. Por su parte, Gisele, Verbanek & Goldoni
(2013) afirman que la geometria esta aun ausente en las aulas y que el problema radica en el
propio sistema educativo, asi como en la formacion que tienen los profesores. Por otro lado,
Suarez & Ramirez (2011) sefialan que lageometria es fundamental en la formacion de personas,
pero, en la préactica, siempre ha estado relegada a disposicion del profesor, posiblemente, por
falta de estrategias que garanticen su aprendizaje. También Torregrosa & Quesada (2007)
precisan que el resolver un problema de geometria desarrolla, en los estudiantes, capacidades
geométricas, las cuales son procesos cognitivos que se deben garantizar cuando se ensefia esta

area.

De la misma forma, algunas investigaciones destacan que la ensefianza de la geometria, y en
especial de la espacial, debe apoyarse también en un ambiente de geometria dindmica como el
Cabri 3D por ejemplo. Kosa & Karakus (2010) resaltan que el uso de ambientes de geometria
dinamica, en la ensefianza de la geometria, se encuentra actualmente en incremento. Sin
embargo, los autores sefialan que aun persisten ciertas dificultades de visualizacion por parte
de los estudiantes, sobre todo en figuras espaciales. También, aclaran los investigadores, que el
Cabri 3D permite al usuario la construccion y manipulacién de sélidos geométricos via interfaz
de dos dimensiones. Ademas, Gisele, Verbanek & Goldoni (2013) sustentan que el Cabri 3D
auxilia en la construccion de representaciones geométricas, como los s6lidos geométricos, y en

la exploracion de los conceptos que los sustentan o caracterizan.
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En ese sentido, por los argumentos mostrados, podemos sefialar que la ensefianza del sélido
arquimediano cubo truncado, mediado con el Cabri 3D, es posible de realizar con estudiantes

del nivel secundario y su ensefianza admite movilizar contenidos de geometria plana y espacial.

Ademas, el uso de este ambiente ayuda a desarrollar procesos cognitivos como el de la
visualizacion. Es asi que, como parte de las conclusiones en la investigacion desarrollada por
Gisele, Verbanek & Goldoni (2013) sobre sélidos arquimedianos, proponen incorporar estos
contenidos en la educacion bésica y destacan que el principal problema que su estudio podria

resolver es el de la visualizacién.

Por esa razon, en vista que la ensefianza de la geometria, y en especial de la geometria espacial,
no es abordada adecuadamente, es que nos intereso realizar el presente trabajo de investigacion
sobre el cubo truncado. Este estudio fue desarrollado con la intencion de utilizar el Cabri 3D,
como ambiente de geometria dinamica para realizar la construccion, y que los estudiantes
desarrolleny articulen aprehensiones dentro del registro figural de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica, mientras movilizan nociones de geometria plana y espacial. Por esa
razén, esperamos que el presente trabajo contribuya a lograr que la ensefianza de los s6lidos
arquimedianos se incluyan en los curriculos oficiales de la Educacidn Bésica en el Perd, claro

esta, mediado con el Cabri 3D.

En ese sentido, a continuacion presentamos la estructura de nuestro trabajo, el cual esta

organizado en cuatro capitulos cuyos contenidos precisamos de inmediato.

El primer capitulo contiene el problema de investigacion y los antecedentes relacionados con
el objeto matematico cubo truncado, con el ambiente de geometria dinamica Cabri 3D y con la
Teoria de Registros de Representacion Semidtica. También presentamos las herramientas del
Cabri 3D que se utilizardn en la construccion del cubo truncado. Luego, mostramos la

justificacion de nuestra investigacion; y por Gltimo, los objetivos y lapregunta de investigacion.

El segundo capitulo contiene el marco tedrico, con el que trabajamos nuestra investigacion, y

la metodologia que orienta todo nuestro trabajo.

El tercer capitulo se relaciona con nuestro objeto matematico cubo truncado. En este capitulo,
realizamos un estudio histérico de los solidos arquimedianos, y particularmente del cubo

truncado. Tomamos como referente aspectos de Almeida (2015).

El dltimo capitulo le corresponde a la parte experimental. En él, describimos el escenario y los

sujetos de investigacion; luego, describimos las secuencias de las dos actividades que

12
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desarrollamos en la parte experimental; después, realizamos el analisis a priori;y por ultimo, el
analisis a posteriori y la validacion.

Al finalizar todos los capitulos establecemos las consideraciones finales, referencias y anexos

de nuestra investigacion.

Debemos resaltar que la presente tesis de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas de la
PUCP, forma parte del proyecto internacional desarrollado entre los grupos de investigacion
DIMAT de la Pontificia Universidad Catélica del Per(, PUCP/PERU y PEA-MAT de la
Pontificia Universidad Catolica de S&o Paulo, PUC-SP/ BRASIL, titulado: “Processos de
Ensino e Aprendizagem de Matematica em Ambientes Tecnoldgicos PEA-MAT/DIMAT” 'y
aprobado por la Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de S&o Paulo (FAPESP) processo
2013/23228-7 y por P10272 (PUCP).
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CAPITULO I: EL PROBLEMA

En esta seccion, en primer lugar, presentamos los antecedentes y la justificacion del problema
gque motivo nuestra investigacion. En ella, exponemos tanto los articulos y las tesis que
sustentan nuestra investigacion; asi como las razones que justifican la misma, la cual estara

detallada dentro de nuestras justificaciones.

En segundo lugar, mostramos la seccién referida al problema de investigacion. Aqui,
mencionamos en que consiste nuestro problema de investigacion. Luego, planteamos nuestra

pregunta de investigacion para al final enunciar nuestros objetivos de investigacion.
1.1. Antecedentesy justificacion

En este apartado, encontramos los antecedentes de nuestra investigacion. En ella, mostramos
estudios que sustentan nuestro trabajo. Por otro lado, exponemos los argumentos que validanla

indagacion y ello estara detallado dentro de la justificacion.
1.1.1. Antecedentes

Aqui, presentamos investigaciones en el area de Educacion Mateméatica referidas a nuestro
objeto matematico cubo truncado. También, investigaciones sobre el marco tedrico en el que
nos basamos y; por Gltimo, algunas investigaciones que sustentan el uso del Cabri 3D para

desarrollar nuestra propuesta.
Antecedente relacionado con nuestro objeto matematico

Gisele, Verbanek & Goldoni (2013) realizan una investigacion con el objetivo de estudiar los
poliedros arquimedianos y proponer su estudio en la educacion basica. Los autores realizan este
trabajo con el software Poly (software simulador de poliedros) y materiales manipulables. Los
investigadores entienden que una de las dificultades que se presenta, en los estudiantes, en el
estudio de los poliedros arquimedianos estd referido a los procesos de visualizacion y

representacion de los mismos.

Precisan los estudiosos que los poliedros arquimedianos se caracterizan por ser semirregulares
y equiangulares; es decir, que la suma de dos angulos planos en cada vértice son iguales y
constituyen un angulo solido. También, que las caras aunque sean poligono regulares estos no
son iguales. Ademas, mencionan que los trece poliedros arquimedianos pueden ser construidos

a partir de los poliedros platénicos.
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De los trece poliedros arquimedianos manifiestan Gisele, Verbanek & Goldoni (2013) que once
de ellos son construidos a partir de truncaturas (cortes) en las aristas de los platonicos y los
otros dos restantes se construyen mediante un procedimiento denominado snubificacion. Este
procedimiento consiste en quitar todas las caras de un poliedro platénico, luego rotarlo 45° para
finalmente llenar los espacios vacios resultantes con triangulos. En ese sentido, hacen mencion
al cubo truncado como el arquimediano que pertenece al grupo de los once mencionados, el

cual se obtiene a partir del cubo.

Asimismo, los autores argumentan que una alternativa interesante para el estudio de estos
poliedros arquimedianos, en las aulas, son los softwares de geometria como por ejemplo el
Cabri 3D. Estos softwares también posibilitan la visualizacion de los objetos en el espacio,
ademas de trabajar con diversos contenidos geométricos y ayudan a los estudiantes cuando
realizan una tarea similar; es decir, permiten migrar de una actividad mecanica hacia una

actividad dinamica.

En la parte experimental, los autores trabajaron con estudiantes del dltimo ciclo de un curso de
licenciatura de matematica en Brasil. Dichos estudiantes no tenian ningin conocimiento sobre
poliedros arquimedianos, Yy las actividades planteadas incluyeron el uso del software Poly y de
material manipulable. Las actividades estuvieron centradas en los siguientes aspectos: construir
poliedros arquimedianos a partir de truncaturas, y discutir las caracteristicas y propiedades de

dichos poliedros.

Los investigadores, dentro de sus conclusiones, afirman que las actividades propuestas para los
estudiantes con el software Poly y con materiales manipulables fueron un acierto, ya que
posibilitd una adecuada exploracion de las caracteristicas y propiedades de los poliedros
arquimedianos. También manifestaron que las actividades guiaron la comprension de las
truncaturas realizadas para obtener los poliedros arquimedianos y las relaciones entre los
poliedros platonicos y los arquimedianos. Por ultimo, mencionan que este trabajo abre la
posibilidad de incluir una alternativa didactica para abordar los poliedros arquimedianos en la

educacion basica.

Esta investigacion nos parece pertinente, ya que muestra la importancia del estudio de los
solidos arquimedianos, a su vez que los investigadores detallan algunas caracteristicas del
proceso de construccion de los mismos. También mencionan que nuestro objeto matematico

cubo truncado se encuentra dentro de los once que se construyen a partir de truncaturas (cortes)
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en un platénico; es decir, en el cubo. Resaltan también la importancia de su inclusion en la

educacidn béasica regular que es un objetivo que compartimos en esta tesis.
Antecedentes relacionados con el marco tedrico

A continuacion, presentamos dos investigaciones que guardan relacion con la Teoria de
Registros de Representacion Semiotica y en especial con los elementos de esta teoria que
utilizaremos en nuestra investigacion tales como los tratamientos, conversiones y las

aprehensiones dentro del registro figural.

En primer lugar, presentamos a Toledo & Velho (2014) quienes realizan una investigacion con
estudiantes del primer afio de Ensino Medio, en Rio Grande do Sul en Brasil, con el objetivo
de analizar los tratamientos y conversiones que se dan dentro de los Registros de
Representacion Semiotica cuando los estudiantes resuelven problemas de modelacion

matematica.

Las investigadoras refieren que, segun la Teoria de Registros de Representacion Semiotica, los
objetos con que se trabaja en matematica son abstractos y no son accesibles; por ello, es que
para su apropiacion es necesario una forma de representacion. Es asi, que a través de estas
representaciones es que los conceptos matematicos seran apropiados por los estudiantes. De la
misma manera, afirman que para que el estudiante alcance entender un concepto es necesario
que coordine por lo menos en dos registros de representacion de un mismo objeto. Esta

coordinacion se manifiesta por la actividad cognitiva de conversion.

En la misma linea, las autoras sefialan que de acuerdo con la Teoria de Registros de
Representacidon Semidtica existen tres tipos de representaciones; las mentales que son conjunto
de creencias, concepciones, nociones que un estudiante puede tener sobre un objeto; las
representaciones computacionales o internas, que son no consientes y en donde el estudiante
ejecuta automaticamente una tarea; y por Ultimo, las representaciones semidticas, que son
externas y consientes, y que gracias a ellas el estudiante tiene acceso a los objetos matematicos.
También afirman que las representaciones semidticas son lengua natural, sistemas de escritura
(numérico, algebraico y simbolico), los graficos cartesianos y las figuras geométricas; ademas
para que un sistema semiotico sea un registro de representacion debe cumplir tres actividades
cognitivas: el primero, es el de formacidn de una representacion identificable; es decir, cuando
es posible reconocer en esta representacion aquello que representa dentro de un sistema de

signos establecido socialmente; el segundo, es el tratamiento que es una transformacion que se
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efectlia en el interior de un mismo sistema de registros; y la tercera, es la conversion que es la

transformacion de la representacion de un objeto en otra representacion de ese mismo objeto.

En este sentido, Toledo & Velho (2014) afiaden que para que exista aprendizaje en matematica
es necesario que el estudiante no solo pueda transitar entre diversos registros, sino que se

garantice la coordinacidn entre esos registros.

En la parte experimental, las autoras propusieron actividades relacionadas con la modelacion
matematica, funcion, variables dependientes e independientes; para ello, al grupo de trabajo se
le solicitd que trajeran recibos de luz, los cuales serian la fuente de recojo de informaciony del

desarrollo de las actividades.

Luego de realizar las actividades de modelacion matematica, las autoras, llegaron a la
conclusion que los estudiantes comprendieron el concepto de funcion y que demostraron

facilidad para realizar tratamientos y conversiones entre todos los registros trabajados.

Esta investigacion es importante, ya que en ella se realizd un estudio sobre los tratamientos y
conversiones que son elementos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica que se

tomaran en cuenta en nuestra investigacion.

En esta misma linea, presentamos a Torregrosa, Quesada & Penalva (2010) quienes desarrollan
una investigacion con estudiantes para profesores donde proponen actividades con las cuales
pretenden identificar los procesos de visualizacion cuando estos resuelven problemas de
geometria. Por otro lado, pretenden establecer las relaciones entre las aprehensiones discursiva
y operativa como vinculo entre los procesos de razonamiento y visualizacién en la resolucion

de problemas de geometria.

Los investigadores plantean como objetivos de esta investigacion caracterizar la coordinacion
entre los procesos de visualizacion y razonamiento, generado por los estudiantes, cuando
resuelven problemas de geometria y desarrollar explicaciones que permitan comprender las

acciones realizadas por los estudiantes en relacion con el analisis del razonamiento configural.

También sefialan que los estudiantes deben coordinar los distintos procesos (visualizacion y
razonamiento) y los distintos registros de representacion para ordenar y construir soluciones
cuando resuelven un problema de geometria. Ahora, esta coordinacion, que aluden los autores,
se da mediante las tres actividades relacionadas con la semiosis, las cuales son: identificacion,
tratamiento y conversion. Estas tres actividades, mencionan, son inherentes a la resolucion de

problemas geométricos.
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Torregrosa, Quesada & Penalva (2010) quienes toman como referente la Teoria de Registros
de Representacion Semiotica definen los procesos de visualizacidn considerando los tipos de
aprehensiones que son: perceptiva, discursivay operativa. Asi mismo, sefialan que el proceso
de visualizacion esta relacionado con los procesos de razonamiento, entendiendo a este proceso
como cualquier procedimiento que permite desprender nueva informacion a partir de
informaciones previas en un problema dado de geometria. Destacan también al razonamiento
de tipo configural como aquel que se caracteriza por la coordinacién entre las aprehensiones

discursiva y operativa cuando un estudiante resuelve un problema de geometria.

Los autores realizaron la parte experimental con 55 estudiantes para profesores quienes
resolvieron ocho problemas geométricos en un entorno de lapiz y papel. Dentro del analisis de
los resultados sefialan que se ha identificado tres tipos de desenlace en relacion con la
coordinacion entre las aprehensiones discursivay operativa. EIl primero, es el de truncamiento
y este sucede cuando la coordinacion entre las aprehensiones mencionadas brinda al estudiante
una “idea” para resolver deductivamente el problema; el segundo, es la conjetura sin
demostracion en donde el estudiante puede dar una respuesta al problema por medio de
conjeturas sindemostracion; para ello, utiliza el registro de lengua natural. Por altimo, el buclé,
el cual se concibe como un proceso en que el estudiante Ilega a bloguearse y ello no le permite
avanzar para llegar a la solucion; es decir, se produce un estancamiento del estudiante en la

resolucion del problema geométrico.

En las conclusiones, los investigadores sefialan que en los tres desenlaces (truncamiento,
conjetura sin demostracion y buclé), observaron que los estudiantes realizaron aprehensiones
discursivas y operativas; es asi que el proceso de resolucion de problemas geomeétricos es un
proceso fruto de que el estudiante realiza un tipo de aprehension, por ejemplo la operativa, la
cual provoca la realizacion de otro tipo de aprehension, discursiva, y que la misma secuencia

debe repetirse de manera coordinada.

Sin embargo, como mencionan los estudiosos, la coordinacion entre estas aprehensiones tiene
sus limitaciones. Por ejemplo en el truncamiento es posible seguir la coordinacion entre estas
dos aprehensiones, mientras tanto en la conjetura sin demostracion y en el bucle lacoordinacion
entre las aprehensiones operativa y discursiva no se aprecian con claridad por causas que se
mencionan a continuacion: aquellas que obstaculizan la realizacion de aprehensiones, lacual se
podria deber a una distraccidn del estudiante y su desvio de atencidn hacia subconfiguraciones

no relevantes en el momento de resolver el problema geométrico; otra causa podria estar en la
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ausencia de aprehensiones discursivas, y esta se puede deber al conocimiento deficiente del
estudiante en las relaciones légicas y el no poseer una congruencia semantica; y una Ultima
causa podria estar en la falta de coordinacién entre las aprehensiones. Por tanto, debido a estas
dificultades el proceso configural entendido como la coordinacion entre las aprehensiones

discursiva y operativa puede no desembocar en la solucion deseada.

Asi también, Torregrosa, Quesada & Penalva (2010), mencionan que la caracterizacion
obtenida del razonamiento configural a partir de la Teoria de Registros de Representacion
Semiotica aporta instrumentos para explicar los distintos desenlaces (que ya fueron descritos),

que se dan cuando los estudiantes enfrentan problemas de geometria.

Esta investigacion es relevante en nuestro trabajo, ya que los autores estudian y analizan la
articulacion de aprehensiones del registro figural; y ello tiene relacion directa con nuestros
objetivos de investigacion y en si, con el referencial tedrico que elegimos trabajar en esta

investigacion.
Ambientes de geometria dindmica y el Cabri 3D

Segun Gravina (2001), los ambientes de geometria dindmica ofrecen regla 'y compas virtuales,
lo que permite la construccion de objetos geométricos a partir de propiedades que lo definen.
También afirma que la base del conocimiento de estos ambientes es el interfaz de trabajo
disponible en ella tales como la manipulacion de objetos en la pantalla del computador.

Por otro lado, la investigadora precisa que los ambientes de geometria dindmica motivan el
espiritu de investigacion matematica. Su interfaz interactivo abierto a la exploracion vy
experimentacion, posibilita la experimentacion del pensamiento (hacer exploraciones, elaborar

conjeturas, probar hipotesis, producir demostraciones).

En lamisma linea, Salazar (2011) resalta que de acuerdo a investigaciones en el area, como las
de Laborde, Restrepo & Gravina, los ambientes de geometria dindmica pueden proporcionar
otra perspectiva para la ensefianza y aprendizaje de la geometria. Principalmente porque estos
ambientes influencian en la representacion de objetos planos y espaciales; asi como también
permite la exploracién (manipulacion directa) lo que reduce las dificultades de visualizacion,
en el sentido que permite al usuario ver la figura desde diferentes puntos de vista. Ademas, una
figura construida en un ambiente de geometria dinamica preservasus propiedades relacionadas

al objeto mateméatico que representa.
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En cuanto al Cabri 3D, Salazar (2011) manifiesta que este es un ambiente en donde se puede
manipular y construir figuras espaciales. Afiade también, que el Cabri 3D posee herramientas
gue ayudan a construir puntos, rectas, planos, prismas, cubos, etc. Estos objetos a su vez ayudan

a realizar construcciones dinamicas desde las mas elementales hasta las mas complejas.

De esta forma, podemos destacar la importancia de los ambientes de geometria dinamica para
realizar construcciones, en especial construcciones de figuras espaciales. En ese sentido,
nuestra investigacion se apoya en estas investigaciones para elegir al Cabri 3D como el indicado
para construir el objeto matematico cubo truncado, y aprovechar sus funciones del arrastre y
manipulacion directa en dicha construccion, las cuales serviran para realizar una investigacion

mas adecuada del s6lido mencionado.

Antecedentes relacionados con el objeto matematico y el ambiente de geometria dinamica
Cabri 3D

A continuacién, presentamos investigaciones muy importantes en nuestro trabajo relacionados
con los sélidos arquimedianos y el uso del ambiente de geometria dindmica Cabri 3D, que es el

ambiente con el que trabajaremos en nuestra investigacion.

En primer lugar, la investigacion de Almeida (2010) que es uno de los antecedentes mas
importantes en nuestra investigacién porque estudia los trece sélidos arquimedianos y, entre
ellos al cubo truncado que es el objeto matematico que deseamos investigar. Al mismo tiempo,
estudia la relacion con el Cabri 3D que también es el ambiente con el que desarrollaremos

nuestra investigacion.

El objetivo de la investigadora es el de rescatar el estudio de los sélidos arquimedianos por
medio de construcciones en el ambiente de geometria dindmica Cabri 3D. Para ello, utiliza
aspectos de la Transposicion Didactica desarrollado por Chevallard para articular el analisis
epistemoldgico y el andlisis didactico. También emplea la Teoria de Registros de
Representacién Semidtica, con la finalidad de identificar qué registros y articulados de qué
manera, permiten la construccién de los sélidos arquimedianos y ademas, en dicha articulacion
y coordinacidn de registros queé tipos de tratamientos y conversiones se realiza en el estudio de

los sélidos arquimedianos.

Para abordar el objeto de ensefianza, asumid la definicion de un poliedro como un sélido; en
cuanto al objeto matematico sélidos arquimedianos sefiala que tienen la misma definicion que
la de poliedros semi regulares; es decir, que los solidos arquimedianos estan formados por mas

de un poligono regular.
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En cuanto al ambiente de la geometria dinamica Cabri 3D, Almeida (2010) precisa que dicho
ambiente favorece la exploracion y adquisicion de conceptos geométricos, y que presenta
ventajas en relacion a construcciones con lapiz y papel. Asi también, afirma que el ambiente
del Cabri 3D permite construir, visualizar y manipular una figura tridimensional conservando

las propiedades de dicho objeto representado.

En cuanto a lametodologia, lainvestigadora sefiala que realizé un estudio bibliografico riguroso
de los solidos arquimedianos para conocer sus caracteristicas, propiedades y su proceso de
construccion, luego se utilizé el Cabri 3D para construir los trece sélidos arquimedianos.

En lo referente al cubo truncado, la autora refiere que este solido se obtiene a partir de las
truncaturas realizadas en el cubo a través de un tipo de truncamiento (tipo 2, que explicaremos
en el capitulo de nuestro objeto matematico) donde se determina la distancia adecuada desde el
vertice hasta el punto de corte, de tal manera que por cada cara del poliedro de partida (cubo),
resulte un poligono regular. También explica que una vez realizado los truncamientos, el cubo

truncado presenta 2 tipos de caras octdgonos Y triangulos regulares.

La investigadora concluye que el Cabri 3D se configur6 como un habitat, en el sentido de
Chevallard, para la construccion y estudio de los solidos arquimedianos, entre ellos del cubo
truncado, una vez que reconocié como objetos a todos los saberes que determinan su existencia.
También sustenta que es posible incluir el estudio de los s6lidos arquimedianos en la educacién

basica con apoyo de la tecnologia como es el Cabri 3D.

En la misma linea, tenemos la investigacion de Almeida & Silva (2012) quienes presentan en
este trabajo al Cabri 3D como un ambiente propicio para la construccion de los sélidos
arquimedianos. Las autoras inician su investigacion y mencionan que los sélidos arquimedianos
no estan presentes como objeto de ensefianza en la escuela basica de Brasil; sin embargo,
aparecen en materiales didacticos como apoyo para el profesor en la ensefianza de otros topicos
como las relaciones de Euler y la concavidad. También sefialan que muy pocos conocen de la
existencia del objeto matematico solidos arquimedianos, y aducen que las razones para tal
desconocimiento podria estar en la escasa informacion bibliogréfica al respecto y, en el hecho

que no se ensefia en la educacion bésica.

Asi, en esta investigacion, las investigadoras realizan un estudio de los so6lidos arquimedianos
por medio de sus construcciones en el ambiente de geometria dindmica Cabri 3D; y para ello,
recurriran primero a fuentes historicas para rescatar este conocimiento y poder ayudar a su
comprensién e intentar encontrar una posibilidad de ensefianza de este objeto en la escuela
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basicacon el auxilio del Cabri 3D. Respecto al Cabri 3D, Almeida & Silva (2012), afirman que
es un ambiente para el estudio de los sélidos arquimedianos en la medida que dicho ambiente
reconozca a este objeto, y a los demas saberes que determinan su existencia, como objetos de

ensefianza.

Todas las construcciones en el Cabri 3D fueron realizadas por medio de la operacion de
truncamiento efectuado a los poliedros platonicos. Particularmente en este trabajo, las autoras,
presentan a nuestro objeto mateméatico cubo truncado, del cual refieren que se obtiene
realizando cortes a una distancia adecuada de cada vértice, de tal manera que se forman en cada

cara un octogono regular y en el canto donde se realizo el corte se forma un triangulo regular.

Nos mencionan también, que para respetar la regularidad de las caras del cubo truncado, los
puntos de corte en las caras cuadradas deben ser encontrados mediante procedimientos

matematicos (los cuales se detallaran en el capitulo de nuestro objeto matematico).

Para la construccién del cubo truncado, las investigadoras pasan a detallar el proceso con el
Cabri 3D que se inicia con la construccion del cubo, luego con la herramienta “longitud”, luego
se pasa a medir la longitud de la arista para después con la “calculadora” ingresar la distancia
calculada para los cortes. Asi, detallan los pasos a seguir en el Cabri 3D hasta finalizar con las
truncaturas de los ocho cantos del cubo original y obtener el cubo truncado. Al culminar dicha
construccion, las autoras establecen una serie de relaciones entre el poliedro de partida el cubo
y el poliedro de llegada; es decir, el cubo truncado (dichas relaciones también se detallaran en
el capitulo de nuestro objeto matematico).

Las investigadoras culminan y precisan que son importantes dos aspectos que a continuacion
mencionamos: primero, identificar los saberes que se asocian en la construccion del cubo
truncado y segundo, verificar si el Cabri 3D reconoce a dicho objeto mateméatico. Y por contar
con ambos aspectos, afirman las autoras, es que el Cabri 3D contribuye para que los sélidos
arquimediano y, en especial el cubo truncado se trasforme en objeto de ensefianza. Es asi, que
el cubo truncado se tornd un objeto para el Cabri 3D en el momento que este ambiente lo
reconocio como tal y se relaciond con él, lo que llevaa confirmar que el Cabri 3D es adecuado

para el estudio del cubo truncado en la escuela bésica.

Igualmente, tenemos a Silva (2012) quien presenta una investigacién en donde propone cinco
situaciones para trabajar con profesores de ensefianza basica, con la finalidad de utilizar el
software Cabri 3D para que el estudiante pueda realizar construccion de sélidos por truncaturas
(cortes) y ademas, pueda determinar sus volimenes. En este sentido, la autora afirma que en la
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escuela bésica brasilera y sobre todo en la ensefianza media (14 — 17 afios) se privilegia el
estudio de volumenes a partir del principio de Cavalieriy de formulas, ademas de solo presentar
como objeto de estudio a los prismas, piramides y solidos de Platdn. Los otros tipos de solidos

no son tratados.

Silva (2012) afirma que el Cabri 3D permite, por ejemplo, la construccion de soélidos
arquimedianos, objeto cuya ensefianza en el Brasil fue olvidada desde el siglo pasado. También
menciona que este software es una herramienta que auxilia la ensefianza y aprendizaje de la

geometria.

En su investigacion, la autora, en la parte experimental, presenta cinco situaciones, las cuales
se precisan a continuacion: caracterizacion de poliedros, construccion de un octaedro y
cuboctaedro a partir del cubo, volumen del icosaedro regular, geometria de las transformaciones

y actividades de manipulacion.

Al finalizar la parte experimental, la autora concluye con la afirmacion que el Cabri 3D es un
ambiente favorable para el estudio de los solidos arquimedianos, los cuales no forman parte del
curriculo de geometria espacial. También menciona que las truncaturas realizadas con el Cabri
3D en estudiantes menores de 14 afios pueden ser utilizados para obtener sélidos mas simples;
y de esa manera, los estudiantes busquen la formula del volimenes a partir de la
descomposicion del solido inicial.

La investigadora también afirma que muchos de los contenidos de la educacion basica podrian
tener al Cabri 3D como herramienta para la construccion del aprendizaje con ayuda de sus

profesores previamente formados y con capacidad para crear situaciones para tales fines.

Por otro lado, presentamos a Silva & Salazar (2012) quienes presentan un trabajo con profesores
del nivel secundario, con el objetivo de explorar construcciones geométricas espaciales, con el

software de geometria dindmica Cari 3D.

Las investigadoras nos mencionan que a pesar que las investigaciones muestran lasventajas del
uso del software en la ensefianza de las matematicas, estos no estan del todo incorporados en la
practica docente dentro de las aulas. Asi mismo, destacan las bondades del Cabri 3D, como un
ambiente adecuado cuando se trabaja contenidos de geometria. Estas bondades del Cabri 3D se
centran en dos aspectos, los cuales son el arrastre, como caracteristicaimportante que posee, y

la manipulacidn de la representacion de objetos construidos.
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Silva & Salazar (2012) desarrollan su investigacion y proponen actividades con el objetivo de
desarrollar técnicas en los profesores de secundaria para poder construir sélidos arquimedianos
con el uso del Cabri 3D. También sefialan que los sélidos arquimedianos en algin momento
formaron parte del curriculo Brasilero; y ahora, se podria recuperar la posibilidad de su
ensefianza gracias al ambiente de geometria dinamica del Cabri 3D, el cual permite disminuir

las dificultades de la representacion de dichos objetos.

Las investigadoras realizan dos actividades; una de ellas centradas en la construccion de
diversos objetos matematicos, lo que contribuira a explorar los principales recursos del Cabri
3D; y la segunda actividad esta centrada en el calculo de volumen del sélido arquimediano

cuboctaedro.

Luego de desarrollar la parte experimental, las estudiosas arribaron a las conclusiones
siguientes: el uso del Cabri 3D contribuye a la visualizacion de todas las caras del solido a
diferencia de la construccion con lapizy papel, también que este ambiente posibilito identificar
las caracteristicas del sélido construido; y por Gltimo, que gracias al Cabri 3D se movilizaron
elementos de la geometria pero construidos en el espacio tales como: el punto, recta, plano y

solidos arquimedianos.

Ahora, exponemos lainvestigacion de Suarez & Ramirez (2011) quienes en su trabajo presentan
la implementacion de una estrategia de ensefianza de los sélidos platénicos y arquimedianos en
estudiantes del octavo grado (13-15 afios de edad) en Boyaca-Colombia. La investigacién esta
fundamentada en el enfoque de aprendizaje significativo y en el manejo de los sistemas de
representacion, vistos desde el enfoque ontosemiotico con el uso de materiales concretos y el

ambiente de geometria dinamica Cabri 3D.

Los investigadores mencionan la importancia que tiene la geometria en la formacion de las
personas; y por ello, su incorporacion en los programas curriculares de los paises. También
manifiestan que, en la practica, la geometria ha sido siempre relegada a la disposicion del

profesor, tal vez por el desconocimiento de estrategias efectivas que garanticen su aprendizaje.

Asi también, sefialan que el aprendizaje de la geometria ha estado enmarcada en enfoques
epistemologicos formalistas, en una metodologia para su ensefianza de tipo algoritmica con un
tipo de transmision unidireccional de los conocimientos y el empleo del método axiomatico
deductivo para estructurar conceptos claves como punto, recta, planos, semiplanos y figuras
geométricas en el plano y en el espacio. Este tipo de metodologia conlleva a la memorizacién
de propiedades por parte del estudiante y, a la aplicacién y formulacion de relaciones ya
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demostradas sin laapertura para que sean los estudiantes quienes descubran y construyan dichos

conocimientos.

Suarez & Ramirez (2011) presentan la investigacion de Salazar en el 2008, la cual aborda
aspectos del Cabri 3D y destaca que el uso de este software es importante en el aprendizaje de
las matematicas, pues conlleva ala comprension de conceptos geométricos. Ademas, que el uso
del Cabri 3D puede desarrollar actividades cognitivas como la visualizacion; y por ultimo, que
el Cabri 3D ofrece posibilidades ilimitadas que puede ser utilizadas sin mayor dificultad en la
educacidn secundaria como herramienta que contribuya al aprendizaje mediante la construccion

y la exploracion.

Por otro lado, los autores afiaden que el Cabri 3D es un programa de geometria dinamica
especial paradibujar y modelar poliedros, y si privamos a los estudiantes de laeducacion basica
y media en el uso de este programa, estariamos privandolos de vivir experiencias fascinantes y
novedosas en el campo de las representaciones de conceptos matematicos. Afiaden que disefiar,
crear, modelar y simular situaciones, en el Cabri 3D, constituye uno de los mayores potenciales
en la exploracion de las representaciones, en el campo de las matematicas, y que se puede
trabajar de manera natural las construcciones geométricas. Asi también, sefialan que el crear los
dibujos correspondientes a los poliedros brindan al estudiante un espacio mas apropiado para
el aprendizaje por descubrimiento, ya que las situaciones problematicas que el estudiante debe
afrontar en dichas construcciones le permiten desarrollar su pensamiento espacial sin enfatizar

el bagaje de conocimientos, teoremas y propiedades al estilo de la geometria clasica.

Los autores también refieren que las representaciones graficas juegan un papel muy importante
en el aprendizaje de la geometria, en su comprension y la construccidn de conceptos. Asi, estan
de acuerdo con Duval quien manifiesta que no puede haber comprensiéon en matematica si no
se distingue un objeto de su representacion. Un mismo objeto puede darse a través de
representaciones muy diferentes, y la confusién entre ellos provoca pérdida de aprendizaje.
También afirman que las representaciones semidticas son indispensables y necesarias para el
desarrollo de la actividad matematica misma, y que la posibilidad de efectuar transformaciones
en los objetos matematicos depende directamente del sistema de representacion semiotico

utilizado.

En la parte experimental, los autores, propusieron cinco actividades con los siguientes
objetivos: desarrollar interpretaciones que favorezcan la construccién de solidos y evidenciar

las dificultades que tienen los estudiantes cuando construyen sélidos platonicos vy
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arquimedianos. En las actividades propuestas, se incorpor6 el uso del Cabri 3D para la parte
final del proyecto. Este software facilito hacer énfasis en la visualizacion, modelacién y

exploracion de las propiedades de dichos sélidos.

Luego de la parte experimental de la investigacion, Suarez & Ramirez (2011) llegaron a las
siguientes conclusiones: en la construccion de los poliedros platonicos y arquimedianos con el
Cabri 3D, los estudiantes pudieron identificar sus caracteristicas, giraron y manipularon sus
construcciones lo que ayudd al proceso de visualizacién. Asi también, que los sistemas de
representacion semiotico de los sélidos platonicos y arquimedianos colaboraron en la
construccion del concepto de poliedro. Por Gltimo, comprendieron que las representaciones son

instancias que permiten conocer un concepto determinado, en este caso el de poliedros.

Los investigadores, como cierre, afirman que debido a la alta motivacion que muestran los
estudiantes al realizar las aplicaciones tecnologicas, es importante crear espacios para
implementar el empleo del software dindamico en las clases de geometria, ya que ello
transformard significativamente los resultados de la educacion geométrica.

Las investigaciones mostradas son importantes, ya que sustentan y validan nuestra decision
sobre la eleccion del Cabri 3D como ambiente adecuado para la construccion del objeto
matematico cubo truncado a partir de cortes realizados en el cubo. Sus bondades como las del
arrastre y manipulacion directa, entre otras, permitirdn a los estudiantes observar sus
construcciones desde distintas posiciones y asi desarrollar procesos cognitivos como el de la

visualizacion.

Por consiguiente, en este estudio trabajaremos la construccion del cubo truncado con el Cabri
3D, lo cual nos lleva a precisar las herramienta que utilizaremos para lograr dicha construccion.
En ese sentido, presentamos aquellas que consideramos esenciales para realizar nuestra

investigacion en la parte experimental.
Principales herramientas del Cabri 3D
e Ambiente del Cabri 3D

Al abrir el Cabri 3D debemos observar cuatro campos: la barra de titulos, la barra de

herramientas, la zona de trabajo, el eje de coordenadas y el plano base.
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Figura 1.Ambiente del Cabri 3D

En la barra de herramientas desplegamos la ventana “despliegue” y elegimos la escala de

trabajo con la que desea trabajar. A mayor escala se observa la “zona de trabajo” mas extensa.

b 10+ Pscumenior’]
entana ayute ,ﬂ oy Devummete Ve e

ZONA DE TRABAJO

Z0NA DE TRADAID

Figura 2. Zona de trabajo a escala 1

e Manipulacion del plano base: para efectos de ver una figura desde varias posiciones del
observador, podemos manipular el plano base. Nos debemos ubicar en cualquier lugar de la
zona de trabajo y mantener presionado el boton derecho del mouse hasta que el puntero se
convierta en una “mano” y luego podremos manipular libremente el plano base.

e Puntos en el plano y en el espacio: para crear puntos en el plano, debemos hacer clic con el
boton izquierdo en la herramienta “punto” vy llevar el puntero a cualquier parte de la “zona de
trabajo” y clicar ahi con el boton izquierdo. También, podemos asignar una letra a dicho punto

una vez creado este.

Para crear puntos fuera del plano base, procedemos a hacer clic con el boton izquierdo en la
herramienta “punto” y llevar el puntero a cualquier parte de la “zona de trabajo”. Una vez ahi,
mantenemos presionado la tecla “SHIFT” y hacemos un clic con el boton izquierdo en

cualquier parte de la “zona de trabajo”; de esa forma creamos un punto en el espacio.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




* ol PONTIFICIA
TESIS PUCP EE%E;_'}E?AD

DEL PERU

1 Catnt 10 Dopmeraer] a PRRE I E—

Gl . 7{_}J_f,,f;_f--—»~\

_/ . ==

Figura 3. Puntos en el plano base y fuera de él

e Manipulacion de objetos representados: para efectos de manipular la representacion de un
objeto construido, debemos clicar en la herramienta “manipulacion” (primer icono de la barra
de herramientas), luego ubicamos el puntero del mouse en el objeto que se desea manipular y
presionamos el botdn izquierdo del mouse. Luego, mantenemos presionado el botdn izquierdo,
hasta que el puntero se convierta en una “mano”, y de ahi podemos manipular libremente el

objeto.

m o

Figura 4. Manipulacién del punto

e Rectas y segmentos que pasan por dos puntos: para crear rectas y/o segmentos, debemos
ubicar en primer lugar dos puntos y luego clicar con el botdn izquierdo en la herramienta
“recta” 0 “segmento”, y marcar sobre los puntos creados para generar la recta o el segmento.
e Planos mediante tres puntos: para generar planos mediante tres puntos, construimos tres
puntos (en el plano, en el espacio 0 en ambos), luego hacemos un clic en la herramienta “plano”

y marcamos en los tres puntos previamente construidos.

ot 0 Dewummi

o

Figura 5. Rectas y segmentos en el plano base
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Figura 6. Plano secante al plano base

¢ Punto medio de un segmento y punto medio entre dos puntos: para ubicar el punto medio de
un segmento, en labarra de herramientas del Cabri 3D, debemos hacer clic en la opcion “punto
medio”. Luego, desplazamos el cursor hasta el segmento dado y hacer clic sobre él. Por otro
lado, para ubicar el punto medio entre dos puntos teniendo los dos puntos ya creados, hay que
clicar en la herramienta “punto medio”; luego arrastramos el puntero hasta el primer punto y
se hace un clic; a continuacion se hace un clicen el segundo punto y automaticamente aparecera
el punto medio del segmento.

ey

Figura 7. Punto medio de un segmento
e Puntos y curvas de interseccion: cuando dos figuras se intersecan siempre van a tener en
comin o un punto o una figura distinta a un punto. Si deseamos identificar lo que genera la
interseccion de dos figuras, recurrimos a las herramientas “punto de interseccion” o “curvas
de interseccién” de la barra de herramientas. Clicamos en alguna de estas opciones, luego
arrastramos el puntero del mouse hasta el primer objeto y clicamos sobre él. Finalmente,
hacemos un clic en el segundo objeto e inmediatamente se creara la figura producto de la

interseccion de estos dos objetos.
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Figura 8. Puntos de interseccion

e Triangulo por tres puntos: para crear un tridngulo por medio de tres puntos debemos clicar
en la herramientas “triangulo”, luego con el boton izquierdo del mouse clicamos en los tres
puntos (si es que previamente hemos creado tres puntos) por donde se crearael triangulo. Si no
hemos creado inicialmente los tres puntos, podemos hacer clic directamente en el plano o fuera
de él y los puntos se generaran automaticamente a la par con el tridngulo que se ira creando por
dichos puntos.

e Distancia entre dos puntos: para determinar la distancia entre dos puntos cualesquiera,
debemos clicar en la herramienta “distancia”, luego clicamos en los dos puntos entre quienes
queremos medir la distancia.

e Longitud de un segmento: para determinar la longitud de un segmento dado, hacemos un clic
en la herramienta “longitud” y luego otro clic en el segmento del cual deseamos apreciar su
longitud.

« Area de una region: para apreciar el area de una region, hacemos clic en la herramienta
“area”, luego llevamos el cursor hasta ubicarla sobre la region de la que queremos determinar
su area y clicamos ahi.

e Ocultar objetos: por cuestiones de comodidad es conveniente muchas veces ocultar algunos
objetos (que es diferente a eliminarlos). Para ello, debemos ubicar el puntero en el objeto que
se desea ocultar y hacer un clic con el boton derecho del mouse. Luego, elegimos la opcién
“ocultar/mostrar” y clicamos ahi. Si pretendemos recuperar los objetos ocultados, debemos
hacer un clic con el boton derecho en cualquier parte fuera del plano base y elegir la opcién

“recuperar objetos ocultados”.
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Figura 9. Ocultar objetos

e Circunferencia definida en un plano por su centro y un punto de paso: para construir una
circunferencia ubicamos el puntero del mouse en el tercer icono (contado de izquierda a
derecha) de la barra de herramientas y hacemos un clic en la opcion “circunferencia”. Luego,
llevamos el puntero del mouse al plano donde deseamos crear la circunferencia (puede ser el
plano base u otro plano distinto) y damos un clicen él. A continuacion, definimos un punto que
sera el centro (el punto puede ya existir o lo puede crear); y finalmente, expandimos la
circunferencia hasta otro punto de paso que ya exista en ese plano o defina uno dando un clic

con el boton izquierdo del mouse.

Figura 10. Circunferencia definida en un plano

e Construccion de un cubo definido en un plano con centro y un punto: para construir un
cubo desplegamos el pendltimo icono de la barra de herramientas (contado de izquierda a
derecha) y hacemos clic en la herramienta “cubo”; luego hacemos un clic en el plano donde
deseamos construirla. A continuacion, un clic para generar un punto que serd el centro y otro
clic para el punto que definira el cubo. Si consideramos conveniente podemos asignarle letras
a los vértices del cubo simplemente clicando en dicho vértice y digitando la letra de nuestra
eleccidn. Si no fuera el caso, hacemos un clic en la herramienta “punto” y clicamos en el vértice

para luego nombrarlo.
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Figura 11. Construccion de un cubo
e Recortar el cubo: en general para recortar cualquier poliedro el proceso es el mismo. En el

caso particular del cubo diremos que una vez construido el cubo, definimos tres puntos (uno en
cada arista, las cuales concurren en un vértice) y luego construimos un plano con dichos puntos.
En seguida, desplegamos el antepenaltimo icono de la barra de herramientas y elegimos la
herramienta “recorte de poliedro”. Por ultimo, hacemos un clic en el plano construido y luego
en la parte del cubo que deseamos recortar.

Figura 12. Recorte de poliedro 1

Figura 13.Recorte de poliedro 2
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1.1.2. Justificacion

La presente investigacion surgio de la preocupacion al observar en nuestra préctica docente,
como profesor de matematica, que los contenidos de geometria, y en particular los de geometria
espacial, son relegados para el final del afio escolar. También el hecho de observar que en la
ensefianza de solidos geométricos solo se utilizan formulas sin enfatizar su proceso de

construccion y analisis de los mismos.

Ademés, observamos que el estudio de los solidos arquimedianos en general, y el del cubo
truncado en particular, no son considerados explicitamente como contenido en la educacién
basica regular (EBR). Creemos que las razones pueden ser, entre otras, el escaso conocimiento
que tiene los profesores respecto a este objeto mateméatico, el desconocimiento de alguna
herramienta de geometria dindmica que permita construir la representacion de este objeto
matematico, la falta de una propuesta didactica para su ensefianza, o el no estar explicitamente

mencionado en el Disefio Curricular Nacional (DCN 2009).

Sin embargo, de manera algo contradictoria constatamos que en los textos del Ministerio de
Educacion de cuarto grado de secundaria (13 -16 afios), existen orientaciones metodologicas
para el docente donde abordan el estudio de los sélidos arquimedianos; asi como fasciculos de

geometria del Ministerio de Educacién que presentan el estudio del mismo objeto.

Consideramos que es pertinente entonces estudiar el cubo truncado a partir de su construccion
(cortes realizados al cubo) en el ambiente de geometria dinamica Cabri 3D, ya que construir la
representacion de este objeto matematico direccionard que los estudiantes movilicen diversas
nociones geometricas como tetraedro, pirdmide, poligonos regulares e irregulares, teorema de
Pitagoras, proporcionalidad, circunferencia, entre otros. Es asi, que creemos gue los estudiantes
desarrollaréncapacidades como la matematizar, visualizar, aprehender y otras, las cuales ponen
en préctica en el momento de la construccion y del analisis del cubo truncado.

De la misma manera, consideramos relevante el estudio del cubo truncado en el ambiente de
geometria dindmica Cabri 3D, ya que como lo sefala el Disefio Curricular Nacional (DCN,
2009) “se relaciona con el analisis de las propiedades, atributos y relaciones entre objetos de
dos y tres dimensiones; asi como la visualizacion de objetos tridimensionales desde distintas
perspectivas” (p.138). Ademas, el estudio del cubo truncado y el proceso intuitivo para
encontrar su volumen esta relacionado con la competencia de resolucion de problemas, la que
establece: “Resuelve problemas que involucran el calculo de volumenes de poliedros: prisma,
cilindro, cubo y piramide” (DCN, 2009, p.332).
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También el uso de ambiente del Cabri 3D, para construir el cubo truncado, va de la mano con
lo sefnalado en los Mapas de Progreso del Aprendizaje (2013), que en el nivel “destacado” en
geometria, describe: “Construye y representa formas bidimensionales y tridimensionales
compuestas aplicando relaciones entre propiedades de las formas y generaliza los procesos

seguidos para su construccion” (p.9).

Ademas, nuestra investigacion no es ajena a los requerimientos de evaluaciones internacionales,
como el Programme for International Student Asseessment (PISA), en las que los estudiantes
peruanos entre 15 y 17 afios de edad participan cada tres afios, ya que el estudio del cubo
truncado por medio del ambiente del Cabri 3D permite: “Comprender modelos, propiedades,
posiciones, orientaciones y representaciones de los objetos. Codificar y decodificar la
informacion visual y la interaccion dindmica con formas reales asi como emplear la
visualizacion espacial y la medicion” (Informe Nacional en el Pert del Programa Internacional

para la Evaluacion de Estudiantes PISA, 2012, p.15).

Esta afirmacion se refuerza con lo sefialado en Los Principios y Estandares para la Educacion

Matematica (2003) de la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), que afirma:

En los programas que han adoptado las recomendaciones de los Principios y Estandares,
los alumnos de los niveles medios habran explorado y descubierto relaciones entre
figuras geométricas, usando frecuentemente programas de geometria dinamica
basdndose en las caracteristicas de los poligonos y poliedros. (p.313).

En la investigacion, el estudio del cubo truncado y su incorporacién en el Curriculo Nacional
Peruano tiene como antecedente principal lo sefialado por Almeida (2010),

[...] Por tanto, tomamos como eje, presentar una posibilidad para la ensefianza y
aprendizaje de los solidos arquimedianos y su inclusion en la Educacion Bésica por
medio del ambiente de Geometria Dindmica Cabri 3D combinada con la historia como
fuente generadora de aprendizaje. (p.177). (traduccidn nuestra)

Por las razones expuestas, consideramos importante el estudio del s6lido arquimediano cubo
truncado por medio del Cabri 3D, el cual permite realizar construcciones de este tipo mediante

truncaturas (cortes que se realizan a nuestro objeto matematico).

En base a nuestras justificaciones, planteamos nuestro problema de investigacion.
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1.2. Problema de investigacion

En esta parte, planteamos el problemas que motivo nuestra investigacion, luego la consolidamos
a través de la pregunta de investigacion. Por Gltimo, planteamos nuestro objetivo general y los

especificos que guiaran el derrotero de nuestro trabajo.
Planteamiento del problema de investigacion

El objeto matematico cubo truncado no es materia de estudio en la educacion basicaregular del
nivel secundario en el Per(; no por disposicion del profesor de aula, sino porque no es
considerado en los documentos oficiales del Ministerio de Educacién como el Disefio
Curricular Nacional DCN (2009) vigentes hoy en dia. Ello, a pesar que su estudio tiene mucha
importancia para el estudiante en el sentido que permite movilizar diversos contenidos como:
teorema de Pitagoras, circunferencia, tetraedro, cubo, piramide, poligonos regulares e

irregulares, entre otros.

Asi, mostramos en nuestros antecedentes la importancia de este contenido, sobre todo porque

permite consolidar conocimientos de geometria plana y espacial los cuales ya mencionamos.

Por otro lado, los estudios plasmados en los antecedentes sustentan que el Cabri 3D contribuye
a realizar este tipo de investigacion mediante construcciones y ello permite al estudiante
movilizar también otros procesos cognitivos como la conceptualizacion y visualizacion
asociadas a las aprehensiones dentro del registro figural. Por ello, nos interesa realizar el estudio

del cubo truncado a partir de su representacion por medio del Cabri 3D.
De laformulacion de nuestro problema, planteamos entonces nuestra pregunta de investigacion:
1.2.1.Pregunta de investigacion

¢Como estudiantes de quinto grado de educacién secundaria articulan las aprehensiones del
registro figural cuando movilizan nociones de geometria en la construccion del cubo truncado
con el Cabri 3D?

1.2.2.ODbjetivos
Objetivo general

Analizar la articulacion de las aprehensiones del registro figural en estudiantes de quinto grado
de educacion secundaria cuando movilizan nociones de geometria en la construccion del cubo

truncado con el Cabri 3D.
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Del objetivo general planteado, formulados los siguientes objetivos especificos:
Objetivos especificos

e Identificar las aprehensiones perceptiva, secuencial y operatoria del registro figural cuando
realizan construcciones con el Cabri 3D y movilizan nociones de geometria.

e Identificar las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva del registro figural, en los
estudiantes, cuando movilizan nociones de geometria en la construccion del cubo truncado
con el Cabri 3D.
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CAPITULO Il: MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este apartado, puntualizaremos los aspectos alusivos tanto a nuestro enfoque de
investigacion, a nuestro marco teorico y a nuestra metodologia. Es decir, la investigacion con
el enfoque cualitativo, que es el que utilizaremos en nuestro trabajo, aspectos de la Teoria de
Registros de Representacién Semidtica y aspectos de la Ingenieria Didactica como metodologia

de investigacion.

En primer lugar, pasamos a sustentar nuestro enfoque de investigacion, el cual se enmarca

dentro del tipo cualitativo.
2.1. Investigacion cualitativa

Segun Hernandez, R., Fernandez, C. & Baptista, M. (2010), la investigacion con el enfoque
cualitativo es aquella que se basa en una logica y, proceso inductivo en el momento de realizar
el estudio de un fenébmeno. También manifiesta el autor que en este enfoque los métodos de
recoleccionde datos no son estandarizados ni predeterminados. En otras palabras, no se efectia

una medicion numérica (como en el enfoque cuantitativo). El analisis no es estadistico.

En este tipo de investigacion, se describen situaciones, eventos, interacciones y conductas
observadas de los individuos sujetos de la investigacion. Estas observaciones se realizan en sus
ambientes naturales y cotidianos (enfoque naturalista) con la intencion de evaluar el desarrollo

natural de los sucesos sin pretender manipular la realidad.

Por otro lado, Martinez (2006) expresa que el enfoque de investigacion cualitativo es aquel que
pretende estudiar el todo integrado, de algo que constituye una unidad de analisis, y que hace
que ese algo sea como es (una persona, una entidad social, un producto, etc.). En ese sentido,
el escritor agrega gue la investigacion cualitativa trata de identificar la naturaleza profunda de
las realidadesy su estructura dindmica aquella que da razén completa de su comportamiento y

manifestaciones.

Por su parte, Taylor & Bogdan (1994), con respecto a la investigacion cualitativa, precisan que
ella es inductiva en donde los investigadores desarrollan conceptos y comprensiones que parte
de los datos y no asi en el simple recojo de datos para evaluar modelos o teorias pre

determinadas. En otras palabras, el disefio de investigacion cualitativo es flexible.

En este tipo de investigacion, agregan, el investigador observa el escenario y a las personas
desde una perspectiva holistica. Es decir, que los individuos y los escenarios no son reducidos
a variables, sino considerados como un todo.
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Otra caracteristicade la investigacion cualitativa, precisan Taylor & Bogdan (1994), es que esta
subraya la validez de la investigacion mas que la confiabilidad y la reproductibilidad de la
misma, sin que ello signifique la falta de preocupacion por la precisiénde los datos obtenidos.
Es asi, que se afirma que es una investigacion sistematica conducida por procedimientos

rigurosos aungque no necesariamente estandarizados.

La investigacion cualitativa es un arte. Los métodos cualitativos no han sido tan
refinados y estandarizados como en otros enfoques investigativos. [...] Se siguen
lineamientos orientadores pero no reglas. Los métodos sirven al investigador, nunca es
el investigador esclavo de un procedimiento o técnica. (Taylor & Bogdan, 1994, p.23).

Luego, Bogdan & Biklen (1994) refieren que la investigacion cientifica implica un escrutinio
empirico y sistematico basado en datos. En ese sentido, la investigacion cualitativa llena estos

requisitos, ya que ella es sisteméatica y rigurosa.

De igual modo, manifiestan que el enfoque cualitativo tiene como objetivos construir conceptos
heuristicos; realizar la descripcion de un fendmeno estudiado; comprender mejor el
comportamiento y las experiencias humanas; y también intentar comprender el proceso por el
cual las personas construyen significados y describen en qué consisten estos mismos
significados. Los investigadores cualitativos, agregan los estudiosos, recurren a la observacion
empirica, porque de esa manera se puede intentar entender con mas claridad y profundidad la

condicion humana.

A continuacién, detallan las caracteristicas que, segin los investigadores, posee una

investigacion cualitativa en educacion:

En primer lugar, la fuente directa de los datos es el ambiente natural y el investigador se
constituye en el instrumento principal. Es asi, entonces, que el investigador no puede divorciar
un hecho, una palabra o un gesto de su contexto, porque ello significaria perder de vista el

significado.

En segundo lugar, una investigacion cualitativa es descriptiva;es decir, que los datos recogidos
no son nmeros sino palabras e/o imagenes; que ademas pueden incluir transcripciones, notas

de campo, fotografias, videos, registros oficiales, etc.

En tercer lugar, declaran los estudiosos, que la investigacion cualitativa se interesa por los
procesos mas que por los resultados o productos. Fortalecen su argumento Yy afiaden que el

énfasis en el proceso dentro de esta investigacion en educacion ha sido muy util, ya que el
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investigador cualitativo debe concentrarse en observar como los estudiantes logran hacer “esto”

o “aquello” en una actividad (comportamientos, actitudes, intereses, etc.).

En cuarto lugar, en la investigacidn cualitativa se analizan los datos de forma inductiva. Dicho
de otro modo, en este enfoque no se recogen los datos con el objetivo de confirmar o rechazar
una hipotesis dada previamente, sino que a medida que los datos se agrupan se realizan las
abstracciones. Bogdan & Biklen (1994), respecto a este tipo de investigacion, afirman que
“...una teoria desarrollada de este modo, procede de “abajo hacia arriba” (en vez de “arriba
hacia abajo”), con base en muchas piezas individuales de informacion recogida que son inter -

relacionadas” (traduccion nuestra. p. 50).

Ellos relatan que el analisis de los datos es como una especie de embudo, ya que las cuestiones
se encuentran abiertasen un inicio, y cada vez se van tornando mas cerradas y especificas en la

parte final.

Por ultimo, en una investigacion cualitativa, declaran los autores, el significado es de
importancia vital. En otras palabras, los investigadores cualitativos estan interesados en el modo

como las personas o sujetos de estudio dan sentido a sus vidas.

En la misma linea de pensamiento, Borba & Araujo (2004) respecto a la investigacion
cualitativa en educacion matematica, establecen su acuerdo con Bogdan & Biklen respecto a
las caracteristicas que presenta ella. Luego, aclaran que la metodologia que envuelve este tipo
de investigacion, en educacién matematica, debe ser coherente con la vision de la educacion
que se tiene y, con el conocimiento que este posee. Dicho de otro modo, lo que el investigador
conciba como matematica y educacion matematica y como este conocimiento es producido
(transmitido o descubierto) es fundamental y ejerce ademas una enorme influencia en los
resultados del trabajo de investigacion. Con ello, se rebate la idea aquella que la investigacion
consiste en hacer una lista de procedimientos destinados a recolectar datos, que luego serén
analizados por medio de un marco tedrico establecido anticipadamente para responder a una

pregunta dada previamente.

En razon a lo escrito en los parrafos precedentes, afirmamos que nuestro estudio esta enmarcado
dentro del enfoque cualitativo, ya que es una investigacion en educacion matematica y, ademas,
nuestro trabajo guarda relacion con lo declarado por los autores respecto a este tipo de

investigacion.
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Es asi, que nuestra tesis presenta las siguientes caracteristicas que la vincula con este enfoque
investigativo: es un trabajo cuyo proceso es inductivo, ya que pretendemos explorar y descubrir
qué sucede cuando realicemos el estudio del cubo truncado con estudiantes de secundaria;
ademas, nuestra recoleccidnde datos no es estandarizada ni tampoco nuestro analisis pretende
ser de tipo estadistico, sino mas bien de tipo descriptivo; por otro lado, la parte experimental se
va a desarrollar en los ambientes naturales de los estudiantes tal como son, sin tratar de

modificar algin aspecto de él.

Debemos afadir que aqui se procura desarrollar una interpretacion de las acciones de los
estudiantes al realizar la parte experimental y, a su vez, entender el porqué de las acciones en
cada actividad sefialada. Nuestro estudio no parte de una hipétesis previa ni de una teoria
establecida anticipadamente, sino que, en concordancia con nuestro objetivo de investigacion,
se adecuaron la teoria y la metodologia pertinentes. Por estas razones, enmarcamos nuestro

trabajo en el enfoque cualitativo de la investigacion.

Ahora pasamos a exponer los aspectos que consideramos pertinentes de la Teoria de Registros

de representacion Semidtica para realizar nuestro estudio en la construccion del cubo truncado.

2.2. Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica

En esta seccion, presentamos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
con los que trabajaremos nuestra investigacion. Los aspectos que presentamos de la teoria de
Duval estdn encaminados principalmente a conocer las aprehensiones dentro del registro

figural.

Duval (2004a) afirma que el aprendizaje de las matematicas permite el analisis de actividades
cognitivas como la conceptualizacién, razonamiento, resolucién de problemas y comprension
de textos. Estas actividades a su vez requieren la utilizacion de variados sistemas de
representacion, tales como: sistemas de escritura de los nimeros, notaciones simbdlicas,
escrituras algebraicas y logicas, figuras geométricas, graficos cartesianos, redes, diagramas,
esquemas, etc.

Los aspectos tedricos a considerar en nuestra investigacion estdn relacionados con la
representacion, registros de representacion semiética, tratamiento, conversiones y las

aprehensiones del registro figural. A continuacion presentamos cada uno de estos aspectos.
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Representacion

Duval (2004a) asegura que no hay conocimiento que algin individuo pueda movilizar si es que
no existe una actividad de representacion. En ese sentido, el estudio de la actividad de
representacion ha sido el foco de interés de investigadores cuando se han abordado estudios

sobre la representacion de un objeto matematico.

Asi también, el autor hace referencia a los momentos dentro de la historia donde se ha
presentado la nocidn de representacion. Es asi, que afirma que son tres las oportunidades donde
este concepto se presentd. En primer lugar, hacia los afios 1924-1926 con los trabajos de Piaget,
donde presenta la representacion como “representacion mental”, la cual se entiende como
“evocacion de objetos ausentes”; esdecir,como un proceso de interiorizacion mental de objetos
que no estan presentes. En segundo lugar, lanocion de representacion aparece en los afios 1955-
1960 y se presenta como una “representacion interna o computacional”; es decir, como
codificaciénde la informacion que viene del exterior y el individuo interioriza. En tercer lugar,
se presenta la nocion de representacion en los afios 1985 y aparece como ‘“representacion
semidtica”. Esta definicidn surge en relacion a la adquisicion de conocimientos matematicos,

debido a los problemas en el aprendizaje de las matematicas.

El investigador refiere que esta “representacion semidtica” tiene su caracteristica especifica en
el empleo de un sistema particular de signos como son: lenguaje, escritura algebraica, graficos
cartesianos, etc., y ademds, que éste sistema particular de signos (sistema semidtico), puede
“convertirse” en representaciones equivalentes expresados mediante otro sistema semiotico. Es

decir, los sistemas semioticos estan formados por representaciones semioticas.

En ese sentido Duval (2012a) introduce los términos de semiosis y noesis; y afirma que la
semiosis es la produccion de una representacién semidtica y la noesis es la aprehension
conceptual de un objeto. Afirma también, que no puede haber semiosis sin noesis. Ademas, el
investigador manifiesta que las representaciones semidticas son producciones constituidas por
el empleo de signos como por ejemplo: una figura geométrica, un enunciado en lengua natural,
una formula algebraica o un gréafico; todos ellos son ejemplos de representaciones semidticas

en sistemas semioticos diferentes.

También el autor hace referencia que las representaciones semidticas son consideradas por otros
autores como un medio de exteriorizacién de las representaciones mentales para fines de
comunicacion; es decir, que dichas representaciones semidticas se tornan visibles o accesibles
a otras personas por medio de las representaciones.
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Segun Duval (2012a), esta afirmacién no es del todo cierta, ya que las representaciones en si
son también esenciales en la actividad cognitiva del pensamiento y desempefian un papel
primordial en el desenvolvimiento de las representaciones mentales; en la realizacién de
diferentes funciones cognitiva (objetivacion y tratamiento); y en la produccion de
conocimientos, ya que se puede representar un mismo objeto de diversas maneras. Por lo tanto,
el investigador explica que no se puede subordinar las representaciones semidticas a las

representaciones mentales.

También afirma que las representaciones semiodticas no son importantes solamente para
exteriorizar las representaciones mentales, sino que son necesarias para el desarrollo de la
actividad matematica misma e indica que no todo sistema semiotico cumple las tres actividades
cognitivas que son las de formacidn, tratamiento y conversion. Es asi, que por ejemplo los
codigos morse, o las sefiales de transito pueden ser sistemas semioticos pero al no permitir las
tres actividades cognitivas sefialadas no pueden denominarse registros de representacion

semiética.

En base a lo descrito, pasamos a exponer lo que en términos de Duval es un registro de

representacion semiotica.
Registros de Representacion Semidtica

El autor afirma que para que una representacion semidtica sea un registro de representacion
semidtica debe cumplir tres funciones cognitivas fundamentales ligada a la semiosis:

formacidn, tratamiento y conversion. A continuacion presentamos las tres funciones cognitivas:

e Formacion de una representacion: De acuerdo con Duval (2004a, 2012a), esté constituido
por un conjunto de marcas perceptiblesy que son identificables como representacion de alguna
cosa en un sistema determinado, como por ejemplo: el enunciado de una frase (comprensible
en una lengua natural dada), la composicién de un texto, el disefio de una figura geométrica,

elaboracion de un esquema, expresion de una formula, etc.

Asi mismo, el autor indica que la formacion debe respetar ciertas reglas (como las gramaticales
para la lengua natural, reglas de formacion en un sistema formal, barreras de construccion para
las figuras, etc.). Dichas reglas van a cumplir dos funciones: por un lado, el asegurar las
condiciones de identificacion y reconocimiento de la representacion; y por el otro, asegurar la

posibilidad de su utilizacion para los tratamientos.
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e Tratamiento: El autor afirma que es la transformacién de una representacion en otra
equivalente. En ese sentido el tratamiento es “Transformar las representaciones de acuerdo con
las Unicas reglas propias al sistema, de modo que se obtengan otras representaciones que pueden
constituir una ganancia de conocimientos en comparacion con las representaciones iniciales”
(Duval 20044, p.30).

Estas reglas de tratamiento son propias de cada sistema (transformacion interna) la naturaleza
y el nimero de estas reglas pueden variar de un sistema a otro. Estas reglas de las que se hablan

pueden ser: reglas de derivacidn, reglas de coherencia temética, de similitud. etc.

Duval (2004a, 2012a) menciona, por ejemplo, que el parafraseo y la inferencia son formas de
tratamiento en sistema semiotico de lengua natural y que la reconfiguracion es un tratamiento

propio de las figuras geométricas.

e Conversion: La conversion de una representacion, segin el investigador, es la
transformacion de ésta representacion en otra representacion. Esta Gltima representacion va a
conservar todo o parte del contenido que tenia la representacion inicial (transformacion
externa).

Luego de haber explicado las tres actividades que definen a un Registro de Representacion
Semidtica, debemos sefialar que el investigador afirma que es esencial en la actividad
matematica movilizar diferentes registros (figuras, graficos, escrituras algebraicas, lengua
natural, etc.). EI movilizar diversos registros establece, segun el investigador, dos condiciones:
primero, que es una condicidn necesaria para que los objetos matematicos no sean confundidos
con sus representaciones; y segundo, que estos objetos matematicos puedan también ser

reconocidos en cada una de sus representaciones.

Es asi, que el autor menciona que es en éstas dos condiciones que una representacion funciona
verdaderamente como tal; es decir, que da acceso al objeto representado. Asi mismo, afiade que
la coordinacion de los registros de representacion semiotica permite la aprehension conceptual
del objeto matematico; dicho de otro modo, que el estudiante llega a comprender las

caracteristicas, propiedades y todo aquello relacionado con el objeto en estudio.

Una vez descrita las condiciones que debe cumplir un sistema semiético determinado, para ser
considerado un registro de representacion semiotico, pasaremos a mencionar los tipos de
Registro de Representacion Semidtica. Asimismo, el autor establece que en matematicas se

movilizan cuatro tipos de registros de representacion divididos en dos blogues:
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Registros discursivos: son aquellos que utilizan una lengua y en ellos se puede formular
proposiciones o transformar expresiones. Dentro de los registros discursivos estan: el registro

de lengua natural y el registro algebraico

Registros no discursivos: son registros que muestran formas, configuraciones de forma y

organizaciones, dentro de ellas tenemos el registro figural y el registro grafico.

A pesar que en nuestra investigacion vamos a centrarnos en el registro figural, es importante
sefialar que dentro de estos cuatro registros propuestos por Duval (2004a, 2012a) el registro de
lengua natural merece una apreciacion especial debido a que casi siempre esta presente en toda

actividad matematica.

Por ello, respecto al registro lengua natural, el autor refiere que este es considerado la
organizacion semidtica por excelencia, y que en este registro se distinguen dos funciones: metas

discursivas y discursivas.

Duval (2004b) afirma que las funciones metadiscursivas son comunes también a otros registros
ya que la finalidad de esta funcién es la de comunicar una informacion. La funcion discursiva
es aquella que establece cuatro condiciones: permitir designar un objeto, decir algo sobre el
objeto (en forma de proposicién enunciada), articular los enunciados en una unidad coherente

y sefialar el valor de la expresion por parte de quien lo enuncia.

El cuadro 1 muestra un ejemplo de Registro de Representacién Semid6tica del objeto matematico

cubo cuando se le ha realizado la primera truncatura en el punto medio de cada arista.

Cuadro 1. Registros de Representacion Semiotica
REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA

Lengua natural Figural

Al realizar la truncatura del cubo ABCD-
EFGH, en los puntos medios M, Ny P de las
aristas BC, GC y DC respectivamente, vemos

que se extrae el tetraedro C-MNP. Ademas, en

la esquina donde se realizd el corte, se observa

el triangulo equilatero MINP.
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Ya que en nuestro trabajo de investigacion realizamos el estudio del cubo truncado, creemos

necesario centrarnos en el registro figural y las aprehensiones que en ese registro se realizan.
El registro figural

Duval (2004a) sefialaque en el curso de geometria en la educacion basica secundaria de Francia
(11-17 afios de edad) se realiza en dos registros: el de las figuras y el de la lengua natural. El
figural para designar las figuras, caracteristicasy propiedades; y el de lengua natural enuncia

las propiedades, teoremas, axiomas, hipdtesis, etc.

Para entender en términos de Duval que es una figura, debemos partir por lo siguiente:

En primer lugar, el autor sostiene que paratener una figura es necesario que haya un contraste
sobre un soporte material (hoja de papel, pantalla del computador, superficie de una pizarra,
etc.) de manera que se pueda destacar alguna cosa (algo perceptible o identificable) en dicho
soporte. Este “algo” es la implantacion de una “mancha visible”, y esta implantacion es
percibida visualmente y esta sujeto a variaciones visuales de dos tipos, segin lo manifiesta el

autor:

1. Variaciones ligadas al nimero de dimensiones:
Dimension cero (OD): un punto, dimension uno (1D): una linea recta, una linea curva,
dimension dos (2D): un area o superficie, dimension tres (3D): un volumen.

2. Variaciones cualitativas: variaciones de forma (linea curva o recta), variaciones de color,

variaciones de sus dimensiones (longitud), de orientacién, etc.

Cabe sefialar que estas distinciones de acuerdo con el investigador van a permitir definir los
elementos constitutivos de una figura. En ese sentido, toda figura aparece como la
combinacidn de valores para cada una de las variaciones de estos tipos como son: dimensional
y cualitativo. A partir de ahi es facil determinar los elementos que funcionaran como unidades

figurales elementales.

El cuadro 2 muestra los elementos constitutivos de una figura asociadas a las variables

dimensional y cualitativa.
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Cuadro 2. Elementos constitutivos de una figura
Elementos constitutivos de una figura: variables dimensional y cualitativa

Dimension cero (0D)

Dimensiéon uno (1D)

Dimension dos (2D)

Dimension tres (3D)

Duval (2004a, 2004b, 2012a, 2012b), afirma que una figura es entonces siempre una
configuracion (dibujo) de al menos dos unidades figurales elementales. Por ejemplo un
cuadrado con su diagonal, un circulo y su centro marcado por un punto, o simplemente una
figura como el cubo que es una unidad de dimension tres podemos decir que estd compuesta

por seis cuadrados que son unidades de dimensién dos.

Segun el autor, el registro figural es un tipo de representacion no discursiva propiade las figuras
geométricas, las cuales vamos a representar a través de configuraciones de formas 0D, 1D, 2D,
3D.

Por otro lado, sefiala el investigador que, el registro figural es un tipo de registro especial que
va originar formas de interpretaciones autdnomas. Dichas interpretaciones son denominadas
aprehensionesy el autor define cuatro: la aprehension perceptiva, la aprehension discursiva, la

aprehension secuencial y la aprehension operatoria.
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Aprehensién perceptiva

Respecto a esta aprehension, Duval (2004a, 2004b, 2012a, 2012b) menciona que es aquella en
la que el sujeto de manera inmediata y automatica percibe las formas de la figura disefiada en
una determinada actividad matematica. Constituye un proceso intuitivo en donde el estudiante

identifica las formas de la figura representada.

Ademas, sefiala que la aprehension perceptiva de una figura sigue la ley de agrupamientoy
continuidad para identificar formas (ley gestaltista de cierre o de continuidad); es decir,
dada una figura (organizacion de unidades figurales elementales), cuyas unidades figurales por
ejemplo son trazos, la aprehension perceptiva, sefiala el autor, permite destacar aquellos trazos
que formen un contorno cerrado. Ella destacara como una figura sobre un fondo, dicho de otro
modo, como formando un todo. Por ejemplo, un triangulo es percibido como una figura Unica;

mas no como la unidn de tres segmentos que comparten extremos dos a dos.

Este tipo de aprehensidn es la primera que aparece en el desarrollo cognitivo del estudiante y
la primera en ser usada en su etapa escolar.

El investigador también afiade que la aprehension perceptiva destaca los indicadores de
profundidad y de distancia; es decir, tamafio de la figura, superposicion, inclinacién respecto a

un plano, nimero de dimensiones (2 o 3 dimensiones), etc.
A continuacion, enel cuadro 3 observamos un ejemplo de laaprehension perceptivade un cubo.

Cuadro 3. Aprehensién perceptiva
Aprehension perceptiva de un cubo construido con Cabri 3D

La figura representa un cubo ABCD-EFGH.
Las aristas del cubo mide “a” unidades

La cara BFGC es un cuadrado.

Aprehensién secuencial.

Segun Duval (2012a; 2012b), es aquella que es solicitada en actividades de construccion o en

actividades de descripcidn, teniendo por objetivo la reproduccién de una figura dada.

El autor sefiala que la aprehensidn secuencial posee una estructuradiadica; es decir, considera

los factores externos que intervienen en la construccion de una figura; asi como el grado de
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congruencia entre las unidades figurales elementales posibles de construir y aquellas permitidas
por los instrumentos utilizados. Asi, presentamos el cuadro 4 que muestra la aprehension
secuencial de latruncatura de una esquina de un cubo por los puntos medios de las aristas que

concurren en un Vvértice.

Cuadro 4.Aprehensién secuencial

Paso 1:

Seleccione la herramienta “‘cubo” para
construir el cubo ABCD-EFGH en el plano
base del Cabri 3D.

Paso 2:

Con la herramienta “punto medio”, ubicar los
puntos medios M, N y P de las aristas BF, BC
y BA respectivamente.

Paso 3:

Con laherramienta “plano”, construir un plano
que pase por los tres puntos medios creados M,
NyP.

Paso 4:

Con la herramienta “recorte de poliedro”
realizar el corte de la esquina marcada por el
plano.

Paso 5:

Con el clic derecho del mouse elegir la opcién
“ocultar/mostrar” para ocultar el plano con el
que se realizo el corte y el cubo quede de la
forma mostrada.
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Aprehension discursiva

Segun Duval (2004a; 2012b), no existe en geometria un dibujo que se represente a si mismo.
En otras palabras, no existe dibujo sin leyenda. Un mismo dibujo podria representar situaciones
matematicas distintas; y por lo tanto, servir de punto de partida para razonamientos distintos.
Por esa razon, el autor afirma que es necesario realizar un anclaje entre una indicacion verbal y
la figura que representa a algin objeto matematico.

En palabras del estudioso, laaprehension discursiva es aquella que permite una asociacion entre

una figura representada con afirmaciones matematicas o enunciado mateméaticos.

El investigador sefiala que para que exista la congruencia entre figuray enunciado es necesario
restringir la aprehension perceptiva a la discursiva, ya que una figura geométrica no muestra, a
primera vista 0 a partir de sus trazos o formas, lo que un enunciado si puede hacer. Esta
subordinacidn, segun el autor, de la aprehensién perceptiva a la discursiva se puede denominar
teorizacion de la representacion figural. La figura geométrica se vuelve de alguna manera un
fragmento del discurso tedrico; este discurso tedrico puede estar representado por afirmaciones,

teoremas, axiomas, propiedades, etc.

El autor sefiala que la aprehension discursiva es la que diferencia radicalmente las actividades
de demostracion de las de construccion. El cuadro 5 nos ofrece un ejemplo para la aprehension

discursiva.

Cuadro 5. Aprensién discursiva

Aprehensién discursiva de un poliedro formado por truncaturas de cuatro esquinas de
un cubo a partir de los puntos medios de sus aristas con el Cabri 3D

Podemos apreciar en la construccion lo
siguiente: ”

Los triangulos PQR, PSN y los otros dos de las
caras laterales, son triangulos equilateros.

La figura MNPQ es un cuadrado de lado
., PQR: triangulo equilatero
congruente con el lado de los triangulos MNPQ: cuadrado
a1z . ESPRA:Pentagono irregular
equilateros mencionados.

La figura ESPRA es un pentagono irregular
con m(SP)=m(PR), m(ES)=m(RA) y m(EA) la
longitud de la arista del cubo inicial de lado
congruente al del cuadrado mencionado.
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Aprehension operatoria

Para Duval (2004a; 2012b) toda figura es posible de ser modificada de distintas maneras. Se
puede separar de una figura las unidades figurales elementales que la componen en otras

unidades figurales, homogéneas o heterogéneas.

Se puede, de lamisma forma, descomponer la figura en sub figuras; se puede agrandar o achatar
la figura; se puede girar la figura, se puede trasladar la figura etc. Todas esas posibles
modificaciones de la figura que no son de una misma naturales, segun el autor constituyen la

productividad heuristica de la figura.

También afirma el autor que existen tres tipos de modificaciones que se pueden realizar a una
figura: mereoldgica, Optica y posicional. Pasaremos a explicitar en que consiste cada una de

ellas.

Modificacion mereoldgica es, segun el autor, aquella modificacion que se realiza con la
operacion denominada reconfiguracion y consiste en reorganizar una o varias sub figuras
(homogéneas o heterogéneas) diferentes de una figura dada en otra figura. Dichas
modificaciones son consideradas como un camino heuristico para acceder a dar solucién a un
problemas planteado inicialmente. De la misma manera, la operacién de reconfiguracion se

revela como una operacion fundamental para una aprehension matematica de las figuras.
En el cuadro 6 proponemos un ejemplo de dicha modificacion en relacion al cubo.

Cuadro 6. Madificacion mereoldgica

Modificacion mereoldgica del cubo representado en el espacio y construido con Cabri 3D

Figura inicial: cubo ABCD-EFGH

En lafigura inicial se ubican los puntos medios
M,N,P,QYR, S, T, U de las aristas.
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Construimos dos planos paralelos, que pasen
por los puntos medios sefialados para poder
realizar el corte en tres secciones del cubo

inicial.

La figura inicial (cubo) queda seccionada en
tres partes, dos prismas triangulares y un

prisma hexagonal.

Fuente: Adaptado de Salazar (2009, p.85)

Modificacion dptica, segin Duval (2004a; 2012a) la modificacion Optica es aquel tipo de
modificacion que sufre una figura cuando varian las dimensiones de sus unidades figurales sea

1D, 2D o 3D, sin variar su forma ni su orientacion.

Para el estudioso es la operacion que consiste en ver en “profundidad” dos unidades figurales

de la misma forma y con la misma orientacién pero cuyas dimensiones varian.

Esta operacion estd asociada al concepto de homotecia como “conservacion de las relaciones
de tamafio (ya definido segin la RAE)”. La herramienta del “arrastre”, permitiria evidenciar

este tipo de modificacidn, asi también, la homotecia, tal como mostramos en el cuadro 7.

Cuadro 7. Maodificacién oOptica

Modificacion oOptica de un cubo construido con Cabri 3D

La figura inicial es el cubo ABCD-EFGH vy el
punto de homotecia “Q”, definido en el plano

base.
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razén =3

Se define la razon (3), es decir tres veces las
dimensiones de la arista del cubo, para realizar
la homotecia por dilatacion.

La figura inicial (cubo ABCD-EFGH) es
transformada utilizando el punto Q y la razon
3, donde se obtiene la figura dilatada (cubo
A’B’C’D’-E’F’G’H’) en el triple de sus

dimensiones en relacion al cubo inicial.

Fuente: Adaptado de Salazar (2009, p.85)

Modificacion posicional, es segin Duval (2012a), aquel tipo de modificacién donde la figura
conserva su tamafio y su forma, pero sufre variacidnen su orientacion, rotacion o traslacion, tal

como mostramos en el cuadro 8.

Cuadro 8. Modificacion posicional de un cubo

Modificacion posicional de un cubo construido con Cabri 3D

La figura inicial es el cubo ABCD-EFGH

Trazamos el vector “v” con el origen “P” en el
plano base y el extremo “Q” en el espacio. Este

vector va permitir trasladar el cubo inicial.
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Con la herramienta traslacién, realizamos la
modificacion posicional del cubo inicial en

direccion del vector “v”.

2.3. Aspectos de la Ingenieria Didactica

En nuestra propuesta, adoptaremos la metodologia de investigacion cualitativa denominada
Ingenieria Didactica, y de ellatomaremos algunos aspectos. Los motivos para dicha eleccion
se vendran esclareciendo a medida que precisemos cada fase de dicha metodologia. Pasamos a

mostrar esos aspectos que se tomaran de ella.

Artigue (1995) declara que la ingenieria didactica surge dentro de la didactica de las
matematicas en los afios ochenta en Francia. La ingenieria didactica, como metodologia de
investigacion, se caracteriza por ser un esquema experimental que sienta sus bases en las
llamadas “realizaciones didacticas” en clase. Dicho de otra forma, en el proceso de ensefianza
que esta formada por secuencias didacticas donde se observa la concepcion, realizacion,

observaciony el analisis de dichas secuencias de ensefianza.

Ademés, la autora agrega que se distinguen dos niveles de anlisis, el de micro ingenieriay el
de lamacro ingenieria. Las investigaciones de micro ingenieria son las mas sencillas de llevar
a la préctica, ya que ellas permiten tener en cuenta de manera global la complejidad de los
fendbmenos de clase. Es decir, en este nivel el objetivo estd enmarcado en el estudio de un topico
y se llevaa cabo en un salon de clase. Las investigaciones de macro ingenieria, por su lado, son
mas complejas, ya que estas estan ligadas a los fendmenos asociados con la duracién de las
relaciones entre ensefianza y aprendizaje, y no permiten distinguir de forma coherente los
objetos de conocimiento. Sin embargo, a pesas que las investigaciones de macro ingenieria

puedan presentar dificultades metodoldgicas e institucionales, estas se hacen indispensables.

En nuestro estudio del cubo truncado, pretendemos realizar una secuencia de actividades, las
cuales van a contar con los cuatro elementos descritos por Artigue: concepcion, realizacion,

observaciony el analisis al final de la aplicacion en la parte experimental.
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Todo ello, enmarcado en nuestro referente tedrico que son los registros de representacion
semidtica, y, mas puntualmente, en las articulaciones entre las distintas aprehensiones dentro

del registro figural.

Por otro lado, nuestra investigacion se encuadra dentro del nivel de micro-ingenieria, ya que se
va a estudiar un determinado tema como es el caso del cubo truncado. Ademas, estudiaremos

de manea local los fendmenos en un salon de clases.
2.4.Fases de la ingenieria didactica
Artigue (1995) refiere que esta metodologia en su proceso experimental distingue cuatro fases:

+ Los analisis preliminares.
+ La concepcion y el analisis a priori
++ La experimentacion

¢+ Andlisis a posteriori y validacion.
Los andlisis preliminares

Dentro de los analisis preliminares, sefiala la autora, se enmarcan los analisis correspondientes
al objeto matematico y este consta de los siguientes aspectos: analisis epistemoldgico de los
conceptos contemplados en la ensefianza; el analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos;
el analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos que
determinan su evoluciony el analisis del campo de restricciones donde se va a realizar laaccion

didactica efectiva.

En el presente trabajo, el andlisis epistemoldgico estara referenciado al objeto matematico
solidos arquimedianos y especificamente al cubo truncado, en el presentamos el proceso
historico de su reconstruccion a partir de su hallazgo en el siglo XV 'y en las obras de Pappus y
Kepler. También anunciamos la definicion cientifica del cubo truncado de acuerdo a varios
autores como Pogorélov, Lima, Rangel, Comwell, entre otros. En cuanto al segundo aspecto,
debemos precisar que el objeto en estudio no forma parte del curriculo en la educacion bésica,
por tanto no lo tenemos presente en los textos del Ministerio de Educacion.

Sinembargo, los estudios revisados como parte de nuestros antecedentes revelanque este objeto
es factible de ser ensefiado en las aulas. Contamos para ello con uno de nuestros principales

antecedentes como es el de Almeida (2010) quien resalta la pertinencia de incluir este objeto
54
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en la educacion basica. Y como parte de nuestra investigacion se pretende apuntar ese derrotero

con nuestro estudio.

En lo concerniente al analisis de las concepciones de los estudiantes, consideramos que al no
ser materia de ensefianza en las aulas, este objeto matematico cubo truncado carece de dichas
concepciones en los estudiantes. Lo que se puede verter como comentario es que en general el
estudio de la geometria espacial ha estado encasillado a su ensefianza de la manera tradicional

y sujeto al uso de algoritmos, tal como sefialan algunos antecedentes de nuestra investigacion.

Por ltimo, en lo que compete al campo de restricciones, nuestro estudio se va a desarrollar en
una institucién educativa del nivel secundario, con estudiantes del quinto grado de secundaria
quienes no poseen conocimientos previos del objeto de estudio; asi como tampoco poseen

conocimientos del Cabri 3D.
La concepcion y el analisis a priori

En palabras de Artigue (1995) en esta fase el investigador tiene que trabajar sobre un
determinado numero de variables del sistema que no estén fijadas por las restricciones. Estas
variables son las que el investigador considera pertinentes en relacion con el fendbmeno en

estudio.

La autora designa a estas variables como variables de comando y distingue dos tipos de ellas:
las variables macro-didacticas o globales pertenecientes a la organizacion global de la
ingenieria y, las variables micro-didacticas o locales relacionadas a la organizacién local de
las situaciones didacticas de la ingenieria; es decir, la que corresponde a una secuencia de
actividades para los estudiantes. En lo que respecta al analisis a priori, la autora manifiesta que
el objetivo principal es determinar que las selecciones hechas (variables micro-didacticas)

permitan controlar o encaminen los comportamientos esperados de los estudiantes.

Podria decirse que este analisis se basa en un conjunto de hipdtesis y que consta de una parte

descriptiva y otra predictiva que se disefia y se pretende llevar a los estudiantes.

En nuestra investigacion, las variables macro-didacticas se precisaranen la parte experimental,
en nuestra secuencia de tres actividades previstas para la construccion del cubo truncado con
estudiantes del quinto de secundaria de una institucion publicay con el auxilio del ambiente de

geometria dinamica Cabri 3D.
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Asimismo, en coherencia con nuestros objetivos de cada actividad y con nuestras variables
definidas, estableceremos los comportamientos esperados de los estudiantes del quinto grado

de secundaria cuando construyen el cubo truncado y planteado en las actividades mencionadas.

Cabe sefialar que estos comportamiento esperados estan vinculados con nuestro referencial
tedrico, es decir plantearemos dichos comportamiento en coherencia con las aprehensiones que
pretendemos que los estudiantes articulen dentro del registro figural y de acuerdo a los
conocimiento que deseamos que estos movilicen. Por ultimo, estos comportamientos esperados
forman parte del analisis a priori y constituiran la base para realizar nuestra validacion interna

cuando lo confrontemos con nuestro analisis a posteriori.
La experimentacion

En esta fase, segun la Campos (2006), se pone en accion la secuencia didactica con estudiantes.
Asimismo, ella se inicia en el momento en que se da el contacto profesor/investigador/

observador con la poblacion de estudiantes sujetos de investigacion.

Esta fase, segun el autor, supone laexplicitaciona los estudiantes de los objetivosy condiciones
de la realizacion de la investigacion; establecimiento del contrato didactico; aplicacion de los
instrumentos de la indagacion y contar con el registro de observaciones durante la

experimentacion.

En nuestro trabajo, a esta fase le corresponde la aplicacion de nuestros instrumentos de
investigacion que consta de una secuencia de dos actividades asociadas a la familiarizacion con
el Cabri 3D y a la construccion del cubo truncado. Cada una de las secuencia cuenta con

objetivos planteados en la seccidon de las actividades.

La parte experimental la desarrollaremos con estudiantes del quinto grado de educacion
secundaria de una institucién educativa publica. Existen elementos que atn no estan declarados

y gque precisaremos mas adelante.

Anédlisis a posteriori y validacion

Artigue (1995) destaca que esta fase se basa en un conjunto de datos recogidos durante el

proceso de laexperimentacion, através de las observaciones, las secuencias de actividades, etc.
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Estos datos se pueden complementar también con otros obtenidos en un tipo de
experimentacion llamada externa tales como: cuestionarios, entrevistas individuales o grupales

aplicadas en distintos momentos de la ensefianza durante ella.

En esta fase, sefiala también la investigadora, se da la confrontacion de estos resultados
obtenidos producto de la experimentacion, con aquellos comportamientos esperados (fase a
priori) descritos anteriormente. Esta confrontacion entre el analisis a priori y a posteriori
constituyen la esencia de la validacion de los comportamiento esperados planteados en el a
priori.

En el trabajo que desarrollamos, el analisis a posteriori se evidenciara en el momento que
confrontemos los comportamientos esperados, planteados en el andlisis a priori, con los
obtenidos en la parte experimental fruto de la aplicacion de nuestra secuencia de dos

actividades, anteriormente mencionadas, sobre la construccion del cubo truncado.

La descripcion de los resultados obtenidos en la parte experimental en cada una de las dos
actividades, guardaran relacionestrecha con nuestro referencial tedrico. En otras palabras, dicha
descripcion estara conectada las aprehensiones dentro del registro figural que se pretende que

los estudiantes articulen en cada actividad.

Es por ello, que en el momento de la confrontacion entre el a priori y a posteriori se tomara en
cuenta en qué medida estan se han cumplido a la luz de la teoria con la que hemos trabajado.

En ese sentido la validacion interna luego de dicha confrontacion, se hara evidente.
2.5.Instrumentos

En nuestra investigacion, en la aplicacion de la parte experimental, la recoleccion de la

informacidn se realizara con el uso de los siguientes instrumentos.

Ficha de actividades: presentamos dos actividades, las cuales son: el Cabri 3D y construccion
del cubo truncado. Los objetivosy la estructura de cada actividad estan detallados en el capitulo

de instrumentos.

La primera actividad esta planificada para dos encuentros (180 min) y la segunda también para

otros dos encuentros (180 minutos).

Ficha de observacidn: estas fichas seran elaboradas para cada uno de los tres observadores no
participantes. En ella se estableceran los aspectos que deseamos que se observen cuando los
estudiantes desarrollan las actividades programadas.
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Filmacion de video: alo largo del desarrollo de las actividades, filmaremos el comportamiento
gue muestran los estudiantes al momento de realizar las actividades. Pretendemos evidenciar si

realizan apuntes, preguntas o cualquier accidn que sea relevante en nuestro analisis posterior.

Grabaciones de las pantallas del computador: ya que el trabajo que desplegaran los estudiantes
al desarrollar las actividades seran con el Cabri 3D, pretendemos grabar todas las
construcciones que los mismos realicen para evidenciar los comportamientos antes, durante y

después de cada construccion.
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CAPITULO IlI: OBJETO MATEMATICO

En esta seccion, estableceremos la definicion de nuestro objeto matematico cubo truncado. Pero
antes de llegar a dicha definicidn, precisaremos otros conceptos sobre objetos mate maticos que
merecen ser tomados en cuenta, tales como poliedros, poliedro concavo, poliedros regulares,
cubo, solidos arquimedianos o semirregulares, y otros términos como truncatura, que

consideramos relevantes antes de presentar formalmente a nuestro objeto matematico.
3.1.Poliedros

El término poliedro, aunque parecieratener una Unica definicion, nos presenta en la realidad
una interesante razon para investigar y consultar bibliografia referente a él. Es asi, que
mostraremos las definiciones planteadas por diferentes autores y, al final, precisaremos con
cual de ellas trabajaremos nuestra investigacion y las razones para dicha eleccion.

Segun Pogorélov (1974), antes de llegar a la definicion de poliedro, debemos transitar por
algunas definiciones como la de cuerpo. Es asi, que el autor manifiesta que un cuerpo es un
recinto espacial cerrado, de tal forma que entendamos como recinto a todos los puntos que
pertenecen a una figura sea plana o espacial, pero sin considerar los puntos que forman su
contorno. Un recinto seré espacial y cerrado cuando ademas de los puntos que conforman dicha
figura espacial, también se considere a todos aquellos puntos que forman parte de su contorno

(ver figura 14).

En ese sentido, un poliedro, segin el autor, es aquel cuerpo cuya frontera (puntos que forman

su contorno de un recinto) consta de un nimero finito de poligonos.

Recinto espacial abierto Recinto espacial cerrado

Figura 14. Ejemplo de recinto abierto y cerrado
Lima, Pinto, Wagner & Morgado (2000), definen el poliedro como sélidos formados por caras,
siendo caras las partes acotadas de un plano. Otra definicion que los autores brindan sobre el
poliedro es aquella que lo define como la reunion de un namero finito de poligonos planos
Ilamados caras. También mencionan que cada lado de uno de estos poligonos es también lado
59
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de otro poligono; la interseccion de dos caras cualesquiera es un lado comdn o un vértice o un

conjunto vacio.

Alexander & Koeberlein (2013) sostienen que un poliedro es un sélido delimitado por regiones
del plano, dicho so6lido consta de caras formada por poligonos y los segmentos comunes a estos

poligonos son las aristas.

Por otra parte, Rangel (1982) antes de realizar la definicion de un poliedro precisa algunos
términos como el de superficie, el cual considera como toda extension en dos dimensiones o
lugar geométrico de los puntos comunes a dos regiones tridimensionales. También nos
menciona que una superficie es cerrada cuando envuelve total y Unicamente un espacio

tridimensional finito, por ejemplo la esfera, el cubo, etc.

Asi mismo, el autor afirma que una superficie poliédrica es aquella figura geométrica que esta
formada por tres 0 mas planos tales que no haya mas de dos planos interceptandose en una
misma recta. Con estas definiciones previas, el autor sefiala que un poliedro es toda superficie
poliédrica cerrada, de tal manera que a cada lado de una cara le pertenece siempre como méaximo

dos caras.

Segun Guillen (1997), un poliedro es un modelo cerrado formado por poligonos y que se ha

establecido que estos poligonos se juntan de dos en dos.

De acuerdo a las definiciones establecidas, en nuestro trabajo de investigacion consideraremos
de aqui en adelante como poliedro a todo solido limitado por poligonos a los que llamaremos
caras. De lamisma forma en nuestra investigacion el término de poliedro convexo serael mismo

que propone Pogorélov (1982) y Rangel (1982), los cuales a continuacién brindamos.
Poliedro convexo

Segun Pogorélov (1974), un poliedro es convexo cuando se encuentra a un lado del plano de

cada una de sus caras.

Por otra parte Rangel (1982), sefiala que para distinguir que un poliedro sea convexo 0 no, nos
debemos remitir a lo siguiente: en primer lugar tener en cuenta que un plano divide el espacio
tridimensional en dos regiones (lo que cominmente se conoce como semi planos), entonces
ubigquemos al poliedro en cualquiera de esas dos regiones y verifiquemos si todo el poliedro se
ubica dentro de esaregion cualquiera sea la cara que pertenece al plano. Si esto sucede, entonces
estamos frente a un poliedro convexo, es decir que el poliedro no es cortado por cualquiera de

los planos de sus caras.
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Otro término que es importante tener en cuenta es el de poliedros regulares o poliedros
platonicos, ya que a partir de uno de estos es que construiremos nuestro objeto mateméatico cubo

truncado.
Poliedros regulares

Se puede establecer que ‘“‘el poliedro convexo se llama regular si sus caras son poligonos
regulares de un mismo numero de lados y si en todo vértice del poliedro converge un mismo
nimero de aristas. Las caras del poliedro regular son triangulos equilateros, cuadrados o
pentagonos regulares” (Pogorélov 1974, p.180).

El autor también sefiala, respecto a los poliedros regulares:

Efectivamente, a partir del hexagono regular, los angulos internos no son menores que
120° y, como quiera que en todo Vértice del poliedro convergen como minimo tres
aristas, resulta que la suma de los angulos planos del &ngulo poliedro correspondiente a
cualquier vértice del poliedro regular no seria menor que 3.120°=360°; pero esto es
imposible pues la suma de los angulos planos de cualquier &ngulo poliedro convexo es
menor que 360°. [...] Si las caras del poliedro regular son tridangulos regulares, en todo
vértice del poliedro no pueden converger méas de cinco aristas. [...]Si las caras del
poliedro regular son cuadradas, el niUmero de aristas convergentes en todo vértice del
poliedro no es mayor que tres y, por consiguiente, es igual a tres. [...] Si las caras del
poliedro son pentadgonos regulares, en todo vértice también convergen tres aristas
solamente. [...] En todo poliedro regular son iguales todos los angulos diedros. (pp.180,
181).

Lages, Pinto, Wagner & Morgado (2000), sobre los poliedros regulares, indican que son
aquellos poliedros cuyas caras son poligonos regulares y en todos los vértices concurren el

mismo numero de aristas.

Por su parte Rangel (1982), menciona que un poliedro convexo es regular cuando este tiene
todos los angulos sdlidos iguales entre si (un angulo sélido o angulo poliédrico es aquel cuyo
veértice es vértice del poliedro), y también sus caras son iguales. Ademas, en cualquier poliedro
regular las caras son poligonos regulares, las diagonales son iguales y los angulos diédricos son

todos iguales (un angulo diédrico es aquel formado por dos caras adyacentes de un poliedro).

El investigador realiza la clasificacion de los poliedros regulares convexos, y es la que a

continuacion mostramos: tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Segun Guillen (1997), al referirse a los poliedros regulares menciona que no se sabe
exactamente en qué época se conocieron; sin embargo, existe una tradicién que le asigna a los

pitagoricos el conocimiento de los cinco poliedros regulares.
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El nombre alternativo de los poliedros regulares, es la de sélidos platénicos y, segun Guillen
(1997), se debe a que fue Platon quien cita a estos poliedros en el Timeo. Ademas, él asocia
con el fuego, tierra, agua y aire a los cuatro poliedros regulares: tetraedro, cubo, icosaedroy

octaedro respectivamente; el quinto poliedro regular dodecaedro lo asocia al universo.

Es asi, que la autora nos brinda un recorrido rapido por los origenes de estos cinco poliedro
regulares. En cuanto a la definicion que brinda de estos poliedros, afirma que los poliedros
regulares son aquellos que cumplen algunas condiciones como: caras congruentes y regulares,

vértices iguales y angulos solidos de igual medida.

Es asi que para demostrar la existencia de Unicamente cinco poliedros regulares, la autora

precisa:

Una prueba mas en el estilo de lo que se entiende por demostracion de que no puede
haber mas de 5 se basa en la formula de Euler y en alguna caracteristica de estos
poliedros. Asi, si se supone que hay un poliedro regular con C caras, V vértices, A
aristas, cada cara tiene n lados y los vértices son de orden m. Entoncesm=>3, n= 3y
ademas:

a)C +V — A=2. La formula de Euler es cierta para todos los poliedros convexos.

b)2A=mv, ya que de cada vértice salen m aristas — todos los vértices son del mismo
orden —y cada arista sale de dos vértices y por lo tanto se cuenta dos veces.

C)2A = nC, ya que cara tiene n aristas — todos los poligonos tienen n lados —y cada
arista pertenece a dos caras, por lo tanto se cuenta dos veces.

Sustituyendo b) y c) en a), operando y reordenando se llega a la expresion:

d)(2m+2n-mn)A=2mn. De lo que se sigue que 2m +2n — mn debe ser positivo: es decir:
2m + 2n - mn > 0, es decir (m-2)(n-2) < 4.

Esta dltima expresién disminuye las posibilidades considerablemente. Las (nicas
posibilidades para my n son (3,3), (3,4), (3,5), (4,3) y (5,3) que corresponden a vértices
de orden 3y caras triangulos, cuadrilateros o pentagonos, vértices de orden 4 y caras
tridngulos, vértices de orden 5 y caras triangulos.

[...] con esta prueba si se demuestra la imposibilidad de que haya mas poliedros
regulares convexos distintos de los encontrados. Se demuestra la imposibilidad de que
existan poliedros con caras hexagonos regulares, heptadgonos regulares, etc. Con caras
triangulos, vértices todos del mismo orden y un orden de los vértices superior a5, y con
caras cuadrados o pentagonos regulares, vértices todos del mismo orden y de orden
superior a 3. En realidad se ha probado méas de lo que se queria, pues solo se pretendia
justificar que no habia mas poliedros regulares convexos. (p. 47)

De los cinco pares ordenados podemos, a manera de resumen, indicar que los tres primeros
pares representan los vértices de orden tres (tres aristas concurren en dicho vértice) y caras
triangulares, cuadrangulares y pentagonales (tetraedro, cubo y dodecaedro); el siguiente par
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representa un vértice de orden cuatro y de caras triangulares (octaedro); y el Gltimo par
representa un vértice de orden cinco y caras triangulares (icosaedro).

De esta manera, Guillen (1997) demuestra que Unicamente existen cinco poliedros regulares

convexos o poliedros platénicos o simplemente sélidos platdnicos.

Por otro lado, Villarreal (1912), en relacién a los poliedros regulares, refiere que existe una
esfera circunscrita a todos los veértices del poliedro, y cuando este es regular se puede imaginar
otra esfera inscrita, donde se tienen planos tangentes que vendrian a ser las caras del
mencionado poliedro regular. Ademas, ya que los poliedros regulares tienen sus aristas
respectivamente iguales, entones equidistan del centro y; por lo tanto, se concibe una esfera

inscrita a estas aristas.

Creemos conveniente también, definir el objeto matematico cubo que es uno de los cinco
poliedros convexos regulares, ya que las truncaturas que se van a realizar para obtener el cubo

truncado, van a ser a partir de este objeto matematico.

Cubo

Respecto a este objeto matematico, Pogorélov (1974) refiere: ... si las caras del poliedro
regular son cuadrados, el numero de aristas convergentes en todo Vértice del poliedro no es

mayor que tres y, por consiguiente, es igual a tres. El poliedro correspondiente es el cubo”

(p.181).
Segun Villarreal (1912), con respecto al cubo menciona:

Es el triangulo isosceles, dice Platdn, que engendra la cuarta especie de los cuerpos;
estos tridngulos son combinados por cuatro, de tal manera, que los &ngulos rectos se
unen en un tetragono equilatero y seis de estos tetragonos equilateros, forman tres a tres
ocho angulos solidos, la figura que resulta de esta composicion es el cubo, cuyas bases
son seis tetragonos equildteros; el cubo representa el elemento terrestre. (p. 6).

Cabe precisar que dentro de la definicidn que realiza el autor sobre el cubo, los términos que
utiliza como el de tetrdgono equilatero es referido al hecho de juntar cuatro tridngulos
rectangulo isoscelesa través de sus vértices del angulo recto, tal como se muestra en la figura
15. El autor al hacer referencia a triangulo isosceles es efectivamente al tridngulo rectangulo

isosceles del que hace mencion.

Por ejemplo, segun la figura 15, los cuatro triangulos ABM, BMC, CMD y DMA de la cara

ABCD formarian el primer tetragono equilatero que vendria a ser dicha cara del cubo.
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Asi, se tendran 8 tetragonos en el cubo, los cuales tres a tres forman un angulo sélido, sumando

un total de 8 angulos solidos.

Figura 15. Cubo formado a partir de tetrdgonos equilateros
Por otro lado, segin Guillen (1997), el cubo es uno de los cinco poliedros regulares que esta
formado de tres pares de caras paralelas dos a dos, con vértice de orden tres, y angulos solidos
iguales. La investigadora define al cubo como la figura mas familiar y sobre la cual se puede

realizar algunos estudios como los que detallamos a continuacion.

Un estudio que se realiza es respecto a las truncaturas (término que definimos méas adelante).
Es asi, que si se realiza un corte en la esquina de un cubo se obtiene un triangulo, y si el corte
es con el &ngulo adecuado el tridngulo seria equilatero. Esto se explica por el hecho que en el
vértice del cubo concurren tres caras y por cada cara aparece un lado del poligono, por tanto el
nimero de lados del poligono que se obtiene al cortar en su vértice es igual al orden de dicho

vértice.

También la investigadora establece una interrelacién de los poliedros platénicos, de modo que,
el cubo y el octaedro pueden inscribirse el uno al otro, esto debido a que estos poliedros tienen

las mismas simetrias (ver figura 16).

Figura 16. Dualidad del cubo
Fuente: Adaptado de Guillen (1997, p.91)
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Operacion de truncamiento

En esta seccion, definiremos el término truncamiento, de acuerdo a lo que sefiala la Real
Academia de la Lengua Espafiola, la cual, en su primera acepcion, dice: “cortar una parte de
algo”.

Es asi, que Almeida (2010) al respecto precisa que el truncamiento es un procedimiento
matematico utilizado por artistas renacentistas para la obtencion de once de los trece solidos
arquimedianos.

Por otro lado, la autora sefiala que dentro de la operacion de truncamiento, podemos distinguir
las truncaturas directas y las truncaturas modificadas. La primera se refiere a un truncamiento
que se realiza directamente a un solido platonico; la segunda, en cambio, es una truncatura que
inicia como una directa seguida de transformaciones convenientes.

La investigadora manifiesta también que dentro de las truncaturas directas se pueden distinguir
dos tipos de ellas.

Truncaturas de tipo 1: en este tipo de truncamiento, los cortes a los sélidos platonicos se
realizan con planos que pasan por los puntos medios de las aristas del poliedro de partida que
concurren en un Vvértice.

Truncaturas de tipo 2: en este tipo de truncamiento, segun la autora, los cortes en las aristas
del platénico de partida se realiza por planos a una distancia adecuada de cada vértice, de tal
manera que en cada cara del poliedro de partida resulte un poligono regular.

En nuestra investigacion, para la construccion del cubo truncado, utilizaremos la truncatura de
tipo 2, ya que los cortes en las aristas del poliedro de partida (el cubo) se deben realizar en un
punto de tal manera que al final resulten como caras triangulos y octdégonos regulares.

Ahora, pasaremos a definir los sélidos arquimedianos en general y especificamente el objeto

materia de nuestro estudio el cubo truncado.
3.2.S0lidos arquimedianos

En primer término, convendremos en nuestro estudio que el término sélidos arquimedianos es
equivalente al de poliedros semirregulares, aunque los investigadores de acuerdo a sus

concepciones se inclinen por uno u otro término indistintamente.

Nuestro objeto matematico cubo truncado, es uno de los trece tipos de los denominados solidos
arquimediano o poliedros semirregulares, y a pesar de que la informacion de este objeto es
escaza, hemos hecho lo posible para conseguir la informacion necesaria en referencia a este

objeto matematico.
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Rangel (1982) clasifica a los poliedros en regulares y semi-regulares; dentro de los semi-
regulares los subdivide en equiangulares y equifaciales. Los sélidos arquimedianos, (término
gue no emplea el autor), son llamados por él como poliedros semi-regulares equiangulares o
poliedros semi-regulares arquimedianos. En relacion a este tipo de poliedros, el investigador
afirma que son aquellos cuyos angulos solidos o angulos poliédricos son iguales entre si, pero

sus caras no son iguales, aunque estas son poligonos regulares. Respecto a ellos, afirma:

Son todos los poliedros que tienen todos los angulos sélidos iguales entre si, pero las
caras no son iguales, aunque sean poligono regulares. Aparecen agrupados en dos o tres
géneros distintos. Cuando las caras son de dos géneros, los angulos sélidos pueden ser
triédricos, tetraédricos o pentaédricos, pero, si las caras son de tres géneros, los angulos
solidos pueden ser triédricos o tetraédricos. Los poliedros semi-regulares equiangulares
también son llamados poliedros semi-regulares arquimedianos. (p.37).

El autor afirma que existen 13 poliedros semi-regulares arquimedianos, de los cuales 10 de ellos
tienen como caras dos tipos de poligonos, mientras que los otros dos estan formados por tres
tipos de poligonos. También afirma que la manera como estos poliedros arquimedianos se
relacionan con los poliedros regulares es por medio de las truncaturas de los poliedros regulares.
Asi, tenemos un tetratroncoedro (truncatura de un tetraedro), seis cuboctatroncoedros
(truncaturas en un cubo 0 un octaedro) y seis dodecaicositroncoedros (truncaturas de un

dodecaedro o de un icosaedro)

También Almeida (2010) realiza un estudio sobre s6lidos arquimedianos, en donde al tomar
como referente a Eves menciona que los trabajos de Arquimedes sobre sélidos se
desaparecieron al igual que gran parte de su obra. Lo que se pueda conocer de la obra de
Arquimedes es gracias a los escritos de comentadores como Pappus (o Pappu) de Alejandria
(290-350d.c). Pappus 1876 (citado en Almeida, 2010) sostiene:

Aungue muchos solidos pueden ser disefiados teniendo todo tipo de caras, aquellos que
parecen ser formados regularmente son mas merecedores de atencién. Estos incluyen
apenas los cinco solidos de Platén [...] pero también los solidos en ntimero de trece,
que fueron descubiertos por Arquimedes y que contienen poligonos equilateros y
equiangulares, pero no son iguales. (p.353).

Asi, la autora manifiesta que el estudio de los solidos arquimedianos fue retomado en el siglo
XV con Kepler, quién quizas fue el primero en sistematizarlo. También afirma que en el periodo

del renacimiento muchos artistas y matematicos se interesaron por su estudio.

La investigadora sefiala que en el libro de Piero della Francesca se descubren cinco solidos

arquimedianos obtenidos a partir de la eliminacion de los cantos o esquinas de los sélidos
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platénicos. Asi mismo, resalta que realizar cortes en un sélido requiere descubrir el punto en

donde se efectuara dicho corte; y ello, implica célculos.
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Figura 17. Solidos de AquImedes
Fuente: Kepler (1619, p.63)

También nos sefiala que Field hizo alusion a Piero della Francesca para indicarlo como el
responsable de introducir los cinco s6lidos arquimedianos: tetraedro truncado, cubo truncado,

icosaedro truncado, dodecaedro truncado y octaedro truncado.

Por su parte, Villarreal (1912), en alusion a los poliedros semirregulares (nombre con el que se
denomina también a los solidos de Arquimedes), afirma que Arquimedes inventd los trece

poliedros a los que Develey llama semirregulares. Ademas, respecto a ellos precisa:

[...] sino también las trece que inventd Arquimedes, terminadas por poligonos
equildteros y equiangulos pero no semejantes. El 1° es el octaedro que esta terminado
por cuatro tridngulos y otros tantos exagonos. Después, tres de catorce caras, de los
cuales: el primero esta terminado por ocho triangulos y seis octégonos; el 2° por seis
cuadrados y ocho exagonos; el 3° por ocho triangulos y seis cuadrados. Después dos de
veinte seis caras, de las cuales el primero esa terminado por ocho triangulos y diez y
ocho cuadrados; el segundo por doce cuadrados, ocho exagonos Yy seis octdgonos.
Después tres de treinta y dos caras de las cuales el 1° estd terminado por veinte
tridngulos y doce dodecagonos; el 2° de doce pentagones y veinte exagonos Yy el 3° de
veinte tridngulos y doce pentagonos. Después uno de treinta y ocho caras, el cual consta
de treinta y dos triangulos y seis cuadrados. A este le siguen dos de sesenta y dos caras,
de las cuales el primero consta de veinte tridngulos, treinta cuadrados y doce
pentagonos; el segundo de treinta cuadrados, veinte exagonos y doce decagonos.
Finalmente, el dltimo es de noventa y dos caras, el cual estd terminado por ochenta
tridngulos y doce pentagonos. (pp.8, 9).
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El autor aporta respecto a este objeto al referir que, al partir de los cinco poliedros regulares o
platénicos, se pueden obtener los trece semirregulares por medio de truncaduras.

Por ultimo, Cromwell (1997) sefiala que en el V libro de su “Coleccion Matematica”, Pappus
atribuye el descubrimiento de 13 poliedros a Arquimedes. Pappus descubre las trece figuras,
los ordena de acuerdo con el nimero total de caras, y lista la clase de caras que tiene cada

poliedro (ver figura 18).

THE ARCHIMEDEAN SOLIDS
Numbers of
Faces | Triangles | Squares | Pentagons | Hexagons | Octagons | Decagons
8 4 4
14 8 6
14 6 8
14 8 6
26 8 18
26 12 8 6
32 20 12
32 12 20
32 20 12
38 32 6
62 20 30 12
62 30 20 12
92 80 12

Figura 18.Composicion de los sélidos de Arquimedes
Fuente: Cromwell (1997, p.81)

El autor menciona que aunque el propio informe de Arquimedes esta extraviado, los trece
poliedros son conocidos como los sélidos arquimedianos, aunque algunas veces son llamados
poliedros semirregulares. También sefiala que fue durante el renacimiento, especialmente
después de laintroduccion de la perspectiva en el arte, donde pintores y artista hicieron pinturas
de los sélidos platonicos, y que para variar sus disefios cortaban las esquinas y los bordes de
estos sélidos, produciendose naturalmente alguno de los sélidos arquimedianos como resultado.

Este proceso de remover todas las esquinas de una manera simétrica es llamado truncatura.

Por altimo, Cromwell (1997) menciona que fue Kepler quien redescubri6 los trece sélidosy les

dio los nombres con los que ellos son conocidos hoy.

Una vez vertida las definiciones de los sélidos arquimedianos, brindaremos definiciones de
nuestro objeto mateméatico cubo truncado, un tipo particular de sélido arquimediano, visto desde
distintos puntos de vista de algunos investigadores a los que tuvimos acceso.

3.3.Cubo truncado

Villarreal (1912), respecto al cubo truncado, precisa que este pertenece a los trece inventados

por Arquimedes, y que esta determinada por ocho triangulos y seis octdgonos; es decir por 14
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caras. Ademas, que este poliedro semi-regular tendra 24 angulos sélidos y 36 lados. Por otro
lado, afirma que esta poliedro se puede obtener por truncadura (cabe sefialar que el autor utiliza
el término truncadura en lugar de truncatura) partiendo del exaedro, y ya que esta poliedro
regular tiene sus angulos sélidos compuestos por tres angulos planos, truncandolos se obtendra
secciones triangulares y generando lo que él llama caras primitivas que serian poligonos

regulares con el doble del nimero de lados (octogonos).

Por otro lado, Rangel (1982) en su clasificaciénde los poliedros semi-regulares equiangulares,
ubica al cubo truncado en el grupo gque él denomina cuboctatroncoedros, en virtud creemos de
que para obtener dicho poliedro se toma como objeto de partida al cubo. Ademas, para el autor
el cubo truncado tuvo un primer nombre antiguo denominado Troncocubo, y que luego se le
asignd el nombre de Triaotogonal, para luego llamarse como lo conocemos ahora, cubo
truncado. Cabe precisar que, el investigador no menciona el origen de estos términos ni como
0 en qué momento de la historia se llegaron a estos nombres o si simplemente es creacion del

autor.

Una identificacion que se le asigna al cubo truncado es la siguiente: 8; —6, . Esta nomenclatura

se entiende la siguiente manera: el nimero 8 representa al nimero de vértices del poliedro de
partida (el cubo) y su sub indice 3 al nimero de lados del poligono que se obtiene en cada
vértice luego de realizar los cortes en sus esquinas, los cuales son triangulos equilateros. Por
otro lado, el nimero 6 representa al nimero de caras que tiene el poliedro de partida y su sub
indice 8 al nimero de lados que posee el poligono formado en dichas caras al realizar los cortes

al cubo en sus esquinas (octogonos regulares).

Ademas, Rangel (1982) sefiala que el cubo truncado (en nuestros términos) tiene 14 caras (8
triangulos y 6 octogonos), 36 aristas, 24 vertices, 120 diagonales, angulos solidos triédricos
formados por un triangulo y dos octégonos y en cada vértice concurren tres aristas. Por otra
parte, el investigador menciona que los poliedros semi-regulares se obtienen por truncaduras

de poliedros regulares convexos.

En ese sentido, precisa que el cubo truncado puede obtenerse al truncar un cubo o un octaedro
(ver figura 19); en el caso que el objeto de partida sea el cubo, las truncaduras en las aristas se
tiene que realizar a una distancia de 0.294 del vértice més préximo a dichas aristas. Si el objeto
de partida es un octaedro, la truncadura en los vértices de este objeto se tiene que realizar a una

distancia de 0.586 de cada arista.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) g:.}%ELr}(s:?AD

DEL PERU

Cubo truncado a partir de un octaedro Cubo truncado a partir de un cubo

Figura 19.Cubo truncado a partir del octaedro y del cubo
Fuente:Adaptado de Cromwell (1999, p.84)

Sin embargo, Guillen (2010) realiza un estudio en donde refiere al cubo truncado (figura 20),

como producto de cortes realizados en las esquinas de un cubo o poliedro de partida, y del cual
se observa losiguiente: por cada cara del poliedro de partida se obtiene un poligono regular con
el doble del nimero de lados y en todos sus veértices se juntan tres caras.

Figura 20. Cubo truncado
Fuente: Adaptado de Guillen (2010, p.60)

Ademas, las caras con menor numero de lados estan bordeadas por las caras de la otra clase y

las que tienen mayor numero de lados estan bordeadas alternativamente por caras de ambas

clases.

También Almeida (2010) refiere que el cubo truncado es un tipo de sélido arquimediano o semi-
regular obtenido a partir de truncaturas de tipo 2 realizados en las aristas de un cubo; y asi, caras
octogonales y triangulares regulares son el resultado de dichas truncaturas. También manifiesta
que Field menciona a Piero dellaFrancesca como el primero que inventd el uso de cortes como

un procedimiento matematico para formar solidos arquimedianos.

Ademés, Almeida (2010) declara que para obtener las caras octogonales regulares del
arquimediano cubo truncado a partir de las caras cuadradas del cubo, es necesario encontrar la
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distancia “d” entre el vértice y el punto de la arista del cubo en donde debe ser efectuada la

truncatura, el cual, de acuerdo con la autora, es:

d=_2 , siendo “a” la arista del cubo
242

Creemos conveniente plasmar el procedimiento matematico que la investigadora declaraen su
investigacion, el cual justifica la obtencion de la distancia “d” que va a ser el punto donde
realizar los cortes en cada arista del cubo para obtener en las caras del cubo, que inicialmente

son cuadradas, octdégonos regulares.

Es asi, que en la figura 21 se muestran la cara ABCD de un cubo y los puntos P1, Ps,...Pg que
son aquellos donde se deben realizar los cortes. Por otro lado, “d” es la distancia entre un vértice

y un punto de corte.

Ahora, en vista que deseamos obtener en dicha cara octogonos regulares, debemos notar que la
distancia P1P2, que es igual a “a-2d”, debe ser igual a la distancia P1Ps. En ese sentido, en la
esquina del vértice “A” podemos observar que se ha formado un tridngulo rectangulo (recto en

el vértice A) y mediante el teorema de Pitagoras podemos encontrar “d” en términos de la arista

del cubo “a”.
Ad P Paa B gig=(a-20p
4 d 20 =(a-2d)>
Pl p, 2¢ = (@a-2dy
a dv2 =a-2d
P, p, H2+2d-a
d\ /d dv2+2)=a
O

a
< P
D* Py P p 2 +2

Figura 21. Puntos de corte en una cara del cubo
Fuente: Almeida (2010, p.134)

Sin embargo, la estudiosa resalta que esta distancia obtenida, como podemos evidenciar, es un

namero irracional. Por lo tanto, el punto de corte se va a encontrar a una distancia aproximada

(sin ser exacta) del vértice mas préximo.

Es asi que, frente a esta situacion, Almeida (2015) propone una técnica (en términos de
Chevallard) para ubicar de manera exacta el punto de corte en cada arista del cubo.
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La justificacion para el uso de esta técnica es que la expresion obtenida 4__ & , se puede
J2+2

racionalizar y obtener la siguiente expresion: ,_,_2a/2 .Entonces, como explica Almeida
2

(2015) la expresion af no es sino la mitad de la diagonal de la cara del cubo.

Por lo tanto, si construimos una circunferencia con centro en un vértice del cubo y punto de
paso el centro de la cara donde se pretende construir la circunferencia, el resultado es la
obtencidn del punto de corte en dos de las aristas del cubo. La figura 22 nos muestra el modelo

propuesto por la investigadora.

Figura 22. Ubicacion del punto de corte en la arista del cubo
Fuente: Adaptado de Almeida (2015, P.164)

En ese sentido, creemos que ha sido importante describir la parte historica de los solidos
arquimedianos, ya que nuestro objeto de estudio el cubo truncado pertenece al grupo de los
mencionados 13 sdlidos. Asimismo, es relevante conocer en qué momento surgieron estos
objetos, en que momento desaparecierony sobre todo quién o quienes los rescataron. Pensamos
que es en la historia donde también radica la esencia para su estudio y conocimiento en la
actualidad. De igual forma pensamos que es significativo para nuestra investigacion definir
adecuadamente nuestro objeto matematico cubo truncado; asi como de los objetos asociados a

su construccién como son los sélidos regulares y particularmente el cubo.
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CAPITULO IV: EXPERIMENTO Y ANALISIS

En este capitulo, presentamos la secuencia de las dos actividades que encaminaron a alcanzar

los objetivos y responder la pregunta de investigacion.

Las secuencias de actividades, para la construccion y estudio del cubo truncado, fueron
disefiadas teniendo en cuenta aspectos de la investigacion de Almeida (2015). En ella, la autora
refiere que para la construccion del cubo truncado con el Cabri 3D se puede utilizar dos técnicas
(en términos de Chevallard), las cuales mencionamos a continuacién: via construccion

geométrica y por transferencia de medida. En nuestro trabajo, utilizaremos la primera técnica.
4.1.Escenario de la investigacion

Para la aplicacion de la secuencia, se utilizo la sala de computo de la institucion educativa
“Huanta”. Dicha institucion, de nivel secundario, se encuentra ubicada en la provincia de
Huanta, region de Ayacucho. En ella, los aproximadamente 300 estudiantes entre varones y
mujeres que asisten se encuentran distribuidos en los cinco grados y principalmente el quinto

grado de secundaria tiene tres secciones: A, By C.

Por otro lado, esta es una institucion de reciente construccidn con una nueva infraestructura; y
ademas, ha sido seleccionado para aplicar en ella la Jornada Escolar Completa (JEC). Es decir,
los estudiantes asisten a sus clases hasta las 3:30 pm todos los dias.

4.2.Sujetos de la investigacion

La investigacion se realizo con dieciseis estudiantes del quinto grado del nivel secundario (15
y 17 afios de edad) de la Institucion Educativa “Huanta”, Ayacucho - Peru. Las tres actividades

de la secuencia se trabajaron de manera individual en la sala de computo.

Parael andlisis de la parte experimental seleccionamos tres estudiantes: Rosa, Semnia y Yaneth.
La eleccion de ellas se debe a que lograron culminar las cinco sesiones. Por demas, los trece
estudiantes restantes tuvieron dificultades de diversa indole por lo que no asistierona todas las

sesiones.

Ademas, del profesor investigador contamos con el apoyo de dos observadores no participantes
(profesores de matemética de la institucion).
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4.3.Descripcion de las actividades

El cuadro 9 muestra las actividades que se llevaron a cabo a lo largo de las cuatro sesiones
programadas. En ellas, los estudiantes trabajaron en la sala de computo y en cada ficha

respondieron las preguntas planteadas anotando sus observaciones.

Por otro lado, las construcciones que realizaron los estudiantes con el Cabri 3D fueron gravadas
con el software Camptasia. Ademas, los observadores no participantes, anotaron en una ficha

de observacidn los acontecimientos que se presentaron en el desarrollo de las actividades.

Cuadro 9. Titulo de las actividades

Dos sesiones Actividad 1 El Cabri 3D

Dos sesiones Actividad 2 Construccion del cubo truncado

Las dos actividades son secuenciales. Antes del inicio de la primera actividad se dispuso de 30
minutos para familiarizar a los estudiantes con el Cabri 3D y las herramientas que utilizaron en

las construcciones.

La actividad 1 se realizd en dos sesiones; la primera dedicada a una construccion y la segunda
a que los estudiantes respondan tres primeras preguntas. La actividad 2 también se realizé en
dos sesiones; la primera para la construccion de los puntos de corte en las aristas y absolver
cuatro preguntas; y la segunda para construir el cubo truncado y responder una Ultima

interrogante.

En las dos actividades, tuvimos la intencion que los estudiantes desarrollen y articulen las
aprehensiones perceptiva, operatoriay discursiva; ya que la aprehension secuencial en realidad
va a estar presente como parte de cualquier construccion que el estudiante realice. De la misma
forma, pretendimos que movilicen nociones de geometria que detallamos en nuestro analisis a
priori.

De esa forma, el desarrollo de la secuencia completa nos llevd a cumplir los objetivos y

responder nuestra pregunta de investigacion.
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4.4 Secuencia de actividades

Elaboramos una secuencia de actividades mediadas por el Cabri 3D en vista que nos permitio
identificar laarticulacion entre las aprehensiones del registro figural cuando movilicen nociones

de geometria durante la construccién del cubo truncado.

Al proponer la secuencia de actividades pensamos a priori que los estudiantes poseen
conocimientos relacionados al cubo, puesto que de acuerdo con el Disefio Curricular Nacional
(2009), los estudiantes culminan el cuarto grado de educacion secundaria (14-16 afios) con los
contenidos de poliedros, prismas y cubos.

Por otro lado, como no estan familiarizados con el ambiente de geometria dindmica Cabri 3D,
las actividades presentadas tuvieron una parte introductoria para la familiarizacién con este

ambiente.

La secuencia de las dos actividades presento la siguiente estructura: la primera actividad que se
realizd en dos sesiones consta de dos partes, las cuales estan orientadas a la familiarizacién con
algunas herramientas del Cabri 3D.

La segunda actividad que también se desarroll6 en dos sesiones, estuvo dividida en cuatro
partes, las cuales tuvieron por finalidad principal que los estudiantes utilicen la herramienta

“recorte de poliedro”.

El analisis de las construcciones realizadas por los estudiantes en las dos actividades, asi como
las respuestas de las ocho preguntas asociadas a dichas construcciones las formalizamos en
tablas donde figurara el procedimiento y su analisis respectivo.

La secuencia de actividades que elaboramos se propone en el cuadro 10.

Cuadro 10. Secuencia de actividades

Nociones geométricas a

Actividad ‘ Titulo Objetivos movilizar
e Puntos en el plano y en el
espacio
e Posicion relativa entre dos
Familiarizar a los estudiantes en el uso de planos
ciertas herramientas del Cabri 3D | e Planos secantes
1 El Cabri 3D necesarias para construir cubo truncado, | e Segmentosy su punto medio
identificar principalmente las | e Circunferencia
aprehensiones secuencial, perceptiva Y | e Posicién relativa entre
operatoria. circunferencias.
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e Teoremade Pitagoras
Cuadrado

Aleccionar alos estudiantes enelusode la | ® Triangulos notables

herramienta “recorte de poliedro” para | « Poligonos regulares e

Construccion . - -
realizar la truncatura del cubo y asimismo, irregulares

2 del cubo - - : . ;
evidenciar las aprehensiones perceptiva, | « Poliedros
truncado - . . L) -
operatoria y discursiva. e Sdlidos platonicos
e Pirdmide
e Cubo
e Tetraedro.

4.5.Actividades y analisis

Presentamos las actividades que componen la parte experimental, los objetivos de cada una de

ellas, y el analisis a priori y a posteriori de las mismas.

Debemos resaltar que, de aqui en adelante, cuando realicemos una construccion con el Cabri
3D o con lapiz y papel; nos referiremos a este simplemente con el nombre del objeto
matemético. Ejemplo: cubo, plano, tetraedro, etc. Sin embargo, como lo menciona Duval
(20044a), no debemos confundir el objeto con su representacion. En ese sentido, aclaramos que
por mas que declaremos directamente el nombre del objeto matematico, en realidad nos

referimos a la representacién del mismo.

Actividad 1: El Cabri 3D

El objetivo de esta actividad es identificar las aprehensiones perceptiva, secuencial y operatoria

del registro figural.

En esta actividad, los estudiantes se familiarizaran con algunas herramientas del Cabri 3D, las
cuales consideramos importantes para la construccion del cubo truncado. De otro lado, esta
actividad consta de dos partes: una primera, en la cual los estudiantes desarrollan una
construccion; y la segunda parte donde responden tres preguntas asociadas a la construccion

realizada.
A continuacion detallamos las acciones asociadas a esta actividad:

FICHA DE LA ACTIVIDAD 1

Utilizamos las herramientas del Cabri 3D conocidas hasta el momento y realizamos la siguiente

construccion; luego respondemos las preguntas planteadas.
Primera parte: Construccion

Abra el Cabri 3D y luego realice la siguiente construccion:
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Construya dos planos secantes al plano base, de tal manera que dichos planos sean secantes entre si y después
oculte los puntos con los que construyo los planos. Luego, ubique un punto en cada plano y denételosconlas letras
A, By C. Ahora, una los puntos A, B y C con segmentos de recta. Acontinuacidn, ubique el punto medio de cada
segmento y dendtelo con las letras P, Qy R (P en AB, Q en AC y R en BC). Por tltimo, con la herramienta

“tridngulo” construya los tridngulos APQ, PQR, PBR, RQC y asignele un color distinto a cada tridngulo.

Analisis a priori de la construccion

El objetivo en esta construccidn es que utilicen las herramientas del Cabri 3D mostradas en la
parte inicial: puntos en el plano base y fuera de él, segmentos, planos, triangulo, etc. Creemos

que los estudiantes podrian seguir el siguiente procedimiento en sus construcciones:

En primer lugar, pensamos que construiran los dos planos secantes al plano base por medio de
tres puntos, lo que mostraria, mientras movilizan nociones de puntos, planos y planos secantes,
el desarrollo dela aprehension secuencial. Esta aprehensién se desarrollaen la medida que los
estudiantes seguirian el proceso de construccion de los planos tal como fue sefialado. En ese
sentido, podemos afirmar que de acuerdo con la estructura diddica de esta aprehension, hay un
grado de congruencia en la construccion del plano, ya que el Cabri 3D permite su construccion

de esta unidad figural de dimension uno.

Pensamos también, que podrian tener dificultades en lograr que los dos planos construidos sean
secantes entre si. Esta dificultad podriaobligarlos a manipular el plano base con la intencion de
acomodar los planos para que estos sean secantes entre si. La manifestacion de la aprehension
perceptiva se dariaen el momento que ellos deben percibir que la posicion de los planos puede
modificarse al manipular los puntos con los que fueron creados y no al manipular los planos en
si. Dicho de otro modo, los estudiantes deberan identificar a las unidades figurales de dimension

uno (los puntos) como partes constitutivas de la unidad figural de dimension dos (el plano).

Luego, asumimos que ubicaran los puntos A, B y C en cada plano distinto y los uniran con
segmentos hasta formar el triangulo ABC. A partir de ahi, calculamos que ubicaran el punto
medio de cada lado del triAngulo ABC y, después construiran los cuatro triangulos con la
herramienta “triangulo”. En esta parte de la construccion de los estudiantes podemos creer que
movilizaran nociones de segmento, punto medio de un segmento, triangulo, perimetro y area.
De ser asi, los estudiantes desplegaran la aprehension secuencial inherente a cada una de las
construcciones y ademas, la aprehension perceptiva en la medida que podrian observar al
triangulo ABC como una figura superpuesta de cuatro triangulos o como una compuesta de
cuatro triangulos lo que afirmaria la ley de cierre y continuidad como parte de dicha

aprehension.
77
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Por Gltimo, estimamos que los estudiantes intentaran arrastrar los puntos A y B hacia el plano
base, con la finalidad de ubicar el triangulo ABC en este plano. Esta accion mostraria la
ejecucion de laaprehension perceptiva de acuerdo a laley de continuidad y cierre enel sentido
que los estudiantes percibirianlafigura no como cuatro triangulos pequefios, sino como un solo

triangulo ABC. La figura 23 muestra una posible construccién de los estudiantes.

Figura 23. Tridngulo con vértices en planos secantes

Anédlisis a posteriori de la estudiante Rosa

Cuadro 11. Primer andlisis de Rosa

Anédlisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

La estudiante Rosa construyd los dos planos
secantes por medio de tres puntos tal como se
indicé en el a priori. En esta parte pudimos
observar que existio una relacion entre la

nocién geométrica de planos secantes que

ella parecia conocer bieny el desarrollo de la
aprehension secuencial, ya que logré seguir
la secuencia para construir los planos, y se

observé la congruencia entre la unidad

figural solicitada en la construccion y la que

P

el Cabri 3D le permiti6 construir.

En seguida, tal como lo previmos en el a

priori, la estudiante ubico en cada plano los
puntos A, B y C para construir, mediante
segmentos, el tridngulo ABC. A
continuacion, colocd los puntos medios (P, Q

y R) en cada lado del triangulo ABC.
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Después, con la herramienta “tridngulo”,
construyd los triangulos APQ, PRQ, QRC y
PRB. En esta parte de la construccion se
movilizd nociones que pensamos en el a
priori, talescomo segmentos, punto medio de
un segmento y tridngulos. Ademds, Rosa

desarrollo la aprehension secuencial,

cuando sigui6 los pasos para construir el
segmento, punto medio, tridngulos y ocultar
objetos. Por otro lado, aunque no lo
consideramos en el a priori, Rosa desarrollo
la aprehension operatoria (modificacion

mereoldgica) en el momento que reconfigura
W

el triangulo ABC en los cuatro triangulos

mencionados.

En esta parte, la estudiante utilizo
herramientas que no consideramos en el a
priori para medir el &rea de cada uno de los
cuatro triangulos. Ella empleé herramienta
“area”,y lalongitud de los lados del triangulo
ABC y de los cuatro tridngulos con la
herramienta “longitud”. En esta seccion,
pensamos que mientras movilizd nociones de
area y perimetro de figuras planas, se
manifestd la aprehension perceptiva, que
concuerda con lo que pensamos en el a priori,
ya que creemos que ella observo la figura (el
triangulo ABC) como un todo y a los cuatro

triangulos como figuras que se superponen en

él. Por esa razon, pensamos que cuando
evalud los lados de cada tridngulo no utilizo
la herramienta “distancia” sino “longitud” ya

que, no concibié que el triangulo ABC se
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haya descompuesto en otros cuatro, sino que
cuatro  triangulos  independientes  se
superpusieron en el triangulo ABC. Estos
procedimientos estdn de acuerdo con lo

mencionado en nuestro a priori.

Por ultimo, tal como supusimos en nuestro a

priori, Rosa arrastré los puntos A y B
creemos que con la finalidad de colocar el

triangulo ABC en el plano base.

En este caso, observamos que las nociones de
plano y figuras que pertenecen a un plano
fueron movilizadas por la estudiante.
Ademas, como lo manifestamos enel a priori,
pensamos que desarrollo la aprehension

perceptiva, porque ella reconocié al

triangulo ABC como una figura que no se
encontraba en alguno de los planos presentes
ahi y tuvo la necesidad de colocarlo en uno

de ellos. Por ello, al arrastrar los puntos
desplegd la aprehension  operatoria
(modificacion Optica y posicional) en virtud
que la estudiante cambid la forma y la
posicion del triangulo para ubicarlo en el
plano base, accién que no previmos en

nuestro a priori.
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Analisis a posteriori de la alumna Semnia

Cuadro 12. Primer analisis de Semnia

Analisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

Semnia construy6 los dos planos aunque no
consiguié en un primer momento que estos
sean secantes, lo cual previmos de esta
posible dificultad en el a priori. Se evidencid
que la estudiante manipulé el plano base,
creemos gue con la intencion de obtener una
mejor vista de su construccion para luego
construir el triangulo ABC. Podemos
identificar, a diferencia de nuestro a priori, la
falta de apropiacion de la nocion de planos
secantes, pero a su vez desarrollo la
aprehension perceptiva lo que le permite
ver a los planos como figuras disociadas de

los puntos que lo forman.

Por otro lado, también desarroll6 la
aprehension  secuencial, tal como
supusimos en el a priori, aunque el tiempo de

construccion fue mayor en comparacion al de

sus compafieros. Creemos que de acuerdo a
la estructura diadica de esta aprehension,
existieron factores externos (distraccionenel
momento de la indicacién), que no
estimamos en nuestro a priori, los cuales
fueron causales de dicha demora por parte de
la estudiante. Ademas, no oculté los puntos

como estaba precisado.

Luego, tal como describimos en el a priori, la
estudiante Semnia ubico los puntos (A, By

C) uno en cada plano y, con segmentos de
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recta construyd el triangulo ABC. A
continuacion, siguio los pasos previstos en el
a priori y establecio el punto medio de cada
segmento y con la herramienta “tridngulo”
construyd los cuatro tridangulos dentro del
triangulo ABC. Podemos anotar que mientras
movilizd los contenidos previstos en el a
priori, los cuales son segmento, punto medio
de un segmento y tridngulos, Semnia
evidencio la consecucion de la aprehensién
secuencial en relacion a que realizd la
construccion como estd indicado. Ademas,
aunque no esta planteado en el a priori, ella
desarrollo la aprehension operatoria
(modificaciéon mereoldgica) en el momento
que construyd sub figuras (los cuatro
triangulos) dentro del triangulo ABC. Tal
construccion si estuvo prevista en el a priori. S
Por otro lado, la estudiante utiliz6 las gl L '.
herramientas “area” y “longitud” para
observar la relacion entre las areas de los
cuatro tridngulos y la relacién entre los
perimetros de los tridngulos ABC, y mientras
la estudiante movilizd nociones como las de

perimetro y area previstas en el a priori, o\
pensamos que en ella se realizd la |
aprehension perceptiva en vista que Semnia

identifico al triangulo ABC como un todo y

los triangulos pequefios como figuras
superpuestas en él, ya que al momento de
determinar la longitud solo lo hizo de los

lados del triangulo ABC mas no logré
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determinar la longitud de los lados de cada

triangulo pequefio.

También a pesar de no estar previsto en
nuestro a priori, creemos que desarrollo la
aprehension  operatoria  (modificacion
posicional) ya que ella manipulé el plano y
modificd la posicion del tridngulo ABC,

creemos que con la finalidad de observar la

figura desde distintas posiciones.

Por ultimo, la estudiante procedié como
estaba anunciado en el a prioriy manipuld los
puntos A, By C para lograr que el triangulo
ABC se encuentre en el plano. Sin embargo,
se observo que ella tuvo dificultades en lograr
este propdsito, ya que luego movi6 uno de los
planos méas no los puntos que es lo que se

solicitaba. En ese sentido, podemos decir que

mientras se evidencié la nocion de planos y
triangulos, tal como lo sefialado en el a priori,
intuimos que también desarrollé la
aprehension  perceptiva, pero en su
percepcion no pudo distinguir los elementos
figurales de punto y plano para obtener lo que

pretendia.
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Analisis a posteriori de la alumna Yanet

Cuadro 13. Primer analisis de Yaneth

Analisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

La estudiante realizo la construccién de los

dos planos secantes por medio de tres puntos,
tal como se indicé y tal como describimos en
el a priori. Esta accién le permitié movilizar
nociones de puntos y planos secantes,
ademas de realzar el proceso de aprehensién

secuencial porque sigui6 el proceso de

construccion de planos. También, como lo

anotamos en el a priori, se observd que
manipuld6 el plano, creemos que para
observar su construccién desde distintos
puntos y percibir que los planos sean
realmente secantes. Pensamos que la
aprehension perceptiva que desarrolld le
permitio reconocer los planos como unidades
figurales de dimension dos.

Luego, ubico los puntos A, B y C en cada
plano tal como lo supusimos en nuestro a

priori, para después mediante segmentos de
recta unir dichos puntos y obtener el
triangulo  ABC. A continuacién, Yaneth
ubicé los puntos medios P, Q y R de cada
segmento. Pensamos que la estudiante
mientras movilizd nociones de tridngulos,
desarroll6 su aprehension perceptiva, que
se ajusta con lo que anunciamos en el apriori,
lo cual le permitio ver a lafigura inicial como

una figura vacia que tenia que rellenar

inicialmente antes de construir los cuatro
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triangulos. Esta percepcién de observar la
figura como una de dimension dos esta de
acuerdo con que Duval denomina ley de
cierre y continuidad. Luego, realizo una
accién que tampoco avistamos en el a priori.
Observd que méas sencillo era rellenar el
triangulo ABC con los cuatro triangulos
antes de rellenarlo primero con uno de

mayores dimensiones.

En seguida, con la herramienta “4rea” midio
las areas de los cuatro triangulos. También se
observé que utilizo la herramienta
“distancia” y no “longitud” para medir los
lados de las figuras. Ella midié los lados del
triangulo ABC lo que nos hace pensar que
mientras movilizO nociones de é&rea y
perimetro de figuras planas previstas en el a
priori, entrd en desarrollo la aprehension
perceptiva, la cual hizo que ella observe el .
triangulo como una unidad figural, =
yuxtapuesta de  cuatro triangulos.
Finalmente, movilizé los puntos Ay B, como
lo imaginamos en el a priori, creemos que
con la intencion de ubicar el triangulo ABC
en el plano base, lo que evidencio el
desarrollo de la aprehension operatoria:
modificacion oOptica y posicional, que no
previmos en el a priori, en el momento que
utilizé las funciones de manipulacion y el
arrastre del Cabri 3D.
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Segunda parte: Preguntas 1,2y 3

Pregunta 1:

¢Cudl es la razon entre las areas de los tridngulos ABC vy el triangulo PQR?, justifique su respuesta.

Anélisis a priori

Creemos que los estudiantes utilizaran la herramienta “area” para medir las areas de los cuatro
triangulos: APQ, PBR, RQC y PQR. Pensamos que al medir dichas areas, ellos se percataran
que los cuatro tridngulos poseen las mismas medidas y, a priori observaran que el area del
triangulo ABC es lasuma de las areas de los cuatro triangulos inicialmente medidos, tal como

mostramos en la figura 24.

Figura 24. Medida de las areas de los triangulos

Sospechamos por otro lado que podrian manipular el triangulo ABC arrastrando los puntos A,
B o C para verificar si las areas permanecen constantes entre ellas. En estas acciones podemos
decir que mientras los estudiantes movilizaran nociones de posicion relativa entre planos,
segmento, punto medio de un segmento y areas de triangulos, también desarrollaran la
aprehension operatoria (modificacion posicional), en el sentido que existe una
reconfiguracion del tridngulo ABC en otros cuatro. De la misma forma, desarrollaran la
aprehension discursiva, ya que lo observado en la pantalla podrian plasmarlo en una hoja para

realizar los célculos de la relacion entre las areas.

Luego de realizar los célculos, intuimos que los estudiantes llegaran a concluir que la razén
entre las areas es de 1 a 4, o dicho de otras formas: 1/4 o que simplemente escriban que la

relacién es la cuarta parte.
Anédlisis a posteriori de la estudiante Rosa

La estudiante manifestd que: "el triangulo PQR es 1/4 del triAngulo ABC". Luego, declar6 que

"el area de cada triangulo miden iguales y la suma de todos es el area total del triAngulo ABC"
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Figura 25.Construccion de Rosa

De acuerdo a la respuesta vertida por Rosa y la construccion realizada (ver figura 25), podemos
suponer que ellamovilizd nociones previstas en el a priori como triangulos y area de triangulos.
Ademas, aunque no previmos el desarrollo de la aprehension perceptiva en el a priori, ella
evidencio la aprehension perceptiva y discursiva, ya que ellarealizd el paso de la percepcion
de la figura como una unidad figural de dimensién dos y superpuesta de otras cuatro figuras
cuyas areas fueron determinadas con ayuda de una herramienta del Cabri 3D, al discurso en
registro aritmético, lo cual le permitio realizar calculos para establecer larelacionentre las &reas
solicitadas. En este paso aunque tampoco esta descrito en nuestro a priori, Rosa utiliz6 dos
registros: lengua natural y simbdlica. La respuesta textual si guarda relacion con lo descrito en
nuestro a priori.

Anédlisis a posteriori de la estudiante Semnia

La estudiante manifestd que: "el triangulo PQR es 1/4 del tridngulo ABC". Luego, declara que

"el area de cada tridngulo midenigualesy la suma de todos es el area total del triangulo ABC".

Figura 26. Construccion de Semnia

De lamisma forma, cuando observamos la construccion realizada por la estudiante (ver figura

26), anotamos que ella moviliz nociones de tridngulos y éarea, que también predijimos en el a
87
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priori. Ademas, desarroll6 la aprehension perceptiva que no estaba pensado en el a prioriy la
aprehension discursiva, que esta de acuerdo con nuestro a priori, ya que ella pasa de la
percepcion de la figura al discurso utilizando lengua natural y registro aritmético tal como

sucedio con la estudiante Rosa.
Analisis a posteriori de la estudiante Yaneth

La estudiante sefialo que: "el triangulo PQR es 1/4 del triAngulo ABC".

Figura 27. Construccion de Yaneth

En vista de su respuesta y la construccion realizada, la cual observamos en la figura 27,
podemos decir que en relaciona nuestro a priori, la estudiante movilizo las nociones triangulo
y area; ademas evidencid la aprehensidn perceptiva, en vista que percibe de acuerdo a ley de
formacién y cierre a la figura como un todo superpuesto por cuatro figuras que lo componen.
Por tal razon como lo pensamos en el a priori, con laayuda de los calculos que realiza establece

que el area del triangulo PQR es la cuarta parte del valor del area del tridngulo ABC.

Pregunta 2:

¢Cudl es la razon entre el perimetro del tridngulo PQR vy el perimetro del tridngulo ABC?, justifique su

respuesta.

Analisis a priori.

Presumimos que para llegar a determinar la razon entre la medida de los perimetros de ambos
triangulos, utilizaran la herramienta “longitud” para medir los lados de cada triangulo, tal como
se muestra en la figura 28. Luego, tendran que realizar la operacion aritmética de la adicion
para encontrar la razon entre los perimetros por lo que, en este proceso, se desarrollaran las
aprehensiones perceptiva y discursiva, en vista que los estudiantes deberan distinguir las
figuras como unidades de dimensidn dos en el Cabri 3D; y luego introducir estas longitudes en
lapiz y papel (teorizacion de la aprehension perceptiva) para realizar los calculos y establecer

la razon. Ademas, suponemos que se movilizara la nocion de perimetro.
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Figura 28. Medida del perimetro de los triangulos

Por otro lado, imaginamos que como en nuestro a priori no tomamos en cuenta la cantidad de
decimales que el Cabri 3D ofrece, los estudiantes podrian tener dificultad al observar esta
situacion. Esta dificultad se podria reflejar al sumar los perimetros del triangulo PQR vy del
triangulo ABC, ya que estos no podrian estar exactamente en larelacionde 1 a2 que es la razon
a la que los estudiantes deberian llegar.

Sin embargo, esperamos que a pesar de ello los estudiantes redondeen y enuncien su respuesta

con el anuncio que larelaciénesde 1 a2 o0 1;01:2, o enunciar que el perimetro del triangulo
2

ABC es el doble del perimetro del triangulo PQR.
Analisis a posteriori de la estudiante Rosa

La estudiante manifestd que "la medida del perimetro PQR es la mitad del triangulo ABC". Por
otro lado, afiadi6 para justificar su respuesta: "utilicé la longitud para medir los perimetros del
tridngulo ABC y PQR y obtener la relacion entre ellas™. Su declaracion se justifica con la
construccion que ellarealizo y la cual se muestra en la figura 29 y también se ajusta a nuestro

pensamiento a priori.

Figura 29. Construccion de la estudiante Rosa
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De estas afirmaciones, podemos pensar que mientras movilizd nociones de longitud de un
segmento, perimetro y triangulo, la estudiante desarrollé la aprehension perceptiva, en el
instante que pasé dela percepcidnde ver a los triangulos como unidades figurales de dimensidn
dos, a observar que estos estan compuestos por unidades de dimension uno (segmentos o lados
de cada triangulo), las cuales fueron susceptible de ser medidos. Este analisis tiene relacion con
nuestro a priori, salvo en la movilizacion de nociones geométricas, ya que no contemplamos la
movilizacién de segmentos y triangulos. También tal como lo intuimos en el a priori, la
estudiante realizd célculo de las longitudes de sus lados, y estos los pasé al discurso
(aprehensién discursiva) sobre una hoja con la finalidad de encontrar la relacion entre los

perimetros solicitados.
Analisis a posteriori de la estudiante Semnia

La estudiante declaré: "el perimetro del triangulo PQR es la mitad del perimetro del tridngulo
ABC". En laficha se evidenci¢ la suma de los tres lados del tridngulo ABC: 6.1+5.5+8.8=20.4.
Luego, afiadid: "utilicé la herramienta “longitud” para hallar el perimetro del triangulo POR
y ABC". Al parecer la estudiante tal y como pensamos en el a priori, hall6 la suma de los lados
del triangulo PQR ya que en la ficha se observa escrito 10.2cm. Estas medidas y todo el proceso
aritmético con las longitudes del triangulo estaban previsto en nuestro a priori, y ademas
guardan relacion con la construccion de Semnia que se observa en la figura 30.

Figura 30. Construccion de la estudiante Semnia
En ese sentido, podemos observar que Semnia movilizé6 nociones de perimetro, longitud de
segmentos y triangulos, los cuales sefialamos parcialmente en nuestro a priori. Ademas,
pensamos que se evidencid la aprehension perceptiva y la discursiva, que si indicamos en el
a priori, ya que hace un salto del registro figural, que esti en su construccion, al discurso

matematico, en los mismo términos descritos en los analisis anterior de Rosa.
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Andlisis a posteriori de la estudiante Yaneth

La estudiante manifesté que “el perimetro del triangulo PQR es la mitad del perimetro del
tridngulo ABC”, lo que guarda relacion estrecha con nuestra propuesta a priori. La estudiante
realizd los célculos para llegar a esa conclusion. En virtud de su respuesta y de la construccidn
realizada por ella (ver figura 31), podemos decir que la estudiante movilizd nociones de
perimetro, longitud y triangulos que sefialamos en el a priori, aunque no consideramos al

triangulo.

Figura 31. Construccion de la estudiante Yaneth

Ademas, podemos sefialar que la estudiante desarrollé la aprehensién perceptiva y la
discursiva, prevista también en nuestro a priori, ya que hace un salto del registro figural, que

esta en su construccion, al discurso matematico.

Pregunta 3:

El triangulo ABC ¢pertenece a alguno de los tres planos?, manipule para observar.
Si la respuesta es Sl, indique a que plano pertenece.

Si la respuesta es NO, ¢qué punto(s) y de qué manera debemos arrastrar para lograr que el tridngulo
ABC se encuentre en el plano base?

Analisis a priori

Esperamos que los estudiantes, en primer lugar, manipulen el plano base y luego el desarrollo
de su aprehension perceptiva, les permita, por un lado asociar al triangulo ABC como una
unidad figural cerrada que deberia pertenecer a un plano, y por otro lado con el hecho de que
para lograr tal proposito debe manipular las unidades figurales de dimension cero (los puntos)
de los otros dos planos. En ese sentido, creemos que ellos intentaran colocar el triangulo en el
plano base siguiendo la secuencia que se muestra en la figura 32, lo cual desarrollara la
aprehension operativa (modificacion Optica y posicional), porque al pretender ubicar el
triangulo en el plano base deben cambiar de posicidn al triangulo y al manipular los puntos A

y B el tridngulo ABC podria sufrir cambios es sus dimensiones.
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Figura 32. Ubicacion del triéngulo ABC en el plano base
Presumimos que los estudiantes arrastraran los puntos que forman los vértices del triangulo

ABC, y que no pertenezcan al plano base, para lograr ubicar el triangulo ABC en el plano base.

Andlisis a posteriori de la estudiante Rosa
La estudiante declaré lo siguiente: “arrastré los puntos A y B viendo los movimientos de lado a
lado y haciendo que cada uno de ellos encaje exactamente en cada recta de los secantes”, dicha

afirmacion guarda coherencia con lo descrito en el a priori.

Figura 33. Construccién de Rosa

De acuerdo a lo descrito por la estudiante y a su construccion (ver figura 33), podemos precisar
que en esta pregunta se movilizaron nociones de puntos en el plano y en el espacio, planos y
triangulos, nociones que no previmos en nuestro a priori. Ademas, como planeamos en nuestro
a priori, la estudiante desarroll6 la aprehensién perceptiva y la aprehensién operatoria
(modificacion posicional) en medida que la estudiante utilizo la funcién de manipulacion del
Cabri 3D para cambiar la posicion de la figura inicial y tener mas clarasu percepcion del plano

donde quiso ubicarla.

Analisis a posteriori de la estudiante Semnia

La estudiante escribid: "el punto "A" lo movi hacia abajo. El punto "B" lo movi hacia la
izquierda y el punto "C" lo movi hacia la derecha". En esta pregunta, la estudiante realiza la
accion de mover el punto “C”; esta accidon no estuvo prevista en nuestro a priori. Se observo
también que Semnia movilizd nociones de puntos en el plano y en el espacio, planos y

triangulos, que si consideramos en el a priori.
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Figura 34. Construccion de Semnia

Por otra parte, se evidenci6 en la construccion de la estudiante, la cual se muestra en la figura
34, un desarrollo de la aprehensién perceptiva y la aprehension operatoria (modificacion
posicional) en medida que la estudiante debe cambiar de posicion de la figura inicial teniendo
clara su percepcion del plano donde quiera ubicarlo, lo cual reafirma el pensamiento planteado
en el a priori.

Anédlisis a posteriori de la estudiante Yaneth

De acuerdo a la construccion realizada por Yaneth (ver figura 35), observamos que el
desarrollo de su aprehension perceptiva, descrita en el a priori, le dejo distinguir al tridngulo
como una figura cuyos elementos figurales (los puntos A, B y C) se encuentran en planos
diferentes y por tanto, fue necesario arrastrar los puntos A y B para ubicar a la figura en un
Unico plano. Esta accion de arrastrar los puntos A y B estuvo reflexionada de esa manera en

nuestro a priori.

Figura 35. Construccion de Yaneth

Podemos estimar que la estudiante movilizd nociones de planos y tridngulos, a la vez que
desplegd la aprehension operatoria: modificacion posicional y dptica, como también figura

en el a priori, ya que el triangulo ABC es modificado en su posicidn inicial.

ACTIVIDAD 2: Construccion del cubo truncado

Esta actividad tiene dos objetivos: en primer lugar, que los estudiantes logren realizar la
construccion del cubo truncado y, en segundo lugar, satisfacer nuestro segundo objetivo
especifico que es el de conseguir que los estudiantes articulen las aprehensiones perceptiva,

operatoria y discursiva principalmente.
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Esta actividad esta dividida en cuatro partes: la primera parte, responde a la determinacion de
los puntos de corte en una de las caras del cubo. La segunda parte, lo constituyen cuatro
preguntas que guardan relacion con la construccion anterior. La tercera parte, corresponde a la
construccion de los demas puntos de corte y del recorte de las esquinas del cubo hasta obtener
el cubo truncado. Por ultimo, la cuarta parte lo compone una pregunta que se vincula con la

ultima construccion.

Ficha de la actividad 2

Primera parte: Determinacion de los puntos de corte:

Abra el Cabri 3D

Construya un cubo

Elija una cara del cubo y némbrelo con las letras ABCD.

Ubique el centro de la cara ABCD y nombrelo con la letra “O”

Construya una circunferencia en la cara ABCD, tomando como centro el vértice “A” y punto de paso “O”

Marque los puntos de interseccion de la circunferenciacon las aristas y nombrelo conlas letras My N (M en AB
y N en AD).

Construya tres circunferencias adicionales en lamisma cara ABCD del cubo, las cuales deben tener como centros
los vértices B, C y D y como punto de paso el punto “O”.

Marque los puntos de interseccién de las circunferencias con las aristas (no le asigne letras a dichos puntos).

Oculte las circunferencias construidas.

Analisis a priori

En la construccién que los estudiantes podrian realizar (ver figura 36), creemos que para
construir el cubo, ellos haran uso de la herramienta “cubo” definido con un punto en el plano
base que seré el centro y otro punto de paso. Luego, pensamos que elegirdn la cara superior a
la que denotaran con las letras A, B, C y D para construir ahi la circunferencia con las
indicaciones dadas. Hasta esta parte de la construccion creemos que se evidenciara la
aprehension secuencial; y su estructura diadica que lo constituye no interrumpird dicha

aprehension.

Los pasos mostrados previamente para la construccion de distintos objetos en Cabri 3D y la
realizacion delos mismos son los que dan el soporte del desarrollo de la aprehension secuencial.
Luego, para ubicar el punto medio de la cara, pensamos que algunos podrian ubicar el punto
medio con la herramienta “punto medio” entre dos vértices opuestos de la cara. Otros quizas
tengan que trazar las dos diagonales y marcar el punto de interseccion. En seguida, creemos
que para trazar la circunferencia los estudiantes podrian tener dificultades en definir la cara en

primer lugar, no por falta de conocimiento sino porque pueden olvidar este paso.
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Finalmente, en la interseccion de la circunferencia con las aristas creemos que utilizaran
adecuadamente la herramienta “puntos de interseccién” para lograr dicho cometido. Las
aprehensiones que suponemos articularan son las aprehensiones perceptiva y operatoria; en
vista que existira una relacion directa entre la percepcién de los estudiantes sobre un cuadrado
como unidad figural de dimension dosy que forma parte del cubo que es una unidad figural de
dimension tres, y el hecho de realizar reconfiguraciones (trazos de diagonales posiblemente) en

dicha cara para ubicar el puto medio de ella.

Por otro lado, suponemos que se han de movilizar nociones como el cuadrado y sus

propiedades. Presentamos una posible construccion delos estudiantes.

Figura 36. Circunferencia definida en una cara del cubo
En la continuacién de la construccion, creemos que los estudiantes no tendran problemas en
construir las tres circunferencias solicitadas, ya que seguirdn los pasos de su primera
construccion. Entonces, la aprehension secuencial se hara evidente en esta construccion. Una

posible construccion es la que sigue.

Figura 37.Circunferencias en una cara del cubo
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Anédlisis a posteriori de la alumna Rosa

Cuadro 14. Segundo analisis de Rosa

Analisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

La estudiante Rosa, de acuerdo con lo
sefialado en nuestro a priori, construyo el
cubo con la herramienta "cubo”, luego eligio

una cara y la denoté con las letras ABCD,

pero se equivocé en el orden y ella lo denot6
como ABDC (es decirno colocd las letras en

forma consecutiva en los vértices de la cara

elegida), lo cual no se planted en el a priori,

y nos hizo suponer que existi6 una

interferencia  entre  la  aprehension

perceptiva que tiene sobre el cuadrado y el
enunciado asociado a esta unidad figural. En
seguida, ubico el punto medio “O” de la cara
elegida con la herramienta “punto medio™ de

tal manera que encontré dicho punto medio

de la forma descrita en el a priori que es a
partir de dos vértices opuestos de la cara del
cubo.

Este punto en realidad, es el centro de la
diagonal, que aunque ella no lo traza,
pensamos que la asume. También, construy6
la circunferencia con centro en el vértice "A"

y punto de paso "O".

En esta parte de su construccidn, podemos
notar que la estudiante movilizé nociones de
cuadrado, diagonal del cuadrado,
circunferencia y cubo, lo cual concuerda con
las nociones que mencionamos en nuestro a

priori. Pero ademds, evidencio la
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aprehension  operatoria  (modificacion
posicional) ya que ella, a pesar de no estar
previsto en el a priori, manipuld y cambio
constantemente la posicion del cubo, porque o
quiso ubicar con precision el centro de la ‘
circunferencia y observd el cubo desde

diversas posiciones.

Por otro lado, aunque tampoco estuvo
pensado en el a priori, laestudiante manipul 6
el cubo, creemos que para intentar percibir
(aprehensién perceptiva) que segmento o
segmentos representan el radio de dicha
circunferencia. Luego, realiz6  una

reconfiguracion con el acto de hacer el trazo

del segmento AD (diagonal de la cara) lo que

evidencié una aprehension operatoria:
modificacion mereoldgica, a la vez que
movilizd nociones de segmento, radio y

diagonal de un cuadrado.

Continuo el proceso de construccion tal como
lo presentamos en el a priori y asi la

estudiante mediante circunferencias encontré

los deméas puntos de corte en las otras caras,
lo cual puso de manifiesto la aprehension
secuencial, presente en cada parte de cada

construccion.
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Anédlisis a posteriori de la estudiante Semnia

Cuadro 15. Segundo andlisis de Semnia

Analisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

La estudiante sigui6 lo pensado en el a priori,
al construir el cubo con la herramienta
"cubo"; luego eligio una caray ladenoté con

las letras ABCD. En seguida, para ubicar el

un nuevo punto (¢

punto medio de la cara ABCD ella marcé los

puntos medios de cada lado del cuadrado
ABCD, aunque este paso no lo
contemplamos en el a priori, creemos que
quiso formar una especie de cruz y de esa
manera ubicar el punto medio de dicha cara.

Sin embargo, no logré culminar su intento.

Aunque no haya culminado su pretension se

pudo evidenciar, como lo describimos en

nuestro a priori, la aprehension operatoria:
modificacion mereoldgica en el momento

que ubico los puntos medios de los lados con

el fin de intentar dar solucion al problema
presentado. Ello mientras movilizé nociones

pensadas en el a priori como segmentos, *

el vértic

punto medio de un segmento, cuadrado y o

cubo.

Luego, deshizo esa parte de su construccion
y logré ubicar el punto medio de la cara
ABCD trazando, como esta en nuestro a
priori, el punto medio entre dos vértices

opuestos de dicha cara.

También tal como lo precisamos en el a

priori, construyé la circunferencia con centro

en el vértice "A" y punto de paso "O".A
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continuacion, traz6 la diagonal AC,

pensamos que para identificar el segmento

AO que representa el radio de Ila -a

circunferencia, lo que evidencio la

aprehension  operatoria: modificacion ‘ ||

o

mereoldgica, ya que afadio elementos a la

figura inicial para buscar solucionar el

problema.

También a diferencia del a priori, la
estudiante trazé el segmento MB, creemos
que para identificar dicha distancia en

términos de la arista “a” del cubo, lo que una

vez mas evidencid una articulacion entre la

aprehension perceptiva y operatoria.

La estudiante continu6 su construccion y

evidencid la aprehension secuencial, la cual

sefialamos en el a priori, en el momento que -~ m b
construyd las tres circunferencias adicionales e
mediante el mismo proceso de construccion J
de la primera. i
d C
—

Analisis a posteriori de la alumna Yaneth

Cuadro 16. Segundo analisis de Yaneth

Andlisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

La estudiante en concordancia con nuestro a

este vértice

priori construyé el cubo con la herramienta

"cubo”, luego eligioé una cara y se observo

'\\
ciertas dificultades en denotarla con las letras i
ABCD, dificultad que no la pensamos enel a ~ e

priori, aunque creemos que es mas por
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manejo del Cabri 3D que por otra razon. En
seguida, para ubicar el punto medio de lacara
ABCD ella marco el punto medio entre dos
vértices opuestos de dicha cara, tal como esta

sefialado en el a priori.

Se observo tambien que para construir la
circunferencia inicialmente tuvo dificultades
de tipo secuencial que no contemplamos en
el a priori, por lo que en esta parte no estuvo
bien  desarrollada la  aprehension
secuencial aunque de igual forma movilizé
nociones de  punto, cuadrado vy

circunferencia.

A continuacion, trazé la diagonal AC,
pensamos que para identificar el segmento
AO que representa el radio de la

circunferencia, lo que ayudd a desarrollar su

aprehension  operatoria:  modificacion
mereoldgica, que pensamos en el a priori. La
estudiante continu6 su construccion 'y
evidencio la aprehension secuencial en el

momento  que  construyd  las  tres

circunferencias adicionales siguiendo el

mismo proceso de construccion de la N b

primera. Todo este proceso se dio mientras

movilizé nociones que establecimos en el a W

priori como circunferencia y diagonal de un

cuadrado.

100

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) EE%E;_'}E?AD

DEL PERU

Segunda parte: Preguntas 4,56y 7

Pregunta4:

|De acuerdo con su construccidn, ¢qué segmentos representan el radio de la circunferencia?|

Analisis a priori

Pensamos que algunos estudiantes al manipular el cubo se percataran que el segmento AO es
el radiode la circunferencia y que es igual a los segmentos AMy AN, lo que permitird articular
las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva en el caso de que esbocen y realicen

algin trazo ademas de establecer las relacidn en términos de los segmentos sefialados.

Sin embargo, también creemos que algunos estudiantes no podrian percatarse de este hecho y
no podrian llegar a establecer relacioncon los tres segmentos. Las nociones que movilizaran en

esta pregunta se relacionan con las de punto medio de un segmento Yy circunferencia.
Andlisis a posteriori de las tres estudiantes

Las tres estudiantes tuvieron, tanto las respuestas en la ficha como en sus construcciones,

procedimientos similares.

Rosa respondid: "tiene dos segmentos que son de: AM, AN y AO", mientras Semnia manifesto:
“el segmento: AN, AM y AOQ". Por ultimo, Yaneth declard: "los segmentos: AM y AN

De acuerdo con nuestro a priori, salvo en el caso de Yaneth, lo afirmado por las estudiantes se
ajusta a lo que pensamos iba a suceder. Por otro lado, tal y como muestra nuestro a priori las
estudiantes movilizaron nociones de segmentos y circunferencia. Ademas, en vista de sus
construcciones creemos que su aprehension perceptiva dejo distinguir los segmentos AN, AO
y AM, como elementos figurales. También, al igual que en a priori, pensamos que desarrollaron

la aprehension operatoria: modificacion mereoldgica.

Luego, cuando llevaron al papel (discurso) lo observado en la figura se evidencié la
aprehension discursiva. Por tanto, en esta pregunta podemos suponer que se articularon estas

dos aprehensiones, lo cual guarda relacion con lo pensado en el a priori.
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Pregunta 5:

[73% 1}

Si asumimos que la aristadel cubo es “a”, ja qué es igual el radio de la circunferencia en términos de la arista “a”?
expréselo mateméaticamente.

Analisis a priori

Confiamos que los estudiantes no tendran problemas en identificar que el radio de la

circunferencia es el segmento AO (ver figura 38)

Figura 38.Posible construccion de las estudiantes

Pensamos también que realizaran un esbozo con lapiz y papel para trazar el radio y observar
que este es la mitad de la diagonal del cuadrado (que es una de las caras del cubo), lo cual
articularia la aprehensién perceptiva y operatoria.

Creemos también que dibujardn un tridngulo rectangulo con los lados del cuadrado y su

diagonal, y con el teorema de Pitagoras o triangulos notables determinardn que la longitud de

la diagonal es a2 y por lo tanto, que el radio AO esaf. En esta parte creemos que los

estudiantes articularén las aprehensiones operatoria y discursiva; asi como movilizaran las

nociones de cuadrado, circunferencia, teorema de Pitagoras y triangulos notables.

Analisis a posteriori de las tres estudiantes

Cuadro 17. Andlisis de la pregunta 5

Las tres estudiantes tuvieron procedimientos Respuc(:sta de Rosa \
similares tanto en sus construcciones como ﬂ, i st / ; ."( a

en lo expuesto en sus respectivas fichas de el : o
actividades. Es asi, que dentro del analisis
creemos que las estudiantes movilizaron las
nociones pensadas en el a priori como son
segmentos, cuadrados, circunferencia y el

teorema de Pitagoras. Cabe sefialar que a
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diferencia de nuestro a priori, ninguna Respuesta de Semnia

. . , - 99 e oyem < “taQoY3s .
estudiante realizo los célculos con triangulos | > T lgas

e e Fiz AU
notables, 1o que nos hace pensar que esta : fL f e =
- S S e o

nocion no esta aun aprehendida por ellas. B

o y X= 30z
Al mismo tiempo, también como muestra el
a priori, intuimos que se articularon las
aprehensiones perceptiva y discursiva en | , Respuesta de Yaneth

. - X
vista que fueron capaces de percibirenlacara A\ Y
., , . 2 T & ¢ + e

ABCD el triangulo rectangulo ACD y asociar | x =/ $o €l dis e s danfetnda en Termines

. ) X AL le la arfsTa A" Sufa la mitad Je
esta figura con el teorema de Pitagoras. x= e ATE osea AVg

<

Por otro lado, en una parte de su respuesta se 3
pudo evidenciar que su aprehension
perceptiva los ayudd a distinguir en el lado
AC del cuadrado tres elementos figurales los
segmentos AN, NC y AC. Por ello, en alguna
de las respuestas mencionaron que la
diferencia entre AC y NC es el radio de la
circunferencia, lo cual no imaginamos Yy

menos planteamos en nuestro a priori.

Pregunta 6:

l.Cual es la medida del segmento BM en términos de la arista “a™?, expréselo mateméticamente.

Analisis a priori

Sospechamos que los estudiantes deberian darse cuenta que el segmento AM y AN son
congruentes con AO y que todos ellos son el radio de la circunferencia. Esperamos que algunos
estudiantes puedan observar y darse cuenta que el segmento BM tiene por longitud a la arista

“a” restandole el radio AM que ya lo calcularon (ver figura 39)
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e N £
Figdré 39 EVidénéié dél éegnﬁenfo »B'M

Siendo asi, se articularia la aprehension perceptiva y la discursiva, ya que lo que los

estudiantes perciben, lo plasman en un discurso matematico sobre un papel y mediante

definiciones y procedimientos matematicos, arriban a una respuesta. Las nociones que se

pretende movilizar son operaciones con segmentos, congruencia de segmentos Yy circunferencia.

Luego, creemos que los estudiantes percibirdn que el segmento NC es congruente con el

segmento BM.
Analisis a posteriori de las tres estudiantes

Cuadro 18. Andlisis de la pregunta 6

Se muestran las respuestas de Rosa, Semnia Respuesta de Rosa
y Yaneth. De acuerdo a sus respuestas
podemos sospechar que en primer lugar se s
movilizaron nociones previstas en nuestro a

priori como segmentos. He =

Ademads, tal como lo sefialamos en el a priori,

creemos que se  articularon las
. . . . Respuesta de Semnia
aprehensiones perceptiva y discursiva, ya | ) -
(dm - 3U= ‘w (2o 3_1; gt Gr=id - ‘“72

]

que ellas pudieron distinguir el segmento BM | D s Br- 2337
. . . 1\1\1\‘-\'\‘..\: Comuin [T (2

como la diferencia entre la arista AB y el 20 )

radio AM. Es por eso que escribieron en sus /

fichas que el segmento BM es igual a: ,_a2
2

A diferencia de lo pensado en el a priori, no
se pudo evidenciar el desarrollo de la

aprehension operatoria. Creemos que ellas
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solo les bastd asociar la percepcion y el || Respuesta de Yaneth
. p A,_E__Ji’—'s
discurso para resolver el problema, y no asi — A —
realizar alguna modificacion a la figura que | para hallas la med?da Je! Segmento bH
. ., : ! resla Sobve A _P=
permitiese el desarrollo de la aprehension hacer 0na
] /} AV = MB
operatoria. ;
Pregunta?:

En términos de la arista “a” del cubo construido, jexprese matematicamente la distancia entre los puntos de

interseccion de dos circunferencias sobre una misma arista?

Analisis a priori

Pensamos que los estudiantes identificaran que el segmento solicitado es aquel que se encuentra
en la parte central de cada arista. Creemos sin embargo, que podrian tener dificultades en
calcular su longitud en vista que inicialmente no encontrarian la relacion de este segmento, con

la arista y con las longitudes de los otros dos segmentos contiguos a €l.

Sospechamos que algunos estudiantes conseguiran percibir que el segmento solicitado se puede

calcular restandole a la arista “a” el doble del segmento BM.

- x—a-ofas@2
Es decir: X=2 Z(a 2J

X=aJ/2-a

Estas acciones evidenciaran la articulacion entre las aprehensiones perceptiva, operatoria
y discursiva, ya que pensamos que ademas de percibir en la construccion dicho elemento
figural de dimensién uno (segmento BM) y plasmarlo mediante un discurso matematico en el
papel, también podrian realizar algin tipo de modificacion, sea éptica o posicional de la
construccion que desarrolle su aprehension operatoria. También creemos que movilizaran

nociones de operaciones con segmentos Y circunferencia.
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Andlisis a posteriori de las tres estudiantes

Cuadro 19. Anélisis de la pregunta 7

Mostramos la construccion de la estudiante Respuesta de Rosa 4

. L , i e A
Rosa (figura 40), ya que las demas tuvieron '=alz _(%a -auz ;
construcciones similares. Wz @

Respuesta de Semnia

= i <~ S
2 ‘—_2‘ S
— H48YZ — 23 L3V
= e it
Figura 40. Construccion de Rosa AT y ¢ y
= e 5§ S fi = J
Por otro lado, las respuestas de las tres 2

estudiantes si bien es cierto se aproximan
| Respuesta de Yaneth

-4V

e i N
B .. = 1y 2
convencer en relacion a su prOCEdlmlentO A\ /i— k X

bastante a nuestro a priori, no terminan por

*«x

algebraico, el cual muestra ciertas | a4z 4. A7 —py —_
v v

dificultades en su proceso.

Ademas, la aprehension perceptiva les
ayudo a distinguir que la distancia entre los
puntos de corte era un segmento (unidad
figural de dimensiébn uno como lo
manifestamos en el a priori). También
podemos pensar que se articularon las
aprehensiones perceptiva y discursiva,
pues esa percepcion de la relatamos se
convirtié en discurso en el momento que los
estudiantes lo plasman en la ficha. Aunque
esta articulacion estaba previstaen el a priori,
no pasé lo mismo con la aprehension
operatoria, la cual no se evidencio por las

estudiantes.
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Tercera parte: Construcciéon del cubo truncado

...Continte con la construccion realizada en la primera parte:

En todas las aristas restantes del cubo ubique los puntos como enla cara ABCD, siguiendo el mismo procedimiento
u otro que usted crea conveniente (no le asigne letras a ningdn punto).

Oculte todas las circunferencias.

Recorte todas las esquinas del cubo tomando como referencia los puntos marcados en las aristas.

Anélisis a priori

En relacién a la construccidn, creemos que los estudiantes utilizaran adecuadamente la
herramienta “ocultar/mostrar” para ocultar las circunferencias. Luego, construirdn en cada
cara del cubo circunferencias para ubicar y marcar los puntos en las aristas. A continuacion,
pensamos que construiran planos en cada esquina del cubo por medio de tres puntos, que ya
estan marcados, y con la herramienta “recorte de poliedro” procederan a recortar dichas
esquinas. Los estudiantes articularan en esta construccion las aprehensiones perceptiva y
operatoria (modificacidon mereoldgica y posicional), ya que deberdn distinguir elementos
figurales como punto y plano, ademas de cambiar de posicion al cubo cada vez que pretenda
realizar el recorte de alguna esquina. Pensamos que podrian tener alguna dificultad en el
momento de clicar primero al plano, pues podrian intentar directamente clicar la parte que se
desea cortar sin definir el plano que lo cortara. A pesar de ello, suponemos que lograran recortar
todas las esquinas. Las nociones que pensamos movilizardn son plano, circunferencia y

propiedades del cuadrado. La figura 41 es una posible construccién de los estudiantes.

Figura 41. Puntos determinados en las aristas para truncar el cubo
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Andlisis a posteriori de Rosa

Cuadro 20. Tercer andlisis de Rosa

Analisis del proceso de construccion

La estudiante inici6 la construccion a partir
de haber encontrado los puntos de corte en la
cara ABCD del cubo. Luego, tal como lo
imaginamos en el a priori, siguié el
procedimiento realizado en dicha cara y
ubicd los puntos de corte en las demas aristas.

Esta accion desarroll6 la aprehension
secuencial de la estudiante, en vista que
sigui6 los pasos y procesos Ccomo
inicialmente se le indicaron y como

sefialamos en el a priori.

A continuacion, la estudiante, con la
finalidad de recortar una esquina del cubo,
realiz6 un accion no pensada en nuestro a
priori, y construyé otro cubo; creemos que
para intentar recortar primero éste y luego ya

el original. Esta accion desarrollé en la
estudiante la aprehension operatoria de
modificacion Optica. Luego, ella logro

recortar adecuadamente el cubo inicial.

Por ultimo, la estudiante realiz6 los demas

cortes, como creimos que pasarian €n nuestro

a priori, sobre las esquinas del cubo sin

ninguna dificultad. En este proceso se

articularon las aprehensiones secuencial y
la aprehension perceptiva, aunque no

estaba prevista en el analisis a priori sobre la
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aprehensoin secuencial, sabemos que esta es

inherente a toda construccion.

La aprehension perceptiva se manifesto en
vista que la estudiante debié manipular el

cubo para percibir donde construir los planos

e iniciar el recorte de las esquinas. Como

resultado, y tal como lo pensamos en el a
priori, la estudiante logré construir el cubo

truncado. Lt
/\ ieste poledro convexo |

B

Andlisis a posteriori de Semnia

Cuadro 21. Tercer andlisis de Semnia

Analisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

La estudiante realizd los procedimientos
descritos en nuestro a priori, los cuales
iniciaron con la construccion a partir de los
puntos de corte en la cara ABCD del cubo.

Luego, con el mismo procedimiento

realizado en dicha cara, ubicé los puntos de

corte en las demas aristas.

Esto evidencio la aprehension secuencial de
la estudiante, que aungue no precisamos en el b m a

a priori, es inherente a toda construccion.

A continuacion, la estudiante realizd una
accion no pensada en el a priori al utilizar la
herramienta “distancia” y medir si los puntos
en las aristas realmente son equidistantes de

cada vertice.

109

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) EE}EEL'}E'EAD

DEL PERU

Creemos que esta accion fue realziada para
costatar la congruencia entre los segemntos
de cada arista. Luego, ella logré recortar

adecuadamente el cubo inicial lo que articulo

la aprehension  secuencial con la

aprehension perceptiva que pensamos en a

priori, mas no estuvo presente la aprehension

operatoria. /\ S %

Ve ./

Andlisis a posteriori de Yaneth

Cuadro 22. Tercer andlisis de Yaneth

Analisis del proceso de construccion Construccion de la estudiante

De lamisma manera planificada en nuestro a
priori, Yaneth procedid a ubicar los puntos en

las demds aristas del cubo. A pesar de no

estar precisado en el a priori, se desarrolld la
aprehension secuencial inherente a toda

construccion.

Luego, ella logro recortar adecuadamente el

cubo inicial lo que evidenci¢ la articulacién

entre la aprehension secuencial y la
aprehension perceptiva, tambien prevista
en el a priori, aunque con la ausencia de la
aprehension operatoria que imaginamos a

priori.
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Cuarta parte: Pregunta 8

Pregunta 8:

Al recortar las esquinas del cubo, ¢(qué objeto geométrico se ha extraido de cada esquina? Explique qué

caracteristicas posee dicho objeto.

Anélisis a priori

Esperamos que en primer lugar los estudiantes manipulen el plano base para intentar percibir
que tipo de figura fue recortada, luego respondan que la figura extraida de cada esquina del
cubo es una pirdmide, ya que en cada esquina del cubo podemos apreciar que se formd un
triangulo y al haber observado que lo extraido es una porcidon del cubo, pensamos que deberian
asociarlo a una piramide. Posiblemente otros precisen que es una pirdmide triangular; sin

embargo, algunos podrian argumentar que la figura es un tetraedro o tetraedro regular.

Esta pregunta permitira que los estudiantes articulen la aprehension perceptiva y la
operatoria (modificacion mereoldgica). La perceptiva porque deben reconocer el objeto que
se extrae producto de la truncatura, la operatoria porque se ha modificado la figura inicial
mediante una extraccién de una seccion de esta. Las nociones geométricas envueltas son

triangulos, poliedros, piramide, tetraedro regular e irregular.
Andlisis a posteriori de la estudiante Rosa

La figura 42 muestra las construcciones de Rosa. Tal como estd descrito en el a priori, la
estudiante movilizd nociones de tridngulos y cubo mientras desarrollé la aprehension
perceptiva en el momento que manipulo el cubo para ver desde distintas posiciones y poder

identificar la figura que se extrajo de cada vértice.

Figura 42. Construcciones de Rosa

La figura 43 muestra que la estudiante pudo desarrollar la aprehension operatoria:
modificacion Optica, la cual no estuvo contemplada en nuestro a priori, ya que ellaredujo las
dimensiones del cubo y luego las incrementa notoriamente, imaginamos que con lafinalidad de

identificar la figura extraida de las esquinas.
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Figura 43. Construcciones de Rosa

En la ficha, la estudiante manifesté como lo afirmamos en el a priori, que la figura extraida de
cada esquina del cubo es una piramide (aunque ella realizé un bosquejo de un triangulo en la
hoja), lo que permiti6 articular las aprehensiones perceptiva y discursiva, no pensadas en
nuestro a priori. A pesar que no estuvo pensado en el a priori, también sefiala que esta figura
tiene volumen, altura, grosor y area total. En otra parte de su escrito manifesto: “la piramide
tiene un volumen y por lo tanto tiene cada cara, arista y vértice”. En esta parte Rosa articulo
las aprehensiones previstas en el a priori como son la perceptiva y operatoria (modificacion
Optica), en el momento que cambia las dimensiones de su construccion contantemente, creemos

que para percibir la figura extraida.
Andlisis a posteriori de la estudiante Semnia

La estudiante manifesto: “yo creo que quitandole un pedazo del cubo se ha adquirido una
piramide que tiene vértices, aristas, grosor, forma de triangulos, carasy tiene angulos”. Esta
afirmacion se ajusta a lo previsto en el a priori sobre que podrian identificar una piramide como
la figura extraida producto de las truncaturas. Ademas, en la construccion de la estudiante (ver
figura 44), y tal como esta descrito en el a priori, movilizd nociones de tridngulos, cubo y

piramide.

Figura 44.Construcciones de Semnia
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Por otro lado, como lo planteamos en el a priori, la estudiante articul6 las aprehensiones
perceptiva y operatoria (modificacion posicional), porqué ellamanipuld el cubo como vemos
en sus construcciones, e incluso cambi6 el relleno del mismo, sospechamos que para identificar

la figura extraida de cada esquina.
Analisis a posteriori de la estudiante Yaneth

La estudiante manifest6: “parece un triangulo. Hay cuatro tridngulos”. En esta afirmacion se
observé que la percepcidn de la estudiante no ayudo6 a concretizar lo que estimamos en nuestro
a priori. Por otro lado, la figura 45 muestra la construccion de la estudiante, de la cual cabe
destacar que Yaneth no manipulé el objeto de ninguna manera, lo cual también se desconecta

de lo pensado en el a priori, ya que inicialmente pensamos que ella manipularia el objeto.

Figura 45. Construccién de Yaneth

Por otro lado, como afirmamos en el a priori, se movilizaron nociones como triangulos y cubo,
lo que preciso el desarrollo la aprehension perceptiva, la cual le hizo ver a las figuras de las

esquina unicamente como triangulos.

De esta manera, creemos que la segunda actividad fue muy importante, ya que ella consolidd
la articulacion de las aprehensiones que planteamos en nuestros objetivos especificos. Por otro
lado las dos actividades, pensamos, nos condujeron al logro no solo de nuestros objetivos

trazados, sino de responder nuestra pregunta de investigacion.

113

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) gxn_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

CONSIDERACIONES FINALES

Tomamos en cuenta la parte inicial de la investigacion y la experiencia profesional para sefialar
que, la ensefianza de solidos geométricos en la educacion béasica regular en el Pert con
estudiantes del VII ciclo (entre 13 y 16 afios) es relegada para el final de cada afo lectivo y
ademas, es ensefiada de forma bastante somera. Pensamos que debido a esta situacion que
afronta la ensefianza de la geometria, los estudiantes cuando culminan el quinto afio de
secundaria (15- 16 afios) no tienen los conocimientos minimos requeridos (segun los estandares

del Ministerio de Educacion del Per() en lo que compete al area de geometria.

Las razones para tal situacion pueden ser diversas; sin embargo, también creemos que es
oportuno brindar algunas alternativas. En ese sentido, entendimos que era propicio realizar este
trabajo de investigacion sobre la construccion del cubo truncado, el cual toma aspectos de
Almeida (2015). Este trabajo fue oportuno de realizar con estudiantes de quinto de secundaria
de la educacion basica regular. En ellanos interesé conocer las nociones de geometria plana y
espacial que podian movilizar los estudiantes. De la misma forma, nos intereso conocer de qué
manera los estudiantes desarrollan y articulan las aprehensiones mientras movilizan estas

nociones geométricas al momento de construir el cubo truncado.

Ademéas, como lo describimos en nuestro trabajo, pensamos que la insercion de los solidos
arquimedianos para su ensefianza en la educacién basica es factible y necesaria, debido a que
ella afianzaria las nociones geométricas que movilizan los estudiantes, y el desarrollo de
procesos cognitivos asociadas a la articulacion de aprehensiones en el registro figural en el
momento que utilizan un ambiente de geometria dinamica para construir dichos solidos
arquimedianos. La construccion del cubo truncado es posible de realizar con estudiantes del
nivel secundario y consideramos que constituye el primer paso para alimentar la posibilidad de
su ensefianza en los colegios. En ese sentido, esperamos que nuestro trabajo sea un aporte para

perspectivas futuras.

Por otro lado, el uso de la tecnologia es un aspecto que debemos tener en cuenta por la
importancia que este trae consigo. Al trabajar la construccién del sélido arquimediano cubo
truncado, se requeria de un ambiente que no solo permitiese realizar dicha construccion, sino
que ademas posibilite su manipulacion para ser observado de distintas posiciones. En ese

sentido, el Cabri 3D es el ambiente que consideramos apropiado para la presente investigacion.
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Las razones de su eleccién no solo se sustentan en que dicho ambiente es el adecuado para la
construccion del cubo truncado, sino que gracias a sus dos bondades como el arrastre y
manipulacion directa, funciones que otros ambientes no poseen, es posible de que cualquier

construccion pueda ser modificada Optica y posicionalmente.

Otro aspecto del Cabri 3D del cual resaltamos su importancia es su aplicativo applet. Este
aplicativo admite su instalacion en Word y permite realizar la manipulacion directa de algun
objeto construido previamente. Este factor es muy valioso desde el punto de vista didactico para

la ensefianza en aula.

Estos argumentos creemos que han sido importante sefialarlos en nuestras consideraciones
finales. A continuacion, presentamos también aspectos que consideramos valioso mostrar tales
como: pertinencia del marco teérico y metodoldgico, relacién entre los resultados de la parte
experimental y los objetivos y la pregunta de investigacion, y perspectivas futuras sobre estos

tipos de investigaciones.
Pertinencia del marco tedrico y metodologico

En la construccion del sélido arquimediano cubo truncado con el Cabri 3D con estudiantes de
educacion secundaria no solo se movilizaron nociones geométricas, sino que ademas los
estudiantes al realizar las construcciones siguieron una secuencia de pasos previamente

brindadas por el profesor.

Ademas, durante el proceso de construccion, los estudiantes debieron percibir las formas que
integran un determinado objeto matematico; es decir, reconocer figuras de dimension dos, que
en conjunto constituyen otra de dimension tres como es el caso de un cubo. Por otro lado, los
estudiantes debieron realizar trazos y cortes a un determinado objeto con el fin de obtener otro,
esto es realizar reconfiguraciones a un objeto matematico. Y por ultimo, hubo que realizar
calculos y afirmaciones matematicas en papel; es decir, expresar lo que observaronen la figura

construida de manera algebraica o textual.

Por estas razones, consideramos que la Teoria de Registros de Representacién Semidtica es la
que mejor se ajusto a nuestro interés de investigacion y la que permitio alcanzar el objetivo de
la misma y responder la pregunta planteada en la tesis. Por otro lado, para realizar el anélisis de
la investigacion consideramos al registro figural, que es propio para el estudio de figuras
geométricas. Ademas, en este registro se puede realizar el estudio propio de lafiguras mediante

las aprehensiones que en ella desarrollan los estudiantes, tales como: aprehension secuencial,
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perceptiva, operatoria y discursiva. La articulacion de estas aprehensiones fue el objetivo de

nuestra investigacion, en conjunto con las nociones geomeétricas que movilizan los estudiantes.

En el andlisis de las tres actividades elaboradas por los estudiantes, tanto en las construcciones
como en las preguntas asociadas a ellas, pudimos evidenciar la relacion existente entre las
nociones geométricas movilizadas por los estudiantes y las aprehensiones que ellos
desarrollarony articularon, lo que podria garantizar la comprension del objeto de estudio, el

cubo truncado.

En cuanto a la metodologia, tomamos aspectos de la Ingenieria Didactica porque ayud6 a
estructurar y desarrollar la investigacion mediante la conexion con las cuatro fases que esta
metodologia ofrece: analisis preliminares, concepcidn y analisis a priori, experimentacion vy el
analisis a posteriori y validacién. Dentro de los analisis preliminares, se hizo el estudio histérico
de los sélidos arquimedianos en general y del objeto matematico cubo truncado en particular.
Dentro del aspecto de la ensefianza y sus efectos, recordemos que el estudio de este objeto en
la educacion bésica del Perd contribuiria a que los estudiantes movilicen nociones de geometria
plana y espacial, y también que desarrollen proceso cognitivos asociados a las aprehensiones

como el de la visualizaciony el razonamiento.

La parte experimental, fue disefiada de tal forma que permitié a los estudiantes movilizar
nociones geométricas mientras desarrollaban y articulaban aprehensiones dentro del registro
figural. La actividad principal, que fue la segunda actividad, posibilito articular las
aprehensiones perceptiva, operatoria, en todas sus modificaciones, y la discursiva
principalmente. Esta articulacion fue de mucha importancia desarrollarlay evidenciarla porque
ahi es que se desarrollaronlos procesos cognitivos de reconocimiento de una figura geométrica,

visualizacion y demostracidn, los cuales admitieron la comprension de un determinado topico.

Nuestro analisis a priori por otro lado, nos encaminé a predecir el comportamiento que podian
tener los estudiantes en la parte experimental, la cual se contrastd con el analisis a posteriori
luego de la aplicacion de las actividades. Es asi, que en la validacién pudimos notar que los
estudiantes manifestaban comportamientos muy similares a los previstos en el a priori, sobre

todo en lo referido a las construcciones.
Relacion con el objetivo general y la pregunta de investigacion

En relacion a nuestro objetivo general: Analizar la articulacion de las aprehensiones del
registro figural en estudiantes de quinto grado de educacion secundaria cuando movilizan

nociones de geometriaen la construccién del cubo truncado con el Cabri 3D, podemos afirmar
116

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) gxn_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

que nuestra investigacion cumplié este objetivo, en virtud de las razones que pasamos a

precisar:

La primera actividad, logré que los estudiantes desarrollen las aprehensiones secuencial y
perceptiva principalmente en el sentido que, debian realizar la construccion en base a secuencias
dadas por el profesor. La aprehension secuencial tuvo que ser analizada teniendo en cuenta su
estructura diadicacomo son: factores externos que condicionan la secuencia y la permisibilidad
del Cabri 3D para construir objetos. En ese sentido, ninguno de los dos factores fue un
impedimento para analizar esta aprehension, ya que los factores externos (que no fueron
determinantes para limitar esta aprehension) presentes en las construcciones fueron por
ejemplo: ruidos que provenian del patio del colegio, profesores que eventualmente ingresaban
a la sal de computo y distraia la atencién de los estudiantes y la propia distraccion entre ellos

producto de su edad.

En cuanto al Cabri 3D, este ambiente no presentd limitaciones para ninguna de las
construcciones que los estudiante debian realizar, es més, el ambiente ofrece hasta mas de un
camino para una determinada construccion de algin objeto, bondad que algunos estudiantes
descubrieron cuando se trata de la construccion de unidades figurales de dimension uno como
es un segmento, y de unidades de dimension dos como el caso de la circunferencia y el triangulo.
La aprehension perceptiva por otro lado, ha sido analizada teniendo en cuenta las unidades
figurales que conforman una figura; principalmente la que segin Duval (2004a) es la que el
estudiante percibe de manera automatica que es la unidad figural de dimension dos.

Por otra parte, se tuvo en cuenta la ley de cierre y continuidad en el sentido de Duval, ya que
los estudiantes, de manera automatica, percibieron de manera global un dibujo o una
configuracién. En ese sentido, entendemos que esta aprehension se desarrollé cuando los
estudiantes construyeron larepresentacion de objetos como planos secantes y sobre todo cuando
construyeron el tridngulo ABC y lo dividieron en cuatro mas pequefios. En esta parte
evidenciamos que los estudiantes perciben rapidamente unidades figurales de dimension dos
(planos, triangulos) antes que unidades de dimension uno o cero (segmentos, puntos). Es decir,
fue mas rapido percibir el triAangulo ABC como un todo (ley gestaltica) que como una figura
formada por la union entre segmentos. De la misma forma, fue mas facil para ellos percibir los
triangulos pequefios como figuras yuxtapuestas sobre el tridngulo ABC, que verlos como

reconfiguracion del triangulo ABC.
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La segunda actividad, facilito no solo identificar el desarrollo de dos aprehensiones
principalmente como son la operatoria y la discursiva, sino que tambien analizar como se
articulan las mismas en los estudiantes, a medida que ellos movilizan nociones geométricas de
dimensién dos. La construccidon asociada a esta actividad, que fue la construccion del cubo
truncado, admitié que la aprehension operatoria, con todas sus modificaciones, se pongan de
manifiesto mientras los estudiantes realizaban acciones como: trazado de la diagonal de una
cara del cubo, construccion de circunferencias para ubicar los puntos de corte y recorte de las
esquinas del cubo. Las funciones del arrastre y manipulacion directa del Cabri 3D fueron
utilizados por la mayoria de estudiantes, y contribuy6 para poner de manifiesto el desarrollode

las modificaciones posicional y optica.

La articulacion entre las aprehensiones discursivay operatoria se suscito cuando los estudiantes
resolvieronlas preguntas en laficha de actividades. Preguntas como el calculo de la medida del
radio en términos de la arista del cubo y la distancia entre dos puntos de corte en una misma
arista. Estas cuestiones obligaron a los estudiantes a conectar las reconfiguraciones que
realizaban con el discurso matematico que plantearon luego en sus fichas, discursos que
expresaron en registro algebraico y aritmético en base a propiedades y formulas que los

estudiantes manejaban, como el teorema de Pitagoras por ejemplo.

Por otra parte, en relacién a nuestra pregunta de investigacion: ;Cémo estudiantes de quinto
grado de educacion secundaria articulan aprehensiones del registro figural cuando movilizan
nociones de geometria en la construccion del cubo truncado con el Cabri 3D?, podemos
declarar que se logré dar respuesta a ella, porque el analisis mostré que los estudiantes, mientras
movilizaron nociones geométricas como las de puntos, planos, circunferencias, triangulos,
teorema de Pitagoras, cubo y tetraedro entre otros, desarrollaron aprehensiones propias a cada
construccion. Los estudiantes articularon aprehensiones del registro figural cuando, por
ejemplo, la actividad los oblig6 a ubicar los puntos de corte en cada arista del cubo. Entonces,
para este proposito, ellos debian percibir las unidades figurales de dimension dos, presente en
una unidad figural de dimensidn tres (el cubo) y a su vez realizar una reconfiguracion mediante
circunferencias para encontrar estos puntos, articulando de esta forma las aprehensiones
perceptiva y operatoria de modificacién mereoldgica. De la misma forma, cuando realizaronel
calculo del radio en términos de la arista del cubo, ellos debieron reconfigurar con el trazo de
la diagonal para formar un tridngulo rectangulo, y luego llevar al discurso, por medio del
registro algebraico, esta reconfiguracion y realizar tratamientos dentro de este registro. Ahi los

estudiantes articularon las aprehensiones operatoria y discursiva.
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Como conclusién final podemos decir que fueron las actividades propuestas, basadas en
construcciones y preguntas, las que permitieron analizar no solo el desarrollo de las
aprehensiones, sino que analizar las articulaciones entre ellas, todo ello mientras de manera

natural los estudiantes movilizaban nociones geométricas.
Perspectivas futuras

Pensamos que la investigacion presentada, debe de ser continuada y ampliada a otros campos
como el de la formacion de profesores, con el uso de tecnologias como el Cabri 3D que

demostrd ser un ambiente apropiado para la construccion de los sélidos arquimedianos.

Por otro lado, creemos que se podria continuar con este trabajo, de tal manera que no solo se
trabaje construcciones y preguntas como las planteadas, sino que se deberiatrabajar el volumen
del cubo truncado, asi como de otros sélidos arquimedianos, lo cual creemos seria muy
interesante para consolidar la articulacion entre las aprehensiones operatoria y discursiva

principalmente.

Por Gltimo consideramos que es importante trabajos de investigacion sobre la construccion de
los demas sélidos arquimedianos tanto con estudiantes como con profesores en formacion y
profesores que en laactualidad ejercen su profesion. La finalidad es abrir caminos que permitan
en un futuro, incluir la ensefianza de estos solidos, mediados con el Cabri 3D, en la educacién
béasica del Perd.
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ANEXOS

ACTIVIDADES CON LOS ESTUDIANTES

APEIlIOS Y NOMDIES & o

Edad PP Fecha: ...,

Grado y seccion e

INSLILUCION EUUCALIVA & ... ..ttt e
ACTIVIDAD N° 01: EL CABRI 3D

Primera parte

Abra el Cabri 3D y luego realice la siguiente construccion:

Construya dos planos secantes al plano base, de tal manera que dichos planos sean secantes entre si y
después oculte los puntos con los que construy6 los planos. Luego, ubique un punto en cada plano y
dendtelos con las letras A, B y C. Ahora, una los puntos A, B y C con segmentos de recta. A
continuacion, ubique el punto medio de cada segmento y dendtelo con las letras P, Qy R (P en AB, Q
en AC y R en BC). Por tltimo, con la herramienta “triangulo™ construya los tridngulos APQ, PQR,
PBR, RQC y asignele un color distinto a cada triangulo.

Sequnda parte

Utilice las herramientas area, longitud y la funcién del arrastre para responder las siguientes
preguntas:

Pregunta 01:
¢Cual es la relacién entre las areas de los triangulos ABC vy el triangulo PQR?, justifique su
respuesta.

4 N
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Pregunta 02:
¢Cual es larelacion entre el perimetro del tridngulo PQR vy el perimetro del tridngulo ABC?,

justifique su respuesta.

4 N

. /

Pregunta 03:
El tridngulo ABC ¢pertenece a alguno de los tres planos?, manipule para observar.

Si la respuesta es Sl, indique a que plano pertenece.

Si la respuesta es NO, ¢qué punto(s) y de qué manera debemos arrastrar para lograr que el

triangulo ABC se encuentre en el plano base?

4 N
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ACTIVIDAD N° 02: CONSTRUCCION DEL CUBO TRUNCADO

APEIlIdOS Y NOMIES 1 o

Fecha L

Primera parte

Abra el Cabri 3D y luego realice la siguiente construccion:

Abra el Cabri 3D

Construya un cubo

Elija una cara del cubo y némbrelo con las letras ABCD.
Ubique el centro de la cara ABCD y nombrelo con la letra “O”

Construya una circunferencia en la cara ABCD, tomando como centro el vértice “A” y punto de paso
C(O”

Marque los puntos de interseccion de la circunferencia con las aristas y némbrelo con las letras My N
(Men AB y N en AD).

Construya tres circunferencias adicionales en la misma cara ABCD del cubo, las cuales deben tener
como centros los vértices B, C y D y como punto de paso el punto “O”.

Marque los puntos de interseccion de las circunferencias con las aristas (no le asigne letras a dichos
puntos).

Oculte las circunferencias construidas.

Sequnda parte

Pregunta 04:

De acuerdo con su construccion, ¢qué segmentos representan el radio de la circunferencia?

4 N
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Pregunta 05:

(1P 1)

Si asumimos que la arista del cubo es “a”, ja qué es igual el radio de la circunferencia en

términos de la arista “a”? expréselo matematicamente.

4 N

\_ /

Pregunta 06:

¢Cuél es lamedida del segmento BM en términos de la arista““a”?, expréselo matematicamente.

4 N

NG J

Pregunta 07:

En términos de la arista “a” del cubo construido, ;jexprese matematicamente la distancia entre

los puntos de interseccidn de dos circunferencias sobre una misma arista?

4 N
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Tercera parte

...Contintie con la construccion realizada en la primera parte:

En todas las aristas restantes del cubo ubique los puntos como en la cara ABCD, siguiendo el mismo
procedimiento u otro que usted crea conveniente (no le asigne letras a ningln punto).

Oculte todas las circunferencias.

Recorte todas las esquinas del cubo tomando como referencia los puntos marcados en las aristas.

Cuarta parte

Pregunta 8:

Al recortar las esquinas del cubo, ;qué objeto geométrico se ha extraido de cada esquina?

Explique qué caracteristicas posee dicho objeto.

4 N
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