1EN53%

§-\‘_\T - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs ER-PEE;_'}E',E’AD

DEL PERU

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU

ESCUELA DE POSGRADO

PUCP

NIVELES DE RAZONAMIENTO SEGUN EL MODELO DE VAN HIELE
QUE ALCANZAN LOS ESTUDIANTES DEL PRIMER ANO DE
SECUNDARIA AL ABORDAR ACTIVIDADES SOBRE
PARALELOGRAMOS

Tesis para optar el grado de Magister en Ensefianza de las Mateméticas que

presenta

LUZ MARIA JARA PEREDA
Dirigido por

CECILIA GAITA IPARRAGUIRRE

San Miguel, 2015

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§r. - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs ER-PEE;_'}E',E’AD

DEL PERU

En primer lugar agradecer a Dios por su
proteccion y brindarme las fuerzas para superar
obstaculos y dificultades a lo largo de toda mi
vida y a la virgen santisima por todos sus
cuidados.

Dedicar de manera muy especial a mis queridos
padres Juana y Julio porque inculcaron en mi el
deseo de superacion, respeto y perseverancia.
Fueron para mi el mejor modelo de bondad y
sacrificio,  agradecerles  porque  siempre
confiaron en mi.

A mi esposo Angel por su apoyo, confianza en
todo momento y por ser el mejor padre y el
amoroso abuelo.

A mis hijos Angel y Andrea porque son y seran mi
motivo de mi lucha y superacion. A Carol por
confeccionar mis materiales, a mis queridos
nietos Fabian y Brigith por ser tan adorables y a
mi sobrina Daniela.

A mis hermanos y familiares que me alentaron a
no desmayar y seguir adelante.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) ER%E;_'}E?AD

DEL PERU

AGRADECIMIENTO

Al Ministerio de Educacion del Peru, quien por medio del Programa Nacional de Becas y
Crédito Educativo-PRONABEC, nos permitié acceder a la Beca Presidente de la Republica
denominada “Beca Docente de Posgrado para estudios de Maestria en Ciencias de la
Educacion en el Peru 2014”.

Al programa de maestria de la Pontificia Universidad Catolica del Peru.

De manera especial a mi asesora Dra. Cecilia Gaita Iparraguirre, por su trabajo profesional
digno de admiracion y respeto, el apoyo que me brindo en todo momento, sus orientaciones y
paciencia que me motivaron a realizar un trabajo de investigacion con seriedad y
responsabilidad.

Mi gratitud a la directora de la maestria Dra. Jesus Flores Salazar, por su respaldo constante,
palabras de aliento en mis momentos mas dificiles, por su paciencia, confianza, sobre todo por
su gran profesionalismo y a la vez agradecerle por las recomendaciones que me brindo como
parte del jurado.

A la memoria de mi querido padre Julio, que a pesar que no esté fisicamente, siento su
respaldo y animo para continuar adelante.

A mi madre Juanita, por ser el mejor modelo de madre, por sus sabios consejos, dedicacion,
amor y cuidado.

A la profesora Cintya Gonzales Hernandez, por ser parte de los miembros de mi jurado.
A mis compafieros de la maestria
A mis hijos y nietos por sus muestras de carifio y amor.

A mi esposo por su comprension y proteccion que me motiva a continuar y no desmayar.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




‘\ﬂNEg&

SR J‘r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs ER-PEE;_'}E',E’AD

DEL PERU

RESUMEN

En el presente trabajo se muestra de qué manera se pueden adaptar los niveles de razonamiento
geométrico, propuesto por el modelo de Van Hiele, para un topico especifico: los paralelogramos. La
validez de dicha propuesta se realiza ilustrando de qué manera se pueden reconocer en las respuestas
de las estudiantes algunas de las caracteristicas especificas definidas para cada nivel.

En consecuencia, nuestro trabajo de investigacion debe responder a la siguiente pregunta: ¢qué nivel
de razonamiento respecto al objeto paralelogramos evidencian los estudiantes de primer afio

de secundaria al aplicar una secuencia de actividades basada en el modelo van Hiele?

La metodologia empleada en el trabajo sera de corte cualitativo y se considerard tres momentos:

descripcion de la actividad, andlisis de la actividad y la interpretacion de los resultados.

Palabras claves: Paralelogramo, transicion, caracterizacion de los niveles, cualitativa.
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ABSTRACT

In the present work, it shows how you can adjust the levels of geometric reasoning proposed by the
model of Van Hiele for a specific topic: the parallelograms. The validity of such a proposal is made to
illustrate how they can be recognized in the answer of student some of the specific characteristics
defined for each level.

In consequence, our work of investigation must answer to the following question: what level of
reasoning with regard to the object parallelograms demonstrate the students of the first year of
secondary on having applied a sequence of activities based on the model of Van Hiele? The
methodology used in the work will be of qualitative cut and will be considered three moments:
description of the activity, analysis of the activity and the interpretation of the results.

Key words: parallelogram, transition, characterization of levels, qualitative.
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INTRODUCCION

La presente investigacion tiene como fundamento tedrico al modelo de Van Hiele, que esta
constituido por niveles de razonamiento y como enfoque metodoldgico, a la investigacion

cualitativa que permitira interpretar las respuestas de los estudiantes.

Para nuestra investigacion, se adaptaron los niveles de razonamiento para el tema de
paralelogramos y se definieron caracteristicas que permitiran reconocer en las respuestas de

los estudiantes rasgos de algunos de estos niveles.

Al tomar como base el modelo de Van Hiele, se consideran dos aspectos importantes del
modelo: descriptiva en la que se identifica una secuencia de razonamientos llamados ‘“Niveles
de razonamiento” y, la instructiva que sugiere a los docentes como ayudar a los estudiantes

alcanzar un nivel superior.

La investigacion responderd a la pregunta ;qué nivel de razonamiento respecto al objeto
paralelogramo evidencian los estudiantes de primer afio de secundaria al aplicar una secuencia

de actividades basadas en el modelo de Van Hiele?
A continuacion presentaremos la estructura de la investigacion compuesta por VI capitulos:

En el primer capitulo, se presenta el problema de investigacién, en el diversos investigadores
explican los razonamientos que desarrollan los estudiantes cuando realizan actividades

geométricas basadas en el modelo de Van Hiele.

En el segundo capitulo, presentamos el objeto matematico ‘“paralelogramos” cuyas

definiciones y propiedades seran fundamentales para nuestra investigacion.

En el tercer capitulo, se presenta aspectos importantes como: el marco teérico de la
investigacion al modelo de Van Hiele y la descripcién de los niveles de razonamiento para los
paralelogramos.

En el cuarto capitulo, presentamos el marco metodolégico bajo un enfoque cualitativo,

utilizando como metodologia al “estudio de caso”

En el quinto capitulo, presentamos el disefio de las actividades que contempla dos aspectos
importantes: la caracterizacion de cada uno de los niveles para los paralelogramos y los

indicadores que permitiran identificar a cada uno de los niveles.
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En el sexto capitulo, se presenta la implementacion y el analisis de las respuestas de los
sujetos de estudio para cada una de las actividades y los niveles identificados de cada uno de

los estudiantes.
Finalmente, se presentan las conclusiones que responden a nuestros objetivos.

Concluimos nuestro trabajo de investigacion presentando las referencias y anexos.
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CAPITULO I: LA PROBLEMATICA

Este capitulo presenta investigaciones que han centrado su interés en la identificacion y
analisis de las dificultades asociadas a la ensefianza y aprendizaje de la geometria, en especial
del objeto paralelogramos en la Educacion Secundaria.

En este sentido, la teoria de Van Hiele a traves de diversas exploraciones determind que
durante el proceso de aprendizaje de la geometria, el estudiante avanza por una serie de
niveles de pensamiento que son consecutivos, que no estan asociados con la edad y para
poderlos alcanzar se deben de realizar actividades adecuadas que permitan apropiarse de
manera escalonada cada uno de estos niveles.

Por tal motivo nuestra investigacion se centra en el Modelo de razonamiento de Van Hiele
que permite identificar de qué manera evolucionan los estudiantes en su comprension respecto
a un objeto geométrico. Este capitulo presentamos los antecedentes, justificacién, el problema

de investigacion y los objetivos de la investigacion.
1.1. ANTECEDENTES

Muchos investigadores pretenden explicar los razonamientos que se desarrollan cuando los
estudiantes realizan actividades geomeétricas. En las Gltimas cuatro décadas, varias teoria han

tratado de describir y explicar los diferentes niveles de desarrollo cognitivo.

Entre una de las teorias importantes sobre el razonamiento geométrico, es la teoria de Van
Hiele, que surge como una posible solucion a la gran cantidad de dificultades que encontraban
los estudiantes a la hora de aprender geometria, esto les permitid identificar una secuencia de
tipos de razonamiento llamado los “niveles de razonamiento”. Al respecto Van Hiele (1957)

menciond un aspecto importante en su investigacion como:

Puede decirse que alguien ha alcanzado un nivel superior de pensamiento cuando un
nuevo orden de pensamiento le permite, respecto a ciertas operaciones, aplicar estas
operaciones a nuevos objetos. El alcance del nuevo nivel no se puede conseguir por
ensefianza pero, aun asi, mediante una adecuada eleccion de ejercicios, el profesor
puede crear una situacion favorable para que el alumno alcance nivel superior de
pensamiento. (p. 289).

Asimismo, los aportes de Fuys, Geddes, Lovett y Tischler (1988) describen como un aprendiz
identifica nombres, compara y opera en figuras geométricas y estan de acuerdo que el

alcanzar un nivel de razonamiento, facilita la adquisicion de los niveles para otros conceptos.
(p.1)
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De la misma forma, Lastra (2005) para su investigacion, utilizé el modelo de Van Hiele para
verificar a través de una prueba tipo objetiva y de observacién los logros de aprendizaje en

estudiantes de escuelas criticas. (p.22)

Guillén (1997) utiliza para su investigacion el modelo de Van Hiele y establece una serie de
descriptores que le permitieron caracterizar los tres primeros niveles de pensamiento

geométrico para solidos. (pp. 105-106)

En un primer articulo seleccionado, Corberan, Gutiérrez, Huerta, Jaime, Bautista, Pefias y
Ruiz (1994), ofrecen una propuesta curricular para la ensefianza de la geometria en poligonos,
triangulos y cuadrilateros. A su vez disefian actividades didacticas de acuerdo al modelo de
Van Hiele y utilizan caracterizaciones para cada uno de los niveles, que facilitaran al

estudiante transitar por cada uno ellos. (p. 36)

Gutiérrez y Jaime (1991) introducen el concepto de “grados de adquisicion” de los niveles y a
su vez menciona que el modelo de Van Hiele permite determinar la forma como como se
produce la evolucion del razonamiento geométrico y la manera de cémo ayudar a los
estudiantes a mejorar su capacidad de razonamiento para alcanzar el nivel superior de

pensamiento (p. 49).

Inicialmente, el Modelo de Van Hiele asumia que el paso de un nivel a otro se producia de
manera brusca, llamando a este proceso como: Discretitud de la adquisicion de los niveles de

Van Hiele. La figura 1 muestra este supuesto esquematizandolo con una “escalera”.

>
t

Figura 1. Discretitud de la adquisicion de los niveles de Van Hiele
Fuente: Jaime (1993, p. 16)
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Posteriormente, Jaime (1993), Gutiérrez y otros (1991) realizan aportes importantes al
modelo, sefialando que los estudiantes pueden razonar simultdneamente en dos niveles

consecutivos.

En la fig. 2 se presenta un esquema en donde se evidencia la existencia de estudiantes que
pueden encontrase en dos niveles consecutivos, esto llevd a que algunos investigadores

consideren los “grados de adquisicion”.

-

t
Figura 2. Continuidad de la adquisicion de los niveles de Van Hiele.

Fuente: Jaime (1993, p. 17)

Por ello, las ultimas investigaciones consideraron que el proceso de la continuidad de la
adquisicién de los niveles tiene mayor relevancia y produce mejores resultados en el anélisis
del razonamiento de los estudiantes. Es decir, no se produce de manera brusca, existe un
periodo de transicién, donde se combinan momentos de razonamiento de dos niveles
consecutivos.

A su vez, todas estas investigaciones acerca de los niveles de VVan Hiele, llegaron a un comun
acuerdo, si el estudiante alcanza un nivel de razonamiento para un determinado concepto, este

proceso facilitara la adquisicion de los niveles para los otros conceptos.

Desde este enfoque, el papel del profesor sera brindar orientaciones didacticas oportunas, que
permitan al estudiante pasar de un nivel de pensamiento a otro mas avanzado, cuyo objetivo

es promover el desarrollo del pensamiento geométrico.

Preocupado por esta situacién, Maguifia (2013) disefia un propuesta didactica para la

ensefianza de los cuadrilateros, bajo el enfoque de las fases de aprendizaje del modelo de Van
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Hiele, para transitar de un nivel de razonamiento geométrico a otro superior, dirigidas para

estudiantes de cuarto grado de educacion secundaria en una institucion particular.

Para nuestra investigacion, se adaptaran los niveles de razonamiento para los paralelogramos
y de acuerdo a las respuestas de los estudiantes asociarlas a las caracteristicas que se
encuentran definidas en cada uno de los niveles, Segun el marco tedrico el paso de un nivel a

otro se realizara de manera gradual o en un periodo de transicion .

1.2 JUSTIFICACION

Nuestro trabajo de investigacion presenta dos aspectos importantes de acuerdo al modelo de
Van Hiele, el primero es evidenciar como se produce la evolucién del razonamiento
geométrico de los estudiantes a través de actividades basadas en las fases de aprendizaje del
modelo de Van Hiele, donde a través de una adecuada instruccion, podra comprender lo que
el profesor le presente de manera adecuada a su nivel y como el docente al organizar estas
actividades puede ayudar a los estudiantes alcanzar estos niveles, para la comprension de los

paralelogramos.

En este trabajo se presentaran caracterizaciones para cada uno de los niveles, que permitan al

estudiante adquirir un nivel de razonamiento adecuado.
Justificacion general

Las investigaciones descritas hacen referencia de las dificultades que encuentran los
estudiantes cuando desarrollan actividades geométricas, obteniéndose un bajo nivel de

razonamiento, asi como problemas en el aprendizaje de los contenidos sobre paralelogramos.

La teoria desarrollada por Van Hiele surgi6 como una solucién a las dificultades que
encontraban los estudiantes para aprender geometria. En dicho modelo tedrico se consideran
niveles de razonamiento geométrico que van dando muestras de un progreso gradual en el

aprendizaje de los conceptos geométricos (Ramirez, 2014).

A pesar de los esfuerzos, que el Ministerio de Educacion (MINEDU) en el disefio curricular
para el area de matematica, busca que el estudiante que desarrolle su pensamiento integral y
critico, el cual lo oriente a desarrollar y aplicar estrategias para la resolucion de problemas,
muchas investigaciones demuestran que la mayor parte de los estudiantes no alcanzan los
conocimientos exigidos por dicho ministerio y como consecuencia manifiestan un bajo nivel

de razonamiento en el area de matematica.
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En el Pert (2012), el disefio curricular nacional para estudiantes de matemaética de primer afio
de secundaria en geometria, el tema esencial para este grado son la clasificacion de los
poligonos, donde nuestro objeto de estudio esta inmerso, llamado cuadrilateros. En nuestra
experiencia docente encontramos que los estudiantes tienen dificultad no solo para definir
cuadrilateros, sino también para clasificarlos, debido a estas dificultades se hace necesario
buscar herramientas que permitan que los estudiantes desarrollen su capacidad de
razonamiento. ElI Ministerio de Educacion del Perd, brinda fasciculos llamados Rutas de
Aprendizaje que son herramientas muy importantes cuya finalidad es mejorar capacidades

conocimientos y actitudes de los estudiantes.

Dentro de estos fasciculos en el nimero 3, se encuentran diversos investigadores que
presentaron una propuesta orientadora para la ensefianza y aprendizaje de la geometria, entre
ellos el modelo de Van Hiele. Este Gltimo en el cual se basa nuestra investigacion, explicita
los niveles por los estudiantes deben transitar empezando desde el nivel 1 al 5, a su vez
mencionan las caracteristicas especificas de cada nivel. Esto muestra que es pertinente la

eleccion del marco tedrico considerado en esta investigacion.

Ademas, como un aporte adicional Peru (2010), entrega a todos los maestros a nivel nacional
en sus respectivas areas, un documento llamado “orientaciones para el trabajo pedagogico”.
En el capitulo 2.2 se encuentran estrategias para la ensefianza de las matematicas y propone
utilizar el modelo de Van Hiele para la ensefianza de la geometria, cuyos niveles se
encuentran secuenciados del 0- 4 y utilizar las fases de aprendizaje para organizar sus
actividades. (p. 69)

Es importante sefialar, que los estandares expresan las metas de aprendizaje que deben ser
logradas por los estudiantes al concluir un ciclo, esto permitira identificar el nivel de
desempefio de los estudiantes y disefar actividades adecuada para cada ciclo cuyo indicador

para el VI Ciclo es:

Discrimina informacién e identifica relaciones no explicitas de situaciones referidas a
atributos, localizacion y transformacion de objetos, y los expresa con modelos
referidos a formas bidimensionales compuestas relaciones de paralelismo,
perpendicularidad, posiciones y vistas de cuerpos geométricos. Selecciona y usa el
modelo mas pertinente a una situacion y comprueba si este le permitié resolverla.
Expresa usando reglas y propiedades de formas bidimensionales. (Pert 2010, p. 51)
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Como resultado de un trabajo de investigacion realizado por Corberan et al. (1994) se
encontrd que los estudiantes no se encontraban preparados para el curso de geometria, porque
sus resultados evidenciaban diferentes niveles de razonamiento, sugiriendo a los docentes que

desarrollen procedimientos adecuados para mejorar el aprendizaje del estudiante.

En particular, las investigaciones desarrolladas por Morales y Maje (2011) sefialan que una
de las caracteristicas méas relevantes en relacion a los esquemas mentales que se forman los
estudiantes es que estan supeditadas por figuras prototipicas y a su apariencia global, donde

los estudiantes logren identificar, nombrar y comparar.

Tratamiento matematico del concepto de paralelogramo en los textos didacticos

Es importante resaltar que el MINEDU distribuye textos escolares a todas las instituciones
nacionales, de modo que dichos libros juegan un papel fundamental para la ensefianza y

aprendizaje de los conceptos matematicos, en particular de los paralelogramos.

Aunque textos escolares no deberian ser el Unico recurso empleado por el docente para el
disefio de sus clases, en la practica tienen una gran influencia en el maestro y se convierte en

un elemento que refleja lo que este hace en clase.

Para esta investigacion mostraremos el tratamiento que reciben los paralelogramos en dichos
textos. Se prestara especial atencion a la forma en la que se introducen las definiciones,
clasificaciones, propiedades y a como estas podrian contribuir al proceso de construccién del
pensamiento geométrico. Ademads, se buscara identificar posibles obstaculos didacticos

originados por la forma en la que se organiza en el texto, en relacién a los paralelogramos.

Como el tema de investigacion son los paralelogramos y estos parecen el Disefio Curricular
Nacional (2012) en grados previos al primero de secundaria, se analizaron también los libros

de 5to y 6to grado de primaria.

Debemos sefialar que en algunos casos las figuras escaneadas que aparecen en los textos

fueron mejoradas para una mejor presentacion.
Matematica 5to. de Primaria Brufio (2011)

En la revision del libro didactico de matematica para 5to. grado de primaria se encontr6 que la
representacion muestra una clasificacion particional de paralelogramos. Segun esto, un
cuadrado seria un rectangulo, debido a que tienen angulos rectos. Respecto a la definicion de

rectangulo solo menciona que sus angulos deben ser rectos, no exige ninguna condicion sobre
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la medida de los lados opuestos. De manera anéloga, relaciona al rombo que sus lados tienen
la misma longitud y no sefiala ninguna condicidn sobre los dngulos consecutivos y opuestos.

Segun esto, un cuadrado también seria un rombo por tener los lados de la misma longitud.

CLASIFICACION DE LOS CUADRILATEROS

Paralelogramos: sus dos pares de lados opuestos son paraleles entresi
Romboide

Rectangulo: Rombo Dos peres de lados de la misma
Cusdiado , , Sus cuatro Angulos son iguales Los cuatro lados tienen Ia longitud
Los cugtra lados tienen |a misma langrtud misma lengtud . ok
¥ los cuatro émgules tienen la misma [}as p‘rﬁ:f dargulns dela
mismz medida

mecida

A B

Figura 3. Clasificacion de los Cuadrilateros
Fuente: Brufio (2011 a, p. 52)

En la figura 3, del texto de Brufio, clasifica a los cuadrilateros de manera particional, pero
muestra una caracteristica comun para el cuadrado, rectangulo y rombo el tener sus cuatro
lados de la misma longitud, no utiliza la palabra congruentes para no confundir a los

estudiantes.

El texto incorpora situaciones problematicas y actividades complementarias, utilizando un

lenguaje sencillo pero formal.
Matematica 6to. de Primaria Brufio (2011)

El libro de matemaética para 6to. de primaria presenta ilustraciones, informacion historica,
actividades individuales y grupales, a su vez aparecen notas que amplian la informacion. En el
capitulo sobre el tema de paralelogramos, encontramos el tema “Aplicacion de formulas”,
iniciando con una actividad en donde los estudiantes construiran figuras geométricas donde se
les pide construir un cuadrado, al trazar una diagonal se sefiala que este se trasforma en dos
triangulos; con los dos tridngulos se les pide que formen poligonos. Finalmente, en un papel
rectangular se les pide que tracen una diagonal y con la nueva figura obtenida calcular sus

areas. Todo ello se hace con la finalidad de introducir a los estudiantes en el calculo de areas
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de figuras geométricas como rectangulo, cuadrado, rombo, trapecio y paralelogramo.

| Rectangulo Cuadrado

a L, -

I u! d lado
largo

largo = 10 em lade =7 cm
ancho=11ecm
Férmula: Férmula:
Area = largo x ancho Area = lado x lado

Figura 4. Area del Rectangulo y del Cuadrado
Fuente: Brufio (2011 b, p. 52)

Como se observa en la figura 4, el autor realiza las actividades enfocadas al calculo de areas
de manera independiente, usando formulas para obtener areas. Este proceso de ensefianza
aprendizaje esta basado en la memorizacion de férmulas, no considera las habilidades de

visualizacion y construccion de figuras.
Matematica 1 de Secundaria. Norma (2012)

En el texto de primero de secundaria, se ha encontrado el objeto de estudio paralelogramo
aparece cuando se presenta la clasificacion de los poligonos a su vez muestra informacion
importante que los poligonos son figuras cerradas. Respecto a la clasificacion de los
poligonos, esta se hace segn el numero de lados y la medida de estos, asi como de sus

angulos. Se asignan nombres a los poligonos segtn el nimero de lados.
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Un poligono es una figura geométrica cerrada formada
por tres 0 mas segmentos consecutivos no alineados

Los poligonos sc clasifican de la siguiente forma:

Equilfdteros: sus lados ticnen Tridngulo: 3 lados
igual medida. -
Cuadrilitero: 4 lados
: angulos Pentdgono: S lados
ﬁc-enbnlt::;id-.
Hexdgono: 6 lados
s (O e
¥y equisngulos a la vez. -8
Irregularcs: sus lados y dngulos Nondgono: 9 lados
no ticnen igual medida. C : 10 Iad
Convexos: todos sus dngulos Undecdgono: 11 lados
interiores miden menos de
1807, Dodecdgono: 12 lados
Concavos: tienen uno © méis Icosdgono: 20 lados
dngulos internos cuya medida
©s mayor que 180", /]

Figura 5. Poligono
Fuente: Norma (2012, p. 179)

De otro lado, en el texto se trata de justificar la formula para calcular el area de un
paralelogramo, al mostrar como un paralelogramo se puede obtener a partir de un rectangulo,

como se observa en la figura 6.

3 cm

a 3cm

6cm 6 cm

Figura 6. Area de un Rectangulo
Fuente: Norma (2012, p. 181)
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Consideramos que la justificacion deberia darse siguiendo el proceso inverso, es decir que se
debe transformar el romboide en rectangulo, trazando la altura y trasladar esta &rea al otro
extremo, la figura queda convertida en un rectangulo, como se observa en la figura 7.

3cm > 3cm

6 cm 6cm

Figura 7. Area de un romboide
Fuente: Norma (2012, p. 181)

También se observa que la justificacion se apoya Unicamente en las figuras, no se enfatizan las
propiedades de ese cuadrilatero, que son las que realmente justifican el procedimiento. Dichas
propiedades son que los lados opuestos son iguales, los lados opuestos son paralelo y que sus

angulos opuestos son iguales.

El autor describe el procedimiento para calcular el area de un rombo, a partir de su
descomposicion en cuatro triangulos rectangulos iguales. Sin embargo, como parte de los
argumentos sefiala que dicho rombo ha sido ubicado dentro de un rectangulo; en realidad, pudo
ser mas especifico e indicar que cada triangulo rectangulo esta inscrito dentro de un cuadrado.
Asi, para calcular el area del rombo, primero determina el area del triangulo rectangulo que esta
sombreado de un color oscuro y luego lo multiplica el resultado de esta area por cuatro, que es
la cantidad de triangulos rectangulos. Determina el area del rectangulo y deduce finalmente que
el &rea del rombo es la mitad del area del rectdngulo, como se observa en la figura 8.
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Area del rombo
Fl drea de un rombo es igual a cuatro veces el area de
cada uno de los triangulos cerrados

Area del rombo: 4 ( triangulos) = 4 (4x4) - 12
2

4 cm
- b
Area del rectangulo: 8§ x 8 =04 cm
8 cm
Entonces el area del rombo es igual a la mitad
del area del rectangulo que lo contiene.
&com

Figura 8. Area del rombo
Fuente: Norma (2012, p. 181)

La mayor parte de las actividades propuestas se refieren al calculo de areas. En particular, el
autor sélo pide calcular el area de un cuadrado y a su derecha tiene a un rombo, al parecer en
este grafico olvidaron preguntar por el area del rombo. Es esta parte el autor asume que los
estudiantes relacionen que el cuadrado y el rombo tienen una caracteristica en comun; tienen
lados de la misma medida, pero no se evidencia el procedimiento como en los anteriores
ejercicios. Puede darse el caso que el estudiante piense que ambos graficos tienen la misma
area. El autor espera que el estudiante utilice formulas para determinar el area del cuadrado. En
este tipo de problemas el estudiante aplica férmulas de manera mecanica, como se observa en

figura 9

Caleular el drea
del

cuadrado

Figura 9. Area del cuadrado.
Fuente: Norma (2012, p. 181)
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Asi, respecto a las actividades propuestas se encontré que estas no promueven que los
estudiantes reconozcan las diferencias que existen entre diversas figuras, como el rectangulo, el

romboide, cuadrado y el rombo, més allé de las formulas asociadas.
Matematica 1 de secundaria - De la Cruz (1985)

Dado que en este texto las definiciones y las propiedades de los paralelogramos son presentadas
de manera mas clara, ha sido considerado también como parte de estudio que inicialmente solo
contemplaba los textos oficiales. El autor de este libro aborda el estudio de las formas
geométricas en dos y tres reconociendo y aplicando formulas referentes a areas y volumenes.
Para el estudio los cuadrilateros, el autor los clasifica en paralelogramos y trapecios, segin

tengan dos pares o un par de lados paralelos.

Clasificacion de cuadriliteros

Con respecto al paralelismo de sus lados opuestos.

Paralelogramo. si tiene sus lados opuestos paralelos.

Trapecio, si tiene dos lados opuestos paralelos

Figura 10. Concepto de paralelogramo y trapecio
Fuente: De la Cruz (1985, p. 251)

A manera de ejemplo, se presentan las figuras, en donde se muestra que el texto rescata ideas
centrales como el concepto de paralelismo para distinguir a los paralelogramos de los trapecios
como tipo de cuadrilatero. Esta definicidn es relevante para el estudiante porque de esta manera
podra agrupar figuras geométricas que cumplen estas caracteristicas.

En este grafico, el autor hace una diferencia entre un romboide y un trapecio, donde se puede
observar que el romboide tiene dos pares de lados paralelos de la misma medida, en cambio en
el trapecio se evidencia que solo tiene un solo par de lados paralelo pero no tienen la misma

medida, como se observa en la figura 11.
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9,
O

Figura 11. Romboide y trapecio.
Fuente: De la Cruz (1985, p. 251)

Aunque los paralelogramos se presentan por figuras prototipicas, se rescata el que estas sean
agrupadas por tener una caracteristica comun: todos ellos tienen lados paralelos. Pero
también, se establecen distinciones, asi por ejemplo, se sefiala que la primera figura es un
rectdngulo porque tiene cuatro &ngulos rectos, el rombo se caracteriza por tener lados iguales
pero angulos no rectos, el cuadrado es el cuadrilatero de lados iguales y de angulos rectos y

los romboides por tener lados paralelos de la misma medida, como se observa en la figura 12.

Clasificacion de los paralelogramos:

Rectangulo, paralelogramo que tiene sus cuatro
angulos rectos.

Rombo, paralelogramo que liene sus cuatro la-
dos congruentes.

Cuadrado, paralelogramo que tiene sus cuatro
angulos rectos v sus lados congruentes.

Romboide, paralelocgramo gue tiene sus lados
consecutives vy angulos adyacenies no congruentes.

Figura 12. Conceptos de paralelogramos.
Fuente: De la cruz (1985, p. 251)

Ademas se puede establecer relaciones entre las propiedades, como el que un rectangulo y un
cuadrado tienen angulos rectos y se menciona que un cuadrado es un caso particular del
rectangulo. De la misma manera, se sefiala que el cuadrado y el rombo tienen lados de igual

medida y se establece que el cuadrado es un caso particular de rombo, como se observa en la
fig. 13
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H Z
e
[
[

D C
A B
O C
A B

Figura 13. Paralelogramos.
Fuente: De la Cruz (1985, p. 251)

A manera de sintesis, presentamos las siguientes reflexiones:

En el analisis de cada texto, observamos que el objeto de estudio es enfocado de diversas
maneras. Asi por ejemplo, en el texto de 5to grado, el autor clasifica a los cuadrilateros,
dividiéndolos en paralelogramos Yy trapecios. En el conjunto de paralelogramos se encuentran
los cuadrados, los rombos, los rectangulos y el romboide, enfatizandose en las propiedades

que distinguen a unos de otros.

Mientras que en el de sexto grado el énfasis esta puesto en el calculo de areas de los distintos
tipos de paralelogramos a partir de la descomposicion de estas figuras en varios triangulos y
emplear el area de un triangulo. De esta manera, en el sexto grado ya no se enfatiza en los
elementos de los cuadrilateros y las relaciones entre sus lados y angulos, si no en el calculo de

magnitudes tales como el area.

De otro lado, en la mayor parte de los textos se propone iniciar los temas a partir de
definiciones formales sin considerar momentos para explorar sobre los saberes previos delos
estudiantes considerar preguntas que permitan construir las definiciones. Al respecto, se sugiere
plantear actividades que permitan que los estudiantes reconozcan los elementos y las relaciones

entre ellos, que son fundamentales y deben estar presentes en las definiciones.

Del estudio realizado se plantea la necesidad de incorporar actividades sobre paralelogramos

que enfaticen en el reconocimiento de propiedades y caracteristicas que los relacionan y
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distinguen. Por ejemplo, se podrian plantear preguntas para que los estudiantes distingan entre
paralelogramos que tienen angulos rectos de los que no los tienen, de modo que concluyan
que en el primer conjunto se encuentran los cuadrados y rectangulos, mientras que en el

segundo grupo estan el Rombo y Romboide

Lo anterior permitira luego organizar los resultados obtenidos en esquemas como el siguiente:

CLASIFICACION DE CUADRILATEROS

- Cuadrado
[ Rectangulos

Rectangul
Paralelogramos celanguio

Rombo

No Rectangulos ,
= Romboide

CUADRILATEROS < .

Trapecio
No Paralelogramos Trapecios
< Trapezoide

\_ Deltoide

Figura 14. Clasificacion de los Cuadrilateros
Del estudio de los textos se tiene que al parecer en el nivel previo (la primaria) no se han
planteado actividades que propicien la adquisicion de niveles de razonamiento avanzados,

como el nivel 2 o 3, segn el modelo van Hiele.

Es necesario que los textos consideren actividades que propicien la evolucion de niveles de

razonamiento.

1.3. PROBLEMA DE INVESTIGACION

De lo anterior se han encontrado argumentos que justifican la necesidad de disefiar
actividades, en particular para el tema de paralelogramos, teniendo en cuenta un modelo para
el aprendizaje de dicho concepto. Como una etapa previa se hace necesario realizar un
diagnostico sobre los niveles de razonamiento que se propician cuando se desarrollan
actividades basadas en textos como los descritos. Por ello se plantea realizar una investigacion
con la finalidad de identificar el nivel de razonamiento geométrico que han alcanzan
estudiantes en cuya formacion se han empleado los textos oficiales. A partir de los resultados

encontrados se plantearan recomendaciones.
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Serd importante considerar que los contenidos geométricos en base a los cuales se construiran

las actividades exploratorias estén de acuerdo a los que se describen en los documentos

oficiales como el Disefio Curricular Nacional que contempla un organizador para geometria y

medicion. Entre los contenidos especificos se encuentran los cuadrilateros, clases,

propiedades, areas y perimetros.

En el siguiente cuadro se presenta la competencia especifica para los paralelogramos, asi

como los indicadores de desempefio de las capacidades que se desarrollaran durante el nivel.

COMPETENCIAS

CAPACIDADES

INDICADORES DE LOGRO

3. Achia y piensa
matemdticamente en
situaciones de forma v

movirmiento.

3.1. Matematiza
situaciones

3.1.3. Identificamos caracteristicas de los
objetos de su entorno segin sus
lados, angulos, paralelismo o
perpendicularidad v los expresa en
un modelo basado en
paralelogramos.

3.1.4. Usa un modelo basado en
paralelogramos al plantear o
resolver una sifuacion.

Figura 15. Competencias, capacidades e indicadores de logro

Ante esta situacion, planteamos la siguiente pregunta de investigacion: ¢qué nivel de

razonamiento evidencian los estudiantes de primer afio de secundaria cuando realizan

actividades con el objeto paralelogramo, de acuerdo al modelo Van Hiele?

1.4. OBJETIVOS DE INVESTIGACION

Objetivo general

Determinar los diferentes niveles de razonamiento, asi como los conocimientos y habilidades,

que poseen los estudiantes de primer afio de secundaria, en relacién al objeto paralelogramos,

a través de una secuencia de actividades disefiadas segun el modelo Van Hiele.

Objetivos especificos:

= Adaptar los niveles de razonamiento segin el modelo de Van Hiele para el caso de los

paralelogramos, a partir de los construidos en investigaciones previas para los

cuadrilateros.

= Identificar el nivel de razonamiento que poseen los estudiantes de primer afio de

secundaria, al interpretar las respuestas en las actividades implementadas.
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CAPITULO II: OBJETO MATEMATICO PARALELOGRAMOS

2.1 ESTUDIO DE LOS PARALELOGRAMOS

A continuacién, se aborda el concepto de paralelogramo desde una perspectiva formal y para
ello se ha recurrido a la revision del texto de Geometria Plana cuyo autor es Helfgott (1970).
En dicho libro se presenta la definicion del objeto matematico paralelogramo a través de
construcciones y se sefialan las propiedades que satisfacen dicho objeto, obteniéndose estas a
partir de las definiciones y propiedades previas. Se asume como conceptos previos el de punto

y segmento.
La presentacion de los paralelogramos se hace como parte del estudio de los cuadrilateros.

CUADRILATEROS.

Sean A1, Az, As, Y A4 cuatro puntos distintos del plano. Construimos los segmentos A; Az; A,
Asz; Az Ay y As Ar. La union de estos segmentos recibe el nombre de cuadrilatero si se

cumplen las siguientes propiedades

(i) No es posible que descansen, sobre una misma recta, dos de estos segmentos con un
punto en comun.
(if) Dos segmentos cualesquiera solo pueden intersectarse en sus extremos.

Asi, las siguientes figuras son cuadrilateros:

A/ /Az /
A= A A.’S

Figura 16. Cuadrilateros
Fuente: Helfgott (1970, p. 97)

Aa

Elementos de un cuadrilatero

Los elementos de un cuadrilatero son los siguientes:

4 vértices: puntos de interseccion de los lados que conforman el cuadrilatero.
4 lados: segmentos que unen los vértices contiguos.

2 diagonales: segmentos cuyos extremos son dos vértices no contiguos.

4 angulos interiores: el determinado por dos lados contiguos.
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Propiedades de los cuadrilateros:

Los lados opuestos son los que no tienen ningun veértice en coman. Asi en la figura 1,
A1 A; Y Az Az AL Az y Az A son ejemplos de pares de lados opuestos.

Los lados consecutivos son los que tienen un vertice en comun. Asi, en la figura 1,

AL ArY As Az Ay Asy Az Ay, As Ao y Ar A Ay Aty Ar Ay son pares de lados
consecutivos.

Los angulos opuestos son llamados angulos opuestos por el vértice es decir: Agy Ao
A1y Az son pares de vértices opuestos,

La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es igual a 360°

Desde un vertice se puede trazar solo una diagonal.

Mientras que en los siguientes graficos se muestran figuras que no son cuadrilateros:

Az A2

Ay 2 Az A,

) \/ Aa
As A

Figura 17. No Cuadrilateros
Fuente: Helfgott (1970, p. 97)

Clasificacion de los cuadrilateros:

Los cuadrilateros se clasifican en paralelogramos y no paralelogramos.

Los paralelogramos son cuadrilateros que tiene dos pares de lados opuestos paralelos.
Se clasifican en rectangulos, cuadrados, rombos y romboides.

Los paralelogramos son cuadrilateros que tienen sélo un par de lados paralelos se
Ilama trapecio.

Los paralelogramos que no tienen ningun lado paralelo se Ilama trapezoide.

Una diagonal es cualquier segmento que une dos Vértices no consecutivos del

cuadrilatero. Las siguientes lineas punteadas denotan diagonales:

Figura 18. Diagonales en un paralelogramo
Fuente: Helfgott (1970, p. 98)
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En el texto se sefiala que en adelante solo se trabajard con cuadrilateros convexos.

Los cuadrilateros se clasifican en: paralelogramos, rectangulos y trapecios. A su vez se
estudia al rombo como caso especial de paralelogramos y el cuadrado como caso especial del

rombo.
Paralelogramo Rectangulo
Rombo Cuadrado
Trapecio Trapezoide
Figura 19. Tipos de Cuadrilateros
Fuente: Helfgott (1970, p. 98)
PARALELOGRAMOS

Se define paralelogramo como un cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos.

N\ L/

Figura 20. Paralelogramos
Fuente: Helfgott (1970, p. 98)

Los elementos de un paralelogramo son sus lados, vértices, angulos y diagonales.
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Propiedades

Si un paralelogramo tiene un &ngulo recto, entonces tiene cuatro angulos rectos y el

paralelogramo es un rectangulo.

- Si las diagonales de un paralelogramo son congruentes, entonces el paralelogramo es
un rectangulo.

- Ladiagonal de un paralelogramo lo divide en dos tridngulos congruentes.

- Enun paralelogramo, dos lados opuestos cualesquiera son congruentes.

- Enun paralelogramo, dos &ngulos opuestos cualesquiera son congruentes.

- Enun paralelogramo, dos angulos consecutivos cualesquiera son suplementarios.

- Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

- Si ambos pares de lados opuestos de un cuadrilatero son congruentes, entonces el
cuadrilétero es un paralelogramo.
- Si dos lados de un cuadrilatero son paralelos y congruentes, entonces el

cuadrilatero es un paralelogramo.
CLASES DE PARALELOGRAMOS
RECTANGULO

Un rectangulo es un paralelogramo que posee un angulo interior recto.

A B

Figura 21. Rectangulos
Fuente: Helfgott (1970, p. 105)

Propiedades
- Las diagonales de un rectdngulo son congruentes.
- Al trazar las diagonales de un rectangulo se forman dos triangulos congruentes.
- Si las diagonales de un paralelogramo son congruentes entonces se trata de un

rectangulo.
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ROMBO
Un rombo es un paralelogramo con los cuatro lados congruentes entre si.

Figura 22. Rombo
Fuente: Helfgott (1970, p. 1079

ELEMENTOS DE UN ROMBO:

Lados: el rombo tiene cuatro lados iguales.

Angulos: tiene cuatro angulos (dos a y dos B) iguales dos a dos. Los angulos interiores, como
en todo cuadrilatero suman 360° (2x radianes).

Diagonales: las diagonales son segmentos que unen los vértices no consecutivos. Tiene dos
diagonales (D y d) desiguales y perpendiculares. Se cortan en el centro del rombo. Las
diagonales son las bisectrices de los angulos. También son ejes de simetria.

Teorema
En un rombo las diagonales son perpendiculares entre si.
Demostracion

Consideremos el rombo de la figura. Como estamos frente a un paralelogramo podemos
afirmar que AE = EC (recordar que las diagonales de un paralelogramo se bisecan).

Tratdndose de un rombo tendremos que AB = BC. El teorema LLL asegura que AAEB =

ACEB. En particular @ = ‘B. Porende & ~ B =90°

Figura 23. Demostracion de un Rombo
Fuente: Helfgott. (1970, p. 105)
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Propiedades

- Si las diagonales de un cuadrilatero se bisecan y son perpendiculares, entonces el
cuadrilatero es un rombo.

- Enun rombo las diagonales se intersecan formando angulos rectos.

- Los &ngulos opuestos en un rombo son congruentes.

- Todos los lados de un rombo tienen la misma medida.
CUADRADO

- Un cuadrado es un rectangulo cuyos lados son todos congruentes entre si.

il_-

4

3
-

Figura 24. Cuadrado
Fuente: Helfgott (1970, p. 109)

Comentario

Una manera equivalente de definir un cuadrado es tomando en cuenta que es un rectangulo
con lados congruentes. Como todo cuadrado es, al mismo tiempo, paralelogramo, rombo, y
rectangulo, las proposiciones referidas a estas figuras geométricas son validas cuando
tratamos con cuadrados.

Asi por ejemplo, dado un cuadrado podemos afirmar que sus diagonales gozan de las
siguientes propiedades:

Se cortan en su punto medio.

Son congruentes.

Son perpendiculares entre si.

Bisecan a los angulos interiores.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




‘\ﬂNEg&

SR J‘r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs ER-PEE;_'}E',E’AD

DEL PERU

ROMBOIDE

Paralelogramo que tiene sus lados contiguos desiguales, es decir, solamente sus lados
opuestos son iguales y sus angulos opuestos iguales

\

AE=EBD AE=0CD
AG=CD AG=BD
A8 = £D =807
AB= £C=50°

Figura 25. Romboide
Fuente: Helfgott (1970, p. 110)

TRAPECIO

Un cuadrilatero es un trapecio si posee dos lados opuestos paralelos mientras que los otros dos
lados opuestos no son paralelos.
= Estos lados paralelos son conocidos como las bases del trapecio mientras que los pares

de angulos (e, a”)y (5, 57) son conocidos como los angulos de la base del trapecio.

= Los lados paralelos se denominan base mayor y base menor.
= Ladistancia entre los lados paralelos se llama altura.

Figura 26. Trapecio
Fuente: Helfgott (1970, p. 110)

Se clasifican en:
- Trapecios Isosceles.
- Trapecios Rectangulos
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AC=BD; donde AB v CD son las bases del trapecio

AW By C<CyY;<Dv<Zson angulos adyacentes:

Siendo:

<A=<By<C=<D

<X =<W y<¥=<Z

Figura 27.Trapecio Isosceles
Fuente: Helfgott (1970, p. 110)

Trapecio Rectdngulo.- Es aquel que tiene un lado perpendicular a las bases, formando un
angulo recto con cada base.

i

D Son las bases

Z 1L aBE o A2 L 2D

i
t
(2

Figura 28.Trapecio Rectangulo
Fuente: Helfgott (1970, p. 111)

Propiedades

- Enun trapecio isosceles los angulos base son congruentes.
- Enun trapecio isosceles las diagonales son congruente.

Se considerd al trapecio para demostrar a través de su definicion y clasificacion no son
considerados paralelogramos.
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2.2. CLASIFICACION JERARQUICA DE LOS CUADRILATEROS

Una forma de clasificar los paralelogramos es la que se muestra en la figura 29, se observa
que los rectangulos y rombos son subconjuntos de los paralelogramos. Los primeros tienen
todos sus angulos rectos; en ese conjunto se ubican el cuadrado y el rectangulo. En el
segundo grupo se encuentran los paralelogramos cuyos cuatro lados miden igual; en ese
conjunto se encuentran el rombo y el cuadrado. Estos a su vez se intersecan en un poligono
comun, el cuadrado. Ademas de estos dos conjuntos, existen cuadrilateros que son
paralelogramos pero que no tienen cuatro lados iguales, ni cuatro angulos rectos; ese es el
caso de los cuadrilateros que se encuentran fuera de los dos conjuntos anteriores, a ellos se

les denomina romboides.

Se dice que esta clasificacion es jerarquica porque un cuadrado es un rectangulo; un
cuadrado es un rombo y un rectangulo es un paralelogramo. Existen otras clasificaciones
como las particionales en donde los cuadrados no son rectangulos ni rombos, ni los
rectangulos y rombos son paralelogramos, pero en este trabajo se considerard la clasificacion

jerarquica descrita anteriormente.

CUADRILATEROS
TRAPECIO
A RECTANGULD B. ROMBOS
TRAPEZCIDE ROMECIDE
AMB
CUADEADO
PARAT FT OGRAMOS

Figura 29. Clasificacion Jerarquica de los Cuadrilateros
Fuen