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ANEXO 1: PARÁMETROS CINEMÁTICOS 

Los parámetros cinemáticos originales, tomados del libro de Winter [26], se muestran 

en la matriz siguiente: 

 

 

(A1.1) 

 
 
 

La matriz utilizada en el diseño del rehabilitador se calcula al multiplicar los valores 

anteriores por el factor 𝐶𝑃. Los resultados se muestran en (A1.3). 

 
𝑃𝐶𝑀 = 𝑃𝐶𝑀_𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙 ∗ 𝐶𝑂 (A1.2) 

 
  

[rad/s2] [m/s2] [m/s2] [°] 
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ANEXO 2: CÁLCULO DE MASA E INERCIA 

 
A2.1. Masa extremidades inferiores: 
 
Las longitudes del muslo, pierna y pie de un humano en función de su altura, se muestra 

en la figura siguiente: 

 

 
Figura A1.1. Dimensiones extremidad inferior 

 

Los valores se calculan con las ecuaciones del libro de Winter [26], para un niño de 42 

kg. 

𝑀𝑚𝑢𝑠𝑙𝑜 = 0.1 ∗ 𝑚𝑛𝑖ñ𝑜 = 4.2 𝑘𝑔 

𝑀𝑝𝑖𝑒𝑟𝑛𝑎 = 0.0465 ∗ 𝑚𝑛𝑖ñ𝑜 = 1.953 𝑘𝑔 

𝑀𝑝𝑖𝑒 = 0.145 ∗ 𝑚𝑛𝑖ñ𝑜 = 0.609 𝑘𝑔 

 
A2.2. Masa plataforma y placa de apoyo: 
 
La masa de la plataforma se halla en base a las dimensiones preliminares y 

considerando un espesor de 3/8” y material aluminio.  

 

𝑀𝑝𝑙𝑎𝑡 = 𝜌𝐴𝑙 ∗ 𝑉𝑝𝑙𝑎𝑡 = 2700
𝑘𝑔

𝑚3
∗ 0.00112𝑚3 = 3.024 𝑘𝑔 

 
En otra parte, hay incluir el peso de la plancha de apoyo del pie. Aquella se considerará 

de dimensiones 150x565x9.525 mm y como material aluminio.  

 

𝑀𝑎𝑝𝑜 = 𝜌𝐴𝑙 ∗ 𝑉𝑎𝑝𝑜 = 2700
𝑘𝑔

𝑚3
∗ 0.00081𝑚3 = 2.180 𝑘𝑔 
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A2.3. Inercia extremidades inferiores: 
 
Los radios de giros respecto a su centro de masa, necesarios en el cálculo de las 

inercias se hallan con las dimensiones de cada elemento (figura A2.1). 

 
𝑘𝑚𝑢𝑠𝑙𝑜/𝐶𝑀 = 0.323 ∗ 𝐻𝑚𝑢𝑠𝑙𝑜 = 0.1187 𝑚 

𝑘𝑝𝑖𝑒𝑟𝑛𝑎/𝐶𝑀 = 0.302 ∗ 𝐻𝑝𝑖𝑒𝑟𝑛𝑎 = 0.1114 𝑚 

𝑘𝑝𝑖𝑒/𝐶𝑀 = 0.475 ∗ 𝐻𝑝𝑖𝑒 = 0.1114 𝑚 

 
Los momentos de inercia de respecto a su centro de masa se calculan así: 

 

𝐼𝑚𝑢𝑠𝑙𝑜
𝐶𝑀⁄ = 𝑀𝑚𝑢𝑠𝑙𝑜 ∗ 𝑘2

𝑚𝑢𝑠𝑙𝑜
𝐶𝑀⁄ = 0.0592 𝑘𝑔. 𝑚2 

𝐼𝑝𝑖𝑒𝑟𝑛𝑎/𝐶𝑀 = 𝑀𝑝𝑖𝑒𝑟𝑛𝑎 ∗ 𝑘2
𝑝𝑖𝑒𝑟𝑛𝑎

𝐶𝑀⁄
= 0.02424 𝑘𝑔. 𝑚2 

𝐼𝑝𝑖𝑒/𝐶𝑀 = 𝑀𝑝𝑖𝑒 ∗ 𝑘2
𝑝𝑖𝑒

𝐶𝑀⁄
= 0.00791 𝑘𝑔. 𝑚2 

 
Sin embargo, es preciso llevar cada uno de los valores de inercia ya calculado, al centro 

de masa de la plataforma. Para ello, se utilizará la fórmula de Steiner teniendo en cuenta 

la distancia entre el centro de masa del pie, muslo y pierna hasta el centro de masa de 

la plataforma. Los valores se calculan de la siguiente manera. 

 

𝐼𝑚𝑢𝑠𝑙𝑜 = 0.0592 + 4.2 ∗ 0. 61922 = 1.669 𝑘𝑔. 𝑚2 

𝐼𝑝𝑖𝑒𝑟𝑛𝑎 = 0.02424 + 1.953 ∗ 0.25782 =  0.186 𝑘𝑔. 𝑚2 

𝐼𝑝𝑖𝑒 = 0.00791 + 0.609 ∗ 0.034242 = 0.0086 𝑘𝑔. 𝑚2 

 
A2.4. Inercia plataforma y placa de apoyo  
 
Las inercias de la plataforma y plancha de apoyo se hallarán mediante el programa 

SolidWorks. 

𝐼𝑝𝑙𝑎𝑡/𝐶𝑀 = 0.02856 𝑘𝑔. 𝑚2 

𝐼𝑎𝑝𝑜/𝐶𝑀 = 0.00410 𝑘𝑔. 𝑚2 
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Figura A2.2. Distancias miembros inferiores hacia CM plataforma 
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ANEXO 3: COORDENADAS DEL TALÓN Y DEDO PULGAR 

Las coordenadas de ambos puntos para una longitud de paso de 400 mm se reúnen en 

la matriz siguiente: 

 

 

(A3.1) 

 
  

[mm] [mm] [mm] 
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ANEXO 4: PROGRAMAS UBICACIÓN ARTICULACIÓN ESFÉRICA 

Los programas realizados para la ubicación de las articulaciones esféricas S2, S3 y S4 

según la nomenclatura ya descrita se muestra a continuación se muestran a 

continuación: 

 

 

 

S3 = 
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S4 = 
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ANEXO 5: RELACIÓN ENTRE DIMENSIONES Lp Y dp DE LA PLATAFORMA 

El espacio entre la dimensión de del hexágono 𝑃𝑖 (𝑑𝑃) y el lado mayor del hexágono 𝐵𝑖 

se calculará según la figura a continuación: 

 

 
Figura A5.1. Hexágonos 𝑃𝑖 y 𝐵𝑖. Vista superior. 

 

De lo anterior: 

 

𝑋 = 𝑂𝑅𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑂𝑅𝑃

̅̅ ̅̅ ̅̅  (A5.1) 

 

Por semejanza de triángulos: 

 

𝐽𝐵𝐻𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

(2𝐿𝐵 + 𝑑𝐵)√3

2
 (A5.2) 

 

El punto O viene a ser el baricentro de los hexágonos irregulares y por propiedad de 

éstos: 

 

𝑂𝐻𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

2

3
𝐽𝐵𝐻𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

(2𝐿𝐵 + 𝑑𝐵)√3

3
 (A5.3) 

 

La altura 𝐻𝐵𝑅𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es igual a: 

 

𝐻𝐵𝑅𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝐿𝐵

2
√3 (A5.4) 

 

El segmento 𝑂𝑅𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅  se puede hallar al restar a 𝑂𝐻𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅  la altura 𝐻𝐵𝑅𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 
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𝑂𝑅𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

(2𝐿𝐵 + 𝑑𝐵)√3

3
−

𝐿𝐵

2
√3 =

√3

6
(𝐿𝐵 + 2𝑑𝐵) (A5.5) 

 

Extrapolando la expresión anterior para el hexágono 𝑃𝑖: 
 

𝑂𝑅𝑃
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

√3

6
(𝑑𝑃 + 2𝐿𝑃) (A5.6) 

 

Por condición: 
𝑋 ≤ 0 

√3

6
(𝐿𝐵 + 2𝑑𝐵) −

√3

6
(𝑑𝑃 + 2𝐿𝑃) ≤ 0 

𝐿𝑃 ≤
𝐿𝐵 + 2𝑑𝐵 − 𝑑𝑃

2
 

 

Al reemplazar valores del hexágono 𝐵𝑖: 
 

𝐿𝑃 ≤
960 − 𝑑𝑃

2
 (A5.7) 

 

Por otro lado, el valor inicial de la dimensión 𝑑𝑃 que evita interferencias de los apoyos 

de las articulaciones esféricas es 190 mm. 

 

 
Figura A5.2. Valor mínimo 𝑑𝑃 para evitar interferencias entre apoyos. 
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ANEXO 6: PROGRAMA 𝒗𝒆𝒓𝒊𝒇𝒊𝒄𝒂𝒄𝒊𝒐𝒏_𝑳 
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ANEXO 7: PROGRAMA 𝒄𝒉𝒆𝒄𝒌_𝒂𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 

 

 

 
 
Por ejemplo, para el siguiente arreglo de valores se tienen valores menores a 60° sólo en una combinación (56.7°, ver recuadro) y un torque 

mayor de -97.4 Nm. 
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ANEXO 8: PROGRAMA 𝒂𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐_𝒓𝒐𝒕𝒖𝒍𝒂 
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ANEXO 9: RESUMEN DE CÁLCULO DE ITERACIONES 

En la tabla siguiente se muestran los resultados como producto de las iteraciones para 

la determinación de las dimensiones del rehabilitador; para lo cual, se basó en las 

consideración es expuestas en la página 57 del documento principal de la tesis.  

 
Tabla A6.1 

 

 dp Lp r H L Co Tmax θ min (°) θ max (°) 

1 256 350 105 368 451 0.2 -107.0 -66.7 78.3 

2 258 350 105 367 449 0.2 -105.5 -73.2 73.2 

3 262 350 105 374 456 0.2 -110.1 -72.7 73.6 

4 240 352 105 295 383 0.2 -78.5 -67.3 74.8 

5 240 352 105 337 424 0.2 -92.4 -79.0 79.8 

6 240 352 105 361 442 0.2 -96.3 -75.7 75.5 

7 242 352 105 277 365 0.2 -73.2 -63.0 79.6 

8 242 352 105 306 393 0.2 -82.3 -70.0 75.1 

9 242 352 105 321 409 0.2 -88.5 -72.5 75.0 

10 242 352 105 352 436 0.2 -96.3 -76.5 73.7 

11 244 352 105 282 370 0.2 -75.5 -63.7 73.6 

12 244 352 105 355 440 0.2 -99.9 -64.2 78.8 

13 245 352 105 313 398 0.2 -83.9 -61.5 79.0 

14 245 352 105 345 429 0.2 -94.7 -59.4 78.2 

15 246 352 105 310 395 0.2 -83.3 -67.7 76.4 

16 248 352 105 350 435 0.2 -98.8 -68.7 71.3 

17 248 352 105 350 435 0.2 -85.3 -68.7 71.3 

18 248 352 105 350 435 0.2 -92.1 -68.7 71.3 

19 254 352 105 329 414 0.2 -91.6 -71.0 73.2 

20 254 352 105 366 450 0.2 -91.6 -63.5 72.3 

21 260 352 105 398 481 0.2 -123.0 -57.7 68.9 

22 260 352 105 398 481 0.2 -105.9 -57.7 68.9 

23 260 352 105 398 481 0.2 -88.8 -57.7 68.9 

24 266 352 105 474 552 0.2 -113.1 -68.1 57.1 

25 236 354 105 321 410 0.2 -63.8 -51.8 70.0 

26 236 354 105 321 410 0.2 -87.5 -51.8 70.0 

27 235 354 105 323 408 0.2 -85.1 -65.0 67.7 

28 230 354 105 355 445 0.2 -100.1 -63.5 69.1 

29 230 354 105 355 445 0.2 -85.9 -63.5 69.1 

30 255 354 105 432 513 0.2 -96.1 -48.6 64.2 

31 200 355 105 369 466 0.2 -72.4 -62.9 68.4 

32 200 355 105 369 466 0.2 -99.9 -62.9 68.4 

33 206 355 105 431 505 0.2 -105.5 -62.9 66.2 

34 206 355 105 431 505 0.2 -90.1 -62.9 66.2 

35 210 355 105 435 524 0.2 -105.5 -49.3 66.1 
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 dp Lp r H L Co Tmax θ min (°) θ max (°) 

36 214 355 105 459 545 0.2 -112.2 -36.7 67.4 

37 218 355 105 465 538 0.2 -102.5 -48.7 63.7 

38 218 355 105 465 538 0.2 -85.3 -48.7 63.7 

39 220 355 105 412 490 0.2 -106.3 -64.3 63.6 

40 220 355 105 412 490 0.2 -91.6 -64.3 63.6 

41 220 355 105 412 490 0.2 -76.2 -64.3 63.6 

42 220 355 105 520 597 0.2 -105.5 -47.9 63.4 

43 225 355 105 575 650 0.2 -122.2 -54.4 58.9 

44 226 355 105 413 502 0.2 -87.8 -66.9 68.0 

45 226 355 105 413 502 0.2 -104.7 -66.9 68.0 

46 230 355 105 556 635 0.2 -151.7 -55.9 62.5 

47 232 355 105 496 570 0.2 -120.1 -60.3 65.4 

48 236 355 105 489 568 0.2 -125.5 -64.4 63.8 

49 236 355 105 489 568 0.2 -83.1 -64.4 63.8 

50 242 355 105 500 581 0.2 -92.6 -58.8 62.5 

51 242 355 105 500 581 0.2 -139.6 -58.8 62.5 

52 244 355 105 555 628 0.2 -147.8 -54.5 61.3 

53 248 355 105 454 536 0.2 -123.4 -49.4 55.2 

54 248 355 105 454 536 0.2 -82.6 -49.4 55.2 

55 248 355 105 454 536 0.2 -93.2 -49.4 55.2 

56 250 355 105 470 549 0.2 -94.7 -55.8 62.8 

57 250 355 105 476 557 0.2 -100.7 -61.6 62.3 

58 200 356 105 494 564 0.2 -103.2 -63.6 65.4 

59 200 356 105 494 564 0.2 -77.0 -63.6 65.4 

60 202 356 105 478 568 0.2 -87.4 -51.3 62.9 

61 202 356 105 479 569 0.2 -88.8 -49.4 60.5 

62 205 356 105 599 675 0.2 -108.6 -50.6 55.2 

63 210 356 105 404 488 0.2 -90.9 -64.3 66.5 

64 212 356 105 418 493 0.2 -54.0 -65.8 70.2 

65 212 356 105 564 637 0.2 -70.1 -59.8 55.1 

66 214 356 105 536 610 0.2 -67.8 -63.8 65.8 

67 214 356 105 590 660 0.2 -71.6 -63.9 62.9 

68 215 356 105 442 530 0.2 -63.9 -60.6 66.0 

69 215 356 105 552 633 0.2 -74.7 -62.1 66.0 

70 216 356 105 442 517 0.2 -57.8 -63.7 68.9 

71 218 356 105 435 522 0.2 -63.1 -63.8 67.8 

72 218 356 105 534 607 0.2 -67.8 -64.1 62.2 

73 220 356 105 517 598 0.2 -71.6 -49.1 65.2 

74 220 356 105 538 621 0.2 -77.0 -58.7 58.4 

75 224 356 105 474 549 0.2 -40.8 -52.7 66.2 

76 224 356 105 497 582 0.2 -48.5 -62.2 61.1 

77 224 356 105 554 625 0.2 -46.2 -61.9 58.7 

78 225 356 105 525 601 0.2 -45.4 -59.8 62.3 
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 dp Lp r H L Co Tmax θ min (°) θ max (°) 

79 226 356 105 551 624 0.2 -47.0 -63.7 62.9 

80 228 356 105 571 642 0.2 -47.7 -55.2 55.8 

81 230 356 105 522 599 0.2 -47.0 -53.7 65.1 

82 230 356 105 530 603 0.2 -45.4 -59.6 55.2 

83 230 356 105 641 713 0.2 -54.7 -57.1 53.7 

84 235 356 105 436 522 0.2 -44.7 -63.7 62.5 

85 250 356 105 470 549 0.2 -47.0 -55.6 58.0 

86 190 358 105 476 546 0.2 -35.4 -44.6 66.7 

87 192 358 105 612 679 0.2 -43.9 -60.8 60.0 

88 194 358 105 568 650 0.2 -45.3 -36.3 57.8 

89 195 358 105 582 651 0.2 -43.1 -56.8 58.8 

90 196 358 105 507 580 0.2 -39.3 -44.7 58.4 

91 196 358 105 553 636 0.2 -45.4 -32.4 63.8 

92 198 358 105 424 504 0.2 -35.4 -57.7 66.4 

93 198 358 105 483 570 0.2 -41.6 -62.0 65.8 

94 200 358 105 482 569 0.2 -76.1 -40.3 56.7 

95 200 358 105 619 698 0.2 -50.1 -59.6 57.4 

96 202 358 105 542 629 0.2 -48.5 -59.9 63.6 

97 202 358 105 695 770 0.2 -54.7 -57.3 56.3 

98 202 358 105 735 802 0.2 -53.9 -47.7 53.3 

99 204 358 105 420 511 0.2 -39.3 -58.9 66.1 

100 204 358 105 591 662 0.2 -45.4 -57.9 60.8 

101 215 358 105 520 594 0.2 -43.1 -54.0 59.9 

102 215 358 105 890 959 0.2 -70.1 -44.6 57.5 

103 216 358 105 679 754 0.2 -57.0 -47.1 52.0 

104 250 356 105 470 549 0.2 -83.9 -55.6 58.0 
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ANEXO 10: PROGRAMA 𝒅𝒆𝒔𝒄𝒐𝒎𝒑_𝒇𝒖𝒆𝒓𝒛𝒂_𝒑𝒍𝒂𝒕𝒇 
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ANEXO 11: NORMA ASTM B438 
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ANEXO 12: VARIACIÓN DEL ÁNGULO SEGÚN EL TIEMPO DE MARCHA 

Los valores de los ángulos de cada articulación en cada frame de marcha se presentan 

en la tabla siguiente: 

 
Tabla A12.1. Ángulos por cada frame de marcha 

    S2 S3 S4 

 FRAME T(s) T'(s) θxy θxz θyz θxy θxz θyz θxy θxz θyz 

ES
TA

N
C

IA
 

28 0.00 0.00 19.0 56.6 -12.8 -17.1 -9.3 -62.1 -22.8 -7.9 -71.7 

30 0.03 0.07 18.0 55.6 12.5 -15.6 -8.8 60.9 -10.7 -10.0 46.9 

32 0.06 0.14 18.1 35.4 24.7 -9.6 -10.7 41.9 -8.4 -12.5 -33.9 

34 0.09 0.22 23.6 19.7 -50.7 -8.3 -10.0 39.8 -8.1 -10.4 -37.7 

36 0.11 0.29 28.1 16.6 60.9 -5.6 -40.3 6.5 -36.9 -5.6 82.6 

38 0.14 0.36 14.2 39.4 17.1 -4.7 -23.9 -10.4 -11.8 -5.0 -67.4 

40 0.17 0.43 30.2 13.6 -67.4 -3.8 -10.3 -20.1 -9.1 -3.9 67.1 

42 0.20 0.50 18.8 14.3 -53.1 -3.0 -4.7 -32.9 -8.0 -2.7 -71.6 

44 0.23 0.57 11.4 23.8 -24.6 -1.6 -3.3 -25.2 -1.4 -7.1 -11.4 

46 0.26 0.64 12.4 13.4 -42.5 -0.3 -0.5 -29.4 -0.3 -0.5 28.3 

48 0.29 0.72 13.6 9.5 -55.1 1.3 1.8 -35.4 1.1 7.8 7.8 

50 0.32 0.79 22.3 6.7 73.9 13.4 2.5 -79.7 8.8 2.5 -74.1 

52 0.34 0.86 7.1 7.3 44.1 8.6 4.3 -63.9 7.0 4.6 56.9 

54 0.37 0.93 3.8 20.9 9.8 5.5 16.8 -17.7 5.4 26.2 -10.8 

56 0.40 1.00 3.6 3.7 44.7 9.3 8.9 -46.4 37.5 6.6 -81.5 

58 0.43 1.07 52.4 1.2 89.1 8.7 18.0 -25.2 15.2 9.4 58.8 

60 0.46 1.15 0.3 0.3 -49.0 9.2 50.8 7.5 12.3 14.0 41.2 

62 0.49 1.22 -0.7 -1.5 23.9 11.4 20.6 -28.3 31.2 10.9 -72.4 

64 0.52 1.29 -6.3 -1.2 79.1 15.5 15.0 46.1 11.6 40.6 -13.5 

66 0.54 1.36 -2.6 -2.0 -52.6 41.2 11.8 -76.6 22.1 13.9 58.6 

68 0.57 1.43 -3.0 -2.3 52.6 12.1 49.6 10.3 49.9 12.7 79.3 

B
A

LA
N

C
EO

 

70 0.60 1.50 -2.2 -4.1 27.8 15.7 17.7 -41.4 42.6 12.9 76.0 

72 0.63 1.57 -3.2 -0.8 -75.4 11.2 31.6 -17.9 23.7 12.6 63.0 

74 0.66 1.65 7.2 0.4 86.9 11.2 16.6 -33.6 16.3 12.1 53.9 

76 0.69 1.72 3.2 2.0 58.6 23.2 8.3 -71.2 44.0 8.3 -81.4 

78 0.72 1.79 6.5 3.7 -60.7 11.7 7.5 57.4 51.3 6.7 84.6 

80 0.74 1.86 6.6 7.2 42.6 9.9 5.3 -61.8 31.7 5.1 81.7 

82 0.77 1.93 6.8 28.0 12.6 13.7 3.0 -78.0 4.4 4.7 42.9 

84 0.80 2.00 12.4 11.7 46.8 1.3 1.2 -45.3 1.3 2.7 25.7 

86 0.83 2.07 11.3 24.7 23.5 -5.8 -1.5 75.7 -2.0 -2.0 -44.5 

88 0.86 2.15 12.7 55.5 8.8 -10.1 -3.6 -70.5 -3.3 -39.7 -4.0 

90 0.89 2.22 22.0 19.3 -49.0 -5.7 -10.1 29.3 -13.9 -4.8 -71.4 

92 0.92 2.29 49.5 17.2 75.2 -16.3 -6.9 67.5 -9.6 -7.1 -53.6 

94 0.94 2.36 19.7 37.0 25.4 -13.7 -8.8 57.7 -7.7 -13.3 -29.7 

96 0.97 2.43 19.2 51.0 15.7 -13.0 -10.1 -52.5 -21.1 -7.7 70.7 

97 0.99 2.47 29.9 22.7 54.0 -8.7 -23.7 -19.2 -9.9 -11.2 41.2 



27 
 

 

El tiempo de marcha del rehabilitador diseñado se ve afectado por el factor 𝐶𝑂, calculado 

en 2.8.3 del documento principal de la tesis. 

 

𝑇′ = 𝑇/𝐶𝑂 (A12.1) 
 

Se procede a graficar la variación de dichos ángulos respecto a 𝑇′. 

 

 

 

 

Figura A12.1 Variación de ángulos vs Tiempo de marcha – Articulación S2 
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Figura A12.2. Variación de ángulos vs Tiempo de marcha – Articulación S3 
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Figura A12.3. Variación de ángulos vs Tiempo de marcha – Articulación S4 
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Tabla A12.2. Velocidades angulares en articulaciones esféricas 

  S2 S3 S4 MÓDULO 

 FRAME ωxy ωxz ωyz ωxy ωxz ωyz ωxy ωxz ωyz ω2 ω3 ω4 

ES
TA

N
C

IA
 

28 0.92 -1.24 -3.36 -0.09 -1.82 -0.68 -1.20 -0.89 -0.68 0.92 -1.24 -3.36 

30 0.65 -1.21 -2.43 0.08 -1.19 -0.83 -0.72 -0.51 -0.83 0.65 -1.21 -2.43 

32 0.42 -1.17 -1.65 0.22 -0.67 -0.94 -0.33 -0.20 -0.94 0.42 -1.17 -1.65 

34 0.21 -1.13 -0.97 0.34 -0.21 -1.02 0.03 0.06 -1.02 0.21 -1.13 -0.97 

36 0.03 -1.08 -0.42 0.43 0.16 -1.06 0.31 0.27 -1.06 0.03 -1.08 -0.42 

38 -0.12 -1.02 0.05 0.51 0.47 -1.08 0.56 0.44 -1.08 -0.12 -1.02 0.05 

40 -0.24 -0.95 0.42 0.56 0.71 -1.06 0.75 0.57 -1.06 -0.24 -0.95 0.42 

42 -0.33 -0.89 0.70 0.59 0.88 -1.02 0.89 0.65 -1.02 -0.33 -0.89 0.70 

44 -0.41 -0.81 0.90 0.61 1.01 -0.96 0.99 0.70 -0.96 -0.41 -0.81 0.90 

46 -0.46 -0.73 1.03 0.61 1.07 -0.88 1.05 0.72 -0.88 -0.46 -0.73 1.03 

48 -0.49 -0.65 1.09 0.59 1.09 -0.78 1.08 0.71 -0.78 -0.49 -0.65 1.09 

50 -0.50 -0.56 1.10 0.56 1.07 -0.67 1.07 0.67 -0.67 -0.50 -0.56 1.10 

52 -0.49 -0.48 1.06 0.52 1.01 -0.54 1.04 0.61 -0.54 -0.49 -0.48 1.06 

54 -0.47 -0.38 0.98 0.46 0.92 -0.41 0.97 0.53 -0.41 -0.47 -0.38 0.98 

56 -0.44 -0.30 0.86 0.40 0.81 -0.27 0.88 0.44 -0.27 -0.44 -0.30 0.86 

58 -0.39 -0.20 0.72 0.33 0.66 -0.13 0.77 0.33 -0.13 -0.39 -0.20 0.72 

60 -0.33 -0.11 0.55 0.25 0.50 0.01 0.64 0.21 0.01 -0.33 -0.11 0.55 

62 -0.27 -0.02 0.38 0.17 0.33 0.15 0.50 0.09 0.15 -0.27 -0.02 0.38 

64 -0.19 0.07 0.20 0.08 0.15 0.29 0.35 -0.04 0.29 -0.19 0.07 0.20 

66 -0.11 0.15 0.02 -0.01 -0.03 0.41 0.19 -0.16 0.41 -0.11 0.15 0.02 

68 -0.03 0.24 -0.14 -0.10 -0.21 0.53 0.02 -0.28 0.53 -0.03 0.24 -0.14 

B
A

LA
N

C
EO

 

70 0.06 0.32 -0.29 -0.19 -0.39 0.63 -0.15 -0.40 0.63 0.06 0.32 -0.29 

72 0.15 0.39 -0.41 -0.27 -0.55 0.72 -0.31 -0.50 0.72 0.15 0.39 -0.41 

74 0.23 0.47 -0.50 -0.36 -0.70 0.79 -0.48 -0.59 0.79 0.23 0.47 -0.50 

76 0.32 0.53 -0.55 -0.43 -0.82 0.83 -0.63 -0.66 0.83 0.32 0.53 -0.55 

78 0.40 0.59 -0.54 -0.51 -0.92 0.86 -0.77 -0.71 0.86 0.40 0.59 -0.54 

80 0.48 0.65 -0.49 -0.58 -0.99 0.85 -0.91 -0.74 0.85 0.48 0.65 -0.49 

82 0.55 0.69 -0.37 -0.63 -1.02 0.82 -1.02 -0.74 0.82 0.55 0.69 -0.37 

84 0.61 0.73 -0.17 -0.68 -1.01 0.75 -1.11 -0.71 0.75 0.61 0.73 -0.17 

86 0.66 0.76 0.09 -0.71 -0.95 0.65 -1.18 -0.64 0.65 0.66 0.76 0.09 

88 0.70 0.79 0.45 -0.73 -0.84 0.51 -1.23 -0.54 0.51 0.70 0.79 0.45 

90 0.73 0.80 0.91 -0.74 -0.68 0.33 -1.24 -0.39 0.33 0.73 0.80 0.91 

92 0.74 0.80 1.45 -0.73 -0.46 0.11 -1.22 -0.21 0.11 0.74 0.80 1.45 

94 0.73 0.79 2.12 -0.70 -0.16 -0.16 -1.17 0.02 -0.16 0.73 0.79 2.12 

96 0.71 0.77 2.88 -0.66 0.19 -0.48 -1.07 0.30 -0.48 0.71 0.77 2.88 

97 0.69 0.76 3.34 -0.63 0.41 -0.66 -1.01 0.47 -0.66 0.69 0.76 3.34 

 
De la tabla anterior, se observa que las mayores velocidades angulares se desarrollan 

en la articulación S2. El mayor valor de estos es 4.16 rad/s que se utilizará para el cálculo 

de la articulación esférica en el tema de tesis (ver 3.2). 
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ANEXO 13: CÁLCULO UNIÓN ATORNILLADA ARTICULACIÓN ESFÉRICA 

La unión atornillada presente en la articulación esférica es de las medidas siguientes: 
 

 

Figura A12.1. Medidas de la unión con perno M8 (nomenclatura según Paulsen) 

 
𝑑 = 8 𝑑1 = 13 𝑑2 = 7.188 𝑑3 = 6.466 𝑑𝑠 = 6.827 𝑑𝑎𝑔 = 8.4 

 
El primer paso es calcular las constantes de rigidez del perno y de las placas unidas. En 

el caso del perno, se determina con la siguiente expresión: 

 

𝑐𝑝𝑒 =
1

4
𝜋 ∗ 𝐸

(
0.5𝑑
𝑑2 +

3.75
𝑑2 +

7.85
𝑑3

2 +
0.5𝑑
𝑑3

2 +
0.4𝑑
𝑑2 )

 
(A13.1) 

 

Al reemplazar valores en (A13.1), 𝑐𝑝𝑒 es igual a 362870 N/mm. Respecto a las placas, 

el cálculo de la constante de rigidez (𝑐𝑝𝑙) depende del caso en el que se encuentre; para 

lo cual, primero se hallan los siguientes parámetros [17].  

 

𝐷𝑒𝑥𝑡 = 9 ∗ 2 = 18 𝐿𝑝 = 11.6 𝑤 = 1 (agujero pasante) 

 

𝐷𝑚𝑎𝑥 = 𝑑1 + 𝑤𝐿𝑝 tan 𝛾𝑐  (A13.2) 

tan 𝛾𝑐 = 0.362 + 0.032 ln
𝐿𝑝

2𝑑1
+ 0.153 ln

𝐷𝑒𝑥𝑡

𝑑1
 (A13.3) 

 

Al reemplazar valores en ambas expresiones: 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 17.5 mm y por ser este valor 

menor a 𝐷𝑒𝑥𝑡 = 18, se aplicará la expresión siguiente para el cálculo de 𝑐𝑝𝑙: 

 

𝑐𝑝𝑙 =
𝑤𝐸𝜋𝑑𝑎𝑔 tan 𝛾𝑐

2 ln (
(𝑑1 + 𝑑𝑎𝑔)(𝑑1 + 𝑤𝐿𝑝 tan 𝛾𝑐 − 𝑑𝑎𝑔)

(𝑑1 − 𝑑𝑎𝑔)(𝑑1 + 𝑤𝐿𝑝 tan 𝛾𝑐 + 𝑑𝑎𝑔)
)

 
(A13.4) 

 
Si se sustituyen valores en (A13.4): 
 

𝑐𝑝𝑙 = 2183745.1 𝑁/𝑚𝑚 
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Por teoría, la fuerza externa aplicada en la unión atornillada se distribuye tanto para el 

perno como para las placas. El valor de cada una depende del factor de carga [17].  

 

Ф =
𝑐𝑝𝑒

𝑐𝑝𝑒 + 𝑐𝑝𝑙
 (A13.5) 

Se reemplazan valores: 
 

Ф = 0.14 
 

Por otro lado, las superficies de unión del perno presentan rugosidades que originan 

una fuerza de asentamiento que disminuye la fuerza de apriete [17].  Los valores del 

asentamiento se estiman según la tabla siguiente: 

 
Tabla A13.1. Valores del asentamiento [17] 

 
 

Según figura A13.1, estas son las zonas a evaluar el asentamiento (caso 10 ≤ 𝑅𝑍 ≤ 40) 

para carga normal: 

 

𝛿𝑎𝑠/𝑐𝑎𝑏 = 3.0 𝛿𝑎𝑠/𝑝𝑙𝑎 = 2.0 𝛿𝑎𝑠/𝑝𝑙𝑎_𝑎𝑟𝑎 = 2.0 𝛿𝑎𝑠/𝑡𝑢𝑒 = 3.0 

 
El asentamiento de la unión atornillada se calcula al sumar los valores de asentamiento 

parcial: 

 
𝛿𝑎𝑠 = 3.0 + 2.0 + 2.0 + 3.0 = 10.0 𝜇𝑚 

 

La fuerza de asentamiento se halla al multiplicar Ф con el valor de asentamiento: 

 

𝐹𝑎𝑠 = (
𝑐𝑝𝑙𝑐𝑝𝑒

𝑐𝑝𝑙 + 𝑐𝑝𝑒
) 𝛿𝑎𝑠 (A13.6) 

 
Al reemplazar valores: 

𝐹𝑎𝑠 = 3112 𝑁. 

 
En otra parte, se deberá aplicar una fuerza de ajuste mayor debido a las incertidumbres 

presentes para que la unión atornillada tenga un valor mínimo de ajuste; lo cual da origen 
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una fuerza de montaje máxima y mínima relacionados con el factor de ajuste [17]. Para 

este caso dicho factor será igual a 1.51. 

 

𝛼𝐴 =
𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥

𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛
 (A13.7) 

 

 
Figura A13.2. Fuerzas en una unión atornillada2: a) Durante el montaje, b) Bajo carga externa. Extraídas 

de Paulsen [17] 

 

Según lo expuesto por Budynas [5], el torque de ajuste se calcula de la siguiente 

manera: 

𝑀𝑇𝑀 = 𝐾𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥𝑑 (A13.8) 

 
El factor K depende del proceso de fabricación del perno. Debido a que no se conoce el 

dicho proceso, se considerará K = 0.23. Asimismo, el valor de 𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥 se selecciona de 

los dos siguientes valores: la fuerza máxima admisible que soporta el perno (𝐹𝑝/𝑝𝑒) y la 

fuerza máxima que se puede aplicar sin causar aplastamiento entre las placas a unir 

(𝐹𝑝/𝑝𝑙). El factor 0.754 es un factor recomendado por Budynas. Se selecciona perno de 

grado 12.9 y placas de material acero A36. 

 

𝐹𝑝/𝑝𝑒 = 0.75
𝜋𝑑𝑠

2𝑆𝑃

4
 (A13.9) 𝐹𝑝/𝑝𝑙 = 0.75

𝜋(𝑑1
2 − 𝑑𝑎𝑔

2 )𝜎𝐹−𝑃𝑙𝑎𝑐𝑎

4
 (A13.10) 

 

Al reemplazar valores en las expresiones anteriores:  

 

𝐹𝑝/𝑝𝑒 = 0.75
𝜋 ∗ 6.8272 ∗ 1100

4

= 30199 𝑁 

𝐹𝑝/𝑝𝑙 = 0.75
𝜋(132 − 8.42)250

4
= 14497 𝑁 

 

                                                 
1 Valor extraído del anexo 2. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
2 Gráfico extraído del anexo 2. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
3 Shigley’s Mechanical Engineering Design. Página 438, Bibliografía 20. 
4 Shigley’s Mechanical Engineering Design. Página 442. Ecuación 8-31. Bibliografía 20 
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Para evitar que ambos componentes fallen, se escoge el menor valor de ambos. Por 

ello, 𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥 = 14497 𝑁 y al sustituir valores en (A13.8), 𝑀𝑇𝑀 = 29690 𝑁𝑚𝑚. En base a 

la bibliografía, se escriben las siguientes expresiones: 

 
𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑒⁄ = (1 − Ф) ∗ 𝐹𝑒𝑥𝑡 (A13.11) 

𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑙⁄ = Ф ∗ 𝐹𝑒𝑥𝑡 (A13.12) 

𝐹𝑚𝑎𝑥/𝑝𝑒 = 𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥 + 𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝𝑒 (A13.13) 

𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 − 𝐹𝑎𝑠 − 𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝𝑙 (A13.14) 

 
Se reemplaza en (A13.7): 𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 = 9664 𝑁. 
 
Verificación del perno durante el montaje 
 
En esta etapa, se produce un esfuerzo de tracción en el perno y cortante por torsión: 
 

𝜎𝑀 =
4𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛

𝜋𝑑𝑠
2  (A13.15) 

𝜏𝑀 =
16𝑀𝑇𝑀

𝜋𝑑𝑠
3  (A13.16) 

𝜎𝑒𝑞 = √𝜎𝑀
2 + 3𝜏𝑀

2 < 0.9𝑆𝑃 (A13.17) 

 
Al sustituir valores: 𝜎𝑀 = 396 𝑀𝑃𝑎 y 𝜏𝑀 = 475 𝑀𝑃𝑎. Reemplazando en (A13.17): 
 

913 MPa < 990 MPa 
 

Es decir, el perno M8 de grado 12.9 no falla durante el ajuste. 
 

Verificación del perno durante la aplicación de la carga estática 
 
De la figura 2.32, la fuerza a soportar por los pernos de las articulaciones esféricas varía 

según el frame de la marcha. El valor alternante, medio e inferior de las fuerzas se 

muestran a continuación: 

 
𝐹𝑒𝑥𝑡_𝑎 = 604.6 𝑁 𝐹𝑒𝑥𝑡_𝑚 = −117.9 𝑁 𝐹𝑒𝑥𝑡_𝑖 = −722.5 𝑁 

 
En el cálculo de resistencia por carga estática, se trabajará con el mayor valor (𝐹𝑒𝑥𝑡_𝑖 =

−755.2 𝑁). Como se observa en la figura 3.8, la unión de la articulación es mediante dos 

pernos; por ello, la carga externa en cada perno es la mitad.  

 

𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝_𝑎 = 302.3 𝑁 𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝_𝑚 = −58.9 𝑁 𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝_𝑠 = −361.3 𝑁 
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Al reemplazar valores en las ecuaciones anteriores: 

 
𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑙⁄ = 260 𝑁, 𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑒⁄ = 42.3 𝑁, 𝐹𝑚𝑎𝑥/𝑝𝑒 = 14539 𝑁 y 𝐹𝑟𝑒𝑠 = 6292 𝑁. 

 

En vista de que la fuerza residual en la unión es mayor a cero, ésta no se separará. 
 

Debido a que se está considerando la fuerza en la barra de orientación axial, la fuerza 

externa sólo actúa en esta dirección. Por lo que durante la aplicación de esta carga se 

genera un esfuerzo de tracción y un esfuerzo cortante, que son determinadas con las 

ecuaciones siguientes: 

 

𝜎𝑚𝑎𝑥/𝑝𝑒 =
4𝐹𝑚𝑎𝑥/𝑝𝑒

𝜋𝑑𝑠
2  (A13.18) 

𝜏𝑡𝑟𝑎𝑏/𝑝𝑒 = 𝑘𝜏𝑀 = 0.5𝜏𝑀 (A13.19) 

𝜎𝑒𝑞−𝑡𝑟𝑎 = √𝜎𝑀
2 + 3(𝑘𝜏𝑀)2 ≤ 𝑆𝑃 (A13.20) 

 
De Paulsen, k = 0.55. Se sustituyen valores en las expresiones anteriores: 
 

𝜎𝑒𝑞−𝑡𝑟𝑎 = 573.7 𝑀𝑃𝑎 ≤ 1100 𝑀𝑃𝑎 

 
Por lo anterior, el perno no falla durante la aplicación de la carga estática. 
 

Verificación del perno por fatiga 
 
La carga alternante por perno se calculó líneas arriba: 

 
𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝_𝑎 = 302.3 𝑁 

 
El esfuerzo alternante se calcula con la ecuación siguiente: 

 

𝜎𝑎𝑙𝑡/𝑝𝑒 =
4Ф𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝_𝑎

𝜋𝑑𝑠
2  (A13.21) 

 
Con el objetivo de determinar el valor límite a la fatiga para el perno (𝜎𝐴), se debe cumplir 

lo siguiente: 

0.3 ≤
𝐹𝑡𝑚

𝐹0.2𝑚𝑖𝑛
< 1 (A13.22) 

 
Los valores anteriores se calculan con las expresiones siguientes [17]: 

 

                                                 
5 Valor extraído de página 13. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
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𝐹0.2𝑚𝑖𝑛 = 𝑆𝑝

𝜋𝑑𝑠
2

4
 (A13.23) 

𝐹𝑀𝑎𝑑𝑚 = 0.9𝑆𝑝

𝜋𝑑𝑠
2

4
 (A13.24) 

 

Sustituyendo valores 𝐹0.2𝑚𝑖𝑛 = 40266.4 𝑁, 𝐹𝑀𝑎𝑑𝑚 = 36239.7 𝑁 y en (A13.22): 

 
𝐹𝑡𝑚

𝐹0.2𝑚𝑖𝑛
= 0.915 

 

El valor anterior está dentro del rango; por lo que se procede a calcular de 𝜎𝐴. En vista 

de que no conocen el proceso de fabricación del perno, se utilizará la siguiente 

expresión: 

 

𝜎𝐴 = 0.85 (
150

𝑑
+ 45) (A13.25) 

 
Se reemplazan valores: 

 

𝜎𝐴 = 54.2  𝑀𝑃𝑎 

 
Según norma VDI 2230, en el caso de cálculo por fatiga debe cumplirse lo siguiente: 

 

𝐹𝑆 =
𝜎𝐴

𝜎𝑎𝑙𝑡/𝑝𝑒
≥ 1.2 (A13.26) 

 
Reemplazando valores: 

 

𝐹𝑆 =
𝜎𝐴

𝜎𝑎𝑙𝑡/𝑝𝑒
= 46 ≥ 1.2         𝑂𝐾! 

 
En conclusión, el perno seleccionado resiste satisfactoriamente las condiciones de 

trabajo en la simulación de la marcha. 
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ANEXO 14: CÁLCULO TORQUE DE AJUSTE DE CONTRATUERCA 

La unión entre la barra y la articulación esférica se realiza mediante un ajuste de 

contratuerca (figura 14.1) para de esta manera asegurar que estos dos elementos no se 

separen durante la simulación de la marcha. 

 

 
Figura A13.1. Detalle de ensamble entre articulación y barra 

 

Sin embargo, con el fin de aplicar la teoría de tornillos ya explicada en el anexo anterior, 

se desarrollará una unión equivalente al ensamble mostrado en la figura A14.1. En la 

figura A14.2 se muestra la unión a estudiar, donde se considera a la articulación y tuerca 

como dos planchas de acero unidas entre sí por un perno de aluminio en lugar de la 

barra. Las medidas entre ambas figuras se mantienen. 

 

 

Figura A14.2. Unión equivalente entre articulación y barra 

 
Para un perno M24 de rosca corriente según DIN 933, las medidas son las siguientes: 
 

𝑑 = 20 𝑑1 = 30 𝑑2 = 18.38 𝑑3 = 16.93 𝑑𝑠 = 17.66 𝑑𝑎𝑔 = 20 

 

Se prosigue con el cálculo de las constantes de rigidez de las placas y del tornillo. Al 

reemplazar en (A13.1) según las medidas mostradas en la figura anterior: 

 

𝑐𝑝𝑒 =
1

4
𝜋 ∗ 7 ∗ 104 (

0.5𝑑
𝑑2 +

0.5𝑑
𝑑3

2 +
0.33𝑑

𝑑2 )
= 719827.6 𝑁/𝑚𝑚 

 
Los parámetros a utilizar en el cálculo de las constantes de rigidez de las placas son los 

siguientes [17]: 
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𝐷𝑒𝑥𝑡 = 34.6 𝐿𝑝 = 55 𝑤 = 3 (agujero roscado) 

 

Al reemplazar valores en (A13.2) y (A13.3) se obtiene 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 89.27 mm. Debido a que 

𝑑1 ≥ 𝐷𝑒𝑥𝑡, la unión se encuentra en el caso 16 para el cual la constante de rigidez se 

halla con la siguiente expresión: 

 

𝑐𝑝𝑙 =
𝐸𝜋(𝐷𝑒𝑥𝑡

2 − 𝑑𝑎𝑔
2 )

4𝐿𝑝
 (A14.1) 

 

Sustituyendo valores y teniendo en cuenta que las placas propuestas son de acero: 

 

𝑐𝑝𝑙 =
70000𝜋(302 − 202)

4 ∗ 55
= 1499396.5𝑁/𝑚𝑚 

 

Reemplazando en (A13.5) 

 
Ф = 0.324 

 

Según tabla A13.1, estas son las zonas a evaluar el asentamiento (caso 10 ≤ 𝑅𝑍 ≤ 40) 

para carga normal: 

 

𝛿𝑎𝑠/ℎ𝑖𝑙𝑜𝑠 = 3.0 𝛿𝑎𝑠/𝑝𝑙𝑎 = 2.0 𝛿𝑎𝑠/𝑡𝑢𝑒 = 3.0 

 

El asentamiento de la unión atornillada se calcula al sumar los valores de asentamiento 

parcial: 

 

𝛿𝑎𝑠 = 3.0 + 2.0 + 3.0 = 8.0 𝜇𝑚 

 
Al reemplazar valores en (A13.6): 

𝐹𝑎𝑠 = 3404 𝑁. 

 
En el anexo anterior, la fuerza residual fue hallada con (A13.14) teniendo en cuenta una 

fuerza máxima de ajuste calculada con (A13.9). No obstante, el resultado de esta última 

expresión es de gran magnitud, lo cual puede ocasionar falla en la rosca de la barra de 

aluminio. Por tal motivo, se reescribirá la ecuación (A13.14) con el objetivo de estimar 

la fuerza mínima de ajuste para el presente caso y con esta, determinar la fuerza 

máxima.  

 

𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 − 𝐹𝑎𝑠 − 𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝𝑙 = 𝐹𝑟𝑒𝑠 (A14.2) 

 

                                                 
6 Caso expuesto en página 8. Elementos de Máquinas: Uniones atornilladas. 2009. Lima. 
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En vista de que la fuerza residual nunca debe ser menor o igual a cero: 

 

𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 ≥ 𝐹𝑎𝑠 + 𝐹𝑒𝑥𝑡/𝑝𝑙 (A14.3) 

 
Se ha calculado la variación de la fuerza axial en la barra: 

 
𝐹6𝑎

= 604.6 𝑁 𝐹6𝑚
= −117.9 𝑁 𝐹6_𝑖 = −722.5 𝑁 

 
Reemplazando en la ecuación anterior: 

 

𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 ≥ 3404 + 722.5 ∗ (1 − 0.324) = 3892.6 𝑁 

 
Por lo anterior, el valor mínimo de la fuerza para obtener una fuerza residual nula entre 

las placas es 3892.6 N. En este caso, se trabajará con un 𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 = 12500 𝑁 y según 

(A13.7), 𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥 = 18750 𝑁. Reemplazando valores en (A13.11), (A13.12), (A13.13) y 

(A13.14) 

 
𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑙⁄ = 488.15 𝑁, 𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑒⁄ = 234.35 𝑁, 𝐹𝑚𝑎𝑥/𝑝𝑒 = 18995 𝑁 y 𝐹𝑟𝑒𝑠 = 8585 𝑁. 

 

En vista de que la fuerza residual en la unión es mayor a cero, ésta no se separará. 
 

Verificación del perno durante el montaje 
 
Reemplazando en (A13.15), (A13.16) y (A13.7): 𝜎𝑀 = 76.6 𝑀𝑃𝑎, 𝜏𝑀 = 91.9 𝑀𝑃𝑎 y en 

(A13.17): 

 
176.7 MPa < 221.4 MPa 

 

Es decir, la barra de rosca M20 de aluminio no falla durante el montaje. 
 

Verificación del perno durante la aplicación de la carga externa (estática) 
 
Al sustituir valores en (A13.18), (A13.19) y (A13.20): 

 
𝜎𝑒𝑞−𝑡𝑟𝑎 = 111.13 𝑀𝑃𝑎 ≤ 246 𝑀𝑃𝑎 

 
Por lo anterior, el perno no falla durante la aplicación de la carga estática. 
 

Verificación del perno por fatiga 
 

Reemplazando valores en (A13.23) y (A13.24): 𝐹0.2𝑚𝑖𝑛 = 60219 𝑁, 𝐹𝑀𝑎𝑑𝑚 = 54197 𝑁 y 

en (A13.22): 

𝐹𝑡𝑚

𝐹0.2𝑚𝑖𝑛
= 0.91 
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Es decir, es posible utilizar las relaciones expuestas en la norma VDI 2230. 

Reemplazando valores en (A13.25): 

 

𝜎𝐴 = 0.85 (
150

24
+ 45) = 44.6 

 
En (A13.26): 

 

𝐹𝑆 =
44.6

(
604.6 ∗ 0.324

𝜋 ∗
17.1662

4

)

= 55 ≥ 1.2 

 

Es decir, se verifica la resistencia de la barra ante la carga oscilante. Finalmente, el 

torque de ajuste se determina con (A12.8): 

 

𝑀𝑇𝑀 = 𝐾𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥𝑑𝑠 = 0.3 ∗ 18750 ∗ 17.655 = 99.3 𝑁𝑚 
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ANEXO 15: MATRIZ 𝒅𝒇𝒛𝒂 DE FUERZAS DESCOMPUESTAS EN {𝑷𝒊}    

 

  

[N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] [N] 
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ANEXO 16: PROGRAMAS 𝒆𝒔𝒇𝒖𝒆𝒓𝒛𝒐_𝟑𝟒, 𝒆𝒔𝒇𝒖𝒆𝒓𝒛𝒐_𝟏𝟐 y 𝒆𝒔𝒇𝒖𝒆𝒓𝒛𝒐_𝟓𝟔  
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ANEXO 17: RESULTADOS DE PROGRAMAS DE CÁLCULO DE VIGAS 12, 34 Y 56 

Programa 𝑒𝑠𝑓𝑢𝑒𝑟𝑧𝑜_12 

 

 

 

[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [mm] [mm] [MPa] [MPa] [°] 
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Figura A17.1. Esfuerzos normales resultantes por flexión en viga 12 

 
 
 
 
 

Figura A17.2. Deflexiones en Y, Z y ángulo de giro en viga 12 
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Figura A17.3. Esfuerzos cortantes resultantes en viga 12 
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Programa 𝑒𝑠𝑓𝑢𝑒𝑟𝑧𝑜_34 

 

[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] 
[mm] [mm] [MPa] [MPa] [°] 
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Figura A17.4. Esfuerzos normales resultantes por flexión en viga 34 

 

 

 

Figura A17.3. Deflexiones en Y, Z y ángulo de giro en viga 34. 
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Figura A17.6. Esfuerzos cortantes resultantes en viga 34 

 

 

E
S

F
U

E
R

Z
O

 (
M

P
a
) 

FRAME 



57 
 

 

Programa 𝑒𝑠𝑓𝑢𝑒𝑟𝑧𝑜_56 

 

 

[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [mm] [mm] [MPa] [MPa] [°] 
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Figura A17.7. Esfuerzos normales resultantes por flexión en viga 56 

 

 

 

 

 

Figura A17.8. Deflexiones en Y, Z y ángulo de giro en viga 56. 
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Figura A17.9. Esfuerzos cortantes resultantes en viga 56 
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ANEXO 18: CÁLCULO UNIÓN ATORNILLADA PLATAFORMA-BARRA 

CUADRADA Y UNIÓN SOLDADA 

La distribución de los pernos de sujeción por cada una de las vigas establecidas en 3.3 

se muestra en la figura 18.1. De igual manera que en el documento de la tesis, se 

elaborarán las ecuaciones tomando como referencia la viga 34. Los resultados se hacen 

extensivos a las otras vigas.  

 

 

Figura A18.1. Cargas transmitidas por las articulaciones esféricas a viga 34. 

 

 

 
Figura A18.2. Distribución de pernos. Vista de sección H-H. 
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Figura A18.3. Vista lateral de cargas en la viga 34.  

 

La coordenada del centro de masa se calcula con (3.37): 
 

𝑧𝑠 = −5.5 𝑚𝑚 
 

Las cargas transmitidas por las articulaciones esféricas mostradas en la figura anterior 

se calculan con las ecuaciones (3.25), (3.26), (3.27), (3.28), (3.29). (3.30), (3.31) y 

(3.32). Las cargas se trasladan se trasladan al punto m (figura A18.3), ubicado en la 

zona de unión entre placas, y luego al centro de gravedad del conjunto de pernos (figura 

A18.4),  

 

 
Figura A18.4. Cargas trasladadas al centro de gravedad de los pernos. 

 

En el caso de las fuerzas de reacción producto de los momentos en X y en Y, como 

primer paso es necesario determinar cuáles pernos efectivamente trabajan a tracción. 

Para ello, debe cumplirse que el primer momento del área de los tornillos sea igual al 

primer momento del área de la zona a compresión [17]. En la figura siguiente, se 
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muestran la zona a compresión, en el refuerzo en el eje X, bajo la acción del momento 

103.5𝐹34𝑍 al suponer que los dos pernos trabajan a tracción. Preliminarmente se 

considerarán pernos M8x45 grado 10.9. 

 

 

Figura A18.5. Cargas actuantes sobre los pernos. 

 

Se iguala el primer momento de inercia de cada zona. 

 

 

 
Por condición: 

𝐷𝑥 ≤ 45 − 0.5 ∗ 8.4 = 40.4    𝑂𝐾! 

 

Es decir, se comprueba que los dos pernos trabajan a tracción para el momento en Y. 

Por simetría de los refuerzos, lo mismo se aplica para el caso del momento en X. Las 

cargas aplicadas sobre cada perno se muestran en la figura A18.6.  

 
Las cargas aplicadas en el centro de masa y actuantes en cada perno se calculan con 

las expresiones siguientes: 

 
𝐷𝑥 = 𝐷𝑦 = 25.1 𝑚𝑚 

𝑀𝑅34𝑍 = 𝑀34𝑍 + 103.5𝐹34𝑌 (A18.1) 

𝑀𝑅34𝑌 = 𝑀34𝑌 + 103.5𝐹34𝑍 + 2𝐹34𝑋 (A18.2) 

𝑇𝑅34𝑋 = 𝑇34𝑋 − 2𝐹34𝑌 (A18.3) 

𝐹𝑡𝑋1 = 𝐹𝑡𝑋2 = 𝐹𝑡𝑋3 = 𝐹𝑡𝑋4 = −
𝐹34𝑋

4
 (A18.4) 

𝐹𝑡𝑌1 = 𝐹𝑡𝑌2 = 𝐹𝑡𝑌3 = 𝐹𝑡𝑌4 = −
𝐹34𝑌

4
 (A18.5) 
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𝐹𝑡𝑍1 = 𝐹𝑡𝑍2 = 𝐹𝑡𝑍3 = 𝐹𝑡𝑍4 = −
𝐹34𝑍

4
 (A18.6) 

−𝐹𝑀𝑌1 = 𝐹𝑀𝑌2 = −𝐹𝑀𝑋3 = 𝐹𝑀𝑋4 =
𝑀𝑅34𝑍

234
 (A18.7) 

𝑅1 = 𝐹𝑀𝑍1 + 𝐹𝑀𝑍2 (A18.8) 

𝐹𝑀𝑍1

45 − 𝐷𝑥
=

𝐹𝑀𝑍2

162 − 𝐷𝑥
 (A18.9) 

(45 − 𝐷𝑥) 𝐹𝑀𝑍1 + (162 − 𝐷𝑥)𝐹𝑀𝑍2 + 𝑅1 (
𝐷𝑥

2
) = |𝑀𝑅34𝑌| (A18.10) 

𝑅2 = 𝐹𝑀𝑍3 + 𝐹𝑀𝑍4 (A18.11) 

𝐹𝑀𝑍3

45 − 𝐷𝑥
=

𝐹𝑀𝑍4

162 − 𝐷𝑥
 (A18.12) 

(45 − 𝐷𝑥) 𝐹𝑀𝑍3 + (162 − 𝐷𝑥)𝐹𝑀𝑍4 + 𝑅2 (
𝐷𝑦

2
) = |𝑇𝑅34𝑋| (A18.13) 

 

  
Figura A18.6. Cargas actuantes sobre los pernos. 

 
Al reemplazar valores en (A18.9): 

 

𝐹𝑀𝑍1

45 − 25.1
=

𝐹𝑀𝑍2

162 − 24.1
= 𝑘1 

𝐹𝑀𝑍1 = 19.9𝑘1 (A18.14) 

1 2 

3 

4 
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𝐹𝑀𝑍2 = 136.9𝑘1 (A18.15) 

 

Se reemplaza en (A18.8) y (A18.10): 

 

𝑅1 = 156.8𝑘1 (A18.16) 

𝑘1 =
|𝑀𝑅34𝑌|

21105.5
 (A18.17) 

 

Notar que estos valores son para 𝑀𝑅34𝑌 en dirección +Y. En el caso que 𝑀𝑅34𝑌 actúe en 

dirección –Y, la línea de giro cambia simétricamente en el plano XZ. Por tal motivo, se 

intercambian los valores calculados. 

 
𝐹𝑀𝑍1 = 136.9𝑘1 (A18.18) 

𝐹𝑀𝑍2 = 19.9𝑘1 (A18.19) 

 

De igual manera para los pernos 3 y 4: 

 

Si 𝑇𝑅34𝑋 actúa en +X 

 

𝐹𝑀𝑍3 = 19.9𝑘2 (A18.20) 

𝐹𝑀𝑍4 = 136.9𝑘2 (A18.21) 

 

Si 𝑇𝑅34𝑋 actúa en -X 

 

𝐹𝑀𝑍3 = 136.9𝑘2 (A18.22) 

𝐹𝑀𝑍4 = 19.9𝑘2 (A18.23) 

 

Donde: 

 

𝑘2 =
|𝑇𝑅34X|

21105.5
 (A18.24) 

 

Es preciso notar que las fuerzas de reacción 𝐹𝑀𝑍1, 𝐹𝑀𝑍2, 𝐹𝑀𝑍3 𝑦 𝐹𝑀𝑍4 actúan en dirección 

–Z. Las resultantes parciales en los pernos se hallan con las ecuaciones siguientes. 

 

𝐹𝑡𝑋𝑅1 = 𝐹𝑡𝑋1 (A18.25) 

𝐹𝑡𝑌𝑅1 = 𝐹𝑡𝑌1 + 𝐹𝑀𝑌1 (A18.26) 

𝐹𝑡𝑍𝑅1 = 𝐹𝑡𝑍1 − 𝐹𝑀𝑍1 (A18.27) 

𝐹𝑡𝑋𝑅2 = 𝐹𝑡𝑋2 (A18.28) 

𝐹𝑡𝑌𝑅2 = 𝐹𝑡𝑌2 + 𝐹𝑀𝑌2 (A18.29) 

𝐹𝑡𝑍𝑅2 = 𝐹𝑡𝑍2 − 𝐹𝑀𝑍2 (A18.30) 
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𝐹𝑡𝑋𝑅3 = 𝐹𝑡𝑋3 + 𝐹𝑀𝑋3 (A18.31) 

𝐹𝑡𝑌𝑅3 = 𝐹𝑡𝑌3 (A18.32) 

𝐹𝑡𝑍𝑅3 = 𝐹𝑡𝑍3 − 𝐹𝑀𝑍3 (A18.33) 

𝐹𝑡𝑋𝑅4 = 𝐹𝑡𝑋4 + 𝐹𝑀𝑋4 (A18.34) 

𝐹𝑡𝑌𝑅4 = 𝐹𝑡𝑌4 (A18.35) 

𝐹𝑡𝑍𝑅4 = 𝐹𝑡𝑍4 − 𝐹𝑀𝑍4 (A18.36) 

 

De las ecuaciones anteriores, las cargas cortantes que actúan en los pernos son 

𝐹𝑡𝑌𝑅1, 𝐹𝑡𝑋1, 𝐹𝑡𝑌𝑅2, 𝐹𝑡𝑋2, 𝐹𝑡𝑌𝑅3, 𝐹𝑡𝑋3, 𝐹𝑡𝑌𝑅4 𝑦 𝐹𝑡𝑋4; mientras que las cargas axiales son 

𝐹𝑡𝑍𝑅1, 𝐹𝑡𝑍𝑅2, 𝐹𝑡𝑍𝑅3 𝑦 𝐹𝑡𝑍𝑅4. Según Hori [11], la carga equivalente a tracción en cada perno 

se calcula con la expresión siguiente: 

 

𝐹𝑒2 = √𝐹𝑡𝑍𝑅2
2 + 4(𝐹𝑡𝑌𝑅2

2 + 𝐹𝑡𝑋𝑅2
2 ) (A18.37) 

𝐹𝑒1 = √𝐹𝑡𝑍𝑅1
2 + 4(𝐹𝑡𝑌𝑅1

2 + 𝐹𝑡𝑋𝑅1
2 ) (A18.38) 

𝐹𝑒3 = √𝐹𝑡𝑍𝑅3
2 + 4(𝐹𝑡𝑌𝑅3

2 + 𝐹𝑡𝑋𝑅3
2 ) (A18.39) 

𝐹𝑒4 = √𝐹𝑡𝑍𝑅4
2 + 4(𝐹𝑡𝑌𝑅4

2 + 𝐹𝑡𝑋𝑅4
2 ) (A18.40) 

 

En vista de que las fuerzas varían por cada frame de marcha se programará el algoritmo 

𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎𝑠_34, cuyo argumento es la matriz 𝒅𝒇𝒛𝒂 (fuerzas proyectadas en la plataforma), 

para calcular las cargas externas trasladadas al centro de masa de los pernos. Aquel 

utilizará las ecuaciones desde (A18.1) hasta (A18.9), así como las ecuaciones desde 

(3.25) hasta (3.32). Los resultados de este programa se almacenarán en la matriz 

𝒄𝒂𝒓𝒈𝒂𝒔𝟑𝟒 que se empleará como argumento del programa 𝒇𝒆𝒒_𝟑𝟒, el cual calculará las 

fuerzas resultantes parciales y equivalentes en cada perno mediante las expresiones de 

(A18.10) hasta (A18.25). 
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De igual manera, se elabora un programa para las demás vigas. En el caso de la viga 

12 se rotará el sistema coordenado descrito en 2.7 de los puntos 𝑃1 y 𝑃2 para que 

coincida con las coordenadas X-Y-Z descritas en este anexo. 
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VIGA 12 (Fuerzas en N, Momentos en Nmm) 
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Figura A18.7. Cargas actuantes sobre los pernos en viga 12. 

 

 

VIGA 34 (Fuerzas en N, Momentos en Nmm) 

 

 

 

 

 

 

 

 

FRAME 

F
U

E
R

Z
A

 (
N

) 
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Figura A18.8. Cargas actuantes sobre los pernos en viga 34. 

 

F
U

E
R

Z
A

 (
N

) 

FRAME 

690.6 

54.7 
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VIGA 56 (Fuerzas en N, Momentos en Nmm) 
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Figura A18.9. Cargas actuantes sobre los pernos en viga 56. 

 

Al comparar los gráficos A18.7, A18.9 y A18.8, se observa que este último (viga 34) 

describe un mayor valor alternante comparado a los otros gráficos, en especial para el 

perno 4. Por ello, los valores alternantes, medio y superior a trabajar son los siguientes: 

 

𝐹𝑒4_𝑎 =
690.6 + 54.7

2
= 372.7 𝑁 

𝐹𝑒4_𝑚 = 690.6 − 372.7 = 317.9 𝑁 

𝐹𝑒4_𝑠 = 690.6 𝑁 

 

De Hori [11], el área transversal del perno debe cumplir lo siguiente: 
 

0.6𝑆𝑃𝐴𝑡 = 0.6𝜎𝐹 (
𝜋𝑑2

4
) ≥ 𝐹𝑒 (A18.41) 

 
Se reemplaza en la ecuación anterior la fuerza de mayor magnitud para un perno de 

grado 10.9: 

 

0.6 ∗ 940 (
𝜋𝑑2

4
) ≥ 𝐹𝑒4𝑠

= 690.6 𝑁 

𝑑 ≥ 1.3 𝑚𝑚 

 

El perno preseleccionado (M8x45) cumple el rango anterior. 

F
U

E
R

Z
A

 (
N

) 

FRAME 
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En vista de que los materiales a unir son distintos (arandelas de acero y plataforma y 

barra de refuerzos de aluminio) se utilizará la teoría de uniones atornilladas expuesta 

por Budynas [5]. Se empleará el programa Mathcad para agilizar el cálculo. 
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Por otro lado, se procederá a verificar la soldadura presente en los refuerzos en cruz. 

Las cargas aplicadas en las vigas se aprecian de manera genérica en la figura A18.1. 

Del documento de tesis se observa que los mayores esfuerzos ocurren en la viga 56, 

por lo que se evaluará la soldadura para los refuerzos correspondiente a dicha viga. En 

este caso, la viga es tipo E cuyas medidas se observan en la figura siguiente: 

 

 
Figura A18.13. Medidas de los refuerzos 

 
En vista de que los momentos flectores se incrementan con el brazo de palanca, se 

calculará el espesor de garganta para el cordón ubicado a mayor distancia del punto de 

aplicación inicial (ver figura 3.16 del documento de tesis), es decir a 87 mm. Las cargas 

actuantes son las siguientes (se desprecia el efecto de las fuerzas cortantes): 

 
Figura A18.14. Cargas actuantes en el cordón. 
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Figura A18.15. Esfuerzos actuantes en el cordón 

 

Del gráfico anterior, se observa que los puntos 1 y 2 son los más críticos. Por ello, se 

calcularán los esfuerzos para ambos puntos. Para tal fin, se elaborará el programa 

soldadura_56: 

1 

2 



81 
 

 

 



82 
 

 

 

 

Los resultados son los siguientes: 

 

Figura A18.16. Esfuerzos actuantes en los puntos 1 y 2. 
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Seguidamente, se procede a calcular los esfuerzos equivalentes para el punto 1 ya que 

se soporta mayor esfuerzo normal por momento flector. Se aplicarán las fórmulas 

descritas en el anexo 21. Se calcula para un espesor de garganta c = 17 mm. 

 

 

Por recomendación de la norma AWS D1.2, el esfuerzo de fluencia, para un material de 

aluminio, reduce un 30% de su valor. De la teoría expuesta por Paulsen [19] se 

seleccionan los siguientes factores de carga estática y de calidad de la unión: 

 

 

Ya que el esfuerzo equivalente es menor al esfuerzo admisible, la unión soldada resiste 

la carga actuante. 

 

 

 

 

 

  



84 
 

 

ANEXO 19: CÁLCULO DE EJE DE APOYO 

Las ecuaciones descritas para el cálculo del eje se expuestas en 3.4 se incluyen en el 

programa siguiente para agilizar la iteración. 
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Iteración 1 

 

Esfuerzos en MPa. 
 
Iteración 2 

 

Esfuerzos en MPa. 
 
Sección Q 

Los esfuerzos alternantes, medios, superiores así como los factores de seguridad se 

calcularán con el programa anterior al modificar el brazo de palanca que genera los 

momentos flectores y los factores  
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Es decir, el eje soporta satisfactoriamente las cargas en el punto Q donde tiene un 

diámetro de 18 mm. 

Verificación de presión de aplastamiento en el eje y tapa de sujeción 

 

La fuerza que genera presiones de aplastamiento es la componente axial. 

  

Figura A18.1. Zonas K y J a estudiar. 

 

En los cálculos siguientes se considerará el valor superior de esta fuerza: 

𝐹𝑋′6𝑃_𝑠 = 260 𝑁 

Sección J 

La presión de aplastamiento se calcula de la siguiente manera: 

J 

K 
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𝑝𝑎𝑝𝑙_𝐽 =
𝐹𝑋′6𝑃_𝑠

𝜋
(182 − 152)

4

=
260

77.8
= 3.34 𝑀𝑃𝑎 

Se calcula el factor de seguridad al aplastamiento: 

𝐹𝑆𝑎𝑝𝑙𝑎𝑠𝑡𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 =
𝑝𝐴𝑑𝑚

𝑝𝑎𝑝𝑙_𝐽 
 

 
El valor de presión admisible se extrae de la tabla siguiente: 

 
Tabla A18.1. Presión superficial admisible [17]. 

 

 

 
Por lo anterior, no hay riesgo de deformación por aplastamiento en esta sección ya que 

el valor de 𝑝𝑎𝑝𝑙_𝐽  es muy bajo en comparación con 𝑝𝐴𝑑𝑚. 

Sección K 

La presión de aplastamiento ocurre en la tapa de sujeción, cuyo material también se 

escogerá en CK 45. Dicha presión se calcula de la siguiente manera: 

𝑝𝑎𝑝𝑙_𝐾 =
𝐹𝑋′6𝑃_𝑠

𝜋
(182 − 152)

4

=
260

77.8
= 3.34 𝑀𝑃𝑎 

Se calcula el factor de seguridad a la fluencia: 

𝐹𝑆𝑎𝑝𝑙𝑎𝑠𝑡𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 =
𝑝𝐴𝑑𝑚

𝑝𝑎𝑝𝑙_𝐾 
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Por lo anterior, el 𝑝𝑎𝑝𝑙_𝐾  es de valor muy bajo en comparación con 𝑝𝐴𝑑𝑚; por lo que no 

hay riesgo de falla por aplastamiento. 

 
Verificación de presión en zona de apoyo con el perfil 

Las fuerzas que ocasionan aplastamiento en esta zona son las componentes en los ejes 

Z e Y. Al igual que en el caso anterior, se trabajarán con los valores superiores de estas 

fuerzas: 

𝐹𝑍′6𝑃_𝑠 = −550.9 𝑁 𝐹𝑌′6𝑃_𝑠 = 177.3 𝑁 

 
Cada una de estas fuerzas genera dos tipos de presiones de aplastamiento: una por el 

momento flector en la zona de apoyo y otro por la presión directa de la carga sobre el 

área proyectada. 

 

Figura A18.2. Presiones de aplastamiento en zona de apoyo. 

 

Se procede a calcular las presiones mostradas en la figura anterior. Preliminarmente se 

estimará como espesor del perfil igual a 5/16” = 7.93 mm. 

Eje Y 

𝑝𝑛𝑌 =
𝐹𝑌′6𝑃𝑠

18𝑒𝑃
=

177.3

18 ∗ 7.93
= 1.3 𝑀𝑃𝑎 

𝑝𝑓𝑌 =
(41 + 0.5𝑒𝑃)𝐹𝑌′6𝑃𝑠

(0.5𝑒𝑃)

18𝑒𝑃
3

12

=
(41 + 0.5 ∗ 7.93) ∗ 177.3 ∗ (0.5 ∗ 7.93)

18 ∗ 7.933

12

= 42.2 𝑀𝑃𝑎 

Por superposición de efectos: 

𝑝𝑚𝑎𝑥𝑌 = 𝑝𝑛𝑌 + 𝑝𝑓𝑌 = 43.5 𝑀𝑃𝑎 
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Eje Z 

𝑝𝑛𝑍 =
𝐹𝑍′6𝑃𝑠

18𝑒𝑃
=

550.9

18 ∗ 7.93
= 3.9 𝑀𝑃𝑎 

𝑝𝑓𝑌 =
(41 + 0.5𝑒𝑃)𝐹𝑍′6𝑃𝑠

(0.5𝑒𝑃)

18𝑒𝑃
3

12

=
(41 + 0.5 ∗ 7.93) ∗ 550.9 ∗ (0.5 ∗ 7.93)

18 ∗ 7.933

12

= 131.5 𝑀𝑃𝑎 

Por superposición de efectos: 

𝑝𝑚𝑎𝑥𝑍 = 𝑝𝑛𝑍 + 𝑝𝑓𝑍 = 135.4 𝑀𝑃𝑎 

De la tabla A19.1: 

𝐹𝑆𝑎𝑝𝑙_𝑌 =
𝑝𝐴𝑑𝑚

𝑝𝑚𝑎𝑥𝑌 
=

700

43.5
= 16.1     𝑂𝐾! 

𝐹𝑆𝑎𝑝𝑙_𝑍 =
𝑝𝐴𝑑𝑚

𝑝𝑚𝑎𝑥𝑍 
=

700

135.4
= 5.2     𝑂𝐾! 

 

Por lo anterior, la zona no falla por aplastamiento. 

 

Verificación de presión de aplastamiento entre eje y esfera. 
 
Debido a que no debe haber giro relativo de la esfera respecto al eje de apoyo, se 

selecciona un ajuste tipo apriete H6/p5. La interferencia diametral máxima para este 

ajuste es el siguiente: 

 

𝐼𝑑 = 51 𝜇𝑚 

 
La interferencia radial es la mitad del valor anterior: 

 

𝛿 =
𝐼𝑑

2
= 25.5 𝜇𝑚 

 
De Paulsen [15], la presión de contacto por apriete se calcula con la siguiente expresión: 

𝑝𝑐 =
𝛿

𝑐 [
𝑏2 + 𝑐2

𝐸𝑐(𝑏2 − 𝑐2)
+

𝑎2 + 𝑐2

𝐸𝑒(𝑐2 − 𝑎2)
+

𝜈𝑐
𝐸𝑐

−
𝜈𝑒
𝐸𝑒

]
 

(A18.1) 

 

Las medidas de a, b y c se toman según la figura siguiente: 
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Figura A18.3. Medidas del eje y cubo. Extraída de Paulsen [15]. 

 

En este caso, la esfera vendría a ser el cubo. Con el fin de utilizar la expresión (A18.1), 

se calculará un diámetro equivalente de la esfera como resultado de igualar el volumen 

de la esfera al volumen de un cilindro de diámetro interno 15 mm y diámetro externo 2𝑏. 

 

Figura A18.4. Medidas unión esfera-eje. 

 

El volumen de la esfera se halla con el programa SolidWorks. Al igualar volúmenes: 

 

73037.5 𝑚𝑚3 = 51 (
𝜋((2𝑏)2 − 152)

4
) 

𝑏 = 22.6 𝑚𝑚 

 
Debido a que ambos materiales son acero y el eje no presenta agujero interno: 

𝑎 = 0 𝑚𝑚 

𝑐 = 7.5 𝑚𝑚 

𝐸𝑐 = 𝐸𝑒 = 𝐸 = 2100000 𝑀𝑃𝑎 

𝜈𝑐 = 𝜈𝑒 

 

Se reemplaza en (A18.1): 

 

Eje Cubo Unión eje/cubo 

5/16” 
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𝑝𝑐 =
2100000 ∗

25.5
1000

(22.62 − 7.52)

2 ∗ 7.5 ∗ 22.62
= 280.4 𝑀𝑃𝑎 

 

De Paulsen [15], en el caso de uniones por contracción se puede admitir que la unión 

trabaje en el rango plástico. Sin embargo, es recomendable trabajar en la zona elástica; 

es decir, debajo de la zona de fluencia de los materiales.  

 

𝐹𝑆𝑎𝑝𝑙 =
𝜎𝐹

𝑝𝑐
=

340

280.4
= 1.21 

 

Se toma como factor de seguridad igual a 1.1 [28]. 

 
𝐹𝑆𝑎𝑝𝑙 = 1.21 > 1.1   𝑂𝐾! 

 

Por lo anterior, la unión por apriete no falla por aplastamiento. 
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ANEXO 20: CÁLCULO PERNO DE SUJECIÓN AXIAL DEL APOYO 

Se seleccionará preliminarmente un perno M6. En adelante se verificará la resistencia 

durante el ajuste y en trabajo a carga fluctuante. 

 

 

 
a) b) 

Figura A20.1. Perno de sujeción: a) Unión propuesta, b) Unión simplificada a estudiar 

 
El análisis siguiente se basará en la figura A20.1-b. Las medidas de un perno M6 grado 

10.9 son las siguientes (nomenclatura según Paulsen): 

 

𝑑 = 6 𝑑1 = 10 𝑑2 = 5.35 𝑑3 = 4.019 𝑑𝑠 = 4.685 𝑑𝑎𝑔 = 6.4 

 

Reemplazando en (A13.1) para calcular la constancia de rigidez del perno: 

 

𝑐𝑝𝑒 =
1

4
𝜋 ∗ 210000

(
0.5𝑑
𝑑2 +

2.39
𝑑2 +

2.21
𝑑3

2 +
0.5𝑑
𝑑3

2 +
0.4𝑑
𝑑2 )

= 306032 𝑁/𝑚𝑚 

 
Para determinar la constante de rigidez de las placas es necesario hallar los siguientes 

parámetros [17]: 

 
𝐷𝑒𝑥𝑡 = 15 𝑚𝑚 𝐿𝑝 = 12 𝑚𝑚 𝑤 = 2 (agujero roscado) 

 
Se sustituyen valores en (A13.2) y en (A13.3): 
 

tan 𝛾𝑐 = 0.362 + 0.032 ln
12

10
+ 0.153 ln

15

10
= 0.43 

𝐷𝑚𝑎𝑥 = 20.317 𝑚𝑚 

 

En vista de que 𝐷𝑚𝑎𝑥 > 𝐷𝑒𝑥𝑡, se utiliza la siguiente expresión: 

 

𝑐𝑝𝑙 =
𝐸𝜋

2
𝑤𝑑𝑎𝑔 tan 𝛾𝑐

ln (
(𝑑1 + 𝑑𝑎𝑔)(𝑑1 + 𝑤𝐿𝑝 tan 𝛾𝑐 − 𝑑𝑎𝑔)

(𝑑1 − 𝑑𝑎𝑔)(𝑑1 + 𝑤𝐿𝑝 tan 𝛾𝑐 + 𝑑𝑎𝑔)
) +

4
𝐷𝑒𝑥𝑡

2 − 𝑑𝑎𝑔
2 (𝐿𝑝 −

(𝐷𝑒𝑥𝑡 − 𝑑1)
𝑤 tan 𝛾𝑐

)

 
(A19.1) 

 
Se reemplazan valores en (A19.1): 
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𝑐𝑝𝑙 =
210000 ∗ 𝜋

2
2 ∗ 6.4 ∗ 0.43

ln (
(10 + 6.4)(10 + 2 ∗ 12 ∗ 0.43 − 6.4)
(10 − 6.4)(10 + 2 ∗ 12 ∗ 0.43 − 6.4)

) +
4

152 − 6.42 (12 −
(15 − 10)

2 ∗ 0.43
)
 

 

𝑐𝑝𝑙 = 1471000 𝑁/𝑚𝑚 

 
Se calcula el factor de carga con (A13.5): 

 

Ф = 0.172 

 

Con la tabla A13.1 y la figura A20.1, se escogen los valores de asentamiento en 𝜇𝑚: 

 

𝛿𝑎𝑠_𝑐−𝑎 = 3.0 𝛿𝑎𝑠_𝑎−𝑝 = 2.0 𝛿𝑎𝑠_𝑝−𝑝 = 2.0 𝛿𝑎𝑠_𝑡−𝑟 = 3.0 

 

El asentamiento de la unión atornillada se calcula al sumar los valores de asentamiento 

parcial: 

 

𝛿𝑎𝑠 = 10.0 𝜇𝑚 

 
La fuerza de asentamiento se halla con (A13.6): 

 

𝐹𝑎𝑠 = 2533 𝑁 

 

La fuerza residual fue hallada con (A13.14) teniendo en cuenta una fuerza máxima de 

ajuste calculada con (A13.9). No obstante, el resultado de esta última expresión es de 

gran magnitud en comparación con la fuerza a soportar (𝐹𝑋′6𝑃_𝑠 = 260 𝑁). Por ello, se 

utilizará la expresión (A14.3) para calcular el mínimo valor de la fuerza de montaje. 

 

𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 ≥ 2533 + 260 ∗ (1 − 0.172) = 2748 𝑁 

 
Por lo anterior, el valor mínimo de la fuerza para obtener una fuerza residual nula entre 

las placas es 2748 N. En este caso, se trabajará con un 𝐹𝑀𝑚𝑖𝑛 = 4000 𝑁 y según 

(A13.7), 𝐹𝑀𝑚𝑎𝑥 = 6000 𝑁.  

 
Verificación del perno durante el montaje 
 
Se utilizarán las ecuaciones (A13.15) y (A13.16): 

 

𝜎𝑀 = 348.1 𝑀𝑃𝑎 

𝜏𝑀 = 417.8 𝑀𝑃𝑎 

𝜎𝑒𝑞 = √𝜎𝑀
2 + 3𝜏𝑀

2 = 802.9 𝑀𝑃𝑎 

 

Se verifica la condición de (A13.17): 
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776.2 𝑀𝑃𝑎 < 0.9𝑆𝑃 = 846 𝑀𝑃𝑎 

 
Es decir, el perno M6 de grado 10.9 no falla durante el ajuste. 
 

Verificación del perno durante la aplicación de la carga externa (estática) 
 
Se considerará la fuerza superior 𝐹𝑋′6𝑃_𝑠 = 313 𝑁. Reemplazando valores en (A13.11), 

(A13.12), (A13.13) y (A13.14) 

 

𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑙⁄ = 215.2𝑁 𝐹𝑚𝑎𝑥/𝑝𝑒 = 6054 𝑁 

𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑝𝑒⁄ = 44.8 𝑁 𝐹𝑟𝑒𝑠 = 1208 

 

En vista de que la fuerza residual en la unión es mayor a cero, ésta no se separará. 
 
Se sustituyen valores en (A13.18), (A13.19) y en (A13.20): 
 

𝜎𝑚𝑎𝑥/𝑝𝑒 = 350.7 𝑀𝑃𝑎 

𝜏𝑡𝑟𝑎𝑏/𝑝𝑒 = 208.9 𝑀𝑃𝑎 

𝜎𝑒𝑞−𝑡𝑟𝑎 = 503.9 𝑀𝑃𝑎 ≤ 𝑆𝑃 

 

Para un perno de grado 10.9: 𝑆𝑃 = 940 𝑀𝑃𝑎. Por lo anterior, el perno no falla durante la 

aplicación de la carga estática. 

 

Verificación del perno por fatiga 
 
Se considerará la fuerza alternante 𝐹𝑋′6𝑃_𝑎 = 156.8 𝑁 

Se reemplaza en (A13.21). 

 

𝜎𝑎𝑙𝑡/𝑝𝑒 = 1.6 𝑀𝑃𝑎 

 
Reemplazando en (A13.22), (A13.23) y (A13.24): 

 

𝐹0.2𝑚𝑖𝑛 = 16200 𝑁 

𝐹𝑀𝑎𝑑𝑚 = 14580 𝑁 

𝐹𝑡𝑚 = 14770 𝑁 

𝐹𝑡𝑚

𝐹0.2𝑚𝑖𝑛
= 0.912 

 
El valor anterior está dentro del rango; por lo que se procede a calcular de 𝜎𝐴. 
 

0.3 ≤
𝐹𝑡𝑚

𝐹0.2𝑚𝑖𝑛
< 1 
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Sustituyendo valores en (A13.25): 

 

𝜎𝐴 = 59.5 𝑀𝑃𝑎 

 
Según norma VDI 2230, en el caso de cálculo por fatiga debe cumplirse lo siguiente: 

 

𝐹𝑆 =
𝜎𝐴

𝜎𝑎𝑙𝑡/𝑝𝑒
≥ 1.2 

 
Reemplazando valores: 

𝐹𝑆 =
𝜎𝐴

𝜎𝑎𝑙𝑡/𝑝𝑒
= 37 ≥ 1.2         𝑂𝐾! 

 
En conclusión, el perno seleccionado resiste satisfactoriamente las condiciones de 

trabajo en la simulación de la marcha. 
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ANEXO 21: CÁLCULO CORDÓN DE SOLDADURA 

 
El cálculo siguiente está basado en la teoría expuesta por Paulsen [19]. 
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101 
 

 

ANEXO 22: CÁLCULO DE PERFIL DE APOYO 
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ANEXO 23: CÁLCULO PERNO DE UNIÓN PLATAFORMA – PERFIL 
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ANEXO 24: CÁLCULO DE APOYO DEL PIE 
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ANEXO 25: SELECCIÓN DEL MOTOR Y VERIFICACIÓN DEL PARÁMETRO Co 

 

La selección del motor y la verificación del parámetro Co se realizarán están 

relacionadas entre sí, según el siguiente procedimiento: 

 

 

 
De lo anterior, se procede a elaborar los modelos en 3D con las dimensiones ya 

calculadas a los que se les asigna los materiales previamente seleccionados. La masa 

e inercia, respecto al centro de gravedad, se halla con la opción Propiedades Físicas de 

dicho programa. Los ejes a considerar para los momentos de inercia ya fueron 

expresados en el apartado 2.10.1.2 del documento de tesis. 

 

Se considerarán tres ensamblajes: plataforma, manivela y barra de transmisión. Los 

modelos, masas e inercia se muestran a continuación. 
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Figura A25.1. Ensamblaje de plataforma, perfiles, refuerzos, esferas, apoyo del pie y pernería. 

 

 

Alineado con 
sistema XYZ 
(figura A26.1) 
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Figura A25.2. Ensamblaje de barra de transmisión y carcasa de articulación esférica. 

 

 

Alineado con 
sistema XYZ 
(figura A26.2) 
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Figura A25.3. Ensamblaje de manivela, esfera y pernos.  

 

 

 

Estos valores se incluyen en el programa 𝑓𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎𝑠. Los resultados se muestran a 

continuación: 

Alineado con 
sistema XYZ 
(figura A26.3) 
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El procedimiento de selección del motor utilizará la variación de los torques en función 

de la velocidad angular, según lo siguiente: 

a) Los torques en cada motor durante los frames de marcha se muestran en la figura 

2.33, del cual se observa que el de mayor valor corresponde al motor 6 (90.77 Nm 

= 12854 oz-in). Con este valor se procede a buscar motores a pasos disponibles en 

el mercado que ofrezcan este valor. 

b) Los motores ofertados por la firma Lin Engineering, basados en la norma NEMA 34, 

son los que presentan el mayor torque.  

 
Tabla A25.1. Modelos de motores a paso7 

 

 

                                                 
7 Tabla extraída de http://www.linengineering.com/contents/stepmotors/pdf/8718.pdf 

[N] [N] [N] [N] [N] [N] [Nmm] [Nmm] [Nmm] [Nmm] [Nmm] [Nmm] 

mm mm mm mm mm mm mm 
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El mayor torque de la tabla anterior es 9.1 Nm, valor menor al requerido. Por ello, 

es necesario utilizar una caja de reducción de velocidad, la cual según la relación 

de reducción y la eficiencia de transmisión, aumentará el torque ofrecido por el 

motor.  

c) Las cajas de reducción de engranajes planetarios ofrecidos por esta firma son los 

siguientes: 

 
Tabla A25.2. Reductores planetarios8 

 
 

En vista de que la fuerza radial máxima durante la simulación es 879.8 N y el 

máximo torque requerido es 90.77 Nm = 12854 oz-in, se opta por el reductor de tres 

etapas con una relación de reducción (𝜂𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛) de 51:1 y una eficiencia de 

transmisión (𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛) de 70%. 

 

d) El torque y la velocidad angular en el eje del motor se calculan con las relaciones 

siguientes: 

 

𝑇𝑀𝑜𝑡𝑜𝑟 =
𝑇𝑐𝑎𝑗𝑎

𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 ∗ 𝜂𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛
 (A25.1) 

𝜔𝑀𝑜𝑡𝑜𝑟 = 𝜔𝑐𝑎𝑗𝑎 ∗ 𝜂𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 (A25.2) 

 

                                                 
8 Tabla extraída de http://www.linengineering.com/gearheads/gearhead-plannetary.aspx 
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e) La velocidad angular a la salida del eje del reductor se calcula al derivar la función 

del ángulo de rotación de la manivela respecto al tiempo. Dichos ángulos para el 

motor 6 fueron calculados con el programa 𝑢𝑏𝑖𝑐𝑎𝑐𝑖ó𝑛_𝑆3 y almacenados en la matriz 

𝑺𝟑. Se grafican estos valores para obtener la ecuación de tendencia. 

 

 

Figura A26.4. Variación del ángulo de manivela 𝑂6𝑆6 durante la marcha para Co = 0,3. 

 

Del gráfico anterior: 

 

𝜃𝑀𝑜𝑡𝑜𝑟(𝑡) = −0.0376𝑡5 + 0.2058𝑡4 − 0.168𝑡3 − 1.1388𝑡2 + 2.5901𝑡 + 0.5839 (A25.3) 

 

Se deriva (A26.3) respecto al tiempo: 

 

𝜔𝑀𝑜𝑡𝑜𝑟(𝑡) = −0.188𝑡4 + 0.8232𝑡3 − 0.504𝑡2 − 2.2776𝑡 + 2.5901 [𝑟𝑎𝑑/𝑠] (A25.4) 

f) Se dividen los valores hallados con (A25.4) por 2π para convertirlos a rps. El torque 

y velocidad angular del motor se calculan con (A25.1) y (A25.2). Con los resultados 

se grafica el torque vs velocidad angular requerido y se superpone al gráfico torque 

vs velocidad angular del motor 8718S9, mostrado en la figura A25.5. En aquel, se 

observa que seis puntos están fuera del rango de trabajo del motor. Por tal motivo, 

se procederá a cambiar el valor del parámetro Co hasta que se encuentre un valor 

                                                 
9 Gráfico extraído de http://www.linengineering.com/contents/stepmotors/pdf/8718.pdf 

y = -0.0376x5 + 0.2058x4 - 0.168x3 - 1.1388x2 + 2.5901x + 0.5839
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con el cual los torques requeridos estén dentro del rango del motor. Notar que el 

valor mínimo de dicho parámetro es 0.17 (ver 2.8.3). 

 

 

Figura A25.5. Gráfico T vs ω para Co = 0.3. 

 

Se recalcula para Co = 0.25, donde también se observa valores fuera del rango. 

 

 

Figura A25.6. Gráfico T vs ω para Co = 0.25. 

Fuera del rango de 
actuación del motor. 

Fuera del rango de 
actuación del motor. 
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Se recalcula para Co = 0.19. 

 

 

 

 

 

 

Figura A25.7. Variación del ángulo de manivela 𝑂6𝑆6 durante la marcha para Co = 0.19. 

 

Del gráfico anterior: 

 

y = -0.0038x5 + 0.0331x4 - 0.0427x3 - 0.4568x2 + 1.6404x + 0.5839
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𝜃𝑀𝑜𝑡𝑜𝑟(𝑡) = −0.0038𝑡5 + 0.0331𝑡4 − 0.0427𝑡3 − 0.4568𝑡2 + 1.6404𝑡 + 0.5839 (A25.5) 

 

Se deriva (A25.5) respecto al tiempo: 

 

𝜔𝑀𝑜𝑡𝑜𝑟(𝑡) = −0.019𝑡4 + 0.1324𝑡3 − 0.1281𝑡2 − 0.9136𝑡 + 1.6404 [𝑟𝑎𝑑/𝑠] (A25.6) 

 

Figura A25.4. Gráfico T vs ω para Co = 0.19. 

 

Como se observa, el torque requerido está dentro del rango de acción del motor a 

paso modelo 8718S-05P. Las dimensiones del reductor son las siguientes: 

 
Especificaciones Reductor10 
 

Tabla A25.3. Especificaciones adicionales del reductor 

 

                                                 
10 Tabla extraída de la dirección siguiente (Página 92) 
http://www.linengineering.com/contents/stepmotors/pdf/LinEngineering_Catalog_2011-2012_HR.pdf 

http://www.linengineering.com/contents/stepmotors/pdf/LinEngineering_Catalog_2011-2012_HR.pdf
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Dimensiones Reductor11 
 

 
Figura A25.5. Dimensiones reductor PM 34. 

 
Especificaciones motor seleccionado 
 
Acorde con la codificación de Lin Engineering, la serie del motor seleccionado 8718S-

05P significa lo siguiente: 

 

 87:  Nema 34 

 18:  1.8° por paso 

 S: Tamaño mediano 

 05: Código interno del bobinado 

 P: Conexión paralela de las bobinas 
 

 
Figura A25.6. Leyenda de codificación de motores Lin Engineering12. 

 
Asimismo, debido a que el ángulo de paso es 1.8°, esto indica que el eje debe dar 200 

pasos por revolución. Este valor de paso es característico de un motor de ocho polos 

(dos por fase), también conocidos como tipo bifásico. Estos polos se energizan para 

                                                 
11 Gráfico extraído de la dirección siguiente (Página 92) 
http://www.linengineering.com/contents/stepmotors/pdf/LinEngineering_Catalog_2011-2012_HR.pdf 
12 Gráfico extraído de  la dirección anterior (Página 1) 

http://www.linengineering.com/contents/stepmotors/pdf/LinEngineering_Catalog_2011-2012_HR.pdf
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de esta manera, lograr que gire el eje del motor. Mayor detalle respecto a teoría de 

motores de pasos en esta dirección: 

 
http://www.orientalmotor.com.mx/recurso_tecnico/2-fase_vs_5-fase.html 

 

 

Figura A25.7. Vista interna del motor de pasos 8718S seleccionado. 

 

Con el objetivo de conseguir mayor precisión durante el giro del eje, el motor deberá 

girar a micropasos o microstepping, para lo cual es necesario contar con un 

microstepping driver. La selección de este equipo, además de la fuente de alimentación 

se deja para un diseño electrónico y de control del presente rehabilitador de marcha. 

 
  

http://www.orientalmotor.com.mx/recurso_tecnico/2-fase_vs_5-fase.html
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ANEXO 26: CÁLCULO DE MANIVELA 
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Información extraída de la siguiente dirección: 

http://www.bohlerperu.com/files/ECN_Rev.01.pdf 

  

http://www.bohlerperu.com/files/ECN_Rev.01.pdf
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ANEXO 27: CÁLCULO DE SOPORTE DEL REDUCTOR 
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