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Resumen

Los autovalores y autovectores son elementos muy utilizados en diversos problemas como
analisis de estructuras, reconocimiento de imdgenes, compresion de datos, solucién de
problemas electrodindmicos, entre otros. Exitsen muchos algoritmos para calcular y tratar con
autovalores y autovectores mediante el uso de computadoras, sin embargo, cuando sélo se
requiere uno o unos pocos autovalores (los mds significativos) y autovectores, se puede optar
por Power Method o la Iteracién Lanczos. Por otro lado, factores como la cantidad de
informacion a procesar o la precision deseada pueden significar tiempos de ejecucién no
aceptables para ciertas aplicaciones, surgiendo la alternativa de realizar implementaciones
paralelas, siendo la arquitectura CUDA una de la mejores opciones actualmente.

En la presente tesis se propone disefiar e implementar un algoritmo paralelo para la iteracién
Lanczos en arquitectura CUDA, el cual es un método para el calculo del mayor autovalor y
su correspondiente autovector. La propuesta estd dividia en tres bloques principales. El primer
bloque realiza la tridiagonalizacién parcial de una matriz cuadrada simétrica. El segundo bloque
calcula la descomposicién de Schur de la matriz tridiagonal obteniendo los autovectores y
autovalores de esta. El tercer bloque calcula el mayor autovalor y su correspondiente autovector
de la matriz inicial a partir de lo obtenido en etapas anteriores y determinard si es necesario
seguir realizando célculos. Los bloques trabajan iterativamente hasta encontrar resultados que
se ajusten a la precision deseada.

Ademads de la implementacién paralela en CUDA, se realizaron implementaciones en el
entorno de simulacion MATLAB y en lenguaje C secuencial, con el propdsito de comparar
y verificar una correcta y eficiente implementacion paralela. Los resultados computacionales
evaluados para una matriz de 4000 x 4000 elementos reflejan un rendimiento de 13,4 y 5,8 al
compararse la implementacion en CUDA con MATLAB y C secuencial respectivamente. Estos
rendimientos tienden a crecer mientras mayor sea el tamafio de la matriz.

La organizacidn de la tesis es: en el primer capitulo se describe la problematica del tema.
En el segundo capitulo se explica la teoria correspondiente a Power Method y Lanczos,
asi como los algoritmos necesarios. En el capitulo tres se exponen conceptos fundamentales
sobre arquitectura CUDA. El disefio del algoritmo paralelo se desarrolla en el capitulo cuatro.
Finalmente, en el capitulo cinco, se muestran y analizan los resultados computacionales,

seguidos de las conclusiones, recomendaciones y bibliografia.
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Descripcion y Objetivos

En ingenieria es de gran importancia lograr disefiar y construir estructuras que sean resistentes
al viento o a fuertes temblores. Asimismo, en la época actual donde la sociedad e industria
utilizan grandes cantidades de petroleo y sus derivados es bastante necesario tener métodos
adecuados para la busqueda de fuentes de este mineral. Ademas, en ciudades de todo el
mundo, el trafico vehicular siempre ha sido un problema y continuamente se buscan sistemas
inteligentes capacez de controlarlo basdndose en el flujo de autos. Todos los ejemplos
descritos anteriormente y otros como prediccion del clima o electrodindmica pertenecen a

distintos campos de estudio como ingenieria civil, mecanica, petrolera, electronica,

estadistica, seguridad, etc. pero tienen en comun que todos los problemas pueden ser
solucionados mediante el uso de autovalores y autovectores.

Los autovalores y autovectores permiten modelar sistemas y verificar su estabilidad ademés de
ser una ayuda para el control de estos. Dicho de una forma matematica, permiten solucionar
ecuaciones lineales, pero no solo eso, sino que también es posible realizar aproximaciones
matriciales que pueden ser utilizadas para la solucion de otros problemas. Cabe sefialar que en
el campo de matemdtica aplicada se han desarrollado gran cantidad de algoritmos
especialmente para calcular y tratar con autovalores y autovectores mediante el uso de
computadoras.

En la presente tesis se propone disefiar € implementar un algoritmo paralelo para la iteracion
Lanczos en arquitectura CUDA, el cual es un métodg para el ciculo del mayor autovalor y su
correspondiente autovector. Ademds se realizardn implementaciones en el entorno de

simulacion MATLAB y en lenguaje C de forma serial, con el propdsito de comparar y

verificar una correcta implementacion paralelaPONTlfgClA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL, PERU
SECCION EEECT—F’_ LECTRONICA
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Introduccion

En la actualidad la cantidad de informacién a procesar en una computadora suele ser
bastante grande, como es el caso de videos HD de larga duracién, ain mds si tienen fines
cientificos, es por eso que en ocasiones se suelen realizarse aproximaciones para transformar
la informacion en una representaciéon compacta. Una de las formas de hacer esto es mediante
Low Rank Approximation [1].

La forma mas utilizada para calcular esta aproximacion es Singular Value Decomposition
(SVD). Sin embargo, este método es considerado lento, pues tiene un costo computacional de
O(nm? 4 n3), donde m x n son las dimensiones de la matriz inicial. Como alternativa, se
puede emplear la iteracién Lanczos, la cual entregard el mismo resultado que SVD siempre y
cuando la matriz original cumpla ciertos requisitos [2].

La iteracién Lanczos es un método utilizado para calcular el mayor autovalor y su
autovector correspondiente en pocas iteraciones con gran precision [3]. Ademas de
aplicaciones como aproximaciones para procesamiento de sefiales o imagenes, es empleada
para andlisis de estructuras [4], electromagnetismo [5], entre otros, debido a la relacién que
guardan los autovalores y autovectores con los sistemas de control y ecuaciones lineales.

Sin embargo, cuando se requiera realizar multiples pruebas, obtener mds de un autovalor
y autovector, entre otras opciones, es recomendable desarrollar implementaciones en algin
lenguaje de programacién en paralelo como OpenMP, Pthreads, MPI [6], SIMD [7], CUDA
[8], etc. con la finalidad de reducir el tiempo de ejecucion.

La arquitectura CUDA permitird programar Graphic Processing Units (GPU) y asi poder
ejecutar cddigos de forma paralela causando que el tiempo de ejecucion total sea mucho
menor respecto a una implementacién serial [9]. Para esto se tendrd que disefiar un algoritmo
paralelo seleccionando adecuadamente las etapas a paralelizar puesto que algunas no

presentardn ventaja alguna, o serdn dependiente entre ellas.
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Capitulo 1

Problematica

1.1. Descripcion y formulacion del problema

El cédlculo de autovalores y autovectores de una matriz es un problema de algebra lineal
bastante sencillo que puede resolverse utilizando Power Iterations, QR-methods, Krylov
methods [10], entre otros. En ocasiones no se requerird calcular todos los autovalores, sino los
n mayores (los mds significativos) con sus respectivos autovectores, pudiendo recurrirse a
procedimientos especializados como power method [3] o la iteracién Lanczos [3], ahorrando
tiempo al s6lo calcular los autovalores y autovectores deseados.

Power method es una opcién que converge lentamente; mientras la iteracién Lanczos es
una adaptacion de este método para acelerar la convergencia, utilizando ademas, algoritmos
posteriores a power method, como el algoritmo QR, el cual fue introducido en 1961 [11].
Debido a que power method no es el método méas adecuado para el calculo de autovalores
no se ha usado mucho para investigaciones, entre otras para electromagnetismo [5] y filtrado
de ruido [12]. Sin embargo se puede decir que forma parte de otros algoritmos mas eficientes
como en la misma iteracién Lanczos [10] y es actualmente usado como base de un sistema por
una empresa reconocida a nivel mundial como Google [13].

La iteracién Lanczos es uno de los métodos més utilizados para el calculo de autovalores y
autovectores, realizdndose investigaciones en diversos campos basadas en ella, como [14] y
[15] en electromagnetismo computacional, como una parte de la implementacién de
Finite-Difference Time-Domain Method, Finite-Element Frecuency-Domain Method 'y
Finite-Element Time-Domain Method. También se han realizado investigaciones orientadas a
navegacion robética como [16] donde utilizan Lanczos para implementar filtros que actian
sobre el ruido de sensores de posicion. Existen muchas otras areas de aplicacién, por lo que se
debe destacar que es bastante utilizada en reducciéon de la dimensionalidad de datos y

2
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compresién de datos, por ejemplo en [17], [18] y [19], lo cual puede involucrar ser parte de
otros problemas matemadticos como Principal Component Analysis.

Actualmente, la informacién a analizar suele ser bastante grande, lo que implica que la
matriz que la representa serd también de dimensiones grandes. Esto representa un problema ya
que Lanczos demorard mds tiempo en el cdlculo, disminuyendo la efectividad de las
aplicaciones que se le dan a la iteracion o incluso haciendo inservibles algunas
implementaciones de Lanczos para determinadas aplicaciones. Con el fin de evitar eso, se

busca disefar e implementar algoritmos paralelos de Lanczos.

1.2. Objetivo principal

= Implementar la iteracién Lanczos en arquitectura CUDA de forma computacionalmente

eficiente.

1.3. Objetivos secundarios

= Implementar la iteracion Lanczos serial en el entorno de simulacién MATLAB de forma

computacionalmente eficiente.

» Implementar la iteracion Lanczos serial en lenguaje C de forma computacionalmente

eficiente.

1.4. Importancia y justificacion del estudio

Los autovalores y autovectores son importantes debido a que representan patrones
caracteristicos de una matriz que no variardn frente a posibles transformaciones que puede
sufrir permitiendo al analizarlos determinar soluciones a distintos problemas en los que
participa la matriz. Si se tiene en cuenta que una matriz puede representar cualquier sistema de
control, transformacién geométrica, estructura, imagen, sefial, entre otros, se podria analizar
vibraciones en estructuras [4], implementar filtros para senales [20] [21], analizar sistemas
electromagnéticos [22], comprimir informacién [17], entre otras aplicaciones.

Esta tesis busca implementar una forma de resolver el eigenproblem, uno de los mds
grandes campos de estudio en algebra lineal numérica [3]. Esto lo hard calculando el mayor
autovalor y su respectivo autovector de una matriz inicial dada, mediante la implementacién
de la iteracion Lanczos de forma computacionalmente eficiente. Se selecciond este método

debido a que es el mas indicado cuando se requiere calcular s6lo algunos de los autovalores y
3
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autovectores, siendo generalmente utilizada para problemas que incluyen o estin relacionados

a aproximacion de matrices, algunos de los cuales se mencionan a continuacion:

s Low Rank Matrix Approximation [1]: El objetivo en este tipo de problemas es
aproximar una matriz inicial a otra de menor rango, el cual serd elegido [23]. Una forma
de hacer esto es mediante Single Value Decomposition (SVD) [3], lo cual
permitird encontrar las matrices de valores y vectores singulares y modificar la matriz
de valores singulares para disminuir el rango. SVD dard como resultado lo mismo que
la iteracién Lanczos siempre y cuando la matriz de andlisis sea una matriz normal [2].
Esta aproximacién puede ser usada para compresion de informacién [17], sistemas de
informacién, entre otros, ademds de aplicaciones relacionadas a procesamiento de
imagenes tales como denoising [24]. Ademads esta aproximacién es usada como una
parte de la solucién de otros problemas matematicos ya que disminuye el calculo a

realizar y permite un resultado suficientemente exacto.

» Principal Component Analysis (PCA): Es una forma de andlisis de informacion,
generalmente estd orientada a buscar patrones en informacion y asi poder resaltar las
diferencias, las cuales llama componentes principales, o mostrar las semejanzas entre la
informacién [25]. Algunos usos que se le suele dar son el reconocimiento de rostros,
video vigilancia, Latent Semantic Indexing [26] y reduccién de la dimensionesionalidad
de datos [17]. En la gran mayoria de formas de desarrollo de PCA, suele utilizarse

Low-Rank Approximation, por ejemplo en [27].
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Capitulo 2

Autovalores: concepto y métodos de

estimacion

2.1. Antecedentes

En la literatura actual, no se han encontrado publicaciones en las cuales se utilicen tarjetas
de video Nvidia de tultima generacion, las cuales cuentan con nuevo hardware que permite
obtener mejores resultados computacionales que sus predecesoras.

Por otro lado, debido a la necesidad de resolver problemas como los explicados
anteriormente, existen diversas librerias (software) que permiten el célculo de autovalores y
autovectores de matrices utilizando la iteracion Lanczos. Estas librerias se encuentran escritas
principalmente en lenguaje C (SLEPc [28], PRIMME [29], NAG [30], etc); una libreria que
utiliza la capacidad de paralelizacion de las tarjetas Nvidia basdndose en lenguaje CUDA C es
CULA [31].

Lamentablemente, la libreria CULA no es OpenSource por lo que en este caso se optd por
realizar las verificaciones del rendimiento de la implementacién utilizando la implementacién
BLAS (Basic Linear Algebra Sub-routines) de Nvidia, la cual permite acercarse al rendimiento

obtenido al utilizar CULA.

2.2. Autovalores y Autovectores

Dada una matriz cuadrada A se considerard un autovalor () y autovector (v) de A, a todo
escalar (real o imaginario) y vector (distinto de cero) respectivamente, que cumplan la siguiente
relacién:

Axv=AXxwv 2.1
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Considerando que la matriz es de n X n dimensiones, esta tendrd n autovalores con un
autovector Unico por cada autovalor (asumiendo que todos los autovalores son distintos). Por
definicion, el calculo de autovalores se realiza resolviendo (2.2), donde I es un matriz identidad;

y posteriormente, los autovalores pueden ser calculados via (2.3).

[IAxT—A|=0 (2.2)

AxT—A) xv=0 (2.3)

2.3. Power Method

Este método calcula el mayor autovalor de una matriz asi como su respectivo autovector
[26]. Consiste en una serie de iteraciones basadas en multiplicaciones matriz-vector, las cuales
hardn converger un vector inicial aleatorio al mayor autovector de la matriz, lo cual a su vez

permitird obtener el mayor autovalor.

Algoritmo 1: Power Method
Entradas : A: matriz entrada

qo: vector unitario aleatorio
Salidas : \: autovalor
q: autovector

1: fork=1,2,...do

2: 2L = A x qk—1
3 | gre=2z/| 2|
| Me=lg) x Ax g

Dado que el conjunto de autovectores es ortogonal, forman una base que permite expresar

¢o como una combinacién lineal de ellos:
Qo =a1 XV + a2 Xv3+ ...+ an X vy 2.4)

Teniendo en cuenta (2.4), donde a;.., son constantes y vy, son autovectores de A, se
aprecia que la linea 2 del algoritmo se encarga de calcular (2.5), deduciéndose que a mayor

valor de k se puede aproximar a una expresion en términos de sélo el mayor autovalor y su

k

. Aj ]

respectivo autovector, dado que (;) tendrd un valor mucho menor a 1 pudiendo
1

despreciarse.
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Akxqo alX)\lfxvl+a2X)\nggﬂ—...—f—anx)\ﬁxvn

n k
a; A
:alx)\]fx v1+E aix(/\i> X vj (2.5)
Jj=2
zalx)\]fxvl

La linea 3 del algoritmo se encarga de normalizar el vector calculado previamente,
eliminando componentes como la enésima potencia del mayor autovalor, que se generan del
paso anterior, obteniéndose el autovector como se aprecia en (2.6). La linea 4 deriva del

reordenamiento de la expresion 2.1.

AquO - a1></\’f><1}1 - a1></\’f><1}1 - V1

2L = (2.6)

- = : ~ - ~
[A¥xgo | [lax x Af xvr || ax x APx [[or || [lon |

El gran problema de este método es que presenta convergencia lenta. Dado que la operacion
principal es la multiplicacién matriz-vector, un gran niimero de iteraciones hard que el costo
computacional del método sea grande, el cual crecerd mientras mayor sea el tamafio de la

matriz.

2.4. Iteracion Lanczos

Es un método que en su forma cldsica permite calcular el mayor autovalor y autovector de
una matriz cuadrada simétrica, sin embargo para otros casos existen variaciones de este método.
La iteracion consiste en reducir la matriz inicial mediante transformaciones ortogonales a una
“forma condensada”, en este caso serd una forma tridiagonal simétrica. Esto con el fin de poder
utilizar métodos especializados para encontrar la solucién de la forma tridigonal, es decir, se
calcula los autovalores y autovectores de la matriz tridiagonal, pues estos guardarin relacién
con los de la matriz original. Uno de los métodos por defecto a usar es la Descomposicién
Schur. Por dltimo, se transformara los resultados de evaluar la matriz tridiagonal a la solucién
de la matriz original usando la matriz Lanczos.

La gran ventaja de Lanczos es que entrega informacidén sobre el mayor autovalor y
autovector mucho antes de terminar la tridigonalizacién. Lo anterior indica la correcta forma
de operacién de Lanczos: en la primera iteracién se tridiagonaliza una parte de la matriz
inicial y se le aplica descomposicion Schur, si se lograse obtener el mayor autovalor y
autovector, se detendrdn las iteraciones, caso contrario, se tridiagonalizard un poco mas y
nuevamente se aplicard descomposicion de Schur y asi sucesivamente hasta encontrar el
mayor autovalor y autovector. Por lo general, suelen necesitarse muy pocas iteraciones.

7
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24.1. Tridiagonalizacion

Consiste en una transformacién ortogonal aplicada a la matriz inicial, con el fin de poder
calcular rdpidamente el mayor autovalor y autovector de la forma tridiagonalizada, los cuales

guardan relacidn con el par de la matriz inicial. La ecuacion representativa es la siguiente:

T=Q" xAxQ 2.7

Donde A es la matriz inicial, () es una matriz ortonormal denominada matriz Lanczos y T es la
matriz tridiagonal. Como se aprecia en (2.7), T'y A son matrices similares, de esta forma sus

autovalores serdn iguales, asi como existird una realcion entre sus autovectores:

va=Q Xvp (2.8)

Existen muchas formas de tridiagonalizar una matriz, como el uso de rotaciones de Givens
[32], transformacién de Householder [33], entre otros, sin embargo, estos resultarian poco utiles

en el caso de matrices sparse. Es por eso que se plantea la tridiagonalizacién partiendo de:

QxT=AxQ 2.9

Asumiendo que @) puede ser representada por vectores columnas:

Q= [q1,92,G3; s Gn] (2.10)
y que 1" presenta la siguiente forma:
fe%1 61 . 0
B
T =
/Bn—l
0 - Bn-1 (79

Figura 2.1: Matriz Tridiagonal Simétrica

Se obtendra el algoritmo base de la tridiagonalizacién [3], en el cual se observa cierta
similitud con PowerMethod, debido a que Lanczos es una adaptacién de ese método para
aprovechar los vectores que se van generando en las iteraciones (vectores Lanczos) y lograr

una convergencia mas rapida y precisa.
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Algoritmo 2: Tridiagonalizacién. [3]
Entradas : A: matriz entrada

q1: vector unitario aleatorio
Salidas : o 2,..: elementos de la diagonal
B1,2,...: elementos de subdiagonal superior e inferior
q1,2,...: vectores Lanczos
Requisitos: 7o = g1, 50 = 1,0 =0,k =0
1: while §; # 0 do

2 | qry1 =7r/5Br

3: k=k+1

4 ar =g x AX qy

s | 1= (A— ok xI)Xqk— Br-1 X qr-1
6 | Bk = lrelle

Analizandose (2.9) con la estructura indicada anteriormente se obtiene (2.11), de lo cual se
puede establecer un patrén cuando k = 1,2, ...,n — 1 mostrado en (2.12). El lado derecho de
la expresién muestra la linea 5 del algoritmo; mientras que, con el lado izquierdo se establece

la relacion r; = Bg X qr+1 la cual al reordenarse se convierte en la linea 2.
[Aq1, Aga, . .., Agn) = [a1q1 + B1a2, Biq1 + c2g2 + 8243, - - - Bn—1Gn—1 + 0ngn]  (2.11)

Br X qiy1 = AX @ — o X @ — Br—1 X qr—1 (2.12)

A partir de (2.12) se pueden deducir deducir las demés lineas del algoritmo, aprovechando las

propiedades de ortogonalidad de los vectores gq. Considerando que r, = B X qx+1, Se tiene

que || 7 ||2= Bk (linea 6). Al multiplicar (2.12) por qkT se obtiene la linea 4 del algoritmo:

G X Be X Qi1+ @ X X qr = qf X AX gy — g} X Br_1 X qr—1 o)

ak:qz;XAXQk

2.5. Descomposicion Schur

La descomposicién Schur indica que toda matriz cuadrada T' puede ser representada de la
siguiente forma:

T=27xDxZ" (2.14)

Donde D es una matriz triangular superior (ver figura 2.2) y Z es una matriz ortonormal. La

principal caracteristica de esta descomposicion es que los componentes de la diagonal de D son
9

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

autovalores de 7'. Ademas, si ' fuese una matriz normal, D seria una matriz diagonal, asi como

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Z contendria los autovectores de 7' [34]. Por ultimo, si 1" es una matriz positiva-definida o una

matriz normal, la descomposiciéon Schur de esta, seria equivalente a su Descomposicion en

Valores Singulares (SVD)[2].

A1 e1p el ein A 0 0

0 /\Q €923 €on O )\2 0

0 0 Ag €3n 0 0 >\3

0 O 0o - A 0o 0 0 - A
(a) (b)

Figura 2.2: Resultdo de la descomposicion Schur donde: (a) Matriz E estandar , (b) Matriz £
cuando A es una matriz normal.

2.5.1. QR implicito con Wilkinson Shift

El algoritmo 3 permite obtener una aproximacién de la descomposicion de Schur de

matrices simétricas, esta variacion se enfoca en matrices tridiagonales. Consiste en 3 bloques:

= El primer bloque (entre la lineas 2 y 8) calcula y aplica el Wilkinson shift (s), el cual

permite lograr una convergencia mas rapida.

= El segundo bloque (desde la linea 9 hasta la 26), se encarga de calcular la descomposicién
QR implicita, operando solo sobre la region que atin es tridiagonal. Esta es realizada
mediante rotaciones de Givens [32] aplicadas simétricamente a la matriz tridiagonal, con
el objetivo de minimizar los elementos de las subdiagonales en cada iteracion. Entre
las lineas 10 y 13, se calcula la matriz de rotacién. Entre las lineas 14 y 25 se aplica
la rotacion simétrica, mediante unas cuantas operaciones escalares debido a que para el
caso de matrices tridiagonales s6lo se ven afectados pocos elementos de la matriz; por
el contrario, en un matriz densa se verian afectados todos los elementos de dos filas y
dos columnas de la matriz a transformar por iteraciéon. Ademds se calculan los elementos
que permitiran calcular la siguiente matriz de rotacion (z e y) de la siguiente iteracion.

Finalmente, en la linea 26, se actualiza la matriz de transformacion acumulada (Z).

= Por dltimo, el tercer bloque (lineas 27 y 28) discrimina los componentes de la tridiagonal
(ay B) teniendo en cuenta una tolerancia con el objetivo de no seguir operando sobre las

regiones que ya han sido diagonalizadas.

10
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Algoritmo 3: QR implicito con Wilkinson Shift. [3]
Entradas : o: elementos de la diagonal

B: elementos de las subdiagonales
Salidas : «: Diagonal de Autovalores

Z: Matriz de Transformacién de Schur
Requisitos: m = Num. de elementos de «

1: while m > 1 do

2: d=(am-1—am)/2
3: if d = 0 then
s | | s=am—| Bl
5: else
6: L 8=y — B2,_1/(d+ sign(d) x \/d> + 32,_1)
7 rT=a;—s
8 | y=p
9: for k=1tom —1do
10: if m > 2 then
11: [c, 8] = givens(x,y)
12: else
13: Determinar [c, s] tal que R RV g x npul] diagonal
s ¢ b1 as -5 c

14: W=CcXT—85XY
15: d= o — g1
16: z=2XeX Pr+dxs)xs
17: ap=ag— 2
18: Okl = Qg1 + 2
19: Br=dxcxs+(c*—5%) x B
20: T = [
21: if £ > 1 then
22: Br—1=w
23: if £ <m — 1 then
24: Y= —5X Pri2
25: | Brr=c X B
26: Z1:N kik+1 = Z1:N k41 X ©

—S C
27: if | Bm—1 |< e X (] am—1|+ | am |) then
28: m=m—1

11
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(€ 1a 1teracion L.anczos

Ya que se obtinene el mayor autovalor y autovector de la matriz inicial mucho antes de
terminar la tridiagonalizacion, se requerird una forma de evaluar si los resultados de la iteracién
de turno son lo sufientemente precisos. Mediante el cdlculo del error relativo de la expresion en
(2.1) se podra determinar si se necesita o no seguir iterando. Cabe resaltar, que para calcular el
error es necesario calcular previamente el mayor autovalor y autovector corresponiente de los
resultados obtenidos en la iteracién de turno, como se aprecia en Algoritmo 4.

Por semjanza, A y T tienen igual autovalores, contenidos en [); mientras que sus
autovalores guardan la relacién descrita en (2.8). Debido a esto, en la linea 1 del algoritmo
calcula el mayor autovalor de A y el indice del orden en el que se encuentra. En la linea 2 se
calcula el autovector correspondiente al autovalor seleccionado anteriormente. Finalmente, en

la ultima linea se calcula el error relativo, verificando si son valores adecuados.

Algoritmo 4: Calculo de Error.
Entradas : A: Matriz entrada

Q: Matriz Lanczos
D: Diagonal de Schur
Z: Matriz de Transformacién Schur
Salidas : err: Error de la Iteracién Actual
etgV a: Mayor Autovalor
eigV e: Autovector correspondiente a eigV a
1: [eigVa,indice] = max(D)

2: eigVe = Q X Z(:,indice)
|A x eigVe —eigVa x eigVel

3: =
“r leigVa x eigVell

2.7. Variaciones de Lanczos

Existen variaciones del método tradicional de Lanczos, los cuales son utilizados para
ajustarse a diversos tipos de problemas o para brindar alguna mejora como solucionar el

problema de perdida de ortogonalidad. Algunas de las variaciones mas conocidas son:

= Lanczos no-simétrico [3]: Utilizado para matrices de entrada no simétricas. Fue
propuesto por Cornelius Lanczos junto al método tradicional, sin embargo, no es muy

utilizado actualmente debido a mejores métodos.

12
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= Golub-Kahan-Lanczos [35]: Se diferencia en que utiliza bidiagonalizacién en lugar de
tridiagonalizacion.Utilizado comunmente para implementar la Descomposicion en

Valores Singulares (SVD).

= Lanczos en aritmética exacta [36]: Utilizado para solucionar algunos problemas de

ortogonalidad en el método tradicional.
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Capitulo 3

Arquitectura CUDA

Desde que se creé la computadora se han buscado diversos medios para lograr que sean
mas rapidas. La primera idea que se tuvo fue aumentar la frecuencia del procesador [31]; sin
embargo, esto involucraba calentamiento de las tarjetas, mayores dimensiones para
ventiladores, etc. haciendo poco viable esta opcion a partir de cierto punto. Es por eso que
surge la idea de agregar mas nucleos a los procesadores, repartiendo el trabajo entre todos,
asi no se necesitaria incrementar tanto la frecuencia de trabajo. En la figura 3.1 se aprecia una

comparacion de velocidades entre modelos de GPU y CPU a lo largo de los ultimos afios.
Theoretical GFLOP/s

5750
5500
5250
5000

4750
4500 ====|ntel CPU Double Precision

NVIDIA GPU Single Precision
e NVIDIA GPU Double Precision

4250 emgmm|ntel CPU Single Precision

4000
3750
3500
3250
3000
2750
2500
2250
2000
1750 Tesla K40
1500 Tesla K20X
1250
1000 Tesla M2090
750 Testa €2050

500 Tesla C1060
250 Harpertown

Woodcrest
0 Pentium 4. ‘ _. Bloomfield Westmere
Apr-01 Sep-02 Jan-04 May-05 Oct-06 Feb-08 Jul-09 Nov-10 Apr-12 Aug-13 Dec-14

vy Bridge

Figura 3.1: Comparacién de GFLOPS/s en los tltimos afios [37].
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1. Descripcion

CUDA o Compute Unified Device Architecture permite utilizar un GPU (especializado
en imagenes) como si fuera un procesador mas, es decir, seria un GPGPU (General Purpose
Graphics Processing Unit). La gran ventaja es que las tarjetas CUDA tienen multiprocesadores
que cuentan con 32, 64 o mds nicleos dependiendo del modelo, permitiendo procesar datos en
un tiempo muy corto. En la figura 3.2 se observa la diferencia en cantidad de nicleos entre un
CPU y un GPU.

Las diferencias entre diversas tarjetas CUDA suelen ser el nimero de nucleos, streaming
processors, capacidad de memorias, etc. Sin embargo, cada tarjeta posee una capacidad de
computo (compute capability) la cual indica caracteristicas que puede soportar el hardware del
GPU, tales como utilizar memoria unificada, operaciones atomicas a diferente nivel de
memorias, paralelismo dindmico, entre otros. A la fecha se puede encontrar capacidad de
computo 1l.x (micro-arquitectura Tesla), capacidad de computo 2.x (micro-arquitectura
Fermi), capacidad de computo 3.z (micro-arquitectura Kepler) y capacidad de computo 5.z
(micro-arquitectura Maxwell) y se ha anunciado la siguiente generacién (micro-arquitectura
Volta) [37].

En cuanto a la forma de operacién en esta arquitectura se debe conocer que una sola
instruccién es realizada por todos los threads, de los cuales se hablara en la siguiente seccion,
esto corresponde con lo que Nvidia llama modelo SIMT (Single Instruction Multiple
Threads). Es asi que la forma de programacién convencional (serial) varia, ya que requiere
disefiar los algoritmos de forma paralela para que se adapten a la modelo SIMT. Otra ventaja

de CUDA es que brinda las herramientas para programar en lenguaje C entre otros.

pmmpprm e s I = 5 5 1 0 9
Zontrol | ALUNALY| e e
ST LTI
ALUJALY | o o
o ST LTI
ST LTI
ST LTI
ERNANRRRRNANRRERE

DRAM DRAM

CPU GPU

Figura 3.2: Comparacién entre CPU y GPU [37].

Por ultimo cabe sefialar que la ejecucion de programas se realiza tanto en el CPU (host)

como en el GPU (device), pues hay partes de1 g]goritmos que no son posible paralelizar y la
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invocacién de ejecuciones paralelas se realiza desde el CPU [37]. Lo anterior, indica que
informacién es pasada desde el CPU al GPU, se procesa y luego retorna del GPU al CPU

hasta que se requiera alguna otra operacion paralela.

3.2. Kernel y Jerarquia de threads

Es importante conocer la forma en que los threads se agrupan pues es necesario al momento
de invocar un kernel, el cual es simplemente una funcién que se ejecuta en el GPU. En la figura

3.3 se observa graficamente las tres unidades de la jerarquia.

» Grid: Es un conjunto de bloques, cuyo nimero se especifica cuando se llama un kernel.
La grilla suele ser de dos dimensiones, sin embargo puede ser de mas teniendo en cuenta
que existan los suficientes threads en el dispositivo. Se referencia a los bloques segtin el

nimero de dimensiones de la grilla.

= Block: Es una agrupacion de threads. En arquitectura CUDA, al momento de llamar
un kernel se especifica las dimensiones del bloque, es decir la cantidad de hilos que
tendrd; sin embargo, generalmente el limite es 512 o 1024 threads por bloque [4]. Cada
bloque puede tener informacién distinta a procesar, pero siempre ejecutardn el mismo

procedimiento.

= Thread: Es la unidad de procesamiento paralelo. En arquitectura CUDA, existen miles
de threads, el nimero exacto depende del modelo de la tarjeta nVidia. Se caracterizan por

ejecutar la misma instruccién a la vez (modelo SIMT) y agruparse en dos dimensiones.

= Warp: Es el conjunto de 32 threads. Los multiprocesadores crean, gestionan, planifican

y ejecutan warps.

3.3. Tipos de Memoria en Device

Un dispositivo CUDA posee diferentes tipos de memoria [37] de las cuales se tienen que
escoger las mds convenientes para el trabajo que se busca realizar, pues cada una tiene
diferentes caracteristicas. Una adecuada seleccién permitird realizar implementaciones
computacionalmente eficientes. En la figura 3.4 se muestra la distribucién de memorias en el

dispositivo.
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Block (0,0) | | Block (1,0) | | Block (2,0)

Wl

Block (0,1) - | Block (1,1) |k Block (2,1)

e

Block(1,1)
Thread (0,0)| Thread (1,0)| Thread (2,0) | Thread (3,0)

Thread (0,1)| Thread (1,1)|Thread (2,1) | Thread (3,1)

Thread (0,2) | Thread (1,2)|Thread (2,2) | Thread (3,2)

Figura 3.3: Jerarquia de Memorias [37].

= Memoria Local: Espacio de memoria personal para cada thread. Se encuentra en la
memoria del dispositivo (no en el mismo chip GPU) por lo que no se tiene un rapido

acceso a ella.

= Memoria Compartida: Espacio de memoria compartido por todos los threads de un
mismo bloque. Debido a que se encuentra en el chip (GPU) el acceso a esta memoria
tendrd muy baja latencia (aprox. 11 ciclos de reloj para compute capability 3.x 'y 22
ciclos de reloj para compute capability 1.x/2.z) y gran ancho de banda. La mayor
desventaja es que no se puede almacenar tanta informacién como en otras memorias,
por lo que para el uso de esta suele segmentarse la informacién a procesar y trabajar por
partes. Es una especie de memoria cache L1 [9] a la cual tienen acceso todos los threads

de un mismo bloque.

= Memoria Global: Es la memoria més grande en el dispositivo y a la vez, presenta un
tiempo de acceso mayor a las demds (entre 200 — 400 ciclos de reloj para compute
capability 3.z 'y 400 — 800 ciclos de reloj para compute capability 1.z/2.z). Suele
utilizarse junto a memoria compartida para compensar mutuamente las desventajas de

cada una. Todos los threads tienen acceso a ella.
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= Memoria Constante: Es una memoria de sélo lectura, pues no puede ser modificada
durante la ejecucion. Una de sus limitaciones es el tamafio, que suele estar limitado a
64KB. Al estar ubicada en el dispositivo no se tiene un rapido acceso a ella. El usar esta
memoria en lugar de la global puede reducir el ancho de banda de memoria requerido,

esto es debido a que es cacheada en el chip.

= Memoria Textura: Es una memoria de sélo lectura localizada en el dispositivo. Se
considera una memoria especializada pues tiene un patrén de acceso a datos distinto a la
memoria constante y global, siendo la mejor opcién para trabajar con informacién 2D.
El motivo por el que se tiene un mejor desempeio respeto de la memoria global, es que
al igual que la memoria constante es cacheada en el chip [8]. La latencia de accesos que

presenta es similar a la de memoria compartida.

GPU Grid

Block (0,0) Block (1,0)

Thread (0,0)| |Thread (0,0) Thread (0,0)| |Thread (0,0)

Mem. Mem. Mem. Mem.

Local Local Local Local
CPU Mem.

Global

Mem.

Constante

Mem.

Textura

Figura 3.4: Distribucién de Memorias en Device [37].

3.4. Tipos de Memoria en Host

En sus inicios, la forma de almacenar data en el host era equivalente a realizarla como si
se tratase de una implementaciéon puramente serial (memoria paginable). Sin embargo, debido
a la continua evolucién de la tecnologia CUDA, actualmente es posible almacenar data en el

host de formas distintas, siendo las principales:
18
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= Memoria no-paginable: Conocida también como Pinned Memory. En algunos
dispositivos, permite realizar copias entre la memoria host y la memoria del dispositivo
a la vez que se ejecuta kernels, para sacar mayor provecho de esto, suelen usarse
transferencia asincronas. Por defecto, la memoria no-paginable es asignada a las
memorias caché de host, sin embargo, presenta una opcion (Write-Combining Memory)
que permite dejar libre las caché y a su vez permite realizar transferencias a través del

bus PCI Express sin interrupciones, pudiendo llegar a ser un 40 % mads réapidas.

= Memoria Unificada: Esta memoria permite maximizar la velocidad de acceso a datos
realizando migraciones transparentes hacia el procesador que va a utilizarlos. Esto
involucra que el sistema tratad de colocar la data donde pueda ser accesada de forma
mads eficiente. A su vez, esto eliminard la necesidad de realizar transferencias explicitas
de datos. En la Figura 3.5 se observa como cambia la perspectiva del desarrollador en

cuanto al almacenamiento de datos al utilizar esta memoria.

Esta memoria migra data automaticamente hacia el procesador que la va a usar. El
sistema tratard de colocar la data donde pueda ser accesada de forma mas eficiente sin
violar la coherencia. Esto conlleva que no sea necesario realizar transferencias

explicitas de datos.

Vista del desarrollador sin Vista del desarrollador con
Mem. Unificada Mem. Unificada

HENR

Memoria Memoria Memoria Unificada

del Sistema, del GPU

Figura 3.5: Interaccién entre CPU y GPU con y sin Memoria Unificada [38].
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Capitulo 4

Diseno del algoritmo propuesto

4.1. Consideraciones de diseno

Las matrices a utilizarse para la forma cldsica de Lanczos deben ser cuadradas simétricas.
Esto permitird que sean diagonalizables por una matriz unitaria (Descomposicién de Schur) y
se obtenga un resultado igual al de SVD. Ademas, seran positivas definidas con el fin de obtener

autovalores positivos reales.

4.2. Diagrama de Flujo

En la figura 4.1 se presenta el diagrama de flujo de la iteracién Lanczos. La Matriz de

entrada A entra a un bucle con tres procedimientos principales:

» El primer procedimiento tridiagonalizara parcialmente la matriz A. Para esto, en cada
iteracion (k) este bloque generara dos escalares (ay y Sr—_1), los cuales al agruparse
con los escalares calculados por este mismo procedimiento en iteraciones anteriores,
conformaran la diagonal y subdiagonales (superior e inferior) de la matriz tridiagonal
simétrica parcial. Durante este procedimiento también se calculard el siguiente vector

que pasara a formar parte de la matriz Lanczos (Q).

= FEl segundo procedimiento calculard la descomposicién Schur de la matriz tridiagonal
calculada hasta el momento para obtener la matriz diagonalizada (D) y la matriz de

transformaciin Schur (2).

= El dltimo procedimiento calculard el error de la iteracion asi como los posibles autovalor
(eigV a) y autovector (eigVe). Luego, evaludndose el error se decidira si es necesario

seguir iterando o si el autovalor y autovector llegaron a converger a los valores adecuados.
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A
TriPar (A’ Q(:,k—l:k)) }
gy Br—1
A
( k=k+1
Schur (aq:k, ﬂl:k—l)} Qe k+1) - ‘
L A
D, Z
3 v Y
CalErr (A, Q. 1.x), D, Z) ]

lerr, etgVa, eigVe

no
l si
eigVa, eigVe
Variables procedimientos
: Matriz de Entrada TriPar : Tridiagonalizacion Parcial
: Matriz Lanczos Schur : Descomposicién Schur
: Iteracion Actual CalErr: Célculo de Error

: elementos de diagonal

: elementos subdiagonales

: Diagonal de Schur

: Matriz de Transformacién Schur
err : Error de Iteracién actual

tol : Tolerancia de Error

eigVa: Mayor Autovalor de A

eigVe: Autovector correspondiente a eigV a

NO®2 *0 >

Figura 4.1: Diagrama de Flujo de la Iteracion Lanczos.
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dentificacion de U peraciones a raraielizar

La iteraciéon Lanczos consta de tres procesos principales: la tridiagonalizacion parcial, la

descomposicién Schur y el célculo del error.

4.3.1. Analisis de la Tridiagonalizacion Parcial

Analizando el Algoritmo 2 se aprecia que es un proceso secuencial pues cada linea depende
de la anterior, haciendo que no se pueda reordenar el algoritmo para paralelizarlo. Sin embargo,
presenta operaciones vectoriales y matriciales las cuales si pueden paralelizarse. Reordenando
ligeramente la linea 5 como r = A X qx — o X g, — Br—1 X qi—1, se tendrd que las operaciones

a realizarse por cada iteracién son:

» | multiplicacién matriz-vector (linea 4). El resultado calculado en la linea 4 puede ser

reutilizado para la linea 5, luego de reordenarla.

= 2 producto punto (lineas 4 y 6). La norma de un vector se puede calcular como la raiz

cuadrada del producto punto de dos vectores idénticos a él.

= 2 resta de vectores (linea 5), luego del reordenamiento de la linea 5.

4.3.2. Analisis de la Descomposicion Schur

Analizando el Algoritmo 3 se encuentra que todos los pasos a seguir son operaciones que
involucran solamente a escalares, a excepcion de la multiplicacién matriz-matriz en la linea 26.

Sin embargo, se debe notar 2 caracteristicas de esta operacion:

» En la iteracién Lanczos la cantidad de iteraciones que le toma al mayor autovalor y su
correspondiente autovector para converger suele ser alrededor de 10, el cual seria el valor

maximo que tomaria IV (requisito del algoritmo).

» La parte de matriz Z a utilizar tiene dimensiones N X 2 ; mientras que la matriz de

rotacién Givens es de 2 x 2.

Tomando en cuenta lo anterior se sostiene que no es conveniente paralelizar esta operacién
pues las dimensiones de las matrices son demasiado pequeflas no aprovechidndose las
capacidades de un GPU. Por lo tanto, se opta por tener una implementacion serial en lenguaje

C para la Descomposicion Schur.
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4.3.3. Analisis del Calculo de Error

Analizando el Algoritmo 4 se puede reconocer que sélo la linea 3 contiene operaciones
que pueden ser paralelizadas reduciendo su tiempo de ejecucién respecto a una
implementacion serial. Considerando que el nimero de iteraciones necesarias para la

convergencia esta representada por k (alrededor de 10), se puede describir lo siguiente:

= En la linea 1 no se necesita paralelizar algtin algoritmo de ordenamiento para calcular el
maximo valor, pues D es un vector de maximo k elementos y con dimensiones pequeiias

es recomendable una implementacién serial.

= En la linea 2 se encuentra una multiplicacién matriz-vector. Sin embargo, las
dimensiones de la matriz Q (N x k, donde N es la cantidad de filas de A) y las del

vector,hacen que no resulte lo suficientemente beneficioso paralelizarla.

= En la linea 3 se encuentran: 1 multiplicacién matriz-vector, 1 resta de vectores y 2
producto punto (norma euclidiana). La cantidad de datos es lo suficientemente grande

para obtener mejoras en cuanto a tiempo de ejecucion.

4.4. Multiplicaciéon Matriz-Vector

La multiplicacén matriz-vector se basa en [39]. En cualquier implementacién tipica de
multiplicacién matriz-vector, como la que se muestra en Listing 4.1, los accesos a memoria

serdn de la siguiente manera:

= Por cada elemento elemento de la matriz A se requerird 1 acceso a memoria, es decir

m X n accesos seglin Listing 4.1.

= Por cada elemento elemento del vector x se requerird m accesos a memoria, es decir

m X n accesos segin Listing 4.1.

Al implementar esta operacion en arquitectura CUDA, se buscarfa que el acceso a datos
reusables (el caso de x) tenga una latencia cercana a la de los registros (coste cero), utilizdndose
para ello, memoria compartida. Esto permite acelerar la operacion ya que como se mencion6 en
el capitulo anterior, la latencia de acceso a memoria global puede ser mayor a 20 veces la
latencia de acceso a memoria compartida.

Sin embargo, ain si z puede ser almacenado enteramente en memoria compartida. Se debe

considerar que esta tiene una capacidad limitada. Es por eso que se utilizara la técnica tiling, la
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cual consiste en dividir la data para procesarse en varios bloques a la vez, asegurdndose que la

cantidad de informacién a guardarse en memoria compartida de cada bloque sea la adecuada.

1 |// yv = Ax

2 // A : matriz de 'm’” x ’‘n’ elementos, x : vector de ’‘n’ elementos
3 |// y : vector de m elementos

4

5 |void mv (float *y, float xA, float xx, int m, int n) {
6 for (int i = 0; i < m; i++) {

7 ylil = 0;

8 for (int j = 0; j < n; J++)

9 y[i] += A[i * n + J] * x[j];

10 }

11 |1}

Listing 4.1: Multiplicacién Matriz-Vector en lenguaje C

En la figura 4.2 se muestra graficamente la forma de trabajo del método de Fujimoto. El
método consiste en dividir la matriz inicial en bloques que serdn operados por partes dentro
de un bucle que permite desplazarse horizontalmente en la matriz (y en el vector). Esto es
debido a que si se operasen todos los bloques de forma paralela (sin necesidad del bucle),
por caracteristicas de la arquitectura CUDA (los threads solo pueden acceder a la memoria
compartida de su bloque), no se podrian reunir los resultados parciales, sin recurrir a alguna
alternativa que ocupe demasiada memoria o conlleve mayor tiempo de ejecucion.

Inicialmente se guardard en memoria compartida n elementos del vector z (cada memoria
compartida tendrd la misma informacién) los cuales serdn operados junto a las primeras n
columnas de la matriz A de forma parlalela en NV bloques de dimensiones m x n. La operacién
que se llevard a cabo en cada bloque consiste en multiplicar elemento a elemento cada fila de
las sub-matrices de A en los bloques por el fragmento del vector z en memoria compartida
obteniéndose una sub-matriz de resultados parciales por bloque. Las multiplicaciones dentro
de un bloque seran realizadas en paralelo dado que en cada bloque habra m x n threads. El
proceso descrito anteriormente se repetira hasta haber operado con todos los elementos de A 'y

x, debiendo notarse lo siguiente:

» En cada nueva iteracion los siguientes n elementos del vector = seran guardados en

memoria compartida.

= En cada nueva iteracion las siguientes n columnas de la matriz A serdn operadas en los

bl .
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= [a matriz de resultados parciales obtenida en cada iteracién serd sumada con la matriz

de resultados acumulados, la cual sera el resultado del bucle.

Al terminar el bucle se tendrd una sub-matriz de resultados finales en la memoria
compartida de cada bloque. Se aplicaran reducciones por filas de forma paralela en cada
bloque, logrando obtener la suma de los elementos de cada fila. El vector resultante serd el

resultado final de la operacién matriz-vector.

T TR

Iteracién E Bloque 1 '“‘~~Bl.ofl}l © _2___ Bloque N N
e R S %
i1} daz| 13| Td 1 P11 | P12| P13 | P14 Resultado Parcial
21| Q22| a23 | A24 * T2 | | P21|P22|P23|P24 Z:> del bloque 1
az1|asz|asz|ass 23|~ | ps1|ps2|pss|psa almacenado en
(41| Q42| as3| a4 T4 Pa1| paz | pas | paa Mem. Compartida.

element wise

\ vector multiplication
L [ ] ] ] ]
bl ! 1 I I N
b :r _2_ i ________ ool | 4 | 2 | £ | 2 |Resultado Acumulado
o ) Xl =1. Z> A+ =1, Iteracién k

Iteracién | | -1 - E : | : : : - | (Mem. Compartida)
k=2 < R 4
P NJ- ' N N N N
Resultado Parcial Resultado Acumulado
Iteracién k Tteracién k£ — 1
\  (Mem. Compartida) (Mem. Compartida)
Después de terminado el bucle:
L. Pra| Pro| Pr3| Pry Y1 v Etlemfintosltdet
2 N [~ ector Resultante
- . Por| Poo| Pos| Poa :> | Y2 Z:> de la operacién
: \ Ps31| P3o| Ps3| Paa | Y3 Matriz-Vector
L \\\ P41 P42 P43 P44 Ya (Mem Global)
N
Resultado Final Reduccién por bloques
del bucle -
C_ P
(Mem. Compartida) vi 121 Y

Figura 4.2: Descripcién grafica del método de Fujimoto para bloques de 4 x 4
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Este tipo de operacidn no representa gran dificultad en CUDA; sin embargo, cabe esperarse
que se necesite cierto tamafio de vectores, para que sea recomendable utilizar la operacion
paralela, esto se analizar4 en el siguiente capitulo. En la figura 4.3 se observa que para este tipo
de operacion se requiere dividir los elementos de los vectores a restar entre los bloques de la
grilla. En los bloques, que operardn en forma paralela, se realizara la resta de los sub-vectores
para obtener una parte del vector final. Cada thread de cada bloque calculard un elemento del

vector final.

i

i Bloquel ~~_ Bloque 2 Bloque N Vector 1 Vector 2
I N ~
: -

T W 21

To Yo 29 Elementos del

— = Z:> Vector Resultante
z3 Y3 z3 (Mem. Global)
T4 Ya 24

Figura 4.3: Descripcién grafica de la operacion resta de vectores en CUDA

4.6. Producto Punto de Vectores / Norma Euclidiana de un vector

Dado que la norma euclidiana de un vector puede ser calculada como la raiz cuadrada del
producto punto entre el vector y otro idéntico a él, ambas operaciones pueden ser tratadas de la
misma forma en CUDA, ya que la raiz cuadrada es un proceso que debe realizarse en el host.

Por afios la mejor forma de implementar producto punto, fue mediante reducciones en
memoria compartida. Sin embargo, a partir de la micro-arquitectura Kepler (compute
capability 3.x), se cuenta con la instruccion shuffle y algunas variaciones [37], que permiten
compartir informacién directamente entre threads de un mismo warp. Entonces es posible
implementar reducciones basadas en esta instruccién, las cuales presentaran ventajas frente al

anterior método, tales como:

= No se utilizard memoria compartida, pudiendo utilizarla para otra data.
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= Soélo requerird una intruccién frente a tres que utiliza memoria compartida (escribir,

sincronizar y leer).

= Ya que la instruccién opera a nivel de warps, no se necesitard sincronizar.

Mem. Compartida Mem. Global

[13]5]8]2]5[4[1]
if (tx < 4)v[tz]+ = v[tx + 4] v+ = _shuf fle_down(v,4)
3[8]9]9]2]5]4]1]

[/

if (tz < 2)v[te]+ = v[tx + 2] v+ = _shuf fle_down(v,2)

VV/W
[12[17]9]9]2]5]4]1]
if (tx < 1)v[ta]+ = v[tz + 1] v+ = _shuf fle_down(v, 1)

29[17{9]9[2|5]4]1]

t Resultado

Figura 4.4: Operacidén de reducciones en memoria compartida y reducciones con shuffle.

En la Figura 4.4 se muestra la forma de operacién de ambos métodos. Una vez calculados
los resultados parciales con la instruccion shu f fle, se puede optar por llevarlos al Host donde
se realizard la dltima sumatoria o calcularla en Device utilizando funciones atémicas (para el
caso AtomicAdd) [37]. Si bien este tipo de funciones siempre fue costosa porque involucran una
serializacién en device, en Kepler son lo suficientemente rapidas para equipararse a la opcidn
de llevar la data a Host.

Por otro lado, se ha considerado limitar la cantidad de bloques mdxima y que sea multiplo
de la cantidad de multiprocesadores, de esta forma se reutilizaran threads para los célculos.
Para esto se utiliza un bucle que en la primera iteracion abarcard una cantidad £ de elementos
equivalente a la cantidad de threads por bloque multiplicada por el nimero de bloques méximo;
en la segunda iteracion, abarcara los siguientes k elementos, y asi sucesivamente, hasta haber

abarcado todos. Esto a su vez permitird que se utilizen menos operaciones atomicas.
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Capitulo 5

Implementacion y resultados

computacionales

El cédigo de la iteracion Lanczos implementado en C (serial y CUDA) y las funciones en

Matlab para la correspondiente comprobacion se encuentra en el CD adjuntado al documento.

5.1. Consideraciones de implementacion

5.1.1. Caracteristicas de los dispositivos utilizados

s CPU: Intel i7-2600k @ 3.4 GHz, con 8 MB de cache, 8 GB de RAM.

s GPU: Tesla K10.G2 con 3072 nucleos CUDA (2 GPUs,2 x 1576 nucleos), 4 GB de
Memoria y una ancho de banda de memoria de 320 GB/s. Utiliza CUDA Toolkit/SDK

version 6.0.

5.1.2. Librerias utilizadas

Se utilizé una libreria de desarrollo CUDA [40]. Asimismo, la implementaciéon BLAS
(Basic Linear Algebra Sub-routines) de nVidia, sirvié para realizar comparaciones con las

implementaciones.

5.2. Descripcion de la implementacion

La implementacién consta de 3 funciones: la funcion tridiagonalizacién parcial, la funcién
descomposicion Schur y la funcion cédlculo de error. En el caso de la primera y la dltima, estas
utilizan operaciones que han sido paralelizadas e implementadas en CUDA: multiplicacion

matriz-vector, producto punto, resta de vectores.
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5.2.1. Implemenacion de Tridiagonalizacion Parcial

Esta funcién recibe como entradas la matriz inicial, la matriz Lanczos, y los elementos de
la Tridiagonal que ya han sido calculados. Devuelve como salida el siguiente vector Lanczos,
un elemento mds para la diagonal y las subdiagonales que conforman la matriz tridiagonal.
Esta funcién esta implementada tanto en Matlab como en lenguaje C, con y sin operaciones

paralelas.

5.2.2. Implementacion de Descomposicion Schur

La funcién Descomposicién de Schur recibe como entrada los elementos de la tridiagonal
y devuelve a la salida los elementos de la matriz diagonalizada (autovalores de la tridiagonal)
y la matriz de transformacion ortonormal utilizada en la descomposicién Schur. Esta funcién

esta implementada tanto en Matlab como en lenguaje C (serial).

5.2.3. Implementacion de Calculo de Error

La funcién de calculo de error recibe como entrada la matriz inicial, la matriz Lanczos, los
elementos de la diagonal obtenidos en la Descomposiciéon Schur y la matriz de
Transformacién Schur. En la salida se encuentra el mayor autovalor y autovector
correspondiente de la matriz inicial estimados en la iteracion actual, los cuales permitirdn
calcular a su vez el error relativo de la iteracién actual, que servird para detener o continuar la
iteracion. Esta funcion esta implementada tanto en Matlab como en lenguaje C, con y sin

operaciones paralelas.

5.2.4. Implementacion de Multiplicacion Matriz-Vector Paralelizado

Para esta operacion se utilizé el método propuesto en [39]. En cuanto a las caracteristicas
CUDA, se utilizardn bloques bidimensionales de 16 x 16 threads y la grilla
serd unidimensional compuesta por una cantidad de bloques equivalente a la cantidad de
columnas de la matriz inicial dividido por 16, considerandose un bloque més si hay residuo.
Se realiz6 implementaciones para esta operacion con 3 tipos de memoria host (Memoria
paginable, memoria no-paginable y memoria unificada) mientras que para memoria device se
consider6 utilizar: sé6lo memoria global, memoria global junto a memoria compartida, y

memoria textura (para cargar la matriz inicial en device) junto a memoria global y compartida.
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5.2.5. Implementacion de Producto Punto Paralelizado

Para esta operacién se implementé dos versiones de reducciones, una que utiliza
reducciones en memoria compartida y otra que utiliza la intruccién shuffle. Se utilizé bloques
y grilla unidimensionales. Para determinar que configuracién de grilla le conviene mds se
realizaron pruebas donde la cantidad de threads a usar, y el nimero maximo de bloques son

variados, teniendose 49 combinaciones:
threadldx.x = [16, 32,64, 128,256,512, 1024]

MazBlocks = [32, 64,128,256, 512, 1024, 2048

Comparando los diversos resultados se determind que se obtienen los mejores resultados con
128 threads y 64 bloques mdximo para la implementacién con reducciones en memoria
compartida y 128 threads y 128 bloques méximo para la implementacion con la instruccién

shuffle.

5.2.6. Implementacion de Resta de Vectores Paralelizado

Para esta implementacion se usaron bloques y grillas unidimensionales y con el propdsito
de determinar que configuracién de grilla le conviene mds se realizaron pruebas donde la

cantidad de threads varia:
threadldx.z = [16, 32,64, 128,256,512, 1024]

Comparando los diversos resultados se determiné que se obtienen los mejores resultados con

128 threads.

5.3. Resultados computacionales

Para obtener una cantidad de ticks (ciclos de reloj) fiables, se ejecuté 100 veces y se
calcul6 la media para cada una de las operaciones descritas a continuacién, por cada tipo de

implementacién y cada tamafio de matriz o vector a analizar.

5.3.1. Resultados de Multiplicacion Matriz-Vector

Luego de evaluarse que los distintos kernels y funcién serial calculen la multiplicacién

matriz-vector con un error relativo menor a 10~6 respecto a la implementacién en Matlab, se
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procedié a evaluar la cantidad de ciclos de reloj que toma la ejecucién de cada una de las
implementaciones.

En las siguientes tablas se tiene los ticks registrados para esta operacidon implementada con
diversos tipos de memorias host y device, asi como una implementacion serial. Se aprecia que

las implementaciones con menor cantidad de ticks son aquellas que utilizan memoria unificada.

Tabla 5.1: Ticks (x10%) de multiplicacién matriz-vector en C estdndar (serial).

Tamaios de Matriz Simétrica
Serial 256 512 1024 | 2048 | 4096 | 6144 | 8192 | 12288
0.001 | 0.005 | 0.019 | 0.086 | 0.346 | 0.782 | 1.390 | 3.148

Tabla 5.2: Ticks (x10%) de multiplicacién matriz-vector con Memoria Host Paginable.

Memoria Tamaios de Matriz Simétrica
Paginable 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 6144 | 8192 | 12288
Mem. Global 0.011 | 0.036 | 0.137 | 0.432 | 1.396 | 3.036 | 4.888 | 12.534
Mem. Shared 0.004 | 0.011 | 0.035 | 0.191 | 0.756 | 1.698 | 3.009 6.771
Mem. Textura 0.004 | 0.013 | 0.043 | 0.221 | 0.859 | 1918 | 3.418 7.639
Cublas 0.013 | 0.027 | 0.051 | 0.203 | 0.768 | 1.706 | 3.003 6.745

Tabla 5.3: Ticks (x10%) de multiplicacién matriz-vector con Memoria Host No Paginable.

Memoria Tamaios de Matriz Simétrica
No Paginable 256 \ 512 \ 1024 J 2048 W)% [ 6144T 8192 [ 12288
Mem. Global 0.009 | 0.032 | 0.126 | 0.335 | 1.018 | 2.183 | 3.369 | 9.122
Mem. Shared 0.002 | 0.007 | 0.024 | 0.093 | 0.370 | 0.837 | 1.477 | 3.341
Mem. Textura 0.003 | 0.009 | 0.028 | 0.096 | 0.368 | 0.821 | 1.455 | 3.263
Cublas 0.011 | 0.019 | 0.036 | 0.097 | 0.371 | 0.831 | 1.466 | 3.285

Tabla 5.4: Ticks (x10%) de multiplicacién matriz-vector con Memoria Unificada.

Memoria Tamaios de Matriz Simétrica
Unificada 256 \ 512 [ 1024 [ 2048 L4096 \ 6144 [ 8192 [ 12288
Mem. Global 0.007 | 0.026 | 0.105 | 0.250 | 0.672 | 1.418 | 2.010 | 6.048
Mem. Shared 0.0006 | 0.001 | 0.003 | 0.008 | 0.029 | 0.070 | 0.116 | 0.279
Mem. Textura 0.002 | 0.005 | 0.014 | 0.041 | 0.152 | 0.354 | 0.585 | 1.441
Cublas 0.016 | 0.017 | 0.018 | 0.022 | 0.042 | 0.069 | 0.108 | 0.226

En la figura 5.1 se muestra la comparacion entre las implementaciones utilizando distintas
memorias device, C estandar (serial) y utilizando la libreria CUBLAS, todas ellas utilizando
memoria unificada para el traslado de datos. Se observa que si bien utilizar la libreria CUBLAS
es la opcién mds rapida, una de las implementaciones (con memoria compartida) es casi tan
buena como ella, a su vez, estas dos son mucho mejor que la implementacion serial.

Un detalle a sefialar es que las dimensiones maximas de la matriz que puede ser utilizada
es aprox. 22000 x 22000, esto se debe a que considerando que se trabaja con datos tipo float,
se estaria ocupando aproximadamente 1.8 GB (sélo con la matriz) de los 2 GB disponibles del
dispositivo. Si se deseara trabajar con matrices mds grandes, se debera dividir la operacién en
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bloques, p.e. si la matriz inicial fuese de dimensiones 44000 x 44000, se deberian realizar 4

multiplicaciones matriz-vector con submatrices de 22000 x 22000.

0 <107 Multiplicacion Matriz-Vector
---serial (C estandar)
---8lobal .
---Compartida
60 [l---Textura .
---Cublas o
50 ",.'
»40 o
4 g
= R
30 F et
20 - e e -

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tamano de Matriz Cuadrada

1.2
x10*

Figura 5.1: Comparacién entre implementaciones de multiplicacién matriz-vector.

5.3.2. Resultados de Resta de Vectores

Se verificé que las implementaciones paralela y serial presenten un error relativo menor a
10~ respecto a la implementacién en Matlab. En la figura 5.2 se compara implementaciones
serial, usando memoria unificada en CUDA y finalmente con CUBLAS. Para este caso se

calcula la resta de tres vectores expresada en la linea 5 del Algoritmo 2.

x 104 Resta de Vectores x 106 Resta de Vectores
30 - 15 -
---resta implementad ---resta implementad
---serial . ---cublas o
l" 0"‘
25 [ B B
. .
"' 0"0
R .
X .
20 | 10 f
i" 'A.
n "' n "‘
< S .. i R
15t . S K
0' !“ " . ‘
. * o e
10 ¢ et 5 X e
Dt o R
+” Q
Rl 3 K¢
¢' 4 "O
? * .
'ﬂ' . “
5F o ..
l. ’!
. .
. "
. .
. .
" O ’!
O I I J I J
0 0.5 1 1.5 0 5 10
x10° x10°

Figura 5.2: Comparacion entre implementaciones de resta de vectores.
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En la evaluacién realizada se determina que no es rentable paralelizar la operacién para
vectores que no tengan aproximadamente més de 4 x 10 elementos. Ademds, evaludndose

hasta vectores de un tamaiio de 8388608 se aprecia que CUBLAS no es la mejor opci6 paralela.

5.3.3. Resultados de Producto de Vectores

Se verifico que las implementaciones paralelas y serial presenten un error relativo menor a
1076 respecto a la implementacién en Matlab. En la figura 5.3 se muestra una comparacién
entre los métodos de reduccion utilizados, observdndose que la implementacién con la

instruccién shuffle es ligeramente mejor.

%104 Producto Punto %105 Producto Punto
125 ¢ . 40 |
0"'
’0’ . 't
B
19 & o 35 ¢ e
00 " *
0‘ t' "“
K3 K RS
o 30 r
11.5 |
Q . o'
. K
R 25
11t S
< o 220 o
= 105 K ',' H o
|- " > *
N . '0 "
EEI 15 ¢
.' 'l "l
10 [ gy "
. H .
. " 4 ”'
9.5 f..r 50 &
" " .
. ---ver. shuffle . K ---ver. shuffle .
9 ---ver. memoria compartid 0 . ---ver. memoria compartid
‘ ‘
0 2 4 6 8 0 5 10
=104 x 106

Figura 5.3: Comparacion entre reducciones con memoria compartida y la instruccién shuffle.

%104 Producto Punto %105 Producto Punto
50 - 60 —— -
---implementacion paralel ---implementacion paralel
l=--serial ---CUBLAS )
) 50 t
40 o i
7 40 |
30 + o L
0 ‘.’ n e )
c <30 |
& & o
20 | e T
L /’0 --------- 20 [ ‘
10 :"';"- 0‘.’ x"’
. 10
0x ‘ ‘ ‘ 0k ‘ ‘
0 1 2 3 0 5 10
x10° x 106

Figura 5.4: Comparacion entre operaciones producto punto.
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La figura 5.4 muestra una comparacion entre utilizar CUBLAS, una implementacion serial
y la implementacién en CUDA con reducciones con la instruccion shuffle. Se aprecia que para
que sea rentable paralelizar la operacién producto punto, se requiere que los vectores a utilizarse

deben tener aprox 0,75 x 10° elementos. Ademds no es recomendable utilizar CUBLAS.

5.3.4. Resultados de la Iteracion Lanczos

El autovalor y autovector calculados con cualquiera de las implementaciones permite
resolver (2.1) con un error relativo de 1076 respecto a Matlab. En las las tablas 5.7, 5.8 y 5.9
se muestra la cantidad de ticks al utilizar los 3 tipos de memoria host y diversos tipos de
memorias device para la multiplicacién matriz-vector. Se aprecia que los mejores resultados
pertenecen a la implementacién que utiliza memoria unificada debido a la forma eficiente en
la que el sistema migra data entre host y device, resaltando las implementaciones que utilizan
memoria compartida y la librerfa CUBLAS como las que tienen menor tiempo computacional.

Considerando la mejor implementacién realizada (memoria unificada y memoria
compartida), en la figura 5.5 se compara los tiempos de ejecucién de esta implementacion, la
version serial en C estdndar, Matlab y utilizando CUBLAS (con memoria unificada). Para esta
ultima s6lo se considera la multiplicacion matriz-vector de CUBLAS, pues se ha probado
anteriormente que las operaciones resta de vectores y producto punto de CUBLAS son muy

costosas computacionalmente para los tamafios de vectores a evaluarse.

Tabla 5.5: Ticks (x 108) de Iteracién Lanczos en Matlab.

Tamaiios de Matriz Simétrica
Matlab 256 512 1024 | 2048 | 4096 | 6144 8192 12288
0.022 | 0.034 | 0.200 | 1.001 | 3.892 | 8.652 | 15.511 | 36.582

Tabla 5.6: Ticks (x10®) de Iteracién Lanczos en C estdndar (serial).

Tamaiios de Matriz Simétrica
Serial 256 512 1024 | 2048 | 4096 | 6144 | 8192 | 12288
0.011 | 0.034 | 0.133 | 0.609 | 1.725 | 5475 | 6.909 | 21.946

Tabla 5.7: Ticks (x 10%) de Iteracién Lanczos con Memoria Host Paginable.

Memoria Tamaiios de Matriz Simétrica
Paginable 256 [ 512 [ 1024 [ 2048 [ 4096 [ 6144 [ 8192 [ 12288
Mem. Global 0.060 | 0.200 | 0.770 | 1.939 | 4.099 | 8.734 | 21.005 | 36.774
Mem. Shared 0.009 | 0.020 | 0.056 | 0.247 | 0.947 | 1.996 | 3.474 7.910
Mem. Textura 0.011 | 0.023 | 0.063 | 0.266 | 1.051 | 2.121 3.989 8.413
Cublas 0.027 | 0.083 | 0.117 | 0.243 | 1.046 | 1.966 | 4.045 7.626
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Tabla 5.8: Ticks (x 10°) de Iteracion Lanczos con Memoria Host No Paginable.

Memoria Tamaios de Matriz Simétrica
No Paginable 256 [ 512 [ 1024 [ 2048 [ 4096 [ 6144 [ 8192 [ 12288
Mem. Global 0.111 | 0.297 | 0960 | 2.245 | 4.332 | 8.761 | 12.597 | 35.726
Mem. Shared 0.060 | 0.120 | 0.249 | 0.555 | 1.079 | 2.021 3.125 6.211
Mem. Textura || 0.061 | 0.117 | 0.243 | 0.558 | 1.031 | 1.880 | 2.957 5.720
Cublas 0.068 | 0.179 | 0.308 | 0.554 | 1.365 | 1.971 3.044 5.906

Tabla 5.9: Ticks (x 108) de Iteracién Lanczos con Memoria Unificada.

Memoria Tamafios de Matriz Simétrica
Unificada 256 [ 512 [ 1024 [ 2048 [ 4096 [ 6144 [ 8192 [ 12288
Mem. Global 0.075 | 0.212 | 0.765 | 2.313 | 6.779 | 8.743 | 13.152 | 41.828
Mem. Shared || 0.025 | 0.040 | 0.051 | 0.106 | 0.298 | 0.451 | 0.706 1.580
Mem. Textura || 0.027 | 0.036 | 0.073 | 0.130 | 0.305 | 0.646 | 1.054 2.375
Cublas 0.138 | 0.145 | 0.162 | 0.207 | 0.278 | 0.443 | 0.668 1.320
Iteracién Lanczos
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---Matlab -
w12
=
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Figura 5.5: Comparacion entre implementaciones de la iteracién Lanczos.

En la figura 5.6 se muestra las curvas de rendimiento entre la mejor implementacién en
CUDA (usando memoria unificada y memoria compartida) y Matlab y C estdndar. Las curvas
de rendimiento, crecen hasta estabilizarse aparentemente en 25 y 15 alrededor de un tamafio de
matriz de 12288 x 12288. Por otro lado, en la figura 5.7 se tiene el rendimiento entre la mejor
implementacion en CUDA y la implementacién utilizando la libreria CUBLAS. Se aprecia
que la implementacién en CUDA es casi tan buena como la que usa la librerfa CUBLAS al
haber un rendimiento cercano a 1. El rendimiento mayor a 1 al inicio de la curva se debe a
que el costo de funciones de CUBLAS para tamafios pequefios (en este caso menores a 4000 x
4000 elementos) de matrices o vectores siempre es alto incluso respecto a una implementacion
paralela simple. Cabe sefialar que la cantidad de iteraciones necesarias para que el autovalor y

autovector converjan a los valores deseados varia entre 4 a 6.
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Figura 5.6: Rendimiento entre implementacion paralela y seriales de la iteracién Lanczos.
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Figura 5.7: Rendimiento entre implementaciones paralelas de la iteracién Lanczos.

Analizando todos los ticks y/o tiempos de ejecucion mostrados se tiene que se ha logrado

implementar versiones de la iteracion Lanczos utilizando el dltimo tipo de memoria

optimizada de las tarjetas Nvidia (memoria unificada) resultando mucho mds ventajosas en

cuanto tiempo de ejecucion frente a tipos anteriores. En la figura 5.8 se ha tomando como
referencia las implementaciones que utilizan memoria compartida, ya que se obtuvieron los
mejores resultados en los tres casos de memoria Host presentados (mem. paginable, no
paginable y unificada). Se aprecia que el rendimiento que se obtiene usando memoria
unificada frente a memoria paginable es incremental siendo aproximadamente 3 para tamfios

de matriz de 4000 x 4000 hasta aproximagdgmente 5 para matrices de 12000 x 12000
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elementos, esto debido a que ambas . Mientras que el rendimiento usando memoria unificada
frente a memoria no paginable es mayor a 3. Ademds se observa que se la implementacion con
memoria no paginable es mejor que la implementacién con memoria paginable para matrices

de 6000 x 6000 elementos.
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Figura 5.8: Rendimiento entre implementaciones paralelas de la iteracién Lanczos.
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Conclusiones

» Es posible implementar la iteraciéon Lanczos en la arquitectura CUDA de forma
computacionalmente eficiente basindose en una adecuada paralelizacion de la
multiplicacidén matriz-vector; ya que esta operacién es la que cuenta con la mayor carga
computacional; operaciones adicionales como suma de vectores y producto punto no
influyen significativamente. Esto debido a que para tamafios de matrices mayores a
1024 x 1024, el tiempo de ejecucidon de multiplicaciéon matriz-vector es 36 y 18 veces
mayor que los de suma y producto punto de vectores respectivamente. Esta diferencia se

incrementard dristicamente con mayores tamafios de matriz y vectores.

= Al evaluarse la mejor implementacién paralela realizada de la iteracién Lanczos, la cual
usa memoria unificada y memoria compartida, respecto a la implementacion en Matlab
y C estdndar (secuencial) se obtienen curvas de rendimiento crecientes que llegan a ser
de 25y 15 veces mds répido respectivamente para matrices de 12288 x 12288. Ademds,
la implementacién paralela es casi tan buena como la implementaciéon que utiliza la
libreria CUBLAS (para la multiplicacién matriz-vector) para matrices de mas de
4000 x 4000 elementos, dado que presenta un rendimiento ligeramente menor a 1 al
compararlas; pero es claramente superior para matrices de menos elementos. Por dltimo
una implementacién paralela con memoria unificada para este problema es minimo 3
veces mds rdpida que cualquiera de las implementaciones paralelas con cualquier otro

tipo de memoria host.

= En cuanto a la multiplicacién matriz-vector, el tamafio de la matriz serd un factor a tomar
en cuenta debido a que la tarjeta Nvidia tiene una cantidad de memoria limitada. La
tarjeta CUDA utilizada posee 2GB de memoria global, con lo cual se puede evaluar

matrices de hasta 22000 x 22000 elementos.
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Recomendaciones

» La mayoria de problemas matematicos en los que se requiere solucionar el
eigenproblem se modelan con matrices no simétricas. Para estos casos existen
variaciones de la iteracion Lanczos [3]. Como trabajo futuro se recomienda
implementar alguna de las variaciones en CUDA para lograr resolver el problema de

manera general.

= Si se utiliza Lanczos junto a deflacciones [3], se tendria un método adecuado para
calcular los primeros k autovalores y autovectores. Sin embargo, esto ocasiona pérdida
de ortogonalidad en los vectores Lanczos. Para ello se recomienda utilizar métodos de

reortogonalizacién como en [36].

» También se recomienda realizar una implementaciéon combinando MPI y CUDA [41] ya
que esto permitiria distribuir una operacién entre miltples GPU obteniéndose un menor
tiempo de ejecucion. Asimismo la cantidad de data a procesar puede ser mayor ya que se

dividiria entre las memorias de los GPU.
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