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Resumen

Este trabajo propone un Modelo de Regresion Cuantilica Semiparamétrico. Nosotros
empleamos la metodologia sugerida por Crainiceanu et al. (2005) para un modelo semipa-~
ramétrico en el contexto de un modelo de regresiéon cuantilica. Un enfoque de inferencia
Bayesiana es adoptado usando Algoritmos de Montecarlo via Cadenas de Markov (MCMC).
Se obtuvieron formas cerradas para las distribuciones condicionales completas y asi el algo-
ritmo muestrador de Gibbs pudo ser facilmente implementado. Un Estudio de Simulacién es
llevado a cabo para ilustrar el enfoque Bayesiano para estimar los pardmetros del modelo. El

modelo desarrollado es ilustrado usando conjuntos de datos reales.

Palabras clave: Regresion Cuantilica, Regresién Semiparamétrica, Inferencia Bayesiana.
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Abstract

This work proposes a Semiparametric Quantile Regression Model. We use the methodo-
logy suggested by Crainiceanu et al. (2005) for a semiparametric model in the context of a
quantile regression model. A Bayesian inference approach is adopted using Markov Chain
Monte Carlo algorithms (MCMC). We obtain closed forms for the full conditional distri-
butions so the Gibbs sampler algorithm can be easily implemented. A simulation study is
carried out to illustrate the Bayesian approach to estimate the parameters in the model. The

model developed is illustrated using real data sets.

Keywords: Quantile Regression, semiparametric Regression, Bayesian Inference.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

En muchas ocasiones podemos estar interesados en estudiar el comportamiento de una
variable dependiente dado un conjunto de variables explicativas (o covariables). Un enfoque
comun a este problema consiste en especificar un modelo de regresién y estimar la media como
una funcién lineal de las variables explicativas. Aunque la media es una medida importante
que representa la tendencia central de la distribucién, esta provee poca informacién acerca
del comportamiento de los extremos (colas) de la distribucién. En este caso la regresién
cuantilica permite estimar diferentes cuantiles de la distribucién (incluyendo la mediana,que
también representa la tendencia central de los datos) y de esta manera brinda una mayor
informacién sobre la distribucién condicional, de la variable en estudio, dada las covariables.

La regresién cuantilica permite determinar la influencia de covariables sobre los cuantiles
condicionales de la distribucién de una variable dependiente. Por lo tanto una de las princi-
pales ventajas sobre la regresién de la media es que la regresién cuantilica permite obtener
detallada informacion acerca de la distribucién condicional de la variable en estudio, en lugar
de solo la media. Adem4s, los datos o valores extremos y atipicos tienen menor influencia en
la regresion cuantilica debido a la inherente robustez de los cuantiles.

Desde el importante trabajo de Koenker y Basset (1978), la regresién cuantilica ha reci-
bido creciente atencién. Este es un procedimiento estadistico basado en la minimizacion de
la suma de residuales absolutos ponderados con pesos asimétricos, esto es, se asignan pesos
diferentes a los residuales positivos y a los negativos. Este procedimiento puede ser emplea-
do para explorar la relaciéon entre los cuantiles de la distribucién de la variable respuesta y
las covariables disponibles. Un caso especial de la regresiéon cuantilica es la regresion de la
mediana, en cuyo caso los pesos son simétricos y la regresién tiene por objetivo minimizar la
suma de las desviaciones en términos absolutos sin ponderar.

Asi como este enfoque inicial de la regresién cuantilica, los tratamientos frecuentistas al
respecto son no paramétricos por lo que no requieren de una distribucion especifica de la
variable respuesta. Una formulacion bayesiana de la regresién cuantilica propuesta por Yu
y Moyeed (2001) asume la distribucién asimétrica de Laplace para la distribucién de los
términos de los errores. El empleo de dicha distribucién para los errores provee una forma
natural para tratar con el problema de la regresién cuantilica desde la perspectiva Bayesiana.

Por otro lado, la suposicién usual de una relacién lineal entre un pardmetro (por ejemplo,

la media o un cuantil de una distribucién) con un conjunto de variables explicativas no siempre
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es satisfecha. Es decir, muchos de los problemas préacticos de regresiéon cuantilica requieren,
ademads, formas flexibles semiparamétricas del predictor para modelar la dependencia de
la respuesta sobre las covariables. En Hastie y Tibshirani (1986) se propone una clase de
modelos denominados Modelos Aditivos Generalizados donde se propone relajar el supuesto
de linealidad considerando que esta relacién puede ser no lineal utilizando para esto un
enfoque semiparamétrico. En Crainiceanu et al. (2005) se presenta como realizar la estimacion
de este tipo de modelos considerando un enfoque Bayesiano.

La presente investigacion muestra una variante del trabajo realizado en Crainiceanu et al.
(2005), como metodologia de regresién semiparamétrica, pero aplicada a un modelo de regre-
sion cuantilica. Este serd conocido como un modelo de regresién cuantilica semiparamétrico.
En este trabajo estaremos interesados en la estimacién de los parametros de este modelo

desde la perspectiva Bayesiana.
1.2. Objetivos

El objetivo general de la tesis es estudiar, estimar y aplicar a conjuntos de datos reales el
modelo de regresién cuantilica semiparamétrico (mediante splines), desde el punto de vista

de la inferencia Bayesiana. De manera especifica:

= Revisar la literatura acerca de: modelos de regresién cuantilica, regresién semipa-

ramétrica (mediante splines especificamente).

= Estudiar e implementar la estimacién del modelo de regresién cuantilica semiparamétri-

co (mediante splines) desde la perspectiva Bayesiana.
= Realizar estudios de simulacion.
= Aplicar el modelo a conjuntos de datos reales.

1.3. Organizacion del Trabajo

En el Capitulo 2, se presenta una serie de conceptos preliminares involucrados con el
modelo que es motivo de este trabajo. Conceptos como el de cuantiles y su importancia
que dan lugar a reconocer las ventajas de la regresién cuantilica sobre la comin regresién
sobre la media. También se explican algunos aspectos importantes en la implementaciéon de
la regresién cuantilica relacionados con la funcién de chequeo resaltando que es la funcién
de pérdida mas apropiada para este tipo de regresién. Igualmente se dan detalles sobre la
distribucién Asimétrica de Laplace y se reconoce que esta funciéon ha permitido el desarrollo
del enfoque bayesiano en la regresion cuantilica. Por 1ltimo, también se tratan aspectos
tedricos generales sobre la regresion semiparamétrica y particulares de esta mediante splines.

En el capitulo 3 se dan detalles sobre el modelo que es motivo de este trabajo, el modelo de
regresion cuantilica semiparamétrico asi como su estimacion desde la perspectiva Bayesiana.

En el capitulo 4 se realiza un estudio de simulacién con diferentes escenarios para la
generacién de datos.

En el capitulo 5 se muestran dos aplicaciones del modelo con bases de datos reales: una
para datos del estudio Canadian age-income y otra para datos empleados en un estudio sobre

la aplicacién de la ecuacion de Mincer para Lima Metropolitana.
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Finalmente, en el Capitulo 6 se discuten algunas conclusiones obtenidas en este trabajo.
En el anexo (Apéndice A) presentamos los programas implementados en la simulacién y
las aplicaciones a conjuntos de datos reales. En el anexo (Apéndice B) presentamos tablas

de resultados y graficos.
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Capitulo 2

Conceptos Preliminares

A continuacion resaltamos algunos conceptos importantes que emplearemos en nuestra

investigacién.
2.1. Cuantiles y Regresiéon Cuantilica

Los cuantiles estan relacionados a las operaciones de ordenamiento y clasificacién de las
observaciones de una muestra o poblacién. Asi como se puede definir a la media muestral como
la solucién al problema de minimizar una suma de residuales cuadraticos, se puede definir
a la mediana como la solucién al problema de minimizar una suma de residuales absolutos
(Koenker y Hallock, 2001). La simetria de la funcién de valor absoluto lineal a trozos implica
que la minimizacién de la suma de residuales absolutos deba igualar el nimero de residuales
positivos y negativos, asegurando que haya por tanto el mismo niimero de observaciones por
debajo y por encima de la mediana.

1, Qué sucede con los otros cuantiles? Ya que la simetria del valor absoluto conduce a la
mediana, entonces minimizando una suma asimétricamente ponderada de residuales absolutos
(simplemente dando diferentes pesos a los residuales positivos y negativos) nos conducirfa a

los cuantiles. En efecto ese es el caso. Resolviendo

min 3" p (i — €), (2.1

£eR

donde

(1) = UT sip>0
prif) = p(r—1) sip<0

es la funcién de valor absoluto inclinada que aparece en la figura 2.1, se obtiene el 7-ésimo
cuantil muestral como su solucién (ver para mas detalles Zevallos, 2012, cap.2).

Al haber logrado definir los cuantiles incondicionales como un problema de optimizacién,
es facil definir los cuantiles condicionales de forma andloga. La regresién de minimos cuadra-
dos nos da una idea de cémo proceder. Si, observada una muestra aleatoria {y1,y2,...,yn },

resolvemos:
n

, L 2
min H(yz W),

obtenemos la media muestral como un estimado de la media poblacional incondicional, E(Y).
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Figura 2.1: Funcién p para la regresion cuantilica, la cual tiene pendiente 7 respecto del eje X sobre
la derecha y pendiente 7-1 respecto del eje X sobre la izquierda.

Si reemplazamos el escalar py por una funcién paramétrica p(x,3)y resolvemos:

n

i o 2
iy 1(yz w(z, B))*,
1=

obtenemos un estimado de la funcién esperanza condicional E(Y | x).
En la regresién cuantilica, procedemos exactamente de la misma manera. Para obtener
un estimado de la funcién de la mediana condicional, simplemente reemplazamos el escalar
3 .« 2 . . 1
¢ en la ecuacién (2.1) por la funcién paramétrica {(z;,3) y establecemos 7 igual a 5. Para
obtener estimados de las otras funciones de cuantil condicional, reemplazamos los valores

absolutos por p-(.) y resolvemos:

min Z pr(yi — &(i, B))

BERP

El problema resultante de minimizacién, cuando £(z, 3) es formulado como una funcién
lineal de pardmetros, puede ser resuelto eficientemente por métodos de programacién lineal.

Por lo tanto, la regresion cuantilica, busca extender las ideas del concepto de los cuantiles
a la estimacién de funciones de cuantil condicional, es decir, modelos en los cuales los cuan-
tiles de la distribucién condicional de la variable respuesta (dependiente) sean expresados
como funciones de las covariables observadas, para asi poder determinar la influencia de las
covariables sobre los cuantiles condicionales de la distribucion de la variable dependiente.

Algunas de las principales ventajas de la regresién cuantilica sobre la regresién de la

media son:

= Permite obtener detallada informacién acerca de la distribucion condicional de la va-

riable en estudio, en lugar de solo la media.

= Los datos o valores extremos y atipicos influyen menos en la regresion cuantilica debido

a la inherente robustez de los cuantiles.

= También es mds apropiada cuando el modelo subyacente a los datos es no lineal o

cuando los términos de los errores siguen una distribuciéon que no es normal o cuando
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las colas de la distribucién subyacente son de interés para modelar el comportamiento

de valores extremos de la poblacion.

Refiriéndonos ahora al modelo de regresién cuantilica podemos decir que, dado un cuantil

fijo 7 € (0,1), el modelo de regresién cuantilica lineal es:

yi = X! Br + €44, eri ~ Fri, sujeto a Fr(0|xz;) =1, (2.2)

donde el error aleatorio ,; sigue una funcién distribuciéon acumulada no especificada F; y su
T-ésimo cuantil condicional en x; es igual a cero; y; denota la i-ésima observacion de la variable
dependiente, x; es el correspondiente vector de covariables (incluyendo un intercepto). Los
efectos lineales de un cuantil especifico son dados por B,.. Observamos que el modelo dado

en (2.2) asume que:

Qv,(1 | x:) = x] Br, (2.3)

donde Qy; (7 | x;) = inf{y : Fy,(y | x;) > 7} es el 7-ésimo cuantil condicional de y; dado el
vector de covariables x;.

Para la regresion cuantil lineal clasica, como fue presentada por Koenker y Basset (1978),
la estimacién de los coeficientes 8- de un cuantil especifico, depende de la minimizacién de

la suma de las desviaciones absolutas ponderadas asimétricamente:

n
min Z pr(yi a XzT,BT) (2'4)
e
donde (y;,x;), i=1,...,n son los valores observados de la variable respuesta y el vector de

covariables para n observaciones,

7(yi — x! Br) siy; —x!Br >0

—x1B.) =
pr(yi — x; Br) { (1=7)(yi —x/Br) siyi—x]B-<0

es la funcion de chequeo, la cual también se puede expresar equivalentemente como

p‘r(yi - sz,BT) = (yz - XZTﬁT) [7- - I(yi - X,z‘rle < 0)] ) (2'5)

donde I(.) es la funcién indicadora y 7 € (0,1) es el cuantil de interés. Asi, la funcién de
chequeo es la funcién de pérdida apropiada para los problemas de regresién cuantilica. Este
enfoque es completamente no paramétrico, no requiere la suposicién de una distribucién
especifica para el término del error o para la respuesta, por lo tanto, tampoco de una funcién
de verosimilitud para la muestra. No existe solucién de forma cerrada para el problema de
minimizacién y los estimados de la regresién cuantilica son obtenidos mediante programacién
lineal (ver Koenker (2005) para mds detalles). Ante el escenario anterior, Yu y Moyeed
(2001) introdujeron una distribucién para el error que permite estimar los pardmetros de
la regresion cuantilica a través de la verosimilitud de la Distribucién Asimétrica de Laplace
(ALD). La contribucién de Yu y Moyeed (2001) fue identificar que la maximizacién de la

verosimilitud de la ALD se logra en el mismo punto donde la funcién de chequeo se minimiza.
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Ya que la inferencia bayesiana requiere de una verosimilitud, la identificacion de la funcién
de verosimilitud de la ALD ha permitido el desarrollo del enfoque Bayesiano de la regresion

cuantilica. A continuacién, se dard una visién general de la ALD.
2.2. Distribucion Asimétrica de Laplace

Koenker y Machado (1999) y Yu y Moyeed (2001) fueron los primeros en aplicar esta dis-
tribucién asimétrica en la regresién cuantilica. En Yu y Zhang (2005) se denota que existen
diversas especificaciones para la ALD. En este trabajo emplearemos una de esas especificacio-
nes, que coincide con la propuesta de Yu y Moyeed (2001), la cual tiene la funcién densidad
de probabilidad siguiente:

7(1—17)

fly;p,0,7) = ewp{—ipr(y—u)}7 yeR (2.6)

donde 7 es el parametro de asimetria, o es el parametro de escala y u es el pardmetro de
localizacién, con 0 < 7 < 1, 0 > 0 y p € R. Utilizaremos la notacién: Y ~ ALD(u,o,7)
para representar a una variable aleatoria que sigue una distribucién asimétrica de Laplace
cuya funcién de densidad estda dada en (2.6). En el trabajo de Yu y Zhang (2005) también se
especifican:

Funciéon de distribucion acumulada:

1—7 .
Terp (—(y - u)) siy < p
Fy(y) = - Vi ‘ (27)
1L e (<Z7=) sty 2
Funcién generadora de momentos:
exp(pt)
=7(1 — 2.
o S (tr—ot)(ot+1—1) (28)
Media y varianza poblacional:
a(l—27) o2(1 — 27 +272)
Y=p+ T(1—17) I (1—7)272 (2.9)

La ALD tiene caracteristicas que la hacen 1til en el &mbito de la regresiéon cuantilica: la
maximizacién de la funcién de verosimilitud de la ALD ocurre en el punto donde se minimiza
la funcién de pérdida basada en la funcién de chequeo, facilita la inferencia Bayesiana y el
computo en los modelos aditivos, es suficientemente flexible para adaptarse a diferentes tipos
de distribuciones para los términos de error.

Por otro lado, asumiendo que una variable aleatoria y id ALD(u,0,7), entonces la funcién

de verosimilitud para n observaciones de dicha variable aleatoria es

L(nly)= <T(10_7—))nexp{g_p7(y;_“)}

y su log-verosimilitud
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= log(L( | y)) = nin(r) + nln(1 — 7) ~nino) = 3" pelyi —p). (210)
=1

Entonces, si el parametro p puede ser especificado en forma lineal como xl-T,B.,-, la maxi-
mizacién de la funcién de verosimilitud en torno al argumento B; es equivalente a la minimi-
zacién del esperado de la funcién de chequeo (ver para mas detalles Zevallos, 2012, cap.2).
De este modo, la ALD es ttil en términos de unificar la verosimilitud y la inferencia para la
estimacién de la regresion cuantilica. Con la misma suposicién sobre el término de error, Yu
y Moyeed (2001), entre otros, lograron implementar la inferencia Bayesiana para la regresién
cuantilica (paramétrica). Por otra parte, en trabajos como el de Geraci y Bottai (2007) y
Yuan y Yin (2010) se estudié para una data longitudinal.

Otra caracteristica de la ALD es que puede ser representada como una mixtura de dos va-
riables aleatorias: una distribucion normal estdndar y una distribucion exponencial estandar
independientes. Esta representacién fue dada por Kotz et al. (2001) y utilizada por Kozumi y
Kobayashi (2011) para implementar la inferencia bayesiana en la regresién cuantilica. Dicha

representacion mixta se expresa en la proposicién siguiente.

Proposicién. Si una variable aleatoria € sigue una distribucion ALD (0,0, T), entonces esta

variable se puede representar como una miztura dada por
11
e =0601v+ 0r020v2wW ,

donde

v~ exp(2),
w~ N(O, 1),

1-2 [ 2
v v w son independientes, 67 = T.(]_——:) y 0y = m

Para la demostracién véase Zevallos (2012), cap.3, seccién 3.2.2.
En consecuencia, la variable € puede expresarse a través de la representacion jerarquica

siguiente:

| v~ N(bv,030v),

v~ exp(}),

El empleo de esta representacion jerarquica facilita la implementacién de la inferencia
bayesiana sobre la regresion cuantilica y permite reescribir el modelo de regresiéon cuantilica

bayesiana como un modelo de regresiéon normal condicional a variables latentes.
2.3. Regresiéon Semiparamétrica

La regresion semiparamétrica es una fusion entre la regresién paramétrica y la no pa-
ramétrica. Este emergente campo de estudio combina la investigaciéon realizada en varias
ramas de la estadistica como la regresiéon paramétrica y no paramétrica, el analisis de datos
longitudinales y espaciales, los modelos Bayesianos jerarquicos y mixtos y los algoritmos de

Montecarlo via cadenas de Markov.
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La regresién semiparamétrica no debe verse como una competencia de los enfoques pa-
ramétricos y no paramétricos, sino como un puente entre ellos. La necesidad de modelos
estadisticos parsimoniosos es bien conocida y los modelos paramétricos son a menudo un
conveniente método para lograr parsimonia. Sin embargo, los modelos no paramétricos son
utiles porque hay muchos casos donde los modelos paramétricos no proveen un adecuado
ajuste de los datos.

La modelacién semiparamétrica permite a un investigador tener lo mejor de ambos en-
foques para obtener un modelo de regresion que describa mejor el comportamiento de los
datos, es decir, aquellas caracteristicas de los datos que son adecuadas para la modelacién
paramétrica son modeladas de esta forma y las componentes no paramétricas son empleadas
solo donde sea necesario, Ruppert et al. (2009).

Dos caracteristicas importantes en gran parte de la regresiéon semiparamétrica, Ruppert
et al. (2009), son:

» Facilitar la parte de regresiéon no paramétrica utilizando splines' penalizados de bajo

rango.?
= Emplear la representacién del modelo mixto de los splines penalizados.

Estas brindan varios beneficios: los efectos longitudinales y espaciales pueden ser facil-
mente incorporados en el modelo, el ajuste y la inferencia pueden ser desarrollados dentro

de los marcos establecidos de maxima verosimilitud y mejor prediccién.
2.4. Regresion Semiparamétrica mediante splines

En los modelos de regresiéon semiparamétricos, los splines penalizados pueden ser usa-
dos para describir complejas relaciones no lineales entre la media de la variable respuesta y
las covariables. La metodologia general de modelado semiparamétrico empleando la equiva-
lencia entre splines penalizados y modelos mixtos es presentada en Ruppert et al. (2003).

Consideremos el modelo de regresion:
yi = m(z;) + €, (2.11)

donde los ¢; son i.i.d. N(0,02) e independientes de x;, y m(.) es una smooth function® la
cual se define como una funcién suave de los datos porque puede ser modelada ficilmente
utilizando splines como sugiere Crainiceanu et al. (2005). Es evidente que un modelo de
este tipo es una generalizacion de un modelo de regresién, que indudablemente, tendra un
coste computacional, pero que nos permitird estimar la funcién de una forma mas precisa.
La estimacion de la funcién m(z;) se puede realizar mediante distintos métodos divididos en
dos grandes grupos: regresiéon tipo kernel y la regresion con splines.

Los modelos tipo kernel se basan en la idea de que al estimar la funcién en un punto x,

es deseable dar mas peso a las observaciones que estan préximas a ese punto. Los pesos son

! Un spline es una curva diferenciable definida en tramos mediante polinomios. Estos polinomios a trozos
se unen en puntos llamados nodos.

2Un spline es de rango bajo, si el tamafo de la base utilizada es mucho menor que la dimensién de los
datos.

3Es una funcién que tiene derivadas continuas hasta un orden deseado sobre un dominio determinado.
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asignados mediante una funcion kernel e iran disminuyendo conforme nos vayamos alejando
del punto xg. En este trabajo no se va a tratar este tipo de métodos.
El segundo grupo de técnicas de suavizado estan basadas en splines. Hay dos grandes

familias dentro de los modelos de suavizado con splines:

1. Splines de regresion (regression splines). En estos modelos es necesario seleccionar el
numero y la localizacién de los nodos (para controlar la suavidad de la funcién ajustada)
e imponer restricciones para que los trozos de polinomio se unan de forma suave. Una

vez hecha la eleccién, el modelo se ajusta por minimos cuadrados.

2. Splines de suavizado (smoothing splines). Aparecen como la solucién al problema
de regresién no-paramétrica: encontrar la funcién (con derivadas continuas de segundo

orden en el intervalo [a, b]) que minimice la suma de residuales cuadrados penalizada:

n

b
SCP =3 (i~ f@)? + [ (' @)z, (212)

=1

para un valor pre establecido A > 0. El primer término en (2.12) denota la suma de los
residuales cuadrados y penaliza la falta de ajuste. El segundo término, el cual es ponderado
por A, es una penalizacion en la segunda derivada de la curva denotando la penalidad de
rugosidad, en otras palabras penaliza la curvatura de la funciéon f. El pardmetro A es el
denominado pardmetro de suavizado que controla la suavidad de la funcién. Como A varia
de 0 a +00, la solucién varia desde la interpolacién hasta un ajuste lineal. Cuando A — oo la
penalidad de rugosidad domina en (2.12) y el spline estimado es forzado a ser una constante.
Cuando A — 0, la penalidad de rugosidad en (2.12) desaparece y entonces el spline estimado

interpola los datos. Asi el parametro de suavizado A juega un rol importante en controlar la
n

compensacion entre la bondad de ajuste representada por . (y; — f(z;))? v la suavidad de
i=1

la estimacién medida por fab( £ (z))?dz (ver para més detalles Green y Silverman, 1994).

Sin embargo, ambas técnicas presentan inconvenientes: en los splines de regresién la sua-
vidad de la funcién ajustada depende de la eleccién de los nodos y esta eleccién se hace
mediante complicados algoritmos que no son faciles de extender al caso multidimensional.
En el caso de los splines de suavizado los problemas son de tipo computacional, ya que este
tipo de splines utilizan tantos nodos (y por lo tanto pardmetros) como observaciones.

Los splines con penalizaciones basadas en diferencias entre coeficientes adyacentes (Eilers
y Marx, 1996), combinan lo mejor de ambos enfoques: utilizan menos pardmetros que los
splines de suavizado, pero la selecciéon de los nodos no es tan determinante como en los
splines de regresion. Son splines de rango bajo, el niimero de nodos es mucho menor que la
dimension de los datos, al contrario de lo que ocurre en el caso de los splines de suavizado. El
nimero de nodos, en el caso de los splines penalizados, no supera generalmente los 40, lo que
hace que sean computacionalmente eficientes, sobre todo cuando se trabaja con gran cantidad
de datos. Ademés, la introduccién de penalizaciones relaja la importancia de la eleccién del
numero y la localizacién de los nodos, cuestién que es de gran importancia en los splines de

rango bajo sin penalizaciones. Por ultimo, la correspondencia entre los splines penalizados
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y el mejor predictor lineal insesgado (BLUP, por sus siglas en inglés) en un modelo mixto
permite, en algunos casos, utilizar la metodologia existente en el campo de los modelos mixtos
y el uso de software como PROC MIXED en SAS, y Ime() en S-PLUS y R.

Regresando al modelo de regresién dado en (2.11) donde los ¢; son i.i.d. N(0,02), ¢; es
independiente de x;, y m(.) es una smooth function o funcién suave de los datos. Esta tlti-
ma, podria ser modelada usando splines ciibicos naturales, B-splines, polinomios truncados,
splines radiales, etc. En nuestro trabajo, siguiendo a Crainiceanu et al. (2005), nos enfocare-
mos en los thin-plate splines* de bajo rango, ya que tienen buenas propiedades matematicas.
En particular, la correlacion posterior de los parametros de los thin plate splines es mucho
menor que con otras bases, lo cual los hace mas estables. Esto facilita la implementacién del
algoritmo de Gibbs al estar los pardmetros menos correlacionados.

Siguiendo la notacién de Crainiceanu et al. (2005), la representacién de m(.) como thin-

plate spline de bajo rango es

K
m(z) = m(z,0) = Bo+ bz + > ke — kil (2.13)
et

en la nueva notacion se enfatiza que la funciéon suave m depende también del vector de
coeficientes de regresion, 8 = (ﬁo,ﬁl,ul,...,uK)T v k1 < kg < ... < Kg son nodos fijos.
Para la seleccién y localizacion de los nodos es suficiente con elegir un niimero moderadamente
grande de nodos equidistantes (de 5 a 20) para asegurar la flexibilidad deseada. De acuerdo
con Ruppert et al. (2003) se sugiere elegir los K nodos en los K-cuantiles de x; es decir,
cada nodo ky, serfa el cuantil k/(K + 1) de z. Ya que la estimacién de la curva se logra via
minimizacién de residuales cuadrados muestra, usualmente, mas variacion que es justificada
por los datos; por lo tanto, para evitar el efecto de sobreajuste se introduce una penalidad

de rugosidad y el problema de estimacion se reformula como el problema de minimizar

- 1
i=1

donde A es el parametro de suavizado, que controla la compensacion entre la bondad de ajuste
y el grado de suavizado, y D es una matriz de penalidad semi-definida positiva conocida. La

matriz de penalidad thin-plate spline es

D 0252 02
= 1/2\71/2
O ()72}
donde la (I, k) ésima entrada de Qg es |k — rp|> v penaliza solo coeficientes de |z — ry|*.
Luego consideraremos la siguiente notaciéon: sea Y = (yl,yQ,...,yn)T, X la matriz con
i — ésima fila X; = (1,x;), y Zk la matriz con i — ésima fila
Zg, = {ll‘z —ril, s — HK‘?’}. Si se divide (2.14) por la varianza del error se obtiene
1 9 1 1207 1/2
LY = X8zl P + T ()TN (2.15)
o Ao:

4E] thin plate spline es la generalizacién en dos dimensiones del spline ctibico.
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donde B = (8o, 51)" v w = (u1,...,ux)" . Luego, se define o2 = Ao? y se considera el vector
B como un conjunto de parametros fijos y el vector u como un conjunto de parametros
aleatorios con E(u) = 0y cov(u) = 059}1/2(9;(1/2)? Si (u',e")" es un vector aleatorio
normal y ademds u y € son independientes, el problema de minimizar la funcién dada en (2.15)
puede ser expresado equivalentemente al de encontrar el estimador de maxima verosimilitud

de un modelo lineal mixto de la forma, ver (Ruppert et al., 2003) o (Huaraz, 2012)

Y =X8+Zku +e, (2.16)

()= () )
€ 0 ’ 0 U?In

Usando la reparametrizacion b = Q}fu y definiendo Z = Z KQ;/ ? el modelo mixto (2.16)

es equivalente a
Y =XB8+7Zb +e¢, (2.17)

(o)~ ((0)- (5 )

donde I, representa una matriz identidad de dimension r.

El modelo mixto (2.17) puede ser ajustado desde un punto de vista frecuentista usando
el mejor predictor lineal insesgado (BLUP, por sus siglas en inglés) o estimacién de cuasi-
verosimilitud penalizada (PQL, por sus siglas en inglés). En nuestro trabajo adoptaremos una
perspectiva de inferencia Bayesiana, estableciendo distribuciones a priori sobre los parametros

del modelo y obteniendo simulaciones de la distribucion a posteriori.
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Capitulo 3

Modelo de Regresiéon Cuantilica Semiparamétrico

3.1. Introduccion

En muchos de los problemas préacticos de regresién cuantilica se requieren formas flexi-
bles semiparamétricas del predictor para modelar la dependencia de la respuesta sobre las
covariables, sobre todo en casos donde la relacién entre las covariables y los cuantiles de la
variable respuesta es no lineal. Por tanto, la presente investigaciéon muestra una variante del
trabajo realizado en Crainiceanu et al. (2005), como metodologia de regresiéon semiparamétri-
ca, pero aplicada a un modelo de regresion cuantilica. Este serd conocido como un modelo de
regresion cuantilica semiparamétrico. En este trabajo estaremos interesados en la estimacion
de los parametros de este modelo bajo una perspectiva Bayesiana. En resumen lo que se
busca es aplicar componentes flexibles propios de los modelos de regresién semiparamétrica

a la regresion cuantilica y estimar este modelo desde la perspectiva bayesiana.
3.2. Modelo

En el modelo propuesto adoptamos la formulacion de regresién cuantilica sugerida por
Yu y Moyeed (2001) y extendida por Kozumi y Kobayashi (2011) para estimar, desde la
perspectiva bayesiana, los pardmetros del modelo de regresién cuantilica. Por lo tanto, apli-
cando la metodologia de regresién semiparamétrica, tratada en Crainiceanu et al. (2005),
en el modelo de regresién cuantilica, se tiene la siguiente representacién para el modelo de

regresién cuantilica semiparamétrico

yz:m(xz)"i_ez (221,2,,71) (31)
donde (z;,y;), i = 1,2,...,n son observaciones independientes de la variable respuesta aso-
ciadas a z; = (1,2;1,...,xip), vector de p covariables conocidas. Los ¢€; son los términos de

errores asumidos independientes y distribuidos con ALD donde el 7 — ésimo cuantil es igual
a cero, es decir P(¢; < 0) = 7. En cuanto a la funcién suave m(.), tal como fue revisado en
la seccién 2.4 (ver ecuacién (2.13) para mds detalles), serd modelada utilizando thin-plate
splines de bajo rango, siguiendo lo propuesto por Crainiceanu et al. (2005).

Como fue presentado en la seccién 2.4 podemos representar el modelo dado en (3.1) como

un modelo lineal mixto de la forma

yi = XiB +Zib + ¢, (3.2)
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donde

s i Y ALD(0,0,7),0>0,0<7T <1,

b ~ N(0,021), es el vector de pardmetros de efectos aleatorios. o, > 0 e I es la

matriz identidad,
» B=(B0,51,---,Bp) ", es el vector de pardmetros de efectos fijos,
» X;=(1,2;), es la i — ésima fila de la matriz X, la cual es la matriz de efectos fijos,

n 7Z; es la i —ésima fila de la matriz Z, la cual es la matriz de coeficientes aleatorios dada
por Z = ZKQI_(1/2, donde

|21 —F&l\?’ |21 —/<é2|3 R —/‘JK\S
22 — k1> |ma—ko® oo |z2 — ki
Zx= : . , : :
|$n_"'§1|3 |xn_52|3 |-’L'n—"€K|3
0 |H1—/€2‘3 ’K)l—lﬁ?K‘?’
|I€2—I€1|3 0 |H2—I€K|3
Q= )
kg — ka|° |kg —Ro® - 0

y, k1 < Ko < ... < ki son nodos fijos.

3.3. Representaciéon jerarquica del modelo de regresién cuantilica semipa-

ramétrico

Utilizando la proposicién de la seccién 2.2 del capitulo 2, el modelo dado en (3.2) puede

ser reescrito como

1N
y; = XiB + Zib + 61v; + 920'%0,'2 wi (3.3)

1—-271 _ 2
T(r—1) 2= T(1—7)
w; son independientes entre si y v; ~ exp(=) y w; ~ N(0,1).

donde 61 = son dos escalares que dependen de 7. Ademas los v; y

1
g
A su vez (3.3) se puede expresar a través de la siguiente representacién jerarquica

Yi | v, b~ N(XIB + Zib + 64v;, 9%0’1)@') (3.4)

Esta representacion a través de la mixtura de la normal estandar y exponencial estandar,
facilita el planteamiento de algoritmos Gibbs sampling en el contexto de la regresién cuantilica

Bayesiana.
3.4. Inferencia Bayesiana

Recalcamos que el empleo de la expresién de mixtura de la ALD brinda gran convenien-

cia para realizar inferencia Bayesiana sobre el modelo de regresién cuantilica, permitiendo
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reescribirlo como un modelo de regresiéon normal condicionalmente con pesos y variables la-
tentes. Como consecuencia, los esquemas de inferencia Bayesiana desarrollados para modelos

de regresién normal pueden entonces ser transferidos a la regresion cuantilica.
3.4.1. Verosimilitud aumentada

De acuerdo con (3.4), la distribucién condicional de y; dado v; es normal con media
X;iB + Zib + 6yv; y varianza §30v;, entonces dadas las observaciones y = (y1,...,9n) la

funcién de verosimilitud aumentada es

L(B,b,0,0} | y,V) =]Ifmw“ f(vi).f(b)

2
- 1 1 Y; — Xlﬁ - Zlb - 91’01‘ 1 1
] e : Leap{- Lo,
! 2 2 1 3 o o

92051)1-2
1 1
ﬁel’p{—gb—r(ab )lb}

n

N e (o 1§~ (i — Xif — Zib — 610;)°
=\t (H )ewp{‘zz Gov,

i=1
1 < 1 1b'Ixb
7 =1 (2m)2 (02)2 %
donde v = (v1,...,v,) son las variables latentes definidas en (3.3).

3.4.2. Distribuciones condicionales completas

Basandonos en la verosimilitud aumentada (3.5), y siguiendo a Kozumi y Kobayashi
(2011) y los resultados de Zevallos (2012) asumiremos una distribucién Normal Multivariada
(N) como distribucién a priori independiente para el vector de pardmetros 3 y distribuciones

Gamma Inversa (GI) como distribuciones a priori independientes para los pardmetros o y

o2
B ~ N(Bo,Bo) (3.6)
nog So
o~ GI(2 2) 3.7)
o2 ~ GI (Zb 52”) (3.8)

En el caso de (3.6), Bp (media a priori de 3) es un vector columna de (p + 1) filas y By
(covarianza a priori de (3) es una matriz de varianzas-covarianzas de dimensiones (p + 1) x

(p+1). Con respecto a (3.7) y (3.8), los hiperpardmetros ng, So, mp ¥ Sp son escalares.
3.4.2.1. Condicional Completa de 3

Para hallar la distribucién a posteriori de 3 trabajamos con las expresiones de la verosi-
militud aumentada dada en (3.5) y la correspondiente distribucién a priori definida en (3.6)
de manera de expresarlas proporcionalmente en funcién de los términos relevantes, es decir,

donde aparezca (3.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




+ <y | PONTIFICIA
TESIS PUCP UNIVERSIDAD

ICA
DEL PERt!I-

9%0%

S (i — XiB — Zib — 01v;)° }

2y, X3 + 201v;X:8 + 2Z;bX;3 + Xigxiﬁ] }
9%0’%’

9%0’1)1' 9% ov;

Ggavi

BTXi'XiB §o 2= T~ ewnxiﬁ] }

030v;

{
5]

o exp }; 3 [XiﬂXiB 2y — Zib— em)xig] }
{

T n — . J— .
Ty T Tig oy o 9”’”&[3”

= =1

(3.9)

Por otro lado, trabajando con la distribucién a priori Normal Multivariada de (3.6) ob-

tenemos la expresién (3.10)

con{ =38~ 50) By (6 - o)

n 1
(2m)3 Bg
o« exp {—

(8- Bo)' By (B - /30)}
o exp {—%(BTBO_IB — BBy 6o - ﬂOTBo‘lﬁ)} (3.10)

f(B)

N —

Como By es una matriz simétrica y el término ﬁOTBO_ 13 es un escalar, ,BTBO_ 18y =

Bo' By '8 y por lo tanto la expresién (3.10) puede quedar como
. . Tp-1g _ 94,7 B-1
f(B) o expy—5 (B By B-260 By B (3.11)

Ahora, multiplicando (3.9) y (3.11) se obtiene la distribucién a posteriori del vector de

parametros 3

n

[BT 3 XiTXiB B 2zn: (yi — Zib — Hl'Ui)XiB n

2 2
P O50v; P O50v;

1
2

181 yvaatb) o e
87 B;'8- 250" By '8 }

1| + XX

o e:rp{—2 [5 [; oo + B;

+50TBO‘1} B] } (3.12)

82 [Z (yi—Zib—9lvi)Xi+

2 5oy
P 050v;

Como se aprecia, la distribucién a posteriori del vector de parametros 8 es una normal
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multivariada
18 ’ b7yi7vi707 O-l% NN(,“’,[%Eﬂ) (313)

con pardmetros de escala y localizacién dados, respectivamente en (3.14) y (3.15)

—1
Y= En: X' X, + B! (3.14)
o =1 0%0"[}1 ’ .

—1
" XiTXi _ " (yi — Zib — 01vi) T _
[g = (Z Pow + B; 1> (Z X;" +B;'o |, (3.15)

2 0.
i=1 i=1 0300

n X.TX.
desde que la inversa en (3.14) exista, por ejemplo cuando las matrices simétricas » 9; :
=1 U300

y By sean definidas positivas.
3.4.2.2. Condicional Completa de v;

Para hallar la distribucién a posteriori de v; trabajamos la expresiéon de la verosimili-
tud aumentada dada en (3.5) de manera de expresarla proporcionalmente en funcién de los
términos relevantes, es decir, donde aparezca v;. Entonces la parte relevante para cada una

de las v; nos lleva a tener la expresion (3.16)

_1 1(y; — X8 —Zib—0 Ui2 (7
‘C(Ui ‘ ,B,b,a,ag,yi) LUy 26(13]){—5( 020v; : ) _;
2 (2
o 1(y; — XaB — Z;b)* 1020 v
2 __ R _
et { 2 B20v; 2030 o 310

De esta manera, por (3.16) se obtiene que la distribucién condicional completa de v; es

fi | B,b,yi,0,07) o fu.éexp{ Ly =XiB —Z:b)" _ 16%v, UZ}

2 Q%O"UZ‘ 2 9%0 o
-1 1 (yl - X;0 - Zib)2 1 1 9% 2
2 _z -1_ (71 4“2
o v, exp{ 5 02 v, 2\ + v;

Como se aprecia, la expresién (3.17) tiene la forma funcional de una distribucién Gaus-

siana Inversa Generalizada (Barndorff-Nielsen y Shephard, 2001)

fly|v.a,b) o y”‘lewp{—;(a@‘“rb?y)} (3.18)

Por tanto, la distribucién a posteriori de cada v; es una Gaussiana Inversa Generalizada
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dada por:

(3.19)

1 Yi — Xl/B - Zlb 9% 2
i b,yi,0 ~GI ) -
vi | B,b,yi,0 ~ GIG (2 NG 020

3.4.2.3. Condicional Completa de o

Para hallar la distribuciéon a posteriori de o trabajamos la expresién de la verosimili-
tud aumentada dada en (3.5) de manera de expresarla proporcionalmente en funcién de los

términos relevantes, es decir, donde aparezca o. Esto nos lleva a obtener la expresion

n

E(ﬁab7070§’y7v) &« g_g”e:vp{—lz( XIB Zb elvz _sz}

2~ 020v;

(3.20)

Por otro lado, al asumir en (3.7) una distribucién a priori Gamma Inversa para o, los

términos relevantes de la distribucién son

flo) o U_(%Oﬂ)exp{—%oa_l} (3.21)

Ahora multiplicando (3.20) y (3.21), obtenemos la distribucién a posteriori de o

n

. s, 1 & (y; — XiB8 — Zib — 611;)°
f(@|B.y.v.b,o?) & o escp{—§2 sz B

P 020112
ex {—ioafl}
Pyg
(Bparm e — X;8 — Z;b — 61v;)
< o (2"""%"‘1)61.1){_22( IBHQO_U 10;) _72%
3 2 1

(04 1n (i —XiB = Zib — 0113)° | &~
« il (151 S

20;
i=1 03 i=1

(3.22)

la cual es una distribucién Gamma Inversa

3n  ng n( — X8 — Zib — 01v;)?
o|B,b,y,v GI<2+2,Z 00, +sz (3.23)

i=1

3.4.2.4. Condicional Completa de b

Para hallar la distribucién a posteriori del vector de parametros b trabajamos la expresién
de la verosimilitud aumentada dada en (3.5) de manera de expresarla proporcionalmente en

funcién de los términos relevantes, es decir, donde aparezca b. Entonces la parte relevante
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nos lleva a tener la expresion (3.24)

1|~ (yi — XiB — Zib — 61v;)> b'Igb
‘C(B’bvgvag ’ y,V) & exp{—2 [Z (yz Q%UU. 1 z) + O—g[( ]}
=1 v
1 | —2y;Z;b + 2X;8Z;b + 20,v;Z;b + Z;bZ;b
o ea;p{ 5 [; 2o, +
b'Ixb
)
Ty
1 - Zinib 2(:1/2' - Xiﬁ - lei)zib
= exp{—2 [Z [ O2ov; O20v; N
=1
b Ixb
)
Ty
1|{=b"Z"Zb =2y — XiB — 01v;)Z;b
& exp{—§ [; Ggavi ¢ -, H%Jw
b Ixb
gl
Ty

(3.24)

De esta manera, por (3.24) se obtiene que la distribucién condicional completa del vector

de parametros b es

n

f(b| B,vi,ys,0,02) o ex A\ b’ Zﬁ+il
» Uiy Yi, 0, Op p 2 s G%O"Ui o_g K

n
(yi — XiB — 6hvy)
—2 Z:b
Z 020v; '

i=1

(3.25)

Como se aprecia en la expresion (3.25), la distribucién a posteriori del vector de pardme-

tros b es una normal multivariada
b | /37yiavi70-ao-g NN(/«‘b7Eb) (326)

con parametros de escala y localizacién dados, respectivamente en (3.27) y (3.28)

-1
" 7.'Z; 1

Yy = —1 3.27

b (; 9%0’02' + ag K) ( )

-1
" 7:'Z; 1  (yi — XiB—0v),, T
- (> 1y 3 Z; 3.28
a ( 030v; * of K) ( 030v; (3.28)

n ZTZ
desde que la inversa en (3.27) exista, por ejemplo cuando las matrices simétricas > —>——
’ i=1 9501%
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sean definidas positivas.
3.4.2.5. Condicional Completa de O'g

Para hallar la distribuciéon a posteriori de ag trabajamos la expresién de la verosimili-
tud aumentada dada en (3.5) de manera de expresarla proporcionalmente en funcién de los

términos relevantes, es decir, donde aparezca ag. Esto nos lleva a obtener la expresién

1 exp{_leIKb}
@ L2

L(B,b,0,0} |y,v) o
(3.29)

Por otro lado, al asumir en (3.8) una distribucién a priori Gamma Inversa para af, los

términos relevantes de la distribucién son

f@) o (o) Eeap{-2(0p)'} (3.30)

la cual es una distribucién Gamma Inversa

K n 1 S
2 b b
b| S (2 2’ 2 2) ( )

3.5. Criterio de comparacién

La medida de bondad de ajuste principal que emplearemos en este contexto de la inferen-
cia Bayesiana es el Deviance Information Criterion(DIC), Spiegelhalter et al. (2002). Ella se

basa en el deviance (D), el cual, para este modelo, se calcula como sigue:

D(/@ab7a | y) = _2l0g([’(/37ba0- | Y)) (333)

Como se aprecia el deviance (D) depende de la funcién del logaritmo de la verosimilitud

del modelo propuesto en (3.2). Entonces asumiendo que y; i ALD(u,0,7), la verosimilitud
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para n observaciones independientes se define como sigue:

n

L(B.b,oly) = []f|b).f(b)

=1
71 — 7)™ 1 <
= (Jn).e:vp {—J ;p., (yi — X8 — Zib)} .
1 1b'Igb
——expl —— K , (3.34)
K K 2 2
(2m)% (07) 2 7

por lo tanto, la funcién de logaritmo de la verosimilitud es:

l=1log(L(B,b,o]y)) = nln(7)+nln(l —7) —nln(o) — — ZpT Yi — i) — —log(27r)
1b'Ixb
—Klogoy, — AR

b

Entonces el deviance (D) para este modelo es:

D(B,oly) = —2log(L(n]y))
= —2(nln(7) + nln(l — 7) — nln(o) — — ZpT Yi — i) — —log(27r)
T
I
—Klogoy — b—21<b) (3.35)
2 oy
donde:

Mty = m(a:z) = Xia-i- Zig

y B\ , b son las estimaciones realizadas para el vector de pardametros de efectos fijos y aleatorios
respectivamente.
Luego el DIC es igual a la suma del esperado de D al evaluarse en la distribucién a

posteriori y del nimero de pardmetros efectivo d.. De acuerdo con Congdon (2010):
DIC = Egp 5|y [D] + de (3.36)

en el cual Eg ,,[D], se estima por

M
7 _ % Z D(BW) pla) 50 (3.37)
j=1

donde (8, b1, 50)) es la j-ésima simulacién de la distribucién a posteriori y M es el nimero

de simulaciones. Luego d. se estima por:

~

de=D-D (3.38)

donde D es la estimacién del plug-in deviance(PID) que se emplea en el enfoque bayesiano y
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utiliza la expresién (3.33) evaluada en la media a posteriori (3, b y 7). Siguiendo a Congdon
(2010), D es dado por:

3.6. Implementacion

En el presente trabajo de investigacién se emplearon como referencia, los programas que
se presentan en Crainiceanu et al. (2005), los cuales estan escritos en el lenguaje del software
WinBUGS (Spiegelhalter et al., 2007) y del software R (R Development Core Team, 2012).
A dichos programas se les realizé las modificaciones pertinentes para poder adaptarlos a
las bases de datos que nos permitan implementar el respectivo andlisis bayesiano y asi poder
mostrar las aplicaciones del modelo de regresion cuantilica semiparamétrico propuesto en este
trabajo tal como aparece en el capitulo 5. La implementacién de los programas en WinBUGS
(Spiegelhalter et al., 2007) se realizard en el software R (R Development Core Team, 2012) a
través del paquete RZWinBUGS (Sturtz et al., 2005). Algunos de los programas adaptados
y empleados en las aplicaciones que aparecen en capitulo 5, se pueden encontrar por ejemplo
en los apéndices: A.3, A.4, A5y A.6.
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Capitulo 4

Estudio de Simulacion

En el presente capitulo, se desarrollan tres estudios de simulacién. El primero esté re-
lacionado a la recuperacién de pardmetros (a través de la recuperacion de una funcién no
lineal m(z) simulada) para comprobar si el modelo de regresién cuantilica semiparamétrico
propuesto se ajusta o “recupera” adecuadamente a dicha funcién m(x). El segundo estudio se
relaciona con evaluar la sensibilidad del ajuste del modelo propuesto al considerar diferente
nimero de nodos, empleados en los thin-plate splines de bajo rango para modelar la funcién
m(x). El tercer estudio se relaciona con evaluar la sensibilidad del ajuste del modelo pro-
puesto al considerar diferentes valores de o2 (es decir, diferentes valores de variabilidad en la
variable respuesta). Para esos escenarios se distinguen diferentes niimero de nodos empleados

en los thin-plate splines de bajo rango para modelar la funcién m(x).
4.1. Algoritmo para simular los datos

Se simulard un conjunto de datos del modelo:

yi = m(z;) + €, (4.1)
: 1.1 iid .,
donde m(x;) = 0.3z; + 0.5sin(2x;) + P2 ALD(0,0,7). La eleccién de m(x;) se

debe a que se conoce de antemano que su forma dificilmente pueda ser captada por un modelo

de regresién cuantilica lineal. En la figura 4.1 se muestra el modelo no lineal de generacién
1.1

1+ 22 '
Para simular un conjunto de datos de este modelo no lineal seguimos el siguiente proce-

de datos. La resultante funcién cuantil sera: Q(7 | z;) = 0.3z; + 0.5sin(2x;) +

dimiento:

= Definir los valores de o y 7, asi como el tamafio de muestra n.
» Generar n valores de z; de una distribucién uniforme [—3, 3].

= Generar n valores de ¢; ALD(0, 0, 7) utilizando la proposicién de la seccién 2.2 del

capitulo 2.
» Calcular n valores de y; utilizando (4.1). .

4.2. Criterios para la comparacion de estimadores

En cada estudio de simulacién, se comparan los resultados a través del promedio del error

absoluto, MAE (por sus siglas en inglés) y la raiz del error cuadrético medio, RMSE (por sus
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Figura 4.1: Conjunto de datos simulados de la funcién: y; = 0.3z; + 0.5sin(2z;) + + €

1—}—371‘2

siglas en inglés), ver por ejemplo Willmott (2005).

VAp— 3 @ 1 =) - Q| =) .

i n
Gt

. | Z (@ 120) - Q(r | 2))

=1

(4.3)

n
donde: Q(7 | x;), es la funcién cuantil simulada, Q(7 | x;), es la funcién cuantil estimada y n
es el nimero de simulaciones.

4.3. Meétodo de estimacion de los parametros

La estimacion de los pardmetros se realiza desde la perspectiva bayesiana mediante
MCMC implementada en el software WinBUGS. Se calculara la media estimada de la distri-

bucién a posteriori de los parametros a estimar.
4.4. Estudio de simulacién 1
4.4.1. Objetivo

Simular un conjunto de datos del modelo:

yi = m(z;) + €, donde:
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ﬁ y € i ALD(0, 0, 7). Los datos simulados de este modelo
T
no lineal se emplearan para comparar los estimadores calculados a partir de un modelo de

m(x;) = 0.3x;4+0.5sin(2z;)+

regresion cuantilica lineal y del modelo de regresion cuantilica semiparamétrico propuesto en
este trabajo, de manera de observar cudn bien se ajusta (o recupera) este iltimo, al modelo
no lineal simulado.

El programa para realizar esta simulacién se muestra en el anexo (A.1).
4.4.2. Consideraciones para el estudio de simulacion

Para la simulacién se considera o = 1.5, 7 = 0.50 y n = 100. Para el modelo cuantilico
semiparamétrico se consideran 20 nodos. Se realizan 20 réplicas. La estimacién de ambos
modelos (cuantilico lineal y semiparamétrico) se hace a través de inferencia bayesiana via
MCMC con 500000 iteraciones con un periodo de burn-in de 50000 y saltos de 50. En estas

condiciones se observo que la convergencia de la cadena es adecuada.
4.4.3. Resultados

En el cuadro 4.1 se muestran los resultados del estudio de simulacion 1.

Parametro a | Medida Modelo de Regresion Modelo de Regresion
recuperar Cuantilica lineal Cuantilica Semiparamétrico
MAE 0.3587 0.0409
“funcién RMSE 0.4706 0.0514
m(x)” DIC 205.9641 70.6776
Tiempo (seg.) 2389.39 13311.47

Cuadro 4.1: Resultados del estudio de simulacién 1. Se presenta el promedio del MAE, RMSE, DIC
y tiempo en segundos que tomo la estimacién por MCMC para los modelos de regresién cuantilica
lineal y semiparamétrico.

La figura 4.2 muestra el mejor ajuste del modelo de regresién cuantilica semiparamétrico

sobre los datos simulados de la funcién: y; = 0.3z; + 0.5 sin(2x;) + m + €.
Z;
La conclusién de este estudio de simulacién, segtin los resultados mostrados, es que el
modelo de regresiéon cuantilica semiparamétrico “recupera’ o ajusta mejor los datos, consi-

derando los criterios mostrados.
4.5. Estudio de simulacién 2
4.5.1. Objetivo

Simular un conjunto de datos del modelo:

yi = m(x;) + €, donde:

1 ii

1122 y € id ALD(0,0,7). Los datos simulados de este
T

modelo no lineal se emplearan para comparar los estimadores calculados a partir del modelo

m(x;) = 0.3x; + 0.5sin(2z;) +

de regresién cuantilica semiparamétrico propuesto en este trabajo de manera de observar
cuan bien se ajusta (o recupera) al modelo no lineal simulado segin el nimero de nodos
empleados en los thin-plate splines de bajo rango para modelar la funcién m(z).

El programa para realizar esta simulacién se muestra en el anexo (A.2).
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Figura 4.2: Ajuste del modelo de regresién cuantilica lineal y semiparamétrico sobre un conjunto de

o

datos simulados de la funcién: y; = 0.3z; + 0.5sin(2z;) +

4.5.2. Consideraciones para el estudio de simulacion

Para la simulacién se considera o = 1.5, 7 = 0.50 y distinto tamanos de muestra: n =
50, 100, 200, 300. De acuerdo con Crainiceanu et al. (2005), se emplean thin-plate splines
de bajo rango para modelar la funcién m(z). Se prueba diferentes nimeros de nodos (5,
10, 15, 20 y 25) en la modelacién. Se realizan 20 réplicas. La estimacién del modelo de
regresién cuantilica semiparamétrico se realiza mediante inferencia bayesiana via MCMC con
500000 iteraciones con un periodo de burn-in de 50000 y saltos de 50. En estas condiciones

se observé que la convergencia de la cadena es adecuada (anexo B.2).
4.5.3. Resultados

En las figuras 4.3 y 4.4 se muestran los resultados resumidos mediante el promedio del
MAE, RMSE y DIC para diferentes tamanos de muestra y nimero de nodos empleado.

La conclusion de este estudio de simulacién, segiin los resultados mostrados, es que el mo-
delo de regresion cuantilica semiparamétrico “recupera” o ajusta mejor los datos, empleando
un nimero de nodos igual a 15 6 20 para tamanos de muestra pequenio y 20 nodos cuando el
tamano de la muestra se incrementa. En el anexo B.1 aparecen los resultados numéricos en
detalle .
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Figura 4.3: Resultados del estudio de simulacién 2. Se presenta el promedio del MAE y RMSE para
diferentes tamanos de muestra y nimero de nodos.
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Figura 4.4: Promedio del DIC para el estudio de simulacién 2 con diferentes tamanos de muestra y
niumero de nodos.

4.6. Estudio de simulacién 3
4.6.1. Objetivo

Simular un conjunto de datos del modelo:
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yi = m(x;) + €, donde:

m(z;) = 0.3z; + 0.5sin(2z;) + 1}_;2 Y € w ALD(0,0,7). Los datos simulados de este
modelo no lineal se emplearan para comparar los estimadores calculados a partir del modelo
de regresién cuantilica semiparamétrico propuesto en este trabajo de manera de observar
cuan bien se ajusta (o recupera) al modelo no lineal simulado segtin el valor asignado a o2
(es decir, diferentes valores de variabilidad en la variable respuesta) y al nimero de nodos
empleados en los thin-plate splines de bajo rango para modelar la funcién m(z).

El programa para realizar esta simulacién es similar al empleado en el estudio de simula-
cién 2 que se muestra en el anexo (A.2), alterando simplemente el valor de ¢ y el niimero de

nodos.
4.6.2. Consideraciones para el estudio de simulacion

Para la simulacién se considera 7 = 0.50 y n = 300. De acuerdo con Crainiceanu et al.
(2005), se emplean thin-plate splines de bajo rango para modelar la funcién m(z). Se prueban
tres diferentes valores de o (0.75, 1.5 y 4) y tres diferentes nimero de nodos (10, 15 y 20)
en la modelacién. Se realizan 20 réplicas. La estimacion del modelo de regresién cuantilica
semiparamétrico se realiza mediante inferencia bayesiana via MCMC con 500000 iteraciones
con un periodo de burn-in de 50000 y saltos de 50. En estas condiciones se observé que la

convergencia de la cadena es adecuada (anexo B.4).
4.6.3. Resultados

En las figuras 4.5 y 4.6 se muestran los resultados resumidos mediante el promedio del
MAE, RMSE y DIC, para tres diferentes valores de o y tres diferentes valores para el nimero
de nodos.

La conclusién de este estudio de simulaciéon, segin los resultados mostrados, es que a
medida que aumenta la variabilidad de la variable respuesta, la estimacion del MAE y de la
RMSE es mayor. También se aprecia que el modelo tedrico es facilmente descrito con pocos
nodos para los diferentes valores de variabilidad de los datos. En el anexo B.3 aparecen los

resultados numeéricos en detalle.
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Figura 4.5: Resultados del estudio de simulacién 3. Se presenta el promedio del MAE y RMSE para
tres diferentes valores de o y tres diferentes valores para el nimero de nodos.
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Figura 4.6: Promedio del DIC para el estudio de simulacion 3 con tres diferentes valores de o y niimero

de nodos.
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Capitulo 5

Aplicaciéon del Modelo de Regresion Cuantilica

Semiparamétrico

En este capitulo se muestran dos aplicaciones del modelo de regresiéon cuantilica semi-
paramétrico propuesto. La primera aplicacién es sobre el conjunto de datos Canadian age-
income y la segunda sobre los datos empleados en un estudio sobre la aplicacién de la ecuacién
de Mincer para Lima Metropolitana.

Se implementé la inferencia bayesiana del modelo de regresién cuantilica semiparamétrico
utilizando el software WinBUGS (Spiegelhalter et al., 2007). También se utiliz6 el paquete
R2WinBUGS (Sturtz et al., 2005) del software R (R Development Core Team, 2012) para

analizar los resultados.
5.1. Aplicacion 1: Conjunto de datos Canadian age-income

Este conjunto de datos corresponde a una muestra de n=205 trabajadores canadienses.
Estos datos fueron empleados en Ullah (1985), y su fuente es un extracto del Censo de
Canadé de 1971.

Este conjunto de datos ha sido utilizado en el ambito de la regresiéon semiparamétrica
en (Ruppert et al., 2003) y en (Crainiceanu et al., 2005). También forma parte del paquete
semipar del software R.

El conjunto de datos Canadian age-income esta conformado por las variables: logaritmo
del ingreso (variable dependiente) y la edad (variable explicativa) de cada trabajador. Algunos

estadisticos descriptivos de ambas variables se muestran en el cuadro 5.1

Edad Logaritmo del ingreso

Estadistico

Minimo 21.00 11.16
Primer cuartil 27.00 13.30
Mediana 38.00 13.61
Media 38.85 13.49
Tercer cuartil 49.00 13.87
Méximo 65.00 15.06
Desviacion estandar 12.23 0.64

Cuadro 5.1: Estadisticos descriptivos de la base Canadian age-income

Con la finalidad de entender mas la relacién entre ambas variables, se presenta en la

figura 5.1, un diagrama de dispersién de la edad versus el logaritmo del ingreso de los 205
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trabajadores. Como se observa la relacién entre ambas variables es no-lineal.
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Figura 5.1: Diagrama de dispersién de la Edad vs. Logaritmo de los ingresos de 205 trabajadores
canadienses.

5.1.1. Modelo y prioris
Siguiendo el modelo dado en (3.1):

¥ = m(z;) + €, ey IR (5.1)

modelamos un determinado cuantil de la variable respuesta (logaritmo de los ingresos) como
una funcién de la edad del trabajador. Ademaés, como se explicéd en la seccién 3.2 podemos

representar el modelo dado en (5.1) como un modelo lineal mixto de la forma
yi = Xi08 + Zib + ¢;, i=1,2,...,n (5.2)
donde

= y;=logaritmo del ingreso del trabajador 7

» X; = (1,2;), es la i — ésima fila de la matriz X, que en este caso es la matriz de datos

de edades, x;=edad del trabajador i

s & Y ALD(0,0,7),0>0,0<T <1,
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= b~ N (0,0‘%IK), es el vector de pardmetros de efectos aleatorios, o, > 0 e Ik es la

matriz identidad,
= B=(By,B1)", es el vector de pardmetros de efectos fijos,

s Z; es la i — ésima fila de la matriz Z, la cual es la matriz de coeficientes aleatorios dada
por Z = ZKQ;{1/2, donde

21 — fﬂ\g lz1 — /<62|3 s = HK|3 |
22 — k1> |we —kol® o |z2 — ki
Zg= : : : : :
|$n_"€1|3 |33n_"‘€2|3 |xn_“K|3 i
0 |/€1—/£2|3 |/€1—EK|3 i
‘Hg—lﬂl‘?’ 0 |H2—/€K|3
Qr= )
"fn_’$1|3 ’“n_"@’g 0 i

y, k1 < kg < ... < kg son nodos fijos. Considerando los resultados obtenidos en el estudio
de simulacién 2 (ver seccién 4.5) y ademads por lo sugerido en Crainiceanu et al. (2005)) fueron
empleados en la modelacién K=20 nodos.

Ademas, como se indicé en la seccién 3.3, el modelo puede expresarse a través de la repre-
sentacién jerarquica dada en (3.4) y asumiendo que las prioris para los parametros de interés
del modelo, de acuerdo con (3.6), (3.7) y (3.8) son

6
(G )

o ~ GI(107°107°) (5.4)
op ~ GI(107%,1079). (5.5)

Entonces la descripcion de dicha representacién jerarquica Bayesiana del modelo de regresién
cuantilica semiparamétrico aplicada a la base de datos Canadian age-income puede escribirse
en c6digo BUGS, el cual puede encontrarse en el anexo (A.3). Como se aprecia, en el modelo
participan las matrices X y Z =7 KQI_(I/ ?. Estas son obtenidas fuera del WinBUGS y luego
son ingresadas como datos. Para esto, se proporciona un programa en R que calcula dichas
matrices y emplea el paquete R2ZWinBUGS para invocar a WinBUGS 1.4.3 desde R. Este

programa también aparece en el anexo (A.4).
5.1.2. Resultados de la Inferencia Bayesiana

Fueron realizadas para la inferencia 500000 iteraciones, definiéndose un periodo de burning
de 50000 y saltos de 50. En estas condiciones se observé que la convergencia de la cadena es
adecuada (anexo B.5). Estas simulaciones tomaron aproximadamente 1125 segundos.

En el cuadro 5.2 se muestra la media, desviacion estandar y mediana a posteriori asi como
el intervalo de credibilidad del 95 % para algunos de los pardmetros del modelo, considerando

el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable respuesta.
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Parametro | Media | Desviacién 2.5% Mediana | 97.5%
estandar
Bo 14.31000 1.88800 10.79000 | 14.16000 | 18.84000
51 -0.01319 0.04367 -0.11670 | -0.00957 | 0.06644
b1 -0.00680 0.00322 -0.01421 | -0.00640 | -0.00160
by 0.00073 0.00517 -0.00829 | 0.00010 | 0.01315
bs 0.00120 0.00520 -0.00892 | 0.00097 | 0.01283
by 0.00012 0.00522 -0.01114 | 0.00037 | 0.00996
bs -0.00047 0.00577 -0.01437 | -0.00002 | 0.00967
be 0.00090 0.00521 -0.00970 | 0.00090 | 0.01170
b7 0.00155 0.00554 -0.00853 | 0.00119 | 0.01441
bs 0.00015 0.00534 -0.01099 | 0.00015 | 0.01111
bg -0.00014 0.00529 -0.01094 | -0.00015 | 0.01073
b1o -0.00051 0.00524 -0.01120 | -0.00058 | 0.01064
b11 -0.00127 0.00546 -0.01337 | -0.00094 | 0.00902
b1s -0.00010 0.00523 -0.01131 | -0.00004 | 0.01065
bi3 0.00132 0.00548 -0.00902 | 0.00099 | 0.01366
b14 0.00241 0.00560 -0.00721 | 0.00184 | 0.01549
bis 0.00234 0.00544 -0.00737 | 0.00181 | 0.01513
big 0.00123 0.00550 -0.00959 | 0.00106 | 0.01309
b17 -0.00015 0.00536 -0.01163 | -0.00003 | 0.01053
b1g -0.00012 0.00546 -0.01104 | -0.00024 | 0.01150
b1g -0.00066 0.00500 -0.01112 | -0.00073 | 0.01023
bao -0.00193 0.00377 -0.00923 | -0.00200 | 0.00627
o 0.43500 0.01535 0.40650 | 0.43450 | 0.46620
op 0.00521 0.00271 0.00196 | 0.00450 | 0.01230

Cuadro 5.2: Media, desviacion estandar y mediana a posteriori asi como el intervalo de credibilidad del
95 % para algunos de los parametros del modelo de regresién cuantilica semiparamétrico aplicado al
conjunto de datos Canadian age-income, considerando el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable respuesta.

Se muestra ademas en el cuadro 5.3, una comparacién del DIC obtenido cuando se rea-
liza el ajuste del conjunto de datos Canadian age-income al modelo de regresiéon cuantilica
semiparamétrico con el DIC resultante del ajuste del mismo conjunto de datos a un modelo
de regresién cuantilica lineal. Ambos ajustes son para el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable

respuesta. Se aprecia un mejor desempeno del modelo de regresién cuantilica semiparamétri-

Co.
Modelo de Numero efectivo
Regresién Cuantilica D de pardametros (d.) | DIC
Lineal 443.02 0.89 443.91
Semiparamétrico 246.24 15.16 261.40

Cuadro 5.3: DIC para el ajuste de los datos Canadian age-income al modelo de regresiéon cuantilica
semiparamétrico y del ajuste del mismo conjunto de datos a un modelo de regresién cuantilica lineal,
considerando para ambos ajustes el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable respuesta.

Por otro lado, en la figura 5.2 se muestra la mediana y los cuantiles 2.5% y 97.5% de las
distribuciones a posteriori de la mediana, del cuantil 75 (7 = 0.75) y del cuantil 25 (7 = 0.25),
de la variable respuesta (logaritmo del ingreso) para cada valor de la covariable (edad).

En la figura 5.3 se presentan en un solo grafico las funciones de los cuantiles 25, 50 y
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Figura 5.2: Mediana a posteriori e intervalos de credibilidad del 95 % para: (a)el cuantil 25 (7 = 0.25),
(b) la mediana (7 = 0.5) y (c) el cuantil 75 (7 = 0.75), de la variable respuesta (logaritmo del ingreso)
para cada valor de la covariable (edad).

75 de la variable respuesta (logaritmo del ingreso) para cada valor de la covariable (edad).
Como se puede observar, en el cuantil 7=0.25, a partir de los 50 anos de edad del trabajador,
la reduccién de los ingresos es més notoria respecto a lo que sucede en el cuantil 7=0.5, en

cambio en el cuantil 7=0.75 se muestra una leve reduccién, mostrando asi cierta estabilidad

en los ingresos.
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Figura 5.3: Funcién del cuantil 25, 50 y 75, de la variable respuesta (logaritmo del ingreso) para cada
valor de la covariable (edad).

5.2. Aplicacién 2: Base de datos de Lima Metropolitana ENAHO 2004:

Ingreso Laboral versus edad

Lo que se trata de hacer aqui es aplicar el modelo de regresién cuantilica semiparamétrico
sobre la informacién de las variables que se encuentran en la Encuesta Nacional de Hogares
(ENAHO) del afio 2004, por lo que a través de nuestro modelo expresaremos un determinado
cuantil de la variable respuesta (logaritmo del ingreso laboral) como una funcién de la edad
del individuo modelando esta tultima variable mediante thin-plate splines de bajo rango,
tal como se ha definido en nuestro modelo. La inferencia se realizard desde la perspectiva

Bayesiana.
5.2.1. Base de datos y variables empleadas

Como ya se ha comentado, la base de datos que se emplea es la Encuesta Nacional
de Hogares (ENAHO) del ano 2004, informacién recolectada por el Instituto Nacional de
Estadistica e Informética (INEI). La base fue seleccionada por ser la base utilizada por
MTPE (2006) asi como por Zevallos (2012). Siguiendo el procedimiento del MTPE (2006),
se restringe el andlisis a las encuestas de Lima Metropolitana, lo que implicé un tamafo

de muestra de 3535 personas'. A continuacién se presentan las definiciones operacionales

!La informacién laboral de la ENAHO se registra en el capitulo 500. La base de datos original recoge
informacién de 7590 personas para el drea de Lima Metropolitana. Sin embargo; se procedié a eliminar
observaciones por: no ser parte de la PEA empleada (3008), contener informacién imputada (698), o no
consignar informacién sobre salario y/o dias de trabajo (349)
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seguidas en la ENAHO para el célculo de las variables consideradas:

= Ingreso laboral por hora: Variable aleatoria continua. Resultado de la divisién entre
el ingreso anual en soles corrientes de la persona y el niimero de horas de trabajo al ano.
Para el cdlculo del ingreso anual se consideraron los ingresos y beneficios (monetarios
y no monetarios) de las ocupaciones principal y secundaria. Siguiendo la convencién de
la literatura especializada, el ingreso laboral por hora se presenta en escala logaritmica.
Los cédigos de las preguntas de la ENAHO empleadas son: d524al, d529t, d538al,
d540t, db44t, d530a, d536, db41a, d543, p513t p518 y p520.

s Edad: Variable aleatoria discreta. Indica la edad de la persona en afos. Se emplea la
variable p208a de la ENAHO.

Algunos estadisticos descriptivos de estas variables se muestran en el cuadro 5.4.

Logaritmo del Edad
ingreso laboral

Estadistico

Minimo -3.55 14.00
Primer cuartil 0.61 26.00
Mediana 1.07 35.00
Media 1.11 37.16
Tercer cuartil 1.61 46.00
Maximo 6.31 90.00
Desviacién estandar 0.87 13.32

Cuadro 5.4: Estadisticas descriptivas de la base Lima metropolitana Ingreso vs. Edad de la ENAHO
2004.

Con la finalidad de entender mas la relacion entre ambas variables, un diagrama de
dispersion de la edad versus el logaritmo del ingreso se presenta en la figura 5.4, observandose

que la relacién entre ambas variables es no-lineal.
5.2.2. Modelo y prioris
Siguiendo el modelo dado en (3.1):

yi = m(z;) + €, 1=1,2,...,n (5.6)
modelamos un determinado cuantil de la variable respuesta (logaritmo del ingreso laboral)
como una funcién de la edad del individuo. Ademads, como se explicé en la seccién 3.2,
podemos representar el modelo dado en (5.6) como un modelo lineal mixto de la forma

yi = XiB+ Zib + ¢, 1=1,2,...,n (57)
donde

= y;=logaritmo del ingreso laboral del individuo %

» X; = (1,2;), es la i — ésima fila de la matriz X, que en este caso es la matriz de datos

de edades, x;=edad del individuo i
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Figura 5.4: Diagrama de dispersién del Logaritmo de los ingresos vs. la Edad en la base Lima metro-
politana de la ENAHO 2004.

. ei@ALD(0,0',T), c>0,0<7 <1,

b~N (0,0’EIK), es el vector de pardmetros de efectos aleatorios, o, > 0 e Ik es la
matriz identidad,

B = (Bo,B1)", es el vector de pardmetros de efectos fijos,

Z; es la i — ésima fila de la matriz Z, la cual es la matriz de coeficientes aleatorios dada
por Z = ZKQ;/?, donde

A T TR P
20 — k1> e —kol® o |z — ki
ZK: )
B N ES O LR S L
0 k1 — ko® -+ k1 —ki[}]
|I€Q—/€1|3 0 |I€2—/€K|3
QK: )
‘Hn_"51|3 |’€n_’f2’3 0 i

y, k1 < Kg < ... < kg son nodos fijos. Considerando los resultados obtenidos en el estudio
de simulacién 2 (ver seccién 4.5) y ademads por lo sugerido en Crainiceanu et al. (2005)) fueron

empleados en la modelacién K=20 nodos.
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Ademas, como se indicé en la seccidén 3.3, el modelo puede expresarse a través de la repre-
sentacién jerarquica dada en (3.4) y asumiendo que las prioris para los parametros de interés
del modelo, de acuerdo con (3.6), (3.7) y (3.8) son

6
() () o

o ~ GI(1075,107°) (5.9)
op ~ GI(107%,1079). (5.10)

entonces la descripcion de esta representacién jerarquica Bayesiana del modelo de regresiéon
cuantilica semiparamétrico aplicada a las variables logaritmo del ingreso laboral y edad del
individuo de la base Lima metropolitana de la ENAHO 2004 puede ser escrita en cédigo
BUGS, el cual puede encontrarse en el anexo (A.5). Como se aprecia, en el modelo parti-
cipan las matrices X y Z = ZKQI_(I/ ?_ Estas son obtenidas fuera del WinBUGS y luego
son ingresadas como datos. Para esto, se proporciona un programa en R que calcula dichas
matrices y emplea el paquete R2ZWinBUGS para invocar a WinBUGS 1.4.3 desde R. Este

programa también aparece en el anexo (A.6).
5.2.3. Resultados de la Inferencia Bayesiana

Fueron realizadas para la inferencia 500000 iteraciones, definiéndose un periodo de burning
de 50000 y saltos de 50. En estas condiciones se observé que la convergencia de la cadena es
adecuada (anexo B.6). Estas simulaciones tomaron aproximadamente 21914 segundos.

En el cuadro 5.5 se muestra la media, desviacién estandar y mediana a posteriori asi como
el intervalo de credibilidad del 95 % para algunos de los pardmetros del modelo, considerando
el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable respuesta.

Se muestra ademaés en el cuadro 5.6, una comparacion del DIC obtenido cuando se realiza
el ajuste de las variables logaritmo del ingreso laboral y la edad del individuo de la base Lima
metropolitana de la ENAHO 2004 al modelo de regresiéon cuantilica semiparamétrico, con el
DIC resultante del ajuste del mismo conjunto de datos a un modelo de regresiéon cuantilica
lineal. Ambos ajustes son para el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable respuesta. Se aprecia
un mejor desempeno del modelo de regresion cuantilica semiparamétrico.

Por otro lado, en la figura 5.5 se presentan las funciones de los cuantiles 5, 10, 25, 50,
75, 90 y 95 de la variable respuesta (logaritmo del ingreso laboral) para cada valor de la
covariable (edad). Como se puede observar, en el cuantil 7=0.25, a partir de los 50 afios de
edad del trabajador, la reducciéon de los ingresos es mas notoria respecto a lo que sucede en
el cuantil 7=0.5 donde la reduccién es més leve, y en cambio en el cuantil 7=0.75 se muestra

una mayor estabilidad en los ingresos.
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Parametro | Media | Desviacién 2.5% Mediana | 97.5%
estandar
Bo 2.16200 1.42800 -0.16490 | 1.93900 | 6.46800
081 -0.01747 0.02752 -0.09341 | -0.01322 | 0.02608
b1 -0.00162 0.00086 -0.00334 | -0.00159 | -0.00002
by -0.00142 0.00230 -0.00912 | -0.00102 | 0.00171
b3 0.00034 0.00192 -0.00305 | 0.00016 | 0.00493
b4 -0.00034 0.00203 -0.00502 | -0.00033 | 0.00385
b5 -0.00148 0.00240 -0.00789 | -0.00109 | 0.00240
be -0.00150 0.00230 -0.00765 | -0.00114 | 0.00215
b7 0.00019 0.00194 -0.00377 | 0.00014 | 0.00435
bs 0.00051 0.00214 -0.00407 | 0.00045 | 0.00506
by -0.00045 0.00217 -0.00610 | -0.00020 | 0.00325
b1o -0.00011 0.00213 -0.00513 | 0.00004 | 0.00372
b11 0.00047 0.00207 -0.00389 | 0.00048 | 0.00466
b12 0.00067 0.00204 -0.00333 | 0.00061 | 0.00502
b13 0.00082 0.00217 -0.00295 | 0.00058 | 0.00604
b14 -0.00007 0.00215 -0.00407 | -0.00021 | 0.00484
bis -0.00182 0.00261 -0.00867 | -0.00136 | 0.00207
b16 -0.00075 0.00233 -0.00567 | -0.00073 | 0.00409
b7 -0.00015 0.00232 -0.00436 | -0.00029 | 0.00560
b1s 0.00029 0.00255 -0.00374 | -0.00002 | 0.00670
b19g -0.00020 0.00216 -0.00427 | -0.00029 | 0.00456
bao 0.00006 0.00118 -0.00230 | 0.00002 | 0.00246
o 0.56110 0.00470 0.55200 | 0.56100 | 0.57050
op 0.00213 0.00118 0.00086 | 0.00178 | 0.00551

Cuadro 5.5: Media, desviacién estdndar y mediana a posteriori asi como el intervalo de credibilidad
del 95 % para algunos de los pardmetros del modelo de regresién cuantilica semiparamétrico aplicado
a las variables logaritmo del ingreso laboral vs. la edad del individuo de la base Lima metropolitana
de la ENAHO 2004, considerando el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable respuesta.

Modelo de Numero efectivo
Regresién Cuantilica D de parametros (d.) | DIC
Lineal 9791.43 1.20 9792.63
Semiparamétrico 9486.38 15.15 9501.53

Cuadro 5.6: DIC para el ajuste de las variables logaritmo del ingreso laboral vs. la edad del individuo
de la base Lima metropolitana de la ENAHO 2004 al modelo de regresion cuantilica semiparamétrico
y del ajuste del mismo conjunto de datos a un modelo de regresién cuantilica lineal, considerando
para ambos ajustes el cuantil 50 (7 = 0.50) de la variable respuesta.
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Figura 5.5: Funcién del cuantil 5, 10, 25, 50, 75, 90 y 95 de la variable respuesta (logaritmo del ingreso
laboral) para cada valor de la covariable (edad).

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

= En este trabajo hemos propuesto un Modelo de Regresion Cuantilica Semiparamétrico
el cual surge de emplear la metodologia de regresién semiparamétrica sugerida por Crai-
niceanu, Ruppert y Wand (2005) pero aplicada a la regresién cuantilica. La inferencia

del modelo es realizada desde la perspectiva Bayesiana usando MCMC.

= Hemos obtenido las distribuciones condicionales completas para todos los pardmetros
del modelo propuesto, encontrandose formas cerradas o conocidas para todas ellas,
lo cual facilita la implementacién del algoritmo Gibbs para generar muestras de las

distribuciones a posteriori de los parametros.

» Basados en los resultados del estudio de simulacién 1 (ver seccién 4.4) se concluye que
el modelo propuesto tiene un mejor ajuste que el modelo de regresiéon cuantilico lineal,

cuando la relacién entre la covariable y los cuantiles de la variable respuesta es no-lineal.

» Basados en los resultados del estudio de simulacién 2 (ver seccién 4.5) se concluye que

es suficiente utilizar de 15 a 20 nodos para obtener un ajuste adecuado.

» Basados en los resultados del estudio de simulacién 3 (ver seccién 4.6) se concluye que
a mayor variabilidad presente en la variable respuesta se obtendran mayores valores del
MAE y RMSE. También se aprecia que el modelo tedrico es facilmente descrito con

pocos nodos para los diferentes valores de variabilidad de los datos.

= Kl modelo propuesto ha sido ilustrado aplicandolo al conjunto de datos Canadian age-
income, mostrando un adecuado desempeno en el ajuste. Se pudo observar que, en el
cuantil 7=0.25, a partir de los 50 anos de edad del trabajador, la reduccién de los
ingresos es mas notoria respecto a lo que sucede en el cuantil 7=0.5 donde la reduccién
es mas leve, y en cambio en el cuantil 7=0.75 se muestra una mayor estabilidad en los

ingresos.

= El modelo propuesto ha sido ilustrado aplicindolo también a una base de datos de
Lima metropolitana de la ENAHO del afio 2004, relacionando el logaritmo del ingreso
laboral por hora y la edad del individuo. Se pudo observar que, en el cuantil 7=0.25, a

partir de los 50 anos de edad del trabajador, la reduccién de los ingresos es mas notoria
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respecto a lo que sucede en el cuantil 7=0.5 donde la reduccién es mas leve, y en cambio

en el cuantil 7=0.75 se muestra una mayor estabilidad en los ingresos.

= Al comparar el ajuste del modelo de regresién cuantilica semiparamétrico versus el
ajuste a un modelo de regresién cuantilica lineal, de los conjuntos de datos empleados
en las aplicaciones, evaluando los valores del DIC, el modelo semiparamétrico resulta

ser mas adecuado por el menor valor del DIC obtenido.

6.2. Sugerencias para investigaciones futuras

= En los estudios de simulacién se emplearon thin-plate splines para modelar la funcién
suave m(x) tal como fue sugerido en Crainiceanu, Ruppert y Wand (2005). Es posible

investigar y comparar el ajuste obtenido con otros modelos spline.

= La presencia, comportamiento e influencia de outliers en el modelo de regresiéon cuantili-
ca semiparamétrico podria ser estudiada via las técnicas de diagnodstico desde la pers-

pectiva Bayesiana.
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Apéndice A

Programas en WinBUGS y R

A.1. Programa en R para el Estudio de simulacion 1

M<-20 # Nuimero de réplicas
n<-100 # Nudmero de datos en la muestra
sigma<-1.5

num.nodos<-20

t<-0.5

thetal<-(1-2%t)/(t*(t-1))
theta2<-sqrt (t/(t*(1-t)))
HHHHHARHHFRFRHBHBHRHRFRFRFRHRH R B R H R H R B R B HRHREH AR AR EHEHEHEHEHEHEHEHEHE R H SRS H
musimu<-matrix(0,n,M)
xsim<-matrix(0,n,M)
betaOfitQR<-matrix(0,1,M)
betalfitQR<-matrix(0,1,M)
sigmafitQR<-matrix(0,1,M)
mufitQR<-matrix(0,n,M)
MAEQR<-matrix(0,1,M)
RMSEQR<-matrix(0,1,M)
tiempoQR<-matrix(0,1,M)
beta0fitQRsemip<-matrix(0,1,M)
betalfitQRsemip<-matrix(0,1,M)
bfitQRsemip<-matrix(0,num.nodos,M)
mufitQRsemip<-matrix(0,n,M)
MAEQRsemip<-matrix(0,1,M)
RMSEQRsemip<-matrix(0,1,M)
sigmafitQRsemip<-matrix(0,1,M)
sigmabfitQRsemip<-matrix(0,1,M)
tiempoQRsemip<-matrix(0,1,M)
Dtheta<-matrix(0,ME,M)
Despera<-matrix(0,ME,M)
Dthetal<-matrix(0,ME1,M)
Desperal<-matrix(0,ME1,M)

Db i i s i e S s S S S S S S S S S S S S s e e s i s i e T e e e
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#Estudio de simulacién

HEFHEHBHHEFHEF B EH B R AR EH RS H R R R R R
for (j in 1:M){

x<-runif (n,-3,3)

v<-rexp(n,1/sigma)

w<-rnorm(n,0,0.1)

HAHHRHBHHAHHAH B HBHH AR R B H R RRHBFHBHH AR SHRHHRHRR
xsim[, jI<-x

HHHHRHBHHAHHRAH B H B H AR H R H R ARG R R R
#Simulando valores "y" de una funcién curva m(x)

HEHHAH B H AR R R R R R R
y<-0.3*x+0.5%sin(2*x)+1.1/(1+x"2) +thetal*v +theta2*(sigma”~(0.5))*(v~(0.5))*w
HHHHHAHHHHHHBHBHBHBHBHBH AR AR B HAHAHAHRHAEHEHEHEHEHEHEHEH GRS HE B HASH SRS RS RS BB BH
musim<- 0.3*x+0.5*sin(2*x)+1.1/(1+x"~2)

HHHH R R HHRHBHBHBHBHBHBH AR AR B H AR A HAHREHEHEHEHEHEHEHEHEH GRS H GRS RS HS RGBSR RS BB
musimu[, j]<-musim

B e s e e T S e e S e e e S e e T e e s T e T
#Estimacién bayesiana del modelo de Regresién Cuantilica Lineal con la data
#simulada
HAHBAHBHHAHHAHBHHBHHAH R AR RS HBHRAH R R B HHBHHAH B R RS HAH R AR R H B R RAH RS H B H AR RS
library (R2WinBUGS)

inits<-function(){list (beta=c(0,0),tau=0.01)}
parameters<-list("beta","sigma","mu")

n<-length(x)

data<-list(y=c(y),x=x,n=n,t=t)
tiempoBayesQR.fit<-system.time(

BayesQR.fit<- bugs(data, inits, parameters, model.file = "C:/Users/Hugo/
Desktop/codigo modelo QR.txt",

n.chains = 1, n.iter = 500000, n.burnin = 50000,

n.thin = 50,debug = FALSE, DIC FALSE, digits = 5,

codaPkg = FALSE,bugs.directory = "C:/Users/Hugo/Desktop/winbugsi4
/WinBUGS14/"))

attach.all(BayesQR.fit)

betaOfitQR[, jl<-BayesQR.fit$mean$beta[1]
betalfitQR[,j]l<-BayesQR.fit$mean$beta[2]
sigmafitQR[, j]<-BayesQR.fit$mean$sigma

mufitQR[, j1<-BayesQR.fit$mean$mu

MAEQR[, jl<-mean(abs(musimul[, jl-mufitQR[, j1))
RMSEQR[, jl1<-sqrt (mean((musimul[, jl-mufitQR[, j1)"2))

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




STENEZ,

§ + of ""q?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

tiempoQR[, jl<-tiempoBayesQR.fit[3]

######Calculo de los D(theta) y el D(theta)medio ##t########HH#HIHHIHIHHHHHHY
ME<-BayesQR.fit$n.sims

n<-n #tamafio de la muestra

t<-t #cuantil definido

sigmal<-matrix(BayesQR.fit$sims.matrix[,3],ME,1)
mut<-BayesQR.fit$sims.matrix[,-c(1:3)]

y<oy

bbb e e e e S s S e S S S S S S s s s e e e e T i e e fa e fe fa g 2 2
for (i in 1:ME){

mu<-mut[i,]

x1<-y-mu

sigma2<-sigmail[i,]

check <- function(xl,t){

res<-c()

res<-x1*(t-1*(x1<0))

return(res)

}

D<-function(sigma2,x1,t){

sigma2<-sigma2

n<-length(x1)

x1<-x1

t<-t

res<-c()

res<- -2x(n*log(t)+n*log(l-t)-n*log(sigma2) - (1/sigma2)*sum(check(xl,t)))
return(res)

print(res)

}

D(sigma2,x1,t)

Dthetali,jl<-D(sigma2,x1,t)

######Calculo del D(theta) esperado #HH#FHHHHHFH I
sigmamedio<-Bayes(QR.fit$mean$sigma
mul<-matrix(BayesQR.fit$mean$mu,n, 1)

x2<-y-mul

checkl <- function(x2,t){
res<-c()
res<-x2* (t-1%(x2<0))

return(res)
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}
Desp<-function(sigmamedio,x2,t){
sigmamedio<-sigmamedio
n<-length(x2)

x2<-x2

t<-t

res<-c()

res<- -2*(n*log(t)+n*log(1-t)-n*log(sigmamedio) -
(1/sigmamedio)*sum(checkl(x2,t)))
return(res)

print(res)

}

Desp(sigmamedio,x2,t)

Desperali, jl<-Desp(sigmamedio,x2,t)
}

S S s s s s s s s s s s s
#Estimacién bayesiana del modelo Regresidén Cuantilica Semiparamétrico con la
#data simulada
AR R
library (R2WinBUGS)

inits.b=rep(0,num.nodos)
initsi<-function(){list (beta=c(0,0) ,b=inits.b,taub=0.01,tau=0.01)%}

parametersi<-list("beta","sigma","b","sigmab","mu")

n<-length(x)
X<-cbind(rep(1,n),x)
num.knots<-num.nodos

knots<-quantile(unique(x),seq(0,1,length=(num.knots+2)) [-c(1, (num.knots+2))])

Z_K<-(abs(outer(x,knots,"-")))"3
OMEGA_all<-(abs(outer (knots,knots,"-")))"3
svd.OMEGA_all<-svd (OMEGA_all)
sqrt.0OMEGA_all<-t(svd.OMEGA_all$v %x*%
(t(svd.0OMEGA_all$u)*sqrt(svd.OMEGA_all$d)))
Z<-t(solve(sqrt.0OMEGA_all,t(Z_K)))

datal<-list(y=c(y) ,X=X,Z=Z,n=n,num.knots=num.knots,t=t)

tiempoBayesQRsemip.fit<-system.time(
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BayesQRsemip.fit<- bugs(datal, initsl, parametersl, model.file = "C:/Users/
Hugo/Desktop/code semipqr.txt",

n.chains = 1, n.iter = 500000, n.burnin = 50000,

n.thin =50,debug = FALSE, DIC = FALSE, digits = 5,

codaPkg = FALSE,bugs.directory = "C:/Users/Hugo/Desktop/winbugsi4/
WinBUGS14/"))

attach.all(BayesQRsemip.fit)

betaOfitQRsemip[, j]1<-BayesQRsemip.fit$mean$beta[1]
betalfitQRsemip[j]<-BayesQRsemip.fit$mean$betal2]
bfitQRsemip[, jl<-BayesQRsemip.fit$mean$b

mufitQRsemip[, jl<-BayesQRsemip.fit$mean$mu

MAEQRsemipl[, jl<-mean(abs(musimul[, jl-mufitQRsemipl[, j1))
RMSEQRsemip [, jl<-sqrt(mean((musimu[, j]-mufitQRsemip[,jl)~2))
sigmafitQRsemipl[, j1<-BayesQRsemip.fit$mean$sigma
sigmabfitQRsemip[, j]1<-BayesQRsemip.fit$mean$sigmab
tiempoQRsemipl[, jl1<-tiempoBayesQRsemip.fit [3]

######Calculo de los D(theta) y el D(theta)medio #it#####HH##H##HHEHHHEHHHHHE#
ME1<-BayesQRsemip.fit$n.sims

n<-n # tamafio de la muestra

t<-t #cuantil definido

knot<-20 #numero de nodos
sigma3<-matrix(BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,3],ME1,1)
sigmab3<-matrix(BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,24],ME1,1)
bt<-BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,-c(1:3,24:124)]
mutl<-BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,-c(1:24)]

y<oy

B i b e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s i e T s S e
for (k in 1:ME1){

mu2<-muti[k,]

x3<-y-mu2

be<-bt [k, ]

sigmad<-sigma3[k,]

sigmab4<-sigmab3 [k, ]

check2 <- function(x3,t){

res<-c()

res<-x3* (t-1%*(x3<0))

return(res)

}

D<-function(sigma4,sigmab4,be,x3,t){

sigmad4<-sigma4d
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sigmab4<-sigmab4d

be<-be

n<-length(x3)

x3<-x3

t<-t

res<-c()

res<- -2x(n*log(t)+n*log(1-t)-n*xlog(sigmad)-(1/sigma4)*sum(check2(x3,t))-
(knot/2)*1log(2*pi)-knot*log(sigmab4d)-(1/(2*sigmabd*sigmab4) ) *sum(be”~2))
return(res)

print(res)

}

D(sigma4,sigmab4,be,x3,t)

Dthetal [k, jl<-D(sigmad,sigmab4d,be,x3,t)

######Calculo del D(theta) esperado ######H##H#H#HHH I
sigmamediol<-BayesQRsemip.fit$mean$sigma
sigmabmediol<-BayesQRsemip.fit$mean$sigmab
bemediol<-BayesQRsemip.fit$mean$b []

mu3<-matrix(BayesQRsemip.fit$mean$mu,n,1)

x4<-y-mu3

check3 <- function(x4,t){

res<-c()

res<-x4* (t-1*(x4<0))

return(res)

+
Desp<-function(sigmamediol,sigmabmediol,bemediol,x4,t){
sigmamediol<-sigmamediol

sigmabmediol<-sigmabmediol

bemediol<-bemediol

n<-length(x4)

x4<-x4

t<-t

res<-c()

res<- -2*(n*log(t)+n*log(l-t)-n*log(sigmamediol) -
(1/sigmamediol) *sum(check3(x4,t))-(knot/2)*Llog(2*pi)-knot*log(sigmabmediol) -
(1/(2*sigmabmediol*sigmabmediol))*sum(bemediol172))
return(res)

print (res)

}

Desp(sigmamediol,sigmabmediol,bemediol,x4,t)
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Desperal [k, j]<-Desp(sigmamediol,sigmabmediol,bemediol,x4,t)

}

}

colMeans(Dtheta)

colMeans (Despera)

colMeans(Dthetal)

colMeans (Desperal)

H#HHRHBHHAHH AR B HBHH AR R R H AR R EF R H AR R
####Nimero efectivo de parametros#########HF#H#H#HHHBRFHHBHHHBRFHHARFHHBRHHH
H#HHRH B H AR R H AR R R R R R R
peQR=colMeans (Dtheta)-colMeans (Despera)

mean (peQR)

peQRsemip=colMeans (Dthetal)-colMeans(Desperal)

mean (peQRsemip)

HAHHAHBHHAHHAH R H B HBHHAH R H RS HBHHAHHAH R HBHHAH R AR RS H SRR AR R H RS H AR RS

######Calculo del DIC en el modelo de Regresién Cuantilica Lineal ######

HAHHAHBHHAHHAH R H RS HBHHAHHAH RS HBHH AR H RS HBFHAHHAH R H RS R H AR R H RS H AR A

DICQR=colMeans (Dtheta)+peQR

mean (DICQR)

HEFHEH RS H SRS R R R R R R R R R

#Calculo del DIC en el modelo de Regresién Cuantilica Semiparamétrico ##

HEFHEH B H AR R R R R S R R

DICQRsemip=colMeans (Dthetal)+peQRsemip

mean (DICQRsemip)

HAHHRHBHHAHHAH B H R HBHHAH B H B HBHH AR H R H B R AR AR RS H RS H AR R E S H AR

al=mean (MAEQR)

a2=mean (RMSEQR)

a3=sum(tiempoQR)

a4=mean (MAEQRsemip)

ab=mean (RMSEQRsemip)

a6=sum(tiempoQRsemip)

resultados<-matrix(c(al,a2,a3,a4,a5,a6),3,2)

rownames (resultados)<-c("MAE","RMSE","Tiempo (seg.)")
colnames(resultados)<-c("Modelo de Regresién Cuantilica Lineal",
"Modelo de Regresién Cuantilica Semiparamétrico")

round (resultados,4)

A.2. Programa en R para el Estudio de simulacién 2

M<-20 # Numero de réplicas
n<-50 # Numero de datos en la muestra

sigma<-1.5
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num.nodos<-5

t<-0.5

thetal<-(1-2xt)/(t*(t-1))
theta2<-sqrt (t/(t*(1-t)))
HHHAHAHHHHRFBHBHBHBHBHBHBHBHBH AR AR HRH R BB BB B HEHEHEHEHEHEHEHEH GRS HEHGHEH
musimu<-matrix(0,n,M)
xsim<-matrix(0,n,M)
betaOfitQRsemip<-matrix(0,1,M)
betalfitQRsemip<-matrix(0,1,M)
bfitQRsemip<-matrix(0,num.nodos,M)
mufitQRsemip<-matrix(0,n,M)
MAEQRsemip<-matrix(0,1,M)
RMSEQRsemip<-matrix(0,1,M)
sigmafitQRsemip<-matrix(0,1,M)
sigmabfitQRsemip<-matrix(0,1,M)
tiempoQRsemip<-matrix(0,1,M)
Dthetal<-matrix(0,ME1,M)
Desperal<-matrix(0,ME1,M)

HAHBAHBHHAHHAHBHHBHHAH R AR RS HBHRAH R R B HHBHHAH B R RS HAH R AR R H B R RAH RS H B H AR RS
#Estudio de simulacién
HAHHAHBHHAHHAHBHHBHHAH R H RS HBHHAH R H RS HBHH AR B H RS H AR AH R H R AR AR RS H B H AR RS
for (j in 1:M){

x<-runif (n,-3,3)

v<-rexp(n,1/sigma)

w<-rnorm(n,0,0.1)

HEFHEHHHHAFHEH RS H R R R R R R R R
xsim[, j1<-x

HEFHHBHHEFHEH B H R R R R R R R R
#Simulando valores "y" de una funcién curva m(x)

HEFHEHBHHAFHEH B S H B R R H RS H R SR R R R R R
y<=0.3*x+0.5%sin(2*x)+1.1/(1+x"2) +thetal*v +theta2*(sigma~(0.5))*(v"(0.5))*w
HEHHAHBHHAHHAH B HHBHHAHHEH RS H R R H SRR RSB R R
musim<- 0.3*x+0.5*sin(2*x)+1.1/(1+x"2)
HAEHHAHBHHAHHAHBHHBHHAHHAH RS H B R AH R H RS HBFHAH RS R RS H AR RS R R R R

musimul, j]<-musim

g
#Estimacién bayesiana del modelo Regresién Cuantilica Semiparamétrico con la
#data simulada
g L S S s
library (R2WinBUGS)
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inits.b=rep(0,num.nodos)
initsi<-function(){list (beta=c(0,0) ,b=inits.b,taub=0.01,tau=0.01)}

parametersi<-list("beta","sigma","b","sigmab","mu")

n<-length(x)
X<-cbind(rep(1,n),x)
num.knots<-num.nodos

knots<-quantile(unique(x),seq(0,1,length=(num.knots+2)) [-c(1, (num.knots+2))]1)

Z_K<-(abs(outer(x,knots,"-")))"3
OMEGA_all<-(abs(outer (knots,knots,"-")))"3
svd.0OMEGA_all<-svd (OMEGA_all)
sqrt.0OMEGA_all<-t(svd.OMEGA_all$v 7%x%
(t(svd.OMEGA_all$u)*sqrt(svd.OMEGA_all$d)))
Z<-t(solve(sqrt.OMEGA_all,t(Z_K)))

datal<-list(y=c(y),X=X,Z=Z,n=n,num.knots=num.knots,t=t)

tiempoBayesQRsemip.fit<-system.time(

BayesQRsemip.fit<- bugs(datal, initsl, parametersl, model.file = "C:/Users/
Hugo/Desktop/code semipqr.txt",

n.chains = 1, n.iter = 500000, n.burnin = 50000,

n.thin =50,debug = FALSE, DIC = FALSE, digits = 5,

codaPkg = FALSE,bugs.directory = "C:/Users/Hugo/Desktop/winbugsi4/
WinBUGS14/"))

attach.all(BayesQRsemip.fit)

betaOfitQRsemip[, jl<-BayesQRsemip.fit$mean$betal1]
betalfitQRsemip[j]<-BayesQRsemip.fit$mean$betal2]
bfitQRsemip[, jl<-BayesQRsemip.fit$mean$b

mufitQRsemip[, jl<-BayesQRsemip.fit$mean$mu

MAEQRsemip[, jl<-mean(abs(musimul[, jl-mufitQRsemip[,jl))
RMSEQRsemip[, j1<-sqrt (mean((musimu[, j]-mufitQRsemipl[,jl1)"2))
sigmafitQRsemip[, j1<-BayesQRsemip.fit$mean$sigma
sigmabfitQRsemip[, j]1<-BayesQRsemip.fit$mean$sigmab
tiempoQRsemip[, jl<-tiempoBayesQRsemip.fit[3]

}

######Calculo de los D(theta) y el D(theta)medio #it###tiHitititt#itt#H##1#
ME1<-BayesQRsemip.fit$n.sims

n<-n # tamafio de la muestra

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

t<-t #cuantil definido

knot<-5 #numero de nodos
sigma3<-matrix(BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,3],ME1,1)
sigmab3<-matrix(BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,9],ME1,1)
bt<-BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,-c(1:3,9:59)]
mut1<-BayesQRsemip.fit$sims.matrix[,-c(1:9)]

y<oy
HHBHHHHHHHRFHHHHHHHHBHAH AR AR H AR ARG HEHEHEHEHEHEHEHEHGH GRS RS RS RS RS RS BH RSB H
for (k in 1:ME1){

mu2<-muti[k,]

x3<-y-mu2

be<-bt [k, ]

sigmad4<-sigma3[k,]

sigmab4<-sigmab3 [k, ]

check2 <- function(x3,t){

res<-c()

res<-x3*(t-1*(x3<0))

return(res)

}

D<-function(sigma4,sigmab4,be,x3,t){

sigmad4<-sigma4d

sigmab4<-sigmab4d

be<-be

n<-length(x3)

x3<-x3

t<-t

res<-c()

res<- -2*(n*log(t)+n*log(1-t)-n*log(sigmad)-(1/sigma4)*sum(check2(x3,t))-
(knot/2)*log(2*pi)-knot*log(sigmab4)-(1/(2*sigmab4*sigmab4))*sum(be~2))
return(res)

print(res)

}

D(sigma4,sigmab4,be,x3,t)

Dthetal [k, jl<-D(sigmad,sigmab4d,be,x3,t)

######Calculo del D(theta) esperado #########H#HHHEH
sigmamediol<-BayesQRsemip.fit$mean$sigma
sigmabmediol<-BayesQRsemip.fit$mean$sigmab
bemediol<-BayesQRsemip.fit$mean$b[]
mu3<-matrix(BayesQRsemip.fit$mean$mu,n,1)

x4<-y-mu3
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check3 <- function(x4,t){

res<-c()

res<-x4* (t-1*(x4<0))

return(res)

}
Desp<-function(sigmamediol,sigmabmediol,bemediol,x4,t){
sigmamediol<-sigmamediol

sigmabmediol<-sigmabmediol

bemediol<-bemediol

n<-length(x4)

x4<-x4

t<-t

res<-c()

res<- -2*(n*log(t)+n*log(1-t)-n*log(sigmamediol) -
(1/sigmamediol)*sum(check3(x4,t))-(knot/2)*log(2*pi)-knot*log(sigmabmediol) -
(1/(2*sigmabmediol*sigmabmediol))*sum(bemediol~2))
return(res)

print(res)

}

Desp(sigmamediol,sigmabmediol,bemediol,x4,t)

Desperal [k, j]<-Desp(sigmamediol,sigmabmediol,bemediol,x4,t)
}
}

colMeans(Dthetal)

colMeans (Desperal)

HEFHEHBHHEHHAF B S H B R H RS H R R SR R R R R R
####NUmero efectivo de parametros#H########HHHHHHHHFHHHHHHBHHHHHHHHHHHRAAHR
HEFHEHBHHAFHAEF B S H B HAHHEH RS HBHHEH R H SRR RSB R
peQRsemip=colMeans (Dthetal)-colMeans (Desperal)

mean (peQRsemip)

HAHHRH B HAFHAH R H R H B R ARG B H B H ARG H R R
#Calculo del DIC en el modelo de Regresién Cuantilica Semiparamétrico ##
HHHHHABHHHHHBHBHBHBHBHBHAHAHRH AR AR HEHEHEHEH GRS RS RG RGBS RS RS BHBHBHBHBHBHY
DICQRsemip=colMeans (Dthetal)+peQRsemip

mean (DICQRsemip)

HAHHAHBHHAHHAHBEH RS HBHHAHHAH RS HBHHHHH AR R HBHHAH R AR RS H RS H B H AR R RS H AR A

al=mean (MAEQRsemip)
a2=mean (RMSEQRsemip)
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a3=sum(tiempoQRsemip)

A.3. Programa en WinBUGS del modelo de regresion cuantilica semipa-
ramétrico aplicado al conjunto de datos Canadian age-income

model{

#verosimilitud del modelo

for (i in 1 : n)
{
y[i] ~ dnorm(mu.star[i], prelil)

mu.star[i] <- mul[i] + thetal[1]l*v[i]
mul[i] <- mfel[i]+mrel110[i]+mrel1120[i]

mfe[i]<-betal[1]*X[i,1]+betal[2]*X[i,2]

mrel10[il<-b[1]1*Z[i,1]1+b[2]1*Z[i,2]+b[3]1*Z[i,3]+b[4]*Z[i,4]+
b[5]1*Z[i,5]+b[6]1*Z[i,6]+b[7]1*Z[i,7]1+b[8]1*Z[i,8]+
b[9]*Z[i,9]+b[10]*Z[i,10]

mrel120[i]<-b[11]1*Z[1,11]1+b[12]1*Z[1i,12]+b[13]*Z[i,13]+b[14]*Z[i,14]+
b[16]*Z[1,15]+b[16]1*Z[i,16]+b[17]1*Z[1i,17]+b[18]*Z[i,18]+
b[19]1*Z[1,19]1+b[20]*Z[1i,20]

v[i] ~ dexp(tau)
prel[i] <- tau/(theta[2]*thetal[2]*v[i])
}

#prioris

for (1 in 1 : 2){betal[l] “dnorm(0,1.0E-6)}
for (k in 1 : num.nodos){b[k]~“dnorm(0,taub)}
tau~dgamma(1.0E-6,1.0E-6)
taub~dgamma(1.0E-6,1.0E-6)

sigma<-1/sqrt(tau)
sigmab<-1/sqrt (taub)

thetal[1] <- (1-2%t)/(t*(1-t))
theta[2] <- sqrt(2/(t*x(1-t)))
}
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Datos: Consisten en, la variable respuesta (y[]), la matriz de efectos fijos (X[, ]), la matriz

de efectos aleatorios (Z [, ]), el tamano de la muestra (n) y el nimero de nodos (num.nodos).

Valores iniciales: Son dados para, los coeficientes de efectos fijos 8 (beta[]), los coeficientes
de efectos aleatorios b (b[]) y las precisiones tau y taub. Los demds valores iniciales se
generan aleatoriamente en WinBUGS desde las distribuciones a priori.

Tanto los datos como los valores iniciales son especificados y procesados en R y luego em-
pleados en WinBUGS a través de la funcién bugs implementada en el paquete R2ZWinBUGS,
tal como fue explicado al final de la subseccién 5.1.1. El cédigo en R, se muestra a continua-
cién.

A.4. Programa en R que calcula las matrices X y Z = ZKQ;/2 , procesa
datos y valores iniciales, para el conjunto de datos Canadian age-

income

library (R2WinBUGS)

data.file.name="C:/Users/Desktop/age income semipqr.txt"
inits.b=rep(0,20)
inits<-function(){list(beta=c(0,0),b=inits.b,taub=0.01,tau=0.01)}
parametros<-list("sigmab","sigma","beta","b")

data<-read.table(file=data.file.name,header=TRUE,sep="\t")
attach(data)

n<-length(edad)

X<-cbind(rep(1,n),edad)

num.nodos<-20

t<-0.5

nodos<-quantile(unique(edad),

seq(0,1,length=(num.nodos+2)) [-c(1, (num.nodos+2))1)

Z_K<-(abs(outer (edad,nodos,"-"))) "3
OMEGA_all<-(abs(outer(nodos,nodos,"-")))"3
svd.OMEGA_all<-svd (OMEGA_all)
sqrt.0OMEGA_all<-t(svd.OMEGA_all$v %7
(t(svd.OMEGA_all$u) *sqrt (svd.0MEGA_all$d)))
Z<-t(solve(sqrt.OMEGA_all,t(Z_K)))

data<-list("y","X","Z","n","num.nodos","t")

Bayes.fit<- bugs(data, inits, parametros,

model.file = "C:/Users/code canadian age income semipqr.txt",

n.chains = 1, n.iter = 500000, n.burnin = 50000,

n.thin =50,debug = TRUE, DIC = FALSE, digits = 5,

codaPkg = FALSE,bugs.directory = "C:/Users/Desktop/winbugs14/WinBUGS14/")
attach.all(Bayes.fit)
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###Calculando los D(theta) y el D(theta)medio##t#t#itit#tt##ttHt#HH##H
n.iter<-500000

n.burnin<-50000

n.thin<-50

M<-(n.iter-n.burnin)/n.thin # Nimero de iteraciones efectivas
n<-205 # tamafio de la muestra

t<-0.5 # cuantil definido

k<-20 # numero de nodos

####rescatando los M sigmas de las M iteraciones
sigma<-matrix(Bayes.fit$sims.matrix[,2],M,1)

####rescatando los M sigmasb de las M iteraciones
sigmab<-matrix(Bayes.fit$sims.matrix[,1],M,1)

####rescatando los "n" mu de las M iteraciones
mut<-Bayes.fit$sims.matrix[,-c(1:24,230)]

####rescatando los b de las M iteraciones
bt<-Bayes.fit$sims.matrix[,-c(1:4,25:230)]
y<-matrix(datal,2],n,1)

Dtheta<-matrix(0,M,1)

HEFHEH RS H R R R R R R R R R R R
for (i in 1:M){

mu<-mut [i,]

x<-y-mu

be<-bt[1i,]

sigmal<-sigmal[i,]

sigmabl<-sigmab[i,]

check <- function(x,t){

res<-c()

res<-x* (t-1*(x<0))

return(res)

}

D<-function(sigmal,sigmabl,be,x,t){

sigmal<-sigmal

sigmabl<-sigmabl

be<-be

n<-length(x)

x<-X

t<-t

res<-c()

res<- -2*(n*log(t)+n*log(1-t)-n*log(sigmal)-(1/sigmal)*sum(check(x,t))-
(k/2)*log(2xpi)-k*log(sigmabl)-(1/(2*sigmabl*sigmabl))*sum(be”2))

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




STENEZ,

§ + of ""q?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

return(res)

print(res)

}
D(sigmal,sigmabl,be,x,t)

Dthetal[i,]<-D(sigmal,sigmabl,be,x,t)
}

Dtheta

Dthetamedio<-mean(Dtheta)
Dthetamedio

###Calculando el D(theta) esperado##t#ttitit#ititiittiai it #iH
sigmamedio<-Bayes.fit$mean$sigma

sigmabmedio<-Bayes.fit$mean$sigmab

bemedio<-Bayes.fit$mean$b[]

mul<-matrix(Bayes.fit$mean$mu,n,1)

x1<-y-mul

check <- function(xil,t){

res<-c()

res<-x1*(t-1*(x1<0))

return(res)

}
Desp<-function(sigmamedio,sigmabmedio,bemedio,x1,t){
sigmamedio<-sigmamedio

sigmabmedio<-sigmabmedio

bemedio<-bemedio

n<-length(x1)

x1<-x1

t<-t

res<-c()

res<- -2*(nxlog(t)+n*log(1l-t)-n*log(sigmamedio)-
(1/sigmamedio) *sum(check(x1,t))-(k/2)*1log(2*pi) -k*log(sigmabmedio) -
(1/(2xsigmabmedio*sigmabmedio) ) *sum(bemedio~2))
return(res)

print(res)

}

Desp(sigmamedio,sigmabmedio,bemedio,x1,t)

####NUmero efectivo de parametros#HH#######HHHHHHH#HHHHHHHHERHHHHHHHHHBRARH
p_D=Dthetamedio-Desp(sigmamedio,sigmabmedio,bemedio,x1,t)
p_D
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####Calculo del DICH###HH##H#HHHH#HHAFHHBHHHHHFHHBHHHHAFHHBHHHHRBHHERHHHHRH

DIC=Dthetamedio+p_D
DIC

A.5. Programa en WinBUGS del modelo de regresion cuantilica semipa-
ramétrico aplicado a las variables logaritmo del Ingreso laboral vs.
Edad de la base Lima metropolitana de la ENAHO 2004

model{
#verosimilitud del modelo

for (i in 1:n)
{

lnw[i] ~ dnorm(mu.star[i], prelil)

mu.star[i] <- mu[i] + thetal[1]l*v[i]
muli] <- mfel[i]+mrel110[i]l+mrel1120[i]

mfe[i]<-betal[1]*X[i,1]+betal[2]*X[i,2]
prel[i] <- tau/(theta[2]*theta[2]*v[i])

mrel10[il<-b[1]1*Z[i,1]+b[2]*Z[i,2]+b[3]*Z[1i,3]+b[4]1*Z[i,4]+
b[5]*Z[1i,5]+b[6]1*Z[1,6]+b[7]1*Z[i,7]+b[8]*Z[i,8]+
b[9]1*Z[i,9]+b[10]*Z[i,10]

mrel120[i]<-b[11]*Z[i,11]+b[12]*Z[1i,12]+b[13]*Z[1i,13]+b[14]*Z[i,14]+
b[15]*Z[1,15]+b[16]1*Z[1,16]+b[17]1*Z[i,17]1+b[18]*Z[i,18]+
b[19]1*Z[1,19]1+b[20]*Z[1,20]

v[i] ~ dexp(tauw)
}

#prioris

for (1 in 1:2){betal[l] dnorm(0,1.0E-6)}
for (k in 1:num.knots){b[k] “dnorm(0,taub)}
tau~dgamma(1.0E-6,1.0E-6)
taub~dgamma(1.0E-6,1.0E-6)
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sigma<-1/sqrt(tau)
sigmab<-1/sqrt(taub)

thetal[1] <- (1-2xt)/(t*(1-t))
theta[2] <- sqrt(2/(t*x(1-t)))
}

Datos: Consisten en, la variable respuesta (y [ ]), la matriz de efectos fijos (X[, ]), la matriz

de efectos aleatorios (Z [, |), el tamano de la muestra (n) y el nimero de nodos (num.nodos).

Valores iniciales: Son dados para, los coeficientes de efectos fijos 8 (beta[]), los coeficientes
de efectos aleatorios b (b[]) y las precisiones tau y taub. Los demds valores iniciales se
generan aleatoriamente en WinBUGS desde las distribuciones a priori.

Tanto los datos como los valores iniciales son especificados y procesados en R y luego em-
pleados en WinBUGS a través de la funcién bugs implementada en el paquete R2ZWinBUGS,
tal como fue explicado al final de la subseccién 5.2.2. El cédigo en R, se muestra a continua-
cién.

A.6. Programa en R que calcula las matrices X y Z = ZKQI_{U2 , proce-
sa datos y valores iniciales, para las variables logaritmo del Ingreso
laboral vs. Edad de la base Lima metropolitana de la ENAHO 2004

library (R2WinBUGS)

data.file.name="C:/Users/Hugo/Desktop/datalima edad ingreso semipqr.txt"
inits.b=rep(0,20)

inits<-function(){list (beta=c(0,0),b=inits.b,taub=0.01,tau=0.01)}

parameters<-list("lambda","sigmab","sigma","beta","b","mu")

data<-read.table(file=data.file.name,header=TRUE,sep="\t")
attach(data)

n<-length(edad)

X<-cbind(rep(1,n),edad)

num.knots<-20

t<-0.50

knots<-quantile(unique(edad),
seq(0,1,length=(num. knots+2)) [-c(1, (num.knots+2))])

Z_K<-(abs(outer(edad,knots,"-")))"3
OMEGA_all<-(abs(outer(knots,knots,"-"))) "3
svd.0OMEGA_all<-svd (OMEGA_all)
sqrt.0OMEGA_all<-t(svd.OMEGA_all$v %x*J
(t(svd.OMEGA_all$u)*sqrt(svd.OMEGA_all$d)))
Z<-t(solve(sqrt.0OMEGA_all,t(Z_K)))
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data<-list("1lnw","X","Z","n","num.knots","t")

Bayes.fit<- bugs(data, inits, parameters,

model.file = "C:/Users/Hugo/Desktop/

code limametrop edad ingreso semipgr.txt",

n.chains = 1, n.iter = 500000, n.burnin = 50000,

n.thin =50,debug = TRUE, DIC = FALSE, digits = 5,

codaPkg = FALSE,bugs.directory = "C:/Users/Desktop/winbugs14/WinBUGS14/")
attach.all(Bayes.fit)

###Calculando los D(theta) y el D(theta)medio####iti#ititit#u##HH###H
n.iter<-500000

n.burnin<-50000

n.thin<-50

M<-(n.iter-n.burnin)/n.thin # Nimero de iteraciones efectivas
n<-3535 # tamafio de la muestra

t<-0.5 #cuantil definido

k<-20 #numero de nodos

####rescatando los M sigmas de las M iteraciones
sigma<-matrix(Bayes.fit$sims.matrix[,3],M,1)

####rescatando los M sigmasb de las M iteraciones
sigmab<-matrix(Bayes.fit$sims.matrix[,2],M,1)

####rescatando los "n" mu de las M iteraciones
mut<-Bayes.fit$sims.matrix[,-c(1:25,3561)]

####rescatando los b de las M iteraciones
bt<-Bayes.fit$sims.matrix[,-c(1:5,26:3561)]
y<-matrix(datal,1],n,1)

Dtheta<-matrix(0,M,1)

HHBHHHHHHHRFRFRFHHHHRH R HRH AR HRH AR AR H AR ARG HEHEHEHEHEHGHEHEH G R GRS RS H SRS 1
for (i in 1:M){

mu<-mut[i,]

x<-y-mu

be<-bt[1i,]

sigmal<-sigmali,]
sigmabl<-sigmabl[i,]

check <- function(x,t){

res<-c()

res<-x* (t-1x*(x<0))

return(res)

}
D<-function(sigmal,sigmabl,be,x,t){

sigmal<-sigmal
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sigmabl<-sigmabl

be<-be

n<-length(x)

x<-X

t<-t

res<-c()

res<- -2x(n*log(t)+n*log(1l-t)-n*log(sigmal) -(1/sigmal)*sum(check(x,t))-
(k/2)*log(2*pi)-k*log(sigmabl)-(1/(2*sigmabl*sigmabl)) *sum(be~2))
return(res)

print(res)

}

D(sigmal,sigmabl,be,x,t)

Dthetali,]<-D(sigmal,sigmabl,be,x,t)
}

Dtheta

Dthetamedio<-mean (Dtheta)
Dthetamedio

###Calculando el D(theta) esperado##t#t#tt##tiiiittitftitfttHntis
sigmamedio<-Bayes.fit$mean$sigma

sigmabmedio<-Bayes.fit$mean$sigmab

bemedio<-Bayes.fit$mean$b[]

mul<-matrix(Bayes.fit$mean$mu,n,1)

x1<-y-mul

check <- function(xl,t){

res<-c()

res<-x1*(t-1*(x1<0))

return(res)

}
Desp<-function(sigmamedio,sigmabmedio,bemedio,x1,t){
sigmamedio<-sigmamedio

sigmabmedio<-sigmabmedio

bemedio<-bemedio

n<-length(x1)

x1<-x1

t<-t

res<-c()

res<- -2*(nxlog(t)+n*log(1l-t)-n*log(sigmamedio)-
(1/sigmamedio) *sum(check(x1,t))-(k/2)*1log(2*pi)-k*log(sigmabmedio) -
(1/(2xsigmabmedio*sigmabmedio))*sum(bemedio~2))
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return(res)
print(res)
}

Desp(sigmamedio,sigmabmedio,bemedio,x1,t)

####Nimero efectivo de parametros###########H####HHAF#HBHFHUAFH BB HER#H
p_D=Dthetamedio-Desp(sigmamedio,sigmabmedio,bemedio,x1,t)

p-D
####Calculo del DICHH#H#HHHAHEHEHEHEHEHEHEHEHEHEHGHE RS

DIC=Dthetamedio+p_D
DIC
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Apéndice B

Anexos de tablas y graficos

B.1. Promedio del error absoluto(MAE), Raiz del error cuadratico me-
dio(RMSE) y DIC para el Estudio de simulacién 2

En el cuadro B.1 se muestran los resultados resumidos mediante el promedio del MAE,

RMSE y DIC para diferentes tamanos de muestra y nimero de nodos empleado.

Parametro a | Tamano de | Numero de Medida Tiempo
recuperar muestra nodos MAE RMSE DIC (seg.)

5 0.0621  0.0799  41.7267 | 2435.51

10 0.0610 0.0799  39.4036 | 3555.22

50 15 0.0575  0.0755  38.6020 | 5293.47

20 0.0564 0.0744  38.2435 | 6668.24

25 0.0565 0.0746  37.6409 | 9050.50

5 0.0509  0.0650  76.9414 | 4851.51

10 0.0479  0.0617  73.9115 | 7001.33

100 15 0.0461 0.0593  72.8722 | 10407.74

20 0.0456  0.0592  72.8633 | 13283.67

“funcién 2 0.0459 0.0595  72.5120 | 18007.62

m(x)” 5 0.0325 0.0415 151.0323 | 9453.03

10 0.0337 0.0435 149.2668 | 13862.46

200 15 0.0319 0.0405 148.3335 | 20729.67

20 0.0317 0.0400 147.6084 | 26404.20

25 0.0315 0.0398 147.4688 | 35510.75

5 0.0300 0.0372  236.2391 | 14304.27

10 0.0263 0.0328 231.8376 | 20480.63

300 15 0.0268 0.0338  230.6589 | 30986.10

20 0.0258 0.0326  230.2817 | 38384.85

25 0.0260 0.0328  230.0233 | 52873.88

Cuadro B.1: Resultados de medidas promedio de la simulacién para comparar el ajuste del modelo de
regresion cuantilica semiparamétrico para diferentes nimero de nodos, considerando M=20 réplicas.
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B.2. Simulacion de 500,000 iteraciones, burn in de 50,000 y thin de 50

para el Estudio de simulacién 2

La figura B.1 presenta las iteraciones de los parametros (y; 51; 0; o3 vy de los coeficientes

b de efectos aleatorios. (n=200 y nodos=20)
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Figura B.1: Valores de los parametros By; B81; 0; 0 y de los coeficientes b de efectos aleatorios en las
iteraciones del estudio de simulacion 2.
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B.3. Promedio del error absoluto(MAE), Raiz del error cuadratico me-
dio(RMSE) y DIC para el Estudio de simulacién 3

En el cuadro B.2 se muestran los resultados resumidos mediante el promedio del MAE,
RMSE y DIC para tres diferentes valores de o y tres diferentes valores para el nimero de

nodos empleado.

Parametro a o | Namero de Medida Tiempo
recuperar nodos MAE RMSE DIC (seg.)

10 0.0147 0.0190 -29.410 | 20729.84

0.75 15 0.0158 0.0202 -29.558 | 30853.01

20 0.0148 0.0188 -31.968 | 38925.13

10 0.0274 0.0348  226.485 | 20903.52

“funcién 1.5 15 0.0266  0.0341 225.350 | 31025.68

m(x)” 20 0.0264 0.0336 224.514 | 39206.39

10 0.0640 0.0810 625.232 | 20966.83

4 15 0.0611  0.0780 624.496 | 30859.44

20 0.0614 0.0781 624.122 | 38599.03

Cuadro B.2: Resultados de medidas promedio de la simulacién para comparar el ajuste del modelo de
regresion cuantilica semiparamétrico para tres diferentes valores de o y niimero de nodos, considerando
M=20 réplicas.
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B.4.

Simulacién de 500,000 iteraciones, burn in de 50,000 y thin de 50
para el Estudio de simulacién 3

b de efectos aleatorios.(n=300, nodos=20)

La figura B.2 presenta las iteraciones de los parametros fy; 51; 0; op vy de los coeficientes
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Figura B.2: Valores de los parametros Sy; (1; 0; 0 y de los coeficientes b de efectos aleatorios en las
iteraciones del estudio de simulacion 3.
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B.5. Cadena de valores para los parametros del modelo de regresién cuantili-
ca semiparamétrico ajustado a los datos Canadian age income.

La figura B.3 presenta la cadena de valores a posteriori de los parametros del modelo de

regresion cuantilica semiparamétrico ajustado a los datos Canadian age income.
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Figura B.3: Valores de los parametros Bg; B1; o; op y de los coeficientes b de efectos aleatorios del
modelo de regresién cuantilica semiparamétrico ajustado a los datos Canadian age income.
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B.6. Cadena de valores para los parametros del modelo de regresién cuantili-
ca semiparamétrico ajustado a los datos Lima metropolitana ENAHO
2004.

La figura B.4 presenta la cadena de valores a posteriori de los parametros del modelo de

regresion cuantilica semiparamétrico ajustado a los datos Lima metropolitana ENAHO 2004.
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Figura B.4: Valores de los parametros [y; B1; 0; op y de los coeficientes b de efectos aleatorios del
modelo de regresion cuantilica semiparamétrico ajustado a los datos Lima metropolitana ENAHO
2004.
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