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Resumen

En el presente trabajo se estudia la dinamica de los homeomorfismos de la
circunferencia unitaria desde el punto de vista topologico. A cada homeomorfismo de tal
circunferencia se le puede asociar un invariante topoldgico, conocido como el nimero de
rotacion de Poincaré. Se muestra que si f es un homeomorfismo que preserva orientacion
con numero de rotacion irracional, entonces f es semiconjugado a una rotacién irracional.
Cuando el difeomorfismo es de clase C? se consigue incluso conjugacién topoldgica.
Ademas, se construye un difeomorfismo de la circunferencia unitaria no transitivo de

clase C' cuyo ntimero de rotacién es irracional.

Palabras Claves: Difeomorfismos de la circunferencia. Numero de rotacion.

Levantamientos. Conjugacion topoldgica. Rotaciones.
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Introduccion

El presente trabajo es una introduccién al estudio de la teoria clasica de los
homeomorfismos de la circunferencia unitaria, cuyos origenes se remontan a una de las
memorias de Henri Poincaré [19], publicada en 1885. En la tercera memoria -sobre el
estudio particular de los campos vectoriales no singulares, en el toro - hace su aparicion por
vez primera un invariante topdlogico de mucha importancia en el ambito de la dindmica
unidimensional, conocido hoy como nimero de rotacién de Poincaré.

Nuestro trabajo se inspira en dos hechos histéricos que marcan el inicio del estudio de
los homeomorfismos de la circunferencia unitaria. El primero es debido a Poincaré, quién
demuestra que si f es un homeomorfismo de la circunferencia que preserva la orientacion
con nimero de rotacién p(f) irracional, entonces f es semiconjugada a una rotacion Ry,
es decir, existe una funcién h continua, sobreyectiva y monétona sujeta a R,soh = ho f.
El segundo hecho histérico data de 1932, cuando Arnaud Denjoy [8] demuestra que si f es
un difeomorfismo de classe C' que preserva la orientacién con (el logaritmo de la) derivada
de variacién acotada y nimero de rotacién p(f) irracional, entonces la semiconjugacién h
es de hecho un homeomorfismo; es decir h es una conjugacién topolégica entre fy R,s).
En general, este resultado se obtiene para difeomorfimos de clase C?.

En el capitulo 1 presentaremos la circunferencia unitaria, es decir, la frontera del circulo
unitario, que denotaremos por T, y a la que dotaremos de la estructura de grupo cociente
inducida por el subgrupo normal de los enteros. Por otro lado, tomaremos prestados los
conceptos basicos de la dinamica discreta y los aplicaremos a T. Haremos una incursion
rapida por la dinamica de los homeomorfismos mas simples R, : T — T definidos por
R.([z]) = [x + a], conocidas como rotaciones, las que, dependiendo de si o es un nimero
racional o no, presentan orbitas periédicas o densas en T.

En el capitulo 2 continuamos con una introduccion al estudio de los levantamientos
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F : R — R de aplicaciones continuas de T. Definiremos el grado para los levantamientos.
A partir de ello nos centraremos en los homeomorfismos de la circunferencia que preservan
la orientacién. Por otro lado, definiremos el ntimero de rotacién

p(f) = lim o) -z

n—oo n

mod 1

para homeomorfismos de grado positivo. Este niimero mide la rotaciéon media de la érbita
de un punto en el circulo por acciéon de un homeomorfismo. Resumiremos las principales
propiedades del nimero de rotacién y clasificaremos la dinamica de los homeomorfismos
de T. Bajo consideraciones de transitividad, garantizaremos por conjugacién topolédgica
que los homeomorfismos que preservan orientacién se comportan como el modelo béasico
de las rotaciones irracionales; ésto es lo que anuncia el teorema clasico de clasificacién de
Poincaré.

Finalmente, en el capitulo 3 haremos una clasificacién topoldgica analoga a la del
capitulo 2, pero para el caso de difeomorfismos de la circunferencia de clase C? que
preservan orientacién, lo que se resume en el también clasico teorema de Denjoy. Ademas,
concluiremos con la construccién de un difeomorfismo de la circunferencia de clase C*
no transitivo y de nimero de rotacion irracional, conocido como el ejemplo de Denjoy.
Este ejemplo refleja que la hipdtesis de pertenecer a C? o V9" es esencial para obtener
conjugacion topoldgica con rotaciones irracionales.

En lo posible hemos tratado de manejar los diversos conceptos y resultados de una
manera simple y accesible, cuyos prerrequisitos requieran herramientas de andlisis en la

recta y topologia bésica.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo se inicia presentando diferentes conceptos de la dindmica discreta, la
mayorfa de ellos son directamente tomados de las referencias [3, 4, [5, @, [13] 14, 22].
Finalizamos el capitulo con un resumen sobre el comportamiento de las orbitas de

rotaciones racionales e irracionales.

1.1. Dinamica discreta sobre T = R/Z

Este trabajo estd inmerso en el ambito de la dindmica discreta sobre espacios de
dimensién uno. En tal sentido consideraremos a la circunferencia unitaria, a la cual
también llamaremos toro de dimension uno, como el grupo aditivo de los niimeros
reales médulo Z. Este conjunto, denotado por T, es un espacio de Hausdorff y posee una
base numerable de abiertos para su topologia. Por tal razon se elige a T como arena de los
acontecimientos, pues tales propiedades topoldgicas evitan la presencia de “patologias”,
como por ejemplo, sucesiones de puntos en T que convergen a mas de un punto. Aun
mas, T resulta ser una variedad topolégicaﬂ, compacta, y asi el “comportamiento en el
infinito”no presenta problemas, como en R.

Como es habitual al trabajar con espacios topoldgicos, las trasformaciones que actian
sobre T son los homeomofismos. Cuando adicionalmente estas transformaciones tienen

propiedades diferenciables, consideraremos los difeomorfismos actuando sobre T. Ademas,

1Un variedad topoldgica es un espacio topolégico de Hausdorff con base numerable que es ademés

localmente euclideano.
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dotaremos a T = R/Z de la topologia cociente. Es decir, un conjunto U es abierto en
T si y solo si la preimagen 7= (U) es abierto en R, donde 7 : R — T est4 definida por

7(z) = [x] = x+Z. Consecuentemente, 7 es abierta y cuando tenga inversa, serd continua.

Definicién 1.1. Una biyeccién continua f : T — T se denominarda homeomorfismo
si su funcién inversa es continua. Analogamente, un homeomorfismo diferenciable con

inversa diferenciable se denominard difeomorfismo.

En el conjunto de los homeomorfismos de T podemos detectar homeomorfismos

bastantes simples, como los presentados en la siguiente definicién.

Definicién 1.2. Una rotaciéon de angulo « es la funciéon R, : T — T definida por

Rao([z]) = [z + o], con a € R.
Las rotaciones de angulo a tendran un rol importante en el capitulo 2.

Ejemplo 1.3. Una rotacion R, : T — T es un homeomorfismo, pues R, es biyectiva,

continua y su inversa R;' = R_, es continua.

Ejemplo 1.4. La funcién f: T — T definida por f([z]) = [22] es continua, sobreyectiva
pero no es un homeomorfismo, pues basta observar que cualquier punto de la circunferencia
admite dos preimagenes. Geométricamente esta funcion enrolla la circunferencia en

si misma dos veces.

Estamos interesados en conocer la historia pasada y futura de un punto en T. Es decir,
el conjunto de todas las posibles iteraciones negativas (pasado) e iteraciones positivas
(futuro) de f. Ello justifica la necesidad de la siguiente definicién.

Sea f : T — T una funcién continua. La n—ésima iterada de f se define como la
n—ésima composicién de f consigo misma. Es decir, inductivamente escribimos

f"=fofo..of
W

para cada n € ZT = {m € Z : m > 0}. Por convencién pondremos f° = Id, donde Id es
la aplicacién identidad.
Cuando f sea invertible, tenemos una definicién anéloga. La n-ésima iterada de f~1

sera

fr=fof oo f .

N
~\~
n veces

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

Definicién 1.5. Sea f : T — T un homeomorfismo y sea xy € T. La érbita de xy por f

es el conjunto
Of(xo) = {f"(xo)|n € Z}.

Ademas, la semidrbita positiva y negativa de z por f estan dadas por los conjuntos
OF (w9) = {f"(xo)|n € Z*U{0}} y OF (x0) = {f"(20)|n € Z~}, respectivamente. Cuando
f sea entendida en el contexto, denotaremos a la 6rbita de z( simplemente como O,, en

lugar de Oy (x).

Observemos que pertenecer a la misma érbita es una relacion de equivalencia. Por otro
lado, resulta importante reconocer cierto tipo de dérbitas especiales para a partir de ellas

obtener informacion sobre la dindmica.

Definicién 1.6. Sea f : T — T una funcién continua y zy € T. Decimos que xy es un
punto fijo para f, si satisface f(zg) = zo. Andlogamente, z, es punto n-periédico
para f, si cumple f™(xg) = xg. Si f™(z0) = zo vy f?(x0) # xo, para todo entero j sujeto
al<j<n-—1,diremos que zy es un punto periédico de periodo n. Ademas, a la

6rbita de un punto periédico se denominard érbita periddica.

Un ejemplo de érbita periddica se presenta cuando en una rotaciéon el angulo o es un

numero racional.

m
Ejemplo 1.7. Sea R, : T — T una rotacién, « € Q = {— : m € Z,n € Z*}. Entonces
n
cada (’)[;] es periddica. En efecto, cuando a = P con p, q relativamente primos, para
q

[z] € T con R,([x]) = [r + «] se obtiene

R

Q3N
=
Il
o)
Q3
N
53
+
Q3
|
N
Il
| —|
+
[\
Q3
|

y, procediendo de manera inductiva, también
7 _ p +
R:([z]) = [x —i—n—],n ez
a q
En particular, se logra
q _ ry _ _
Ry(la]) = |7 +ap | = [+ 9] = [s].

Asf, la érbita O, = {[z], Re([x]), R3([z]),..., RE " ([z])} es g-peribdica.
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Algunas érbitas se acumularan sobre orbitas peridédicas. Sin embargo, existen casos que
estudiaremos en el capitulo 2 donde las érbitas se acumulan en conjuntos excepcionales

como un conjunto de Cantor.

Definicién 1.8. Sea f : T — T una funcién continua. El w-limite de un punto z € T es

el conjunto

we(r) ={y € T| existe una secuencia nj, € N tal que HIEFI ™ (x) = y}.
Ng—>+00

De manera analoga, cuando f es invertible, podemos definir a-limite de z como el

conjunto

af(r) ={y € T | existe un secuencia nj, € N tal que lim [~ "*(z) =y}.

ng——+00

Observacién 1.9. Se cumple wy(z) = m {fm(z) :m >n} = m {fm(z) : m > n}.
neN neN
Ejemplo 1.10. Sea R, : T — T una rotacién de dngulo p, como en la definicién [1.2} Con

p € Q, tenemos

wr(y) = as(y) = O,, para todo y € T.

Por otro lado, para p ¢ Q tenemos

wr(y) =as(y) =T, paray € T.

Esto es debido a que los conjuntos {R}(y) : n € Z*} y {R;"(y) : n € Z*} son ambos

densos en la circunferencia. Esto lo formalizaremos en la proposicion [1.1

Ejemplo 1.11. Sean F), perturbaciones periddicas de rotaciones, dadas por F,(x) = = +
%+asin(27rx), paran € Zy 0 < a < 1/27n. Los puntos z; = 2j_n’ donde j =0,1,...2"—1
generan las érbitas periddicas. Basta observar F'(x;) = x40, asi {x;|j es par} es una 6rbita
periddica de periodo n y {z;|j es impar} es otra érbita periédica de periodo n . Todas
las demés érbitas no son periddicas y los conjuntos limites para cualquier punto y no

periédico son a(y) = O v w(y) = Oy, .
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. 1
Figura 1.1: Comportamiento de las érbitas para f(z) = z + — + asin(2nnx).
n

Un conjunto K es positivamente f-invariante si cumple f(K) C K y
negativamente f-invariante si cumple f~'(K) C K. Cuando f(K) = K, se dice que

K es f-invariante.

Proposiciéon 1.12. Sea x € T y f : T — T es un homeomorfismo y x € T. Entonces
wy(z) (resp. a(x)) es un conjunto no vacio, cerrado y f-invariante. Ademds todo conjunto

minimal con respecto a las propiedades antes mencionadas es el w-limite de cierto punto.

Prueba. Sélo demostraremos las propiedades del conjunto w-limite.
El conjunto ws(x) es no vacio, pues la compacidad de T garantiza la existencia de un
punto limite de (f"(z)) para cualquier x € T.

Dado que el conjunto w—limite se puede escribir como

wilw) = () {f™(z) - m = n},

neN
la segunda afirmacion resulta inmediata.
Ahora probemos que wys(z) es f-invariante. Por la continuidad de f y la igualdad en

la observacién [I.9] obtenemos

s < NA(Ur@)ens(Uro)

neN m>n neN m>n
c NUm@-NUre
neNm>n neNm>n
C wy(x).

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

Ademas, se cumple wy(x) C f(ws(z)). Dado y € wy(z), existe una sucesién (™), para la
cual lim f™(z) = y. De esta manera existe (f™ '), para la cual lim f™ !(z) =z ¢
k—+4o0 k—+o00

wy(z). Por la continuidad de f, tenemos

y= lim (@)= lin f( @) = f( lm (@) = f2).

k—+o0 k——+o0 k——+o00

De esta manera se concluye la igualdad f(ws(z)) = w¢(z). (Un argumento andlogo para
n < 0 nos permite probar lo pedido para ay(x)).

Ahora probemos que wy(z) es minimal respecto a estas propiedades. Sea § C C' C T,
cerrado, no vacio y f-invariante. Tomemos x € C. Entonces se cumple {f*(z)}xez C C,
pues (' es f-invariante, y asi W}cez C C = C, pues C es cerrado. Por otro lado se

tiene

wi(@) = ({f¥@) k= j} C {fF@)}pez C C.

j>1
Por lo tanto, cualquier conjunto C cerrado, f-invariante es vacio o contiene a cierto wy(z).

Si C' es un conjunto minimal entonces C' = wy(x). O

Observacion 1.13. El conjunto w-limite no necesariamente es conexo, pues en algunos
casos puede coincidir con un conjunto de Cantor, el cual es totalmente disconexo, como

veremos en el ejemplo [1.23

Definicién 1.14. Diremos que una funcion f es topolégicamente transitiva si existe
z € T con Of(x) = T. Es decir, existe un punto cuya orbita es densa en T. Si tuvieramos

Of(z) = T para todo x € T, entonces diremos que f es minimal.

Observacion 1.15. Cuando una semiérbita es densa en T, su respectivo conjunto limite

es un conjunto minimal respecto a las propiedades de la proposicion [1.12

Ejemplo 1.16. La funcién f : T — T definida por f([z]) = [2z] posee 2" — 1 puntos
periddicos. Ademas f es topoldgicamente transitiva. En efecto, un cédlculo directo nos
permite conseguir los puntos fijos para f" mediante la ecuaciéon f*([z]) = [2"z] = [z].
Es decir, existe un entero positivo p para el cual 2"x — x = p. Entonces x = %,
parap =0,1,...,2" — 1. Por otro lado, la definicién [1.14] es equivalente a la condiciéon de
que dados dos conjuntos abiertos, disjuntos y no vacios U y V existe n € N para el cual

f™(U)NV = (). Para comprobar esto elejimos un intervalo abierto I en U. Entonces se sigue
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del hecho de que f duplica la longitud del intervalo en cada iteracién que habra un instante
N para el cual el intervalo fY¥(I) tendrd longitud mayor que 1, es decir abarcard toda la

circunferencia. Luego fY(I) C f¥(U) intersectara inevitablemente al conjunto V.

Consideremos (T, d) como espacio métrico con métrica d definida por
d([z], [y]) = min{la — b] : a € [z],b € [y]}.
En particular, cuando |z —y| < 3 tenemos d([z], [y]) = |z — y|.

Proposicién 1.17. Para cada o ¢ Q, la rotacion R, : T — T es topoldgicamente

transitiva. Ademds es minimal, pues OF es densa en T para todo x € T.

Prueba. Primero veamos que siempre los puntos de la orbita de R, son distintos
dos a dos. Sea x € T. Si dos puntos de la érbita fueran iguales, entonces existirian
ndimeros enteros m,m con n # m tales que R!([z]) = RZ([z]). Entonces se cumpliria
[z +na] = [x+ma], lo que implica (n — m)a € Z. Esto ultimo contradice el hecho de que
« es irracional. Luego todos los puntos de la érbita de x son distintos. En particular R,
no tiene puntos periédicos.

Ahora, por la compacidad de T, debido al teorema de Bolzano Weierstrass, tenemos
que {R?(z)},>0 admite una subsucesién convergente. Esto significa que ciertos puntos de
la érbita estan arbitrariamente cercanos unos de otros. Asi, dado € < %, positivo, existen

enteros no negativos p, ¢ sujetos a p > g para los cuales se satisface
d(Rp (), Be(z)) <e.

Dado que R, es una isometria, es decir se cumple d( R (z), R (y)) = d(x,y), paraz,y € T
y todo entero m, tenemos en particular d(RE"9(z), z) < e. De este modo al elegir k = p—g,
se tiene 0 < d(R%(z),z)< e. Afirmo ahora que el conjunto {R7¥(z); j € N} forma una e-
red de la circunferencia. En efecto, se tiene d(RgH)k(a:), Rik¥(z)) = d(Rk(z), )< €, pues
R, preserva distancias. De esta manera el subconjunto {R/*(z);7 € N} de la érbita
de x divide a la circunferencia en intervalos de longitud menor que e. Asi, se tiene

T = U R]k Rjk () + ) Finalmente por la arbitriaridad de €, para cualquier y € T,

habra alguno de estos intervalos que contenga al punto . O
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Ejemplo 1.18. La funcién f : T — T definida por f([z]) = [3z] posee una
6rbita cuyo conjunto w-limite es el conjunto ternario de Cantor. En efecto, elijamos
Iy = (% %) y veamos su preimagen por f, es decir f7!(Iy) = I;; U I3 U I3, donde

Ly = (3,2), 1 = (4 ), Ii; = (£,%). Siguiendo un proceso inductivo se contruye el

conjunto K = [0, 1]\ U f7"(1y) que coincide con el conjunto ternario de Cantor, Figura

. Por otra parte, sabemos que se cumple K = {Z g" a, € {0, 2}} Es fécil ver

n=1
oo

Qn, .
que K es invariante por f. En efecto, fijando x = Zg_n’ con a, € {0,2}, se tiene

n=1

f(x) = {Z = 1} = [aﬁ—z % 1] = Z agzl. Asf f se comporta como una aplicacién

n=1 n=1
que desplaza digitos a la 1zqu1erda en la representacion en base 3. Esto implica que K

es invariante por f. De esta manera la clausura de la 6rbita es un conjunto de Cantor.

Ademas, existird un punto en z € K, cuya Orbita es densa en K, como se mostrara en el

ejemplo

wir

Figura 1.2: Construccién del conjunto de Cantor via la funcién f(x) = 3z méd 1.

Un concepto clave que permite comparar dinamicas que poseen cierto tipo de
complejidad con dindmicas de mas simples es la conjugacion topolégica. Ello nos ensena

cuando dos sistemas dinamicos son en el sentido topolégico los “mismos”.

Ejemplo 1.19. La funcién f : [0,1] — [0, 1] definida por f(x) = 4z(1 — ) tiene un
comportamiento dindmico parecido a la funcién ¢ : [0, 1] — [0, 1] definida por

1

2z si O§x§§,

1
2(1—z) si §<x§1,
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en el sentido que el homeomorfismo h(z) = sin®(Z£) lleva drbitas de una dindmica en otra,

es decir, h(O¢(zo)) = O,4(h(z0)), para cualquier punto zo € [0, 1].

(a) Gréfico de f (b) Grafico de ¢

Figura 1.3: Comparacion de comportamientos dinamicos.

Definicién 1.20. Sean f,g : T — T funciones continuas. Diremos que h : T — T es
una semiconjugacion topoldgica entre f y g si h es continua, sobreyectiva y cumple

ho f = goh. Es decir, el siguiente diagrama

T

h h
conmuta. Cuando h es un homeomorfismo que satisface lo anterior, diremos que h es una

conjugacién topoldgica y que f y g son topolégicamente conjugados.

Observacién 1.21. La conjugaciéon topologica es de hecho una relacion de equivalencia.
Por otro lado, la necesidad de sobreyectividad en una semiconjugacion responde al hecho
de que al tenerse h continua y sobreyectiva a la vez, la imagen via la funcién h de cualquier

subconjunto denso es también denso.

Ejemplo 1.22. Sea f : T — T definida por f([z]) = [2z] y sea >, = {0,1}" el
conjunto de sucesiones en {0,1}. Definamos la funcién s : ), — >, para la cual
s((x1,xa,...)) = (x2,23,...). Six = 0.x125 ... es la representacion binaria de z en [0, 1],

entonces se tiene f(x) = 0.x9x3.... Asi, existe una funcién h : ), — [0, 1] continua,
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sobreyectiva definida por h((x;)ien) = Z 5 tal que hos = foh; por lo tanto h es una
i=1
semiconjugacién entre f y s.

Ejemplo 1.23. Sea K el conjunto de Cantor definido en el ejemplo Sea f: K = K

definida por f([z]) = [3z]. Podemos construir la funcién h : K — [0,1] mediante
h(0.x125...) = 0.5-%2 ... Tal funcién es continua, no decreciente e inyectiva, excepto

por el hecho de que existen racionales binarios que poseen dos preimagenes. Por ejemplo
h(3) = h(0,0222---) = 0,15 = 3 v h(}) = 1(0,2000 - --) = 0,1() = 1.

Sin embargo, se cumple ho f = goh, donde g(x) = [2z]. Es decir, el siguiente diagrama

e "1N

h h

TTTg

conmuta. Finalmente, en el ejemplo [1.16| vimos que g es transitiva. De este modo via la

funcion h se garantiza que f también lo es.

En el capitulo 2 esta herramienta nos permitira clasificar los homeomorfismos de
la circunferencia. Demostraremos que todos y cada uno de ellos son semiconjugados
a rotaciones irracionales. Como ya vimos, la dindmica de las rotaciones es simple y

estd marcada por su angulo, tal como se resume a continuacién.
Proposicion 1.24. Sea R, : T — T una rotacion. Entonces se cumple lo siguiente.
1. Si a € Q, entonces cada orbita es periodica en T.

2. Sia ¢ Q, entonces cada orbita es densa en T.
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Capitulo 2

Homeomorfismos del toro T

Denotaremos al grupo de los difeomorfismos de T de clase C" por Diff"(T), donde
r representa la diferenciabilidad. Particularmente, estaremos interesados en los casos
r = 0,1,2, donde Diff’(T) es el grupo de homeomorfismos de T. Serfa ambicioso
abarcar todo Diff’(T). Es por ello que restringiremos nuestro estudio a DiffS (T), el
subgrupo de Diff’(T) formado los homeomorfismos que preservan orientacién. Ademés
definiremos un invariante topolégico conocido como nimero de rotacion para este tipo de

homeomorfismos.

2.1. Levantamientos

Para definir el subgrupo DiffgL (T), estudiaremos cierto tipo de funciones continuas de
la recta real. La aplicaciéon 7 : R — T definida por 7(z) = [x] = x + Z, representard la
aplicacion cociente. Observemos que 7 también puede ser vista como la aplicacion de

recubrimiento de T y en consecuencia sera un homeomorfismo local.

Lema 2.1. Sea f : T — T wuna funcion continua. Dados xo,y90 € R, p € T sujetos
a m(ro) = p, w(yo) = f(p), existe §y > 0 independiente de xo,yo, y una funcion
F:lxg— 65,20+ df] = R continua que cumple mo F = form y F(zg) = yo. Ademds si
existe otra funcion continua G : [zo — 8f, 20 + 0] tal que o G = fom y Gyo) = o,

entonces F(x) = G(x) en la interseccion de sus dominios.

13

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




* i PONTIFICIA
TESIS PUCP gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

Figura 2.1: Existencia del levantamiento F’

Prueba. Como T es compactoy f es continua, resulta que f es uniformemente continua,

. . 1 o
es decir, existe 0y < 7 positivo, tal que

1

F(lp =850+ 84) € )~ 3. 0) + 5], 2.1)

para cualquier p. Dado que se cumple 7 ([zo — &7, 20 + 67]) = [p — 67, p + 0f], de se
tiene f o m([zo — 8f, 20 + 84]) C 7([yo — 3. y0 + 1)

Seao:[f(p)—1,f(p)+31] = [yo— 1,0+ 3] la funcién inversa de ’[yo—i,yoJri]' Ahora
definamos F': [xg— 0,9+ 0] — R por F' = oo for cerca de x5. Como f y o son funciones
continuas, tenemos que F es continua y satisface los requerimientos del lema.

Para la unicidad, sea una funcién continua G : [zo — 6 £, 0+ 6 fltalque oG = formy
G(yo) = 0. Definamos A = {x € [xg— 6,29 +6] | G(z) = F(z)} con § = min{d;, 4} > 0.
Observemos que A no es vacio, pues xg € A, ya que se satisface G(xg) = yo = F(xo).
Ademéds A es cerrado, pues se tiene A = (G — F)7'(0) y G — F es continua. Gracias a
esto basta probar que A es abierto relativo, pues la conexidad de [z¢ — J, 9 — §] garantiza
que se cumple F'(x) = G(x) para x € [xg — J, 29 — J].

Tomemos z € A, de modo que se tenga (G — F)(z) = 0. Eligamos ¢ > 0 tal que
x € (z—¢, z+4¢€) implique [(G—F)(z)| < 1. Como moG(z) = moF(z), para x € (z—¢, z+¢€),
conduce a G(z) = F(x) + k, para cierto k, € Z, se obtiene

|G(z) = Fa)] = [k| < L.

De esto tltimo, dada la propiedad k, € Z, la tnica posibilidad es k, = 0. De este modo
se logra G(z) = F(x) para todo x € (z — €,z + €). O
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Proposicion 2.2. Sea f : T — T wuna funcion continua. Entonces existe una funcion

continua F' : R — R tal que fom =mo F; es decir, el siguiente diagrama

R >R
ﬂl lw
TT)T
es conmutativo. Ademds, cualquier otra funcion G con las mismas propiedades de F

cumple G = F + k, para algin entero k .

Prueba. Fijemos p € T, xo,yo € R sujetos a m(zg) = p, 7(yo) = f(p). Por el lema2.1]
existe I : [xg — d, 29 + d] — R continua tal que mo F' = fomy F(zg) = yo. Si 1 = 29+ 9
y y1 = F(x1), definimos p; = 7(x1), para tener o F(x1) = fom(xy) y m(y1) = f(p1). Sin

embargo podemos aplicar nuevamente el lema 2.1} y asi existira
Fi . [$1—5,ZE1+5] — R

continua tal que mo F} = fomy Fi(z1) = y1. Al tenerse F(z) = Fi(x), para x € [xg, 1],
queda definida una funcién en [zg — 0, 1 + 0] = [z¢ — 0, Ty + 20]. Nuevamente proyectando
Ty = X + 20 seguimos el procedimiento de manera inductiva. Lo mismo para valores
menores que xq (a la izquierda de z).

Finalmente, sean F'y G dos levantamientos de f que cumplen 7o F'= for =m0 (G,
para cada = € R. Como n(G(z)) = 7(F(z)) implica G(x) — F(x) = k, € Z para todo
r € R, la continuidad de G — F' implica que k, es constante. Es decir, se ha de tener
G(z) = F(z) + k, para algin k € Z. O
Definicién 2.3. Dada una funcion continua f : T — T, un levantamiento de f es una

funcién continua F': R — R que satisface for =mo F.

Ejemplo 2.4. Sea R, : T — T tal que R,([z]) = [z + a]. Entonces Fy : R — R
dada por Fy(x) = x + a + k, donde k € Z, es un levantamiento de R, pues verifica
Raom(x) =mo Fy(x).

Ahora veamos algunas propiedades de los levantamientos.

Lema 2.5. Sean F'y G levantamientos de las funciones continuas f : T —-Tyg: T — T,
respectivamente. Entonces F o G es un levantamiento de f o g. En particular F™ es un

levantamiento de f" para todo n € N.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

Prueba. Si F'y G son levantamientos de f y g, respectivamente, entonces se tiene

moF = forymoG = gomr. Por tanto se cumple
70 (FoG)=(noF)oG=fo(roG)=(fog)or.
El caso particular se sigue de inmediato por un proceso inductivo. O

Proposicion 2.6. Sea f : T — T una funcion continua y F' un levantamiento de f.

Entonces F(x + 1) — F(x) es un nimero entero independiente de x y de F.

Prueba. Si F es un levantamiento de f tenemos 7o F'(z) = fon(z), para todo = € R.

En particular
T(F(z +1)) = f(n(z+ 1)) = f(x(z)) = 7(F(z)).

De esta manera F(x + 1) — F(z) € Z y por los argumentos dados en la proposicién
tenemos que F(x + 1) — F(x) es un entero. Ademds, observemos que por continuidad, lo
trabajado es independiente de la eleccién de x.

Ahora veamos la independencia del levantamiento. Si G es otro levantamiento de
f, sabemos por la proposicién que existe k € Z sujeto a G(z) — F(z) = k,
para todo x € R. En particular G(z + 1) — F(x + 1) = k. Al restar obtenemos
Gz+1)—G(x)=F(x+1)— F(x). O

Definicién 2.7. Si f : T — Ty F es cualquier levantamiento de f entonces F'(z+1)—F(z)
es llamado el grado de f y es denotado por deg(f).

Veamos la siguiente propiedad del grado.
Lema 2.8. Sean f,g: T — T funciones continuas. Entonces se tiene

deg(f o g) = deg(f)deg(g).

Como caso particular se tiene deg(f") = (deg(f))".

Prueba. En primer lugar probemos que

F(z+n)=F(x)+n deg(f), (2.2)
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se cumple para todo entero. En efecto, esta igualdad vale para n = 1, pues F(z + 1) =

F(x) + deg(f). Si vale para m, entonces, se tiene

Fx+m+1) = F(z+m)+deg(f)
= F(x)+mdeg(f)+ deg(f)
= F(x)+ (m+ 1)deg(f);

y asi, por induccion, es valida para todo n € N. Ademas considerando —n en lugar
de n se sigue facilmente lo mismo para m negativo. Para tal fin basta considerar
deg(f) = F(z) — F(z — 1)

Ahora empezemos la prueba propiamente dicha. Sean F'y G levantamientos de f y ¢
respectivamente. Por el lema [2.5, F o G es un levantamiento de f o g, y asi por definicion

de grado se tiene

deg(f o g) = (F o G)(a + 1) - (F o G)(x)

= F(G(z) +deg(g)) — F(G(x)) por (2.2)
= F(G(z)) + deg(g)deg(f) — F(G(z))
= deg(f)deg(g).

Si en particular hacemos f = g, se satisface deg(f?) = (deg(f))* y de manera inductiva

también deg(f"™) = (deg(f))™. O

Proposicién 2.9. Si f es un homeomorfismo, entonces deg(f) = +1.

Prueba. Para la identidad Id es facil ver que se tiene deg(Id) = 1 y por lema
sfguese 1 = deg(Id) = deg(f™' o f) = deg(f~")deg(f); por tanto se deduce
deg(f~!) = deg(f) = +1. O

Proposicién 2.10. Sea f : T — T homeomorfismo con deg(f) =1 y F un levantamiento

de f. Entonces se tiene
1. F(x +m) = F(x) 4+ m para todo m € Z;
2. F"(x+ 1) = F"(x) + 1, para todo n € NU{0};

3. La funcion p(z) = F"(x) — x es periodica de periodo 1 para todo n > 0.
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Prueba. Por definicién de grado, se sigue directamente F(x + 1) = F(z) + 1 y por un
proceso de induccién se pasa a F(x +n) = F(x) + n.

Para la segunda parte, por el item (1), la expresién vale para n = 1 (pues n = 0 es
obvio), y al suponer que es verdad para m, tenemos F™(z + 1) = F(F™(x + 1)) =
F(F™(z)+1) = F™(z) + 1.

Finalmente se tiene p(z + 1) = F*(x + 1) — (z + 1) = F™"(z) — z = ¢(x). O

Definicién 2.11. Decimos que un homeomorfismo f : T — T preserva orientacién si
los levantamientos de f son funciones crecientes. En el caso de ser decrecientes diremos

que el homeomorfismo invierte orientacion.

Justamente, a este tipo de homeomorfismos nos referiamos al inicio de este capitulo.

Centraremos nuestra atencién en este subgrupo de Diff’ (T) dado por
DiffS (T) := {f € Diff’(T) | f preserva orientacién }.

Elegimos este grupo y no el conjunto Diff” (T), pues este tltimo no es cerrado con respecto

a la operacién de grupo. En realidad, si f € Diff? (T) entonces se tiene f? € Diff] (T).

Ejemplo 2.12. Los homeomorfismos f, : T — T y g : T — T definidos por

falz) =—x+a méd Z y g(z,y) = (x,—y), respectivamente invierten orientacion.

La siguiente proposiciéon establece una relacion entre la orientacion del homeomorfismo

y su grado.

Proposicion 2.13. Sea f: T — T un homeomorfismo. Entonces f preserva orientacion

si y solamente si deg(f) = 1.

Prueba. Sea F' un levantamiento de f. Por la proposicion , tenemos deg(f) = £1.
Supongamos deg(f) = —1, es decir F(z+1)—F(z) = —1. Dado que f preserva orientacion,
tenemos que F' es una funcién creciente y por consiguiente, para r < x + 1 se tiene
F(z) < F(z+ 1), y de esa manera 0 < F(xz + 1) — F(z) = —1; lo que obviamente es una
contradiccion.

Reciprocamente, dado cualquier levantamiento F' de f, se sigue de manera inmediata
que F, por ser mondtona, debe ser creciente puesto que cumple F'(z+1)—F(z) = deg(f) >
0. O
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Las rotaciones R,, : T — T pertenecen al grupo Diﬁ{jr (T) como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.14. El levantamiento Ry (z) = x + o + k de R, satisface

deg(Ro) =Ra(x+1) —Ru(z) = (z+1+a+k)— (z+a+k)=1.

2.2. El nimero de rotacion

Un invariante topoldgico es una propiedad de un espacio topolégico que no cambia bajo
homeomorfismos, aun cuando puedan existir espacios topoldgicos no homeomorfos con un
mismo invariante topoldgico. Asociaremos a cada elemento de Diﬂ?‘jr (T) un numero real
cuyas propiedades aritméticas nos proporcionaran informacién de la dinamica de f. Este
invariante, conocido como el nimero de rotacién, aparece inicialmente en un fragmento
de la tercera memoria de Poincaré [19, p.231-233|. La siguiente es una traduccion libre
del autor.

“Ahora vamos a determinar el orden circular en que estan dispuestos los puntos M (i)
dejando a un lado el caso donde hay un ciclo limite y donde el orden se determina
facilmente. Sea ag la longitud del arco M(0)M (1), ay la longitud del arco M(1)M(2), ...,

y en general o la longitud del arco M (i)M (i + 1). De ahi tenemos que

O + Oyl + Qiyo + ... + Qigp
)

n

cuando n crezca indefinidamente, tendrd un limite finito, independiente de i mds
incomensurable con 2mr Tl

Después de dar este vistazo histérico, volvemos a nuestro contexto, en el cual,
basandonos en el concepto de levantamiento para homeomorfismos que preservan

orientacion, definiremos una versién moderna de este limite.

'En la tercera memoria publicada en 1885, Poincaré estudia el caso de los campos vectoriales no
singulares sobre T2. Debemos tener presente que en dicho trabajo el toro de dimensién 2 es visto como una
superficie que habita en R3, y no dotada de la estructura de grupo R? /Z2. Aquf los puntos M (0), M (1),...
son puntos que se encuentran sobre un meridiano (un circulo) de T?. En este contexto es que aparece

originalmente el ntimero de rotacion.
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Lema 2.15. Sea (a,)neny una sucesion de nimeros reales sujeta a
| Qs — A — ay | < C (2.3)

a
para todo m,n y alguna constante C € R. Entonces lim — existe.
n—+ooc N

2C
Prueba. Para ¢ > 0 escojamos N € N tal que N < €. Dado que (a,)nen satisface

(2.3)), de manera inductiva se comprueba
|@mn — may| < (m—1)C. (2.4)

En efecto, fijado n, para m = 1, la desigualdad se satisface obviamente. Si para m € N,

se satisface ([2.4)), se sigue

IN

|a(m+1)n e (m ¥ 1)an| |amn+n — Qmp — a'n| o |amn — mapy

< C+(m—-1)C=mC.

Esto concluye la prueba de
Para n,m > N, usando la expresién ([2.4)), se obtiene no solo

a a m—1)C C €
mn_ G| o e E (2.5)
mn n mn T e
sino también
a a n—1)C C €
e §g<_<__ (2.6)
mn = m mn 04 &
Al sumar las expresiones (2.5)) y (2.6, para n,m > N, tenemos
o _ Gm| o |Qmn Gnj Qe Gm)
n o m mn n mn  m
a .
De esta manera (—),en es una sucesiéon de Cauchy y por ello converge. U
n

Proposicién 2.16. Si f € Dz’ﬁg('ﬂ‘) y F: R — R es un levantamiento de f, entonces

vale lo siguiente.

F*(x) —
1. El limite lim M ezxiste para todo x € R.
n—+oo n

2. Este limite es independiente del valor z y serd denotado por p(F).

3. Si Fy G son dos levantamientos de f, entonces p(G) = p(F) + k para algin k € Z.
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Prueba. Para la existencia, sea z € R y definamos a, = F"(z) — z y k, sujeto a

k, < a, < k, + 1. Notemos que se cumple
|G = = an| = [(F"T (@) = 2) = (F"(2) — 2) — (F"(2) — 2))|
= |(F"(F"(2)) = F"(x)) = (F"(z) — 2)].
Sin embargo k, < a, < k, + 1 implica
kn < F™(x) — 2z < ky + 1, (2.7)

y con ello

x4k, <F'(z)<zx+k,+ 1.
Al aplicar F'™ a esta cadena de desigualdades se obtiene
F'z+k, < F™"(F"(z)) < F™(x+k,+1), (2.8)

pues F'™ es creciente. Sin embargo, como f es un homeomorfismo de grado 1, lo mismo
ocurre para f™ y por definicién se tendrd F™(x + ¢) = F™(x) + ¢ para todo entero /,
gracias a la proposicién m En particular, la expresién (2.8) conduce a

F™(x)+k, < F"(F"(x)) < F™(x) + k, + 1,

de donde se obtiene

k < F™(E™(z)) — F™(x) < kp + 1. (2.9)

De las ecuaciones (2.7)) y (2.9) concluimos que se cumple

|[(F™ ™ (x) — F™(x)) — (F™(2) — )| < |kn +1 = k,| < 1. (2.10)
De este modo se cumple |ay, 1y — @ — a,| < 1, y por el lema [2.15] el limite lim dn _
n—,oo N,
Fo(z) —
lim M existe y concluye la prueba de la parte (1).
n—00 n

Veamos la independencia respecto al punto de referencia. Supongamos que tal limite

exista. Dados z,y € R, sujetos a & < y, existen m, k € Z con los cuales se cumple
m<z<y<m-+k. (2.11)
Sea F' un levantamiento de f. Entonces, puesto que F™ es creciente, tenemos

F(m) < F'(x) < F"(y) < F"(m + k),
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y por ello |[F™(z) — F™(y)| < |[F™(m+ k) — F"(m)|. Ademéds, dado que la proposicién [2.10)
muestra F"(m + k) = F™(m) + k, se satisface

[F" () = F"(y)| < [K]. (2.12)

Luego las expresiones (2.11)) y (2.12]) conducen a

'(z) —x  F (y)—y' < 'F (x) - F (y)‘+ x—y‘ _ 2kl
n n n n n
F'(x) — F'(y) —
Al hacer n — 400 se consigue lim fa) -z = lim M Por lo tanto p(F') =
n—00 n n—00 n
Fo(z) —

lim M es independiente del punto z elegido. Se cumple de esta manera (2).
n—oo n

Ahora analicemos la dependencia del niimero de rotacién en el levantamiento. Sea F
un levantamiento de f y consideremos cualquier otro levantamiento G de f. Gracias a la
proposicién tenemos G = F + k para algun k € Z. Asi para G(z) = F(z) + k con

x € R, conseguimos
G*(z) = G(F(z) + k) = F(F(z) + k) + k = F*(z) + 2k,

y procediendo de manera inductiva, G"(z) = F™(x) + nk. De esta forma,

O\ s

n—00 n

A HmF(x)ank—x
n—oo n

" (x) —

= lim M-}—k‘:p(F)-l-k.

n—00 n
prueba lo pedido. 0

Observacién 2.17. Cuando elegimos a,, = F"(0) en (2.10) con C = 1, las expresiones
(2.5) y (2.6) para n,m > N implican
o o)
m n

_|_

(2.13)

S

1
m

) e
n ne

De ahi concluimos que ( es una sucesion de Cauchy que converge a un nimero que
denotamos p(F). Ahora bien, como consecuencia de la expresién (2.13)) al hacer n — +o0

se obtiene

’F "(0) (2.14)

p- —p(F)' < %
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F'(x) —
Definicién 2.18. El ntimero p(f) = 7n(p(F)) donde p(F) = lim )~ es llamado
n—oo n
numero de rotacién de f, donde p(f) esta bien definido por la proposicién anterior.

Esto es, p(f) es el inico nimero en [0, 1) para el cual p(f) — p(F') es un entero.

El niimero de rotacion mide la distancia promedio de un punto x viajando por iterados

de F', y cuando se proyecta en la circunferencia, la rotacion media por iterados de f.

Ejemplo 2.19. Sea R, : T — T una rotacién. Consideremos el levantamiento R, (x) =
x4+ a+ k, para todo x € R,k € Z. Como se cumple 7%2(93) = x + na + k, se alcanza la
igualdad -

p(Ra) = lim Rt < =«

[n|—o0 n

Es decir, el nimero de rotaciéon en este caso coincide con el angulo de rotacién.

Observacién 2.20. Para funciones continuas f : T — T con deg(f) # 1 el nimero
de rotacién no necesariamente existe. Por ejemplo para F(z) = 2z, y o € R se tiene
F™(xg) = 2"z y asi

Fm — 2 )
lim F{wo) = 7o = zo( lim
n—00 n n—00 n

) = +00.

En ciertas ocasiones, para homeomorfismos de la circunferencia de grado 1, debido a

que el nimero de rotacién no depende de la eleccion del punto, sera licito considerar

Lo gl

n—o0 n

).

2.3. Propiedades del nimero de rotacién

Al inicio de este capitulo mencionamos que estudiariamos un invariante topolégico para
funciones en Diff i(T). En esta seccién demostraremos esa afirmacién y otras propiedades
importantes. Para este fin consideraremos ¢ : R — R* una funcién creciente, continua
en 0, con ¢(0) = 0. Como en [12] p.43], se dice que la funcién F' : R — R admite a ¢

como médulo de continuidad si satisface |F(z) — F(y)| < ¢(|x — y|), para z,y € R.
Proposicion 2.21. Si f, g € Dz’ﬁi(T), entonces se satisfacen las siguientes propiedades.

1. La funcion p : Diﬁi(T) — T es continua en la topologia C°, inducida por la norma

[flloe = sup [f(z)].
zeT
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2. Si f y g son topologicamente semiconjugados, entonces tienen el mismo numero de

rotacion.
3. St p(f) =0, entonces f admite un punto fijo.

4. St F' y G son levantamientos de f y g que conmutan, es decir F'o G = F o G,
entonces p(F o G) = p(F) + p(G).

Prueba. Primero probemos la continuidad del niimero de rotacion. Es decir, fijado
fo y dado ¢ > 0, debemos probar que existe 6 > 0 tal que para f € Diff 3(']1‘) sujeto a
|f = follee < 0 se cumple |p(f) — p(fo)| < €. Sea Fy levantamiento de fy. Tenemos por la
proposicion que Fy es la suma de la funcion identidad més una funcién continua y
periddica de periodo 1, en consecuencia Fj es uniformemente continua. De esta manera

Fy admite una funcién continua ¢ : Rt — R con ¢(0) = 0, para la cual

[Fo(z) — Fo(y)| < ¢(lz —y))- (2.15)

En efecto, asumiendo que Fp es uniformemente continua, basta definir la funcién ¢(0) =

sup {|Fo(z) — Fo(y)|}. Esta funcién resulta ser un médulo de continuidad para Fj, pues
lz—y|<o
satisface las propiedades mencionadas al inicio de esta seccién. Por otro lado, para un

levantamiento F' se tiene que la funcion F' — Id es periddica, y de esta manera se cumple

sup [F(z) — Fo(r)| = sup |F(x) = Fo(x)].
zeR z€[0,1]

Luego, para cada entero k, gracias a la expresién (2.14]) de la observaciéon R.17 se tiene
EF(0 1
‘p(Fo) - Ok( )’ < iz De acd se pasa a

otF) = ol < [otr) - S 4 |5 - O Loy - SO
k k
< %JF‘FI{EO) — F"kfo)‘Jr%. (2.16)

Ahora para todo 4 y todo levantamiento F' para los cuales se satisface sup |Fy(z) — F(z)| <
zeR
9, encontremos un entero k adecuado del tal manera que el segundo término de (2.16)) sea

pequeno.
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Al tener en cuenta la expresion (2.15]), obtenemos

[FF(0) — F(0)| < |[Fo(Fo(0)) = Fo(F(0))] + [Fo(F(0)) — F(F(0))],
< ¢(1F(0) = F(0)]) + 6,
< 5+ ¢(0).

De igual manera pasamos a

|£5(0) = F*(0)]

IN

| Fo(F5(0) = Fo(F*(0))] + | Eo(F2(0)) = F(E*(0))],
o(|F5(0) — F(0)]) + 9,
< 0+ ¢(0+ ().

IN

Prosiguiendo de manera inductiva, tenemos

[F5(0) = FHO)] < [B(F(0) — Fo(F(0)))]
),
S(|Fg 1 (0) = F*H(0)]) + 4,
< 0+ 0(0( - (0(0 + ¢(0))))-

k—1

+HE(F 7 (0) - F(F

IN

4
Ahora elijamos un entero k para el cual £ > — y a continuaciéon ¢ > 0 para el cual
€

5+ $(8C (B0 + 60 < (217)
k

eleccién solventada en la continuidad de ¢ y la condicién ¢(0) = 0.

Finalmente, teniendo en cuenta la elecciéon de k, al reemplazar (2.17) en (2.16) se

obtiene

e ke €

F) — p(F eyt
\p(F) — p(Fy)| < 1Tt =e

Por lo tanto, se cumple la continuidad de la funcién p.
Para la segunda parte, sean F, G, H levantamientos de f, g, h, respectivamente, donde

ho f =goh. Para x € R, la expresion anterior en términos de levantamientos significa
m(H o F)(z) =7(Go H) (),
es decir (H o F')(x) = (G o H)(x) + k para cierto k € Z. A partir de esto se cumple

HoF"(x) = G"oH(z)+nk, (2.18)
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pues G es de grado 1. Sea p(z) = H(x) —x. Asi, reordenando (2.18)) de manera adecuada,

se llega a
HoF"(z)— F"(z)+ F"(z) = G'oH(z)— H(z)+ H(z) —x+z+nk
F'(z) 4+ @(F"(z)) = (G"—I1d)(H(z))+ ¢(x)+ Id(z) + nk.

Al dividir entre n se pasa a
1 1 1 1
(" = Id)(2) + —p(F"(2)) = —(G" = [d)(H(2)) + —p(z) + k.

n n

Al hacer n — 400, y teniendo en cuenta por la proposicion que @ es una funcién

acotada, logramos

p(F) = lim w: it (G" — Id)(H())

n——+oo n n—-+oo n

+ k= p(G) + k,

lo cual confirma la igualdad p(f) = p(g).

Para la tercera parte, supongamos que f no posee punto fijo; lo cual significa
f([z]) # [z], para todo = € R. Notemos que cuando F' es un levantamiento de f tenemos
7(F(z)) # m(x) si y solamente si F(x) —x ¢ Z. Asi, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que se cumple 0 < F(z) —x < 1 al ajustar el levantamiento mediante el entero
adecuado. Definamos la funcién ¢y(x) = F(x) — x. Sabemos por la proposicién que
es ¢ continua y periddica de periodo 1, con lo cual se tiene ¢g([0,1]) = ¢o(R) C (0, 1).
Dado que ¢(x) es una funcién definida sobre el compacto [0, 1], obtiene un valor méaximo

y minimo, digamos xg, 1 € [0, 1], es decir se cumple
0 < ¢o(wo) < do(z) < do(z1) < 1.
Para ¢ = min{¢o(zo), 1 — ¢o(z1)} > 0 se tiene
d<F(x)—z<1-4,

es decir
r+0< Fz)<x—0+1. (2.19)
Dado que F es creciente, y por ser la relacién valida para todo x € R, se tiene
d < F0)<1-94
20<F(6) < FP0)<F(1-0)<1-6+(1-9)

no

IN

F™(0) < n(1 - d)
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Al dividir entre n se logra

y cuando n — 400, se obtiene finalmente 6 < p(F) < 1—¢ y con ello 0 < p(f) < 1, 1o
cual contradice p(f) = 0, el supuesto de partida.

Ahora probaremos la ultima propiedad. Sean F' y G levantamientos respectivos de
f v g para los cuales se tenga (F o G)(x) = (G o F)(z). De esta manera se cumple

(FoG)" = G"o F™ = F™ o G", para cada n € N. Primero observemos que un proceso

G"(z) — 1
analogo al descrito en la observacién [2.17] nos permite concluir |p(G) — M| < —
n n
De esta manera, para (Z,,)men una sucesion cualquiera en R se logra
G"(x) — T 1
o(@) - Ll 2t L
n n
G" m) ~— 4m
por lo cual, p(G) = lim M
n—-+o0o n
Finalmente, de esta manera se tiene
, (FoG)™(z)—=x , FMz)-—x
F —p(F) = 1 -1
AP L N
G"(F" - Fr(x) —
N (T 8 ) -2
n—-+4o0o n n—-+o0o n
@) - )
= lim
n—-+oo n
= p(G).
Por lo tanto p(F o G) = p(F) + p(G). O

Observacién 2.22. Para f,g € Diff %(T) con fog = go f también vale p(f o g) =
p(f) + p(g). Para més detalles vea el libro [11, p.155] o el articulo [12, p.22].

2.4. Dinamica tipo racional

Cuando el nimero de rotacion es racional, ocurre algo muy similar a la dindmica de las
rotaciones racionales. Especificamente, existen orbitas peridédicas. Ademas, tales érbitas
dentro de la circunferencia quedan ordenadas de la misma manera como en una rotacion

estandar.

Proposicién 2.23. Sea f € Diﬁi(']l‘). Entonces p(f) es racional si y solo si f tiene un

punto periodico. De ser éste el caso, todas las orbitas periodicas tienen el mismo periodo.
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Prueba. Primero asumamos que f posee un punto periédico. Elijamos xq € R de modo
que 7(xq) € T sea periddico de periodo g > 1. En este caso, para F', levantamiento de f, se
tendra 7(xg) = f9(m(xo)) = w(F(x0)), de donde obtenemos F?(xy) = xo + p, para cierto
entero p. Luego, de esta tiltima expresién, tenemos F%(zg) = F(xg +p) = Fi(x) +p =

2o + 2p. Procediendo de manera inductiva logramos
F™(zg) = xo + np.
Finalmente calculamos

p(F) = lfim —2 20 _

n—oo nq

e —
=m0 _2 g

Reciprocamente, sea p(f) = K € Q. Dado F, un levantamiento de f, resulta que F* es
q
un levantamiento de f*. Ahora por la tltima propiedad de la proposicién aplicada
a ", se tiene

p(f*) = kp(f) (mod 1).

En particular para k = ¢ tenemos p(f?) = q.p(f) = q.g = p (mod 1) = 0. Al aplicar el
q
tercer item de la proposiciéon se concluye que f? posee un punto fijo. Por lo tanto, f

posee un punto periédico de periodo g cuando p(f) = o
q

Ahora, cuando se tiene p(f) = g con p y ¢ primos entre si, veamos que todos los

puntos periédicos tienen periodo g. Sea F' un levantamiento de f tal que p(F') = b y sea
q

7(x) un punto periédico para f, sujeto a
Fi(z)=z+7p, (2.20)
para algin p’ € Z. Haciendo el calculo resulta

an’ . /
Z = p(F) = lim MZB;
q n—00 ng' q

y de este modo existe d € Z tal que p = dp y ¢ = dgq. Afirmamos que se cumple
Fi(x) = x + p. En efecto, supongamos se tenga F(x) > x +p 6 Fi(x) < x + p. Sin
perdidad de generalidad hurguemos exclusivamente en la posibilidad F'%(z) > x + p, pues
el otro caso es andlogo. Obsérvese que F'9(z) > = + p y el hecho de que F'(z) — x sea

periddica conducen a

F¥(z) = FY(F'(x)) > F'(a +p) > 2+ 2,
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y una simple induccién deriva en F%(x) > z + dp. Dado que se cumple p' = dp y ¢ = dg,
se tiene entonces la desigualdad

F(z)>z+p,

lo que contradice (2.20]). De esta manera f(w(x)) = 7(z) y con ello 7(z) es un punto

periédico de periodo q. O

Observaciéon 2.24. En la proposicién es esencial tener deg(f) = 1, pues si
consideramos f : T — T definido por f([z]) = [2z], de grado 2, no es dificil ver que

se cumple
Fo) = (0] y f2([1/3]) = [1/3].
Asi [0] y [1/3] son puntos periédicos para f, de periodos distintos.
Por otro lado, la funcién f(z,y) = (x,—y) € Diff °(T) tiene dos puntos fijos
(1,0),(—1,0) y los demds puntos son periédicos de periodo 2. Esto no contradice la

proposicion [2.23| pues esta f no preserva orientacion.

Lema 2.25. Sea zy € R tal que w(xg) es punto periddico de periodo q para f con p(f) =

3

conp €7 yq# 0 primos entre si. Entonces existe un levantamiento para f que satisface

Fi(zg) = xo + p.

Prueba. Escojamos G un levantamiento cualquiera de f. Al ser G" un levantamiento
de f™ se tiene m(GY(xg)) = fi(m(x0)) = m(xp). De este modo se satisface G(xy) = x¢+m,
para cierto m € Z. Ademds, por la proposicién 2.10se tiene G(xg + ¢) = G%(xg) + ¢ para

todo entero ¢, y de esta suerte
G?!(x) = G (x0 +m) = GY(z0) +m = 2o + M +m = ¢ + 2m.

Prosiguiendo de manera inductiva, tenemos G™(z¢) = x¢ + nm. Como se cumple

Gna —
_o(f) = lm GE) T ™
n—-+oo ng n—-+oo nq q

existe k € Z tal que m_>r + k, y con ello obtenemos m = p + gk.
q q
Definamos F(x) = G(z)—k. Justamente F' definido de esta manera es el levantamiento

requerido por el lema. Veamos. Aplicando F' a x( en la expresién anterior se tiene

F2(29) = F(G(x0) — k) = G(G(0) — k) — k = G*(x0) — 2k.
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De manera inductiva y teniendo en mente m = p + gk obtenemos
Fi(xy) = GY o) — gk = xg +m — gk =z + p.

Hemos probando asi que se cumple F?(xy) = xg + p. 0

El siguiente resultado muestra que el ordenamiento de los puntos de una Orbita
peridédica por un homeomorfismos de la circunferencia que preserva orientaciéon con nimero
de rotacion racional es el mismo ordenamiento de una Orbita por la correspondiente
rotacion.

Dados g, x1,...,Tn—1 € T, elijamos yo, Y1, .-, Yn—1 € [Yo,%0 + 1) C R para los cuales
7(y;) = ;. El ordenamiento de los puntos (xy,...,z,) sobre T es la permutacién o de
{1,2,...,n — 1} para la cual se tiene yo < Yo(1) < -+ < Yo(n—1) < Yo + 1. En el siguiente

teorema veremos que una unica permutaciéon permite ordenar érbitas distintas.

Teorema 2.26. Sea f € Dz’ﬁi('ﬂ‘) con p(f) = Pe Q donde p y q € Z*t son relativamente
q

primos. Entonces para cualquier punto x € T periddico de periodo q el ordenamiento

de la drbita Op(z) = {x, f(x),..., [T (x)} es el mismo ordenamiento de la drbita
p23p  (¢g=1p
O (0) = 0,—,—,—,...,—}.
~l0) { 4 9 q q

Prueba. Sea xy € T punto periddico de periodo g, es decir sujeto a f?(x¢) = xo. Para
efectos de la prueba, pondremos z,, = f"(xg). Sea A = 77 1(Oy(x¢)) vy elijamos yo € R
para el cual xy = 7(yp).

A instancias del lema [2.25| escojamos un levantamiento F' de f sujeto a

Fi(yo) = yo +p- (2.21)

Afirmamos que el conjunto A divide al conjunto [yo, yo+p) en p.q subintervalos. En efecto,
cada intervalo [yo, o + 1) contiene g elementos. Esto se justifica gracias a la identificacién
entre el conjunto [y, yo + 1)/(yo ~ yo + 1) y la circunferencia; y por cumplirse que g es el
nimero de elementos de Of(xy). Luego nuestra afirmacién es inmediata, pues tenemos p
intervalos [yo+7—1,y0+ 1), donde r = 1,. .., p, cada uno de los cuales contiene ¢ puntos
por la identificacién antes mencionada.

Al mismo tiempo, el intervalo [yo, yo + p) es particionado en

o, F(0)), [F(y0), F*(10)), - -, [F* (o), o + p),
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disjuntos. Ademds ahi F' es un homeomorfismo, en particular una biyeccién que lleva el
intervalo [F*(yo), F'(yo)) en [F*(yo), F*" (1)) para 1 <i < g — 1. En consecuencia, los
q intervalos [F*(yo), F*™(yo)) contienen la misma cantidad de subintervalos. Y dado que
por la afirmacién anterior [yo,yo + p) posee p.q subintervalos, concluimos que cada uno
entre los [F""!(yo), F'(yo)) contiene p subintervalos.

Ahora debido a que aparece un nimero finito de puntos de 7 (O (o)) en [yo, F (o)),
existiran k € Z y £ € Z para el cual y, = F*(yo) —¢ sea el primer elemento inmediatamente
a la derecha de yy. Es decir yy < y,. Bajo esta consideracion se ha de tener también
Yk < Yok, pues caso contrario se tendria y,. € (yx,yox) v con ello y._r € (Yo, yx), lo cual

desluce la eleccién de k. Procediendo de manera inductiva aparece el siguiente orden
Yo <Yk < - < Yg-1k < Yo+ 1. (2.22)

Definamos

G=F—1¢ (2.23)

De esta manera tenemos yr = G(yo) v yjx = G?(yo) para j € {0,1,--- ,¢—1}. Y como el
intervalo [yo, F'(yo)) posee p + 1 puntos, al reescribir la expresion (2.22)) logramos

G(yo) < G*(yo) < -+ < GUyp) = yo + 1,

donde G?(yo) = Ypr = F(v0).
También, de manera inductiva sobre la expresién (2.23)), al tener en cuenta la igualdad

anterior, se pasa a
F*(yo) — pt = G*(y0) = F(y0)-
Asi, al proyectar, se logra

m(F*(yo) — pl) = 7o F(yo),

de donde se consigue f*(zo) = f(x0), es decir f*~1(xq) = zy = f¥(z0). De esta manera
kp — 1 es un multiplo de ¢, lo que significa se cumple kp =1 médd q.
Para el remate definimos o : {1,...,¢—1} = {1,...,¢ — 1} por o(j) = jk médulo q.

Los puntos ,(;y = Zy;, quedan ordenados en la circunferencia cual

g < To(1) =< To(2) << To(g—1)-
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En este orden x,(41) es el primer elemento inmediatamente a la derecha de z,(; en
la orientacién positiva en la circunferencia. En particular para f = Rz, al remedar el
q
procedimiento anterior, la 6rbita de Rz(0) queda ordenada cual {0, %, %, cl @},
q

donde kp =1 modd q. 0]

Sea f : T — T una aplicacién invertible. Un punto x € T es llamado heteroclinico
para una pareja de puntos a,b € T, si se satisface lim f"(z) =ay lim f"(z) =0.
n—-+o0o n—-+o0o
Si a = b, entonces z se dice que es un punto homoclinico de a. (Ver figura [I.1] para un
ejemplo.)

Observemos que este fenémeno ya ocurre para homeomorfismos de intervalos.

Lema 2.27. Seja F : [a,b] — [a,b] un homeomorfismo de un intervalo de la recta en
si mismo tal que los unicos puntos fijos son extremos del intervalo |a,b]. Supongamos que

se cumple F(x) > x para todo x € (a,b). Entonces para cualquier punto x € (a,b) vale

lim F*(z)=by lim F "(z)=a.

n—-+00 n——+oo

-

TR f@) ()

Figura 2.2: Orbitas asintdticas a puntos fijos.

Prueba. Como F(z) > z para todo = € (a,b), dado = € (a,b) la sucesién {F(x)},en es
creciente y acotada por b. Por lo tanto, tal sucesién converge a algin punto ¢ € [a, b]. Por
la continuidad de F' el punto c tiene que ser un punto fijo. Como F"(x) > x > a para todo

n € N, el punto fijo ¢ tiene que ser b. Un argumento andlogo muestra lim F~"(z) = a.O
n—oo
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A continuaciéon veremos que cuando f posee una Unica érbita periddica, ésta es

semiestable, en el sentido que repele por un lado y atrae por el opuesto.

Proposicién 2.28. Sea f € Diff L.(T) con p(f) = Pe Q. Entonces existen dos posibles
q

tipos de orbitas no periodicas para f.

1. Si f admite exactamente una oOrbita periddica, entonces cualquier otro punto es
heteroclinico bajo f? a dos puntos sobre la orbita periddica. Fstos puntos son

diferentes si el periodo es mayor que 1.

2. Si f tiene mds de una orbita periddica, cada punto no periddico es heteroclinico bajo

f? a dos puntos sobre orbitas periodicas distintas.

Prueba. Supongamos que la orbita periddica es tnica. Para x € T punto peridédico de
periodo ¢, tomemos a,b € R con a < b < a + 1 para el cual w(a) = z y 7(b) = y, con
y el primer elemento de la érbita de f que se encuentra inmediatamente a la derecha de
x, tal como se hizo en la prueba del teorema [2.26| Por el lema [2.25| podemos escoger un
levantamiento F' de f condicionado a F(a) = a + p y F9(b) = b+ p. Ahora, al elegir
G = F9—p, se cumple G(a) = a, G(b) = b. Asi G : [a,b] — [a, b] es un homeomorfismo que
fija los extremos, y en uso del lema todo punto en el intervalo (a, b) es heteroclinico
a los extremos fijos.

Dado que G = F? — p es un levantamiento de f9, al proceder de manera inductiva

conseguimos en G" = F" — np un levantamiento para f"?. Asi cada punto z es
heteroclinico a los puntos a y b, y tenemos lim G"(z) = b. Teniendo en mente la
n——+o0o

continuidad de 7 restringida al intervalo (a,b), obtenemos h’r}rl moG"(z) = n(b).
n—-+00
Por otro lado, 7(G™(2)) = (f%)"(n(2)) y 7(b) = y implican

lim f"(x(2)) = y.

n—-+o0o

Un procedimiento andlogo permite demostrar nl_lgloo f"(2) = x. En otras palabras,
hemos probado que todo 7(z) € (z,y) es heteroclinico via f? a dos puntos z,y € O,,. Es
claro que para ¢ # 1, los puntos x e y son distintos.

Ahora supongamos que la 6rbita de f no es unica. Es decir f tiene mas de una orbita

periédica. Supongamos por reducccién al absurdo que tenemos I = [a, b] € R tales que a 'y
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b son contiguos y que ambos proyectan a una misma orbita en la circunferencia. Afirmamos
que f tiene apenas una unica; orbita, esto representa una contradicciéon. Veamos. Sean
q—1
m(a) =2z € Tymb) =y = f¥xz) € T, entonces U f™(m(a,b)) cubre el complemento
n=0
—1 . . . c s 7. . . .
de {f™(x)}1—; en la circunferencia y no contiene puntos periédicos. Por invariancia, cada

uno de los ™ (7 (a,b)) tampoco lo hace. O

Observacion 2.29. Para el caso de una unica orbita fija, tendriamos puntos homoclinicos

al punto fijo.

Finalizamos esta seccién analizando el problema de conjugacion topologica para

homeomorfismos con nimero de rotacién racional.

Proposicién 2.30. Sea f es un homeomorfismo para el cual p(f) = P Q. Si f es
q

topolégicamente conjugada a la rotacion Re, entonces se tiene F'1 = Id.
q

Prueba. Supongamos se tenga f = h~! o Rz o h para un homeomorfismo h. Entonces
q
para H levantamiento de h se tiene que ' = H~' o Rr o H es un levantamiento de f, de
q

esta manera

Fi = H—loRqg s B Tiaa SR ol O\ F e HECT: =minn
dado que R, conmuta con H (item (1) de la proposicién [2.10). Finalmente, al proyectar
fi=mn(F9) = Id. U
Observacion 2.31. La reciproca de la proposicién anterior también es valida,

considerando a f de clase C",0 < r < w. Para mayores detalles ver [12] p.48].

2.5. Dinamica tipo irracional

En el capitulo 1 vimos que para una rotacion irracional las 6rbitas son densas en toda
la circunferencia. En esta seccién veremos que, sin embargo, para f € Diff 1('1[‘) algunas

6rbitas barren apenas un conjunto de tipo Cantor y no toda la circunferencia.

Lema 2.32. Sea f € Diff S.(T) con p(f) ¢ Q. Elijamos enteros m < n, y un punto x € T.
Consideremos el intervalo cerrado I = [f™(z), f*(x)] C T, con f™(zx) < f™(x). Entonces
para todo y € T, cierto iterado f‘(y) pertenece a I; es mds, este { puede tomarse no

negativo.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

Prueba. Sea I = [f™(z), f"(z)]. De cumplirse T = U I, con I, = f=Hm=m)(1)(x),
k=1
entonces el resultado serfa obvio pues y € I, implica f*(y) € I. Mostremos ahora que, en

efecto, los I cubren toda la circunferencia. Supongamos lo contrario. Entonces tenemos

[e.e]

TZ (1 = e, frmren q)).

k=1

Dado que los intervalos I; son contiguos y solamente coinciden en sus extremos, tenemos
que alguno de los extremos de los intervalos I, por ejemplo {f=*m=m) ( f”(a:))},‘;":o
formaran una sucesion mondtona creciente y acotada, y de esta manera convergente.
Luego para kEI—Poo fkm=n) (z,) = 2 se tendria que z es un punto fijo para =™ por

continuidad. Esto contradice el hecho de que p es irracional. 0J

Proposicién 2.33. Sea f € Diff L.(T) con p(f) ¢ Q. Entonces wy(x) es independiente
del punto que lo define. E's mds, este conjunto compacto y f-invariante es o bien todo T

0, en su defecto, un conjunto de Cantor.

Prueba. Primero probemos que si 2,y € T, se cumple wy(z) = wy(y). Para z € we(z),
tenemos

[ A ) = (2.24)

n—oo

para algiina sucesién £,, € N monétona creciente. Ahora, dado y € Ty f(x) < fi+1(x),

por el lema para cada n € N podemos escoger k,, € N para el cual se tiene

f(y) € L = [f* (), o (2)]. (2.25)

Veremos que se cumple lim fk”(y) = 2. En efecto, debido a (2.24) tenemos que todo
n—oo

punto limite del intervalo I, converge a z. Esto implica por (2.25) que los puntos f*(y)
también convergen a z. Asi, se tiene z € w(y), es decir w(x) C w(y). Es claro que por
simetria se cumple la inclusion opuesta y por ende la igualdad.

Por otro lado, sabemos por el lema que wy(x) es un conjunto cerrado, no vacio,
f-invariante y minimal con respecto a los propiedades anteriores. Por lo tanto, los tinicos
subconjuntos cerrados invariantes de wy(z) son we(z) y 0. Dado que dwy(x) C we(x) es

un subconjunto cerrado y f-invariante, tenemos las siguientes alternativas:
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» Jws(z) =0,y con ello wp(x) =T (pues dwy(z) = wy(z) NT \ wy(z)).
» Ows(z) = wp(x), y asi wy(x) es nunca denso.

En el segundo caso es evidente que wy(z) es perfecto, pues al tenerse z € wy(x), con =
arbitrario, se tiene también z € wy(2). De esta manera por definicién existird k, para el

cual lim f*(z) = z. Obligatoriamente ha de tenerse f*»(z) # z, pues caso contrario se
n—+oo

tendria p(f) € Q. En conclusién, wy(x) es un conjunto cerrado, perfecto y nunca denso,

es decir, un conjunto de Cantor. 0

Proposicién 2.34. Sea F levantamiento de f € Diff L.(T) con p(F) ¢ Q. Fijemos z € R,

ni,No, M1, Mo € Z. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. F™(x) +my < F™(x) 4+ ma, para algin x.
2. F™(x) +my < F™(x) + ma, para todo x.
3. nip+my < ngp+ may,

Prueba. Primero, (1) implica (2), pues dados n, ns, my, ms € Z, supongamos se tenga
F™(z) +my < F™(x) + mo. (2.26)

Observemos que esta desigualdad estricta ocurre para cualquier z € R, pues caso
contrario se ha de tener F™ (zg) + my; = F"(zg) + my para algin zg, y esto implicaria

F™~"2(zq) = x¢ + my — my. Ahora, el proyectar
T o (Fnl_nQ(l‘o)) = 7T(230 + mo — m1> = 7T(£E0),

conduciria a f™7"2(7(xg)) = m(xo) y se contradiria el hecho de que f no tiene drbitas
periddicas.
Ahora, probemos que (2) implica (3). En efecto, gracias a la independencia de z,

podemos tomar y = F~"2(z) y reemplazar en ([2.26)), para tener

Fm=™(g) < x4+ mg —my.
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Por otro lado F'~"2 es un levantamiento, en particular una funcién creciente, y por ello

F2mm2)(g) < FMIN2(p 4omy 4 my)
= ™7™ (x) + (me —my)

< x+2(mg —my).
Asi, procediendo de manera inductiva, para todo entero k logramos
FRm=m2) (0) < 20 4 k(mg — my).

Usando la definicion del ntimero de rotacién pasamos a

Frm—m)(g) — 2 my—my

F) = lim .
p( ) k—oco k(nl = ng) TN —No
mo — My . .y
Por lo tanto p < ——— y en consecuencia pn; + my < png + my. Dada la condicion

ny — No
p(f) ¢ Q, concluimos pny + my < png + mo.

Claramente (3) implica (4) por la definicion de R,. Finalmente, no es dificil probar

que (4) implica (1). Lo cual concluye la prueba. O

2.6. Teorema de clasificacion de Poincaré

En esta seccién demostraremos un criterio para determinar cuando un homeomorfismo
de la circunferencia que preserva orientacion es topolégicamente conjugado a una rotacion
irracional. Este criterio estd basado en la transitividad topoldgica de los homeomorfismos
y tiene presente los dos posibles casos de la proposicion [2.33] Para tal fin necesitaremos

del lema 7 de la pagina 65 en [20].

Lema 2.35. Sean a y 5 nimeros reales no nulos y A = {na+mp : n,m € Z} el subgrupo
aditivo de R generado por éstos. Entonces solo una de las siquientes dos alternativas es

viable.

. « p . .
1. El subgrupo A es discreto. En este caso — es un numero racional no nulo. Es mds

existe o > 0 con el cual se tiene A = {ko : k € Z}.

/7 O{ 7 . .
2. FEl subgrupo A es denso en R. De ser asi — ha de ser un numero irracional. O

B

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T g:\l_:_\éliﬁ(s:l‘t\)AD

DEL PERU

Corolario 2.36. El conjunto B =7+ pZ es denso en R siempre que p ¢ Q.0]

Lema 2.37. Sea una funcion F : R — R continua y creciente para la cual se tiene

Fla+1)=F(x)+1yp(F)=p¢Q. Para cada x € R escribimos
A(z) = {F"(x) + m;n e NU{0},m € Z}.
Entonces

1. si existe xg € R con el cual A(xg) no es denso en R, entonces F' es semiconjugada
a una rotacion R, por medio de una funcion H continua, creciente y sobreyectiva

sujeta @ H(z +1) = H(x) 4+ 1;

2. si existe xg € R para el cual A(zg) es denso en R, entonces F' es un homeomorfismo

topoldgicamente conjugado a la rotacion R,.

Prueba. Sea B =Z + pZ. Definamos Hy : A(zy) — B mediante
Ho(F" (o) +m) =np+m,

para todo n € NU{0}, m € Z. Primero notemos que la funcién Hy esté bien definida. En
efecto, supongamos F™(xq) + m = F™(xq) + m, para algunos enteros n # @, m # m. En
este caso se tiene T(F"™(zo) + m) = 7(F™(xo) +m) y por lo tanto f"(z¢) = f™(xg). Como
f no tiene puntos periédicos concluimos n = 1 y asi m = m. También, debido a p ¢ Q,

la funcién H es inyectiva, pues caso contrario, para enteros ni, ng, my, ms se tendria

Ho(Fnl (ZE()) + ml) = Ho(Fn2 (l‘o) —+ m2),

mo — 1M

., 1 . . .,
de donde concluiriamos p = € Q, la misma contradiccion.

ny — N9
Por otro lado, por el lema Hj es monotona creciente. Afirmamos que la funcién
Hyj se puede extender a una funcién continua H : A(zy) — R. En efecto. Es licito definir

H(y) = lim Hy(x,), para y € A(xg), ©, € A(xg). Vemos que el limite lim Hy(z,)
n—oo n—oo

existe y es independiente de la eleccion de la secuencia aproximandose a y, pues, por la

monoticidad de Hy se tiene que los limites tanto por la derecha y por la izquierda existen

y son independientes de la elecciéon de la sucesion. Ademas, estos limites laterales han de

ser iguales, pues, sino, el conjunto R\ Hy(A(xg)) contendria un intervalo, contradiciendo

la densidad de Ho(A(xg)) = B.
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Ahora extendamos esta funcién a todo R. Dado que A(xg) es un conjunto cerrado, el
conjunto R\ A(zg) es abierto. Tomemos cualquier componente conexa de A(xg), es decir

un intervalo (a,b) con extremos en A(zy). Afirmamos que se satisface H(a) = H(b). Si no,
en caso de tener H(a) < H(b), debido a que B es un conjunto denso en R por el corolario
2.36| , el intervalo (H(a), H(b)) contendria algin punto yo € B. Reparando en que H es
inyectiva y mondétona, conseguimos H '(yy) € (a,b) y asi A(xzo) NI # (. Esto ultimo
contradice la inclusién I € R\ A(zg). Ahora, para cada componente (a,b) de R\ A(z),
hacemos H(x) = H(a) = H(b), cuando = € (a,b). De esta manera queda definida una

funcién continua H : R — R, mondtona no decreciente, que coincide con H cuando se

restringe a A(zg) y que es localmente constante en cada intervalo del complemento de
A(xo)-

Ahora probemos que H es una semiconjugacion de F' con una rotacién irracional de
angulo p; es decir, satisface HoF = R,0 H, para todo = € R. Primero, observemos que la
igualdad anterior se cumple para = € A(zy). En efecto, sea x = F™(xy) + m, para algin

n € N,m € Z. Usando la definicién de H tenemos

HoF(z) = H(EF"™(z0)+m)
= (n+1)p+m
= (np+m)+p
= H(F"(zo)+m)+p
= R,oH().

Por la continuidad de H, lo mismo ocurre para z € A(xo).

Finalmente constatamos que se cumple H(z + 1) = H(z) + 1 para z € A(zy). En

efecto, sea x = F"(xy) + m, para n € N;m € Z. Entonces, se tiene

H(x+1) = H(F"(x)+ (m+1))
= np+ (m+1)
= (np+m)+1
= H(F"(zo) +m)+1

= H(x)+1.
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Por la continuidad de H se obtiene H(z+1) = H(z)+1, para z € A(xg). Lo cual concluye
la prueba de 1).

Para la segunda parte, tal como se definié6 al inicio de esta demostracion, sea
Hy : A(zg) — B dada por Ho(F"™(xo) +m) = np + m. De igual manera extendemos
Hy a m para obtener H : R — R. Ahora, dado que H es mondtona, resulta que H
también lo es. Ademds, dado que se cumple B = R, inevitablemente H es sobreyectiva.
Luego, con estas dos propiedades juntas, H es un homeomorfismo.

Ahora probemos que se cumple H o F(z) = R, o H(x) para todo z € R. La prueba
se realiza de manera andloga a lo realizado en la primera parte. Primero logramos
HoF(z) = R,o0 H(z) cuando 2 € A(x), y luego por la continuidad de H lo extendemos
a todo x € m =R

También ha de cumplirse H(z + 1) = H(x) + 1, para todo = € R. Para ello tomemos
x = F™(z0) + m, para los cuales obtenemos H(x) = H(F™(zo) +m) = np+ (m+1) =
H(z) + 1. Por continuidad de H, se tiene lo pedido para todo z. O

Teorema 2.38 (Clasificacién de Poincaré). Sea f € Diff .(T) con p(f) ¢ Q. Entonces

se cumple lo siguiente.

1. Si f no es topologicamente transitiva, entonces f es semiconjugada a una rotacion

irractonal Ry -

2. Si f es topologicamente transitiva , entonces f es topologicamente conjugada a una
rotacion irracional R,y).
Prueba. Dado que M se proyecta a la clausura de la érbita de f y como ésta contiene
a wy(m(x)), por la proposicién , se tiene que x € T — wy(z) = wy es constante, por
tal motivo consideremos w; el conjunto minimal y elijamos zy = m(z¢) € wy. Sea F
levantamiento de f y O,, la érbita de zy por f. Observemos que la imagen inversa de la
érbita 771(0,,) es igual al conjunto A(zg) = {F"(zo) + m : m,n € Z} del lema anterior.

Definamos h : T — T por
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Para el caso wy # T, se sigue directamente de la primera parte del lema que h
hereda las propiedades de H, es decir h es continua, sobreyectiva, preserva la orientacion
y ademas cumple

hof=R,oh.

Ademds, obsérvese que por la proposicién [2.33] K es un conjunto de Cantor.
Consecuentemente, en el caso de una semiconjugacion, la dinamica del conjunto de Cantor
es casi conjugada a una rotacion irracional R,): es decir, si ~ identifica los extremos de
los intervalos complementarios, entonces h es una biyeccién de wy/ ~ para T y de esta
manera conjuga f |,,/~ con I,

Si wy = T, la prueba se desprende de la segunda parte del lema con m =R.
O

Observacion 2.39. La conjugacion h es unica, salvo composicién con una rotacién.
Para ver esto, supongamos que hy, hy realizan conjugacién topoldgica entre f y R,).
Sea a = Hy(xo) — Ha(xp). Entonces se cumple Hy(zg) = R, © Ha(zo). En general para

x = F"(x0) + m € A(xo) se tiene

Hi(z) = H(F"(xo)+m),
= R} o Hy(wo) +m,
= R} o R, o Hy(zo) +m,
= R, o0 R} o Hy(wg) +m,
= R, o0 Hy(F™(x0) +m),

= Ra ©) HQ(J,‘)

Por continuidad, la igualdad se extiende a todo x € A(zq) = R.
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Capitulo 3

Difeomorfismos del toro T

En este capitulo final analizaremos condiciones bajo las cuales difeomorfismos de
la circunferencia que preservan orientaciéon se conjugan en el sentido topolégico con
rotaciones irracionales. Veremos que tales condiciones tienen mucho que ver con la
diferenciabilidad del difeomorfismo. El propio Poincaré en la tercera de sus memorias
[19, p.241] plantea la cuestion de la diferenciabilidad de f, como se aprecia en la siguiente
traduccion.

“Quedaria ver si esta tercera hipotesis, algunas de cuyas consecuencias acabamos de
desarrollar, puede realizarse, o, en otros términos, si es compatible con los tres principios

que enunciamos anteriormente con respecto a la ley de consecuencia

w1 = ¥(wo)

y la forma particular de las ecuaciones diferenciales consideradas.

Puedo afirmar que es compatible con los dos primeros principios en virtud de que la
funcion 1 es continua y creciente. ;FEs también compatible con el tercer principio, en
virtud de lo cual la funcion v seria holomorfa? Eso es lo que quedaria por erxaminar.
Habria que, o bien encontrar un ejemplo donde la tercera hipotesis sea realizada, lo que
no pude hacer hasta aqui, o bien demostrar la imposibilidad en todos los casos. No pude
tampoco llegar a este resultado, y creo, por otra parte, que la hipotesis efectivamente es
realizable...”.

Sin embargo en 1932, contrariamente a lo que Poincaré suponia probable, Denjoy

[8, p.252-254] construye un difeomorfismo no transitivo de clase C' con ntimero de

42
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rotacién irracional, es decir, que no conjuga con una rotacién irracional. Tal construccion
serd realizada en la prueba del teorema [3.9]

Por otro lado, para difeomorfismos de clase C? con ntimero de rotacién irracional
siempre se obtiene conjugacion con rotaciones irracionales tal como anuncia el teorema

que pasaremos a demostrar més adelante.

3.1. Teorema de Denjoy

Cuando f es un difeomorfismo de la circunferencia de clase C? y F' un levantamiento
de f, se cumple F'(z) > 0 pues F es creciente e invertible. Ademds la expresion

f'([x]) = F'(x) estd bien definida y no depende del levantamiento de f.

Lema 3.1. Sea f € Diff 2(T) y F un levantamiento de f. Definamos

- sup{ ?g; € [0, 1]}.

Entonces se cumple

(F")(2)
8 Fy(y)

n—1

<CY |F*x) - F*(y)|
k=0

para todo x,y € R.

F/I(x)

F'(x)
en el compacto [0, 1]. Es mas, por la periodicidad de F' este supremo es el mismo sobre

Prueba. Primero notemos que C' esta bien definida, pues la funcién es continua

todo R. Para x,y € R por reglas de derivacién tenemos

log(F")'(z) = log F'(F""}(x)).F'(F"*(x)) -+ F'(x)

n—1

— log [] F/(F*(a))

k=0

= ilog F'(F*(2)).
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De este modo se obtiene

= [log(F")'(z) = log(F")'(y)|

S log F(FH (@) — 3 log F/(F(y)

< 3 log FI(FH(a)) ~ log F(F*(w))]. (31)

Dado que log F” satisface las condiciones del teorema del valor medio, para los k € Z
existen & € (F*(z), F*(y)) tales que

log F"(F*(y)) — log F'(F*(x)) (&)

= 10 F/ / = ; 32

y por consiguiente al reemplazar (3.2)) en (3.1]) tenemos

(E"Y (@) | | F ) |, o ‘

log N I ; [F*(z) — F*(y)l.
)| < 2| Fe)
"
Al cumplirse F/(gk) < (', obtenemos lo deseado. 0
F' (&)

Denotemos por ¢, la longitud del intervalo F"((a, b)), para a,b € R con a < b.

Lema 3.2 (Distorsién limitada). Sea f € Diff i(']I‘) y F un levantamiento de f.

F//
Pongamos C' = sup F/((i))\:c € |0, 1]} Si I C [0,1] es un intervalo para el cual
m(l),m(F(I)),--- ,7(F"Y(I)) son intervalos disjuntos entre si, entonces se cumple
R RN

para todo x,y € I.

Prueba. Sea z,y € I. Por el lema [3.1] tenemos

(£™")'(x)
(£7)'(y)
Dado que se tiene F*(z), F*(y) € F¥(I) e I,F(I),F*(I),---, F*(I) son disjuntos dos a

n—1

dos, obtenemos ZE(Fk(I)) < (([0,1]) = 1. En consecuencia logramos
k=0

n—1
log < CY |FMx) - FHy)l.
k=0
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de donde se sigue directamente lo pedido. 0

Fijemos ahora

14
0<d< Eoe*(C“), (3.4)

y notemos que § depende apenas de C, el cual a su vez depende en ultima instancia de la
norma C? de f. Bajo esta premisa, probemos que podemos aumentar el tamaio de ciertos
intervalos por una cantidad uniforme § = §(C') > 0 para obtener otros intervalos para los
cuales las longitudes de sus iterados no crecen mucho. Lo antes dicho se formaliza en el

siguiente lema.

Lema 3.3. Sea I = [a,b] C [0,1] para el cual w(I), 7(F(I)),...,m(F"1(I)) son disjuntos

dos a dos y J = [a— 6,b] D I. Entonces se tiene

(Fr) (y)] < O,
ly

para todon € N, y € J.

Un
Prueba.  Primero probemos (F")(z) < e“-* para todo = € [a,b]. En efecto, de la

lo
expresion (3.3)) se tiene
(F™)(z) < e(F™)(y), para todo z,y € [a, b]. (3.5)

En uso del teorema del valor medio para F™, existe &, € (a,b) tal que

(E)(b) = (F")(a) _ (F (1)) _ b

(F") (&) = - -~ "L (3.6)
Aplicando la expresiéon para ,&, € [a,b] y usando (3.6), tenemos
(F™)'(z) < eC(F™)(&,) < eci—z, para todo z € [a, b]. (3.7)
Ahora probemos
(F™)(z) < e(F™)(a), paran >0,z € [a — §,b], (3.8)

que nos llevard directamente a lo pedido, pues la expresién (3.7]) en particular es valida

para z = a. Hagamos la prueba por induccién. Para n = 0 esto es obvio pues (F°) (z) = 1.
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Supongamos que la expresion es vélida para 0 < k < n. Luego, para = € [a — §, b], en uso

del lema [3.1] tenemos

(P (2)
8 (o) (a)

n—1
<CY |FH@) = F¥a)l. (3.9)
k=0
Por otro lado, por el teorema del valor medio, existen n € (x,a) tales que
|F*(x) — F*a)| = [(F") () ||« — al. (3.10)

Al reemplazar (3.10) en (3.9), se obtiene

(£)' ()

(F)(a) = CZ|(Fk)/<7)k)||x—a|

k=0

< a5 1Y ()l

log

l
y por hipétesis inductiva (F*)'(n.) < e(F*) (a) < eC“E—k; se concluye
0

(F") (z) CeCtls n-1
log 3y < > b
() (a) 2
C+1
< Ce“14 A
lo
Esto completa la prueba del lema. ([l

La siguiente version del teorema de Denjoy estd basada en ideas de Schwartz (1963)

y puede ser encontrada en [7, p.40], [10, p.80].

Teorema 3.4 (Versién débil). Si f € Diff 2 (T), con p(f) ¢ Q, entonces f es transitivo;

en consecuencia, resulta topolégicamente conjugado a la rotacion R,y).

Prueba. Por el teorema [2.38 bastard probar que algin punto posee dérbita densa en
la circunferencia; es decir que f es transitivo. Supongamos lo contrario, es decir K # T.
Dado que T\ K es un conjunto abierto, tomemos [y componente conexa en T \ K.
Elijamos xg,yp € R con xg < yo para los cuales se tenga [y = W((xo,yo)) y sea [,
la correspondiente longitud de los intervalos = (f™(1)) N [0,1). Al ser estos intervalos

disjuntos (pues de lo contrario aparecerian puntos periddicos), se tiene Z [, < 1. De esto

neL

ultimo se desprende 11/1}:1 [, = 0, necesariamente.
n— oo
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Sea F un levantamiento de f. Por el lema para el intervalo [zg, o] podemos
escoger § = 0(C') > 0 como en (3.4) con el cual se tiene (F™)'(z) < eCHi—g, para todo
x € [xg — 6, yo]. De aqui concluiremos que se tiene

lim (F™)'(xz) = 0, uniformemente en [z — §, yol. (3.11)

n—+oo

En efecto, dado cualquier ¢ > 0 y considerando la conclusién del parrafo anterior sobre
loe

lp, existird N = N(e) > 0 para el cual se tenga |(,| < CLH, para todo n > N. De esta
e

manera se cumple

: bn
(E") @) < eI <,
0

para todo n > N, donde N = N (¢) es independiente del valor que x asume en [z — 6, yo].
Ademéds, por los comentarios hechos sobre la constante C' después de la expresion (3.4)),
el procedimiento antecedido se puede remedar para f~1.

Dado zy = w(zy) € K, la drbita O,, es densa en K (pues es minimal, proposicién

2.33)). Asi, se tendrd kh’m f™(z0) = 20, para una secuencia (ny)ren. Luego existe k para
—+00

el cual

£ (z0) € m{(z0 = 3,20)) 3,12

Por (3.11]), tenemos también

(F™)(z) < =, para todo = € [zg — 0, yo). (3.13)

N | —

Bajo estas condiciones f™ posee un punto fijo en 7([xg — d,z¢]). En efecto, tomemos
x € [z9— 0, x]. Vemos que F™ satisface las condiciones del teorema del valor medio sobre

[z, o). De este modo, existe & € (z,zo) para el cual se tiene

P (x) = F™*(z0)

r — T

(F™)' (&) =
Dado que se satisface |z — x| < ¢, usando (3.13]) logramos
o
|F™ () — F™ (x0)] = (F™)'(&)]|x — mo| < o) paraz € [0 — 9, z0]. (3.14)

Por otro lado, expresando (3.12]) en términos del levantamiento F', se obtiene

5
[ (o) + 1y — o] < 3 (3.15)
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para cierto entero my. Luego, usando (3.14) y (3.15) se llega a

[ () + g — ol < [F™ () = ™ (o) | + [F™* (o) + mu — o

6 0
< 54—5—5,

para todo x € [zg — 0, x¢]. Esto implica f"* (71'(1‘)) € 7r((:50 — 4, :EO)). De esta manera con
la notacién J = w([zo — 8, xo)), tenemos f™ (w(x)) € J, para todo m(z) € J, es decir
f™(J) C J. Dado que J es un intervalo, y f™ es continua, obligatoriamente f™* tiene un

punto fijo. Esto contradice el hecho de que p(f) sea irracional. 0

El teorema anterior permite la clasificacién de elementos en Diff i(T) Atin mas, con un
poco de esfuerzo adicional se obtiene el mismo resultado para elementos en Diff f”‘”(’]l‘),
el conjunto de funciones en Diff i(']I') con derivada de variacion acotada.

Una funciéon ¢ : T — R es de variacién acotada si satisface

Var(p) =sup Y _ |@(zr) — (yn)| < oo, (3.16)

acad el supremo es tomado sobre todos los intervalos abiertos y disjuntos

(5[71, yl)) (‘T27 y2)7 ey (x’nn y’n) de T.

Teorema 3.5 (Denjoy). Sea f € Diff 7" (T) con p(f) ¢ Q. Entonces f es

topoldgicamente conjugado a una rotacion Ry).

La demostracion de este hecho se puede obtener como un corolario del teorema 3.4}
Sin embargo, prescindiremos de éste para resaltar las diferencias en las demostraciones,
y observar que en este segundo caso, la demostracion depende significativamente del
ordenamiento de las érbitas en T. Para mayores detalles remitimos al lector a [18], p.45],[13]

p.401], [7, p.38].

Un intervalo abierto I es maximal si para cualquier intervalo abierto no vacio

J CT\ K con I C J se tiene J = 1.

Lema 3.6. Si f tiene numero de rotacion irracional y existe una constante C' > 0 con el

cual se satisface
() @) AF) (2)] = €,

entonces f es minimal.
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Prueba. Supongamos que f no es minimal, y escojamos = € T tal que wy(z) = K # T.
Entonces el conjunto T\ w(z) es la unién disjunta de intervalos abiertos maximales. Mas
aun, dado que f es un homeomorfismo, el conjunto K es f- invariante y asi las imagenes
y preimagenes de cualquiera de estos intervalos son también intervalos maximales.

Para Iy en T \ K los intervalos f™(ly) son disjuntos. En efecto, supongamos que
existan nimeros enteros m > n para los cuales f™(Iy) N f"(Iy) # (). Entonces se cumple
fm(Iy) N Iy # (0, y por la maximalidad de los intervalos se tiene f™ " (Iy) = Iy. Dado
que f es continua, se logra f™"(Iy) = I, y junto a esto aparecen puntos periédicos. Esto
estd mal.

Como de costumbre, pongamos ¢,, para referirnos a la medida de Lebesgue de estos

intervalos I,,, para cada n € Z, es decir £, = / (f™)(z)dx es la longitud del intervalo
I

f™(I). Dado que todos ellos son disjuntos, se tiene Z £, < 1. Asi concluimos que se tiene

nez
lim /¢, =0.

n—+oo

Ahora, para n > 1, teniendo en mente la desigualdad p+q > /pq vélida para p,q > 0,

obtenemos
bt = [ @I+ 10 @D
1o
> ; VI @)L (f) ()] da
(gt
Esto impide que se tenga lim ¢, = 0. O

n—+o00
Para hacer uso del hecho de que f tiene derivada de variacién acotada, necesitamos el
siguiente lema. Denotemos z, = f*(x() para cada k € Z.

Lema 3.7. Si f : T — T es un homeomorfismo con nimero de rotacion irracional,

entonces para xog € T existen infinitos n € N para los cuales los intervalos

(1'0, l‘—n)a (wla x—n—i—l): cey (xia z—n—&-i): ceey (xnv 1'0)

son disjuntos.

Prueba. Por la proposicién [2.34] se sabe que el ordenamiento de las orbitas de f sigue

el mismo patrén que el ordenamiento de las 6rbitas de una rotacién irracional. Por tanto

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




STENEZ,

§ + of ""q?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

no hay perdida de generalidad si probamos este resultado para rotaciones. En tal caso

basta escoger n > 0 para el cual se tenga
d(zg, x_,) < d(xg,xr), para todo 0 < |k| < n,

pues de esta forma todos los intervalos (x;, z;_,), con 0 < i < n, son disjuntos. En efecto,
supongamos por contradiccién que exista x, € (z;, ;_,) donde |r| < n. Distinguimos dos

casos.

Sii—n <r <n,entonces se tiene
Tr—; RENY) € Bttt = (€T 3f s

y se cumple

d(xo, Tr—i) < d(zo,2_p).

Notemos que —n < r — i < n es incompatible con la eleccién de n.

Sii—mn > r, entonces i > r + n, y de este modo x,., ¢ (x;,2,_,), pues caso
contrario, suponiendo x,., € (x;,x;_,), se tendria x,.,_; € (xg,z_,), lo que llevaria
a una contradiccién, pues n + r — i < n. De esta manera tenemos z, € (z;,x;_,) ¥
Tpir ¢ (x;,2;_,). Por consiguiente, los intervalos (z,yy, x,) y (z;, x;_,) se traslapan y

contienen al punto z;. Es decir, se satisface x; € (2,4, %) y por lo tanto también

Ti—n—r € (war—n)-

Luego se cumple d(zg, x;_p_,) < d(xg,2_,), y al cumplirse 0 < i —r — n < n, se obtiene

una contradiccion con la eleccion de n. O

Ahora pasemos a demostrar el teorema propiamente dicho.

Prueba del teorema Sean I, = (x;,x;—,) los intervalos cuya existencia queda

garantizada por el lema Dado que todos ellos son disjuntos, por la definiciéon de
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variacién (3.16)) para ¢ = log|f’|, se tiene
n—1

Var(log|f') > > [log|F'(z;)| — log |F'(zi_)]|

i log |F'(z;)| — i log |F'(z;_y,)|
[T [F/(F'(x0))|

lo ¢

g(H;:J |Ff<Fi<xn>>|> ‘

e

donde Var(log|f'|) < 400, pues f tiene derivada de variacién acotada y se satisface

v

: (3.17)

1
Var(log|f'|) < sup{F}Var(f’). Ahora, dado que se cumple F" o F~" = [d, por la regla

de la cadena tenemos

(F") (F " (w0)) (F~") (w0) = (F™) (@-n) (F") (z0) = 1,

y asi
FY @) = (318)
i\ | | Ty '
Reemplazando (3.18]) en (3.17)) obtenemos
|(F™Y (o)|-|(F ™)' (wo)| = eVertes I,
Finalmente aplicamos el lema [3.6] para obtener lo pedido. [l

Observacién 3.8. En el teorema [3.4] notamos que la conjugacién es meramente
top6logica. En los trabajos [12], [25] se estudia las condiciones para alcanzar conjugacién
de otro tipo de diferenciabilidad, ya sea C*, C>,C¥. El tratamiento de estos resultados
requieren de algunos tépicos de teoria de la medida y teoria de nimeros. Para mayores

detalles remitimos al lector a [7].

3.2. El ejemplo de Denjoy

En el teorema la. diferenciabilidad de clase C? 6 C1+%%" es esencial, en el sentido
que este teorema no es vélido para difeomorfismos de clase apenas C'. A este tipo de
difeomorfismos que no cumplen con lo deseable se les conoce como difeomorfismos de

Denjoy. En esta secciéon probaremos su existencia.
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Teorema 3.9. Para cada p ¢ Q, con 0 < p < 1, eziste un f € Diff (T) no transitivo y

con niumero de rotacion p.

Seguiremos los siguientes pasos para la construccién del difeomorfismo. Primero
construiremos un conjunto K, cerrado, perfecto, con interior vacio y de medida positiva
en R . A continuacién definiremos una funcion H : R — R continua, no decreciente,
sobreyectiva con H(x 4+ 1) = H(z) + 1, sujeta a otras condiciones.

En tercer lugar mostraremos la existencia de una F : R — R tal que F € Diff | (R)
y HoF = HoR, y con K como conjunto minimal. Finalmente, a partir de los
levantamientos H y F', induciremos h: T — T, f : T — T de tal manera que hereden las

propiedades de sus levantamientos.

3.2.1. Contruccion del conjunto minimal

Sea p € (0,1) un nimero irracional, y yo € R\ {R}(0) : n € Z} para el cual
m(yo) = o € T \ Og,(0). Coloquemos 7(yo + np) = x, € Og,(x0) y para todo n € Z,
consideremos y,, € [0, 1] para los cuales 7(y,,) = .

En pocas palabras se tiene y, = yo + np + m,, € [0, 1] para algin ntimero entero m,,.
Por otro lado pongamos Z,(yo) = Yo + Z + pZ, conjunto que contiene todos los puntos de
la forma yo + m + np, para m,n € Z.

Sea (£,,)nez, una sucesiéon de ntiimeros positivos para los cuales

Ve wd=l (3.19)

nez

’ En—i—l o

nl—l)I:Il:loo o 1, (3.20)
1 €n+1 5
- < < - 3.21
3= 4, T 3 ( )

: 1 . - .
Por ejemplo ¢,, = satisface las condiciones antes mencionadas.

(Inl+2)(|n| + 1)
La idea para la construccion del conjunto K es hacer una “cirujia” en cada uno de los

puntos de y,, e insertar ahi intervalos de longitud /,,.
Formalizemos esta idea de insertar intervalos. Consideremos los niimeros

an = (L=Oyt Y. L, (3.22)

0<yi<yn

by = an+ 0. (3.23)
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Definamos los intervalos I, = (an, b,). Veamos que para cada n, los intervalos cumplen
I, € (0,1) y son mutuamente disjuntos. Para la primera parte basta probar 0 < a, <

b, < 1. Obviamente se tiene 0 < a,, < b,. Por otro lado, debido a ¥, < 1 tenemos

b, = an,+4,
= (1=Oynt+ > 4
0<y;<yn
< Q=0+t
neL

Ahora probemos que los intervalos son disjuntos. Basta observar que para v, < ¥, con
n # m se tiene b, < a,, lo cual lleva a a, < b, < a, < b,. En efecto, de suponerse

Un < Um, tenemos

aym = (1 =0y, + Z l;

0<y; <ym

> 1=Oya+ Y 4

0<yi <Ym

> 1=Oya+ Y. 4

O<yi Syn

> 1=Oyat > litly

0<yi <yn

> a,+4{,=0b,.
Sea la funcién ¢ : R — R* definida por

0 sixz ¢ Zy(v),
o) = ¢ Zp(yo)

l, six=uy,, para algin n € Z.

Definamos la funcién G : [0, 1] — [0, 1] via
Glz) = (1-0z+ Y Uy). (3.24)

Bajo esta notacién, reescribiendo las expresiones (3.22) y (3.23)) se tiene G(y,) = a, y
bn - G(yn) + én-
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Gla) I G(zn)+1n

Figura 3.1: Insercion de intervalos

Lema 3.10. La funcion continua G es estrictamente creciente y tiene puntos de
discontinuidad solo en Z,(yo). Ademds el conjunto K = ImG es cerrado, perfecto y de

interior vacio, y la medida de Lebesque de K N [0,1] estd dada por 1 — .

Yn

Figura 3.2: Construccion de g.

Prueba. Primero mostremos que G es estrictamente creciente. Tomemos x,z €

[0,1] \ {yn|n € Z} sujetos a = < z. Para ellos se tiene

G) = 1-0z+ Y y)

< (1=0z+ > Uy
< (1-0)z+ Z Uy) = G(z).

Ahora analizemos la continuidad de G. Dado z( € [0, 1], andlizemos dos casos. Veamos

primero la continuidad por la izquierda cuando zy = y, para algin n, es decir cuando
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G(x0) = an y by, = G(x)+{(x¢). Consideremos cualquier sucesion estrictamente creciente

de puntos x € [0, 1] sujeta a kh'm T = T con xp < xp. Debido a que G es estrictamente
—00

creciente, se tiene que los G(z,) forman una sucesién mondtona creciente de puntos,

acotados por G(zg) = a,. De esta manera se consigue
lim G(x) < ay,.
x—)xa

Ahora analizemos la continuidad por derecha. Consideremos cualquier sucesion
estrictamente decreciente de puntos z; € [0,1] sujeta a lim xp = zy con zg < wy.
k—+o00

Entonces

G(zg) = (1—0Ozg+ Z U(y)

0<y<zyg

> (1=Oz+ > Uy
0<y<zo

= (1=Ozo+ Y y)+ o)
0<y<zo

= G(zg) + l(x0).

De esta manera tenemos que G(xp) es una sucesion mondtona decreciente, acotada

inferiormante por G(z¢) + ¢(xy) = b,. Luego ka G(z) > by, y por lo tanto
—+00

bp < lim G(z).

T—a]
De esta manera se observa que en los puntos Z(yg) existe un salto de discontinuidad de
longitud al menos /,,.

Ahora probemos que G es continua para cualquier xy € [0,1] \ {y,}. Supongamos
todo lo contrario, que exista €y > 0 y una secuencia (zg)keny C [0,1] que cumpla a la
vez kETOO z = xo y |G(zr) — G(x0)| > €. Usando la definicién de G y considerando la

condicién xy < x; tenemos

€ < ‘(1—£)xk+ YUy - (1—Oz— Y ay)]

0<y<wy O0<y<zo
< (I=0Olzp—mo|+| > Uy)— D L)
O<y<zp O<y<zo
< QO —m | T e<y>]
To<y<wg

<
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Cuando hacemos k — +oo obtenemos ¢y < ¢(zg), pues gracias a (3.19) se cumple

lim Z £(y) = 0. Dado que se tiene zo ¢ {y,,} concluimos ¢(xy) = 0, pero obviamente
koo ro<yY<Tl

ello resalta una contradiccion.

Probemos que K = Im( es un conjunto cerrado, perfecto y con interior vacio. Primero
observemos que K = W(G) resulta cerrado por definicién. Probemos que el interior es
vacio. De haber un intervalo abierto I tal que I C K, tomemos y € I con y = G(z) con
z € [0,1] \ {yn|n € Z}. Teniendo en mente el lema [2.36, por el cual el conjunto Z,(yo)
denso en [0, 1], habrdan muchos w,,; € Z,(y) con x < x,, tales que

m R, A5
j—+oo 7

Por la continuidad de G se tendra entonces

lim G(zn;) = G(z) (3.25)

j—+oo

con G(z) < G(xp,). Por definicién G(z,;) = a,; y G(x) € I. Entonces por la relacién
(3.25) habra jo, € N para los cuales a,, € I para todo j > jo. Ahora los b,; también
pertenecen a I, pues de jlﬂloo ,, = 0, tenemos b,, = a,,; + £, € I para j suficientemente

grande. Entonces, para el intervalo (ay,,b,;) C R\ K tenemos
0 # (an;, bn,) NI C (R\K)NI.

Pero esto tltimo contradice la inclusion de I en K.
Ahora vamos a demostrar que K es perfecto. Cuando z € K = ImG, existen z, € ImG
con

lim z, = z. (3.26)

n—+oo
Asi se cumple z, = G(z,,) para z, € [0,1]. Por la densidad de Z,(yo), tenemos que para

cada n € N existen y,,; tales que .Hin Yn; = Tn, donde y,,. < z,,. Por la continuidad de G
Jj—+oo

y la propiedad G(y,,;) = an, € K se obtiene

lim a,; = z,, (3.27)

j—+o0

con a; < z,. Finalmente por (3.26)) y (3.27) existen a,, € K con lim a,; = z, donde

Jj—+oo

an; # 2,y en consecuencia z es un punto de acumulacién de K.
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Finalmente tenemos A(K N[0, 1]) = A([0,1]) = A([0, 1]\ K) = 1— Zﬂn =1—/. Queda
nez
demostrado de esta manera el lema. O

Observaciéon 3.11. El conjunto K introducido en el lema coincide con {a, : n € N}.

Es més, se tiene K = [0,1] \ U I,. En primer notemos que obviamente se cumple
nez
K cC[0,1]\ U I,. Por otro lado, siy ¢ U I,,, entonces se tiene U I; C [0,y]. De esta
nez nez {i€Z:a;<y}

manera se lograr = > l; < y. También, como y—7 no puede superar la longitud de K,

a; <y

. . -r . C ey .
se tiene y—r < 1—/, y en consecuencia 0 < ?i— < 1. Por densidad existird una secuencia

—r
sujeta a y,, — ?ij, ademads por (3.19)) tenemos jlirglo Z ((y) = 0. Todo junto via
=7 <y<um,

un cdlculo directo nos permite encontrar una secuencia a,;, = G(y,;) que converge a y.

De esta manera y € K. Para mayores detalles remitimos al lector a [6, p.261].

Ahora extendamos la funcién G a una funciéon de R a R, que cumpla propiedades
analogas a las del lema Para tal fin pongamos v, = yn +m, anm = an +m,

bom =bn+mylpm=I+m, y K=R\ U I, para cada m € Z.

n,me”L

Lema 3.12. La funcidn definida en el lema[3.10 se puede extender a una funcién continua
G : R — R estrictamente creciente, que satisface G(0) =0, G(z+1) = G(x)+1, para x €
R y G(k) = k para k € Z. Ademds el conjunto K = ImG es cerrado, perfecto, tiene

interior vacio y satisface K = K + 1.

Prueba. Basta para nuestros intereses definir

(1—0)x+ Z ly) six >0,

G(z) = 0<y<zx

(1—-0)x — Z ly) siz <0,

z<y<0

donde

ly, 81 Y = Ynm, para algin m,n € Z,
ly) =
0 sizé¢Z,(yo)-

Obsérvese que dado que se cumple 0 ¢ Z,(yo), se tiene G(0) = 0, pues £(0) = 0.
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Ahora probemos que cumple G(x + 1) = G(z) + 1 para todo = € (0,1). Primero

observemos que para = € (0, 1), se tiene

ooty = ) Uy, (3.28)

ya que se cumple

Yoody) = D ty+ D Uy

r<y<z+1 z<y<1 1<y<z+1

= 2w+ > b
r<y<l1 1<yn,1<z+1

= 2 W+ 3,
z<y<1 1<yn+1<z+1

- Y ety 4
z<yn<1 0<yn<z

= > Uy).
0<y<1

Ahora, cuando x € (0, 1), tenemos

Gz+1) = A-0H@E+1)+ > Uy

= (1-Oz+ > L+1-0+ > £y
= G)+(1-0+ Y Uy
= G(x)+(1—z)+§_:£n

= G(x)+ 1.

Finalmente observemos que la relacion (3.28)) se satisface para cualquier z € R. En efecto,

para x € R, existe m € Z sujeto a x —m € [0,1) y en consecuencia

d b = > ) (3.29)

nez r—mly<z—m-+1
= D (3.30)
r<yn+m<z+1
= Y = > y). (3.31)
T<yn,m<x+1 r<y<z+1

Usando esta ultima expresion y siguiendo un procedimiento andlogo al realizado

anteriormente se prueba G(z +1) = G(z) + 1, para todo € R. Ahora aprovechando esta
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ultima expresién, dado que se tiene G(0) = 0, se sigue de manera inmediata G(1) =1y
G(k) = k, para cualquier nimero entero k.

De esta forma las propiedades del lema son heredas por GG. Resta probar que
K es invariante por traslaciones por un entero. En efecto, basta reescribir la expresion
Gz +1) = G(z) + 1, para z € R. Es decir Go Ti(z) =T} o G(x), donde T} (z) = = + 1.
Entonces se tiene G(R) = G(T1(R)) = T1(G(R)), es decir T1(ImG) = ImG y junto a ello

K = Tm(G) = Ti(Im(G)) = Ty(Tm(G)) = Ty (K).

Asi finaliza la prueba. O

Definamos la funcién H : [0,1] — [0, 1] via

H{z) = G l(z) size€int(K),

Un slx € Tn,

aca

G x) = 1i€(9&— Zen).

r<an

Lema 3.13. La funcion H es continua y no decreciente y satisface H(K) = [0,1]. Ademds
cumple A(K N [0,z]) = (1 — €)H(x) para todo x € Im(G), donde X es la medida usual en
R.

In i x

Figura 3.3: Construccion de H, la escalera del diablo.
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Prueba. Evidentemente por definicién H es continua, constante en los intervalos [ay,, by,

y creciente en los conjuntos K \ {an;n € Z} y K \ {b,;n € Z}. Ademds, como cumple

H(K\ {an, bn}) = [0,1]\ {yn : n € Z},

y se tiene K = ImG, al poner todo junto se obtiene H(K) = [0, 1].

Ahora encontremos la medida de Lebesgue del conjunto K en el intervalo [0, z] C [0, 1].
Sea G(y) = z para y € [0,1] \ {y, : n € Z}. Dado que cada uno los subintervalos I,, de
[0, ] corresponde a puntos y, en el intervalo [0,y], (en simbolos se tiene I,, C [0,z] si y

solamente si 0 < y, < y) logramos
AEN0,z]) = A([0,2]) = A([0, 2] \ K)

= Xx([0,z]) — A({iegq} &)
= z-) 4

Yi<y

= Gly) - Zfi

Yi<y

= (1=0y=(1-0OH(z),

finalizando asi la prueba. O

Ahora extendamos la funcién H del lema B.13l

Lema 3.14. La funcion H : R — R es continua, no decreciente y es tal que satisface
H(K)=R, HoG = Id. Ademds cumple H(0) =0 y H(x + 1) = H(x) + 1, para cada
r € R. En particular satisface H(k) = k para k € Z, y para cada x € G(R") se tiene
AMKN[0,z]) = (1 —0)H(z).

Prueba. Basta definir H : R — R via
H(x) = H(z — |z]) + |=],

donde |z| es el menor entero menor o igual que z. Observemos que se tiene H(0) =

H(0) = 0. Es facil ver que satisface las condiciones del lema. Ademads se tiene

Hxz+1) = H@+1-|z+1])+ |z+1]
= H(x— |z])+ |z]+1

= H(z)+1.
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Obviamente H es una funcién continua definida en R\Z. Por otro lado, por la definicién
de H se tiene H(k) = k, para k € Z. De esta manera H es continua en R. Ahora estimemos
la medida de Lebesgue del conjunto K en [0, z]. Por la definicién se tiene H (k) = k, para
k € Z. Debido a A(K N [0,1]) = 1 — ¢y T1(K) = K, vemos que en cada intervalo con
extremos enteros tendremos un copia de K, y asi, medir el tamano de K en [0, k], con
k € Z, es en todo sentido, sumar la medida de cada una de sus copias hasta [0, k]. Es

decir

MEN[0,k]) = (1 —0k=(1-0H(k).

Finalmente, para cualquier x € ImG, sea k = |z], el cual queda sujeto a k <z < k + 1.

De esta manera se logra

MEN[0,z]) = AEN[0,k]) + MK N[k, 2])

(1-10)
= 1-0Ok+(Q1—-0H(z—k)
= (1-0k+(1—0)(H ) —k)
= (1-9H()
Esto finaliza la prueba del lema. 0

3.2.2. Construccion del difeomorfismo

Primero construiremos un homeomorfismo de tal manera que lleve el intervalo I,, sobre

el intervalo el intervalo [, 1, para luego extenderlo a un homeomorfismo de R en R.

U
Sea d,, = 6( [1 —1). Definamos ¢ : [0, 1] — (0, +00) por
d, )
1+ E(x —ay)(by —x) st x € [ay, by
¢(r) =
1 si x ¢ Upez (an, bn).

Lema 3.15. La funcion ¢ es continua, positiva, idénticamente igual a 1 en K y satisface

bn
O(T)dT = by

an
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0 dm lbm lan an "l'bw lbn la/| lb| 1
2

Figura 3.4: Construccién de ¢.

Prueba. La funcién ¢ es continua (por ser una pardbola) cuando se restringe a [ay, by,],
y un célculo directo muestra que la integral en [a,, b,] vale lo afirmado, pues los d,, han

sido elegidos para ajustar el valor de la integral. Ademas es positiva, pues, dado que la

a, + b,
v que en (B21) se

o dn oL
expresion —(z — a,)(b, — x) alcanza su valor méximo en

&

. 1 < €n+1 < ) i
escogio — — concluimos
893>, =3
dn |dn| bn_an 2 3 En—f—l
— 1l =|2(z —a,) (b, — )| < == = — -1 <L
6(2) = 1) = |Fle = )b, — )| < Gl (5" = 5|
. , , en—&—l . .
Como se tiene 111:{1 d, = 0 (pues hrf = 1), podemos incluir de una en una las
n—-+0oo n—-+0oo n
parabolas y utilizar convergencia uniforme a ¢, para obtener continuidad global. O

Por comodidad llamaremos ¢,, a la restricciéon de ¢ a [ay,, by

Lema 3.16. Para cada n € 7 existe un difeomorfismo F, : I, — I,.1, de clase C' con

las siguientes propiedades:

= Iy (a,) = F)(by) =1,

€n+1 1

» 0< Fl(z) <146 , para cada x € I,,n € Z y

n

» lim (sup{|F(z) — 1| :z € L,}) = 0.
n—o0

Prueba. Definamos F, : [0,1] — R usando la funcién ¢,, del lema mediante

Fo(2) = anyy + / " pu(r)dr (3.32)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

Figura 3.5: Construccién de f,.

Es facil ver que F,, satisface las tres propiedades requeridas.
Que F, sea de clase C! es cierto pues cumple F! (z) = ¢,(z) y ¢n(x) es continua.
Ademas F,, lleva el intervalo I, en el intervalo I,.;, pues obviamente satisface
Fo(a,) = apne1 y Fo(by) = ang1 + o1 = byr1. Dado que F, es continua y estrictamente
creciente se tiene

Fn<]n) = Fn([ambn]) = [an-l—labm—l] = In+1,

y asi F}, es un difeomorfismo C! al ser restringido a I,,.
Ademas, la derivada de los extremos vale 1 pues F!(a,) = ¢,(a,) = 1 y de manera
andloga se logra F (b,) = 1.

Finalmente, para cada x € I,, tenemos

|dn| |dn| 9 En-{-l
IF(@) = 1] = T (@ = an) (bn = 2) < T57 (0 — an)? = |du] = 6]7= — 1.
De lim botr _ 1 obtenemos lim (sup |F,(z) —1|) = 0. ]
n—oo Ln [n|—o0 zel,

Teorema 3.17. Existe un difeomorfismo creciente F : R — R de clase C* que satisface

F(x+1)=F(x)+1 y tal que para cada v € R se cumple H|; o F(z) = R,0 H|; (x).

Prueba. Definamos ¢ : R — R via ¢(z) = ¢(x — |x]), donde |z] es el mayor nimero
entero menor que x. Obviamente ¢ es continua en R\ Z y junto a ¢(k) = ¢(0) = 1 para

todo k € Z, continua en R. Ademds es una funcién periddica de periodo 1, pues satisface

olz+l)=¢(x+1—|xz+1])=0¢(x+1—|z] — 1) = ¢(z).

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_}\éELl}g?AD

DEL PERU

Ahora, definamos F' : R — R via
Fla)=c+ [ or)dr
0

donde ¢ = (1 — )p+ Z /; ha sido elegido de esta forma para que F' lleve el intervalo
0<yi<p
I, sobre I, 11 ,,,. De esta expresion se deduce F'(x) = ¢(x), y gracias a que ¢ es continua

y positiva en R, se tiene que F es un difeomorfismo creciente C* sobre R.
Ahora probemos que se tiene H o F(x) = R, 0 H(z) para x € [0,1] \ {y,}. Es decir, el
siguiente diagrama

K\ {an, by}~ K\ {an, b}

0,0\ {yn} —= [0, 1\ {sn},

conmuta. Analizemos dos casos.

Primero tomemos = € K. Sea x = a,,. Al suponer y, + p < 1 tenemos
H(F(a)) = H(ant1) = Ynt1 = Yo + p = H(an) + p. (3.33)

Dado la propiedad K = {a, : n € Z}, por continuidad la igualdad sigue siendo vélida
para K.
Ahora el caso © ¢ K, es decir € I, para algin n € Z. Si x € (ay,b,) entonces se

tiene F(x) € (ant1,bnt1), y por lo tanto
H(F (7)) = Ynt1 = Yo +p = H(x) + p.

Resta probar F(z + 1) = F(z) + 1 para cada x € R. En efecto, gracias a que ¢ es

periédica de periodo 1y ¢ en K vale 1, se tiene
41
Flx+1) = c—l—/ o(T)dr

= c+/0 o(T) dT+/+1(,0(7')d7'

1

= gj—|— 90

Il
+

/0
/ T)dT + / o(T)dr
Kn[o 1] nEZ]

= F@)+MEN[0,1])+ > lup
nel

= Fla)+(1-0)+{=F(x)+1.
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Esto finaliza la prueba de la proposicién. l

Corolario 3.18. Si F' : R — R es un homeomorfismo creciente tal que F(x + 1) =
F(xz) + 1, y satisface H o F = R, o H, entonces se tiene F(K) = K y el conjunto
{F*(x) +7r:k,r€Z} es denso en K para cada v € K.

Prueba. Probemos que K es invariante por F. Por el teorema anterior tenemos
F(Ihm) = Lit1m, para todo n,m € Z. Entonces dado que F' es un homeomorfismo,
se tiene

F(K) = F([R\ U I m)

nmeZL

= R\ U F(In,m)

n,mez

= R\ |J Lium=K.

n,me”Z
Ahora probemos que K es un conjunto minimal. Para x € K, consideremos en primer

lugar, el caso x = a,, 6 b,. En este caso, teniendo en cuenta {a, : n € Z} = K se llega a

{Fr(ag) + m:n,m € Z} = {agyn + m:n,m € Z} = K.

Ahora tomemos cualquier x € K. Debido a que H restingido a K \ {an,b,} es

homeomorfismo sobre I\ {y, : n € Z}, se tiene

F ’Kf{an,bn:neZ}: H_l ) Rp ’If{yn:nEZ} OHa

es decir F' es topoldgicamente conjugado a una rotacion irracional sobre K. De esta manera
dado que las érbitas por una rotacién (translacién en el recubrimiento universal) dadas por
{R;(0) +m :n,m € Z} son densas, las 6rbitas por I’ dadas por {F"(x) +m :n,m € Z}
seran densas en K, pues H es un homeomorfismo. U

Finalmente estamos listos para demostrar el teorema y dar asi por concluido

nuestro trabajo.

Prueba del teorema Definamos «,, = 7(ay,), Bn = 7(bn), Jn = (n,Bn),

A =T\ U Jp. Definamos f,h : T — T cuyos levantamientos respectivos seran F' y

nez
H, contruidos en el lema y el teorema [3.17] Entonces f satisface lo que requerimos.
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Vemos que se tiene [ € Diﬂ:1+ (T), pues por el teorema el difeomorfismo F': R — R
es de clase C' con F(z +1) = F(z) + 1, y F es creciente.
También f es conjugado a una rotacién irracional en A \ {a,}, pues por el teorema

el siguiente diagrama

A\ A{an, B2} —1= AN\ {a, B}

! |

T {0} —— T\ {2}

conmuta.

El nimero de rotacién de f es justamente p, ya que gracias al teorema [3.17, como F' es
semiconjugada a una rotaciéon R,, tanto /' como R, poseen el mismo nimero de rotacion
por la proposicién [2.21]

Por otro lado, el conjunto A = 7(K) es un conjunto f—invariante, perfecto, cerrado,
nunca denso y minimal con respecto a esas propiedades por f, por el lema [3.29

Finalmente, a partir del corolario[3.18] concluimos que cada 6rbita de f en K es densa
en K. De esta manera queda probada la minimalidad.

En resumen, f es un difeomorfismo de la circunferencia de clase C' que preserva

orientacién, con nimero de rotacion irracional y cuyo conjunto minimal es K # T. 0

Observaciéon 3.19. A lo largo de la demostracion del teorema se impusieron

condiciones sobre longitudes ¢,. Una de ellas, muy misteriosa que aparecié en la

construccién del conjunto C'—minimal para f, fue lim

difeomorfismo que posee un unico conjunto C'- minimal, para el cual se tiene ¢, > {11
) +1

= 1. En [15] se analiza si un

satisface lim
n—oo E?’L-‘rl

considerar como un conjunto C'*—minimal sobre la circunferencia. Por ejemplo el conjunto

= 1. Ademas se explica porqué no todo conjunto de Cantor se puede

de Cantor clasico no cumple este cometido.

Por otro lado en [21] se construyen nuevos ejemplos de subconjuntos de Cantor de T
que no son minimales para un difeomorfismo de la circunferencia de clase C*.

La contruccion de un difeomorfismo de Denjoy fue relevante para el Teorema de
Schweitzer, que brinda un contraejemplo para la conjetura de Seifert para el caso de

campos vectoriales de clase C'! sin érbitas periddicas. Para el estudio de este ejemplo, ver

[23].
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