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Resumen

Sea Z X, una serie en un espacio vectorial topolégico F, P : N — N una biyeccion
n=1
y la serie Z Xpn) convergente en F, llamaremos a esta ultima serie un reordena-
n=1
miento convergente de la serie Z X,. Por S (Z X,,) denotaremos al conjunto de

n>=1 n=1

todas las sumas de los reordenamientos convergentes de la serie Z X,,. Cuando

n=1
E =Ry S(Z Xn) # Qteinitz (1913) probé que S(Z X,,) es un subespacio

n=1 n=1
afin de R¥, que es lo primero que pretendemos estudiar. Este resultado de Steinitz

falla drasticamente en espacios de Banach de dimension infinita, el contraejemplo
fue propuesto por Marcinkiewicz trabajando en el espacio Ls[0,1].
La segunda parte del trabajo esta enfocado en el teorema de Banaszczyk (1990),

que extiende el resultado de Steinitz a espacios Fréchet Nucleares.

v
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Introduccion

En el cuerpo de los nimeros reales un resultado cldsico de Riemann (1854) afirma
que si tenemos una serie condicionalmente convergente entonces al cambiar el orden
de los sumandos es posible hacerla converger a cualquier nimero deseado, o hacerla
diverger. En el caso de series de nimeros complejos condicionalmente convergentes
podemos reordenar las partes reales (o imaginarias) y obtener cualquier suma pre-
fijada; pero esta misma reordenacién también afecta a la parte imaginaria (o real),
pudiendo esta diverger, por tanto hacer que toda la serie de términos complejos
diverja y no habremos conseguido nada. Entonces podemos preguntarnos:

.,Cudl es el correspondiente teorema para series de niimeros complejos?

P. Lévy (1905) probé que “el conjunto de todas las reordenaciones de una serie de
nimeros complejos es el vacio o la traslacion de un subespacio vectorial real”.

Este resulatdo fue generalizado a un espacio vectorial real n-dimensional por E.
Steinitz (1913) que es uno de los capitulos que pretendemos estudiar en este trabajo
de tesis de una manera accesible e interesante.

De la misma manera nos podemos preguntar:

. Cudl es la situacion para espacios de Banach infinito dimensionales, se cumplira el
resultado de Steinitz?

La respuesta a esta pregunta es negativa gracias a un contraejemplo propuesto por
Marcinkiewicz en el espacio Ly[0, 1].

Ahora lo natural es estudiar a que tipos de espacios se puede extender el resultado
de Steinitz, es decir, dar condiciones a ciertos espacios de dimensién infinita para

que el teorema de Steinitz se mantenga.
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Por ejemplo, W. Banaszczyk en [13] y [14], probé que un espacio de Fréchet es

Nuclear si y sélo si se cumple el teorema de Lévy-Steinitz.
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Capitulo 1

El Teorema de Lévy-Steinitz

El objetivo principal en este capitulo es demostrar el Teorema de Lévy-Steinitz, pre-
viamente a esto, empezaremos definiendo series absoluta y condicionalmente con-
vergentes en espacios de Banach, asi como, reordenaciones y demostrar el Teorema

de Riemann que nos dara una idea de como demostrar el Teorema de Lévy-Steinitz.

1.1. Serie de Vectores y Reordenaciones

Sea E un espacio de Banach y Z a, una serie de vectores en F.

n=1

= Si Z |an| converge, decimos que Z a, es absolutamente convergente.

nx=1 n=1
= Si )},o1Gum) converge, para cualquier ¢ : IN — IN biyeccién, decimos que

D n>1 @n s incondicionalmente convergente.

= Si Z@l a, converge pero no incondicionalmente, decimos que Y, _. a, es con-

n>1

dicionalmente convergente.

Cabe mencionar que si £ = R*¥, ke Ny D n>1an UNa serie en R”, decimos que
D n>1 n €s condicionalmente convergente si ), _, a, converge pero no absolutamen-
te. Esto es debido a que convergencia incondicional y absoluta en R¥ son equivalen-

tes.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




EN,
*1 Ea'?{l"

DEL PERU

St % | SNVERsiDAD
TESIS PUCP % CATOLICA

Ejemplo 1.1.
SiF=R

] Z <_2n) es absolutamente convergente.

n=1

—1)™
. Z (=) es condicionalmente convergente (Criterio de Leibniz).
n

n=1

Teorema 1.1. Si Z a, es una serie de numeros reales que converge absolutamente

n=1

entonces Z a, converge.
n=1

Prueba.
Sea Z |a,,| convergente. Para cada n € IN definimos
n=1
Pn = 0p, an =0 In = —Qpn, Gp <0

Pn=0, a,<0 qn = 0, a, >0

luegopn>07 qn 207 Dn + Qn = |an| Y Pn — Q4n = Qn
Como p, < |an| v Gn < |an| y Z |a,,| converge entonces Z DPn ¥ Z ¢n convergen.

n=1 n=1 n=1

Asi Z a, = Z Pn — qn CcOnverge [ |

n=1 n=1
Observacién 1.1. El inverso del Teorema [[1] es falso, basta considerar la serie

—1)"
Z(ﬂ)_

n=1

Definiciéon 1.1. Sea ¢ : N — NN una funcién biyectiva. Sean Z an Y Z b, dos

nx=1 n>=1
series en un espacio vectorial tales que b, = a n =123 --- entonces se dice
n p(n)> )4y 9y
que Z b, es una reordenacién de Z .
nx=1 n=1
(_1)n+1
Ejemp101.2.Sea51=1—5+%—i+%— =
n=1 n
Una reordenacién de S; es Sy =1+4+ -1 11,1 11,
372 177797678
4
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Teorema 1.2. Sea Z a, una serie de numeros reales absolutamente convergente de

n=1

suma S entonces cada reordenacion de Z a, es también absolutamente convergente
n=1
y de suma S.

Prueba.

Como Z a, es absolutamente convergente, por Teorema [LT] es convergente, luego
n=1
denotemos a su suma por S.

Sea Z b, una reordenacién cualquiera de Z Gy, luego

n=1 n=1

by, = apmy, n=1,2,3,---, ¢ : IN — N una biyeccién
luego

[ba] + [ba] + - + [bal = lag)] + lage)| + - + lagm| < Y lan| <

n=1

Ademas como Z |b,| tiene sumas parciales acotada superiormente y creciente,

e

Q0
asi Z b, converge absolutamente. Faltaria demostrar que Z b,=S5.

n=1 n=1
Para ello consideremos las sumas parciales k,,, S,,t, de Z lan|, Z s Z b, res-
n=1 n=1 n=1

pectivamente, es decir

kn = |a1|%—|a2|+--‘-%—|an|
5% = a1 +ay+---+ay,
te = bi+tbyt b,

Para cualquier € > 0, podemos encontrar un N € IN tal que

€ €
Sy =8l < gy D lans| < 5 (1.1)

n=1

pues (S,,) converge a Sy Z a, es absolutamente convergente.
n=1
Luego para cualquier n se tiene

[ty — S| < [tn — Sn| + Sy — S| < |tn—SN|+§ (1.2)

>
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Escojamos un M € I tal que {1,2,--- , N} < {p(1),¢(2), -+, (M)}, esto es posible
pues al ser ¢ biyectiva entonces en la enumeracién de (1), - - - (M) eventualmente
apareceran los primeros indices 1,2,--- , N

Ahora tomando n > M entonces p(n) > N yaquen>M > M —1>---> 1, asi,
o(n) ¢ {o(1),¢(2), -, (M)} por ser ¢ inyectiva; por la condicién de haber elegido
M se tiene que p(n) ¢ {1,2,---, N} luego ¢(n) > N.

Y también
lth, —Sy| = |1+ +by— (a1 + -+ an)|
= lap + -+ + Gy — (@ + -+~ + ay))|
it, = Sn| = |ant1 +ans2 + -+ apm)]

Por dltimo para n > M se tiene

€
[tn = S| < lawsa| + -+ [agp| < D lane| < 5 por @)

n=1

Asi en (L2

|tn—5|<|tn—sN|+§<e

Por lo tanto: Z b, converge a S. |

n=1

Observacion 1.2. Del teorema anterior concluimos que para series absolutamente
convergentes, todos los reordenamientos conducen a series que son también con-
vergentes al mismo valor. Tal hecho es muy diferente en series condicionalmente

convergentes, veamos el siguiente ejemplo. Sabemos que:

1 1 1 —1)n*t
5213*5‘1*“':;%
es condicionalmente convergente.
S_b 1 1 1,
2 2 4
Luego
N O S S I U I S U TS B S
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
AR D PR Y ) N R
2 2 4 6 8 10 12
6
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Sumando

> T3 2tsTr it 6
35

esta tltima serie contiene todos los términos de S en orden diferente, es decir, = es

36,1 1.1 1 1 1 1 1

una reordenacién de S, sin embargo convergen a sumas diferentes.
Asi concluimos que los reordenamientos en series condicionalmente convergentes
introducen cierto grado de anarquia, pues es posible hacerlos converger a cualquier

valor predeterminado o diverger tal y como nos lo dice Riemann.

1.2. Teorema de Riemann

Teorema de Riemann (1854)

Sea, Z a, una serie de nimeros reales condicionalmente convergente y sea A cual-

n=1
quier nimero real (o bien A = +o0) entonces existe un reordenamiento Z b, de
n=1
Z a, que converge a A (o bien, cuando A = 00, que diverge a +o0).
n=1
Prueba.
Caso 1: A <
ap| + a an| — a :
Para cada n € IN, sean p, = MTn, Gn = MTn Si a, > 0 entonces p, = a, v
¢» = 0, mientras que si a,, < 0 entonces p, =0y ¢, = —a,, y ademés p, — ¢, = a,.
También Z Pny Z —@, son divergentes a +00 y —o0 respectivamente.
n=1 n>=1
A los términos p,, los llamaremos términos positivos de Z a,, mientras que a los

n=1
términos —¢, los llamaremos términos negativos de > a,,.

Sea A € R, veamos como reordenar Z a, para que la serie converja a \.

n=1

= Etapa 1

Escoger tantos términos positivos (digamos k; términos) tales que su suma

supere por primera vez a \, esto es
pL+p2t e > A

7
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esto es posible ya que Z Pp = 400

n=1

Continuamos sumando ahora los términos negativos (digamos 7, de ellos) tales

que su suma sea por primera vez inferior a A, esto es

pr+pet P GG =gy <A

esto es posible ya que Z —Qp = —0

n=1
= Etapa 2
A continuacién sumese tantos términos positivos (digamos ko de ellos) hasta

que por primera vez se tenga que

Pr+pet D — @ — G — Gy F D1 F P2 T Py > A

Continuése con tantos términos negativos (digamos 74 de ellos) hasta que por

primera vez se tenga que
p1+p2+' : '+pk1_(J1_QQ_' 1 '_QT1+pk1+1+pk1+2+' v '+pk2_q7“1+1_q1”1+2_' : '_qT‘Q < )\

y continuando con este proceso indefinidamente, obtenemos una serie cuyos términos

son los mismos que Z a, en orden diferente, es decir, la serie obtenida es una

n=1

reordenacién de Z Q.
n=1
Veamos que sucede con las sumas parciales de esta nueva serie. Para esto necesitamos

ver la etapa m.
Al final de esta etapa se suman términos negativos (r,, de ellos) hasta que por

primera vez se tenga

Sm:p1+“‘+pk1_(11—"‘_%1+pk1+1+"'+pk2_%~1+1—"'
_q7"2++pkm71+1++pkm_qrm71+1__qrm<)\ (13)
Pero como
Pr+ P —q1— =Gy TP+ Dy — Qb1 — Gy T
F Phpat1 A Phy — G 11— Q1 > A
8
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Sumando —g¢, se tiene

S >N —qr,,

Por (L3)) se tiene 0 < A — S, < q;,,
Cuando m — o0, S,, — A
Caso 2: A =+ v A= -

Hagamos la prueba para A = +00, el otro caso es similar

= Etapa 1

Sumamos los primeros términos positivos (digamos k; de ellos) hasta que por

primera vez su suma sea mayor o igual a 1, es decir
Pt +py 21
Sumando un uUnico término negativo se tiene
prt+-tpm - sl

= Etapa 2

Stmese tantos términos positivos (digamos ko de ellos) hasta que por primera

vez la suma sea > 2, es decir,
Pt D — @t Pt Py =2
luego stiimese un tnico término negativo, entonces

pr+ Dk — @ D1t DRy, — Q2 <2

Continuando indefinidamente obtenemos una nueva serie que tiene los mismo térmi-

nos de Z a, pero en orden diferente, es decir, es una reordenacion de Z an Y
nx=1 n=1
ademas viendo este procedimiento en la etapa m tenemos que

Sm=p1+ - +P—QFPrit TP~ Gt Py 1t Py — G ST
(1.4)
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pero

p1+'.'+pk1_q1+pk1+1+“'+pk2_q2+“'+pkm_1+l+'.'+pkm>m

sumando —gq,, se tiene
‘Sm EZWL_'Qm
Por (T4) 0 <m — Sy, < ¢m

haciendo m — oo, tenemos que S,, — o [ |

Definicion 1.2. Sea Z X, una serie en un espacio de Banach FE; al conjunto

n=1

S (Z Xn> lo definiremos por

n=1

S (Z Xn) = {X € B/X = ) Xy parap: N — N biyeccién}

n=1 n=1

Observacién 1.3. Cuando £ = R y consideramos Z X, una serie absolutamente

|
convergente de suma S el Teorema nos permite afirmar que S (Z X,) = {S}.
n=1
También por el teorema de Riemann se tiene S (Z X,) = R cuando Z X, es
n=1 n>=1

condicionalmente convergente.

Ahora podemos preguntarnos
., Qué sucede si consideramos series de vectores?

La respuesta a esto es la que nos conlleva a estudiar el Teorema de Lévy-Steinitz.

1.3. Teorema de Lévy-Steinitz

Para responder la interrogante anterior consideremos £ = R? y la serie

5 () - (3 5)

n=1 n=1

luego
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no es todo R?, pero es un subespacio afin de R?. Este fenémeno fue observado por
Lévy para R? en 1905 y por Steinitz para R* con k € IN en 1913. El enunciado del
teorema es el siguiente:

“El conjunto de sumas de todas las reordenaciones de una serie de vectores en R"
es el vacio o la traslacion de un subespacio”

En nuestra notacion si Z X una serie de vectores en R"™ convergente entonces
k=1

S(Z Xi) = {traslacién de un subespacio},

k=1
veamos los detalles:

Primero demostremos el siguiente lema técnico:

1.3.1. El Teorema del Confinamiento Poligonal

Para cada “n”, existe una constante C, tal que si {v;;i = 1,--- ,m} es una familia
finita de vectores en R™ cuya suma es cero y |v;| < 1,4 = 1,2,--- ,m, entonces
existe una permutacién P de (2,---,m) tal que

J
U1 +va(i) < C, para todo j (1.5)
=

Ademds podemos tomar €} = 1y C,, < 4/4C? ;| + 1 para todo “n”.

Prueba.
Caso n=1 (Idea del Teorema de Riemann)
Sivy > 0, escogemos P(2) tal que v,y < 0; y continuamos escogiendo los v negativos

hasta que la suma (por primera vez) sea negativa. Es decir,
v +vp@) -+ Upe) <0

Escogemos el siguiente v positivo y continuamos escogiendo los v positivos hasta

que por primera vez la suma de todos los vectores escogidos sea positiva. Es decir,

’U1+Up(2)+"'+Up(k1)+"'+1}p(k2)>0

11
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Continuamos de esta manera hasta que todos los v sean usados y como |v;| < 1 para
todo 7, entonces

O0<v1+uvpg <vr<1

0< (%] +Up(2) +Up(3) < v < 1

V1 +Up) o T UP®y) S 0
Pero v + Vp(2) R Vp(k1—1) =0

Sumando vp,) se tiene
Up(ky) S V1 +Up@) + - + Uptky—1) + Upky) S 0

entonces

0< v+ vp) + -+ UP(k1)| < |?Jp(k1)| <1

De manera similar
v1 +Up@) t -+ Upky) S U1+ Up@) -+ Upky) T VPG 1) SO
luego
v+ Vp@) + - UPRy) T UPRi+1)| < U1+ Up@) + -+ Upgy| <1

Continuando con este proceso, concluimos que cada suma parcial esta entre 0 y 1,
por tanto C = 1

Caso general

Haremos la prueba por induccion.

Asumamos que n > 1y que C,,_1 < o0, ademds consideremos {v;} una coleccién de
vectores satisfaciendo la hipétesis.

Como {v;} es finito, hay un ntimero finito de posibles sumas parciales de los v que
empiezan con vp; sea L una suma parcial con norma maxima entre todas esas sumas

parciales.

12
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Entonces

L=wv+u + -+ us donde {uy, -+ us} < {v;}

Sea {wy, -+ ,w,;} los otros v tal que
L+w + - 4w

Afirmacién 1 (u;, L) > 0 para todo i

Supongamos que {u;, L) < 0 para algin i

<ui7 L>
||

> 0 entonces |L| — > | L]

L

lo cual contradice la maximalidad de ||
Afirmacién 2 {(v;, L) = 0

Supongamos que (vy, L) < 0

—L
[ — L] > < .y Tu> _ L]

Ast floy = L] > [ L]

entonces

Como —L = wy + - -+ + w; entonces
|vg + w1 + -+ 4 wy|

lo cual contradice la maximalidad de L
Afirmacién 3 (w;, L) < 0 para todo i
Supongamos que {(w;, L) > 0 para algun i.

entonces

L
Ltw|>{L+w,—)=]|L
1+l > (2w ) =

luego |L + wl| > | L]

13
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Como L = vy + u; + - - + us entonces
[ +uy + - 4+ us + w;| > | L]

Asi vy + uy + - -+ + ug + w; serfa una suma parcial de norma mayor que la de L.

Usaremos la hipdtesis inductiva en el espacio (n — 1)-dimensional

Lt ={veR"/{v,L) =0}

Sea
’ <’U,L>L
m =3 L VBN _ A N
| L]
______________________ v
v=Comp, (v) §
s> 1,
Proy, (v)
Como L=vi+u;+ - +usy
/ <U1,L>L
v, = Ul——”LHz e Lt
/ i?L L .
u; = ui—%eLLparazzl,Q,--- ,S

entonces

_ <U1+U1+"'+US,L>L
|2

Uy Uy U =0 U A+ U

Como vy + uy + - -+ + us = L se tiene

(L,L)L

’

Similarmente se prueba que wy + - - - + w, =0

14
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luego por la hipédtesis inductiva, existe una permutacion @ de (1,2,--- ,s) tal que
’ ] !
vy + ZUQ(i) < C,_1para todoj=1,2,---,s (1.6)
i=1
y también existe una permutacién R de (2,--- ,t) tal que

< C,_iparatodoj=2,---,t (1.7)

J
w1 + Z wR(Z)
=2

Pongamos R(1) = 1 Como (vy, L) = 0y {w;, L) < 0, escogemos el mas pequeno r,
por ejemplo 71, tal que

T1
(v, L) + Z {wrg, L) <0 (1.8)
i=1

esto es posible ya que definiendo

k
A= {]{5 S IN/<U1,L> +Z<wR(z)7L> < 0} c NN
i=1

se tiene que A # J porque t € A, luego A posee minimo, a este minimo llamemoslo
.

Similarmente podemos escoger el mas pequeno s; que cumpla

! 51
<U1,L>+Z<wR(i),L>+Z<UQ(Z~),L> =0 (1.9)
=1 i=1

luego el mas pequeno 7o tal que

71 S1 72
Con, Ly + Y Cwngy, Ly + ) (ugoy, Ly + Y {wige, Ly <0
=% =1

i=r1+1

y asi sucesivamente.
Ponemos los vectores en el siguiente orden
(U1, WRaY WR2), -~ s WREr ) UQ()s "~ > UQ(s1)s WR(r1+1)s "+ > WR(re)s " )

es decir ubicamos los vectores {v;} segin la permutaciéon P como sigue

-

v, 1 =1
WR(), © =2, ,711

VPG = UQUi—r), t=T1+ 1, 1+ 8
WR(i—sy), 1 =71+ 81+ 1,81+ 12
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J
luego sea j = 2,--- ,m y llamemos a = v; + va(i)
i=2
la idea es acotar |Proy; a| y |Comp; a| = |a'| para luego usar el teorema de

[P}

Pitagoras y obtener una cota para “a”.

Afirmacién 4 |d'|| < 20,_,

en efecto,
como
J
(a, L)L J nt vk )L
’ 5 1=2
a = a— U + VpG) —
HE Z ¥ HE
! ] !
a = ’Ull + va(i)
i=2
entonces

J
la'| = [vy + ZUP(i)H
i=2
Por (6) y (I7) tenemos

Ha,” < On—l + Cn—l = 2Cn—1 (].]_0)

Afirmacién 5 | Proy,a| <1

Por (L) y la afirmacién 3 tenemos

(o +wra), L) _ (o1, L)

0< <
IL| IL|

< o] <1

<Ul + WRa) + WR(2), L> - <Ul, L>
| IZ]

0< < v €1

<U1 + WR(1) + -+ WR(r1—1)> L>
IZ]

=0

<wR(7‘1)7 L>

Sumando
IL]

<U1 + ’U)R(l) + -+ wR(rl),L> > <wR(T1)7 L>

0> >
IL] IL]
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entonces

<’U1 + WR) t -+ WREy), L>
IL|

< | {wrery, L) |
IL]|

<lwmepl <1 (L11)

De manera similar por (L9)) y la afirmacién 1 tenemos

<U1 + Z WR(i)» L> + <UQ(1), L> <0
i=1

<v1 + D, Wr(: L> <”1 + LW, L> + Cueny, L)
i=1 = i=1 <0

|| N IL] N
luego por (LII) se tiene
T1
‘<vl +ZwR(l)’ >+<UQ L> ‘<’U1 +ZU)R(¢),L>‘
i=1
<1
|| IL]
También
1 T1
vy + Z Wr(), L Vgl Z WRa), L ) + <UQ(1) T UQ(2); L>
i=1 < i=1 <0
|L] IL]

r ((LII) se tiene

T1
‘<v1+ZwR(' >+<UQ(1>+UQ L) |<”1+Zw3 >‘
=1

IZ] IZ]

1 s1—1
<’l)1 + ZU)R(Z),L> + Z UQ(Z'),L> < 0
i=1 =1

Sumando {ug(s,), L) tenemos

v + Z'LUR( > <2 UQ(,),L>
0< < 1 < <uQ(81)’L>

IZ] Szl

y por (L9)

< Jugeyl <1

De manera andloga se puede hacer para los demds vp(;) que sobran.
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Ahora como

J
U1 + Up(i),L L
{a, L)L < ;

Proy; a = =
- IZ] IZ]
J
U1 + Z Vp(i), L
| Proy al = =
: 2]

y por todo lo visto anteriormente llegamos a que

< 1 para todo j
Por lo tanto por las afirmaciones 4 y 5 concluimos que
la|* = | Compy, af* + || Proy, a|* < 4C;_; +1

luego

<A/4C2_1 +1

J
U1 + Z Vp(4)
=2

4

Ahora el objetivo es probar “ el teorema del reordenamiento” siendo este un ingre-
diente esencial para la prueba del Teorema de Lévy-Steinitz.
Para su prueba es necesario demostrar la siguiente consecuencia del teorema del

confinamiento poligonal:

Lema 1.1. Si{v; :i=1,2,--- ,m}cR"y < ¢, |vs| < € para todo i,entonces

m
2,0
i=1

existe una permutacion P de (1,--- ,m) tal que

lvpay + vpe) + -+ vpm | < e(Cp +1) paral <r <m

Prueba.
m+1

. /l) /l}. .
Definimos v,,,1 = —v1 — v3 — - - - — v, entonces E ~ =0y H—ZH < 1, para todo @
€ €
i=1
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luego por el teorema de confinamiento poligonal, existe una permutacion P de

(2,---,m+1) tal que

De aqui

Sea P(1) = 1 tenemos que

r—1

T
Z VPG| S ZUP(i) + lvpm | < €Cr + €
i=1 i=1

luego

va(i) <e(Cp+1)paral <r<m
i=1

1.3.2. El Teorema del Reordenamiento

En R”, si una subsucesién de la sucesion de sumas parciales de una serie de vectores
converge a S, y si la sucesion de términos de la serie converge a “0”, entonces existe
un reordenamiento de la serie cuya suma es S.
Prueba.

m
Sea {v;}*, una sucesién de vectores en R"™. Para cada m se tiene S,, = V;.

=1

i=1

Asumimos que S,,, — S para alguna subsucesion S, debemos mostrar como
k Kk

reordenar los {v;} tal que toda la sucesién de sumas parciales converga a S.

Veamos
Sea 0 = | S, — S| entonces §; — 0
Como
mgy1—1 ME+1 m
Y IR IR S
i=my+1 i=1 i=1
ME41 my
< ZUZ—S + Zw—S +vak+1H
i=1 i=1
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entonces de la definicion de §; se tiene

mk+1—1

Z (4 < 5k+1 + 6k + vak+1H

i=mp+1

Ahora para cada k definimos

€x = Max{0g 1 + Ok, sup{|vi| : i = my}}
mk+1—1
entonces ¢, — 0y Z vl < 2ep
i=mp+1
También |v;| < €x < 2¢; para i = my
luego por el lema [l 1] para cada k existe una permutacién P, de my+1, -+ ,mp1—1

tal que

Z vp )| < 26x(Cr + 1) parar =mp +1,--- ,mpgq — 1

i=mg+1

Ahora ordenemos los {v;} como sigue

(1)1, V2, 5 Umyy Ump+1, Umy+2, " 7Umk+1—1)
o o 7
" g
los  mantenemos y ordenamos estos térmi-
en su posiciéon nos de acuerdo a pg

En este arreglo si my + 1 <m < my4q — 1

entonces
mp m
Sy = s =2 Z VP, (4)
i=1 i=mp+1

Y Sm — Smk = Z;ka+1 VP, (3)
luego haciendo £ — o0 y sabiendo que S,,, — S

m

1Sm = Sl = | D) vp| < 26:(Co+1) =0

t=mp+1
Por lo tanto

Sy — S
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Antes de enunciar y probar el Teorema Lévy-Steinitz necesitamos también otra

consecuencia del Teorema de Confinamiento Poligonal

Lema 1.2. Si {v;}*, c R", w = Zvi, 0 <t<1y|v| <epara todo i, entonces
i=1
existe una permutacion P de (2,--- ,m) y un r entre 2 y m tal que

< /402 +1

v + Z Up() — tw
i=2

Prueba.
Asumamos que w # 0 ya que si w =0

entonces se tiene
m
(% (%
B0y [
€ €

1=1

<1

Luego por el teorema del confinamiento poligonal existe una permutacion P de

(2,---,m) tal que

<€ /4C%_ +1,2<r<m

.
v + Z Vp(i)
=2

asi se tendria lo pedido.
Veamos el caso para n =1

multiplicando por —1 si es necesario asumamos que w > 0

Sea S el mas pequeno ¢ tal que
V1 F+ vy + -+ vg > tw (1.12)

entonces

U1+U2+"‘+U5'_1<tw

luego por [L12] y sabiendo que |vg| < € se tiene
|v1 +vg + - +vs_1 +vs — tw| < |ug| <€

Asi para el caso n = 1 se tiene el Lema con C,,_; = Cy =0
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Notar también que en este caso ningin reordenamiento es necesario para obtener
una apropiada suma parcial.

Ahora veamos el caso general para R", n > 1
m

como w = Z V;
i=1

’
Sea v, = v; —

entonces

y como |v;|| < € se tiene ||| < e y por tanto

luego por el Teorema del confinamiento poligonal existe una permutacion P de

(2,---,m) tal que

v R S
. TP )

< Cpyparatodoj=2,---,m (1.13)

También tenemos que

Ve L =N —
(U, v — Vp(m), — ) = |[W
Y] P T PO Tag]

i, wy| _ [oif w]

]
[wl |~ ol

< € para todo ¢

y similarmente al caso n = 1 escogemos un r tal que

w w w
YNy N e Cop, N — || < 1.14
K |w||> <”’”<2> |w||> <”P” ||w|> '“’" ¢ 1)

w

Observar que en este caso a comparacion del caso n = 1 los <vi, —”> hacen el
w

papel de los v;.

Ahora definamos

a=vl+vp(2)+---+vp(r)—tw

veamos que sucede con |a’| y | Proy,, af
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’ <a,w>w ’ ’ ’
n :a——:U1+UP(2)+"'+UP(T)

Por (LI3)) se tiene

la'l = llvy + vpg) + -+ + Vpy | < €Cua (1.15)

[<a, w)|
]

{a,wyw

= Proy,a = y || Proy,, al| =

Jw]?
Primero observemos (L14)

w
‘<Ul + Up@) + -+ Upey, m> - t||w‘ <€

como
(ot ory oo ory i) <l = oo+ oy =+ w720~
= <U1 +vp@) + -+ vp@r) — tw, i>
w]
entonces

V1 +Vppe) + -+ Uper —tw,i <€
? MR

Segin como hemos definido “a” concluimos que
w
a,— )| <€
w]

| Proy, a| <€ (1.16)

asi

Por lo tanto de (.13 y (LI6]) tenemos que

<A/2C2 |+ < ey /4C% | +1

lall =

v + Z vp() — tw
i=2

Ahora podemos finalmente probar el resultado principal
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Teorema de Lévy-Steinitz
El conjunto de sumas de todas las posibles reordenaciones de una serie de vectores

1.3.3.

en R" es o bien el vacio o la traslacion de un subespacio.

Prueba.
Sea Z v; una serie de vectores en R" y
reR"/x = Z vpu) para P:IN — IN biyeccién

1>1
()|
=1

=1

Supongamos que S Z v | #
i>1
Reemplazando v; por v; — v, donde v es cualquier elemento de S (Z v;) podemos
i=1
i>1

asumir que 0 € S (Z v;). Asi solo debemos probar que S (Z v;) es un subespacio de

i>1
Sea Si,S5 € S (Z v;) ¥ {€m} una sucesiéon de nimeros positivos que converge a 0.

Rn
i>1
Como un reordenamiento converge a S1, luego existe un conjunto finito /; de enteros
Z Vi — S1H < €1

positivos tal que 1 € I y
i€l
Como un reordenamiento converge a 0, existe un conjunto finito JJ; de enteros posi-
Z V; — 0

i€y

<€

tivos tal que J; o 1 y

(Elegir este J; lo suficientemente grande hasta que contenga a ;)

< €

Ademas existe un conjunto K; o J; tal que
‘ Z v; — Sy

€K
y I, {2} tal que

< €9

Zvi—Sl

De igual manera existe un conjunto I, > K
iGIQ

(Elegir este I, lo suficientemente grande hasta que contenga a K7 y a {2} si es que

no lo tuviera)
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luego, procediendo de la misma manera, construimos inductivamente conjuntos

L, J v K, de enteros positivos tal que

{1,--- m—-1}c K, 1cl,cJ,c K,

< €m

Z Ui_SQ

€K m

ZUZ‘—O

i€Jm

Zvi—Sl

1€lm,

< €m, <€m Y

Para cada m ordenamos los indices en J,, de modo que los que estén en I,, se
ubiquen al comienzo, también ordenamos los indices en K,, de tal manera que los
que estén en .J,, se ubiquen al comienzo. Luego ordenamos los indices de I,,,,1 de tal
modo que los que estén en K, se ubiquen al comienzo. Asi existe una permutacion

P y sucesiones crecientes

{im}, {dm}, {km} tal que iy, < jm < km < ms1 ¥

ZUP(Z') = Sl < €m (117)
i=1
Jm
D v < €m (1.18)
j=1
km
Z vpk) — S2|| < €&n paracadam (1.19)
k=1

Notar que de (II8)) y (LI9) llegamos a que

km,
D1 v - < em+Em = 26m (1.20)

y de (LI7) y (T20) tenemos

Jm
— > vpG) — S
j=1

) + Z Vp(i) — Sl—l-Sz) < 3€m, (121)

t=Jm~+1

luego para cada m, reordenamos los vectores

{vp@) 11 =im + 1, , k) intercambiando los vectores
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{vp@) 1% =m +1,---, jm} con los vectores {vpy) 1% = jm + 1, ki }
J m
/.
r 2}
Im
N

g )
K,
Haciendo la reordenacién escrita (L2]) quedaria como
Jm
ZUP(i) = (Sl e SQ) < 3¢,
i=1
m
esto muestra que existe una subsucesion de la sucesion de sumas parciales Z Vp(i)
i=1

que converge a S; + S3. Ademas como S(Z Uil vp@s) — 0 el teorema del
i>1
reordenamiento nos permite afirmar que S; + S, € S (Z ;)
i>1

Faltarfa demostrar que si S € S(Z v;) entonces St € S(Z v;), Vte R

i=1 =1
Pero por la aditividad de S (Z v;) ya demostrada tendriamos que para t € Z%1 y

i>1
Se S(Z v;) se tiene que St € S(Z V;)-
=1 =1

Asi es suficiente probar para los casos en que t € (0,1) y t = —1

Caso t € (0,1)
Empecemos con el arreglo P usado para probar la aditividad de S (Z v;)
i>1

Fijemos t € (0,1)

y sea 0, = sup{|vp@ | 11 = Jm + 1, kn}

26

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




ﬁ.Nf%

. e | PONTIFICIA
%
Sl

TESIS PUCP gz_:_\gﬁ‘s:l‘!\mo

DEL PERU

Sea también

km
Uy, = Z UP(i)_SQywm:um+SQ

entonces por ([L20),
km
Z Vp(i) — Sy

i=jm+1

< 2€m (1.22)

Asi por el lema [[2] existe una permutacién @,, de {P(j,, + 1), -+, P(ky)} y un rpp,
entre j,, + 1y k,, tal que

T'm

Z VQu (P(i)) — t(SQ + Um)

i=jm+1

donde M = ,/4C? | +1

entonces de (L22) tenemos que

< M6,

Z VQum(P()) — tSs|| < M, + 2¢,,

i=jm+1

y por (LLI8) se tiene

Jm Tm
Dvpm + D) Vanpe) — tS2

i=1 i=jm—+1

< €m + M6, + 2¢,, = 3¢, + M6,

Por lo tanto, existe una subsucesion de la sucesién de sumas parciales que converge

a tS,. Por el teorema del reordenamiento concluimos que ¢S, € S (Z v;).
i>1
casot = —1

Como de (LI8) y (LI9) tenemos que

Jm—+1 k

Z Up() — ZmUP(i) — (0 —=5)

i=1 i=1

< E€mt1 T €m

entonces

Jm+1

D, vp@ — (—52)

i=km+1

< €m41 T €m

luego de esta tltima desigualdad y de (II8]) se tiene
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jm jm+1
va(i) + Z vp(i) — (=52)| < €mi1 + 2€m
i=1 i=kpm+1
luego para cada m, reordenamos los vectores {vp), @ = Jm + 1, | fm+1}
intercambiando los vectores {vpgy, i = ju + 1,--- , kp} con los vectores
{UP(i)a 1= km + 17 e >jm+1}-
< Em4+1 + 25m.

Con esta reordenacién obtenemos que
km
ZUP(i) — (—52)
i=1

Finalmente el teorema del reordenamiento implica que

—S, € S(Y v)
|

=1

Observacién 1.4. Como cualesquiera dos espacios de dimension finita y de igual

dimension son isomorfos, el Teorema de Lévy-Steinitz se cumple en cualquier espacio

finito dimensional.
Observacion 1.5. En el Teorema del confinamiento poligonal el menor valor de C,,

que satisface (L)) es llamada la constante de Steinitz de R"™.
Trabajando en el teorema del confinamiento poligonal con un espacio vectorial con
producto interno £ de dimension finita y denotando a su constante de Steinitz por

S(FE) se tiene los siguientes resultados:
» Steinitz probd que S(F) < 2dim(E). Ver [1§]

» S(F) < dim(F£). Ver [19]
= Sidim(E) =2 = S(E) < 2. Ver [L5]

= Si E es un espacio euclidiano de dimensién n
3 1/2
entonces S(E) = % Ver [19]
5
g. Ver [15]

ysin=2= S(F)
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Capitulo 2

Reordenaciones en Espacios de

Dimension Infinita

Ahora lo natural es estudiar si es posible extender el Teorema de Lévy-Steinitz a
espacios de dimensién infinita. El primer intento se hizo en espacios de Banach,

veamos los detalles:

2.1. Contraejemplo de Marcinkiewicz

Recordemos que el espacio vectorial normado Ls[0, 1] estd definido por

Lo[0,1] = {f : [0,1] - R/f es medible segtin Lebesgue y |fll2 < o

1/2
donde, || = ( | |f|2)
[0,1]

Ahora consideremos las siguientes funciones en Lo[0, 1]. Aqui x4 denota la funcién

caracteristica de A.

Tik :X[i’%]’ Yik = —Tik, 0<i <00, 0<k <2

Claramente |x;||* = 27 para cada i, k. Luego
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(Zo0 + Y0.0) + (T10 + y10) + (T11 +y1.1) + (T20 + Y20) + - =0

$0,0+<ZL’1,0+.T1’1 +y0,0)+(flf2,0+1’2,1 +y1,0)+(x2,2+x273+y1,1)+- = 1, ver ﬁgura 2.1

Ninguna reordenacién converge a la funcién constante 1/2 porque todas las sumas
parciales son funciones con valores enteros. Asi el conjunto de sumas de la serie

Z x; 1, No es un subespacio afin.

ik
4 ‘CL‘. h 4
14 0,0 , 11_} z,, " \ R
0 10 . \1 0 1 ]
2 2
A A 4 T A
1 Ty 1 — Tor 1 — 22 ] — Ty
of 1 1 O 11 1 0 1 31 0 3 1
4 4 2 2 4 4
Figura 2.1:

Sabiendo que el teorema de Lévy - Steinitz falla drasticamente en espacios de Banach
de dimensién infinita, podemos preguntarnos:
. Puede extenderse el Teorema de Lévy Steinitz para ciertos espacios de dimensién

infinita?

30

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




EN
g

DEL PERU

S et s
TESIS PUCP % CATOLICA

La respuesta a esto nos motiva a estudiar el Teorema de Banaszczyk, que extiende

el Teorema de Lévy-Steinitz a espacios Fréchet Nucleares.

2.2. Teorema de Banaszczyk

El objetivo en esta seccién es probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1 (Banaszczyk). Sea Z u; una serie convergente en un espacio Fréchet

1>1

S (Z uz> =TI (2 ul> +Zui (2.1)

Nuclear E. Entonces

donde:

r (Z uz> = {feFE: Z |f(u;)] < oo} es un subespacio de E'

=1 =1

Iy (2 uz> = {ueE: f(u)=0,Yfel (Z uz>} es un subespacio cerrado de B

i>1 i>1
Este es un resultado muy profundo. Para su prueba es necesario usar muchas herra-
mientas del andlisis funcional, empecemos recordando algunos resultados de teoria

espectral.

2.2.1. Algunos resultados de teoria espectral para operado-

res compactos

Definicién 2.1. Sea X e Y espacios de Banach. Sea T' € L(X,Y), es decir, un
operador lineal y continuo de X a Y. Se dice que T" es compacto si T'(U,) (donde U, es
la bola unitaria cerrada en X ) es compacto en Y o equivalentemente si toda sucesién

acotada (2, )neny en X, la sucesién (T'(x,,))new admite una subsucesién convergente.
En lo que sigue H denotard a un espacio de Hilbert y L(H) = L(H, H).

Teorema 2.2. Sea T € L(H) un operador compacto y autoadjunto. Entonces, ||T|

o —|T| es un autovalor de T.
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Demostracion.
SiT = 0, el resultado es trivial. Supongamos entonces T' # 0, como T es autoadjunto
entonces ||T| = sup{|(T'z,z)| : |z| = 1}, existird una sucesién (x,),>1 en la esfera

unitaria de H tal que |(Tx,,z,)| — ||T]|, es decir,
(Tn,2) = [T 0 (Twn,wn) — —|T|

Supongamos que converge a |T'||. Entonces,

0 < |Tzn = [Tlanl?® = |Tzal* - 2|TI{T 20, 20y + |T?

< 2T = 2| TI<T %0, 20y — O

de donde (T'z,, — |T||x,) — 0

dado que T es compacto, existe alguna subsucesién (T'zg,) que converge a algin
ye H.

Luego: |T|xy, — y entonces xy, — T

Por continuidad de T,

T(y)
T — =
|7
Por unicidad de limite y = % entonces |T'|y = T'(y)

Solo falta comprobar que y # 0. Pero,
IT) = 1Tz, | = Nyl

y como T # 0 entonces y # 0. [ |

Lema 2.1. Sea T € L(H) y sea M un subespacio invariante por T', es decir, tal que
T(M) c M. Entonces, M* es invariante por T* (adjunta de T). En particular, si

T es autoadjunto, entonces M* es invariante por T también.

Prueba.
Sea y € M*. Entonces, dado x € M, {(x,T*y) = (Tx,y) = 0 pues T(M) < M.
Ast T*y e M+, de donde T*(M*) =« M+ |
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Teorema 2.3 (Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos). Si T
tal que, para cada

un operador compacto autoadjunto sobre H. Existe un sistema ortonormal x1, o, - - -

de autovectores de T' con autovalores correspondientes \i, Ag, -

r € H se tiene
Ty = Z An (T, Ty ) Ty,
n=1

Pongamos Hy = H y T} = T. Por el Teorema 2.2, T} tiene un autovalor \; con
= {z1}*, que es

Si la sucesion (A\n)n=1 €S infinita, entonces converge a cero.

Prueba.
|A1] = |7T1]. Sea z; un autovector unitario. Pongamos ahora Ho

un subespacio cerrado de H;. El lema 2] garantiza que T(Hs) < H,. Sea T; la

restriccion de 7" a Hy. Claramente, T, es un operador compacto y autoadjunto en
H,, de donde, si es no nulo, tendra un autovalor Ay con |As| = || Ts] < |77 = |A\1]. Sea

To un autovector unitario asociado a Ay (y, si A\; = Ag, ortogonal a z). Entonces, el

conjunto {1, x5} es ortonormal. Sea Hs = {x1,x5}*. Entonces, Hs es un subespacio
cerrado de H y Hs c Hy y nuevamente por el lema 2] T'(Hs) c Hs. Repetimos el

argumento con 73 = T | 15> que vuelve a ser un operador compacto autoadjunto en

Continuando asf, el proceso o bien T;, = 0 para algiin n, se obtiene una sucesién (\,,)

H;.
de autovalores de 7'y un sistema ortonormal de autovectores {x1, zs, - - - } tales que
Ani1| = |Tosill < |70 = || paran = 1,2,3,---. Si (A,) es una sucesién infinita,
entonces (\,) — 0, ya que se puede probar que el conjunto de todos los autovalores
de un operador compacto T posee un tnico posible punto de acumulaciéon A = 0
(ver [28], pag. 284, teorema 2).
Veamos ahora que T se puede representar de la forma indicada:
Caso 1. 1,41 = 0 para algtin n.
Sea y, = x — Z (x,x;yx;. Bs claro que y, € {1, 29, -+ ,x,}*, de donde
j=1
0="Thi1(yn) =Tx — Z xj{x,z;);
j=1
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Yya que yne{xla"' axn}J—: n+1yaSiT’Hn+1 :Tn+1-
Caso 2. T, # 0 para todo n.
n

1
Sea, como antes, y, = T — Z (w,xjyx; € {x, -+ ,x,} . Entonces,
j=1

n

ITz = Y A e apasl = [Tongal < | Twnillyall = Pasallz = Y a2

j=1 j=1
< 2fAnalfz] =0

a0
y asi Tax = Z A (T, ) T [ |
n=1
Observacién 2.1. El conjunto {z1,zs, -} es una base ortonormal de Im(T).
Para cada k, se tiene Tz = Az}, de donde x5, = ﬁTxk e Im(T").
Asi {x1, 29, -} es una sucesién ortonormal dentro del espacio de Hilbert Im(7").

Ademas, si x € H, entonces

n—0o0

Tx = lim Z )\k <$,Ik>$k
k=1

luego span{xy, zy, - -} es denso en Im(7"). Por lo tanto, es una base ortonormal.

Definicién 2.2. Un operador T' € L(H) se dice que es positivo si (Tz,z) = 0
Ve e H.

Observacion 2.2. Es sencillo probar que todo operador positivo es autoadjunto.

(Ver [29], pag. 313, teorema 12.32).

Corolario 2.1. Sean H; y H, espacios de Hilbert y T € L(Hy, Hy) un operador com-
pacto. Entonces existen una sucesion de numeros reales no negativos
A1 = Ay = -+ = 0y sistemas ortonormales {x,} en H; e {y,} en Hy tales que,

para todo x € Hi, se tiene
a0
Tx = Z An T, ) Yn (2.2)
n=1

Ademas, si la sucesién (A,,) es infinita, esta converge a cero.

Prueba. Es una consecuencia directa del teorema 23] trabajando con el operador

positivo, autoadjunto y compacto T*T'. (Ver [10], pag. 149, teorema 16.3). [ |
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Observacion 2.3. A la representacién (2.2]) se le llama “Representacién Schmidt

del operador T7.
El siguiente teorema, el lector puede encontrarlo en [27], Pag. 337, teorema 14.

Teorema 2.4 (Descomposicién polar). Sea V' un espacio vectorial finito dimensional
con producto interno y T un operador lineal en V. Entonces existe un operador

unitario U en V' y un operador positivo P en V' tal que
T=UP
El operador P es unico. Si T es inversible, U también es unico.

Observacion 2.4. Del teorema 2.4] el operador 7' también puede ser expresado de
la forma T' = QU donde Q = UPU™! es también un operador positivo y tiene los

mismos autovalores que P.

Notaciones: Sea V' un espacio vectorial sobre K = (R o C). Si A, Bc VyAeK

se definen
» A+ B={a+b:acAbe B}y M ={Xa:a€e A}
» Si A tiene un solo elemento, A = {z}, se escribe x + B en lugar de A + B.

= Si D denota la bola unitaria cerrada de KK, se define el conjunto:

DA={)a:ae A Xe D}

Definicién 2.3. Sea V un espacio vectorial sobre K = (R oC) y A < V se llama
a) Convexo si tA + (1 —t)A < A para todo t € [0, 1].

b) Equilibrado si DA < A (y por tanto DA = A)

c) Absolutamente convexo si es equilibrado y convexo.

Es facil ver que un conjunto A es absolutamente convexo si y solo si A + B < A

para escalares oy  que verifiquen |a| + |f] <1
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2.2.2. Diametro de Kolmogorov

Sea E un espacio vectorial sobre K. Consideremos subconjuntos absolutamente con-
vexos U,V < E.
Escribimos V' < U si V es absorbido por U, es decir, si existe ¢t > 0 tal que V < tU.

Para V < U y cualquier F' c E subespacio vectorial definimos
dV,U,;F)=inf{d >0:V coU + F}

Definicion 2.4. Para V < U y cada k = 1,2,3,--- definimos el diametro de
Kolmogorov

dp(V,U) = inf{d(V,U; F) : dimF < k}

Lema 2.2. Sean E, F espacios vectoriales sobre K y sean U,V subconjuntos abso-

lutamente convexos de E con U < V.

a) Para cada operador ¢ : E — F' se tiene
di(o(U), 9(V)) < di(U, V)
b) Para cada operador ¢ : F — E con ¢(F) = E, se tiene
(¢~ (U),¢7 (V) = dp(U, V)
c) Para cada operador ¢ : E — F invertible se tiene
dr(¢(U), o(V)) = di(U, V)

d) di(U,V) = dp1(U, V) para todo k € N
e) SiUyc U<V c Vg entonces di(Uy, Vo) < di(U, V'), para todo k.

f) Sidim E = n entonces d,, (U, V) = 0, para todo k € N.
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Prueba.

Son consecuencias directas de la definicién del didmetro de Kolmogorov. |
Una desigualdad muy conocida en espacios con producto interno es la desigualdad
de Bessel, el lector interesado puede encontrarlo en [I0] o cualquier otro texto de

andlisis funcional.

Teorema 2.5. Sea {e,} un sistema ortonormal en un espacio con producto interno

H. Entonces para todo x € H se cumple

D, e e [P < )

k=1
Teorema 2.6. Sean Hy y Hy espacios de Hilbert, Uy, , Un, sus bolas unitarias cerra-
das, T : Hy — Hy lineal y continua. FEntonces si T es compacto y

oo
Tx = Z M {2, 20y, €s la representacion Schmidt de T entonces

n=1

)‘n = dn<TUH1,UH2) n = 1,2,-"

Prueba.

Sea F' = Span{yi, ya, -+ ,Ym}. Entonces dim F' = m y para x € Uy, tenemos
Tx e Z A T, Ty Yn + F.
n=m+1
Como {x,} es un sistema ortonormal, por la desigualdad de Bessel llegamos a que

| Z An (T, ) Yo = Z >‘721|<x>a7n>’2<)‘3n Z ’<x>xn>|2<)‘$n

nzm+1 n=m+1 n=m+1

Por lo tanto d,,(TUgy,, Un,) < A

La desigualdad inversa es trivial si A\,, = 0, entonces supongamos que \,, > 0y

TUy, € 0Up, + F, dmF <m (2.3)
Sea hy, -+, hy, u < m,una base de F. Existe una solucién no trivial y € Span{y, - , ym}
de las ecuaciones (y, h;) =0, j = 1,--- ,u. Por lo tanto y € F*.
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, .y, tal que

Podemos escoger oy, as,
y = Z A QY = T(Z Qpy) =Tz
n=1 n=1

y’:Tx’ yy/EFJ'

Como x # 0, escribamos z’ = tx y iy = ty donde ¢t = HTlll y tendremos

ly = S = lyl* + 1 /12

Asi en (Z4]) podemos asumir que |z| = Z |oan|? = 1. Para f € F obtenemos
n=1
m m
= Z Alaal* = A%, Z [k
n=1 n=1

|7z — £

_ 2
= Am
entonces 6 = \,,. Como § y F, en (Z3), fueron arbitrariamente escogidos, hemos

A (TU,, Uy) = Am

probado que

Espacios localmente convexos nucleares

2.2.3.
Definicién 2.5. Un espacio vectorial topolégico E es un K = (R o C) espacio
vectorial con una topologia el cual hace las aplicaciones suma f : F x F — E'y

multiplicacion por un escalar - : K x £ — E continuas.
Una topologia 7 en un K-espacio vectorial es claramente una topologia del espacio

vectorial si y solo si los siguientes enunciados son vélidos:
1. Para cada x,y € E y cada vecindad U de z + y existen vecindades V de x y

W de y, tal que V+W c U.
2. Para cada \g € K, o € F y cada vecindad U de A\gzy existe € > 0 y una

vecindad V' de zq tal que:
AV i A=X| <e,veV}cU
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Observacion 2.5. En todo espacio vectorial topologico E se cumple lo siguiente:

a) Para cada y € F, la traslacién = — x + y es un homeomorfismo. En particular

las vecindades de cada z € E son de la forma
r+V={zx+v:veV}
donde V es una vecindad de cero.

b) Para cada vecindad de cero U en E existe una vecindad de cero V en E con

V+VclU.
c¢) Para cada vecindad de cero U en E existe una vecindad de cero W < U con

W={w:|\<1l,weW}

d) Para cada vecindad de cero U en E tenemos E = u,cynU, ya que para cada

., x
x € E la sucesién (—),en converge a cero.
n

Por observacion 2.5l en todo espacio vectorial topoldgico, existe una base de vecin-
dades cero de U, de conjuntos equilibrados y absorventes (i.e., £ = uU,ennU), donde
para cada U € U existe V € U tal que V + V < U. Ademds si una topologia 7
en un IK-espacio vectorial F tiene estas propiedades, entonces (E,T) es un espacio

vectorial topolégico.

Definicién 2.6. Un espacio localmente convexo F es un espacio vectorial topolégico
en el cual cada punto tiene una base de vecindades de conjuntos convexos.
Una topologia localmente convexa, en un K-espacio vectorial E, es una topologia 7

en E el cual hace a (E, ) un espacio localmente convexo.

Lema 2.3. Para un espacio vectorial topologico E los siguientes enunciados son

equivalentes

1. E es localmente convezo.

2. FE tiene una base de vecindades de cero que son convexos.
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3. E tiene una base de vecindades de cero que son absolutamente converos

Prueba.
Como las traslaciones de conjuntos convexos son convexos, la equivalencia de (1) y
(2) se obtiene de la observacién [2.5] (a). Como todo conjunto absolutamente convexo

es convexo, solo necesitamos probar (2) — (3)
Sea U una vecindad de cero arbitraria. Entonces por la hipdtesis existe una vecindad
convexa de cero V < U, y por observacién (¢), existe una vecindad equilibrada

de cero W < V. Para la capsula convexa W, de W tenemos que Wy < V < U. W,

es absolutamente convexo ya que para r = 2 a;T;, Z Biy; en Wy y A, u € K con
Jj=1 J=1

Al + Jul <
A
AT+ uy = Z | Aoy (

7j=1

1 tenemos
o ;) + Z| |ﬂg(| ‘yg) (L= [A] = [u]) -0 Wy

Lema 2.4. Si E es un espacio localmente convexo, entonces para cualquier vecindad
x € tU}, de U, es una

o

de cero absolutamente convexa U en E se cumple
1. El funcional de Minkowski | r — mf{t > 0
seminorma continua en E

2 U={zeE:|gly<llcUclzeE: |tly<1} =T

1}

Prueba. (1) es sencillo de la definicién y (3) es consecuencia directa de (2), asi que
solo probemos (2). Las inclusiones
{rel:|z|lv<llcUci{zeFE:|z|y

son claras de la definicién del funcional de Minkowski. Obviamente {z € E : |z|y <
1}. Para probar las otras inclusiones, notar que para

1+e) ' <1.Sifylr<1

U [

1} cU yUc{zeE:|z|y <
cada 2 €[ existe un & > 0 con (1+e)x el Asi, x|y <

para un y € F/, entonces %y eU paracadat>1yasiy=Ilim-yeU
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Observacion 2.6. Del lema anterior (3) se tiene que todo espacio localmente conve-

xo tiene una base de vecindades de cero que son absolutamente convexos y cerradas.

Definicién 2.7. Sea F un espacio localmente convexo. Una colecciéon U de vecinda-
des de cero en F es llamado un sistema fundamental de vecindades de cero, si para

cada vecindad de cero U existe un Veld yune > 0 con eV < U.

Una familia (]| - |4)aca de seminormas continuas en E es llamada un sistema funda-

mental de seminormas, si los conjuntos
Uo={re E:|z[]o <1}, a€A,

forma un sistema fundamental de vecindades de cero.
De acuerdo a esto, no es dificil probar que todo sistema fundamental de seminormas

(| la)aca en un espacio localmente convexo E, tiene las siguientes propiedades:

1. Para cada z € E, con x # 0 existe un a € A tal que |z[, > 0.

2. Para a,f € A existe ye Ay un C > 0 tal que max(| - [|a. || - [5) < C - ||,

Lema 2.5. Todo espacio localmente convero E posee un sistema fundamental de

seminormas.

Prueba.

Por el lema[2.3] F tiene una base de vecindades de cero U de conjuntos absolutamente
convexos. Entonces por el lema2.4] (|-|y)vey es una familia de seminormas continuas
en E. Si V es una vecindad de cero cualesquiera en F, existe un U e Y con U < V,

luego por el lema 2.4 (2) se tiene
{reE:|zly<l}cUcV
Ast (]| - |v)vew forma un sistema fundamental de seminormas. |

Observacioén 2.7. Si un sistema fundamental de seminormas U es numerable enton-
ces podemos asumir que U = {||- | : k € N} donde |-||; < ||2 < ---. Esto es posible
escribiendo |z = 11n2éx kPj(x) donde {P; : j € N} es un sistema fundamental de

=1,2,---,

seminormas numerable.
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Lema 2.6. Para un espacio localmente convexo E, los siguientes enunciados son

equivalentes

1. E es metrizable
2. F tiene una base numerable de vecindades de cero

3. E tiene un sistema fundamental de seminormas numerable

4. Una métrica invariante por traslaciones genera la topologia de E
es una base de vecindades de

Prueba. (1) — (2) y (4) — (1) son obvias
Para mostrar (2) — (3) asumamos que U; 2 U,
cero absolutamente convexos. Pongamos |- | = || |v,. Entonces || son seminormas
< |z|g, Yz € E

continuas. Si p es una seminorma continua, entonces podemos escoger k tal que

1}. Esto implica p(x)

Upc{zxeFE:px)
Finalmente, para (3) — (4), sea
) i 1 Jz—yl
2P+ =yl
) es una métrica invariante por traslaciénes
[

Es un ejercicio elemental mostrar que d(

que induce la topologia de E
Lema 2.7. Sea E un K-espacio vectorial y (| - |a)aca una familia de seminormas
en E con las propiedades (1) y (2) de la definicion 2.7. Entonces existe una inica

topologia localmente conveza en E, para el cual (||| a)aca s un sistema fundamental

de seminormas

Prueba.
Para cadax e E, ae Ay e >0, sea
Uae(z) ={ye E: |y — = <¢}

42
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Es una topologia en F localmente convexa, para el cual (| - ||o)aca €s un sistema
fundamental de seminormas.

Si existe otra topologia O con las propiedades dadas, entonces U, (z) € O’, para
todo x € E, a € Ay e > 0. Esto implica O < O'. Para mostrar que O’ < O, sea
Ue O con0eU. Entonces existen « € Ay e > 0 con U, .(0) = eU,(0) = U, < U.

Como O y O’ son invariante por traslaciones, se tiene que O’ = O. [ |

Observacion 2.8. El lema 2.7 es usado frecuentemente para definir espacios lo-
calmente convexos como K-espacios vectoriales en el que una familia (|| - ||o)aca de
seminormas, satisfaciendo las propiedades (1) y (2) de la definicién 2.7, han sido

dadas.

Entre las clases de espacios localmente convexos resaltan los espacios de Fréchet,
bornolégicos, Schwartz, nucleares, etc. Todo el estudio anterior, sobre el didmetro
de Kolmogorov y los espacios localmente convexos, fue necesario para ahora definir

formalmente un espacio localmente convexo nuclear.

Definicién 2.8. Un espacio localmente convexo E se dice que es nuclear si para cada
¢>0,m=1,2,--- y una seminorma p prehilbertiana continua (i.e., una seminorma
que satisface p?(u + v) + p*(u — v) = 2p*(u) + 2p*(v)) existe otra seminorma ¢

prehilbertiana continua tal que
di(By, By) < ck™™ para todo k

donde B, = {u € E : p(u) < 1} es llamada la bola unitaria cerrada con respecto a

la seminorma p.

Si E es un espacio Fréchet Nuclear (un espacio localmente convexo nuclear me-
trizable y completo) entonces {B,, },>1 es una base de vecindades de cero con
p1 < p2 < --- (ver observacién 2.7 y Lema 2.6).

Informalmente, esto significa que si nos damos una bola unitaria cerrada de alguna
seminorna, es posible encontrar otra bola unitaria cerrada, de otra seminorma, con-
tenida en la original o que para alguna vecindad de cero V' existe otra vecindad de

cero contenida en V.
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Hay varias definiciones de espacios nucleares, la utilidad de cada una de ellas depende
del contexto en que se trabaje. Probar la equivalencia de estas definiciones es un

trabajo no trivial.

2.2.4. Teorema de Banaszczyk

Algunos lemas previos son necesarios para la prueba del Teorema de Banaszczyk.

Previamente definamos una elipsoide en R".

Definicion 2.9. Una aplicacién afin 7' : R™ — R"™ es una aplicacién de la forma
Tx = Az + b, A: R" - R" es lineal y b € R™ un vector constante. Un elipsoide
C n-dimensional en R™ con centro b es la imagen de la bola unitaria cerrada en R”

bajo una aplicacién afin no singular, i.e.,
C=TU,) =AU, +b
con T aplicacién afin no singular (det A # 0) y U, la bola unitaria cerrada en R".
Observacion 2.9. Sea C un elipsoide en R”, luego
C =T(U,),T aplicacién afin no singular
=A(U,) +0b, Alinealy det A # 0

Por el teorema 2.4

=PU(U,) + b, P positivoy U unitario
C=PU,)+b
donde los autovalores de P son llamados los semiejes principales de C'.

Lema 2.8. Sea C' un elipsoide n-dimensional en R™ con semiejes principales A, Ao, -+, Ay

Sea P un paralelepipedo rectangular circunscrito a C'. Entonces

N 1/2
diamP = 2 (Z Ai) .

k=1
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Prueba. Podemos asumir que el centro de C es el origen. Sea 7' : R" — R" un
operador lineal tal que T'(U,) = C. Tomamos una base ortonormal {e;}7_; de R"

cuyos vectores son paralelos a los ejes del paralelepipedo P. Entonces

P = {Ztkekﬁk\ <Sk, k/’:l,"' ,n}
k=1

donde Sj > 0 es la mitad del tamano de la arista paralela a e.

Para cada k = 1,--- ,n, se tiene
Sk = sup (Tu, ey = sup (u, T ep) = | T ey (2.5)
ueUn, uelUn,

Veamos que

. = 1/2
: ot 2
édlamP = (; Sk> (%)

en efecto,

n n
Sean x,y € P entonces x = 2 tixer, Yy = Z torer con |ty < Sk k = 1,2. Entonces
k=1 k=1

n

|z —yl* = Z tue — tor)ex|* = Z |tk — tor|”

k=1
CcOo1mo

" 1/2
|t — tor]® < 2257 entonces |z — y| < 2 <Z S,f)
k=1

luego

- 1/2
sup [ — | <2 (2 Sﬁ) (26)
k=1

z,yeP

Sea x = 2 Spere Pyy= Z —Se;, € P entonces
k=1 k=1

le = yl* = 2] Skex|® = 22 (Z Si)
k=1 k=1

luego

N 1/2
le =yl =2 (Z Si) (2.7)

" 1/2 n 1/2
De @), @8) y @1) sup |z —y| = diamP =2 <Z S ) = (Z IT%ex 2)
k=1

z,yeP k=1
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n n
» Afirmacién: Z IT*ex|? = Z | Te|?
k=1 k=1
en efecto

n

Como {e;}7_, es una base ortonormal de R™ entonces T'ej, = Z (Tey,ej)e;
j=1
Por lo tanto

DTerl? = YD [ Ter ey P =D D [<ew, Tej) [
k=1 k=1j=1 k=1j=1
= I T e P = D IT(e))?
j=1k=1 j=1

k=1
de la afirmacién cambiando e; por e donde {e}}"_, es otra base ortonormal de R"

. 1/2
Al nimero (Z ||Tek.|2> se le llama la norma Hilbert-Schmidt del operador 7"y

se deduce que

2 I Tewl? = X ITel)?
k=1

i=1

es decir la norma Hilbert-Schmidt de un operador no depende de la base ortonormal.
Finalmente por teorema 2.4 T° = UP, U unitario, P positivo con autovalores

A1, Ag, o, Ay luego del teorema 2.3
) i = Z DR Ll
i=1

de donde {z,}", es una base ortonormal de R".

Entonces
UPzx = 2 A @, ) Ulxy,)
i=1
Tx = Z A T, Tn) Yn (2.8)
i=1
Por lo tanto de (*)

n 1/2 n n n 1/2
diamP = 2 (Z S,f) —2 (Z T6k||2> =2 (Z ||Txn|!2> =2 <Z /\Z>
k=1 k=1 k=1 k=1
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Lema 2.9. Sea C' un elipsoide n-dimensional en R"™ con semiejes principales
A==\,
entonces d,(C,U,) = Mg, k=1,2,--+.n

Prueba. Como C' = T'(U,,), T lineal y det T' # 0; luego por el Teorema 2.4 T = UP,

U unitaria y P positivo con autovalores A, Ao, - -+, A, luego por Teorema 2.3

n

Pz = Z A @, ) Ty {T, )7, es una base ortonormal de R”
i—1

Entonces
UPzx = Z A x, 20 U(zy)
i=1

o= Z)\n<x,xn>yn
i=1

es la representacién Schmidt del operador T'.

Aplicando el Teorema 2-6] concluimos que
)\k = dk(T(Un), Un) = dk(C, Un), k= 1, 2, R £
[ |

Observacion 2.10. Sea C un elipsoide n-dimensional en R"™ con semiejes principales
A < Ao < -0 < A\, luego T(U,) = C con T lineal y det T # 0. Queremos calcular
d(Uy,,C), pero como + > &+ > ... > ﬁ y del Lema 2.2] (b) tenemos que

M7
entonces di(T~H(U,), Up,) = A\t k=1,2,--- n.

Lema 2.10. Sea C' un elipsoide n-dimensional en R™ con centro en cero y semiejes

principales Ay, - -+, \, tal que

M2+ %<1 (2.9)
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Sea M un subespacio afin (n — 1)-dimensional en R™ con
MAU, # & (2.10)

entonces C'n M es un elipsoide n—1 dimensional; denotando sus semiejes principales

por uq,- -+ ,u,_1, se verifica

w4+ 4% <1 (2.11)

Prueba.

Por (29), U, < C, y por lo tanto de (2.10) C' n M # .

Como M es un subespacio afin (n — 1)-dimensional en R", entonces M = x + N,
donde N subespacio (n — 1)-dimensional en R".

Como M nU, # & entonces N nU,, # &&. Luego consideremos un isomorfismo f de
R" tal que f(C) = U,, luego CnN = fH U, )nfYA) = f LU, nA) = 7Y U,_1)
donde A subespacio (n — 1)-dimensional en R".

Finalmente

= CnM=x+ f1(U,_1) es un elipsoide (n — 1)-dimensional.

Asumamos que los semiejes principales de C' estan en orden creciente:
M <<,
Entonces por la observacion 2.10
dp(Uy, C) = A\ (2.12)

Similarmente, denotando por p el centro de la elipsoide C' n M, My = M —u y
asumiendo que los semiejes principales iy, po, -« , i1 de C'n M esten en orden

creciente, obtenemos
dp(U, 0 My, (C M) —u) = ;! (2.13)

Sea N = f(M)v NO = f(MO)7 D = f(Un)
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D = f(U,) y v, = A\, '; entonces vy, - - - , v, son los semiejes principales de la elipsoide
D. Por condicién (2.9)
v+ 02 < 1 (2.14)

Sea P un paralelepipedo rectangular circunscrito a D tal que una de sus caras (n—1)-
dimensionales es paralela a Ny. De (ZI4]) y del lema tenemos que P < U,. Por
construccién, D < Py Non D # J ya que My n U, # .

Sea m : R™ — N la proyeccién ortogonal. Entonces es claro que m(P) es un parale-
lepipedo rectangular (n—1)-dimensional que circunscribe al elipsoide 7(D); ademés,

7(P) < (Uy,nN)— f(u), luego diamm(P) < 2 (trabajando con la métrica euclidiana)

y por lema 2.8
Z LUy nN) = f(u) <1 (2.15)
y como D n Ny < (D), por el lema 2.2 (e), (2.I5) implica que
n—1
(D A No), W N) — f(w) < 1 216
k=1

finalmente como f~! es un isomorfismo, por Lema (¢) concluimos que

de(D 0 No, (Un 0 N) = f(w)) = du(f7(D 0 No), fH((Un 0 N) = f(u)))
= dp(U, n My, (C n M) —u) = u;’

Asi de (Z13) y (Z.I6) obtenemos (2.11). |

Lema 2.11. Sea A un espacio euclidiano afin n-dimensional y P un paralelepipedo
n-dimensional en A tal que la medida de cada una de sus aristas es menor o igual
a 1. Sea C' un elipsoide n-dimensional en A con semiejes principales Ay, -+ , A, tal
que \{? + -+ \;2 < 1. Si P contiene el centro de C, entonces C contiene alguna

arista de P.

Prueba.
Usaremos induccion sobre n. Para n = 1, el lema es trivial. Supongamos que el lema
es cierto para espacios (n — 1)-dimensionales, n > 2. Sea u el centro de C'. Podemos

encontrar una isometria afin 7': A — R" con Tu = 0.
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Definamos

s =sup{r > 0:r7(C) c T(P)}

Sea F' una cara (n — 1)-dimensional de T'(P) tangente al elipsoide sT'(C'). Sea w el
punto en comin de F'y sT(C) y M un subespacio afin (n — 1)-dimensional de R™

que contiene a F'.

Luego como las aristas de T'(P) son menores o iguales a uno, tenemos que M nU,, #

.
Luego por el lema tenemos que T'(C') n M es un elipsoide (n — 1)-dimensional,

y si ug, -+, U,_1 SON sus semiejes principales, entonces

up? - u? <1

Como w es el centro de T'(C') n M y w € F, la hipétesis inductiva afirma que alguna
arista de F' esta contenida en T'(C) n M.
Esto significa que T'(C') contiene alguna arista de T'(P), es decir, C' contiene alguna

arista de P. [
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Para cada s € IN, denotemos a I, a la coleccion de todos los subconjuntos de

Lema 2.12. Sea p = q dos seminormas prehilbertianas en un espacio vectorial E,
(2.17)

{1727"' 78}

tal que
Z di(Bp, Bq) <1
k=1
, Vs € By, con s = 2. St un vector y € E pertenece al conjunto
(2.18)

el

Tomemosbe E yvq,
conv{b + Zvi :Tel}

entonces existe algin j € I, tal que 1 < cardJ <s—1yb+ >, v, € By +y.
, Us son

Prueba.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que p,q son normas y vy,
linealmente independientes. Asi, podemos asumir que £ = R* y B, = U,. Entonces

el conjunto de (2.18), denotado por P, es un paralelepipedo s-dimensional y B, +y
un elipsoide s-dimensional en R®. Si A, -+, A; son los semiejes principales de B, +y,

entonces, por ([2I7), tenemos que
A2+ A%<

En virtud del lema [ZTT], existe una arista de P contenida en B, + y. Como s > 2,
S
i1

se tiene que B, + y contiene algun vértice de P distinto de by sz-. Como todo
[ |

vértice de P tiene la forma b + Zvi para algin J € I,, 1 < cardJ < s — 1, esto
e

completa la prueba del lema.
Sea ZUZ una serie convergente en un espacio vectorial topolégico E. Para cada

Zui:lc{m,m—#l,---}ﬁnito

m e ﬁf sea
=1 el
mz=1 =1

Definimos
i>1
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En lo que sigue denotaremos a Z,, (Z ul> simplemente por Z,,.

=1

Lema 2.13. Sea Zu@ una serie convergente en un espacio vectorial topoldgico,

=1

entonces U (Z uz> es un subgrupo aditivo cerrado de E.

i>1
Prueba.

Trivialmente U <Z u; | es cerrado. Veamos que es un subgrupo aditivo de F.

=1

Sea x,y e U (Z uz> , debemos probar que —x € U (Z ul> yquexr+ye (Z u2> .

i>1 i>1 i>1
En efecto
) Fijemos m € IN, U vecindad de cero, entonces por observacién existe V

vecindad de cero tal que V +V < U.

Como Zul es convergente, existe n > m tal que para todo N > n tenemos

=1
N
Z U; € V.
=n

En particular z € Z,,, es decir, cualquier vecindad de z, digamos z+V, satisface
(+V)nZ,#

entonces

x—ZuieV, I'c{n,n+1,---} finito (2.19)

iel

Sea N’ = max{méxI,n}, T = {n,n +1,---, N'}, entonces de (Z.I9)

N’
T+ Z uizx—ZuiJr Z:uZ eU
i=n

€T —1 el
— ——
eV eV

Claramente T'— I < {m,m + 1,-- -} finito, y como U es equilibrado entonces

—r — Z w; €U

el —1
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luego

(—z+U)nZ, # &, YmeN

Por lo tanto —x € Z,,, Yme N

entonces

m=1 =1

—ze ﬂ?sz(Zuz)

Como ye U <Z ul) entonces y € Zr con R =k + 1, k = max I, esto es

i=1

(Y+V)NnZp # &

en consecuencia

y—ZuieV, Jc{k+1,k+2 -} finito
eJ

luego como I n J = ¢ se tiene

A vt (x_zui)+<y_2ui)|eU

elud i€l i€
L >
e v
eV eV

Claramente I v J < {m,m+1,---}
entonces

(x+y)+U)NZ, #F, YmeN
Por lo tanto z + y € Z,,, Yme N

entonces

T4ye ﬂ7m=U<Zui>

m=1
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Lema 2.14. Sea Z u; una serie convergente en un espacio localmente convero me-
i>1
trizable y completo E. Entonces

i>1 i>1 i>1

donde

A (Z uz> = {w € E : existe p una permutacion de IN y una sucesion
i>1

n—00 4

In
1 < Jo < --- tal que w = lim Zup(i)}
i=1

Prueba.

“>57 Como E es espacio localmente convexo metrizable, entonces por el lema

existe una base numerable de vecindades de cero (U, )n>1

Seaerui—i—U(Zui)

=1 i=1

Sea ng = 1, existe V vecindad de cero tal que V +V < U;

Por el lema 2.13] se tiene

—z+ Y uel <Zu>

i=1 i=1

entonces

-+ Zuz € Z,,, para todo m e N

i>1
en particular

—x+2ui€7n0

=1

luego para cualquier U vecindad de cero se cumple que
((—erZu@-) + U) N Ly # I
i>1

o4
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en particular

—x+2ui +V|nZ,#9

i>1
Asi existe J; < {ng,no + 1,-- -} finito tal que

—x+2ui—2uiev

=1 1€l

Como V es equilibrado entonces

z—Y u+ Y ueV (2.20)
i>1 iely
Ademas existe n; > max{max I, ng} tal que

ny—1

> ui— Z u €V (2.21)

=1

De (220) y (2.21)) obtenemos
Z—ZU¢+ZU1+Zul nlz_ €U1

=1 i€l i=>1
- = -
~" ~~

ev ev

entonces
ny—

Z ZuzeUl

=1 i€l

Procediendo por induccién, encontramos
Iy < {ng_1,np_1 +1,---} finitoy

ng > max(max Iy, ng_1) tal que

np—1
T — Z ui+2uieUk
i=1 i€l
Sea Ty = {nj_1,n_1 + 1,- -+ ,n, — 1}, entonces tenemos
nE—1 ng—1—1 ng—1 nE—1—1
R Buma B e w B 3 u- B et
i=1 iEIk ] T=Np_1 iEIk i lETk
~~ 7
VAH
b
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Ahora, sea ji = ny — 1 —|[;] y construimos una permutacién ¢ de los naturales
con
S({np—1,-- ,jr}) = Tp — Iy
0({jr+1,--- ,npy —1}) = I paratodok
Por dltimo
lim 21@; = lim (Af) =

k—>+oo k—-+00

c” Sea (Jg)kew = IN creciente y § una permutacién de IN tal que

= i
k—lgloo Z ua()
Fijemos m € IN, U vecindad de cero. Sea n > m y k € IN tal que

Z ~NweU, (1,2, 0} < {6(1),6(2),--- . 8(iK)} ¥

=1 =1

Jk
X — Z Us(i) € U
=1

Sea I ={d(1),6(2),---,0(jr)} —{1,2,-- ,n} entonces Zu, €Zmy

el
:U—Zul Zuz—x—Zu(g)—i—Zul ZuzeU—i-U
=1 el =1
~" ‘ ~- ~
eU eU

Por lo tanto

T — Zuz € Z,, paratodom

=1

luego

=1 =1

red u+U <Zu)

|
Un corolario del Teorema de Hahn-Banach que serd de utilidad para el siguiente

lema es:
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Corolario 2.2. Sea ' € F un conjunto abierto convexo y zo € E con xy ¢ C.

Entonces existe f € E tal que f(x) < f(zo) Yx € C. (Ver [22].)

o0
Lema 2.15. Sea Zul una serie convergente en un espacio nuclear completo. En-

(Se)n(5)

Denotemos a nuestro espacio nuclear por E. Probemos que

(&)= (E)

o0 0

La otra inclusién es trivial. Sea w € F\U (Z u; |. Como U (Z uz> es cerrado y
i=1 i=1

no contiene a w, existe una seminorma ¢ prehilbert continua tal que

t=1

tonces

Prueba.

o0
Por definicién de U (Z uz> , existe un indice m tal que w + B, € Z,,, es decir,
i=1

q (w - Zuz> > 1, para cualquier I < {m,m + 1,---} finito. (2.22)
iel

Por definicién de nuclearidad, podemos encontrar otra seminorma p prehilbert con-

tinuacon p > qy

°° 1
> di(By By) < 4 (2.23)
k=1
Aumentando el valor de m, si es necesario, podemos asumir que
p(u;) <1 paratodoi =m (2.24)

Sea

I
Q= { tiu; : t; €]0,1], I no ﬁjo}
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Afirmamos que

Qn (w + %Bq> — (2.25)
Supongamos lo contrario. Entonces existen t,,,--- ,¢; € [0, 1] tal que
l 1
Z i € w+ o8, (2.26)
i=m
Podemos asumir que s = [ — m > 2. Denotemos a v; = Uj,_1 para

i=1,---,0—m+1 De 223) y 224) y el lema 212 con b = 0 y ¢q reempla-

zado por §q, vemos que

q (?J N Z%) <
ieJ

De (2.26)) y (2.217) obtenemos que ¢ (w — Z uz> < 1, el cual contradice (2.22)). Esto
ieJ
prueba (Z.25]). Asi en virtud del corolario del teorema de Hahn-Banach, existe f € £

para J < {m, -1} (2.27)

N | —

que separa estrictamente w de )
sugf(u) < f(w) (2.28)
ue

En particular,

f (Z ul> < f(w) para cualquier I < {m,m + 1,---} finito (2.29)

iel

o0

Como la serie Z u; converge, entonces Z f(u;) converge. Por lo tanto, dee (229)) y

i=1 i=1

0 0

el Teorema de Riemann, tenemos que Z |f(u;)] < o0, es decir, f €T (Z u,) De
i—1 i=1
7 ” 3

(Z28) obtenemos que f(w) # 0 ya que 0 € Q. Asi w ¢ Ty (Z uz> |

i=1

Lema 2.16. Sean B < C' < D tres elipsoides con el mismo centro n-dimensionales

en R™ tal que

o0
Y dB.C) < 1 (2.30)
k=1
Y dC.D) < - (2.31)
k=1
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Para cualesquiera uy,--- ,u; € B yae C cona+ Z u; € C, existe una permutacion
i=1
@ de {1,--- 1} tal que

J
a+ Y ugmeD (=12, 1)

i=1
Prueba.
Aplicaremos induccion sobre n. Para n = 1, el lema es trivial. Fijemos un entero
m > 2y supongamos que el lema es cierto para n = m — 1. Probaremos que también
es cierto para n = m.

Sea F' < GG < H tres elipsoides en R centradas en cero, tal que

Y (FG) < 1 (2.32)
k=1
Y (G H) < - (2.33)
k=1

(2.34)

Vamos a probar que:
!
para cualesquiera wy,ws -+ ,w; € F'ybe G con b+ Z w; € G, existe

(*) j 5
una permutacién § de {1,--- I} tal que b+ Zw(;(i) eEH (j=1,---,1)
i=1

Para probar (), aplicaremos induccién sobre [. Para [ = 1, no hay nada que probar.
Fijemos un entero s > 2 y supongamos que (x) es verdadero para todo [ < s.

Probaremos que (*) es verdadero para [ = s.

Tomemos cualesquiera Vi,--- ,v, € FF'y b e G con b+ Zvl- € G. Tenemos que
i=1
encontrar una permutacién p de {1,--- s} tal que
J
b+ > vy eH (j=1,,9) (2.35)

i=1

Consideremos dos casos.
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Caso 1: La capsula convexa del conjunto
Z = {b—i—Zw:IeIs}
iel
contiene al cero. Sean p y ¢ normas en R™ con B, = 'y B, = (. Entonces
de ([Z32)) y el lema 212 con y = 0, existe un J € I tal que 1 < cardJ < s—1y
b+ ; Vi € G. Denotemos a r = card J y sean wy, - - - , w, los elementos consecutivos
del conjunto {v;}i;. Por nuestra hipdtesis inductiva (=) es verdad para [ = r, existe

una permutacién § de {1,--- ,r} tal que

J
b+zw5(i)EH (j=1,--- ,T‘)

i—1
En otras palabras, podemos ordenar los elementos de J en una sucesion p(1),- -, p(r)
tal que
J
b+ > v eH (j=1,+,7) (2.36)
i=1
Ahora, sean wj,--- ,w’_, los elementos consecutivos del conjunto {v;};s;. Sea | =

s — 1 en () y reemplazando b por b+ Y ,_;v;, vemos que existe una permutaciéon 7
de {1,---,s—r} tal que
J
b+Zvi+Zw’T(i) eH (j=1,---,s—7r)
e =1

En otras palabras, podemos ordenar los elementos de {1,- -, s}\.J en una sucesién

pr+1),--p(s —7)

Tal que

J
b+ v+ Y vmeH (j=r+1,5) (2.37)

ieJ i=r+1
Entonces p es una permutacién de {1,--- s} y (Z35) se obtiene de (2.36]) y (2.37).

Caso 2: Supongamos ahora que cero no pertenece a la capsula convexa de Z. Asi,
en virtud del corolario del Teorema de Hahn-Banach, existe un funcional f en R™

con

f(u) >0, paratodoue Z (2.38)
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Sea h = sup{f(u) : u € G}. Evidentemente, Z es simétrico con respecto al punto
medio del segmento que une by b+ Zs: v;. Como el punto medio pertenece a G, de
[23]) se tiene que -

f(u) < 2h, paratodoue Z (2.39)
Podemos asumir que H = U,, y que ker f = R™"!, Sea 7 : R™ — R™ ! la proyeccién

ortogonal. Por el lema a), llegamos a que

m—1 m
> di(x(F),w d2(F,G)
k=1 k=1
Por lo tanto, de (Z32]), obtenemos que
m—1
> di(x(F),m(@)) <1 (2.40)
k=1

Podemos encontrar un paralelepipedo rectangular P m-dimensional circunscrito a
G tal que una de sus caras sea paralela a R™ . De (2.33)) y el lema 2.8 tenemos que
2P c U,,. Asi, llegamos a que

2m(P) € W = n(Un( ) £71(2h)) (2.41)

Obviamente 7(P) es un paralelepipedo (m — 1) dimensional circunscrito al elipsoide

(m — 1) dimensional 7(G). De (241]) y el lema 2.8 obtenemos

S @2(x(G), W) <

(2.42)

A~ =

Denotemos a B = w(F), C' = n(G) y D = W. Entonces de (2.40]) y (2:42) obtenemos
230) y ([231)), respectivamente. Luego, sean =m —1,1=s, a = w(b) y u; = m(v;)

parai=1,--- [. Entoncesae C, uy,--- ,u; € By

l s s
a+Zui =7r(b)+Z7r(v,~) =7 (b—l—Zvi) en(G)=C

Luego, las hipdtesis del lema 2.16] son satisfechas. Como se asumié verdadero, el

lema [2T0], para n = m — 1, entonces existe una permutacién p de {1,--- , s} tal que
J
m(b) + ZW(U,;(Z-)) eW (j=1,---,9) (2.43)
i=1
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De ([239), (2.39) y (2.43) concluimos que

J
b+ Y v e L=a (W) ([0,2h]) (G=1,.9)

=1

Finalmente, no es dificil darse cuenta que L < U,,. Esto prueba (2.35]). [

Corolario 2.3. Sean p > ¢ > r tres seminormas pre-Hilbert en un espacio vectorial,

tal que
o0 o0 1
Zdi(Bp,Bq> <ly Zdi(B 1
k=1 k=1
l
Para cualesquiera uy, - ,4 € B,y a € B, con cH—Z u; € By, existe una permutacion

i=1

¢ de {1,--- 1} tal que

J
a—l—Zuw(i) eB.paraj=1,--- 1
i=1
Prueba. Es consecuencia directa del Lema anterior. [ |

Prueba del Teorema [2.2] (Banaszczyk)

Denotemos a nuestro espacio Fréchet nuclear por E. En virtud del lema 2.I5] es

() (2 S

Luego, por el lema .14l existe una permutacién 6 de IN y una sucesion j; < jp < - - -
Jn

tal que w = limnﬁooZu(;(i). Podemos encontrar una sucesion p; < py < --- de
i=1

seminormas prehilbert en E tal que {B,, };r_, es una base de vecindades de cero en

suficiente probar que

E y por definicién de nuclearidad se consigue que

. 1
Z Bppirs Bp,) < (2.44)

para cada n € IN. Incrementandose j,, si es necesario, podemos asumir que

In
Prt1 (w — Z Ug(z‘)> <1 (2.45)
i1
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para cada n € IN, y que
Pota(tse) < 1 (2.46)

para cada n € IN y todo i > j,.

Fijemos un indice arbitrario n. Reemplazando n por n+ 1 en (2.44]), obtenemos que

di<lgpn+2713F%+1) <1 (2“47)

M8

k=1

y reemplazando n por n + 1 en (2:45), obtenemos que

Jn+1
Prt1 (w o um)) <1 (2.48)

i=1

ya que ppi1 < pPpgo. Por (2244) - ([248) y el corolario del lema [2.16] tenemos que

existe una permutacién p,, del conjunto {§(j, + 1), -+ ,0(jns1)} tal que
Jn l
Pn (w SNy %(6(@'))) <1 (2.49)
i=1 i=jn+1

para l = jn+1,- -, jnt1.

Sea p una permutacién de IN definida por

p(i) = , i
(2 , L < N

Como (249) es verdad para todo n, entonces
!
Dn <w—2up(i)> <1 (I>j,:nelN)
i—1

0 0
Esto significa que la serie Z Up(;) converge a w. Asi w e S <Z uz> , el cual prueba

=1 i=1

que

La otra inclusién es una consecuencia trivial del Lema 2141

Observacién 2.11. Si omitimos la nuclearidad en el teorema de Banaszczyck, en

[13] se prueba que existe una serie que no satisface (2.1).
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Observacién 2.12. Chasco y Chobanyan en [20] dieron algunas condiciones a una
o0

serie ZU'L convergente en un espacio localmente convexo metrizable, para que el

=1
0

conjunto S Z u; | tenga la forma de (2.1).

=1

Concluimos el trabajo mencionando algunos problemas abiertos

1) Encontrar espacios concretos y condiciones en una serie convergente para que su

conjunto de sumas de reordenamientos convergentes tenga la forma de (2.1).

2) jcontiene todo espacio de Fréchet no nuclear una serie cuyo conjunto de sumas

de reordenamientos convergentes consista en dos puntos?

3) (Existe una serie en un espacio de Banach cuyo conjunto de sumas de reordena-

mientos convergentes es un subespacio afin no cerrado?
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