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RESUMEN

Esta tesis tiene como objetivo analizar el aprendizaje de los estudiantes de primer ciclo
de la carrera de Administracion de una universidad de Lima, al trabajar una secuencia
didéctica, mediada por el GeoGebra, que los lleve a modificar y a manipular un
procedimiento flexible con rectangulos, que les permita adquirir la nocion de que
pueden aproximarse tanto como quieran a la medida de un area, limitada bajo ciertas
condiciones, y expresar dicha aproximacion como la adicion de las medidas de las areas

de cada uno de los rectangulos.

Debido a que los estudiantes conocen formulas de geometria y procedimientos de
calculo para obtener la medida de areas poligonales, pero desconocen como determinar
la medida de un area no poligonal o qué procedimiento emplear para aproximarse a
dicha medida, nos planteamos responder a partir de nuestra investigacion la siguiente
interrogante: ¢Una secuencia didactica, mediada por el GeoGebra, permitira articular la
concepcidn que tiene los estudiantes acerca de la medida del area, como un nimero
asociado al area obtenido mediante formulas de geometria, y un procedimiento flexible
que permita aproximar ese numero tanto como se quiera y expresar dicha aproximacion

como una adicién de términos?

Para esta investigacion hemos elegido como referencial tedrico algunos aspectos de la
Teoria de las Situaciones Didacticas de Brousseau (1986) tanto para el disefio como el
analisis suscitado por la situacion didactica disefiada para esta investigacion y que esta
centrada en el objeto matematico area y medida. Asimismo, hemos elegido como
referencial metodologico aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995) donde

analizaremos las fases que conforman su proceso experimental.

Para analizar los resultados obtenidos de la secuencia didactica, confrontamos el anélisis
a priori con el analisis posteriori para observar si los resultados fueron o no previstos
por el investigador. Esta forma de realizar el analisis nos permitié concluir que el
estudiante presenta dificultades para adaptar a su aprendizaje la manera de expresar la
suma de las medidas de las areas de los rectangulos de aproximacién como una adicién

de términos.

Palabras clave: Area, medida de un area, GeoGebra, dialécticas.
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ABSTRACT

This thesis aims to analyse the students learning process in the first term of their
Business Administration studies in a university from Lima, when working a didactic
sequence, regulated by GeoGebra, that leads them to modify and manipulate a flexible
procedure with rectangles that allows them to acquire the conception that they can
approximate, as much as they require, the measure of an area, limited under certain
conditions, and express such approximation as the addition of the measures of each one

of the rectangles areas.

Considering that students know geometry formulas and calculus procedures to obtain
the measure of polygonal areas, but they don’t know how to determine the measure of a
non-polygonal area or what procedure to use to approximate this measure, we plan to
answer, from our research, the following question: Will a didactic sequence, regulated
by GeoGebra, allow the articulation of the conception that students have regarding the
measurement of an area as a number associated to it calculated through geometry
formulas and a flexible procedure that allows to approximate that number as much as it

is required, and to express that approximation as an addition of terms?

For this research, we have selected as theoretical framework some aspects from the
Theory of Didactical Situations from Brousseau (1986), so much for the design as for
the analysis raised by the didactic situation designed for our research, and which is
focused on the mathematical object of area and measurement. Furthermore, we have
chosen as methodological framework aspects from the Didactic Engineering from

Artigue (1995), where we will analyse the phases that make up its experimental process.

To analyse the results of the didactic sequence, we faced the analysis carried out at first
with the subsequent analysis to observe whether or not the results were correctly
predicted by the researcher. This form of conducting the analysis allowed us to conclude
that the student presents difficulties in adapting the way of expressing the sum of the

areas of the approximation rectangles as an addition of terms to their learning process.

Keywords: area, measure of an area, GeoGebra, dialectics.
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INTRODUCCION

La relacidon entre la nocion de area e integral definida forma parte de los contenidos de
cualquier curso de célculo diferencial e integral. Para su estudio, se parte de dos
supuestos: el estudiante ha trabajado la nocion de area en la escuela y, es capaz de
calcular la medida del area de una region limitada por segmentos de rectas o por curvas
conocidas (como la de una semicircunferencia). Este calculo lo realiza a partir de las
propiedades de la medida y las formulas conocidas para las medidas de las areas de
rectangulos y circulos, y bajo estos supuestos, los cursos presentan la integral definida
como una herramienta que permite calcular la medida de &reas distintas a las
mencionadas. En adelante estas areas podran estar limitadas por curvas (graficas de
funciones continuas). Cabe sefialar que la importancia del calculo de la medida del area
(o el nimero asociado al area), radica en la interpretacion que el estudiante pueda dar a
dicho namero, lo que justifica que este contenido aparezca en la formacion bésica de
muchas especialidades y, al mismo tiempo, justifica la pertinencia de nuestra

investigacion.

Si una regién no se encuentra limitada totalmente por segmentos de recta o por curvas
conocidas como semicircunferencias, los estudiantes presentan dificultades para obtener
la medida del area de dicha region o describir un procedimiento que les permita
aproximarse a dicha medida, ya que no pueden relacionarla con una figura geométrica
impidiéndoles asi utilizar las propiedades y férmula previamente estudiadas.
Investigaciones como las de Olave (2005) describen las dificultades que presentan
algunos estudiantes para obtener la medida del area de una region; asimismo, Ribeiro
(2002) y Porres (2011) utilizan la tecnologia como herramienta para analizar el
aprendizaje de los estudiantes para obtener la medida del area de una region limitada
por una funcién cuadrética, el eje x y dos rectas verticales, y describen las dificultades
de los estudiantes tanto interpretativas como del manejo de comandos del software

utilizado.

En nuestra préctica docente, en una universidad de Lima, en el curso de Célculo de la
Facultad de Administracion, no se propone una definicion formal de la medida del area,
para lo cual se emplearia diferentes conceptos como los de propiedades de una medida,
férmulas de figuras geométricas, funciones, aproximaciones, sumas, limites, gran parte

de ellos trabajados en el colegio y el resto en el curso que llevan en la actualidad. La

15

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gc}gﬁmn

DEL PERU

justificacion dada podria resumirse en que la “construccion” del concepto de medida del
area los alejaria del objetivo principal del curso que es el de la interpretacion del valor
numérico del area en términos propios de la carrera. De esta manera se pierde una
excelente oportunidad de movilizar los conocimientos que los estudiantes tienen acerca

de un problema conocido.

Como producto de nuestra investigacion, pretendemos construir una propuesta, tomando
en cuenta la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD), que permita al estudiante ser
capaz de adaptar un procedimiento de aproximacién para aproximar la medida del area
tanto como quiera. En dicha propuesta, buscamos que el estudiante adquiera el

aprendizaje por sus propios medios.

Por las caracteristicas del objeto matematico area y medida, creemos que es beneficioso
para el estudiante el empleo de recursos tecnoldgicos, ya que con estos medios el
estudiante centra su atenciéon en la interpretacion de resultados numeéricos
(aproximaciones a la medida del area) y graficos (aproximacion de la regién mediante
rectangulos), y no en la realizacién de calculos cada vez mas complejos y graficos
repetitivos, desarrollando en él habilidades de argumentacion y justificacion de

procedimientos y resultados.

Es asi que nace la idea de disefiar e implementar un conjunto de actividades
secuenciadas en el tiempo, donde el estudiante utilice sus conocimientos previos de
areas, funciones y limites, adquiridos en la etapa escolar y en el curso actual, que lo
lleven a articular su nocion de la medida del &rea como un ndmero obtenido a partir de
una formula y un procedimiento que le permita aproximarse tanto como quiera a dicho

nlumero.
A continuacidn presentamos nuestro trabajo compuesto de cuatro capitulos:

En el primer capitulo, presentamos la problematica en torno a la concepcidén que
presentan los estudiantes acerca del area y su medida; abordando algunos aspectos
planteados en otras investigaciones relacionadas con la concepcion de medida del area,
con las dificultades al trabajar los aspectos conceptuales involucrados en la construccion
del procedimiento de aproximacion de la medida del area, y algunas propuestas que
creemos facilitan la adquisicion del aprendizaje esperado. Asimismo, presentamos
algunas investigaciones que muestran la importancia del GeoGebra, como una

herramienta que facilita las representaciones dindmicas al trabajar la Geometria, al
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trabajar ciertos temas matematicos, como el area y su medida, debido a que involucran

en su desarrollo a la Geometria Dinamica.

En el segundo capitulo, indicamos por qué elegimos ciertos aspectos de la Teoria de
Situaciones Didacticas de Brousseau (TSD) como marco teérico de nuestra
investigacion; del mismo modo presentamos los conceptos y términos basicos de la
TSD vy los tipos de interacciones entre el profesor, los estudiantes, el saber y el medio
presentes en el desarrollo de la secuencia de actividades disefiada; todo ello con
ejemplos que faciliten la interpretacion conceptual y terminolégica de la teoria
relacionada con nuestra propuesta de situacion didactica. Del mismo modo, en este
capitulo sefialamos que escogimos ciertos aspectos de la ingenieria didactica (ID) de
Artigue como metodologia para nuestra investigacion, ya que nos permite comparar los
andlisis a priori y a posteriori de cada actividad que forma parte de nuestra situacion
didactica.

En el tercer capitulo, estudiamos el area. Primero describimos un aspecto histérico que
muestra la evolucién del concepto de area y medida del area. Luego proponemos una
definiciéon formal de la medida del &rea de una region propuesta en un libro de texto
universitario. Finalmente en este capitulo, realizamos un estudio didactico del &rea

basandonos en un texto didactico y en otro universitario.

En el dltimo capitulo, realizamos una caracterizacion de los sujetos de nuestra
investigacion y en qué nos basamos para su seleccion, describimos la secuencia de
actividades y mostramos los diferentes objetivos que se pretenden alcanzar en cada
actividad y en su conjunto, y presentamos la experimentacién y analisis de la secuencia
didactica, por actividad y en conjunto (situacién didactica) que consiste en la
descripcion, en las variables didacticas, en las fases asociadas a la TSD de cada item y

de cada actividad.

Debemos resaltar que la presente tesis forma parte del proyecto internacional Processos
de Ensino e Aprendizagem de Matematica em Ambientes Tecnologicos PEA-
MAT/DIMAT desarrollado entre la Pontificia Universidad Catolica del Perd (PUCP) y la
Pontificia Universidad Catdlica del Sao Paulo (PUC-SP) de Brasil. Este proyecto cuenta
con el apoyo del Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico
(CNPq) y la Fundacéo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP).
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CAPITULO | - LA PROBLEMATICA

En base a nuestra experiencia como docentes, tomamos como una de las hipotesis de
nuestra investigacion, que los estudiantes del curso Céalculo conciben el area como un
namero, el cual asocian a una region limitada por segmentos de rectas, 0 a una region

cuya area se calcula por férmulas ya establecidas.

Un ejemplo de los procedimientos y uso de férmulas de geometria plana que los
estudiantes utilizan para obtener la medida del area de las regiones se muestra en la

figura 1.

e iy

2x3 2 Area 3 a(1)” +2><2

Area =1x3+

=357u’

Figura 1. Férmulas de geometria plana y propiedades de areas.
Fuente: Propia

En ambos casos se parte de una region que Ilamaremos R. Si R se descompone en dos
regiones Ry y R, (como lo muestra la figura) y la interseccion de ambas es vacia, un
punto o un segmento, podemos afirmar que la medida del area de R es igual a la adicién
de las medidas de las areas de R; y R,. Esta descomposicion se realiza para utilizar las
férmulas para hallar la medida del &rea de un tridngulo, de un rectangulo y de un

semicirculo, conocidos por los estudiantes.

Sin embargo, cuando la regidn no se encuentra limitada por segmentos de recta ya sea
total o parcialmente (ver figura 2), los estudiantes presentan dificultades para calcular la
medida de su &rea, ya que no logran relacionarla con ninguna férmula previamente
estudiada y no atinan a proponer ni a describir un procedimiento que les permita

aproximar dicha medida.
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2

3

Figura 2. Region limitada parcialmente por segmentos de recta
Fuente: Propia

Por lo anteriormente expuesto, nos planteamos que el desconocimiento de un
procedimiento de aproximacion de areas explica las dificultades de los estudiantes para
articular la concepcion que tiene acerca del area, como un nimero asociado a una region
limitada solamente por segmentos de rectas (0 por curvas que encierran una region cuya
area se puede calcular por férmulas), y la idea intuitiva de cémo aproximar ese nimero
(medida del area de la regién) tanto como se quiera, lo que a su vez se reflejaria en las
dificultades de comprender la definicion de medida de area como la suma de las

medidas de las areas de infinitos rectangulos.

A continuacion presentamos los antecedentes de nuestra investigacion y la forma en la
cual abordamos el tema. Estos antecedentes se relacionan con la concepcién de los
estudiantes sobre el objeto matematico area y medida, las dificultades que aparecen al
trabajar los aspectos conceptuales de dicho objeto matematico, y algunas propuestas que
permiten una mejor adecuacion del tema en el proceso de ensefianza - aprendizaje del
calculo. Asimismo, presentamos la justificacion y la relevancia de nuestro trabajo, la
tarea de investigacion que pretendemos llegar a responder y los objetivos que esperamos

que los estudiantes logren alcanzar.

1.1 Antecedentes

Las dificultades arriba sefialadas aparecen reportadas en investigaciones en Didactica de
la Matematica anteriores. Olave (2005) sefiala que los estudiantes tienen un concepto de
area ligada al uso de una férmula debido a la instruccion recibida en la etapa escolar, lo
cual les impide determinar la medida del area de superficies que no estan limitas por
segmentos de rectas ya que no disponen de una formula para calcularlas. La autora

sefala que en la etapa escolar se realizan actividades para medir superficies obteniendo
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un nimero que representa el area buscada; sin embargo, en los afios posteriores, el area

no se mide sino que se calcula a partir de formulas.

Esta forma de conceptualizar el area por los estudiantes no es la Gnica. Turegano (1998)
considera clave para el aprendizaje del concepto de area: “- construir la nocion de area
como magnitud auténoma; - construir una aplicacion “medida” entre superficies y
numeros que se pueda extender al maximo de superficies planas” (p. 235); con esto se
hace explicito que se deba construir primero la magnitud antes de definir la aplicacion

“medida” que permite asignarle un namero.

Asimismo, Turegano (1993) establecio, a partir de los datos obtenidos en una serie de
cuestionarios y entrevistas realizadas a un grupo de estudiantes de Bachillerato
(semejante a los estudios pre-universitarios en Per(), que los estudiantes emplean tres
imagenes o nociones distintas del concepto de area que se diferencian cada una de ellas

por el nivel de razonamiento empleado:

= Un estudiante manifiesta una imagen primitiva del area si s6lo admite la nocién de
area que esta caracterizada por una concepcion por parte del entendimiento humano
de las formas espaciales en lo referente a su extension. A veces, llega un poco més
lejos, asignando un nimero a un determinado poligono (generalmente, tridngulo o
rectangulo) como medida de su area obtenida por medio de una férmula. Las
caracteristicas a destacar en estos estudiantes son las siguientes: admitir que las
superficies rectilineamente limitadas tienen area; que el area depende de la forma de
la superficie, y, por lo tanto, su medida viene determinada por el uso de una
formula; imposibilidad de admitir que se puede determinar el area de superficies no

rectilineamente limitadas.

= Un estudiante pone en evidencia una imagen operativa del area si alcanza el
concepto de area, vy, por lo tanto, asigna propiedades a la nocion, pero no da una
descripcion explicita de qué entiende por area junto con sus propiedades, que ni
siquiera menciona, pero que usa correctamente. Utiliza la palabra “area” en dos
sentidos: unas veces para significar una cantidad fisica; otras veces, como medida
de esa cantidad. Las caracteristicas a destacar en estos estudiantes son las
siguientes: conservacion del area mediante el cambio de posicion o disposicion de
sus partes; utiliza propiedades de adicion (...); admite la posibilidad de poder
asignar un nimero a cualquier superficie, aunque no conozca procedimiento para

hacerlo.
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= Un estudiante pone en evidencia una imagen descriptiva del area si es capaz de
describir por medio del lenguaje qué entiende por area ligandolo a sus propiedades
que puede nombrar (...). Parten de que hay algo que Illamamos area y que todos
tenemos una idea clara de ella, y que, al medirla, le asignan un nimero, bien con un
proceso finito o infinito, segln el caso. En el supuesto de los procesos infinitos que
se emplean en el calculo de areas, es evidente en ellos que deben converger, puesto
que el area existe y el area es el limite. Las caracteristicas de estos estudiantes son
las siguientes: hablan de la propiedad aditiva (...); hablan de asignar un nimero a
cualquier dominio [superficie], esté o no rectilineamente limitado, y conozcan o no

un procedimiento para calcularla. (Turegano 1993, p. 254-256)

De los 27 estudiantes entrevistados (de un total de 89 estudiantes que componian la
muestra), la autora menciona que el 25,9% presenta una imagen primitiva del area, el
66,7% una imagen operativa y el 7,4% una imagen descriptiva. Asimismo, constata la
falta de estrategias que los estudiantes tienen para resolver problemas de célculo de
medidas de areas, pero afirma que si utilizan de forma correcta el area de forma

operativa.

A partir de un test realizado a 67 estudiantes de una universidad de Lima, donde en una
de las preguntas se solicitd determinar la medida del area de una regién similar al de la
figura 2, pero con ejes coordenados y cuadricula, o describir un procedimiento que les
permita hacerlo, se obtuvo la siguiente estadistica: el 88% de los estudiantes colocé “no

A77

s€”, “ni idea”, “no se me ocurre”, etc., el 7% realizd algunos trazos adicionales
formando figuras geométricas (mayormente trapecios, triangulos y rectangulos), y el 5%
aproximd la regién con figuras geométricas y dio una medida aproximada del area. Por
los comentarios realizados, notamos que los estudiantes sabian de la existencia de una
medida del &rea pero mostraron un gran desinterés en tratar de obtenerla. Corroboramos

con ello lo mencionado por la investigadora.

Bajo la perspectiva de diferenciar los procedimientos de construccion empleados por los
estudiantes para obtener la medida del area de una region, Olave (2005) realizé una
investigacion para detectar qué estrategias emplean los estudiantes para calcular la
medida del area de figuras limitadas por la grafica de una funcién no negativa definida

en un intervalo [a;b], el eje de las abscisas, y las rectas de ecuaciones x=a y x=b;

para lo cual trabajé con la funcion f(x)=x(6-x) definida en el intervalo [0;6].
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Entre las conclusiones vertidas por Olave (2005), a partir de las respuestas de 35

estudiantes de tercer afio de Bachillerato Diversificado (entre 16 y 18 afios de edad),

resaltamos las siguientes:

Uso de particiones: La estrategia de usar una particion, aparece casi en la tercera
parte de los casos. Las particiones son trabajadas con métodos que identificamos con
los métodos rectangular y trapezoidal. Todo esto nos hace pensar que mediante el
disefio de actividades adecuadas, es posible que los estudiantes adquieran las

herramientas necesarias para el abordaje de la integral de Riemann.

Acotar-Aproximar: Sostenemos que los estudiantes no estdn pensado en que al
presentar una figura por inclusion con la region, estan haciendo un trabajo de
acotacion. Es por ello que recomendamos, que el tratamiento de las cotas superiores
e inferiores, deberd ocupar un lugar importante en las actividades de aula dentro del

contexto de calculo de areas.

Imagen del &rea como formula: Encontramos que gran parte de los estudiantes tiene
la imagen de area asociada a una férmula. Esto podria en gran medida obstaculizar la
determinacion de areas para las cuales no conocen una férmula. En este sentido seria
deseable, en la etapa escolar, se pospusiera la presentacion de las férmulas para el

calculo de areas hasta tanto el estudiante no haya adquirido la nocion de area.

Procesos infinitos: Si bien cinco estudiantes sefialan que el procedimiento que han
utilizado puede realizarse indefinidamente, debemos destacar que, en general, los
estudiantes no generan procesos infinitos ni sistematizacion en los procedimientos
para calcular el area de figuras no rectilineamente delimitadas. No pueden ver un
camino que les permita calcular el area en forma exacta porque consideran imposible

la divisidn de la region en “infinitas” figuras. (Olave 2005, p.158-160).

De los resultados obtenidos por la investigadora, el 67,5% de los estudiantes de la

muestra utiliza figura geométricas conocidas para aproximar la medida del area de una

region (rectangulo, triangulo, trapecio), un 20% realiza una particion sobre alguno de

los ejes y el resto no sabe 0 no contesta. De estos nimeros, la autora concluye que un

pequefio porcentaje de los estudiantes utiliza una estrategia de aproximacion con

particiones del intervalo, siendo esta la estrategia que mejor se acomoda para definir el

area, y presentar una definicion formal del concepto de integral.

En base a esta consideracion, pensamos apropiado disefiar una secuencia didactica para

que el estudiante adquiera una estrategia de aproximacion, donde se utilice un

procedimiento flexible, en base a rectangulos, que le permita aproximarse tanto como se
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quiera a la medida de un éarea; y para solventar la dificultad en la que incurre el
estudiante al trabajar con diferentes particiones del intervalo, que incluyen el dibujo de
rectangulos y el calculo de sus respectivas areas, proponemos el uso de un software
matematico poniendo a prueba el uso de la tecnologia en la ensefianza y/o aprendizaje

de ciertos objetos matematicos, tales como el area.

Hasta el momento hemos mencionado que existe dificultad en los estudiantes para
asignar un numero (medida del area) a un area que no esta totalmente limitada por
segmentos de rectas. Dada la amplitud de regiones que cumplen con esta especificacion,
centraremos nuestro estudio en regiones limitadas por la gréafica de una funcion continua
y positiva en un intervalo dado y el eje x del plano cartesiano. Nos limitamos a este tipo
de regiones por su practicidad al trabajar con valores positivos que el estudiante
relaciona directamente con la medida del area de un rectangulo, asi como también
porque la altura de cada rectangulo la puede identificar como una imagen de la funcion.
Creemos que de esta manera se le facilita al estudiante el aprendizaje del procedimiento
de aproximacion el cual se puede extender luego a cualquier para la aproximacion de la
medida de cualquier region.

A continuacion intentaremos explicar algunas de las dificultades al trabajar ciertos
conceptos que se ubican dentro del campo conceptual del analisis y que forman parte
del proceso de construccion del procedimiento de aproximacién de la medida del area.
Para ello utilizamos la caracterizacion que plantea Artigue (1998) que categoriza las

dificultades de la siguiente manera:

= Las dificultades ligadas a la complejidad matemaética de los objetos basicos de
este campo conceptual: los nimeros reales, las funciones, y las sucesiones,
objetos que estan siempre en fase de construccion cuando se empieza la
ensefianza del Analisis.

= Las dificultades ligadas a la conceptualizacion de la nocion de limite, que es la
nocion central del campo, y a su dominio técnico.

» Las dificultades ligadas a la necesaria ruptura con modos caracteristicos de

pensamiento del funcionamiento algebraico. (p. 2).

En base a nuestra experiencia como docentes cuando se trata el tema de funciones
(imagen y pre-imagen de una funcidn tanto grafica como algebraicamente) y de limites
(al analizar el comportamiento de una funcién cuando la variable se aproxima a un

namero real o cuando tiende al infinito) con estudiantes de primer ciclo de una

23

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz{_\éel_l}glkmo

DEL PERU

universidad de Lima, hemos encontrado de manera reiterada dificultades que se
relacionan directamente con el proceso de construccion de la medida del area. Entre

ellos figuran los siguientes:

(i) Relacionar la altura de cada rectangulo, dibujado por el programa, con la imagen de

la funcidn en alguno de los extremos de su base (ver figura 3).

|:[> Altura del rectingulo = £(3)

Figura 3. Gréfica y altura de un rectangulo.
Fuente: Propia.

En el procedimiento de aproximacion, el estudiante debe expresar el area de los
rectangulos como la imagen de la funcion en alguno de los extremos de cada base; en la
figura 3, si toma el extremo izquierdo de la base la aproximacion sera por defecto, pero
si toma el extremo derecho, la aproximacion serd por exceso. Si al estudiante se le dice
que ubique en el gréafico la imagen f (3) y que describa qué mide del rectangulo, es
probable que indique que mide la altura; sin embargo, si le preguntamos cual es la altura

del rectangulo, es probable que no sepa como expresarlo.

En relacion al objeto funcion, Artigue (1998) sefiala la presencia de dificultades que
“resultan de los procesos de traduccion de un registro semidtico a otro, especialmente
las dificultades de traduccion del registro grafico al registro algebraico” (p. 4).

(ii) Aproximar la medida del area de una region tanto como se quiera a partir de la suma
de las areas de rectangulos, partiendo del hecho de que la diferencia entre la medida del
area y su aproximacion no se acerca rapidamente a cero debido a las limitaciones de las

herramientas con las que contamos.
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Figura 4. Medida del area de la terraza, de su aproximacion y de la diferencia para 1000 y
10000 rectangulos.
Fuente: Propia.

Observamos de la figura 4 que al pasar de 1000 a 10000 rectangulos, la diferencia entre
la medida del &rea de la regién y su aproximacion solo ha disminuido en 0,0077 m? y si
se dibujaran més rectangulos ya no se apreciaria movimiento ni en el gréafico ni en las
medidas de las areas, por las limitaciones del software. Esto podria traer dificultades al
interpretar resultados. Por esta razon y en relacion a la ruptura del pensamiento
algebraico, Artigue (1998) sefiala que “se tiene que desarrollar una vision de la igualdad
asociada a la idea de “proximidad local infinita”, es decir asociada al hecho de que, si

para una distancia adecuada, V& >0 d(A,B) < ¢, entonces A = B” (p. 6).

(iii) Intuir que para mejorar la aproximacion de la medida del area se deben seguir
dibujando mas rectangulos, sin tener la certeza de encontrar un numero real que brinde

la mejor aproximacion.

Gracias a la tecnologia los estudiantes pueden intuir que si siguen aumentando el
numero de rectangulos se aproximan mas a la medida del area; sin embargo, es probable
que mencionen que con 20000 rectangulos mejora la aproximacion, y otro estudiante
sefiale que con 100000 rectangulos, hasta que alguien mencione que con infinitos
rectangulos la aproximacion mejora. Alli aparece una dificultad porque el infinito no es

un namero real; y para emplear el término infinito necesitamos trabajar con limites.

Al respecto, D’Amore (2009) afirma que “el concepto de infinito, necesario en la

practica escolar y en la practica matematica, es dificil de manejar correctamente” (p.
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130); y lo considera como un ejemplo de obstaculo epistemolégico proporcionado por

la historia de la matematica.

Del mismo modo, Turegano (1993) afirma que “el aprendizaje del calculo no pasa por
una fase previa de caracter experimental” siendo esta una posible causa del fracaso de
sus estudiantes en la comprension de los conceptos de calculo, dentro de los cuales

figura hablar del infinito.

(iv) Expresar la medida del area de los rectangulos como la adicion de la medida de las

areas de cada uno de ellos de forma simbodlica.

En la figura 5 observamos la medida del area (m(A)) de 4 y de 100 rectangulos

expresadas en terminos de la imagen de la funcién. En el primer caso, pensamos que el
proceso de generalizacion (o reduccion) no es complejo y se puede expresar como

4
m(A) = le f(i); sin embargo, si no se recurren a simbolos para la base y para las
i=1

particiones regulares generadas en el eje x, el proceso de generalizacion posiblemente se

100

dificulte, m(A):bef(xi). En nuestra investigaciébn no pretendemos que el
i=1

estudiante generalice (o reduzca) la adicién de términos, pero si que la exprese

correctamente.

Jardin

4 rectangulos 100 rectangulos

m(A) =1x f (1) +1x f(2)+ b=0,04U; x, =0,04;x, =0,08; ...; Xgg =3,96; X100 =4,

2
D f@)+1xf(4) v M(A) =bx f (%) +bx f(X,)+...tbx f (Xge) + 0% F (Xy0p) U

Figura 5. Medida del area de 4 y 100 rectangulos expresadas simbolicamente.

26

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\TENE%_

o + % | UNIVERSIDAD
TESIS PUCP % UNIVERSID
DEL PERU

Parte de esta dificultad se da porque los estudiantes aprendieron el tema de “sumas” en
la etapa escolar, y no lo volvieron a ver en la universidad. Velasquez (2012), que trabajo
con estudiantes de 14 y 15 afios, afirma que “los estudiantes de grado noveno presentan
dificultad para solucionar problemas, reconocer elementos asociados a situaciones de
variacion (establecer regularidades y patrones de comportamiento), usar distintas formas

de representacion (recodificar) y llevar a cabo procesos de generalizacion” (p. 5).

A partir de las investigaciones de Turegano (1993 y 1998), Olave (2005), Artigue
(1998), D’Amore (2009) y Veldsquez (2012), podemos resaltar dos situaciones
problematicas relacionadas: la primera, la ausencia de un procedimiento flexible que
permita al estudiante recuperar su concepto de area, en particular la nocién de medida
de area, como un numero calculado por formulas y la idea de poder aproximarse tanto
como se quiera a dicho numero; y la segunda, la dificultad al trabajar ciertos conceptos
que forman parte del campo del analisis presentes en el procedimiento de aproximacion
por rectangulos. Por estos motivos creemos necesaria la realizacion de nuestra
investigacion, ayudando asi a facilitar el paso hacia la definicién de la medida del area

como la suma de las medidas de las &reas de infinitos rectangulos.

Cabe sefialar que nuestra investigacion se centra en que el estudiante adquiera la idea de
aproximacion a un valor determinado y que si lo deseara podria seguir aproximandose
cada vez mas; ello con miras a que el estudiante entienda por qué la medida de un area
se define posteriormente como el limite de una suma de &reas de rectangulos cuando el

numero de rectangulos tiende al infinito.

Una vez definido el enfoque que presenta nuestra investigacion, debemos pensar en la
manera en que generaremos una situacion didactica que le permita al estudiante
construir el nuevo conocimiento. Pensamos que resultaria mas beneficioso para el
estudiante trabajarlo mediante un software matematico en lugar de utilizar solamente
lapiz y papel; y utilizando una metodologia activa en lugar de una puramente expositiva.

Las razones en las que basamos estas aseveraciones son las siguientes:
(i) El concepto de area y su medida se presta para el trabajo con geometria dindmica.

El estudiante debe relacionar los andlisis grafico y algebraico a medida que el niumero
de rectangulos aumenta. Esto resulta casi imposible de ejecutarse utilizando solo lapiz y

papel. La idea es conseguir que el estudiante interprete y justifique sus conjeturas, no
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que se centre en realizar célculos y dibujos repetitivos y complejos (en el sentido de

incremento de célculos).
(ii) Desarrollar en los estudiantes diferentes habilidades y capacidades.

Si la metodologia es expositiva, pensamos que el estudiante cumple la funcion de
observador. En cambio, bajo una metodologia activa, el estudiante es el actor de su
propio aprendizaje, y en el proceso puede desarrollar capacidades y habilidades
argumentativas, de discusién, de responsabilidad por asumir su aprendizaje de forma
individual y colectivamente. D’ Amore (2005) sefiala que, en relacion al area, “la mayor
parte de las situaciones que el docente propone para su aprendizaje son didacticas,
mientras que, pocas veces, recurre a situaciones a-didacticas. (...) La construccion de un
aprendizaje significativo deberia pasar a través de situaciones a-didacticas” (p. 134-
135). Cabe sefialar que el término situacion a-didactica se refiere al aprendizaje de los
estudiantes sin la intervencion del profesor en lo que respecta al saber en juego (este

término se describira con mayor amplitud en el Capitulo 2 de nuestra investigacion).

En investigaciones sobre el aprendizaje mediante el uso de un software matematico,
tales como Rodriguez (2011) se menciona que en la actualidad, las tendencias en la
ensefianza de la matematica manifiestan la importancia de disefiar y aplicar estrategias
metodoldgicas que apunten al uso de la tecnologia como un medio para que el
estudiante obtenga conclusiones, valide hipétesis y realice observaciones, las cuales
dificilmente se consiguen realizar con otros medios. Como resultado del uso del
GeoGebra al trabajar con estudiantes de sétimo grado los temas de Clasificacion de
cuadrilateros y Areas de superficies planas, el investigador evidencié los siguientes
aspectos positivos: incremento del interés por las matematicas, desarrollo de la
competencia argumentativa e interpretativa de los estudiantes, interpretacion y uso de
funciones en problemas de modelacion, construcciéon de su propio conocimiento de

forma significativa, entre otros.

Debido al elevado indice de desaprobados de los estudiantes universitarios del curso
Célculo Diferencial Integral I (CDI 1), Amorim et al. (2011) perciben que los
estudiantes presentan dificultades en la comprension de funcidn, de limite, de derivada y

de integral. En palabras de los investigadores

Com relagdo a limites de uma fungdo muitos ainda apresentam dificuldades em

diferenciar imagem de uma fungéo com o seu limite em um ponto, no que diz respeito a
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derivada uma das dificuldades estd em relacionar a parte algébrica com a grafica e com
relagdo a integral o problema este em relacionar a area limita por uma funcgéo ou entre

funcoes.

Rezende (2003, p. 07) ressalta que a dificuldade na aprendizagem desses dois ultimos
acontece devido a falta de amadurecimento das ideias de infinito e o entendimento que o

limite de “uma sequéncia tende, mas ndo alcanca, o seu ponto limite”. (p. 3).

Compartimos lo mencionado por los autores acerca de las dificultades en ciertos temas
de Calculo, en particular lo concerniente a la integral y su relacion con la medida del
area de regiones limitadas por las graficas de funciones, dado que esto ultimo se
relaciona directamente con nuestro trabajo de investigacion, en el sentido de brindar un
procedimiento que permita facilitar la comprension de la definicion de la medida de un

area.

Los investigadores ofrecieron una alternativa para abordar los conceptos de funcion, de
limite, de derivada y de integral (en este Gltimo se traté la relacion de la integral
definida con la medida de un &rea determinada bajo el grafico de una funcién) a partir

de una secuencia de actividades utilizando el software GeoGebra.
La eleccion del GeoGebra se dio porque, en palabras de Amorim et al. (2011),

Sua interface dispde de uma janela de Algebra e outra de Geometria, em que cada
objeto geométrico criado possui uma correspondéncia algébrica, ou seja, existe uma
interatividade entre a zona grafica e zona algébrica de modo que tudo que é construido
na zona grafica o prdprio software algebriza mostrando uma expressdo algébrica que
represente tal figura construida. Por ser um programa de Geometria Dindmica, o
GeoGebra facilita a investigagdo dos alunos, que podem movimentar os objetos e
acompanhar as variacdes ocorridas, fazer conjecturas e testa-las, além de relacionar os
contetdos algebricos e geométricos. A sua manipulacdo estimula docentes e discentes a
tentar uséd-lo em suas préticas, porque quando é feito qualquer tipo de manipulacédo
simultaneamente ocorre a alteracéo da figura sem alterar sua estrutura de construcao. (p.
4).

Nosotros nos planteamos utilizar el GeoGebra con estudiantes para que no centran sus
esfuerzos en realizar célculos y graficos repetitivos y cada vez mas trabajosos; ese

esfuerzo lo emplean en la interpretacion simultanea de resultados numéricos y graficos

al aumentar de forma dinamica el namero de rectangulos de aproximacion; asimismo se
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dediquen a realizar conjeturas y a ponerlas a prueba sobre la aproximacion de los

resultados hacia un valor determinado.

Es importante sefialar la existencia de investigaciones que emplean métodos de
aproximacion para calcular la medida del &rea de una region, por medio de la medida de
areas de rectangulos y utilizando un software matematico, tales como Ribeiro (2002)
que propone el uso de programa Maple (instalado en los laboratorios de su centro de
trabajo). En su investigacion trabaja con una funcion fija: f(x)=x*,xe [0; 2], y utiliza
rectangulos de alturas iguales a las imagenes de la funcién en el extremo izquierdo, el
derecho y en el punto medio de cada subintervalo generado. La metodologia propuesta
es la de brindarle a los estudiantes los comandos del programa y una serie de preguntas
que respondieron utilizando lo observado en el monitor de sus computadoras. El

investigador sefiala que los estudiantes presentaron dificultades:

= En un primer momento, hubo una inseguridad de los estudiantes frente a las
preguntas y, principalmente, en relacion al uso del computador/software.

= Al comparar las respuestas escritas de las parejas con los comentarios, se constatd
que ellos presentan dificultades en expresarse por escrito utilizando un lenguaje
matematico.

= Dificultad de la aplicacién del concepto de dominio e imagen de una funcién en
nuevas situaciones — problema.

= Dificultad en desarrollar calculos que necesiten transformar nldmeros de la
representacion decimal o décimas periddicas a la representacion fraccionaria.

= Dificultades en desarrollar calculos con aproximaciones numéricas.

= La mayoria de los estudiantes tiene la concepcion de que el infinito es un nimero
real.

= Algunos de los estudiantes tienen la concepcion de que la tendencia a cero es igual a
cero y que la tendencia al infinito es igual a un nimero “bastante grande”.

= La mayoria de los estudiantes no tienen el significado de area de una figura y del
ntmero obtenido por medio de algoritmos.

= La mayoria de los estudiantes no tienen el significado matematico de “tendencia” o

de “aproximarse”. (Ribeiro 2002, p. 147), traducido por el autor.

A diferencia de ese trabajo, nosotros trabajamos con una familia de funciones
determinada al variar algunos parametros con la herramienta “Deslizador” del

GeoGebra. Otras diferencias que encontramos son las siguientes:
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= EIl objetivo de nuestra propuesta es aproximar la medida del &rea tanto como se
pueda a partir de un procedimiento que utiliza la medida del area de rectangulos.
Esto como paso previo a definir la medida del &rea como una suma de las medidas de
areas de infinitos rectangulos.

= Los estudiantes no utilizan comandos del GeoGebra. Trabajan con applets disefiados
por nosotros en base al uso de deslizadores.

= El dibujo de rectangulos y la medida de sus areas se realizan juntos de forma
dinamica, al manipular los deslizadores.

= Los estudiantes trabajan de forma individual, grupal y entre grupos; esto ultimo a
modo de discusion.

= Se han disefiado los apletts teniendo en consideracion las dificultades antes
mencionadas con la intencion de reducirlas y a su vez facilitar la interpretacion de

resultados.

En conclusion sobre el uso de la tecnologia, las investigaciones de Amorim et al. (2011)
y de Rodriguez (2011) son relevantes porque nos permite justificar el uso del GeoGebra
como herramienta tecnoldgica para tratar el area y su medida; asi como también lo es la
investigacion de Ribeiro (2002) por su aporte al tratamiento de la medida del &rea

usando a partir de otro software.

A partir de las investigaciones revisadas y de nuestra postura al respecto, queda claro
que nuestra labor como profesores no solo se centra en impartir conocimientos, sino que
se trata de buscar alternativas didacticas que faciliten que los estudiantes aprendan
ciertos temas matematicos. Ademas, estas alternativas didacticas deben ser disefiadas de
modo que el estudiante: sea participe y construya su propio aprendizaje a partir de sus
conocimientos previos, que utilice las herramientas tecnoldgicas que faciliten sus
calculos e interpretaciones, que le permitan realizar un mejor analisis de la situacion

planteada, y que comprenda la razén del proceso realizado.

De lo expuesto hasta el momento, pensamos que las dificultades, ya sean de célculo o
procedimentales, que aparecen cuando al estudiante se le presenta una regién plana con
un contorno desconocido para él y solamente cuenta con su enfoque de la medida del
area como un numero calculado por una férmula, podrian reducirse articulando la
concepcion que tienen los estudiantes acerca de la medida del area, como un nimero
asociado a una region limitada solamente por segmentos de rectas, y un procedimiento

flexible que permita aproximar ese nimero tanto como se quiera.
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Con ello estamos brindando al estudiante una herramienta que le ayude a profundizar la
nocioén de area, recuperando conocimientos previos y creando la necesidad de aprender
las nociones de limite asociando un procedimiento con un problema que los estudiantes

conocen desde su educacion inicial: el calculo de medidas de areas.

1.2 Justificacion del tema de investigacion

El objeto matematico area y medida forma parte de los contenidos de cualquier curso de
calculo diferencial e integral, y su estudio se enfoca, generalmente, como una de las
aplicaciones de la herramienta integral definida para el célculo de la medida de areas de
regiones planas. Sin embargo, tratar la medida del area a partir de integrales definidas
(en un inicio) no le permite al estudiante utilizar sus conocimientos previos de
funciones, aproximaciones, sumas, limites, y de conocimientos anteriores (escolares),
para realizar una construccion donde intente dar solucion al problema: “Calcular la
medida del area de una region limitada por curvas diferentes a los segmentos de

circunferencia”.

Cabe sefalar que la importancia del calculo de la medida del area (el nimero asociado
al area), radica en la interpretacion que el estudiante pueda dar a dicho namero, lo que

justifica que este contenido aparezca en la formacion basica de muchas especialidades.

En nuestra practica docente en una universidad de Lima, en el curso de Calculo no se
propone una definicion formal de area, y por consiguiente de integral definida, pero si
se muestra a los estudiantes la relacion que existe entre ambas: la integral definida se
enfoca como una herramienta que permite obtener la medida de las areas de regiones
distintas a las conocidas por los estudiantes. De esta manera, se pierde una gran
oportunidad de que el estudiante adquiera o aprenda un procedimiento de célculo
basado en sus conocimientos previos, obtenidos en la universidad y en su etapa escolar,
que le permita enfrentar un problema conocido y analizar los resultados obtenidos al
utilizar el procedimiento, con miras a que entienda por qué la medida del area se define
como una suma de medidas de infinitos rectangulos. Ademas, que el estudiante trabaje
un problema contextualizado, y no abstracto, utilizando la tecnologia, que evita los
calculos y graficos engorrosos realizados a lapiz y papel, donde interprete los resultados
numéricos y graficos segln el contexto de la pregunta, creemos que resulta beneficioso

para el aprendizaje del estudiante.
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Por lo escrito en el parrafo anterior, pretendemos construir una propuesta basada en
aspectos de la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD), que permita al estudiante
adaptar a su aprendizaje un procedimiento de aproximacion y sea capaz de utilizarlo con

el fin de aproximarse tanto como quiera a la medida de un area.

El uso de la TSD es de gran importancia en el campo de la Didactica de la Matematica
porque brinda una manera de ensefiar, basada en situaciones didacticas, donde se le da
al estudiante la responsabilidad de su propio aprendizaje a partir de ciertas interacciones

con un medio propuesto y monitoreado por el profesor.

Desde nuestra perspectiva, la educacién debe tener una tendencia constructivista, de
modo que el saber que se pretende ensefiar sea construido por el estudiante. En nuestro
caso en particular y por las caracteristicas del objeto matematico area y medida,
creemos que es beneficioso, para que logre su adquisicion, el apoyo en recursos
tecnoldgicos, para centrar su atencion en la interpretacion y no en los célculos y gréficos
repetitivos. Bajo este pensamiento, nosotros debemos brindarle al estudiante todas las
herramientas y condiciones necesarias para que pueda desenvolverse apropiadamente en
el proceso de adquisicion del saber; y en dicho proceso desarrolle habilidades para

argumentar y justificar sus procedimientos, suposiciones y resultados.

Es asi que nace la idea de disefiar e implementar una secuencia de situaciones, donde el
estudiante o grupo de estudiantes utilicen sus conocimientos previos, adquiridos en la
etapa escolar y en el curso previo al célculo diferencial e integral, para crear nuevos

conocimientos que los lleven a la adquisicion de un nuevo saber.

Por otra parte, hemos revisado diferentes trabajos y revistas, y no hemos encontrado
investigaciones en Educacion Matematica en el Per( que aborde el tema de la forma en
la cual estamos proponiendo y que ademas utilice el GeoGebra como apoyo
tecnologico. Respecto al extranjero, no hemos encontrado investigaciones centradas
Unicamente en la medida del area; hemos encontrado solo algunas que utilizan la
tecnologia, ninguna que emplee el GeoGebra, y presentan como objeto matematico la
integral definida, y trabajan con una funcion cuadrética fija mostrando un procedimiento

similar a los encontrados en los libros de texto universitario.

Por todas las razones antes mencionadas, percibimos la existencia de un problema y

justificamos la relevancia para realizar una investigacion.
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1.3 Preguntas y objetivos de la investigacion

De acuerdo con lo ya expuesto, nos planteamos la siguiente tarea de investigacion:

¢Una secuencia didactica, mediada por el GeoGebra, permitird articular la concepcion
que tiene los estudiantes acerca de la medida del area, como un nimero asociado al area
obtenido mediante formulas de geometria, y un procedimiento flexible que permita
aproximar ese numero tanto como se quiera y expresar dicha aproximacion como una

adicion de términos?
Objetivo general
De la formulacidn anterior, se desprende el siguiente objetivo de la investigacion:

Analizar el aprendizaje de los estudiantes al trabajar una secuencia didactica, mediada
por el GeoGebra y basada en aspectos de la Teoria de las Situaciones Didacticas y de la
metodologia de la Ingenieria Didactica, que los lleve a modificar y a manipular un
procedimiento flexible con rectangulos, que les permita adquirir la nocion de que
pueden aproximarse tanto como quieran a la medida de un area, limitada bajo ciertas
condiciones, y expresar dicha aproximacion como la adicion de las medidas de las areas

de cada uno de los rectangulos de forma simbdlica.
Objetivos especificos

Para alcanzar el objetivo general pretendemos lograr los siguientes objetivos

especificos:

1. Identificar y analizar las concepciones y dificultades que presentan los estudiantes de
primer afio de la carrera de Administracion de una universidad de Lima en relacion al

estudio del objeto matematico area y medida.

2. Disefiar una secuencia didactica basada en aspectos de la Teoria de Situaciones
Didacticas, eligiendo apropiadamente un numero finito de variables didacticas a
movilizar que permita analizar si el conocimiento fue o no adquirido por los

estudiantes.

3. Implementar y ejecutar con estudiantes de primer ciclo universitario la propuesta

disefiada.

4. Analizar los resultados obtenidos luego de la aplicacion de la secuencia didactica a

los estudiantes, comparandolos con los comportamientos esperados por el profesor al
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disefiar la secuencia bajo ciertos aspectos de la metodologia de la Ingenieria

Didactica.

En el siguiente capitulo abordaremos acerca de la metodologia de investigacion

utilizada en nuestro trabajo y de la teoria en la que descansa nuestra investigacion.
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CAPITULO Il - MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo presentamos una breve explicacion de los elementos de la Teoria de
“las Situaciones Didacticas (TSD): situacion didactica, situacion a-didactica, dialécticas,
contrato didactico, entre otros conceptos que estan presentes tanto como en el disefio
como en el andlisis suscitados por la situacion didactica disefiada para esta investigacion
y que esta centrada en el objeto matematico area y medida. Asimismo, describimos de
forma concisa la metodologia de la Ingenieria Didactica y las fases que conforman su
proceso experimental: andlisis preliminar (concepciones Yy dificultades de los
estudiantes relacionados al area y su medida, el enfoque de su ensefianza en los distintos
niveles educativos, su desarrollo historico, etc., abordados en los capitulos 1 y 3), la
concepcion y el analisis a priori de las situaciones didacticas, la experimentacion y el

analisis a posteriori (desarrollados en el capitulo 4).

En palabras de Fregona et al. (2011) “desde la teoria de situaciones se caracteriza la
Didactica de la Matematica como area de investigacion que trata los fenomenos de
comunicacion de los saberes matematicos y sus transformaciones” (p. 9). Asimismo, en
palabras de los investigadores, la Didactica de la Matematica o Educacién Matematica
“se las identifica con la ensefianza de la matematica, aunque también se las reconoce
como area de investigacion en la cual la ensefianza de las matematicas es uno de sus
objetos de estudio, entre otras problematicas abordadas desde diversas perspectivas

tedricas” (p. 15).

En base a lo mencionado en el parrafo anterior sobre la comunicacion de saberes,
trataremos de centrar la ensefianza en el estudiante, de modo que lo hagamos participe
de su aprendizaje. La docencia ya no implica solo dar los conceptos de determinados
temas y esperar a que los estudiantes los aprendan; consiste en colocar al estudiante en
una situacién donde pueda utilizar sus conocimientos previos para actuar sobre el
problema y asi generar nuevos aprendizajes e idear nuevas estrategias de resolucion;
consiste en hacer que el estudiante logre transmitir a otros sujetos estos aprendizajes o
estrategias adquiridos y pueda validarlos con propuestas y planteamientos razonables
que sean indicadores que midan, de alguna manera, si el aprendizaje se obtiene o esta en
proceso de obtenerse. Por estos aspectos, creemos que se justifica la eleccion de la
Teoria de Situaciones Didacticas para lograr que el estudiante consiga el aprendizaje

deseado relacionado al area y su medida.
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Teniendo en cuenta cémo la Teoria de Situaciones concibe la ensefianza (explicado en
el capitulo 2.1) disefiamos una secuencia didactica de caracter experimental, tomando
en cuenta ciertos analisis preliminares referentes al objeto matematico de nuestra
investigacion: epistemoldgicos, cognitivos y didacticos. Esta secuencia fue
implementada en el aula y presentamos un analisis basado en el contraste del producto
dado por los estudiantes (respuestas, procedimientos, ideas, estrategias) con nuestro
analisis previo de lo que esperamos que respondan o actlen los estudiantes al
interactuar con el medio creado por el investigador. Esta forma de enfocar nuestro
analisis justifica la eleccién de la metodologia de la ingenieria didactica; la cual se
caracteriza, en palabras de Artigue (1995), por ser «un esquema experimental basado en
las “realizaciones didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcidn, realizacion,

observacion y analisis de secuencias de ensefianza» (p. 36).

2.1 Aspectos de la Teoria de Situaciones Didacticas

Esta teoria considera fundamental para la ensefianza las interacciones entre el profesor y
el estudiante mediadas por el saber en una situacién de ensefianza (ver figura 6). Este
saber escolar puede ser cambiado por saber matematico contextualizado en una

institucion educativa (con profesores, alumnos y medio).

Transposicion
didactica

Saber escolar

Sistema

: I Aprendizaje
educativo

Comunicacion
Figura 6. Esquema tripolar de la ensefianza para la TSD.
Fuente: Brousseau (2007, p.13)
Entendemos por transposicion didactica a la interaccion entre el sistema educativo y el

saber, en la cual se transforma el saber en un contenido a ensefar dentro de una

institucion educativa. En palabras de Chevallard (2005)

Un contenido de saber que ha sido designado como un saber a ensefiar, sufre a partir de
entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a hacerlo apto para

ocupar un lugar entre los objetos de ensefianza. El “trabajo” que transforma de un
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objeto de saber a ensefiar en un objeto de ensefianza, es denominado transposicion
didéctica. (p. 45).
En nuestra investigacion, intentamos que el estudiante aprenda como aproximarse a la
medida del area tanto como desee, esto como paso previo para definir el a&rea como una
suma de areas de infinitos rectangulos. La busqueda por facilitar la comprension de

definiciones matematicas hace que el trabajo de transposicion no termine.

La teoria de situaciones didacticas busca crear un modelo de interaccion entre el
estudiante, el saber y el medio en el cual el aprendizaje se debe desarrollar. El
aprendizaje del estudiante tiene lugar a partir de una serie de situaciones (que pueden
ser ejercicios, problemas, retos, etc.) que acepta desarrollar, y que conducen a

modificaciones en su comportamiento que lo lleve a obtener el aprendizaje esperado.
En palabras de Brousseau (2007)

El alumno aprende adaptdndose a un medio que es factor de contradicciones, de
dificultades, de desequilibrios; un poco como lo hace la sociedad humana. Este saber, fruto
de la adaptacion del alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del

aprendizaje. (p. 30).

2.1.1 Conceptos y términos basicos

Los conceptos y términos de la teoria de situaciones didacticas que utilizaremos en
nuestra investigacion, Brousseau (1986) los adapta a partir de la nocion que tiene de
juego, que en sus palabras lo considera como una “actividad fisica 0 mental, meramente
gratuita, generalmente fundamentada sobre la convencion o la ficcion, que no tiene en la
conciencia del que expone otra finalidad que ella misma, otro objetivo que el placer que
procura” (p. 28). El investigador sefiala que el juego esta organizado bajo un sistema de
reglas que definen un éxito o un fracaso; se emplean diferentes términos tales como
partida, estrategia, tactica, estado de conocimiento de un jugador y conocimiento
determinante logrado por la eleccion Unica del estado de juego caracterizado por una
tactica; y, segun el estado del juego, se utilizan distintos instrumentos y se emplean
diferentes procedimientos o estrategias.

Del mismo modo, Lalande (1972 citado por Gonzalez, 2014) considera el juego como
“la organizacion de una actividad dentro de un sistema de reglas que definen un éxito y

un fracaso” (p. 12).
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Brousseau (2007) compara el juego con un dispositivo disefiado para ensefiar un
conocimiento. El autor sefiala que el dispositivo comprende un medio material que
puede ser un problema o un ejercicio, y las reglas de interaccion de un sujeto con el
dispositivo; pero al final lo que producira un efecto de ensefianza es el funcionamiento

efectivo del dispositivo.

Este dispositivo mediante el cual el sujeto logra el aprendizaje adaptandose e
interactuando con un medio creado por el profesor, habiendo o no la intervencién del
profesor en el transcurso del proceso, lo cual no niega la presencia del profesor, el

investigador lo considera una situacion didactica.

A continuacién presentamos los conceptos y términos basicos de la teoria que son de

interés y forman el marco tedrico de nuestra investigacion.
= Situaciones Didacticas

Entendemos por situacion didactica al conjunto de todas las relaciones que se dan entre
el sistema educativo, representado por el profesor — investigador, los estudiantes y el

medio, con la intencién de que el estudiante adquiera un saber.

En palabras de Brousseau (1986, citado por Porres, 2011), una situacién didactica se

define como

Un conjunto de relaciones explicita y/o implicitamente establecidas entre un alumno o
un grupo de alumnos en un determinado medio, comprendiendo, eventualmente,
instrumentos, objetos y un sistema educativo, representado por el profesor, con la
finalidad de posibilitar a estos alumnos un saber constituido o en vias de constitucion.
El trabajo del alumno deberia, al menos en parte, reproducir las caracteristicas del
trabajo cientifico propiamente dicho, como garantia de una construccion efectiva de

conocimientos pertinentes. (p. 140-141).

Brousseau (2007) sefiala que una situacion didactica se caracteriza por las interacciones
que tienen los estudiantes con los problemas planteados por el profesor; esta accion de
darle al estudiante dichos problemas se llama devolucidn, y tiene por objetivo provocar
el desenvolvimiento autonomo del estudiante, a partir de las interacciones en las que se
vea envuelto. El profesor le da la responsabilidad a los estudiantes del desarrollo de una
situacion de aprendizaje y al mismo tiempo, el profesor acepta las consecuencias de esa

transferencia.
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El desenvolvimiento de los estudiantes de forma auténoma dentro de la situacion
didactica es una parte esencial e importante en el proceso de aprendizaje. El
investigador Illama a esta parte situacién a-didactica, concepto que desarrollaremos

luego de definir el medio y las variables didacticas.

En nuestra investigacion, disefiamos una situacion didactica centrada en lograr la
articulacion entre los conceptos de area y medida, especificamente para un area limitada
solamente por segmentos de rectas. Presentamos un procedimiento flexible que permita
aproximar ese numero tanto como se quiera. Esto lo realizamos como un paso previo
para la comprensién de la definicion de area como la suma de las medidas de las areas

de infinitos rectangulos.
= Medio

Entendemos por medio a un sistema independiente disefiado por el profesor con el fin
de hacer reflexionar al estudiante sobre los conocimientos que va adquiriendo, a partir
de la informacion que este recibe en respuesta a su accién sobre dicho sistema. Esta
respuesta puede reforzar el conocimiento nuevo que adquiere el estudiante en el proceso
de adquisicidn del saber, o hacerle modificar o cambiar su procedimiento si el resultado
dado no es coherente a lo esperado por el estudiante. En la secuencia de actividades
desarrollada en nuestra investigacion, el estudiante interactia con los applets disefiados
en GeoGebra que muestran, de forma dinamica, las graficas de los rectangulos y la
suma de las medidas de sus areas permitiendo asi que el estudiante realice una
interpretacion de los resultados, reforzando o modificando sus conocimientos nuevos;
de igual modo el estudiante interactla con otros sujetos (compafieros o profesor) para
presentar sus procedimientos, intercambiar opiniones y justificar sus resultados, de
modo que este estudiante da y recibe de ellos una retroalimentacion que se convierte
luego en aprendizaje. Todo este sistema que le permite al estudiante construir su

aprendizaje forma parte del medio creado por el profesor — investigador.

Es por ello que el medio en nuestra investigacion es sumamente importante para la

ensefianza y aprendizaje del objeto matematico area y medida.
En palabras de Aliaga et. al (2005)

El concepto de medio incluye entonces tanto una problematica matematica inicial que el

sujeto enfrenta, como un conjunto de relaciones -esencialmente matematicas también-
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gue se van modificando a medida que el sujeto produce conocimientos en el transcurso

de la situacion, transformando en consecuencia la realidad con la que interactda. (p. 20).

Brousseau (2007) considera al medio como “un sistema auténomo, antagonista del
sujeto, y es de este del que conviene hacer un modelo, en cuanto especie de automata”

(p. 15).

= Variables didacticas

Entendemos por variable didactica a las condiciones de la situacion didactica que el
profesor puede variar a voluntad con el objetivo de que el estudiante sea capaz de
resolver la situacion y adquiera el aprendizaje esperado. Una primera seleccion de
valores para las variables debe ocasionar el encaminamiento de una estrategia basica de
resolucidn; pero es necesaria una nueva seleccion de valores que permitan el desarrollo

de la situacion a-didactica pretendida.

El investigador designa como variable cognitiva a “una variable de la situacion tal que
por la eleccion de valores diferentes puede provocar cambios en el conocimiento
Optimo. Entre las variables cognitivas, las variables didacticas son las que puede fijar el
docente” (Brousseau 2007, p. 32).

Bartolomé y Fregona presentan asi la nocién de variable didactica,

Las situaciones didacticas son objetos tedricos cuya finalidad es estudiar el conjunto de
condiciones y relaciones propias de un conocimiento bien determinado. Algunas de estas
condiciones pueden variarse a voluntad del docente, y constituyen una variable didactica
cuando segun los valores que toman modifican las estrategias de resolucion y en
consecuencia el conocimiento necesario para resolver la situacion. El docente (Brousseau,
1995) “puede utilizar valores que permitan al alumno comprender y resolver la situacion
con sus conocimientos previos, y luego hacerle afrontar la construccién de un conocimiento
nuevo fijando un nuevo valor de una variable. La modificacién de los valores de esas
variables permite entonces engendrar, a partir de una situacién, ya sea un campo de
problemas correspondientes a un mismo conocimiento, ya sea un abanico de problemas que

corresponden a conocimientos diferentes.” (Citado por Panizza, 2003, p. 10).

A modo de ejemplificar una situacién para ensefiar la division euclidea, Brousseau
(2007) propone la “carrera al 20” que consiste en buscar niUmeros que tengan el mismo

resto al dividir 20 entre 3. En palabras del investigador
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Los valores 20 y 3 que aparecen en la definicion de la “carrera al 20” son valores
concretos de sendas variables de la situacion matemaética. Pueden cambiarse para dar
origen a un cambio en el juego que provoca una modificacion de la estrategia éptima (si
bien el conocimiento matematico asociado sigue siendo el mismo). (Brousseau, citado
por Chevallard et al. 1997, p. 215)

En la secuencia didactica construida en esta investigacion, el estudiante debera calcular
la medida del area de una region (como las actividades son contextualizadas, la region
es una terraza). Inicialmente, se le presenta al estudiante los modelos de terrazas
mostrados en la figura 7 (a), para estos modelos el estudiante emplea férmulas de
geometria para obtener la medida del area de un trapecio, de un rectangulo y de un
semicirculo. Pero luego se le presenta un modelo de terraza como el que se muestra en
la figura 7 (b) donde el borde superior es diferente a un arco de circunferencia
(desconocido por ellos) y se le pide hacer lo mismo (hasta se le indica que aproxime la
medida del area ya que sabemos que no lo va a poder calcular). Ese cambio de area
genera inestabilidad en el estudiante ya que suponemos que no conoce formulas que le
permita calcular ese tipo de medidas de area ni conoce un procedimiento que le permita
aproximar dicha medida. Al pasar de los modelos de la figura 7 (a) al modelo de la
figura 7 (b) se ha cambiado el valor de la variable, que para nosotros es el “borde
superior de la regidn”, pasa de ser un segmento de recta o una semicircunferencia, a una

curva diferente a la ya mencionadas.

[

JARDIM JBEDEM JARDIN

(=]
[

— — —
(@) (b)

Figura 7. (a) Terrazas con borde superior conocido. (b) Terraza con borde superior desconocido.
Fuente: Propia

]
E
—

En nuestra investigacion se han considerado como variables didacticas al borde superior
de la region y al nimero de rectangulos de aproximacion (ambos se explicaran en la

seccion 2.2 del capitulo 2). Sin embargo, existen otras variables didacticas al trabajar el
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objeto matematico area y medida, como la forma de la curva (si su abertura es hacia
arriba o hacia abajo), los valores que toma la variable x en los extremos de los intervalos
generados por la particion regular que brindan aproximaciones por defecto o por exceso,
la posicion de la grafica de la funcién en un intervalo dado (por encima o por debajo del
eje x), etc., pero no las hemos considerado debido a la magnitud de nuestra

investigacion.
= Sjtuaciones a-didacticas

Entendemos por situacion a-didactica, a una situacion que permite al estudiante
construir y adquirir un conocimiento por sus propios medios, a partir de diferentes tipos
de interacciones que tiene con el medio propuesto por el profesor; sin que el propdsito
de ensefiar el conocimiento haya sido expuesto al estudiante. Estas interacciones se dan
cuando el estudiante actta sobre el medio y toma decisiones sobre la resolucion de los
problemas planteados en la situacion; cuando comunica a otro estudiante, mediante un
lenguaje comun a ambos de forma oral o escrita, sus estrategias y resultados; cuando
valida sus propuestas de forma frente al resto de estudiantes; etc. Estos diferentes tipos
de interacciones presentes en una situacion a-didactica lo explicaremos en mayor

amplitud en la seccion 1.3 del capitulo 2.

Brousseau (2007) afirma que una situacion a-didactica es una situacion en la cual la
intencién de ensefiar no es revelada al estudiante, pero es construida por el profesor con
la intencion de lograr que el estudiante se adapte al medio e interactte con él, con la

finalidad de que adquiera el saber. En palabras del investigador

el profesor se rehudsa a intervenir en calidad de oferente de conocimientos que quiere ver
aparecer. El alumno (...) debe saber también que este conocimiento esta enteramente
justificado por la logica interna de la situacion y que puede construirlo sin atender a
razones didacticas. (...) No habra adquirido verdaderamente este conocimiento hasta no
ser capaz de utilizarlo en situaciones que encuentre fuera de todo contexto de ensefianza

y en ausencia de cualquier indicacién intencional. (Brousseau 2007, p. 31).
= Contrato didactico

El autor sefiala que Filloux, en el afio 1974, introduce el término “contrato pedagdgico”
haciendo referencia a las relaciones u obligaciones establecidas entre los docentes, los
estudiantes y la sociedad. El investigador con la intencion de extender este contrato a la

ensefianza en educacion introdujo el término “contrato didactico”.
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Entendemos por contrato didactico a las reglas establecidas para el buen
desenvolvimiento, tanto de los estudiantes que son los sujetos de investigacion como del
profesor — investigador que intenta que aprendan un nuevo conocimiento, en el
desarrollo de la secuencia didactica. Por ejemplo, antes de empezar el desarrollo de las
actividades de nuestra investigacion se les comunicara a los estudiantes que trabajaran
de forma individual, en parejas y entre parejas a modo de discusion, en diferentes items
que conforman la actividad; ya en el desarrollo de la actividad el profesor — investigador
no debe dar pistas que le faciliten al estudiante la adquisicién del conocimiento que
desea que aprendan y el estudiante debe entender que si el profesor no lo ayuda es por

algo relacionado a su aprendizaje.
En términos de Brousseau (1986)

En todas las situaciones didacticas, el profesor intenta hacer saber al alumno lo que él
quiere que haga. Tedricamente, el paso de la informacion y de la consigna del profesor a
la respuesta esperada, deberia exigir por parte del alumno el poner en accidén en
conocimiento considerado, ya esté en proceso de aprendizaje o sea ya conocido.
Sabemos que el Unico medio de «hacer> matematicas, es buscar y resolver ciertos
problemas especificos y, a ese respecto, plantear nuevas interrogantes. El maestro debe
pues efectuar no la comunicacion de un conocimiento, sino la transmision del problema
correcto. Si esta transmision se opera, el alumno entra en juego y si termina por ganar,
el aprendizaje se logra. (...) Se entabla entonces una relacién que determina —
explicitamente, en una pequefia parte, pero sobre todo implicitamente- lo que cada
participante, en ensefiante y el ensefiado, tiene la responsabilidad de producir y de lo
que sera de una u otra manera, responsable ante otro. Ese sistema de obligaciones
reciprocas se asemeja a un contrato. Lo que nos interesa aqui es el contrato didactico, es
decir la parte de ese contrato que es especifica del < contenido >: el conocimiento

matematico considerado. (p. 12).

El investigador indica que si el contrato didactico es estricto y solo se refiere a las reglas
de comportamiento del profesor y estudiante dentro de la situacién, entonces la relacién
didactica estara condenada al fracaso. Es posible que haya una ruptura del contrato en
ciertas circunstancias, por ejemplo, que el estudiante no sepa como resolver un
problema que el profesor estimaba que si lo iba a entender; en ese momento debe

aparecer un nuevo contrato que dependa del estado del conocimiento del estudiante.

El autor sefiala también la presencia de algunos efectos del contrato didactico que
pueden afectar el proceso de ensefianza — aprendizaje; por ejemplo, el efecto Topaze y
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el control de la incertidumbre, en el cual el estudiante llega a la solucion de un problema
pero no por sus propios medios, sino porque el profesor sugiere la respuesta de forma

disimulada.

Por ejemplo, para calcular la suma de las medidas de las &reas de los rectangulos, los
estudiantes requieren conocer la altura de cada rectangulo que viene dada por una regla
de correspondencia. Muchas veces los estudiantes no entienden cudl es la altura o no se
imaginan como calcularla, y preguntan: ;como hago para hallar la altura?, posiblemente
el profesor les responda “evalla la funcidn en el punto”, generando dicho efecto. A raiz
de ello, como en nuestra investigacion trabajamos con la medida de areas de
rectangulos, nosotros nos preguntamos: ¢coémo reducir o evitar que se dé este

intercambio de informacion tan directa?

Por ese motivo, nosotros evitamos darle la regla de correspondencia de la funcién y mas
bien disefiamos el applet con un punto movil sobre la curva de modo que el estudiante
vea un par ordenado, interprete qué representa cada coordenada del punto y relacione la
ordenada del punto con la altura de cada rectangulo. La figura 8 muestra lo que

observaria el estudiante al movilizar dicho punto.

Jardin

y= f(z)

Jardin 5

y= f(z) 4

P = (1.6, f(1.6))
P (2:f(2)

Terraza

Figura 8. Punto moévil P

Lo que intentamos es que los estudiantes interactien primero con el software, y que el
applet sea el mediador que le permita interactuar con la situacion, de ese modo el
profesor evita dar la respuesta simple: “evalGa en la regla de correspondencia”, en todo

caso, lo mas que podra decirle es que movilice el punto P a ver qué ocurre.

Una de las finalidades del disefio de los applets es darle al estudiante una herramienta

para que pueda interactuar con la actividad y tener respuesta a preguntas o tener acceso
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a datos necesarios para resolver dicha actividad, evitando preguntarle al profesor o
evitando simplemente que el profesor le dé la respuesta sino que la respuesta sea

obtenida por el estudiante en interaccién con el software.

Hemos descrito hasta el momento ciertos conceptos basicos de la Teoria de las
Situaciones Didacticas que se relacionan con nuestra investigacion: situacion didactica,
situacion a-didactica, medio, variable didactica y contrato didactico. A continuacion
presentamos cuatro conceptos mas relacionados a las interacciones entre el estudiante,
el profesor y el medio que hacen que el conocimiento llegue al estudiante de distintas

maneras.

2.1.2 Tipos de dialécticas

La teoria de las situaciones didacticas clasifica las interacciones en cuatro fases: de
accion, de formulacion, de validacion y de institucionalizacion, las cuales se pueden
modelar en diferentes situaciones. En cada una de ellas, la relacion entre el estudiante y
el saber es distinta. En las tres primeras fases, el estudiante interactta con el medio y si
el profesor interviene por algiin motivo es para devolverle una pregunta o una situacion
que lo haga nuevamente responsable de su aprendizaje. En la Gltima fase, el profesor

formaliza el conocimiento y le da el estatus de saber.

Brousseau (2007) distingue tres tipos de interacciones que se dan en una situacion a-

didactica entre el estudiante con su medio:

= El tipo “accion” que consiste en utilizar y modificar los propios conocimientos del
estudiante a partir de la informacion obtenida del medio.

= El tipo “comunicacion” que consiste en brindar informacion a otro sujeto con el fin
de modificar sus conocimientos.

= El tipo “prueba” que consiste en validar o justificar un proceso, un procedimiento o

un conocimiento adquirido.

Estas interacciones no solo se deben enfocar desde un punto de vista procedimental
(secuencia de procesos de accion, formulacién y validacién), sino como un importante
plan educativo: “el de hacer del alumno un ser racional, social, autbnomo y responsable,
capaz de comprender cdmo se establece y se comparte una verdad en una sociedad,

mediante debates a la vez democraticos y constructivos” (Brousseau 1999, p. 20).
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El autor categoriza las situaciones de acuerdo a estas interacciones:
Situacion a-didactica de accion

Entendemos por situacion a-didactica de accion a la situacion donde el estudiante actla,
0 decide como actuar sobre ella. Para ello, el estudiante utiliza sus conocimientos
previos y sus estrategias para desarrollar los problemas planteados, sin la intervencion
del profesor. Esta interaccion le brinda al estudiante informacion sobre su accion; en el
mejor de los casos puede reforzar sus conocimientos y estrategias, y aprender otras que
utilice a lo largo del desarrollo de la situacion; caso contrario, si los resultados no son
los esperados por el estudiante, le da la opcidn de cambiar su estrategia de resolucion y
de enfocar el problema con otra perspectiva. Esta situacion genera en el estudiante
nuevos conocimientos y refuerza otros que son necesarios en el proceso de construccién

de un nuevo saber.
En palabras de Brousseau (2007), una situacion de accion

consiste en elegir directamente los estados del medio antagonista en funcion de sus
propias motivaciones. Si el medio reacciona con cierta regularidad, el sujeto puede
llegar a relacionar algunas informaciones con sus decisiones (retroalimentacion), a

anticipar sus reacciones y a tenerlo en cuenta en sus propias acciones futuras. (p. 24)

El esquema de la figura 9 muestra la interaccion que se genera entre el sujeto y su

medio en una situacion a-didactica de accion.

Accidn

Y

Estudiante |gRferaccion | Medio

Informacidn

Figura 9. Situacion a-didactica de accién.
Fuente: Adaptado de Brousseau (2007, p. 25)

A modo de ejemplificar una situacion a-didactica de accién que se desprende de la
“carrera al 20, en un juego entre dos jugadores, Brousseau (citado por Chevallard et al.
2005) sefiala que “cada jugador produce unicamente una serie de decisiones, no tiene
ningun interés en indicar sus estrategias. Toma el juego en un cierto estado y lo deja en
otro” (p. 237).
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Como el objetivo de nuestra investigacion es que el estudiante aprenda un
procedimiento flexible de aproximacion que le permita aproximarse tanto como lo desee
a la medida de un area, una situacion a-didactica de accién la podemos apreciar en
nuestra investigacion cuando los estudiantes toman el control del deslizador propuesto
en el applet de la actividad 2, disefiado por el investigador en el GeoGebra, y lo
manipula de forma exploratoria, de modo que relaciona el valor del deslizador con el
numero de rectangulos que se dibujan (ver figura 10).

71 n=4
.

Jardin Jardin

Figura 10. Dibujo de rectangulos con el deslizador.
Fuente: Propia.

Pensamos que esta es una fase principalmente de accion, porque se busca garantizar de
que todos los estudiantes reconozcan la relacion entre el nimero de rectangulos y el n
del deslizador. La mayor parte de nuestros estudiantes estardn en la fase de accion
porque se van a encontrar adaptandose al medio; que significa que estd reconociendo
que al mover el deslizador a la izquierda o a la derecha, en un caso disminuye el nimero
de rectangulos y en el otro aumenta; lo que no niega de que algunos estudiantes ya
empiecen a formular y a relacionar en nimero de rectangulos con la aproximacion a la
medida del area, sin embargo esa fase de formulacion la hemos dejado para un item

posterior de la misma actividad y para la actividad 3.
Situacion a-didéactica de formulacion

Entendemos por situacion a-didactica de formulacion a la situacion donde el estudiante
(emisor) intercambia informacion con uno o més sujetos (receptores). El estudiante esta

interesado en compartir lo que va aprendiendo a lo largo de la situacion y de esa manera
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generar un lenguaje que sea comprensible por todos. Esta informacién puede ser la
comunicacion de un resultado o de una estrategia de resolucion, que tiene por objetivo

modificar los conocimientos de la otra persona.

Brousseau (2007) afirma que,

La formulaciéon de un conocimiento corresponderia a una capacidad del sujeto para
retomarlo (reconocerlo, identificarlo, descomponerlo y reconstruirlo en un sistema
linguistico). ElI medio que exigird al sujeto usar una formulacion debe entonces
involucrar (ficticia o efectivamente) a otro sujeto, a quien el primero debera comunicar

una informacién. (p. 25).

El esquema de la figura 11 muestra la interaccion que se genera entre el sujeto y su
medio en una situacion a-didactica de formulacién. Para este esquema asumimos que el
estudiante A comunica su estrategia al estudiante B. Este actlia sobre el medio que
devuelve la informacidn al estudiante A corroborando asi si el mensaje dado es correcto

0 no.

Comunicacién
Estudiante A Estudiante B
o —— >
o
Interaccion .-
f"’
‘P
»
.. Accion
Informacién .
Medio

Figura 11. Situacién a-didactica de formulacién.
Fuente: Adaptado de Brousseau (2007, p.26).

A continuacién presentamos una situacion a-didactica de formulacion que se desprende

de la “carrera al 20”. En términos de Brousseau (citado por Chevallard et al. 2005),

Los alumnos son agrupados en dos equipos que compiten el uno contra el otro. En cada
grupo se asignan letras a los alumnos. A la llamada del profesor los dos alumnos
designados por la letra nombrada van a disputar una partida en la pizarra. Los restantes
alumnos no tienen derecho a intervenir ni a hablar. El equipo del jugador ganador se
adjudica un punto. Entre partida y partida los alumnos de un mismo equipo discuten
entre ellos las mejores estrategias. El éxito de cada equipo depende de la accion y de la

comprensién gue cada jugador manifiesta de las estrategias que se discuten. (p. 237).
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Una situacion a-didactica de formulacion la podemos apreciar en nuestra investigacion
cuando, por ejemplo, el estudiante observa los valores numéricos mostrados por el
GeoGebra y formula a su compariero de dupla o al profesor — investigador de que S
calcula la suma de las medidas de las areas de los rectdngulos (ver figura 12). En esta
fase también hay accién porque el estudiante va a actuar sobre el medio, y no es la
primera vez que lo hace, ya esta familiarizado con él; esto le va a permitir en nuestra
idea de construccion y en nuestra manera de ir a la par con la teoria, prestar mayor
atencion a otras cosas, por eso es que pensamos que el comin de los estudiantes va a
pasar a la etapa de formulacién. Esto no quita que haya estudiantes que sigan en la fase
de accion, en el juego de manipular los deslizadores, y no lleguen a la siguiente fase.
Por eso hemos hecho lo anterior y lo hemos reservado para accidn, para que ahora ya no
haya esa novedad de que muevo el deslizador y veo el nimero de rectdngulos, sino que
ahora aparece el S y deben interpretarlo a partir de la observacion de los valores
numéricos y graficos. Nosotros hemos construido la situaciéon o la pregunta para que
formulen, ya que construimos la situacion guiados por la teoria. Hasta el momento, bajo
nuestra concepcion, el estudiante para por la fase de accidn al manipular deslizadores y
adaptarse al medio (ya que nunca han visto un applet en este programa); acto siguiente,
afladimos al numero de rectangulos una cantidad, una informacion adicional que esta
relacionada con la medida del area de los rectangulos, y que ocurre cuando manipulan el
deslizador, las cantidades van cambiando.

Arear, .. =10.93 m AreaTerraza =10.93 m?
81 81
S=9.1m? S=1044 m?
7 n=4 T4 n=16
@ @

6] 5

Jardin Jardin

y = flx) y = f(x)

Figura 12. Suma de las medidas de las areas de 4 y 16 rectangulos
Fuente: Propia
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Es posible que haya estudiantes que vienen ya de una etapa de formulacion y ahora lo
reforzaran, pero nosotros trabajamos con el promedio de estudiantes. Sospechamos,
intuimos, proponemos, que esta es una pregunta en la que en su mayoria llegaran a la

fase de formulacion, pero no quita que lleguen a la fase de validacion.
Situacion a-didactica de validacion

Entendemos por situacién a-didactica de validacion a la situacion donde el estudiante
(proponente) debe demostrar a otras personas (oponentes) la validez de sus estrategias,
procedimientos y resultados referidos al desarrollo de los problemas de la situacion. Los
oponentes, que han trabajado las mismas tareas, pueden corroborar lo expuesto por el
proponente, pedirle la aclaracion si existen dudas, o rechazar lo expuesto y presentar su

propia propuesta.
En palabras de Brousseau (2007), una situacion de validacion

permite distinguir un nuevo tipo de formulacion: el emisor ya no es un informante, sino
un proponente, y el receptor, un oponente. Se supone que poseen las mismas
informaciones necesarias para tratar una cuestion. Cooperan en la blsqueda de la
verdad, es decir, en vincular de forma segura un conocimiento a un campo de saberes ya

establecidos, pero se enfrentan cuando hay dudas. (p. 26-27)

El esquema de la figura 13 muestra la interaccion que se genera entre el sujeto y su
medio en una situacion a-didactica de validacion. Para este esquema asumimos que el
estudiante A desea demostrar la validez de su modelo A (estrategias, resultados, teorias,
etc.) de desarrollo de un problema al estudiante B. Este actta sobre el medio utilizando

el modelo de A y analiza la informacién recibida.

Validacién
Estudiante A Estudiante B
(Proponente) {Oponente)

'1\\ z-’f
Acclim‘ I_______!"!__ _____ - Accién/Informacion
i

Y

Figura 13. Situacion a-didactica de validacion.
Fuente: Adaptado de Brousseau (2007, p. 27).
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A continuacién presentamos una situacion a-didactica de validacion que se desprende

de la “carrera al 20”. En términos de Brousseau (citado por Chevallard et al. 2005),

El profesor cambia el juego. Cada equipo, después de la discusion, puede proponer una
declaracién o un método para ganar; puede criticar una declaracion del otro equipo e
intentar probar que es falsa y, por Gltimo, puede obligar a jugar una partida utilizando el
método que ha propuesto. En esta Gltima fase los alumnos aprenden sin intervencion del
profesor: a enunciar “teoremas” (como, por ejemplo, “es necesario jugar 17”), a discutir
su validez (“yo he jugado 17 y he perdido”), y a producir demostraciones (“si €l juega
17, yo solo puedo jugar 18 0 19, en los dos casos él podra decir 20”). (p. 238).

Una situacién a-didactica de validacion la podemos apreciar en nuestra investigacion
por ejemplo, cuando un estudiante, en base a los resultados numéricos y graficos
mostrados en la figura 14, afirma que al aumentar el nimero de rectangulos la suma de
las medidas de las areas de todos ellos se aproximan a la medida del area de la region,
justificando que al aumentar el nimero de rectangulos, estos se hacen méas angostos y
ocupan un mayor espacio en la terraza; del mismo modo, que las regiones no cubiertas
por los rectangulos se van reduciendo y por eso la medida del area de dichas regiones es

cada vez menor.

71 m(Arear, _)=10.93 m 91 m(Arear,, ) =10.93 m
gl s=9.1m s] s=1044m
L=1.83m L =049 m
1 n=4 I n=16
@ ‘o
6 6
Jardin

Figura 14. Medida del &rea de dos regiones distintas sobre la terraza (Sy L) para4y 16
rectangulos
Fuente: Propia

Ahora le damos al estudiante otro dato: la diferencia entre la medida del area y la suma
de las medidas de las areas de los rectangulos, representada por la letra L. Para ello
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hemos generado otra pregunta para ayudar a los estudiantes a que alcancen la fase de
validacion si es que no han llegado adn. Para nosotros llegar a la fase de validacion
significa que los estudiantes puedan enunciar y justificar, que la diferencia que la suma
de las areas de los rectangulos se aproximan a la medida del area de la region, y que la
diferencia entre ambas se aproxima a cero. Nuestras actividades estan disefiadas
pensando en un alumnado heterogéneo, de modo que se garantice que el promedio de
estudiantes alcance la fase de validacién, pero somos conscientes que puede haber
estudiantes que realizaron la validacion sin la necesidad de darles como dato la
diferencia entre la medida del area de la region y la suma de las medidas de las areas de

los rectangulos.

Acabamos de mencionar los diferentes tipos de dialécticas que se dan en una situacion
a-didactica. Brousseau (2007) también distingue un tipo de dialéctica que se da en una
situacion didactica entre el profesor y el par estudiante — medio; a esta fase se le conoce

como situacion didactica de institucionalizacion y la describimos a continuacion.
Situacion didactica de institucionalizacion

Entendemos por situacion a-didactica de institucionalizacion a la situacion donde el
profesor formaliza el conocimiento puesto en juego, a partir de la produccién de los
estudiantes, y le da el estatus de saber. Esta intervencion es necesaria porque se debe

explicar de manera formal todo lo relacionado al conocimiento que se ha trabajado.

En palabras del autor, una situacion didactica de institucionalizacion se da porque los

profesores

debian dar cuenta de lo que habian hecho los alumnos, describir lo que habia sucedido y
lo que estaba vinculado con el conocimiento en cuestion, brindarles un estado a los
eventos de la clase en cuanto resultados de los alumnos y resultados de la ensefianza,
asumir un objeto de ensefianza, identificarlo, acercar las producciones de los
conocimientos a otras creaciones, (...) dar a determinados conocimientos el estado

cultural indispensable de saberes. (Brousseau 2017, p. 28).

Una situacion didactica de institucionalizacion la podemos apreciar en nuestra
investigacion cuando el profesor, al finalizar la secuencia de actividades, formaliza lo
que se ha pretendido que el estudiante aprenda: a articular la nocién que tienen de area,
como un ndmero asociado a una region obtenido a partir de formulas de geometria, y un

procedimiento flexible, que le permita aproximar ese nimero tanto como se quiera, y
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expresar dicha aproximacion como una adicion de las areas de cada uno de los
rectangulos. Para ello se utilizaran las respuestas de los estudiantes y apoyados del
GeoGebra se modificara el nimero de rectdngulos hasta 10 000, de modo que el
estudiante observe que la suma de las medidas de las areas de los rectangulos cada vez
mas se aproxima a la medida del area de la terraza (esta institucionalizacion se
considera que es local porque se utilizan las estrategias y las respuestas brindadas por
los estudiantes en la explicacion dada por el profesor); del mismo modo, se sefiala cuél
es el objetivo de expresar la aproximacion como una suma de las medidas de las areas
de cada rectangulos, con miras a definir posteriormente la medida del area como el
limite de la suma de las medidas de las areas de infinitos rectangulos (siendo este la

institucionalizacion del nuevo saber).

Los conceptos basicos de esta teoria descritos en la seccion 1 del capitulo 2 fueron
tomados en cuenta para la elaboracion de la secuencia didactica que le permitira al

estudiante interactuar con el medio para lograr el aprendizaje del saber en juego.

2.2 Aspectos de la Ingenieria Didactica

En esta seccion describiremos brevemente las caracteristicas de la metodologia
empleada en nuestra investigacion, la ingenieria didactica, la cual se caracteriza, en
palabras de Artigue (1995), por ser “un esquema experimental basado en las
“realizaciones didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion,

observacion y analisis de secuencias de ensefianza” (p. 36).

Bajo esta caracterizacion, en nuestra investigacion hemos tomando en cuenta ciertos
analisis preliminares (epistemologicos, cognitivos y didacticos) referentes al area y su
medida. La secuencia didactica la trabajaremos en el aula y contrastaremos el producto
dado por los estudiantes (respuestas, procedimientos, ideas, estrategias) con nuestro
analisis previo de lo que esperamos que respondan o actlen al interactuar con el medio

creado por el investigador.

2.2.1 Nocion y caracteristicas

Nocidn de la Ingenieria Didactica
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Entendemos por ingenieria didactica a una metodologia basada en el desarrollo de
experiencias en clase, tedricamente justificadas, cuyo esquema y analisis es secuencial:
primero se realizan ciertos analisis preliminares, se propone la secuencia didactica, se
ejecuta, se observa y se analiza el producto de los estudiantes comparandolo con lo que

el investigador esperaba obtener.

La nocidn de Ingenieria Didactica surgié a comienzos de los afios ochenta. En palabras

de la autora,

Se denomind con este término a una forma de trabajo didactico equiparable con el
trabajo de un ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los
conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo
cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos
mucho méas complejos que los objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto, tienen que
abordar practicamente, con todos los medios disponibles, problemas de los que la

ciencia no quiere o no puede hacerse cargo. (Artigue 1995, p. 33-34)
Caracteristicas de la Ingenieria Didactica

Como ya se menciond con anterioridad, una de las caracteristicas propias de la
ingenieria didactica, segun Artigue (1995), es por ser una metodologia experimental que
se basa en intervenciones didacticas en clase basadas en la concepcion, realizacion

observacion y analisis de secuencias de ensefianza.

En nuestro trabajo, hemos revisado investigaciones acerca de la manera como ha
concebido histéricamente el area y su medida, qué nocién tiene los estudiantes al
respecto y como se ensefia el objeto matematico en los diferentes niveles educativos; en
base a ello se ha disefiado una secuencia didactica que la hemos implementado en aula
con el fin de que el estudiante logre articular su concepto de &rea como un numero
obtenido por férmulas de geometria, y un procedimiento flexible que le permita

aproximarse a ese numero tanto como quiera.

Respecto a la manera en la que se realiza el anélisis de resultados, siendo esta otra de las
caracteristicas importantes de la ingenieria didactica, la investigadora sefiala que

las investigaciones que recurren a la experimentacion en clase se sitdan por lo general
dentro de un enfoque comparativo con validacion externa, basada en la comparacion
estadistica del rendimiento de grupos experimentales y grupos de control. Este no es el

caso de la ingenieria didactica que se ubica, por el contrario, en el registro de los
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estudios de caso y cuya validacion es en esencia interna, basada en la confrontacion

entre el andlisis a priori y a posteriori. (Artigue 1995, p. 37)

Por ese motivo, en nuestra investigacion hemos realizado una validacién interna
contrastando lo que esperamos que respondan los estudiantes (desde el punto de vista de
resultados numeéricos, procedimentales, racionales e intuitivos) y lo que realmente

sucedio en las actividades disefiadas por el investigador.

2.2.2 Fases

La investigadora sefiala que en la ingenieria didactica se distinguen cuatro fases:
Fase 1: Analisis preliminar

Entendemos por analisis preliminar al analisis previo realizado para identificar las
concepciones de los estudiantes sobre el objeto matematico area y medida, la manera en
la que se aborda dicho objeto en los centros de estudio, su desarrollo histérico, los
problemas o dificultades surgidos en la ensefianza y aprendizaje de dicho objeto
matematico, entre otros, de modo que nos permita plantear ciertas hipotesis, la pregunta

de investigacion y los objetivos que pretendemos conseguir.

En los analisis preliminares que se realizan teniendo en cuenta los objetivos especificos

de la investigacion, se debe tener presente, en palabras de Artigue (1995),

= El anélisis epistemolodgico de los contenidos contemplados en la ensefianza.

= El anélisis didactico, referente a la ensefianza tradicional y sus efectos.

= El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos que
determinan su evolucion.

= El andlisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didactica
efectiva. (p. 38)

En relacion a nuestra investigacion; en cuanto al analisis epistemologico, procedemos a
mostrar los aspectos histdricos de la construccion de la nocion de area y medida, desde
el calculo de areas de regiones limitadas por segmentos, a partir de férmulas, hasta la
etapa en la que el Analisis para definir formalmente dicha nocidn. Esto se puede
apreciar en el capitulo 3 de nuestra investigacion, en donde se recurrio a investigaciones
y libros de texto tales como Olave (2005), D’ Amore (2005), Boyer (1986), entre otros.

En cuanto al analisis didactico; estudiamos el libro de texto D’ Amore (2005) donde se

muestran ciertos conceptos y la manera en la que se ensefia la nocion de area en los
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diferentes niveles educativos: primaria, secundaria y universitaria, asi como también la
manera en la cual el texto de consulta: Stewart (2001), enfoca la ensefianza el objeto
matematico area y medida. Esto se puede apreciar en el Capitulo Il de nuestra

investigacion.

En cuanto al analisis cognitivo; exploramos las concepciones que presentan los
estudiantes del objeto matematico; asi como tambien las dificultades y los obstaculos
que aparecen. Por ejemplo, para nosotros un obstaculo que se presenta en la
construccion del objeto matematico area y su medida es la de pasar de un registro
grafico a un registro algebraico, en el sentido de reconocer la altura de un rectangulo

como la imagen de una funcién en un punto.

Esto lo indica Artigue (1998), cuando menciona que la presencia de dificultades
“resultan de los procesos de traduccion de un registro semiético a otro, especialmente

las dificultades de traduccion del registro gréfico al registro algebraico” (p. 4).

Pensamos que trabajar el tema de imagen de una funcién es un obstaculo cognitivo
porque por mas que el estudiante ya cuente con conocimientos previos relacionados con
funciones: ha determinado la imagen de la funcion en un punto, ha graficado una
funcion por tabulacion, ha determinado la imagen y pre-imagen de puntos gréficamente,
etc.; presenta dificultades para reconocer la altura de un rectangulo como la imagen de
la funcién. Nosotros intentamos subsanar, minimizar, y suavizar dichas dificultades
utilizando un punto movil disefiado en el applet, que se desplaza sobre la curva y
muestra las coordenadas del punto, de modo que el estudiante pueda relacionar la altura

de un rectangulo como la imagen de la funcion.

En cuanto al analisis del campo de restricciones; trabajaremos con cuatro estudiantes de
una universidad de Lima, ordenados en dos duplas. Los laboratorios estan equipados
con computadoras para un maximo de 30 estudiantes, pero estan disponibles previa
reserva ajustada a la disponibilidad de los estudiantes; ademas no tienen el GeoGebra
instalado en las computadoras para lo cual se necesita de un permiso del encargado del
laboratorio.

Fase 2: La concepcidn y el analisis a priori

Entendemos por concepcion a la generacion de la idea para iniciar la ingenieria, la cual

se fundamenta a partir de los analisis preliminares en donde se detalla qué conceptos
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tienen los estudiantes sobre el objeto matematico de estudio, asi como también de las

dificultades y de los errores mas frecuentes que se presentan.

Segln Artigue (1995), “la fase de concepcion se basa no sélo en un cuadro teorico
didactico general y en los conocimientos didacticos previamente adquiridos en el campo

de estudio, sino también en un determinado nimero de analisis preliminares” (p. 38).

En esta segunda fase, la autora sefiala que el investigador actla sobre un conjunto de
variables llamadas variables de comando, las cuales son adecuadas para el problema
estudiado. De estas variables de comando se distinguen dos tipos: variables macro-
didécticas, relacionadas a la organizacién global de la Ingenieria; y las variables micro-

didécticas, relacionadas a la organizacion de una secuencia o una fase.

En nuestra investigacion pretendemos que el estudiante aprenda un conocimiento
matematico a partir de una secuencia didactica disefiada por el investigador, y para ello
controlamos y variamos ciertas condiciones (variables didécticas) que le permita al adquirir
dicho conocimiento. Por ese motivo, nos enfocamos en el trabajo con variables micro-

didacticas las cuales describiremaos a continuacion.
Variables micro-didacticas

Asociadas a la organizacion local de la ingenieria. Para estudiar las condiciones que
permitan construir el conocimiento matematico y que el control, manipulacion o
variacion de esas condiciones provoque en el estudiante un cambio de estrategia de
resolucion y por lo tanto el conocimiento para resolver la situacion, hemos considerado

las siguientes variables didacticas, aunque no son las Unicas que existen:
a. Borde superior de la region

Consideramos como variable didactica al borde superior de la region porque influye
directamente en el calculo de la medida de areas, y al cambiar su forma genera un
cambio en la estrategia de los estudiantes; pasan de calcular la medida del area mediante

férmulas de geometria a utilizar aproximaciones para lograrlo.

A continuacion presentamos un ejemplo de las posibles formas que puede presentar

nuestra variable didactica:
= Borde superior de la regién como segmento de recta y/o arco de circunferencia

Cuando el borde superior de la region toma las formas mostradas en la figura 15(a) y

15(b), un segmento de recta AB, es probable que estudiante utilice las férmulas que les

58

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' gz{_\éel_l}gﬁmn

DEL PERU

permite hallar las medidas del area de un rectangulo y de un tridngulo respectivamente.
Si el borde superior de la region toma la forma mostrada en la figura 15(c), un arco de
circunferencia AB, es probable que estudiante utilice la formula que le permite hallar la
medida del area de una region circular (en nuestra investigacion solo se trabaja con
semicirculos o un cuarto de circulo). Si el borde superior de la regiéon toma la forma
mostrada en la figura 15(d), un arco de circunferencia AB y un segmento de recta BC,
es probable que estudiante realice trazos adicionales en la region para transformarla en

dos 0 mas regiones de las cuales conoce una férmula para calcular la medida de su area.

A B C
Bma

L L J

@) (b) (© (d)

Figura 15. Borde de una region.
Fuente: Propia

= Borde superior de la region como una curva que no es un segmento de recta ni un

arco de circunferencia

Cuando el borde superior de la region toma la forma mostrada en la figura 16(a), una
curva AB que no es un segmento de recta ni un arco de circunferencia, el estudiante no
conoce una férmula que le permite hallar la medida del area de la region. De esa
manera, aproximara la medida del area utilizando, probablemente, figuras geométrica
conocidas (por exceso en la figura 16(b) y por defecto en la figura 16(c), en ambos
casos con un rectangulo y un tridngulo). ¢Qué tanto se podra aproximar? Pensamos que
no mucho porque no conoce ningdn procedimiento de aproximacion que le ayude a

aproximarse tanto como él quiera a la region.

(@) (b)

Figura 16. Borde de una region y trazos adicionales.
Fuente: Propia

b. Numero de rectangulos de aproximacion
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Consideramos como variable didactica al nimero de rectangulos de aproximacion
porque tiene inferencia directa en tres aspectos a tomar en cuenta en nuestra secuencia
didactica: la suma de las medidas de las areas de los rectangulos (que llamaremos
aproximacion), la diferencia entre la medida del &rea y su aproximacion y la expresion
de la aproximacion como una adicién de las medidas de las areas de cada rectangulo.
Las dos primeras relacionadas con la manipulacion de un procedimiento que le permita
aproximar la medida del area tanto como quiera, y la ultima relacionada con la

expresion simbolica de la aproximacion.

Del mismo modo, creimos conveniente la eleccién del namero de rectangulos de
aproximacion como nuestra variable didactica porque en los applets, disefiados en
GeoGebra para cada actividad, la hacemos variar manipulando un deslizador, en cambio
la medida de la aproximacion y la diferencia de medida de areas varian segin el nimero

de rectangulos de aproximacion.

Cabe sefialar que somos conscientes de que la aproximacion, la diferencia entre la
medida del area y su aproximacion, los elementos que componen la adicion de las
medidas de las &reas de cada rectangulo y el nimero de rectdngulos de aproximacion
estan relacionados entre si; ya que por ejemplo, si se tiene como dato que la diferencia
entre la medida del 4rea y su aproximacion es igual a 0,1 m? los estudiantes podrian
obtener a partir del applet cuantos rectangulos se necesitan dibujar y cuanto suma las
medida de las areas de todos ellos; y realizando una operacion simple obtener la medida
de la base de cada rectangulo y plantear luego la adicion de medidas de éareas

individuales.

A continuacion presentamos un ejemplo de los posibles valores que puede tomar
nuestra variable didactica, relacionada con que el estudiante exprese la aproximacion
realizada como una adicién de las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos
(los valores de la variable relacionados con con la manipulacién de un procedimiento
que le permita aproximar la medida del area tanto como quiera se veran en el capitulo
4):

= Numero de rectangulos de aproximacion para los valores 2 y 4

Como los estudiantes trabajan con una funcién continua definida en [0;4], si se dibujan

dos o cuatro rectangulos de aproximacion, el intervalo se subdivide en dos o cuatro

partes iguales. Esto les permite obtener la medida de la base de cada rectangulo sin
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efectuar ningdn célculo, relacionar las alturas de los rectangulos como la imagen de la

funcion en un nimero entero, efectuar dos o cuatro productos y sumar las expresiones

(ver figura 17).
i1n=2 1n=4
L2 -
6 6
Jardin Jardin

Medida del area A de los dos rectangulos: Medida del area A de los cuatro rectangulos:
m(A) = 2x f (2)+2x f (4) u®. m(A) =1x f () +1x f (2)+1x f (3)+1x f (4) u?

Figura 17. Numero de rectangulos de aproximacion para los valores 2 y 4.
Fuente: Propia

= NUmero de rectangulos de aproximacion para valores mayores a 4

Al trabajar en el mismo intervalo, si se dibujan més de cuatro rectangulos, por ejemplo

50, el intervalo [0;4] del eje x se divide en 50 partes iguales. Para ese valor, el

estudiante debe calcular cuanto mide la base de cada rectangulo, debe determinar el
valor de las subdivisiones generadas en el intervalo a partir de la medida de la base de
los rectdngulo, debe relacionar las alturas de los rectangulos como la imagen de la
funcién en un namero fraccionario, debe efectuar 50 productos y sumar las expresiones

planteadas (ver figura 18).

Los valores que toman las variables son diferentes en cada actividad. Estas se
presentardn en el capitulo 4 de nuestra investigacion, y se describiran por actividad. El
objetivo cambiar el valor de la variable es ir introduciendo al estudiante en el
planteamiento de la suma de las medidas de las areas de todos los rectangulos como una
adicion de las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos.
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7 n=50

Medida del area de los 50 rectangulos:

m(A) = 0,08 f (0,08) +0,08x f (0,16)+...+0,08x f (3,92) +0,08x f (4) u’

Figura 18. Numero de rectangulos de aproximacion para el valor 50.
Fuente: Propia

El objetivo del analisis a priori es analizar previamente si los cambios realizados en las
variables didacticas permitieron controlar los comportamientos de los estudiantes y

darles sentido.

En palabras de Artigue (1995),

El objetivo del anélisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas permiten
controlar los comportamientos de los estudiantes y su significado. Por lo anterior, este
analisis se basa en un conjunto de hipotesis. La validacion de estas hipotesis estd, en
principio, indirectamente en juego en la confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta

fase entre el analisis a priori y el anélisis a posteriori. (p. 45)

En nuestra investigacion, realizamos el analisis a priori de forma especifica. Cada
actividad, de las cuatro que conforman la secuencia didactica, presenta tareas (1, 2,
3...), items (a, b, c, ...), y sub — items (i, ii, iii, ...). Hemos realizado el andlisis a priori
por item y sub — item, de esa manera describimos mejor lo sucedido en la fase de
experimentaciéon. En este analisis argumentamos lo que esperamos que el estudiante
responda, sefialando las dificultades que podria presentar en el desarrollo de los

problemas.
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Cabe sefialar que en nuestro andlisis relacionamos el comportamiento de los estudiantes
y la manera en la que se construye el aprendizaje, con cada fase de la teoria de las
situaciones didacticas propuesto por Brousseau (2007); fases por las que tienen que
pasar los estudiantes en el proceso para obtener el aprendizaje del objeto matematico

area y medida.
Fase 3: La experimentacion

Segln Artigue (1995), es la fase donde se pone en funcionamiento todo el dispositivo
construido. Esta fase inicia cuando el investigador, los observadores y el grupo de
estudiantes objeto de la investigacion se retinen en el aula donde se llevara a cabo el
proceso de aprendizaje. Alli se genera el contrato didactico que precisa las obligaciones
y el comportamiento de cada uno de los participantes, se aplican de los instrumentos

disefiados y se registran las observaciones realizadas.
Fase 4: Analisis a posteriori y validacion
En palabras de Artigue (1995), esta fase

se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la experimentacion, a saber, las
observaciones realizadas de las secuencias de ensefianza, al igual que las producciones
de los estudiantes en clase o fuera de ella. Estos datos se complementan con frecuencia
con otros (...), como cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos,
aplicadas en distintos momentos de la ensefianza o durante su transcurso. (...) En la
confrontacion de los dos analisis, el a priori y a posteriori, se fundamenta en esencia la

validacion de las hip6tesis formuladas en la investigacion. (p. 48).

El producto de los estudiantes, luego de la fase de experimentacion, fue recogido de
forma fisica (actividades impresas con las respuestas de los estudiantes) y de forma
audible (grabaciones realizadas por el profesor — investigador de ciertas respuestas de

los estudiantes).

La validacion de las hipotesis formuladas por el investigador, se efectu6 a partir de la
comparacién entre el producto dado por los estudiantes y lo que esperabamos que ellos
respondan al desarrollar la secuencia didactica.

A continuacion presentamos una breve resefia histérica del concepto de area y su

estudio dos textos universitarios y en uno didactico.
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CAPITULO 11l - AREA Y MEDIDA

A continuacion presentamos una aproximacién historica de los aspectos teoéricos
relacionados con la medida del area. Mencionamos algunos aspectos que a nuestro
entender son relevantes debido a que no podemos asegurar con exactitud en qué
momento surgié este concepto matematico, por lo tanto vamos a realizar un recorrido a

lo largo de la historia y entender el proceso de construccién del mismo.

Presentamos tambien el estudio realizado en un libro de E. Stewart sobre el objeto
matematico area y medida, en el que se muestra el proceso de construccion para
determinar la medida del &rea de una region limitada por la grafica de una funcion
cuadrética, definida en un intervalo dado, y el eje x; y se ofrece una definicién formal de
area. Asimismo, realizamos un estudio didactico del objeto matematico area y medida
en el texto de B. D’Amore, donde se aprecia el enfoque didactico de la medida del area

en los niveles educativos primaria, secundaria y universitario.

En nuestra investigacion nos centramos, como ya lo hemos mencionado, en la medida

de areas con ciertas caracteristicas particulares.
3.1 Evolucioén historica del concepto de medida de &rea

Segln Facco (2003), numerosos ejemplos concretos muestran que en el periodo 2000 —
1600 a.C., los babilonios conocian reglas generales para calcular el area de rectangulos,
de triangulos rectangulos e isosceles, del trapecio rectangulo y el volumen de un
paralelepipedo rectangulo. Asimismo, en el periodo 1850 - 1650 a.C.
aproximadamente, investigadores ratifican la aparicion de ciertos documentos: libros

sagrados y papiros, que dan fe en cuanto al origen del uso de la geometria.

Boyer (1986) sefiala que uno de los papiros méas extensos fue comprado por Henry
Rhind. Por lo que se le conoce como Papiro de Rhind, no tan a menudo como Papiro de
Ahmes, en honor al escriba que lo copi6 en el afio 1650 a.C. En dicho papiro se
presenta, en el problema 49, el célculo de la medida del area de la superficie de un
rectangulo de ancho 10 y largo 2. En el problema 51, se presenta el calculo de la medida
del &rea de un tridngulo isésceles de altura 13 y base 4, donde se tom6 la mitad de lo
que nosotros llamariamos la base y se multiplicé por la altura; para la justificacion de

este método se sugiere dividir el triangulo isosceles en dos triangulos rectangulos, y
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desplazar uno de ellos de modo que se forme un rectangulo (ver figura 19), propiedad

gue veremos mas adelante.

>

|
|
|
|
|
l
l
1

Figura 19. Dibujo de un rectangulo a partir de un tridngulo isdsceles.
Fuente propia
Anélogamente, en el problema 52, Ahmes calcula la medida del area de un trapecio
isdsceles de base mayor 6, base menor 4y la distancia entre ellas 20; toma la semisuma

de las bases, formando un rectangulo, y la multiplica por 20 (ver figura 20).

——>

|
|
|
|
|
|
|
1

Figura 20. Dibujo de un rectangulo a partir de una trapecio isdsceles.
Fuente: Propia

La figura 21 muestra una foto del papiro de Rhind en la que se trabajan los problemas

49,51y52.
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Figura 21. Problemas 49, 51 y 52 del Papiro de Rhind.
Fuente: Facco (2003, p. 20)
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A modo de complementar la informacién dada hasta el momento, D’Amore (2009)
menciona que la historia del area se pierde en la antigliedad, aunque se encontraron,
tanto en tabletas sumerias, de 3 000 afios a.C., como en los papiros egipcios de 2 000
afios a.C., referencias a este tema en problemas que incluian la medida de las areas de
ciertas figuras: parcelas de terrenos, planos de palacios, etc., o simples figuras. El autor
sefiala que en muchos de estos documentos, por ejemplo en las tabletas sumerias, se
encontraron formas de determinar la medida del area de un cuadrado a partir de la
medida de su diagonal, o la medida del &rea de un hexagono regular a partir de la

medida de su lado.

Olave (2005) afirma que en la Antigua Grecia “se inventan y desarrollan mecanismos
para la resolucion de problemas particulares, vinculados al calculo de medidas de areas
de figuras no poligonales, caracterizados por la exactitud en los resultados presentados y
la rigurosidad en los razonamientos” (p. 24); figuran entre estos resultados la

Cuadratura de las lunulas, el método de exhauscion, entre otros.

Entre los griegos que precedieron a Arquimedes (287-212 a. C.), que hicieron grandes
aportes a la demostracion de férmulas del calculo de medidas de areas, sefiala D’ Amore
(2009), se distinguieron Tales de Mileto (;,624-548? a. C.), en cuyo tiempo y mucho
antes ya eran conocidos los calculos de medidas de areas de las figuras planas mas
comunes; Demacrito de Abdera (quien naci6 alrededor de 460 a. C.), que se le atribuye
haber encontrado la formula para hallar el volumen de una pirdmide dividiendo entre
tres el producto de la medida del &rea de la base por la altura; Euclides de Alejandria
(siglo IV-II1 a. C.), en cuyo tiempo dichas formulas para calcular las medidas de areas

de figuras planas ya estaban perfectamente demostradas, entre otros.

Entre los trabajos realizados sobre la medida del area de figuras no poligonales

sobresalen Eudoxo de Cnido, Hipdcrates de Chios y Arquimides.

En palabras de Boyer (1986),

Los matematicos anteriores habian sugerido ya que lo mejor que uno podia intentar era
inscribir y circunscribir figuras rectilineas a la figura curvilinea y proceder a multiplicar
el nimero de lados o caras indefinidamente, con lo que las figuras rectilineas se iban
aproximando cada vez mas a la curvilinea, pero lo que no sabian era cdmo cerrar el
razonamiento, ya que la idea de limite les era desconocida y lo seguiria siendo durante

mas de dos milenios. (p. 128).
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Boyer (1986) manifiesta que se encontr6 en la obra Historia de la Matematica de
Eudemo, un breve fragmento referido a la obra de Hipocrates de Chios (nacié en torno
al 430 a.C.) y su trabajo con la cuadratura de las Iunulas (segun el autor, una linula es
una figura plana limitada por dos arcos de circunferencia de radios distintos). El
teorema de Hipdcrates enuncia que “segmentos semejantes de circulos estan entre si en

la misma razon que los cuadrados construidos sobre sus bases” (Boyer 1986, p. 98).

En palabras del investigador “el teorema de Hipocrates sobre los circulos y los
cuadrados circunscritos parece ser la primera afirmacion precisa sobre la medida de

figuras curvilineas en el mundo griego” (Boyer 1986, p. 99).

Otro gran personaje griego, sefiala el autor, parece haber sido Eudoxo de Cnido (408 —
355 a.C.) quien con su imaginacién dio la clave para resolver el problema de la
comparacioén entre figuras curvilineas y rectilineas, bajo el siguiente lema que afirma
que: “dadas dos magnitudes que tengan una razon (es decir, que sean del mismo tipo y
ninguna de las dos sea cero), entonces se puede encontrar un maltiplo de cualquiera de

ellas que exceda a la otra” (Boyer 1986, p. 128-129).

Segln el investigador, para Arquimedes este lema sirve de base al método de
exhauscion, método utilizado por Arquimedes para calcular la medida del area de un
segmento de parabola (procedimiento que explicaremos mas adelante). La proposicion
que constituye la base de dicho método es la siguiente (extraido de los Elementos de

Euclides, volumen 111, pagina 14):

Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor que su mitad, y si del resto
sustraemos de nuevo una cantidad no menor que su mitad, y si continuamos repitiendo
este proceso de sustraccion, terminaremos por obtener como resto una magnitud menor

que cualquier magnitud del mismo tipo dada de antemano. (Boyer 1986, p. 129).

El autor distingue a Arquimedes (287-212 a. C.) como el matematico mas importante de
toda la antigiiedad por sus inventos en maquinaria de guerra, por su reputacion en

astronomia y principalmente por los productos de su pensamiento.

Boyer sefiala que de los tratados que se refieren al método de exhauscidn, el més
popular fue el de la cuadratura de la parabola, que permite calcular la medida del area
del segmento de pardbola. Arquimedes logré demostrar rigurosamente por este método,
que explicaremos en seguida, que la medida del area K de un segmento parabodlico
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APBQC (ver figura 22) es igual a cuatro tercios de la medida del area de un tridngulo

que tenga la misma base y la misma altura.

A C

Figura 22. Cuadratura de la parabola.
Fuente: Boyer (1986, p. 174)

A continuacidn presentamos el procedimiento:

Demuestra en primer lugar que el area del méas grande triangulo inscrito ABC, con base
AC, es igual a cuatro veces la suma de los correspondientes tridngulos inscritos con
bases cada uno de los segmentos AB y BC. Continuando el proceso que sugiere esta

relacion, parece claro que el area K del segmento parabdlico ABC vendra dada por la

. . 4
suma de la serie infinita T +£+4Tz+--~+;1+ -+, que es §T . (Boyer 1986, p. 175).

Segun el investigador, Arquimedes no habla de sumas infinitas porque los procesos
infinitos no eran aceptados en su época; tampoco usaba la palabra parabola, sino

ortotoma o seccion de un cono rectangulo.

En relacién al calculo de la medida del area de figuras cénicas, D’Amore (2009)
comenta que para el célculo de la medida del area de la circunferencia ya existian
sistemas aproximados para dicho célculo tanto en tabletas asirias, como en las

babilénicas y en los jeroglificos egipcios. El autor sefiala también que Arquimedes de

. . . . . 1 10
Siracusa no dio un valor sino un intervalo de valores comprendido entre 3+ — y 3+ —
7

71
, dando a entender que determinar un valor para © era una labor compleja y que no se
contaban con los instrumentos matematicos oportunos para obtenerlo; solo Ferdinand
von Lindemann (1852-1939) en 1882, entendié la verdadera naturaleza de w, mostrando
que era un namero real trascendente, cuyo valor es

3,14159265358979323846264338327950288... Hoy se sabe que la formula que calcula

la medida del area de un circulo de radio r es igual a wxr?.
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D’Amore (2009) sefiala que se encontrd un papiro de 1 500 a.C. donde se calcula la

2
medida del area de un circulo de diametro d de la siguiente manera: A = (d —gj , de

2
este se deduce que para los egipcios de esa época, m val (16) , €es decir,

aproximadamente 3,1329...

En relacion a la medida del area de la elipse, Boyer (1986) manifiesta que Arquimedes,
en su trabajo Sobre conoides y esferoides, calcula la medida del area de una elipse
completa, y menciona que las areas de las elipses son entre si como los rectangulos

construidos sobre sus ejes. En investigador acota que esto es lo mismo que decir que “el

2 2

area de la elipse — + g? =1 es zab, 0 bien que el area de una elipse es igual al area
a
de un circulo cuyo radio sea la media geométrica de los dos semiejes de la elipse” (p.

176).

D’Amore (2009) comenta que entre los afios 200 a. C. al 1 600 d. C. la geometria no
interesaba mucho a los romanos que dominaron el mundo después de Arquimedes. Solo
hasta el renacimiento y gracias a las obras de Frangois Viéte (1540-1603) y de René
Descartes (1596-1650), nace una nueva forma de concebir la geometria, Ilamada

“analitica”, que llevé a un notable despertar de los estudios geométricos.

Olave (2005) sefiala que en los siglos XVI, XVII 'y XVIII, se deja momentdneamente de
lado los métodos rigurosos y se da valor a la intuicion, impulsando asi el desarrollo del
Caélculo. En esta etapa se plantean métodos generales para la resolucion de una cantidad
considerable de problemas. Algunos de los matematicos involucrados en estas tareas
fueron Cavalieri, Fermat, Pascal, Descartes y Barrow. Se destaca este Ultimo porque, en
palabras de la autora, “es el primero en establecer una relacién entre los problemas de
tangentes y las cuadraturas con un razonamiento de cardcter geométrico en detrimento
de lo analitico y lo algebraico, impidiendo un desarrollo algoritmico de sus

descubrimientos” (p. 31).

Boyer (1986) indica que los problemas de cuadraturas se centraban en el célculo de las
medidas de areas, aunque incluian también los calculos de las medidas de longitudes y
de volimenes. El interés radicaba en expresar los resultados en forma numérica y no por

medio de figuras, longitudes o volimenes equivalentes.
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Entre los principales exponentes de la época, sefiala el autor, figuran los siguientes:

Buonaventura Cavalieri (1598-1647) que utiliz6 razonamientos similares a los de
Arquimedes para tratar los temas de calculo de medidas de &reas y de volimenes,
basandose en el concepto de los indivisibles (areas formadas por segmentos rectilineos)
que aparece por primera vez en su libro Geometria Indivisibilibus el afio 1635. La idea
fundamental en la que basé su libro fue que un area se puede considerar formada por
segmentos rectilineos o indivisibles. Cavalieri calcul6 la integral de las potencias x
parak=1,2,3,4,506y9.

Pierre de Fermat (1601-1665) descubrid en el afio 1629 o0 més tarde un teorema relativo

al area encerrada bajo las curvas y=x", que en esencia era el teorema que publico

Cavalieri en 1635 y 1647, pero ya no estaba limitado a valores enteros de mentre 1y 9,
sino se podia utilizar tanto para valores enteros y fraccionarios. Para ello, consideremos
la curva y=x", y supongamos que se desea calcular la medida del area comprendida
bajo la curva, entre los valores x=0 y x=a. Fermat subdividia el intervalo de x=0 a
X=a en una cantidad infinita de subintervalos tomando los puntos de abscisas a, aE,
aE? aE® ..., donde E es un nimero menor que 1; en estos puntos considera las
ordenadas de los correspondientes puntos de la curva, aproximando el area bajo la curva

por medio de rectangulos circunscritos tal como se indica en la figura 23.

0 a

Figura 23. Rectangulos circunscritos a la region.
Fuente: Boyer (1986, p. 442)

La medida de las areas de los sucesivos rectangulos, empezando por el mayor, vienen

dadas por los términos de la progresion geométrica a"(a—aE), a"E"(aE —aE?),
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an+l (1_ E)

a"E®"(aE® —aE®),..., y la suma de estos infinitos términos es
1_En+l

n+1

a
1+E+E%+.-+E"

Segun E tiende a 1, es decir, segin los rectangulos se van haciendo cada vez mas
estrechos, la suma de la medida de las areas de todos estos se va aproximando cada vez

méas a la medida del area bajo la curva. Y haciendo E=1 en la formula anterior,

n+l

a . , .
obtenemos a1 que da la medida del area de la region bajo la curva.
+

La creacion o fundacion del Calculo, sefiala Boyer (1986), aparece con Isaac Newton
(1642-1727) y con Gottfried W. Leibniz (1645-1716).

En investigador sefiala que en los parrafos traducidos de los Principia (tomados del
libro Mathematical Principles of Natural Philosophy), Newton presenta un claro intento
por definir el limite de una funcion; esto se aprecia en el Lema I, de la Seccion | del
Libro I que se titula “El hecho de las razones primera y ultimas entre cantidades, con la

ayuda del cual demostramos las proposiciones que siguen”, que enuncia lo siguiente:

Cantidades, y la razon de cantidades, uue [que] en cualquier intervalo finito de tiempo
convergen continuamente a la igualdad, y que antes del final de dicho tiempo se
aproximan una a la otra méas que cualquier diferencia dada, se hacen finalmente iguales.
(Boyer 1986, p. 500).

El autor sefiala también que Newton no fue el primero en realizar diferenciaciones e
integraciones, ni las relaciones entre ambas. Su creacion se enfoc6 mas en el
afianzamiento de estos elementos en un algoritmo aplicable a todas las funciones, tanto
algebraicas como trascendentes. En los Principia, a continuacion del Lema II, Newton

escribe,

Este es un caso particular, o mejor un corolario de un método general que se extiende,
sin ningun célculo molesto, no sélo al trazado de tangentes a cualquier linea curva, ya
sea geométrica 0 mecanica o dispuesta de cualquier manera con respecto a lineas rectas
u otras curvas, sino también a la resolucion de otros tipos méas abstrusos de problemas
acerca de las curvaturas, areas, longitudes, centros de gravedad de curvas, etc. (...) Este
método lo he entretejido con el otro consistente en trabajar con ecuaciones

reduciéndolas a series infinitas. (Boyer 1986, p. 501).
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Asimismo, el autor sefiala que en la obra de Leibniz jugd un papel muy importante las

series infinitas, en este caso las numéricas. Leibniz calcul6 la suma de los inversos de

los nimeros de la forma m descomponiéndolo en una adicién de dos fracciones
1 1 o N .
2 H_ﬁ , consiguiendo que la suma de la serie infinita es igual a 2, con lo que

concluy6 que podria sumar cualquier serie infinita.
En palabras de Boyer (1986), Leibniz

Se dio cuenta (...) de que la determinacién de la tangente a una curva depende de la
razon entre las diferencias de las ordenadas y de las abscisas, cuando se hacen
infinitamente pequefas estas diferencias, asi como las cuadraturas dependen de la suma
de las ordenadas o de los rectangulos infinitamente estrechos que constituyen el area. (p.
505).

Olave (2005) menciona que ya entre los siglos XIX y XX se produce la definitiva
fundamentacién rigurosa de los conceptos de derivada e integral. Esta tarea la inician
Cauchy (1789-1857) y Bolzano (1781-1848), y la culmina Weierstrass (1815-1897).

Boyer (1986) sefiala que Cauchy, sin tomar en consideracion la geometria, los
infinitésimos y las velocidades de cambio, formula la siguiente definicion de limite
(vista en el volumen Il de las Oeuvres completes de Cauchy): “Cuando los sucesivos
valores que toma una variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de manera
que terminan por diferir de él en tan poco como queramos, este Ultimo valor se llama
limite de todos los demas”. (Boyer 1986, p. 647).

El investigador sefiala que en siglo XVIII la integracion y la diferenciacion se
consideraban operaciones inversas; sin embargo cuando la funcion era discontinua, la
derivada no existiria mientras que la integral podria calcularse sin dificultad. En ese
sentido las curvas discontinuas pueden determinar un area bien definida. Entonces
Cauchy decidi6 retornar el sentido geométrico de la integral como medida del area,
definiéndola como el limite de una suma, tomando la imagen de la funcién en el

extremo izquierdo de cada subintervalo. Si
S, =X, = Xo) F(Xg) + (X, = %) F (X)) +...+ (X =x,,)F(X,,), entonces S es el limite

de S, segun la longitud de los intervalos (X; — X, ;) que disminuyen indefinidamente.
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El autor comenta que las ideas de Cauchy respecto a los fundamentos del célculo eran
similares a las ideas desarrolladas por Bolzano, coincidiendo entre ellas: las analogias
de la aritmetizacion del calculo; y definiciones de limite, derivada, continuidad y
convergencia. Sin embargo, no se presentaron indicios de que ambos llegaron a

encontrarse, y la obra de Bolzano fue ignorada por sus contemporaneos.

Boyer (1986) sefiala que a modo de recuperar o volver a descubrir la obra de Bolzano,
Weierstrass lo divulgé entre los matematicos como un teorema que lleva el nombre de
Bolzano — Weierstrass: “Todo conjunto acotado S que contenga infinitos elementos
(tales como puntos 0 numeros), tiene al menos un punto de acumulacion o punto limite”
(p. 692).

El investigador sefiala que Weierstrass contribuy6 al programa de aritmetizacion
presentando una definicion depurada del concepto de limite, en vista que Cauchy hacia
uso de expresiones como Vvalores sucesivos, aproximarse indefinidamente, o tan
pequefio como uno quiera, y Weierstrass consideraba que no contaba con la precision
que se espera de los matematicos. En vista de ello, Heine en su obra Elemente de 1972

(bajo la influencia directa de las lecciones de Weierstrass) define el limite de una

funcion f(x) en xo asi: “Si, dado cualquier &, existe un 7, tal que 0<7<n,, la
diferencia f (X, £77) — L es menor en valor absoluto que &, entonces se dice que L es el

limite de f(x) para X=X,” (Boyer 1986, p. 696).

Finalmente, sefiala el autor, Bernhard Riemann (1826 — 1866) mostrd que la idea de
integral requeria una definicion mas minuciosa que la propuesta por Cauchy, inspirada
en una vision geométrica del area limitada bajo una curva, y propuso una definicion de
integral definida basado en el concepto de sumas superiores e inferiores, la cual se

utiliza en la actualidad y se le conoce como Integral de Riemann.

La intencion de nuestra investigacion no es que el estudiante defina la medida del area
como el limite de la suma de la medida de las areas de infinitos rectangulos, sino de que
el estudiante articule su concepto de medida de area, con un procedimiento, mediante
rectangulos, que le permita aproximar dicha medida tanto como desee. Es por eso que
en la resefia histérica hemos hecho hincapié a los inicios del calculo de medidas de
areas de regiones planas rectilineas y de los intentos por obtener la medida del area de

regiones curvilineas.
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3.2 Estudio didactico del objeto mateméatico area y medida en un texto

universitario

En nuestra investigacion estudiamos el objeto matematico area y medida. Para ello
pretendemos que el estudiante utilice un procedimiento que le permita aproximarse
tanto como desee a la medida del area. En ese procedimiento, el estudiante trabaja con
diferentes funciones, con rectangulos inscritos y circunscritos a la region, con
particiones regulares del intervalo, con sumas de medidas de areas expresadas como la
adicion de medidas de areas de rectangulos, con la diferencia entre la medida del area 'y

la suma de la medida del area de los rectangulos, entre otros.

Un procedimiento comparable al utilizado en nuestra investigacion (comparable sobre
todo en el uso de rectangulos inscritos y circunscritos a la region y el célculo de
medidas de &reas) lo observamos en Stewart (2001). Alli se propone una solucion para
calcular la medida del &rea de una region S que se encuentra limitada por la gréafica de la

funcidn positiva y continua f, las rectas x = a,x =b y el eje x (ver figura 24).

i

\ Y= 1)
_/

)

x=bh

Figura 24. Region limitada por la grafica de f, las rectas x =a,x=b y el eje x.
Fuente: Stewart (2001, p. 367)
En el libro se sefiala que el problema de hallar la medida del area de la region S radica
en el hecho de que todos sus lados no son rectos. Por tal motivo, se propone realizar una
aproximacion de la medida del area S por medio de la medida de areas de rectangulos.

A modo de ejemplo, se trabaja con la funcién f (x) = x? para x €[0; 1].

La figura 25 muestra la region parabdlica S limitada por la grafica de la funcion f, las

rectas: x=0, x=1yelejex.
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Figura 25. Region limitada por la graficade y = X%, lasrectas x =0, x =1 y el eje x.
Fuente: Stewart (2001, p. 368)

Para dar solucion a este problema, se plantea dividir S en cuatro regiones mas pequefias
como se muestra en la figura 26(a), las cuales se aproximan usando rectangulos de base
igual al ancho de cada franja y altura igual a los valores de la funcion en los puntos
extremos de la derecha de los intervalos generados [ver figura 26(b)] o de altura igual a
los valores de la funcidn en los puntos extremos de la izquierda [ver figura 26(c)].

Il
/

/ ¥ {(1,1)

/ /
(L1 ((1,1)

s %{ 8,
1
B e

1 3 1 x 0 11 3 1 x 0 1 1 3
4 2 4 4 2 4 4 2 4
(@) (b) (©
Figura 26. (a) Division de la region S en cuatro franjas. (b) Cuatro rectangulos circunscritos a la
region S. c¢) Cuatro rectangulos inscritos a la region S.
Fuente: Stewart (2001, p. 368)

1 X

A partir de los rectangulos dibujados en las figuras 26(b) y 26(c), se calculan

R, =0,46875, que es la suma de las medidas de las areas de los cuatro rectangulos que
circunscriben a la region, y L, =0,21875, que es la suma de las medidas de las areas de

los cuatro rectangulos que se inscriben a la region (el subindice 4 de R y L representa en
numero de franjas en las que se divide S). De esa forma se han encontrado estimaciones

superior e inferior para la medida del area S, denotada por A:

0,21875 < A< 0,46875
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Stewart (2001) propone repetir el experimento con un namero mayor de franjas. En la

figura 27 se muestra la division de la region S en ocho franjas de anchos iguales.

y / ¥ i

FL1 j{l,ll
)!:_\-2 / 7
/ i

(@) (b)

Figura 27. (a) Ocho rectangulos inscritos a S. (b) Ocho rectangulos circunscritos a S.
Fuente: Stewart (2001, p. 369)

La suma de las medidas de las areas de los rectangulos mas pequefios (Lg) y la suma de

las medidas de las areas de los rectangulos mas grandes (R;) son respectivamente

0,2734375 y 0,3984375. De esa forma se encuentran mejores estimaciones inferior y

superior para A:

0,2734375< A <0,3984375

Trabajando de esta forma, se concluye que se pueden obtener mejores estimaciones al
incrementar el numero de franjas. La figura 28 muestra los resultados de la suma de las
medidas de las areas para n rectangulos cuyas alturas se encontraron con los puntos

extremos izquierdos (L, ) o con los puntos extremos derechos (R,).

Cuando se utilizaron 1 000 franjas se hall6 que la medida del area A se encontraba entre
los valores 0.3328335 y 0.3338335, obteniendo asi una buena aproximacion para
A =~ 0,3333335 (promedio de ambos valores)

n L, R,

10 0.2850000 0.3850000

20 0.3087500 | 0.3587500

30 0.3168519 0.3501852

50 0.3234000 0.3434000
100 0.3283500 0.3383500
1000 0.3328335 0.3338335

Figura 28. Aproximaciones de la medida del &rea S para n rectangulos inscritos y circunscritos a
dicha regién.
Fuente: Stewart (2001, p. 369)
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Stewart (2001) plantea dividir el area S en n franjas, de modo que cuando n tienda al
infinito se logre ver a qué valor tendera la medida del area S. Para ello trabaja solamente

con R,.

La figura 29 se muestra la construccién que se realizara con n rectangulos.

y /

/1.1y
Vi

0 *\ 1 X

1
Figura 29. Dibujo de n rectangulos circunscritos a S.
Fuente: Stewart (2001, p. 369)

Se sabe que R, es la suma de las medidas de las areas de los n rectangulos dibujados en

. , . . 1
la figura 29, donde cada rectangulo tiene base igual a — y sus alturas son los valores de
n

N

. 1 n . 1\ (2 n\’
la funcion y = f(x) en los puntos —, —, ...,—, igualesa | — | ,| — | ,....,| — | .
n n n n n n

De este modo, la suma de las medidas de las areas de los rectdngulos queda planteada

o ]
R, ==|=| +—|=| ++—=|—
nin nin nin
=i3(12+22+---+n2)

n

asi:

La suma de los cuadrados de los n primeros nimeros enteros positivos se puede agrupar
mediante la siguiente formula:

2 _N(+1)(@2n+1)
6

1 +2% +---4n

Luego de aplicar el limite cuando n tiende al infinito al producto de I con la

expresion (1) se obtiene lo siguiente:
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1 n(n+1)(2n+1)

limR, =Lim—
n—w n—ow 6
= Lim£(1+1j[2+£j
n—>wo G n n
_1
3

Stewart (2001) menciona que también se puede demostrar, de forma idéntica, que las

e . S 1 o 1
sumas inferiores de aproximacion también tienden a 3 es decir, limL, = 3

n—oo

A partir de este resultado, se concluye que la medida del area S tiende al valor % a

medida que el numero de rectangulos tiende al infinito.

Luego de que se presenta la construccion del calculo de la medida del area para una

funcion particular, se generaliza para un area S mostrada en la figura 22.

Se empieza por subdividir S en n franjas: S,,S,,...,S,, de anchos iguales como se

muestra en la figura 30. El ancho del intervalo [a;b] es b — a, de modo que el ancho de

cadafranjaesAx:b_—a, donde X, =a, X, =a+Ax, X, =a+2AX, ..., X, =b.
n

n

Figura 30. Subdivision de S en n franjas.
Fuente: Stewart (2001, p. 371)

La i-ésima franja, S,, se aproxima con un rectangulo de ancho Ax y altura, f(x;).Este

valor de f es la imagen de los puntos extremos de la derecha de cada intervalo (ver
figura 31).
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Ax

0 a  x  x X Xy X b x

Figura 31. Altura de los rectdngulos como imagen de una funcion.
Fuente: Stewart (2001, p. 371)

Stewart (2001) concluye que la medida del &rea S se aproxima con la suma de las

medidas de las areas de estos rectangulos,
R, = f(X)Ax+ f(X,)AX +---+ f(Xx,) AX

Esta aproximacién va mejorando a medida que se incrementa el nimero de franjas, es

decir, cuando n — o. De ese modo, se define la medida del area A de S (0o como se

enuncia en el texto &rea A de la region S) de la siguiente manera (ver figura 32):

Definicion EI area A de la regién S que se encuentra debajo de la gréafica de la funcion

continua f es el limite de la suma de las areas de los rectangulos de aproximacion:

A=Iim R, = lim[f(x)Ax+ f(x,) AX+---+ f(x,)Ax].

n—oo

Figura 32. La medida de un area como la suma infinita de medidas de &reas de rectangulos.
Fuente: Stewart (2001, p. 372)

También se menciona que la definiciobn mostrada en la figura 32 siempre existe dado
que f es continua, y que también se puede probar que se obtiene el mismo valor si se

toman los puntos extremos de la izquierda, es decir:

A=Iim L, = lim[f (xo) Ax + f (%) AX+---+ (X, ;) AX]

Finalmente, se propone otra forma de plantear la medida del area S, que consiste en

tomar la altura del i-ésimo rectangulo como el valor de f en cualquier nimero x; en el i-

ésimo subintervalo [x,_,;;]. A los nimeros x;,x;,...,x; les llama puntos muestra.

La figura 33 muestra los rectangulos de aproximacion cuando se eligen puntos muestra

diferentes. La expresion mas general para la medida del area S es
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%

Figura 33. Rectangulos de aproximacién usando puntos muestra.
Fuente: Stewart (2001, p. 372).

Destacamos a continuacion la manera como explica Stewart (2001) el concepto de
medida del area e identificaremos las posibles dificultades que se pueden presentar en

su propuesta.

» El concepto de medida del area no es tratado como un tema aparte, sino como el
medio para definir a la integral definida como el limite de una suma de infinitos
términos.

= EIl concepto de medida del area se explica a partir de un método de aproximacion que

implica la suma de las medidas de las areas de rectdngulos inscritos y circunscritos a
un area limitada por la grafica de la funcion cuadréatica f(x)=x* y el eje x, desde
X =0 a x=1. Creemos que realizar la construccion de la medida del area utilizando

una funcidn cuadratica hace que el estudiante piense que se puede realizar sin

dificultad el mismo procedimiento para una funcién diferente, por ejemplo, para
f(x)=e* opara f(x)=-/x; locual no es cierto.
= Se realiza una particion regular de n subintervalos, y se calcula la medida del area de

cada uno de los rectangulos. Esta adicion de términos se presenta asi:

n(n+1)(2n+1)
5 :

En primer lugar, dicha formula para la suma de los cuadrados de los n primeros

R, =nls(12+22+---+n2), luego se afirma que 1> +2*+---+n° =

enteros positivos no aparece en el libro, eso significa que posiblemente el estudiante

no lo recuerde; y en segundo lugar, si cambiamos de funcion por una raiz o una
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exponencial, pensamos que generaria en el estudiante una dificultad ain mayor al no
conocer ninguna férmula de agrupamiento.

= Se deduce que las aproximaciones (por exceso y por defecto) mejoraran cuando n
tienda al infinito, y para eso se aplican los limites a ambas sumas. El resultado es 1/3.

A partir de este resultado numérico se define la medida del area (m(A)) como el

limite de las sumas de las medidas de las areas de los rectdngulos de aproximacion:

m(A) = limR =IlimL, = 3 Pensamos que introducir el término infinito y aplicar

n—w n—ow

los limites en el infinito a una suma, pueden generar dificultades en la evolucién del

aprendizaje del lector.

Para formalizar la idea, Stewart (2001) propone un ejemplo de desarrollo para aplicar lo
visto en la construccion de la medida del area. En el ejemplo 3 (ver figura 34) se pide
encontrar una expresion para la medida de un area y luego estimar la medida del area

para cuatro y diez particiones regulares.

Ejemplo 3. Sea A el area de la region que esta debajo de la graficade f(x)=e™ entre x =0
y X=2.

(@) Con los puntos extremos derechos, encuentre una expresion para A como un limite. No
evalle este limite.

(b) Estime el area al tomar los puntos muestra como los puntos medios y con cuatro
subintervalos; luego con diez subintervalos.

Figura 34. Planteamiento del ejemplo 3
Fuente: Stewart (2001, p. 373)

En el desarrollo se llega a la siguiente expresion para la medida del area de la region:

-6/n

] i Sl \ -
A=limR, = lim S +e®m4em s 2]

n—ow n—>oon

Stewart (2001) sefiala que es dificil evaluar el siguiente limite a mano, y que en la
siguiente seccién lo hallaran aplicando un método diferente (refiriendose al uso de

integrales definidas).

Para dar respuesta a la parte (b) del ejemplo 3, se muestra ademas de los resultados
numeéricos, la grafica de la funcion y los dibujos de los rectangulos segun la particion

regular realizada (ver figura 35).
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0 1 2 x 0 1 2 x
A~ 0,8557 A~ 0,8632
(@) (b)

Figura 35. (a) Estimacion de la medida del area con cuatro rectangulos, (b) Estimacion de la
medida del area con diez rectangulos.
Fuente: Stewart (2001, p. 374)

Nosotros creemos que el proceso descrito en el libro es coherente; sin embargo,
pensamos que los estudiantes pueden presentar ciertas dificultades en algunas etapas,
sobre todo si no se ensefian, previamente, los conceptos de sumatorias, de agrupacion de

términos y de férmulas de sumatorias.

En nuestra investigacion trabajamos todo el proceso de forma dindmica utilizando la
tecnologia. No trabajamos solamente con una funcién, sino con la gréfica de una curva
que varia segun ciertos parametros. No queremos que el estudiante realice célculos
complejos, sino que se enfoque en la interpretacion de resultados y la validacion de sus
formulaciones. Ademas, no pretendemos que el estudiante calcule la medida del area,
sino que comprenda la nocion de que puede aproximarse tanto como quiera a dicha

medida.

3.3 La medida del area en los diferentes niveles educativos a partir del estudio de

un texto didactico

Para analizar la manera de como se introduce a los estudiantes la medida del area en los
diferentes niveles educativos, hemos tomado en consideracion el libro de texto de
D’Amore (2009), por nuestro interés en analizar un libro didéctico escrito por uno de
los autores que ha realizado diversas publicaciones en lo que se refiere a la didactica de

la matematica.

Cabe sefialar que en nuestra investigacion nos restringimos al estudio didactico de la
medida de areas planas, como rectangulos, triangulos, trapecios, u otras figuras no
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limitadas necesariamente por segmentos de recta; y no a la medida del area de
superficies de solidos tridimensionales (superficies laterales o totales de cubos, prismas,

cilindros, conos, entre otros).

Antes de definir el concepto de area debemos tener presente los conceptos de magnitud,
cantidad, medida y unidad de medida. En palabras de Gonzales (2014)

Llamaremos magnitud a toda propiedad susceptible de ser cuantificada, por ejemplo, la
longitud, la masa, el tiempo, el precio, etc. Llamaremos cantidad al resultado de la
medida, es decir al par (medida, unidad) donde la medida es un nimero real positivo y
la unidad viene dada por el sistema de unidades elegido. En adelante escribiremos la
medida y a continuacion la unidad. Por ejemplo, en lugar de (3, kg) escribiremos 3 kg y
diremos que 3kg es una cantidad de magnitud donde 3 es la medida y kg es la unidad de
medida. (p. 45)

En base a estas definiciones diremos que el area es una magnitud en el sentido que
puede ser cuantificada. En nuestro trabajo nosotros fijamos la unidad de medida (u%) y
articulamos el area con su medida (nimero real positivo) bajo un procedimiento de
aproximacion. Este procedimiento nos permitird determinar ese nimero. La figura 36

ilustra las definiciones presentadas.

Cantidad = 2.83 u?
Medida —T

Magnitud
Unidad —
Procedimiento
b=g
Cantidad = 2,53 Candidad = 2 68 u*

Figura 36. Conceptos asociados al area y su medida
Fuente: Propia.

D’Amore (2009) menciona que en geometria existen palabras ambiguas como superficie
y area; asi, en matematica se debe distinguir que “superficie es una parte del plano,

mientras area es la medida bidimensional, es decir un nimero real acompafiado de una
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oportuna unidad de medida (por ejemplo, respectivamente cm? o m?)” (p. 22).
Observamos que D’Amore (2009) define superficie a una parte del plano, en los
términos de nuestra definicion lo que corresponde a nuestra nocion de area. Para el
investigador el término area es la medida de dicha superficie, que consta de un nimero
acomparfiado de una unidad de medida, lo que para nosotros viene a ser la medida del

area.

Presentamos a continuacion el uso de métodos y de formulas para calcular la medida de

las areas en los niveles educativos: primaria, secundaria y universitaria.
Metodo para medir areas poligonales: Teorema de Pick

En la etapa escolar primaria, para el calculo de medidas de areas poligonales se utilizan

cuadrados de superficie unitaria como unidad de medida.

Uno de los métodos empleados para el calculo de medidas de &reas es el Teorema de
Pick. Se considera un plano cuadriculado y se dibuja en él tres poligonos distintos, de
modo que los vértices del poligono coincidan con los puntos de la cuadricula. Se puede
observar en cada poligono de la figura 37, que un nimero determinado de puntos se
ubica en los lados (que llamaremos C) y otros, en el interior de cada poligono (que

llamaremos I).

Poligono 1 Poligono 2 Poligono 3

Figura 37. Tres diferentes poligonos.
Fuente: D’Amore (2009, p. 36)

Los valores de C e |, para cada uno de estos tres poligonos son los siguientes: Poligono
1, C=11, 1=6; Poligono 2, C =18, I =5; y Poligono 3, C =10, | = 12.

Si consideramos el cuadrado de la cuadricula como unidad de medida de superficie, la
medida del area de cada poligono seria la siguiente: Poligono 1 = 10,5 cuadrados;

Poligono 2 = 13 cuadrados; y Poligono 3 = 16 cuadrados.
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De estos ejemplos se desprende que la medida del area de un poligono tiene una
relacion estrecha con los valores de C e I. Dicha relacion fue demostrada, en el afo
1899, por Georg Pick: “El area de cualquier poligono sobre un geoplano estéa dada por:
A= (2: +1-1" (D’Amore 2009, p. 37).

Medida del area de las figuras elementales

En la etapa escolar secundaria, para el calculo de medidas de areas planas se utilizan
férmulas de geometria, y postulados que permiten dividir el area en una 0 mas partes y
calcular su medida a partir de la suma de las medidas de las areas en las cuales fue
dividida. Entre las formulas ensefiadas para calcular medidas de areas figuran por

ejemplo, la del rectangulo, tridngulo, trapecio, circulo, entre otros.

Postulado de la adicién sobre areas

Londofio (2006) muestra el postulado 24.1.2 sobre la adicion de medidas de areas:

El 4rea de una region o superficie plana es la suma de las areas de las regiones en las

cuales ha sido dividida.

Si la superficie o regién plana la denotamos por R y las regiones componentes por R;,

entonces:
Area de R=a(R)=R=a(R,)+a(R,)+..a(R,) si y solo si RNR;=¢ o

Ri "R, =punto o R; "R, =segmento, siendo R = (R, UR, U..R,). (p. 353).

Medida del area del rectdngulo

La medida del area de un rectdngulo que tiene lados consecutivos a 'y b es igual a axb.
También se puede escribir como ab. Esto se puede interpretar también como b

cuadraditos unitarios, tomados a veces (ver figura 38).

A B
AB=a Para nuestro ejemplo, a esigual a4y b
es igual 2. Es decir, se tienen dos
BC=0h cuadraditos unitarios, tomados cuatro
Veces.
D C

Figura 38. Medida del &rea de un rectangulo.
Fuente: Adaptado de D’Amore (2009, p. 32)
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Como se ve en la figura, hemos trabajado con nimeros naturales para a y b, pero estos

se pueden extender para nimeros reales.

A continuacion presentamos las férmulas para calcular la medida de areas poligonales
que se ensefian a los estudiantes, y cdmo se obtienen dichas formulas partir del trabajo

con rectangulos.

Medida de areas poligonales

D’Amore (2009) menciona que “cuando se tiene una formula para encontrar el area del
rectangulo, que intuitivamente se entiende y se acepta, todo el resto es consecuencia de
ésta” (p. 32).

En el caso de un cuadrado, a y b son iguales, por lo tanto la medida del area del

cuadrado es igual a a°.

En el caso de un tridngulo, si la base mide b y la altura mide h, la medida de su area es
b><2h. En el tridngulo ABC (ver figura 39), la medida del area de dicho triangulo es la

mitad de la medida del area del rectangulo de dimensiones iguales a la medida de BC y
AH, siendo AH la altura relativa al lado BC.

—> i

C B C H B

Figura 39. Medida del &rea de un triangulo.
Fuente: Adaptado de D’Amore (2009, p. 33)

En el caso de un paralelogramo, si la base mide b y la altura mide h, la medida de su
area es bxh. En el paralelogramo ABCD (ver figura 40), se corta un tridngulo ABE y
se traslada a la ubicacion DCF. La medida del area del paralelogramo es igual que la
medida del area del rectangulo de dimensiones iguales a las medidas de EF y BH.
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A D A E D E D F

Figura 40. Medida del &rea de un paralelogramo.
Fuente: Adaptado de D’Amore (2009, p. 33)

En el caso de un rombo, si la diagonal mayor mide D y la diagonal menor mide d, la

Dxd

medida de su area es . En el rombo ABCD (ver figura 41), la medida del area de

dicho rombo es igual a la mitad de la medida del &rea de un rectangulo de dimensiones
iguales a las medidas de AC y BD, siendo AC y BD las diagonales del rombo.

Figura 41. Medida del &rea de un rombo.
Fuente: Adaptado de D’Amore (2009, p. 34)

En el caso de un trapecio, si la base mayor mide B, la base menor mide b y su altura

(B+b)xh

mide h, la medida de su area es . En el caso de un trapecio ABCD (ver

figura 42), se corta el triangulo BCE, donde E es el punto medio del lado CD, y se
transporta a la posicién DEF. La medida del area del trapecio es igual a la medida del
area del tridngulo ABF, cuya medida es la mitad de la medida del area del rectangulo de

dimensiones iguales a la medida de AF y BH, siendo BH la altura relativa al lado AF

B

B C B C :
/—\:DNﬁ A,
A D A D A!

H D F

Figura 42. Medida del &rea de un trapecio.
Fuente: Adaptado de D’Amore (2009, p. 34)
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Esta forma de calcular la medida del area de los poligonos tradicionales, se puede
extender también para el célculo de medidas de areas de poligonos regulares y de
poligonos en general. Por lo tanto, a partir de la medida del area del rectangulo, todas
las medidas de las areas de las demas figuras se pueden obtener de forma intuitiva o
realizando ciertos cortes especificos. Cabe sefalar que las medidas de muchas areas

poligonales se pueden calcular también a partir de la medida de areas triangulares.

A continuacién presentamos la manera como se ensefia a los estudiantes a aproximar la
medida de areas no poligonales, y como se obtiene dicha aproximacion a partir del

trabajo con rectangulos.
Medida de areas de figuras no poligonales

En la etapa universitaria, para el calculo de medidas de areas planas se utiliza la integral
definida. En la mayoria de las carreras, en particular la de Administracion, la integral
definida se enfoca como una formula que permite solucionar el problema del célculo de
medidas de areas complejas; dejando de lado la etapa procedimental que se logra a

partir de aprendizaje de métodos de aproximacion.

Llamamos area no poligonal, a un &rea cuyo contorno presenta curvas. Para algunas de
ellas existen formulas que permiten calcular la medida de sus areas, por ejemplo, la
medida del area de un circulo de radio r es igual a 7z xr?, y de ella se desprende el
calculo de la medida de areas circulares. Pero si el contorno ya no es de una seccién de
circunferencia, es necesario encontrar instrumentos que nos permitan calcular la medida

de dichas areas siendo estas mas complejas.

D’Amore (2009) sefiala que para hallar la medida de areas mas complejas se tuvo que
esperar al analisis, disciplina que se desarrollo, aproximadamente, después del siglo

XVII1, bajo la operacién llamada “integracién”.

Cabe aclarar que nosotros no pretendemos en nuestra investigacion que el estudiante
calcule la medida de las areas, sino que aprenda un procedimiento que le permita
aproximarse a la medida del area tanto como quiera, por ese motivo mostraremos segun
nuestra conveniencia, el razonamiento utilizado para llegar a la operacion de

integracion.

El procedimiento mostrado por el investigador se muestra a continuacion.
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Sea el area S limitada por la curva y = f(x), el eje x del plano cartesiano, y las rectas
x=AYy x =B, y se pretende calcular su medida. Para ello dividimos el segmento AB
en n segmentos iguales y trazamos por los extremos de dichos segmentos rectas
paralelas al eje y hasta encontrar la curva; con esto generamos franjas (ver figura 43)

que al sumar la medida de sus areas nos permite obtener la medida del area S.

Y@ g

X

A B

Figura 43. Division del &rea S en n franjas.
Fuente: D’Amore (2009, p. 39)

Si consideramos rectangulos inscritos a cada franja y calculamos la medida de sus areas,
la suma de todas ellas da una aproximacion por defecto a la medida del area S; y si
consideramos rectangulos circunscritos a cada franja y calculamos la medida de sus
areas, la suma de todas ellas da una aproximacion por exceso a la medida del area S (ver
figura 44).

y=fe)

X
L

A B
Figura 44. Dibujo de cinco rectangulos inscritos y circunscritos al area S.
Fuente: D’Amore (2009, p. 40)
Se postula de forma intuitiva, que si n crece las dos aproximaciones son siempre
mejores y la diferencia entre ambas disminuye; ambas se aproximan cada vez mas a la

medida del area S (ver figura 45).
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y=1e)

¥

A B

Figura 45. Dibujo de n rectdngulos inscritos y circunscritos a la region S.
Fuente: D’Amore (2009, p. 40)

Del mismo modo el autor sefiala que, intuitivamente, si n crece hacia el infinito los
rectangulos inscritos y circunscritos seran tan delgados que sus areas coinciden y por lo
tanto coincide con el area buscada. Entonces, si se suman las medidas de las areas de

todos los rectangulos se encontrara la medida del area deseada.

Esta forma de explicar el calculo de la medida de un &rea no poligonal difiere de la
presentada en Stewart (2001) en que no se utiliza una funcién particular, por ende no se
trabajan con valores numeéricos, no se utiliza el término limite, y busca desarrollar en el

estudiante la sobre todo un analisis intuitivo.

En relacién a la diferencia entre el calculo de medidas de areas poligonales y no
poligonales, Olave (2005) sefiala que ensefiar a utilizar férmulas para calcular la medida
del area podria en gran medida obstaculizar la determinacién de las medidas de areas
para las cuales los estudiantes no conocen la formula. En este sentido, sefiala que “seria
deseable, en la etapa escolar, se pospusiera la presentacion de las formulas para el

calculo de areas hasta tanto el estudiante no haya adquirido la nocién de area” (p. 159)

Por este motivo, nuestra investigacion se centra en buscar que el estudiante articule su
concepto de medida del area, como un nimero asignado a una region obtenido a partir
de una formula de geometria, y un procedimiento flexible que le permita aproximar
dicha medida, mediante rectangulos, tanto como se quiera; esto como paso previo a la

definicion de integral definida.

Medida del area y los aspectos curriculares de la asignatura de los sujetos de la

investigacion

Citamos a continuacion los temas ensefiados a los estudiantes relacionados directamente

con el proceso de aprendizaje del objeto matematico area y medida:
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» Fundamentos de algebra
= NuUmeros reales. Calculo y estimacion.
= Aplicaciones de ecuaciones de primer y segundo grado en una variable.

= Intervalos y operaciones.

» Gréfica de ecuaciones en el plano

= El plano cartesiano. Gréafica de ecuaciones.

» Funciones y sus graficas
= Funcién: dominio y rango.
= Gréfico de funciones.
= Lectura de graficas.
= Funciones basicas y transformaciones gréaficas.
= Funcidn cuadrética y polindbmica. Aplicaciones a la optimizacion.

= Algebra (operaciones) de funciones.

» Limites

= Tendencias: limite de una funcién en un punto, limites infinitos y limites en el

infinito.

El objeto matematico area y medida forma parte de los contenidos de cualquier curso de
calculo diferencial e integral, y su estudio se enfoca, generalmente, como una de las
aplicaciones de la herramienta integral definida para el calculo de medidas de areas
planas. Sin embargo, tratar la medida del area a partir de integrales definidas (en un
inicio) no le permite al estudiante utilizar sus conocimientos previos de funciones,
aproximaciones, sumas y hasta de limites, para realizar una construccion donde intente
dar solucion a un problema conocido: “calcular la medida de un éarea limitada por curvas

diferentes a los segmentos de circunferencia”.

El tema “medida del area” se ensefia a los estudiantes de una universidad de Lima a
partir de la herramienta integral definida. La herramienta se introduce comparando los
resultados obtenidos al calcular, manualmente, la medida de un éarea poligonal en el
primer cuadrante limitada por la gréafica de una funcién lineal y el eje x, en un intervalo
dado; y el valor numérico mostrado por la calculadora luego de plantear la integral

definida de la funcién en dicho intervalo.
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En el desarrollo de la secuencia de actividades disefiada para nuestra investigacion, los
estudiantes utilizan diversos artefactos creados por el investigador. En palabras de

Chumpitaz (2013), un artefacto

Puede entenderse como una cosa susceptible de su uso, elaborada para inscribirse en

actividades intencionales, es decir, la intencionalidad es causa de su existencia.

Cada artefacto es disefiado para producir una clase de efectos y le corresponden

posibilidades de transformaciones de los objetos de la actividad.

Puede ser un medio material como un regla, una chaquitaclla (instrumento agricola para
el labrado utilizado en zonas andinas), un computador, entre otros. También puede ser
un medio simbdlico como el cédigo Morse, la iconografia inca, el lenguaje algebraico,

un gréafico en un sistema de coordenadas rectangulares, etc. (p. 25).

Segln esta definicion, los artefactos materiales utilizados por estudiantes son la
computadora, los applets en GeoGebra, las calculadoras, las actividades entregadas
fisicamente; asi como también, el lenguaje matematico y simbdlico, las representaciones

graficas de las funciones, entre otros.

El GeoGebra nos permitira realizar el proceso de construccion del conocimiento de forma
dindmica. No trabajamos solamente con una funcién, sino con la grafica de una curva que
varia segun ciertos pardmetros. No queremos que el estudiante realice célculos complejos,
sino que se enfoque en la interpretacion de resultados y la validacion de sus formulaciones.
Ademas, no pretendemos que el estudiante calcule la medida del area, sino que comprenda

la nocion de que puede aproximarse tanto como quiera a dicha medida.

A continuacién presentamos todo lo concerniente a la experimentacion realizada y el

analisis de la informacidn recogida por el profesor — investigador.
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CAPITULO IV - EXPERIMENTACION Y ANALISIS

En este capitulo caracterizamos a los sujetos de la investigacion y describimos los
aspectos de su seleccion; describimos para que fue disefiada cada actividad que
conforma la secuencia didactica y presentamos la division de tareas en items y sub-
items, el tiempo destinado a cada una de ellas, los materiales entregados y las fechas en
las cuales se realizaron cada una de las actividades. Presentamos el objetivo de nuestra
investigacion: articular la concepcion que tiene los estudiantes acerca de la medida del
area, como un nimero asociado al area obtenido mediante férmulas de geometria, y un
procedimiento flexible que permita aproximar ese nimero tanto como se quiera y
expresar dicha aproximacion como una adicion de términos, y como lo hemos
disgregado en dos objetivos de aprendizaje, cada uno de ellos relacionado a una
situacion distinta, asimismo diferenciamos los objetivos secundarios y su relacion con
los objetivos de aprendizaje. Relatamos el desenvolvimiento de la experimentacion,
realizamos los analisis a priori y a posteriori de la secuencia de actividades planteada,
todo ello por cada sub-item, item, tarea y actividad, segin los aspectos de la Teoria de
Situaciones Didacticas y de la metodologia de investigacién de la Ingenieria Didactica,
contrastamos dichos analisis para saber si la movilizacion de variables permitid
controlar el comportamiento de los estudiantes y emitimos nuestra conclusiones y
recomendaciones sobre el proceso de construccion implementado. Finalmente,
realizamos un analisis global de la secuencia didactica, por cada situacion, donde

justificamos si los estudiantes alcanzaron o no los objetivos de aprendizaje.
4.1 Caracterizacion y seleccion de los sujetos de la investigacion

Participaron cuatro estudiantes del curso Matematica Basica de una universidad de
Lima. Los estudiantes fueron organizados en dos duplas: la dupla A conformada por los

integrantes Al y A2, y la dupla B por Bl y B2.

Todos los estudiantes contaban con conocimientos previos adquiridos en su etapa
escolar en el nivel secundario, acerca de la nocion de medida del area a partir de
férmulas de geometria plana y de la aplicacién del postulado de division de areas y
adicion de sus medidas (ya sea que haya sido ensefiado o empleado de forma intuitiva).

Del mismo modo contaban con conocimientos previos adquiridos en su etapa
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universitaria, en el primer ciclo de su carrera, acerca de: intervalos y sus caracteristicas
(divisioén, union, interseccion), funciones y sus caracteristicas (grafica, imagen, pre-
imagen, dominio, rango, operaciones), y limites (existencia, calculo de limites, limites

infinitos, limites en el infinito).

La seleccion de los sujetos no fue de forma aleatoria y se realizd entre la semana 8 y 9
de clases, entre las dos primeras semanas de octubre del 2014. En un primer momento,
el profesor - investigador le comentd a un grupo aproximado de 20 estudiantes en la
primera semana de setiembre, que estaba desarrollando la tesis y que en algin momento
del ciclo necesitaria del apoyo de algunos de ellos para el desarrollo de actividades que
validen la investigacion. Estas actividades se iban a desarrollar dentro de la universidad
pero en horario fuera de clase; lo llamo “Apoyo a la investigacion” para darle la debida
importancia. Notamos que hubo siete estudiantes interesados. La seleccion realizada por
el profesor — investigador fue a partir del promedio de notas acumulado hasta la semana
7y la participacion activa de los estudiantes realizando ejercicios en la pizarra. Se eligio
a un estudiante de los siete que tenia la nota mas alta, dos con una nota intermedia, y
uno con la nota mas baja pero aprobada. Las duplas se formaron con los estudiantes de
mayor y menor nota, y con los estudiantes de notas intermedias. La idea de separarlos

de ese modo ya fue mencionado con anterioridad.

4.2 Descripcion de la secuencia didactica y objetivos de aprendizaje

Llevaremos a cabo la experimentacion en un laboratorio de una universidad de Lima.
Participara un observador que tiene el grado de Magister de la Maestria en Ensefianza
de las Matematicas de la Pontificia Universidad Catolica del Perd. A continuacién
describimos la secuencia didactica y los objetivos que esperamos que logren los

estudiantes.

La secuencia didactica consta de cuatro actividades disefiadas considerando el estudio
del objeto matematico area y medida, en un contexto de modelacion, y puestas en
practica de forma secuencial con el objetivo de analizar el aprendizaje de los estudiantes
al trabajar una secuencia didactica, que los lleve a modificar y a manipular un
procedimiento flexible con rectangulos, que les permita adquirir la nocion de que

pueden aproximarse tanto como quieran a la medida de un area, limitada bajo ciertas
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condiciones, y expresar dicha aproximacion como la adicién de las medidas de las areas

de cada uno de los rectangulos (objetivo general de nuestra investigacion).
Este objetivo general lo hemos desagregado en dos objetivos de aprendizaje:

Objetivo de aprendizaje 1. El estudiante aprende a manipular un procedimiento con
rectangulos para aproximar la medida de un area limitada por dos rectas paralelas, una

recta perpendicular a ellas, y una curva, tanto como quiera.

Para que el estudiante logre alcanzar este objetivo de aprendizaje hemos disefiado la
Situacion 1, cuyas tareas, items y su-items se encuentran desagregados a lo largo de la
secuencia de actividades y estan relacionados con los conceptos de aproximacion hacia
la medida del area (cuando realicemos el andlisis por cada tarea, item y sub — item

indicaremos cuales de ellos corresponden a esta situacion).

Objetivo de aprendizaje 2. El estudiante aprende a expresar la aproximacion realizada

como una adicién de las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos.

Para que el estudiante logre alcanzar este objetivo de aprendizaje hemos disefiado la
Situacion 2, cuyas tareas, items y su-items se encuentran desagregados a lo largo de la
secuencia de actividades y estan relacionados al planteamiento de una expresion que
muestra la adicion de las medidas de las areas de cada rectangulo (cuando realicemos el
analisis por cada tarea, item y sub — item indicaremos cuales de ellos corresponden a

esta situacion).

4.3 Experimentacion y andlisis de la secuencia didactica

La experimentacion se realizd en cuatro dias distintos, uno para cada actividad. Las
actividades se trabajaron de tres formas diferentes: individual, grupal y entre grupos,
esta Gltima a modo de debate. La idea de hacerlo asi fue motivar al estudiante a que
exponga sus estrategias y procedimientos, a que trabaje de forma activa, a que justifique
sus resultados, a que critique constructivamente el trabajo de otros, etc. No debemos
confundir la manera de trabajar las actividades con las fases de la Teoria de las
Situaciones Didéacticas por las que queremos que el estudiante pase. Es decir, si un
estudiante trabaja de forma individual no implica que solo llegue a una fase de accion, o
que cuando trabaje en parejas solo llegue a la fase de formulacidn. El que alcance cierta

fase ird de acuerdo a su respuesta 0 comportamiento a partir de lo que observa.
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Ademas, los items de las actividades estan disefiados para asegurarnos de que la
mayoria de estudiante alcance alguna de las fases: accion, formulacion o validacion,
descrita por la TSD; pero en un item disefiado para que el estudiante alcance la fase de
accion, podria ya estar formulando una hipétesis a partir de su observacion. Del mismo

modo para los items disefiados para alcanzar las fases de formulacién y validacion.

Las fases de la TSD alcanzadas por los estudiantes (para cada situacion propuesta) se
mostraran en el analisis por item de cada actividad que presentaremos a lo largo de la
seccién 3 del capitulo 4.

A partir de los resultados obtenidos de los andlisis realizados en cada actividad, se

efectuard en la seccion 4 del capitulo 4 el andlisis general de la secuencia didactica.

A continuacion desarrollaremos la descripcion, el analisis a priori, el analisis a
posteriori y la comparacion entre ambos analisis de forma detallada por sub — item, item
y tarea de cada actividad; asimismo, realizaremos observaciones y conclusiones de cada

tarea y de toda la actividad.

Es necesario mencionar que en el material impreso dado a los estudiantes, donde se
formulan las tareas, items y sub — items, se utilizd la frase “calcular &reas” para
referirnos a calcular la medida del area; esto lo hicimos porque es la manera comun y
corriente con la que los estudiantes trabajan. Presentimos que si hubiéramos colocado la
expresion “medida del area” en las hojas, podria haber generado una distraccion que
queriamos evitar, ya que los estudiantes no estan acostumbrados a utilizar dichos

términos.

4.3.1 Descripcion, objetivos, variables didacticas, fases asociadas de la TSD de cada
itemy de la actividad 1

La actividad 1 propuesta en nuestra investigacion fue la siguiente:
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Actividad 1: Division del terreno

El sefior Martinez tiene en su casa un terreno disponible de 4x6 m® y quiere usarlo
como area de esparcimiento. Por ello, planea colocar una terraza y un jardin, pero no
sabe qué modelo elegir de los cuatro modelos gque le ha propuesto su esposa (ver figura

1), hechos a partir de segmentos de rectas y/o circunferencias.

hModelo 1 Modelo 2 MhModelo 3 Modelo 4
—_ | — : _—
| |
3.5 _u|.+3-H
i
_______ —— 5
—— i
i
S i
2, TERRAZA 1 15
, Ti
. |
|—1 B | | ]
4 | 3 | [ 3 |

Figura 1. Modelo de terrazas

1. Uno de los criterios que tomara el sefior Martinez para decidir qué modelo elegir es

Area
que se cumpla la siguiente proporcion: 05< . 1eMaza g g7
83 Jardin

a. Describa qué procedimiento le permitiria calcular el area de la terraza en cada uno

de los modelos.

b. Segun el criterio dado, ¢qué modelo de terraza elegiria el sefior Martinez?

Justifique.

2. Al sefior Martinez le han presentado dos nuevos modelos de terrazas (ver figura 2),

hechos a partir curvas que no son secciones de circunferencia.

Modela 3 Modelos &

Figura 2. Nuevos modelo de terrazas

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gc}gﬁmn

DEL PERU

a. Describa qué procedimiento le permitiria aproximar el area de la terraza en cada

uno de los modelos.

b. A partir del procedimiento descrito en la pregunta 2 (a), calcule el rea aproximada

de la terraza e indique cuél de los dos modelos elegiria el sefior Martinez (Utilice el

] o Area .
mismo criterio: 0,5<—— €822 <0 67) Justifique.
'3 jardin
c. ¢Podria calcular el area de la terraza para ambos casos? Si su respuesta es
afirmativa, dé el valor numérico del area; de lo contrario, explique por qué no los

podria calcular.

La actividad 1 estd disefiada para que el estudiante utilice sus conocimientos previos
sobre la nocion de area y medida, de férmulas de geometria y la nocion de
aproximacion, y se vea en la necesidad de aprender un procedimiento que le permita
aproximar la medida del area porque no cuenta con las herramientas necesarias para

hacerlo.

Es pertinente aclarar que las tareas, items y sub — items de esta actividad no forman
parte de la situacion 2. En esta actividad los estudiantes todavia no tienen contacto con
el método de aproximacion con rectdngulos, por ese motivo no tienen que expresar una

aproximacion como una adicion de las medidas de las areas de rectangulos.

Las tareas, items y sub — items de esta actividad si forman parte de la situacion 1 porque
generan en el estudiante la necesidad de aprender un procedimiento que les permita
aproximarse a la medida de &reas no poligonales, y algunas de las tareas estan

relacionadas a la idea intuitiva de aproximacion.

En esta actividad el estudiante interactuara con el medio propuesto por el profesor —
investigador (el profesor, su pareja de dupla, la otra pareja y las tareas de la actividad
impresa). Como en esta actividad no se ha planificado un objetivo de aprendizaje y solo
se va a trabajar a partir de los conocimientos previos de los estudiantes, las tareas se han
disefiado para que ellos se ubiquen en la fase de accion propuesta en la TSD para la

situacion 1.

En esta actividad los estudiantes trabajan con la variable didactica “borde superior de la
region”. La tabla 1 muestra qué valores toma dicha variable y en qué tareas en particular

se trabaja directamente con ella para la situacion 1.
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Tabla 1. Variables didacticas trabajadas en la situacién 1 asociadas a la actividad 1.

Variable didactica Valores Tareas

= Formas conocidas:

- Segmento de recta.

- Arco de circunferencia (semicircunferencia o un cuarto de
Borde superior de la circunferencia). 1,2y3
region - Combinacion de los dos anteriores.

=  Formas desconocidas:

- Curvas diferentes a segmentos de rectas y arcos de
circunferencia.

Forma de trabajo de la actividad 1
La experiencia se llevara a cabo de la siguiente manera:

= El tiempo estimado es de dos horas, sin embargo podria ser mayor debido a que es la
primera actividad que se realiza.

= Se trabajaré en un aula de una universidad de Lima.

= Se trabajara con dos duplas: A y B. La dupla A tiene por integrantes a Al y a A2; la
dupla B tiene por integrantes a B1 y a B2.

= Al inicio de la sesion se entregara a cada estudiante el documento fisico de la
actividad a desarrollar y se explicard la manera en la que se desarrollara la sesion
(comportamientos de los estudiantes y del profesor a lo largo de la sesion, es decir,
aspectos del contrato didactico).

= Lastareas 1y 2 se trabajaran de la siguiente manera: primero se trabajaran de forma
individual por un tiempo (de esa forma observamos si cada estudiante tiene una
solucion distinta para cada tarea); y luego, por otro lapso de tiempo se trabajaran en
parejas para comparar resultados y opiniones sobre los resultados. Finalmente, se
procedera a una discusion grupal, donde se espera aclarar ciertos resultados (esto se
vera en el analisis que se realizara por tarea). La tarea 3 se trabajara solo en parejas a

modo de observar cémo transmiten la informacion entre ellos.

A continuacion realizaremos la descripcion, el analisis a priori, el andlisis a posteriori y
la comparacion entre ambos andlisis de forma detallada por item de la actividad 1;

asimismo, realizaremos observaciones y conclusiones relacionadas a dicha actividad.
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ACTIVIDAD 1: DIVISION DEL TERRENO

El sefior Martinez tiene en su casa un terreno disponible de 4x6 m® y quiere usarlo como éarea
de esparcimiento. Por ello, planea colocar una terraza y un jardin, pero no sabe qué modelo
elegir de los cuatro modelos que le ha propuesto su esposa (ver figura 44), hechos a partir de

segmentos de rectas y/o circunferencias.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

[F%]
L

(=)
[
bd
LM

Figura 46. Modelos de terraza

1. Uno de los criterios que tomara el sefior Martinez para decidir qué modelo elegir es

. - Area
que se cumpla la siguiente proporcion: 0,5<—— "2 <067,
AreaJardin

En esta tarea, los estudiantes ya trabajan con la variable “borde superior de la region”

para segmentos de recta y/o arcos de circunferencia.

Como se quiere observar la manera en que el estudiante determina la medida del area de
la terraza y luego ver qué estrategia utiliza para obtener la medida del area del jardin,
planteamos una proporcion que sea razonable entre ambas medidas y un criterio que le
permita al estudiante escoger entre alguno de los cuatro modelos. El trabajo con
proporciones se volvera a ver en la actividad 2 pero alli el estudiante utilizara un applet

disefiado en GeoGebra para elegir el borde superior de la terraza.

El objetivo de esta tarea es evidenciar que el estudiante utiliza figuras geométricas y
férmulas de geometria para calcular la medida de areas y que de ser necesario realiza

divisiones al area para calcular las medidas de forma independiente.

a. Describa un procedimiento que le permita calcular el area de la terraza para cada

uno de los modelos.

100

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gc}gﬁmn

DEL PERU

Analisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran de forma individual porque pretendemos obtener
una muestra de los distintos procedimientos que realizarian los estudiantes, relacionados

al calculo de medidas de areas de figuras conocidas.

Se pretende justificar que los estudiantes conocen un procedimiento que les permita
calcular la medida del area, siempre y cuando estén limitadas por segmentos de recta
y/o arcos de circunferencia. También se pretende observar como reaccionan los
estudiantes cuando el borde superior de la region se hace mas complejo, sin llegar a ser

una curva desconocida por ellos.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para describir el procedimiento
que utilizarian para calcular la medida del area de la terraza en los tres primeros
modelos; sin embargo, pensamos que presentaran dificultades en el modelo 4 debido a

la forma del borde superior de la region.

Es probable que utilicen formulas de geometria plana (para calcular la medida de las
areas de rectangulos, de triangulos, de trapecios y de secciones circulares) y, en algunos
de los modelos, dividan la terraza en dos 0 més partes, para luego sumar sus respectivas

medidas de area.

Es probable que los estudiantes pregunten si tienen que calcular la medida de las areas
de los cuatro modelos de terraza; en ese caso, el profesor — investigador respondera con
la siguiente pregunta: ¢les piden en el item que calculen la medida del area de las

terrazas?
Pensamos que podrian realizar los siguientes procedimientos:
Modelo 1: Utilizaran la formula para hallar la medida del area del rectangulo.

Modelo 2: Podrian utilizar la formula para hallar la medida del area de un trapecio, 0
podrian dividir el area en una region triangular y en otra rectangular para luego sumar la
medida de sus areas. Pensamos que ambas tienen la misma probabilidad de ocurrencia
pero se inclinaran por la segunda ya que es posible que no recuerden la férmula para

hallar la medida del area de un trapecio.

Modelo 3: Dividiran la terraza en una region rectangular y en otra semicircular; luego

hallaran las respectivas medidas de sus areas a partir de formulas y las sumaran.
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Modelo 4: Podrian dividir el area en una region trapezoidal y en una rectangular
seccionandole un cuarto de circulo (ver figura 47, opcidn 1), o podrian dividir el area en
una regién cuadrangular, una triangular y una rectangular seccionandole un cuarto de
circulo (ver figura 47, opcion 2). En cualquiera de los dos casos hallaran la medida de
las areas de cada parte y las sumaran para obtener la medida del area total. Pensamos
que los estudiantes elegiran el primer procedimiento descrito, aunque es probable que
presenten dificultades para hacerlo y hasta haya estudiantes que no logren describir un

procedimiento.

Modelo 4 Opcion 1 Opcion 2

y + \ ¥ \

Figura 47. Descomposicién de la terraza del Modelo 4 en figuras geométricas.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accion de la situacion 1 al elegir y

describir un procedimiento de célculo.
Descripcion y analisis a posteriori

Luego de leer el item, A2 y B1 preguntaron si tenian que calcular la medida de las areas
de las terrazas; el profesor — investigador les preguntd: ¢Les piden en el item que
calculen la medida del area de las terrazas? Los estudiantes corroboraron lo que ya

sabian y siguieron trabajando.

A continuacion presentamos los procedimientos para calcular la medida del area de cada
modelo de terraza presentados por los estudiantes:

Modelo 1: El resultado dado por los estudiantes fue previsto por el profesor
investigador. Todos los estudiantes coincidieron en que calcularian la medida del area

de la terraza utilizando la férmula que calcula la medida del &rea de un rectangulo.

Modelo 2: Del mismo modo que en el modelo 1, se previé el resultado que darian los
estudiantes. Dos de los estudiantes: Al y B2, describieron que utilizarian la férmula

para calcular la medida del area del trapecio (Al coloc6 (B+b)xh/2; B2 coloco
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(Bxb)xh/2); A2 y B1 describieron que dividirian la region en un triangulo y un

rectangulo trazando una linea adicional, y luego hallarian las respectivas medidas sus

areas con formulas.

Observamos que B2 cometi6 un error al plantear la férmula para hallar la medida del
area de un trapecio. No hubo intervencién del profesor — investigador en ese caso
porque en el siguiente item iban a trabajar en duplas y se esperaba que de la discusion

que se realice, logren solucionar los inconvenientes por ellos mismos.

Modelo 3: El resultado dado por los estudiantes fue previsto por el profesor
investigador. Todos los estudiantes coincidieron en que calcularian la medida del area
de la terraza dividiéndola en un rectangulo y en un semicirculo sumando las respectivas
medidas de sus areas (Al colocé en vez de semicirculo, de dividiria entre 2 la medida

del area de una circunferencia)

Modelo 4: Se previé que los estudiantes presentarian dificultades para describir un
procedimiento que calcule la medida del area de la terraza, sin embargo, de los
resultados obtenidos observamos que los procedimientos de los estudiantes, ya sean
completos o incompletos fueron previstos por el profesor — investigador. Al y A2
realizaron una descripcién incompleta, solo indicaron que a la medida del area de un
rectangulo de 2x4 m? le restarian la medida del area de un cuarto de circulo. B2
escribio en el material fisico: “no sé como hallarlo”, pero le explicé al profesor —
investigador, sefialando el grafico con su dedo, que deberia sumar la medida de las &reas
de las dos regiones (de un trapecio y de un rectangulo sin un cuarto de circulo). El
profesor — investigador le indicé que lo que habia dicho lo escriba en la hoja pero el

estudiante no lo hizo.

La figura 48 muestra la respuesta dada por B2. Observamos en esta respuesta que el
estudiante no recuerda algunas formulas de geometria y se le dificulta expresar con

palabras un procedimiento de division del area para poder calcular su medida.

Corroboramos que los estudiantes relacionan las &reas con figuras geomeétricas
(rectangulos, triangulos, trapecios, semicirculo, un cuarto de circulo); ademas realizan

trazos adicionales para buscar dichas formas.

Observamos que a medida que el borde superior de una region (variable didactica) se
vuelve méas complejo, tres de los cuatro estudiantes presentaron dificultades para

describir correctamente un procedimiento que les permita calcular la medida del area.
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Figura 48. Respuesta al item 1a dado por A2

Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de accién de la situacion 1

porque eligieron y describieron, de forma escrita u oral, un procedimiento de calculo.

b. Segun el criterio dado, ¢qué modelo de terraza elegiria el sefior Martinez?

Justifique.

Analisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran de manera individual por un lapso de tiempo, y
luego comunicaran a sus respectivas parejas sus procedimientos, estrategias y calculos
para corroborar los resultados y los diferentes planteamientos realizados. La idea de
hacerlo de esta manera es observar como hallan las medidas de las areas por ellos

mismos, como comparan los resultados obtenidos y como discuten si estos son distintos.

La pregunta propuesta en el item no es directa ya que tiene que volver a leer y ubicar en
la lectura cual es el criterio que le permitira al sefior Martinez elegir un modelo de
terraza. Por este motivo se espera que los estudiantes pregunten si solo deben calcular la
medida del area de la terraza (ya que posiblemente lo relacionen con el item anterior); si
esto ocurre el profesor — investigador les preguntara: ;cual es el criterio que le permite

al sefior Martinez elegir un modelo de terraza?

Como los estudiantes tienen que calcular la medida de dos areas diferentes, de la terraza
y del jardin, se espera que para calcular la medida del area de la terraza usen férmulas
de geometria, y para calcular la medida del area del jardin realicen la diferencia entre la

medida del &rea del patio (igual a 24 m?) y la de la terraza. Es probable también que
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algunos estudiantes intenten calcular la medida del area del jardin usando formulas de

geometria o divisiones del area total.

Se espera que los estudiantes calculen correctamente y sin dificultad la proporcion entre
la medida del area de la terraza y la medida del area del jardin, que es la condicién del
criterio dado, para los modelos 1 y 2 porque el borde superior de la terraza es un
segmento de recta. Para el célculo de la proporcion en el modelo 3, pensamos que la
dificultad podria aparecer si no recuerdan la formula que permite calcular la medida del
area de un semicirculo, ya que el borde superior no es un segmento de recta sino una

semicircunferencia.

Se espera que los estudiantes presenten dificultades para calcular la proporcion en el
modelo 4 debido a la forma del borde superior de la regién y por las diversas divisiones
de la terraza que deberan hacer. Es posible que no recuerden la formula para calcular la

medida del area de un cuarto de circulo.

Para efectos de expresar lo que se desea calcular llamaremos P a la proporcion entre la

medida del &rea de la terraza m(A;) y la medida del &rea del jardin m(A,). Se espera

que los estudiantes realicen los siguientes calculos para cada uno de los modelos:

M(A) _ 25x4 ooy o M(A) _25x4

Modelo 1: P = =
m(A,) 24-10 m(A,) 35x4

=0,71. Para este modelo

es probable que los estudiantes se inclinen por el segundo planteamiento.

:m(AT)_1><4+(3><4)/2=

o M(A) _(L+d)x4/2_
m(A,)  24-10 \ -

m(A,)  24-10

Modelo 2: P 0,71, 0,71,
_m(A)  (1+4)x4/2

— = =0,71. Para este
m(A;) (2+5)x4/2

P m(A;) :1><4+(3><4)/2 _071 o P
m(A,) (2+5)x4/2

modelo es probable que los estudiantes se inclinen por el primer planteamiento o por el

altimo.

m(A;) _1><4+(7r><22)/2
m(A,)  24-10,28

Modelo 3: P = =0,75. Es probable que algunos estudiantes

no recuerden la formula para calcular la medida del area de un semicirculo. En ese caso,
podrian  plantear erréneamente  lo  siguiente:  M(Agiciro) =(7Xx2)/12 0

m(A )=02x7x2)/2.

semicirculo
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m(A;) 2x2+(2x05)/2+2x4—(rx2%)/4
m(A,) 249,36

Modelo 4: P= =0,64. Es probable

que algunos estudiantes no recuerden la formula para calcular la medida del area de un

semicirculo. En ese caso, podrian plantear erréneamente lo siguiente:
M(Agriciran ) = (T X 2) 14 0 M(A i) = (2x 7 x2) /4. Para este modelo se espera

que algunos estudiantes no realicen ningun calculo e indiquen que no saben cémo

hacerlo.

Luego de un tiempo razonable y de observar el avance de los estudiantes, se procederd a
trabajar en duplas. Se espera que en parejas revisen los resultados y procedimientos, que
corrijan los errores si es que los hay, que expliquen los procedimientos de calculo y las
férmulas empleadas, todo ello a fin de que los estudiantes por ellos mismos recuerden y

refuercen sus conocimientos previos.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accion al relacionar una 0 mas

férmulas de geometria con un tipo especifico de area, y que calculen su medida.
Descripcion y andlisis a posteriori

Observamos que los estudiantes se demoraron en interpretar el item. No sabian qué
tenian que hacer hasta que B1 preguntd si tenian que hallar la medida de las areas de las
terrazas; el profesor — investigador le devolvié la siguiente pregunta: ¢cudl es el criterio
que le permitira al sefior Martinez elegir un modelo de terraza? En ese momento, los
estudiantes regresaron a la primera pagina del material y le prestaron atencion a la
proporcion planteada.

A continuacion presentamos los procedimientos para calcular la proporcion entre las

medida de las area de la terraza y del jardin presentados por los estudiantes.

Modelol: El resultado dado por los estudiantes fue previsto por el profesor investigador.
Todos los estudiantes obtuvieron la proporcién correcta: un estudiante planted la

p_m(AT)_ 25x4
" m(A,) 24-10

o M(A) _25x4 o
m(A,) 35x4

proporcion asi =0,71, mientras que el resto lo planted asi

Modelo 2: El resultado dado por los estudiantes fue previsto por el profesor

investigador; hubo algunos errores y olvido de férmulas pero se aclararon al trabajar en
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parejas. Solo Al y B1 llegaron a la proporcién correcta: Al planted

b M(A) _ (@+d)x4i2 oo, y BL plantes o_M(A) _1x4+(3x4)/2
m(A,)  (2+5)x4/2 m(A,) 24-10

=0,71.

A2 obtuvo que la medida del 4rea de la terraza es 10 m? pero colocé 20 m? (siendo 14
m?) como medida del area del jardin; Al le hizo ver a A2 su error, le dijo que en el

modelo 2 la medida del 4rea del jardin era 14 m? (lo justificé mostrandole su férmula).

(1x4) .
2

B2 planteé mal la férmula para calcular la medida del area de un trapecio:

B1 le hizo ver a B2 que su proporcion para el modelo 2 no era correcta, le dijo que la
medida del 4rea de la terraza salia 10 m? (lo justifico mostrandole su procedimiento de
division en dos regiones: una triangular y una rectangular); B2 afirmé “seguro que mi

formula no esta bien”

Modelo 3: El resultado dado por los estudiantes no fue previsto por el profesor
investigador. Ninguno de los estudiantes calculd correctamente la proporcion. Al 'y B2
calcularon correctamente la medida del area de la terraza, pero no la medida del area del
jardin. Intentaron calcularla con férmulas en vez de restarle a 24 m? (medida del &rea
del patio) la medida del area de la terraza. A2 colocé un valor numérico errado para la
medida del area del semicirculo y no escribié qué formula utiliz6. B1 no lo intentd

porque no recordaba la formula para calcular la medida del area de un semicirculo.

Al momento de trabajar en duplas A1 y B2 comunicaron a sus comparieros de dupla
cudl era la formula para calcular la medida del &rea de un semicirculo. Luego, la dupla
A no avanz0 en el céalculo porque no sabian como hallar la medida del area del jardin;
sin embargo, B1 fue el Unico estudiante que comentd dentro de su dupla que para hallar
la medida del area del jardin habria que realizar la diferencia entre las medidas del area
del patio y de la terraza. El profesor — investigador realiz6 una discusién entre grupos y

le cedio la palabra a B1 para que explicara como hall6 la medida del area del jardin.

La figura 49 muestra la respuesta dada por Al.

o 1
— b L T ey vou o 4 AT T - B
Modeko % T2 4221 { 7Ty wWia w4
AxA = ¢ o) i LG -2 .~
Jou N T3y 4=\ by A-TH = \6-2T
T

vAa-8- (2n44)> 4-2m

Figura 49. Respuesta al item 1b Modelo 3 dada por Al
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Modelo 4: Se previ6 que los estudiantes presentarian dificultades para realizar el calculo
de la medida del area de la terraza. A2, B1 y B2 no supieron como calcular la medida
del area de la terraza por dos motivos: no recordaban la férmula para calcular la medida
del &rea de un cuarto de circulo y no sabian como dividir el area para usar las formulas
que si conocian; estos tres estudiantes no realizaron ningin calculo. Al determino
correctamente la proporcion. Al le explico su procedimiento a A2 y este comentd: “si
hubiera sabido la formula para calcular el area del circulo, hubiera calculado (la
proporcidn) el modelo 4”. El profesor — investigador converséd con los integrantes de la
dupla B para que le comentaran oralmente como hallarian la medida del area de la
terraza, ellos indicaron que tenian que dividir la regién pero no sabian por dénde

empezar, que eran muchos célculos.
En la discusion entre parejas, Al le explicé a la dupla B su procedimiento y resultado.

La figura 50 muestra la respuesta dada por Al. Presentamos esta respuesta porque fue el

Unico estudiante que la resolvio.

. 3. Qa2 - 4,5 ] 3-1HA S W sow | 2O-T L G36
Ylooelo 4 kes TOEon . ?v;\r 3 law —= D PENTICEL [ fry
T2 .1 J ‘. ’
0% >T . \;
atdln: AWl = Tof  Yorh : Usavia d 4 Woddo

Figura 50. Respuesta al item 1b dada por Al

Corroboramos que los estudiantes recordaron con facilidad las formulas para hallar la
medida de las areas de un rectangulo, de un triangulo y de un trapecio (aunque un
estudiante planteé mal la férmula para hallar la medida del area de un trapecio); pero
solo dos estudiantes recordaron la formula para calcular la medida del area de un

semicirculo y de un cuarto de circulo.

El desarrollo de la tarea 1 empez6 de forma individual con la intencion de observar qué
conocimientos previos de formulas y de procedimientos de calculo de medidas de areas
presentaban los estudiantes. El profesor — investigador no tuvo la necesidad de
intervenir cuando se presentaron errores u olvidos de formulas porque se esperaba que
entre ellos lo solucionaran en la parte de parejas (y asi sucedid). El profesor —
investigador intervino cuando los estudiantes no supieron qué procedimiento de division

del area realizar, sin embargo esper6 a que en la discusion grupal se aclaren las
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dificultades. En la discusién entre parejas donde un estudiante explicaba su
procedimiento se notd que el estudiante que exponia se sintio motivado al explicar a sus

compafieros un procedimiento que el resto no sabia como realizar.

Observamos que a medida que el borde superior de la regidn se hace mas complejo, la
medida del area también se hace mas complicada y trabajosa, ya que la dificultad que
también se hizo presente fue la de descomponer el area en dos o méas partes para

calcular la medida de sus area de forma individual.

Reconocemos que los estudiantes recordaron por ellos mismos las férmulas de
geometria plana que vieron en su etapa escolar, y conocieron diferentes maneras de

dividir las regiones para formar figuras geomeétricas y obtener la medida de sus areas.

Podemos afirmar que los estudiantes se ubicaron en la fase de accion porque
relacionaron una o mas formulas de geometria para cada tipo region, y por calcular la

proporcién.

2. Al sefior Martinez le han presentado dos nuevos modelos de terrazas (ver figura 51),
hechos a partir de segmentos de rectas y curvas que no son arcos de circunferencia.

Modelo 5 Modelo 6

T
i
i
i JARDIN |
1
i

[

[

Figura 51. Nuevos modelos de terrazas.

En esta tarea cambiamos la variable “borde superior de la region” para curvas diferentes
a segmentos de recta o arcos de circunferencia. Pensamos que este cambio generara
cierta inestabilidad en los estudiantes porque no podran calcular la medida de las areas

de las terrazas al no conocer ninguna formula que les permita hacerlo.

Los objetivos de esta tarea son evidenciar que los estudiantes emplean figuras
geométricas y férmulas de geometria para aproximar la medida del area y que los
estudiantes reconozcan la necesidad de aprender un procedimiento que les permita

aproximar la medida del area.
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a. Describa un procedimiento que le permita aproximar el area de la terraza para

cada uno de los modelos.

Analisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran de forma individual porque pretendemos obtener
una muestra de cdmo conciben la idea de aproximacién de forma grafica, ya que
pensamos que los estudiantes presentan algun concepto o idea sobre la palabra

aproximacion.

Se pretende justificar que los estudiantes no conocen un procedimiento que les permita

aproximar la medida de un &rea no poligonal.

Se espera que los estudiantes presenten dificultades para dar una respuesta,
probablemente por alguna de las siguientes razones: no han utilizado el término
“aproximar” bajo el contexto planteado; no recuerden o no sepan como aproximar la
medida del area a partir de las medidas de las areas de figuras geométricas; si dibujan
figuras geométricas, tal vez no sepan si esa aproximacion es la mejor; quizas no sepan si
es correcto dibujar figuras geométricas que se salgan de la region sombreada, entre otras

dificultades que se pueden presentar.

Se espera que los estudiantes intenten aproximar la medida del area de la terraza a partir
de la suma de las medidas de las areas de figuras geométricas conocidas, tales como
rectangulos, triangulos, trapecios o regiones circulares. Es probable que se les dificulte

la redaccion y solo dibujen trazos adicionales en la figura como respuesta.

Es probable que los estudiantes traten de cubrir la mayor parte de la terraza con figuras
geométricas cada vez mas pequefias; sin embargo, al no saber como calcularian la

medida de sus areas posiblemente no lo den como respuesta.

La figura 52 muestra algunos procedimientos que creemos podrian realizar los

estudiantes.

Solo hemos realizado tres aproximaciones por cada modelo pero sabemos que hay

muchas mas; lo que sera comun a todos es el uso de figuras geométricas.

Modelo 5: Pensamos que los estudiantes aproximaran la medida del area por defecto (las dos
primera figuras) o por exceso (Gltima figura). Es probable también que el estudiante aproxime
la medida del &rea del jardin con la medida del area de un cuarto de circulo de radio 4 m.

110

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gc}gﬁmn

DEL PERU

JARDIN JARDIN JARDIN

(]
[

T | } | T |

Utilizando dos rectangulos y | Utilizando un rectangulo y un | Utilizando un rectangulo y un
sumando la medida de sus | triangulo y sumando la | tridngulo y sumando la
areas. medida de sus areas. medida de sus areas.

Modelo 6: Pensamos que los estudiantes aproximaran la medida del area por defecto.

1
i
i
r 1
JARDIN
i
]

1
1
JARDIN :
1
1

La
[

TERRAZA TERRAZA

—
—
—

Utilizando dos rectangulos y | Utilizando dos rectangulos y | Utilizando un rectangulo y un
sumando la medida de sus | un triangulo, y sumando la | tridngulo, y sumando la
areas. medida de sus &reas. medida de sus &reas.

Figura 52. Posibles trazos adicionales para aproximar la medida del area de las terrazas.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accién al optar por algun

procedimiento que les permita aproximar la medida del area.
Descripcion y analisis a posteriori

Luego de que los estudiantes leyeron el texto, no realizaron ningun trazo ni escribieron
nada como respuesta en un lapso de cinco minutos aproximadamente. Solo B1 pregunt6
al profesor — investigador sobre la palabra “aproximar”, que no entendia qué tenia que
hacer en la pregunta; se le contesté que utilice la misma palabra en otro contexto y que

lo aplique en su caso. Que se realice esta pregunta fue previsto por el profesor —
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investigador, ya que el estudiante no ha utilizado la palabra aproximar en un contexto

similar.

Luego, el profesor — investigador les pregunt6 a los estudiantes por qué no empezaban
con la resolucion del item; los estudiantes respondieron que no sabian con qué figura
aproximarla, si utilizar rectangulos, tridngulos o regiones circulares, que estaban
buscando una figura que mejor se aproxime. Este modo de pensar fue previsto por el
profesor — investigador ya que los estudiantes se concentraron en buscar figuras
geométricas de dimensiones conocidas para poder calcular la medida de sus areas y
lograr una mejor aproximacion; sin embargo, solo se les pedia que describan un

procedimiento de aproximacion.

Al y B1 consultaron si sus construcciones podian salirse de la region sombreada (idea
de aproximacién por exceso); se les contesto con la siguiente pregunta: ¢haciéndolo de
esa manera, les daria un valor aproximado de la medida del area?, a lo que respondieron
que si, y siguieron trabajando. Esta pregunta realizada por los estudiantes corrobora la
dificultad de lo que el profesor — investigador presentia sobre el tratar de aproximar una

region con figuras geométricas que excedan a la region.

A continuacion presentamos los procedimientos de aproximacion de la medida del area

de cada modelo de terraza:

Modelo 5: Los resultados presentados por los estudiantes fueron previstos por el
profesor investigador, los estudiantes utilizaron rectangulos, triangulos y sectores
circulares para aproximar el area de la terraza; dos estudiantes realizaron una

aproximacion por defecto, uno por exceso y uno presentd un resultado incoherente.

Al realiz6 una aproximacion por exceso dibujando dos rectangulos de diferente medida
de base (uno de los rectangulos fue la mitad inferior de todo el patio, y el otro
rectangulo el cuarto superior derecho del patio). A2 describié que aproximaria la
medida del area de la terraza sumando la medida de las areas de dos rectangulos, luego
aproximaria la medida del area del jardin como si fuera un cuarto de circulo y restaria
ambos resultados; por lo visto el razonamiento utilizado por estudiante no fue
coherente. B1 realiz6 una aproximacion por defecto utilizando un rectangulo de 2x4
m?. B2 aproximé la medida del area del jardin como si fuera un cuarto de circulo y

propuso restar dicha medida del total (debi6 ser al revés).

La figura 53 muestra la respuesta dada por Al.
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Modelo 5
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Figura 53. Respuesta al item 2a Modelo 5 dada por A2

Modelo 6: Los resultados presentados por los estudiantes fueron previstos por el
profesor investigador, los estudiantes utilizaron rectangulos, tridngulos y sectores
circulares para aproximar el area de la terraza; dos estudiantes realizaron una

aproximacion por defecto, uno por exceso y uno presento un resultado incoherente.

Al realizé una aproximacion por exceso dibujando un solo rectangulo (mitad inferior de
todo el patio). A2 describio que aproximaria la medida del &rea de la terraza a un cuarto
de circulo y luego lo restaria con la medida del area de las partes restantes; observamos
otra vez que su procedimiento no es claro. B1 realizd una aproximacion por defecto
dibujando un trazo adicional y formando un triangulo. B2 realizé una aproximacién por
defecto dibujando un rectangulo, un cuadrado y un tridngulo. La figura 54 muestra la
descripcion del procedimiento realizado por B2 ya que se ajusta a uno de los modelos

presentados en la figura 51.

El desarrollo de este item les demandé a los estudiantes mucho tiempo, porque trataron
de dibujar figuras geométricas de modo que se cubra la terraza casi en su totalidad. B1 y
B2 comentaron al profesor — investigador que si podian dibujar mas triangulos

pequerios pero que ya no sabian como calcular la medida de sus areas.

Luego de un tiempo prudente, se les comunicé a los estudiantes que decidan por la

aproximacion que crean conveniente y que pasen al siguiente item.

113

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz{_\éel_l}g?:m

DEL PERU

Modelo &
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Figura 54. Procedimiento descrito por B2

Si bien es cierto que los estudiantes respondieron al item, sus respuestas las escribieron
excediendo el tiempo esperado para dicha resolucion. Por lo visto y comentado por
ellos, nunca habian trabajado con una region de ese tipo. Trataron de buscar una figura
que se aproxime mas a la forma de la terraza y no sabian si podian salirse de la terraza

con la figura (aproximacién por exceso).

Podemos afirmar que se llegd a la fase de accidn de la situacion 1 porque todos los

estudiantes eligieron figuras geométricas para aproximar el area de la region.

b. A partir del procedimiento descrito en la pregunta 2(a), calcule el area

aproximada de la terraza e indique cuél de los dos modelos elegiria el sefior

] - . B Area .
Martinez (Utilice el mismo criterio: 0,5<~—— 12" <0,67). Justifique.
AreaJardin

Analisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran de manera individual por un lapso de tiempo, y
luego comunicaran a sus respectivas parejas sus procedimientos de aproximacion a la
medida del &rea de la terraza y sus célculos y resultados obtenidos. Esto lo hacemos con
el fin de que los estudiantes comprendan que existen diferentes maneras de aproximar la
medida del area, algunas por exceso y otras por defecto, y que estas aproximaciones

pueden mejorar.
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Como los estudiantes ya tuvieron una experiencia similar en el item b de la tarea 1, se

espera que no presenten dificultades para obtener la proporcion para cada modelo.

En el caso que en la dupla se hayan dado los dos tipos de aproximacion, por exceso y
por defecto, el profesor — investigador preguntard: ;qué diferencia hay entre ambas
aproximaciones? Se espera que respondan que en un caso la aproximacién es mayor a la
medida del area de la terraza y en el otro menor. Otra pregunta que se piensa hacer es la
siguiente: ¢serd posible mejorar la aproximacion? Se espera que respondan que si se
puede mejorar la aproximacion dibujando figuras mas pequefias en los espacios que no

estan cubiertos.

En el caso que en la dupla solo se haya dado un tipo de aproximacion, o0 por exceso 0
por defecto, el profesor — investigador preguntara: ¢Es posible mejorar la aproximacién?
Se espera que respondan que si se puede mejorar la aproximacion dibujando figuras mas
pequefas en los espacios que no estan cubiertos. Mas adelante, en una discusion grupal,

se comentara sobre los tipos de aproximacion que se pueden dar.

La figura 55 muestra las proporciones para las aproximaciones realizadas en la figura
51. Solo se han colocado tres modelos por cada figura, ya que pensamos que los
estudiantes aproximaran la terraza con figuras poligonales, sin embargo sabemos que
hay diferentes formas de realizar la aproximacion. Es probable también que algun
estudiante utilice un cuarto de circulo para aproximar la medida del area del jardin en el

modelo 5 o la medida del area de la terraza para el modelo 6.

Modelo 5:
4 | 4 : 4 .
2 TERRAZA - :m 3 :m
4 | __I 4 | I 4 ]I
m(T) 2x2+2x3 m(T) 2x4+(2x4)/2 m(T) 2x4+(4x4)/2
m(J) 24-10 m(J) 24 -12 m(J) 24 -16
=0,71 -1 -2
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M(T) 1x2+2x3| 5_MT) 1x2+2x3+(2x2)/2 m(T) 1x4+(2x4)/2
P= - ") 24-10 P= =
m(J)  24-8 m(J) = m(J) 24 -8

~05 =0,71 =05

Figura 55. Posibles proporciones entre las medidas de las areas de la terraza y del jardin.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accién al calcular la medida del
area aproximada del jardin y la terraza y elegir el modelo que cumpla con la proporcion.

Descripcion y analisis a posteriori

Todos los estudiantes empezaron a calcular la medida de las areas de las figuras
geomeétricas que aproximaban la terraza, y la medida del area del jardin la calcularon
haciendo la diferencia entre el area del patio (que mide 24 m2) y la medida del area de la

terraza. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Modelo 5: Los resultados obtenidos por los estudiantes fueron previstos parcialmente
por el profesor — investigador. Se esperaba que los estudiantes no presentaran
dificultades para calcular las medidas de las areas, pero dos estudiantes no lo pudieron
hacer; los motivos fueron los siguientes: dibujaron figuras geomeétricas y no supieron
como hallar las medidas de sus areas (Bl), y el razonamiento utilizado no fue el
correcto (A2).

Al realiz6 una aproximacion de la terraza por exceso y obtuvo la medida del area de 18
m? y una proporcién igual a 3. A2 dio resultados incoherentes (la medida del area de la
terraza fue de 26,26 m? siento la medida del area total del patio 24 m?). El profesor —

investigador no intervino para guiar al estudiante A2 porque esperaba que lo hiciera el
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estudiante Al luego de trabajar en parejas. En la interaccion dada entre ambos
estudiantes, Al le mostro a A2 su procedimiento y le indico que sus resultados no eran
coherentes. A2 tratd de explicar su procedimiento y por qué obtuvo dichos valores pero

no supo cdmo hacerlo.

La figura 56 muestra la respuesta dada por A2 (en la figura 53 se describe su

procedimiento).

Modelo 5

QJ:E'”HQQ"-'“' E‘> M@icﬁzﬂﬁfi O{W’k

I_:}T L - f,{"_ [P 3 d Sy

Figura 56. Respuesta al item 2a Modelo 5 dada por A2.

B2 aproximo la medida del area del jardin con la medida del area de un cuarto de
circulo, y la medida del area de la terraza la obtuvo a partir de la diferencia entre las
medidas del area del patio y del jardin; obtuvo como medida del area de la terraza 12,56
m? y una proporcién igual a 0,91. B1 solo obtuvo la medida del 4rea de la terraza que le
sali6 8 m?. El profesor — investigador no intervino para guiar al estudiante B1 porque
esperaba que lo hiciera el estudiante B2 luego de trabajar en parejas. En la interaccion
dada entre ambos estudiantes, B1 le explicé a B2 que no sabia como hallar la medida
del area del jardin; B2 le explicé como hacerlo y luego B1 comento: “ahora si sé porque
ya me lo explicaste”. El procedimiento dado por B2 fue previsto por el profesor —

investigador como una posibilidad de calculo.

Modelo 6: Al realiz6 una aproximacién de la terraza por exceso y obtuvo una medida
de area de 12 m? y una proporcién igual a 1. A2 dio resultados incoherentes (la medida
del 4rea de la terraza fue de 50,26 m?, siento la medida del 4rea total del patio 24 m?).

En la discusion en parejas Al le explico a A2 su procedimiento.

B2 utilizd un rectangulo, un cuadrado y un triangulo para su aproximacion por defecto,
pero cometio un error al calcular la medida del area del rectangulo (debid ser 1x 4 pero

coloc6 1x1), todo lo demas lo hizo correctamente. B1 solo obtuvo la medida del area
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de la terraza que le sali6 6 m® En la discusion en parejas, B2 le explicé a Bl su

procedimiento y en la explicacion B2 se dio cuenta del error cometido.

La figura 57 muestra la respuesta dada por B2 (en la figura 54 se describe su
procedimiento).
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Figura 57. Calculos realizados por B2 en el item 2b

Luego de la interaccion dentro de cada dupla, el profesor — investigador decidid
comparar los resultados de la aproximacion de la medida del area de la terraza para el
modelo 6 obtenido por Al y por B2, y les preguntd: ¢qué diferencia hay entre ambas
aproximaciones? Al respondio que en su caso el rectdngulo usado para aproximar la
medida del &rea se salia de la terraza y en el de B2 no, ya que sus figuras estaban dentro
de la terraza. En ese momento el profesor menciond que si el namero que aproxima a la
medida del area es menor se dice que es una aproximacion por defecto; pero si es

mayor, €S por exceso.

Luego se hizo una nueva pregunta: ;cuél de ellas creen que aproxima mas la medida del

area? B2 respondié que la suya porque cubria mas la terraza.

La rueda de preguntas se termind con la siguiente: ;serd posible mejorar la
aproximacion? Al comenté que si, que dibujando figuras mas pequefiitas, pero ya seria

muy dificil hallar la medida de sus areas; B1, B2 y A2 corroboraron el comentario.
Las respuestas dadas por los estudiantes fueron previstas por el profesor — investigador.

Corroboramos que los estudiantes emplearon figuras geométricas y férmulas de

geometria para aproximar la medida del area.

Podemos afirmar que los estudiantes se ubicaron en la fase de accion porque calcularon

las medidas de las areas aproximadas Y eligieron un modelo de terraza. Si bien es cierto
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que el célculo inicial de algunos estudiantes fue incorrecto, por la discusion e

intercambio de ideas realizados creemos que ahora si podrian hacerlo correctamente.

c. ¢Podria calcular el area de la terraza para ambos casos? Si su respuesta es
afirmativa, dé el valor numérico del area; de lo contrario, explique por qué no los

podria calcular.

Analisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran en parejas porque se pretende desde el inicio que
discutan y planteen una justificacion de por qué no pueden calcular exactamente la
medida del area de la terraza. En los items anteriores los estudiantes presentaron
diferentes procedimientos de aproximacion y de calculo; comprendieron intuitivamente
cuando una aproximacién es mejor que otra (a partir de las respuestas dadas a las
preguntas hechas por el profesor — investigador); por eso pensamos que adquirieron
herramientas para brindar una opinién que responda a la pregunta planteada.

Se espera evidenciar que los estudiantes no son capaces de calcular la medida de las
areas que no presentan un borde superior conocido por ellos; asimismo, justificar que
son conscientes de que no conocen una formula que les permita hallar la medida del
area 0 que no conocen un procedimiento que les permita acercarse cada vez mas a dicha

medida.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accién al relacionar los conceptos
de medida de area y aproximacion, y que reconozcan la necesidad de aprender un
procedimiento que le permita aproximar dicha medida.

Descripcion y analisis a posteriori

Los estudiantes leyeron la pregunta y afirmaron que no podian calcular la medida del
area de la terraza para ambos modelos. La figura 58 muestra la respuesta dada por la
dupla A.

oMb . debido a la fﬂmpl%cdo,d dd(m’tfc:ww de lo
3Tﬂm)ﬂn6ﬁ\ d’maida 6 9 LOMW del
citttne el yopdm om @ vredelo 5

Figura 58. Respuesta de la dupla A al item c de la tarea 2.

119

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gc}gﬁmn

DEL PERU

El profesor — investigador decidio realizar una discusion grupal para que todos los
estudiantes den su punto de vista acerca de la pregunta. Los comentarios vertidos por

los estudiantes sobre el item c de la tarea 2 fueron los siguientes:

7

- Al mencion6 “no conocemos formulas para esas regiones”;

- A2 dijo “el contorno no era parte de una figura geométrica”;

- B1 sefiald “los modelos 5 y 6 no son exactos, no son precisos, a comparacion de
los primeros (modelos 1,2, 3 y 4) que usan una formula determinada, sumas,
restas, en cambio en la otra usas aproximaciones”; y

- B2 expreso “se puede hallar el area si se asume que la region es un cuarto de
circulo” (en este caso el estudiante propone cambiar la curva por un cuarto de

circunferencia).

El profesor — investigador confirmo lo dicho por los estudiantes; que para ese tipo de
regiones no poligonales no se conocen formulas de geometria para determinar la medida
de sus areas, que se deben realizar otro tipo de procedimientos de célculo que este

momento no conocen aun.

Luego de la discusion grupal corroboramos que cuando el borde superior de la region es
una curva diferente a segmentos de recta o arcos de circunferencia, el estudiante no sabe
cémo calcular la medida del area de la region porque no es una figura geométrica
conocida y no conoce una férmula para hallarla. Asimismo, no justificaron un
procedimiento que les permita aproximarse cada vez mas a la medida del area, solo
dieron algunas ideas como completar los espacios que faltan con figuras mas pequefas

pero veian muy complejo el calcular la medida de sus areas.

A partir de las respuestas dadas por los estudiantes, podemos afirmar que todo lo
mencionado fue previsto por el profesor — investigador. Notamos que los estudiantes no
se sienten comodos realizando céalculos complejos, sobre todo si los realizan
manualmente, por ese motivo creemos que evitar que realicen dichos calculos y que
destinen el tiempo en interpretar los resultados seria beneficioso en su aprendizaje.
Afirmamos que los estudiantes no cuentan con las herramientas necesarias para
aproximar la medida del area; que conocen formulas de geometria pero no conocen un

procedimiento que les permita utilizarlas.

Luego de la discusion entre duplas desarrollada al finalizar la tarea 2, el profesor —

investigador realizd una institucionalizacion local a partir de los resultados obtenidos
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por los estudiantes a lo largo de toda la actividad 1. Sefialé que con esta actividad se
buscd que utilicen sus conocimientos previos de férmulas de geometria, de nocion de
area y medida y de aproximacion, de modo que los utilicen para el calculo de medidas
de éreas conocidas (los cuatro primeros modelos de terraza) y para la aproximacion de
la medida de areas desconocidas por ellos (los modelos de terraza 5 y 6). Les preguntd:
¢ustedes querian realizar una mejor aproximacion a la figura? Todos dijeron que si pero
no sabian cdmo hacerlo. El profesor — investigador les sefial que uno de los objetivos
de la actividad era que vean la necesidad de aprender un nuevo procedimiento que les
ayude a realizar esas aproximaciones que en un primer momento se les dificultaba. Los

estudiantes corroboraron la intencion de la primera actividad.
Observaciones generales de la actividad 1

Luego de la experimentacién, del recojo de informacion, de realizar los anélisis a priori

y a posteriori, y compararlos de forma detallada por cada item, concluimos lo siguiente:

v’ Los estudiantes alcanzaron la fase de accion de la situacion 1 especifica para esta
actividad.

v" Se evidencié que si la variable didactica “borde superior de la region” toma formas
conocidas, los estudiantes no presentan dificultades para empezar a trabajar, conocen
procedimientos y la existencia de férmulas de calculo que le permitan hallar las
medidas del area. Sin embargo, al cambiar la forma del borde, desconocido para los
estudiantes, describir un procedimiento que permita aproximarse a la medida del &rea
se hace dificil para ellos. Se justificé que los estudiantes no cuentan con las
herramientas necesarias ni conocen un procedimiento que les permita brindar una
mejor aproximacion a la medida del area. Cabe mencionar que notamos que hubo
indicios de completar los espacios sobrantes con figuras mas pequefias pero al no
poder calcular sus respectivas medidas de areas los estudiantes desistieron de ello.

v’ Las tres formas de trabajar las tareas: individual, en parejas y entre grupos, permitio
que los estudiantes discutan y se apoyen mutuamente para conseguir los objetivos
trazados. Ademas, se observd que los estudiantes se motivaron al momento de
justificar sus resultados frente a la otra dupla.

v' Pensamos que los resultados hubieran sido similares si se eliminaban o si se
cambiaba el orden algunos items, o si se trabajaba todo en parejas. Esto lo
mencionamos pensando en optimizar el tiempo y ver la posibilidad de trabajarlo en

hora de clase como una motivacion previa.
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4.3.2 Descripcion, objetivos, variables didacticas, fases asociadas de la TSD de cada

itemy de la actividad 2

La actividad 2 propuesta en nuestra investigacion fue la siguiente:

Actividad 2: Colocacion de losetas en la terraza.

Al sefior Martinez le mostraron una simulacién por computadora de los diferentes
modelos de terrazas y como quedarian enchapados con losetas, segin sus
requerimientos. Esto se hizo a partir de un programa interactivo (applets en

GeoGebra) basado en el uso de deslizadores.

Los requerimientos dados por el sefior Martinez fueron los siguientes:

., L Area
= La proporcion entre la terraza y el jardin es 0,75< " Tem2 <1
A8 gy iy

= Para abaratar los costos, las losetas deben ser rectangulares y de dimensiones
iguales. De esa manera resulta mas sencillo y econdmico realizar los cortes a
medida.

= Por cuestiones de uniformidad, cada loseta se debe colocar en la base de la terraza

y debe coincidir con el borde superior de la misma, en al menos un punto.

1. Abra el archivo S2_P1.ggb y manipule los deslizadores a y b ubicados en la vista
grafica: Divisidn del terreno.

a. Elijaun par de valores de a y b que hagan que se cumpla la proporcion dada.

A continuacion trabaje en la vista gréafica: Dibujo de loseta rectangular. (Utilice los

valores hallados de a y b).

b. (i) Mueva el punto P y complete la tabla:

X 1 2,5 312
Altura de la loseta

Area de la loseta

¢Presento alguna dificultad para completar la tabla? Explique.

(ii) Dibuje una loseta cuya base mida 4 m., e indique qué calcula de la loseta la imagen
f(4).
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2. Al sefior Martinez le mostraron por computadora un nuevo modelo de terraza, en
donde se simula la colocacion de losetas. Abra el archivo S2_P2A.ggb y manipule

el deslizador n ubicado en la vista grafica: Dibujo de losetas rectangulares.

a. Explique qué cree usted que calculan los valores que toma S (0 Si, para la otra

pareja).
b. Dibuje cuatro losetas con el deslizador n.

(i) ¢Las alturas de las losetas son las imagenes de f en el extremo derecho o izquierdo

de cada base?

(i) Exprese S (0 S, para la otra pareja) como la suma de las &reas de cada una de las
losetas dibujadas.

c. El sefior Martinez desea enchapar la terraza con losetas rectangulares, con la
condicion de que la region de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas (o las
partes de las losetas que sobrepasan a la terraza, para la otra pareja) sea la menor
posible.

(i) ¢Cuantas losetas cree usted que se deberian dibujar con el deslizador n para esto

ocurra? Justifique.

(i) Exprese S (0 S, para la otra pareja) como la suma de las &reas de cada una de las
losetas dibujadas en la pregunta c. (i). Justifique.

(iii) Calcule el area de la terraza que queda sin cubrir por las losetas (o el area de las

partes de las losetas que sobrepasan a la terraza, para la otra pareja) dibujadas en (i).

(iv) Si se dibujaran mas losetas de las permitidas por n, ¢el valor hallado en c. (iii):

aumentaria, disminuiria, o permaneceria igual? Explique.

d. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su compafiero en el item c.,

responda a las siguientes preguntas:

(i) ¢Cuantas losetas se deberian dibujar con n y en qué forma se deberian ubicar en la
terraza, de modo que la suma de las areas de todas ellas se aproxime mas al area de la

terraza? Justifique.

(i) Si se colocaran mas losetas de las permitidas por n, ¢qué cree usted que suceda con
los valores de S y S;: se alejarian, llegarian a ser iguales, se acercarian pero no

Ilegarian a ser iguales? Explique.
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Es pertinente mencionar que como en la tarea 2 de esta actividad, los estudiantes
trabajaron con dos applets distintos, es decir trabajaron con dos materiales distintos que
se distinguian por una frase y por un simbolo, decidimos agregar entre paréntesis, en
algunos de los items de la actividad mostrada en la pagina anterior, lo que aparecia en el
material del compafiero de dupla; esto lo hicimos para simplificar la lectura y realizar
una mejor comparacion (en los anexos de nuestra investigacion presentamos ambos

materiales).

La actividad 2 esta disefiada para ir introduciendo al estudiante en el empleo de
rectangulos para realizar aproximaciones de la medida de un area (recién en el item d de
la tarea 2, analizaremos si el estudiante toma conciencia de que esta aprendiendo un
procedimiento de aproximacién). Asimismo, esta actividad estd disefiada para que el
estudiante relacione la altura de un rectangulo como la imagen de una funcion, a fin de
que pueda expresar la aproximacion a la medida del area como una adicion de las
medidas de las areas de cada uno de los rectangulos (recién en el sub — item 2 del item ¢
de la tarea 2, analizaremos si el estudiante presenta o no dificultades para expresar la
aproximacion realizada como una adicion de términos). En esta actividad los estudiantes
utilizan e interactian con los applets en GeoGebra (programa utilizado solo por el
profesor en las clases del curso previo al desarrollo de las actividades) como parte del
medio disefiado por el profesor — investigador. Con estos applets pretendemos evitar
que el estudiante realice gréficas y calculos repetitivos y tediosos, y lograr que centre su
atencion en interpretar los resultados obtenidos, tanto numéricos como gréficos. Cabe
sefialar que al estudiante no se le ensefia los comandos del programa; nosotros hemos
disefiado applets basados en deslizadores de modo que el estudiante observe cémo se
modifican las graficas, como se incrementan los rectangulos y cémo varia el célculo de

medidas de areas de forma dindmica.

Es esta actividad se han planteado tareas, items y sub — items que forman parte, algunos
de la situacién 1 (relacionados con la idea de aproximacién) y otros de la situacion 2
(relacionados con el planteamiento de las medidas de las areas de los rectangulos de
forma individual). Cuando realicemos el analisis por item lo describiremos al detalle;

asi como también la fase de la TSD que es alcanzada por los estudiantes.

En esta actividad el estudiante interactuard con el medio propuesto por el profesor —
investigador (el profesor, su pareja de dupla, la otra pareja, el applet en GeoGebra y las

tareas de la actividad impresa). Como en esta actividad no se ha planificado un objetivo
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de aprendizaje, pero se introduce al estudiante en dos temas nuevos para é€l: el de la

aproximacion a la medida del area con rectangulos, y a que puede expresar dicha

aproximacion como una adicion de las medidas de las areas de cada uno de los

rectangulos, se han disefiado tareas para que los estudiantes se ubiquen en las fase de

accion y de formulacion propuestas en la TSD para ambas situaciones.

En esta actividad los estudiantes trabajan con las variables didacticas: “borde superior

de la region” y “namero de rectangulos de aproximacion”. Las tablas 2 y 3 muestran

qué valores toman dichas variables y en qué tareas en particular se trabaja directamente

con ellas para las situaciones 1y 2 respectivamente.

Tabla 2. Variables didacticas trabajadas en la situacién 1 asociadas a la actividad 2.

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Variable
s Valores Tarea
didéctica
Entre 1y 8 rectdngulos (visto en el programa):
Para rectangulos inscritos:
Aproximacion por defecto: de 5,60 a 9,98 m?
Diferencia entre la medida del area y su aproximacion: de 0,95 a
. 5,33 m?
Numero de , i g
) Para rectangulos circunscritos:
rectangulos Aproximacion por exceso: de 11,98 a 21,60 m? 5

de

aproximacion

Diferencia entre la medida del area y su aproximacion: de 1,05 a
10,67 m°

Para mas de 8 rectangulos (asumido de forma intuitiva):

Para rectangulos inscritos y/o circunscritos:

Aproximacién por exceso y por defecto: los valores se alejan, se
acercan pero no llegaran a ser iguales, se acercan y si llegaran a
ser iguales

Tabla 3. Variables didacticas trabajadas en la situacién 2 asociadas a la actividad 2.

V_arjlat_)Ie Valores Tarea
didactica
Borde Forma conocida:
superior de la Segmento de recta 1y2
region Formas d_esconomdas: _ _
Curvas diferentes a segmentos de rectas y arcos de circunferencia
] 1, 2 y 4 rectangulos:
Numero de Medida de la base: nimero entero
rectangulos Valor de x para determinar la imagen de la funcién: nimero entero
de 3,5, 6, 7y 8 rectangulos: 2
. » Medida de la base: nimero fraccionario
aproximacion Valor de x para determinar la imagen de la funcién: nimero
fraccionario
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Forma de trabajo de la actividad 2

La experiencia se llevara a cabo de la siguiente manera:

El tiempo estimado es de dos horas, sin embargo podria ser mayor debido a que es la

primera actividad que se realiza utilizando los applets en GeoGebra.

Se trabajara en un aula de una universidad de Lima.

Se trabajara con dos duplas: A y B. La dupla A tiene por integrantes a Al y a A2; la
dupla B tiene por integrantes a B1 y a B2.

Al inicio de la sesion se instalard en cada maquina el programa GeoGebra, se

guardaran en el Escritorio de cada computadora los archivos a utilizar que contienen

los applets disefiados en GeoGebra, se entregara a cada estudiante el documento

fisico de la actividad a trabajar y se explicara la manera en la que se desarrollara la

sesion (comportamientos de los estudiantes y del profesor a lo largo de la sesion, es

decir, aspectos del contrato didactico).

= En latarea 1 todos los estudiantes utilizaran el mismo applet. Primero se trabajara de
forma individual, por un lapso de tiempo, para que cada estudiante maneje
libremente los deslizadores y grafique una funcion que sea diferente a la de los
demas. Luego, se trabajara en parejas para comparar graficas y resultados.
Finalmente se procedera a una discusion grupal. De ser necesario el profesor —
investigador realizara una intervencion.

= Enlos items a, b y c de la tarea 2 los integrantes de cada dupla trabajaran de forma
individual porque utilizaran un applet distinto; en un caso se dibujaran rectangulos
inscritos al area y en otros, circunscritos. Se permitira el intercambio de informacion
entre las duplas en lo relacionado a expresar la suma de las medidas de las areas de
los rectangulos como una adicion de las medidas de las areas de cada uno de ellos.
De ser necesario el profesor — investigador realizara una intervencion.

= En el item d de la tarea 2 se trabajara en parejas y con ambos applets. Ambos

integrantes trabajaran los sub - items a partir de los resultados obtenidos en los items

a, b y c de la tarea 2. Luego de un lapso de tiempo se procedera a una discusion

grupal donde se espera estandarizar algunos resultados (esto se vera en el analisis que

se realizara por tarea).

A continuacion realizaremos la descripcion, el anélisis a priori, el analisis a posteriori y
la comparacién entre ambos anélisis de forma detallada por item de la actividad 2;

asimismo, realizaremos observaciones y conclusiones relacionadas a dicha actividad.
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ACTIVIDAD 2: COLOCACION DE LOSETAS EN LA TERRAZA

Al sefior Martinez le mostraron una simulacion por computadora de los diferentes
modelos de terrazas y como quedarian enchapados con losetas, segun sus
requerimientos. Esto se hizo a partir de un programa interactivo (applets en GeoGebra)

basado en el uso de deslizadores.

Los requerimientos dados por el sefior Martinez fueron los siguientes:

. . Area
La proporcion entre la terraza y el jardin es 0,75< - Tem2 <1
AreaJardin

= Para abaratar los costos, las losetas deben ser rectangulares y de dimensiones
iguales. De esa manera resulta mas sencillo y econdémico realizar los cortes a

medida.

» Por cuestiones de uniformidad, cada loseta se debe colocar en la base de la terraza 'y

debe coincidir con el borde superior de la misma, en al menos un punto.

1. Abra el archivo S2_P1.ggb y manipule los deslizadores a y b ubicados en la vista
grafica: Division del terreno.

En esta tarea los estudiantes trabajan con las variables didacticas “borde superior de la
region” y “numero de rectangulos de aproximacion”; pero estas no son modificadas por
el profesor — investigador. En el primer caso, los estudiantes ya trabajan con un borde
superior diferente al de un arco de circunferencia; y en el segundo caso, los estudiantes

solo trabajan con un rectangulo.

El objetivo de la tarea es evidenciar que los estudiantes no presentan dificultades para
manipular los deslizadores del GeoGebra y tampoco al interpretar las condiciones dadas
textualmente. Asimismo, se espera lograr que los estudiantes relacionen las alturas de

los rectangulos con las iméagenes de una funcion.

a. Elija un par de valores de a y b que hagan que se cumpla la proporcion dada.

Analisis a priori

En este item que se muestra a continuacién, los estudiantes trabajaran de forma

individual. Es importante notar que el programa permite trabajar con una gran variedad

de curvas que se obtienen al manipular los deslizadores a y b, sin la necesidad de

restringirnos a una sola. De ese modo, el estudiante podra apreciar, mas adelante, que el
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procedimiento que aprendera es flexible y se adapta a cualquier tipo de curva, siempre

que sea continua.

Pretendemos que los estudiantes tomen control de los deslizadores a 'y b y los coloquen
de tal modo que se cumpla que la proporcion entre las medidas del area de la terraza y

del jardin, dada en el texto.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para abrir el programa, para
ubicar los archivos donde se disefiaron los applets y para elegir dos valores de a 'y b que
cumplan con la proporcion dada

Es probable que presenten algunas dificultades al manipular los deslizadores ya que es
la primera vez que trabajan con ellos. Si esto ocurriese, el profesor — investigador guiara

al estudiante para que lo haga correctamente.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accion de la situacion 1 al escoger

un par de valores de los deslizadores que cumplan con dicha proporcion.
Descripcion y analisis a posteriori

La experiencia se llevo con total normalidad y todos obtuvieron un resultado que se
ajustaba a lo requerido en el texto. Los estudiantes estuvieron motivados al utilizar el
GeoGebra para trabajar problemas de matematica. La figura 59 muestra algunos

modelos de terrazas dibujados por los estudiantes.

DIVISION DEL TERRENO DIVISION DEL TERRENO
8y 8
= = = = 2
Arear,.. .. = Ap=10.49 m? Ar 078 AreaTerraza = AT =11.72 m Ar 005
— =0.7 — = 0.95
" Aea, . =A =1351m Ay 1 Area,,  =A,=1228n¢ A
[5} 6
5 Jardin 5 Jardin
b=193
2 4 a=0.21 b=1.81
3 a=013 3
2 2
1 Terraza 1 Terraza
0 0
0 1 2 3 4 5 5} 7 0 1 2 3 4 5 6 7
o= 0D o) 1.2 |
\C) = 1'q?) | =] k1 -:_:. |
(@) (b)

Figura 59. (a) Deslizadores elegidos por Al. (b) Deslizadores elegidos por B2.
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A2 y B1 tuvieron dificultades para manipular los deslizadores; pero sus propios
compaferos les explicaron. Podemos afirmar que tanto los resultados como las
dificultades en el manejo de los deslizadores fueron previstos por el profesor —

investigador.

Podemos afirmar que los estudiantes se ubicaron en la fase de accién de la situacion 1

ya que actuaron sobre los deslizadores y obtuvieron resultados coherentes.

Corroboramos que los estudiantes no presentaron dificultades para manipular los

deslizadores y elegir ciertos valores para que cumplan las condiciones dadas en el texto.

A continuacion trabaje en la vista gréfica: Dibujo de loseta rectangular. (Utilice los

valores hallados de a y b).

b. (i) Mueva el punto P y complete la tabla:
X l 2,5 3’2

Altura de la loseta

Area de la loseta

¢Presento alguna dificultad para completar la tabla? Explique.

(if) Dibuje una loseta cuya base mida 4 m., e indique qué calcula de la loseta la
imagen f(4).

Analisis a priori

En el sub - item (i) los estudiantes trabajaran de forma individual por un lapso de
tiempo porque se pretende analizar si alguno de ellos relaciona la altura del rectangulo
dibujado con la imagen de la funcién para un valor determinado de x. Luego de ello
compararan y discutiran sus resultados con su pareja de dupla. Ya estando en parejas
trabajaran el sub — item (ii). Al final del desarrollo del item se realizara una discusién
grupal para validar ciertos resultados o para que el profesor — investigador los aclare. La
intervencion del profesor se realizara en la discusion grupal ya que pretendemos que el
estudiante por sus propios medios relacione la altura del rectangulo con la imagen de la

funcion.

Se ha disefiado en el applet un punto maévil P que se mueve por todo el borde superior

de la regién (grafica de la funcion f) y dibuja un rectangulo cuya medida de base es
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igual a x y la medida de la altura igual a f(x). Este punto P fue disefiado con la intencion
de que los estudiantes reconozcan por ellos mismos que existe una relacion entre la
altura del rectangulo y la imagen de la funcién; de ese modo tratamos de evitar que los

estudiantes pregunten: ;,como hallo la altura del rectangulo?

La figura 60 muestra lo que grafica el punto P cuando x igual a 2,5.

G
5 Jardin
4 y=fX
3 P (2;:f(2))
2
1 Terraza
0
0 1 2 3 4

Figura 60. Loseta de base igual a 2 m. y altura f (2).

Se espera que el estudiante mueva el punto P y que la abscisa de dicho punto coincida
con los valores de x dados en la tabla. Creemos que los estudiantes no presentaran
dificultades para mover el punto P ni para ubicar los valores de X, ya que tienen

conocimientos previos del plano cartesiano.

En el sub — item (i) es probable que los estudiantes presenten dificultades para
completar la tabla en lo que respecta a la altura de cada loseta, ya que pensamos que
buscaran dar un valor numérico y no expresarlo como la imagen de la funcion. Es
probable que los estudiantes consulten al profesor — investigador si pueden dar un valor
aproximado de la altura; en ese caso se les respondera con la siguiente pregunta: ;en la
tabla les piden que calculen un valor aproximado? La idea de devolverles una pregunta
es esperar a ver qué responden; ademas se espera que algun estudiante plantee las
alturas como la imagen de la funcion y lo pueda comunicar a su compafiero o al resto de

estudiantes en una discusion grupal.

Se espera que los estudiantes que expresaron correctamente la altura como una imagen,
no tenga dificultades para obtener la medida de las areas de las losetas. En ese caso,
responderan tal y como se muestra en la tabla 4 (la idea de que los estudiantes hayan
trabajado el item a de la tarea 1 de forma individual es justamente para que observen
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que las expresiones de la tabla dadas como resultado son las mismas sin importar con

qué funcion hayan trabajado).

Tabla 4. Medidas de la altura y del &rea de una loseta.
X 1 2,5 3,2
Altura de la loseta f (1) m. f (2,5) m. f(3,2) m.
Area de la loseta 1,0x f (1) m?°. 25xf(25) m’. | 3,2xf(3,2) m’.

Sin embargo, es muy probable que den un valor aproximado de la altura guidndose en
los valores que toma f en el eje Y; y lo mismo ocurrira para el calculo del area. Si ambos
estudiantes completaron la tabla con valores numéricos se espera que comenten como

aproximaron dichos valores.

Se espera que los estudiantes indiquen que si tuvieron dificultades para calcular la altura
de cada rectangulo porque no tenian la medida exacta, por ese motivo dieron un valor

aproximado.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para responder que f(4) calcula
la medida de la altura de la loseta en el sub — item (ii); esto debido a que en la pregunta
se menciona que f(4) es la imagen de la funcién y eso le permitird al estudiante
relacionar de forma directa la imagen con la altura. La figura 61 muestra el rectangulo

que observaran los estudiantes.

DIBUJO DE LOSETA RECTANGULAR
5]
5 Jardin
4 4
3 4

y=fx

9] P4, f(4))
1 Terraza
O T T T T

0 1 2 3 4 5

Figura 61. Loseta de base igual a 4 m. y altura f(4).

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accién para la situacion 2 al
actuar sobre el punto P, completar la tabla con valores aproximados y mencionar que

f(4) calcula la medida de la altura de la loseta.
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Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacion para la situacion 2 si
relacionaron la altura de cada rectangulo con la imagen de la funcion y lo comunicaron
a su compafiero de dupla.

Descripcion y analisis a posteriori

Los estudiantes manipular sin dificultad el punto P ubicado en la vista grafica: Dibujo

de loseta rectangular. Esto fue previsto por el profesor — investigador.

La figura 62 muestra lo observado Al (solo mostramos lo observado por Al porque

cada estudiante trabajo con una curva diferente), para un valor de x igual a 1.

DIBUJO DE LOSETA RECTANGULAR
6

Jardin

P (1:£(1)
y=f ()

1 Terraza

0 1 2 3 4 5

Figura 62. Loseta de base igual a 1 m. y altura f (1).

Todos los estudiantes en el sub — item (i), al no tener un valor exacto de la altura,
intentaron dar un valor numérico aproximado de la altura de cada rectangulo. A2 y B1
cambiaron la escala del eje y del plano cartesiano (se ubicaron en el eje y con el mouse

lo deslizaron hacia arriba) y mejoraron su aproximacion.

La figura 63 muestra dicho cambio de escala.

6

5 Jardin

P {1y (1) P(1:7(1))

35

y=f{x

y=fx

1 Terraza 25

0 1 2 3 4

Figura 63. Cambio de escala realizada por A2 (curva para a =0,24 y b =1,38).
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Ningun estudiante expreso la altura de las losetas como imagen de la funcion. La figura

64 muestra las respuestas dadas por los estudiantes Al y B2.

[tﬂl’ﬁdﬂﬂ loseta | 2 4 9,72 a9
- .. X 5.5 6,4
(@)
X 1 2,5 32
Altura de la loseta LB 2.3 L9
Arcatelaloseta | 1,38 | 232 BT
- G 3.6
(b)

Figura 64. (a) Tabla mostrada por Al. (b) Tabla mostrada por B1.

B1 no completo la tabla porque no sabia cémo hallar la medida de cada loseta. Comentd

que no le pedian un valor aproximado de la altura.

Estos resultados fueron previstos parcialmente por el profesor — investigador, ya que
presentimos que los estudiantes iban a tener dificultades en completar la tabla
correctamente, pero pensamos que algun estudiante iba a conseguir expresar la altura

como la imagen de la funcion.

Estas dificultades lo demuestran las respuestas dadas por ellos a la pregunta: ¢Presentd
alguna dificultad para completar la tabla? (ver figura 65).

%il wo hobia O Valoe exado ew la adiue, fole eka buna
OPRO X MACDA

(@)

S porest me (Y0 delermiter o alburt e o

Lo e to,

(b)
Figura 65. (a) Dificultad de Al. (b) Dificultad de B1.

Esta dificultad en relacionar la imagen de la funcion con la altura de rectangulo puede
darse por muchas razones: los estudiantes asumen que al pedirles una altura tienen que

dar un valor numeérico, o por trabajar en clase con reglas de correspondencia y hallar la
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imagen evaluando un valor de x en la funcion, o porque la pregunta no fue directa al no

indicarles que lo expresen en términos de la imagen de la funcion, entre otras razones.

Respecto a lo observado del desarrollo del sub — item (ii), todos los estudiantes

manipularon el punto P y lo ubicaron en (4; f (4)). Luego mencionaron que f(4) calcula

la altura del rectangulo dibujado. Esto fue previsto por el profesor — investigador.

En la discusion dentro de cada dupla, Al y A2 compararon los resultados de sus tablas y
A2 le ensefi6 a A1 como podia agrandar la grafica para ver mejor la aproximacion de la
altura; lo mismo ocurrié con la dupla B. B2 le pregunt6 a B1 por qué no habia
completado la tabla; B1 le respondié que no sabia exactamente cuanto median las

alturas y no queria dar un valor aproximado.

La discusion grupal fue moderada por el profesor — investigador. Este les pregunt6 a los
estudiantes por qué en la tabla colocaron valores aproximados de la altura y en el sub —
item (ii) aceptaron que la altura del rectangulo era f(4). A1 menciond que dio un valor
aproximado de la altura porque no le decian que lo expresara utilizando la funcion.
Luego se le pregunté a los integrantes de la dupla B, ;como llenarian la tabla utilizando
las imégenes de f? Se demoraron un poco en responder pero lo hicieron correctamente,
dijeron: f (1), f (2,5) y f (3,2).

En ese momento, el profesor — investigador intervino y les sefialé que como la esquina
superior derecha del rectangulo coincide en un punto de la curva, la imagen de la
funcidn en el extremo derecho de la base mide exactamente la altura del rectangulo. Les
menciond también que si conociéramos la regla de correspondencia de la funcion
podriamos encontrar la altura exacta pero de forma numérica. En conclusion, sefial6 que
a partir de ahora las alturas de los rectangulos se expresaran como la imagen de la

funcion en algun extremo de su base.

Esta intervencion del profesor — investigador se realizd para que los estudiantes no sigan
tratando de dar valores aproximados de las alturas y en las tareas a realizar

posteriormente utilicen dicha relacion.

Se evidencié la dificultad mencionada por Artigue (1998) en la traduccion del registro
grafico al registro algebraico al trabajar con funcione, ya que los estudiantes no
relacionaron la altura del rectangulo con la imagen de la funcion en alguno de los

extremos de la base.
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Corroboramos que se logré evidenciar que los estudiantes no presentan dificultades para
manipular los deslizadores del GeoGebra y tampoco al interpretar las condiciones dadas
en el texto. Sin embargo, los estudiantes por ellos mismos no consiguieron relacionar

las alturas de los rectangulos con las imagenes de una funcién.

Podemos afirmar que los estudiantes se ubicaron en la fase de accién de la situacién 2,
ya que solo compararon resultados numéricos y como los obtuvieron, pero no se llego a

formular que la altura exacta de los rectangulos eran las imagenes de la funcion.

2. Al sefior Martinez le mostraron por computadora un nuevo modelo de terraza, en
donde se simula la colocacion de losetas. Abra el archivo S2_P2A.ggb (o
S2_P2B.ggb) y manipule el deslizador n ubicado en la vista grafica: Dibujo de
losetas rectangulares.

En la esta tarea se han fijado los valores de los deslizadores a y b. El objetivo de ello es
introducir al estudiante en el dibujo de rectdngulos inscritos y circunscritos a una misma
area, y en la nocién de aproximaciones con rectangulos a la medida de dicha area, ya
sea por exceso o por defecto, (decimos introduccién a la nocion de aproximacion porque
se han disefiado los applets para que el estudiante trabaje con un maximo de ocho
rectangulos). Para lograr esto los integrantes de cada una de las duplas trabajaran con

applets distintos.

En los items a, b y ¢ de la tarea 2 que se muestran a continuacién, los estudiantes
trabajaran de forma individual por un lapso de tiempo (Al y B1 trabajaran con el
archivo S2_P2A.ggb que presenta una aproximacién por defecto, y A2 y B2 trabajaran
con el archivo S2_P2B.ggb que presenta una aproximacion por exceso) y luego, en el
item d de la misma tarea, compartiran con su compafiero de dupla sus procedimientos y
estrategias de resolucion. Al finalizar la tarea se realizard una discusién entre grupos

para estandarizar ciertos resultados.

En esta tarea los estudiantes trabajan con la variable “numero de rectangulos de

aproximacion” la cual varia mediante el deslizador n.

Los objetivos de la tarea 2 son analizar si el estudiante concibe la idea de aproximacion
por exceso y por defecto; analizar qué intuye el estudiante sobre las diferentes
aproximaciones a medida que n aumenta; observar si el estudiante es capaz de expresar
la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como una adicion de las medidas
de las areas de cada uno de ellos; y justificar que el estudiante no presenta dificultades
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para adaptar a su aprendizaje un procedimiento de aproximacion que emplea
rectangulos. Cabe sefialar que como el estudiante manipula en todo momento los
deslizadores eligiendo valores distintos del mismo, y relaciona el area y su medida de
forma verbal, gréfica y numérica en la mayoria de items; el cumplimiento o no de estos

objetivos lo describiremos al final del analisis del item.

a. Explique qué cree usted que calculan los valores que toma S (o0 S;, para la otra

pareja).

Anélisis a priori

En este item se trabajara de forma individual ya que se espera que en el item d, al
trabajar en parejas, comparen sus procedimientos y resultados. Se pretende observar si
los estudiantes relacionan correctamente los distintos valores numéricos que se generan
al manipular el deslizador n, con la suma de las medidas de las areas de los rectdngulos

que se van dibujando.

Se espera que Al y B1 comenten que S calcula la suma de las medidas de las areas de
las losetas inscritas a la terraza (o que se ubican por debajo de la curva, o ubicados
dentro de la terraza, o de otra manera). Es probable que los estudiantes solo mencionen
que S calcula la medida del area de los rectangulos (o losetas) sin mencionar alguna

caracteristica sobre su posicion en la terraza.

Se espera que A2 y B2 comenten que S; calcula la suma de las medidas de las areas de
las losetas circunscritas a la terraza (o que se ubican por encima de la curva, o que
sobrepasan la terraza, o de otra forma). Es probable que los estudiantes solo mencionen
que S; calcula la medida del area de los rectangulos (o losetas) sin mencionar alguna

caracteristica sobre su posicion en la terraza.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accién de la situacion 1 al
relacionar el valor numérico mostrado en el GeoGebra con la suma de las medidas de

las areas de los rectangulos
Descripcion y andlisis a posteriori

Los estudiantes movilizaron el deslizador n y observaron cémo se dibujaban los

rectangulos dindmicamente.

La figura 66 muestra lo que observaron los estudiantes en el monitor de la computadora,

por ejemplo para n = 4.
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81  DIBUJO DE LOSETAS RECTANGULARES 31 DIBUJO DE LOSETAS RECTANGULARES
7] )'S\reaTerraza =10.93 m? ;) AreaTerraza =10.93 m?
Punto P = (1, f(1)) 4 Punto P = (2, f(2))
n -
6 =
. 6 n=4
Jardin Jardin *
S=9.1m? 51 S, =13.1m
4 y = f(z)
3
p
2_
11 Terraza
0
: ; 0 1 2 3 4 5 6 7
@) (b)

Figura 66. (a) Rectangulos inscritos. (b) Rectangulos circunscritos.

Luego de movilizar el deslizador n, tres de los cuatro estudiantes describierona Sy a Sy,
como la medida del area de las losetas (ver figura 67). Sin embargo, el estudiante Al
describio de forma escrita y oralmente lo siguiente: “creo que esta calculando el area
aproximada de la terraza”. La respuesta dada por estudiantes fue prevista por el profesor

— investigador.

€] arec 36 ol don hosos

Figura 67. Interpretacion de S; dada por A2.

Los estudiantes estan acostumbrados a responder segun lo que ven y de forma muy
sintética; posiblemente si hubieran tenido los dos tipos de aproximaciones hubieran
tratado de distinguirlos y describir qué diferencia encontraban entre ambos. El profesor
— investigador intervino en el desarrollo de dicho item y le preguntd a cada estudiante:
¢podrias describir como se colocan las losetas en la terraza? Al y B1 comentaron que
las losetas estan debajo de la curva; A2 y B2 comentaron que las losetas se salen de la

terraza.

Resaltamos que Al no solo se fijé en que el valor numérico mostrado calcula la suma
de las medidas de las areas de los rectangulos, sino que ese nimero es una aproximacion

de la medida del &rea de la terraza; afirmamos que al comunicar al profesor —
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investigador dicha conjetura a partir de lo desarrollado en el item Al llegé a la fase de

formulacion de la situacion 1.

En general afirmamos que los estudiantes se ubicaron en la fase de accion de la
situacion 1 ya que relacionaron correctamente el valor numérico con la suma de las

medidas de las areas de los rectangulos.

b. Dibuje cuatro losetas con el deslizador n.

(i) ¢Las alturas de las losetas son las imagenes de f en el extremo derecho o izquierdo
de cada base?
(i) Exprese S (0 S1, para la otra pareja) como la suma de las areas de cada una de las

losetas dibujadas.

Analisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran de forma individual ya que se espera que en el
item d, al trabajar en parejas, comparen sus procedimientos y resultados. Asimismo se
pondrdn en contacto con la variable “numero de rectdngulos de aproximacién”
trabajando solo con cuatro rectangulos. Los sub — items de este item forman parte de la

situacion 2.

Con el sub — item (i) se pretende observar si los estudiantes identifican de qué extremo
de la base se estd obteniendo la imagen de la funcion para calcular la altura del

rectangulo.

Se espera que Al y B1 reconozcan que las alturas de las losetas son las imagenes de f en
el extremo derecho de cada base, y que A2 y B2 reconozcan que las alturas de las
losetas son las iméagenes de f en el extremo izquierdo de cada base. Pensamos que los
estudiantes no presentaran dificultades en reconocer lo mencionado anteriormente ya
que en la tarea 1 de la actividad, el profesor — investigador intervino para mostrarles a
los estudiantes como relacionar la altura del rectdngulo con la imagen de la funcion en
el extremo derecho de cada base. Posiblemente A2 y B2 presenten dificultades ya que

en su caso trabajan con la imagen en el extremo izquierdo de la base.

Con el sub — item (ii) se pretende analizar si los estudiantes son capaces de plantear la
suma de las medidas de las areas de cuatro rectangulos como la adicion de las medidas

de las areas de cada uno de ellos.
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Se espera que Al y Bl expresen la suma S de la siguiente manera:
S=1x f(1)+1x f(2)+1x f(3)+1x f(4) m% Pensamos que los estudiantes no
presentaran dificultades en el desarrollo del sub — item, ya que la forma en la que se
dibujan las losetas es similar a lo explicado en la tarea 1. Se espera que A2 y B2
expresen S; de la siguiente manera: S, =1x f(0)+1x f (1) +1x f(2)+1x f(3)m> Es
probable que presenten dificultades para expresar las alturas de las losetas como
iméagenes de la funcién en el extremo izquierdo de cada base, porque la forma de dibujar

las losetas es diferente a lo explicado en la tarea 1.

Cabe la posibilidad de que se cometan algunos errores ya que es la primera vez que los
estudiantes expresan una suma de las medidas de las areas de rectangulos como una
adicion de términos compuestos por imagenes de la funcion. Ademas, en la tarea 1 se

trabajé solo con un rectangulo y en este sub —item se trabaja con cuatro.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de accion de la situacion 2, si
relacionan la altura de cada rectangulo con la imagen de la funcion en alguno de los
extremos de la base y si realizan algun planteamiento que represente la adicion de las
medidas de las &reas de los cuatro rectangulos (este planteamiento podria tener algun
tipo de error, sobre todo al reconocer la altura como imagen). Si los estudiantes
comunican al profesor — investigador que las alturas de los rectangulos son las imagenes
de la funcion en el extremo derecho (o izquierdo) de cada base y plantean correctamente
la suma de las medidas de las &reas de los rectangulos como una adicion de las medidas

de las areas individuales se ubicaran en la fase de formulacién de la situacion 2.
Descripcion y analisis a posteriori

Luego de leer el texto del sub — item (i) y de dibujar cuatro rectangulos con el
deslizador n para cada applet (ver figura 66), Al, A2 y B2 no presentaron dificultades
para responder correctamente; solamente Bl contestd que eran las imagenes en el
extremo izquierdo, siendo en su caso en el extremo derecho. Las respuestas dadas por
los estudiantes fueron previstas parcialmente por el profesor — investigador ya que no se
esperaba que el estudiante B1 se equivocara. El profesor — investigador no intervino por
dos motivos: el primero era observar si modificaba su respuesta al trabajar el sub — item
(if) ya que en ese caso iba a plantear la medida del area de cada rectangulo; y en

segundo lugar, observar si se presentaban dificultades en los otros estudiantes al trabajar
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el sub - item (ii), de modo que se tenga realizar una intervenciéon mas general del

profesor — investigador.

La figura 68 muestra las respuestas dadas por dos estudiantes en ambos casos.

fia el extienwd aekerha

(@)
Jun ol funan o (% (o sedon Som lan (VAUGES o 1
ox oo hﬁ%ﬁgﬁnd @)
(b)

Figura 68. (a) Extremo de la base segin Al. (b) Extremo de la base segun B2.

En el desarrollo del sub — item (ii), Al expresé la suma S correctamente; sin embargo,
A2 planted la suma S; tomando de forma equivocada las imagenes de la funcion. B1 y
B2 también se equivocaron en el planeamiento, trataron de plantear ambas sumas como
en la tarea 1, con un solo término. La figura 69 muestra como plantearon
individualmente S y S; como una adicion de las medidas de cada uno de los cuatro
rectangulos dibujados (en la figura 64 se pueden observar los cuatro rectangulos

observados por los estudiantes).

\oekon 4 = Adece = ax €
. 3 KpR - AxtlD) S = H) +E D e Q) = g me
3: a4 xtl3) |
vod: fieas Ay f(a)
@)
Lq 8 Ax Pay = EmlJ( Py +l:mj + ?'H)
Q Lll%-ﬂ' X D‘-Tl -+
Arss Vx A2
qug Av QH
(b)
‘ Acer. L =) ExfqL 1%’2.\
©
‘ Apec 1
(d)

Figura 69. (a) S segun Al (b) S; segun A2 (c) S segiin B1 (d) S; segin B2
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Una vez terminado el desarrollo del sub - item (ii), el profesor — investigador junto a los
integrantes de cada dupla para que comparen sus resultados y vean las dos formas en las
cuales se colocaron los rectangulos. Esto se hizo porque se observé muchas dificultades
en el planteamiento de cada suma y era necesario realizar una intervencién mas general

para que en el desarrollo del siguiente item no se vuelvan a cometer los mismos errores.

Al y A2 compararon sus resultados y se dieron cuenta de que eran iguales. Luego de
comparar la colocacion de las losetas en cada applet, Al le dijo a A2: “la altura del
primer rectangulo es f (0)”; en ese momento A2 se dio cuenta que se habia equivocado

al tomar mal la imagen de la funcion.

En la otra dupla no hubo intercambio de informacidon porque ningun integrante sabia
qué hacer, solo B1 se dio cuenta que habia cometido un error en el sub — item (i) y lo
rectifico. El profesor — investigador intervino para explicar a la dupla B como tenian
que realizar ese tipo de planteamientos. Les hizo notar que habian colocado
correctamente la medida de la base de cada rectangulo, pero que las sumas Sy S;
estaban compuestas de cuatro términos, cada uno de ellos correspondia a la medida del
area de cada rectangulo. Como B1 ya habia corregido su error y ya sabia que las alturas
de los rectdngulos eran las imagenes de la funcion en el extremo derecho de cada base,
se le pregunt6 cual era la altura de la primera loseta; el estudiante respondié que f (1).

Luego por ellos mismos se dieron cuentaque enuncaso S=f(@)+ f(2)+ f(3)+ f(4)

yenelotro S, =f@0)+ f(M)+ f(2)+ f(3). BL y B2 comentaron que entendieron la

explicacion; que ellos creyeron que debian utilizar lo visto en el item anterior y estaban

buscando la forma de expresar ambas sumas como una sola medida de area.

Podemos afirmar que los resultados de la dupla A fueron previstos por el profesor —

investigador; sin embargo, no se previeron los resultados de la dupla B.

Luego de la comunicacion entre ambos integrantes, observamos que la dupla A
determind correctamente la medida de la base, reconoci6 la altura como la imagen de la
funcién y plante6 la suma como una adicion de término; sin embargo, la dupla B solo

obtuvo correctamente la medida de la base.

Podemos afirmar que la dupla A llego a la fase de formulaciédn de la situacion 2; pero la
dupla B solo llegé a la fase de accion de la misma situacion ya que no hubo una

comunicacion o intercambio de informacion certera entre los integrantes de la dupla.
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c. El sefior Martinez desea enchapar la terraza con losetas rectangulares, con la
condicién de que la regién de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas sea
(o que las partes de las losetas que sobrepasan la terraza, para la otra pareja) la

menor posible

(i) ¢Cuéantas losetas cree usted que se deberian dibujar con el deslizador n para esto

ocurra? Justifique.

(ii) Exprese S (0 Sy, para la otra pareja) como la suma de las areas de cada una de las

losetas dibujadas. Justifique.

(iii) Calcule el area de la terraza que queda sin cubrir por las losetas (o el area de las
partes de las losetas que sobrepasan a la terraza, para la otra pareja) dibujadas en
().

(iv) Si se dibujaran mas losetas de las permitidas por n, ¢el valor hallado en el sub —

item (iii): aumentaria, disminuiria, o permaneceria igual? Explique.

Analisis a priori

En este item se trabajara de forma individual ya que se espera que en el item d, al
trabajar en parejas, comparen sus procedimientos y resultados. Asimismo el profesor
investigador cambiara la variable didactica “numero de rectangulos de aproximacion”
para un numero de rectangulos mayor a cuatro. Los sub — items de este item forman

parte de las situaciones 1y 2.

Con el sub — item (i) se pretende observar si los estudiantes identifican las expresiones:
“la region de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas sea la menor posible” y
“las partes de las losetas que sobrepasan la terraza sea la menor posible”, con areas
determinadas de la figura mostrada en el monitor de sus computadoras. Es importante
que el estudiante identifique dichas regiones porque calculara la medida de sus areas al
incrementar el nimero de rectangulos. Dicha medida le dara la idea de que se aproxima
cada vez més a la medida del area (esto lo analizara en la actividad 3). Este sub — item

corresponde a la situacion 1.

Se espera que los estudiantes manipulen el deslizador n y dibujen hasta ocho losetas

(méaximo valor que toma n).
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Como Al y B1 trabajaran con el mismo applet, se espera que concluyan que dibujando
ocho losetas el area de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas es el menor
posible. Se espera que justifiquen graficamente, indicando que al dibujar mas losetas se
cubre més espacio de la terraza; o analiticamente indicando que la suma S aumenta a
medida que n aumenta, es decir, la diferencia entre la medida del area y su
aproximacion es menor. Es probable que mencionen que la minima diferencia es 10,93
— 9,98 = 0,95 m®. Como A2 y B2 trabajaron con el mismo applet, se espera que
concluyan que dibujando ocho losetas el area de las losetas que sobrepasan la terraza es
la menor posible. Se espera que justifiquen graficamente, indicando que al dibujar mas
losetas estas tendran una base menor, lo cual hace que las partes de las losetas que
sobrepasan la terraza sean menores; 0 analiticamente indicando que la suma S;
disminuye a medida que n aumenta, es decir, la diferencia entre la medida del area 'y su
aproximacion es menor. Es probable que mencionen que la minima diferencia es 11,98
- 10,93 = 1,05 m% Es probable que solo presenten como respuesta; ocho losetas, y no
redacten la justificacion, sino que lo expresen oralmente.

Con el sub — item (ii), luego de cambiar la variable “ndmero de rectangulos de
aproximacion” a ocho rectdngulos que es lo maximo que mostrado en el programa
(segun lo disefiado por el profesor — investigador), se pretende observar si los
estudiantes intuyen que la medida de la base de cada rectangulo disminuye, que el
namero de términos de la adicion aumenta, y que las iméagenes de la funcion dependen
de la particion regular generada por los rectangulos en el eje x. Este sub — item

corresponde a la situacion 2.

Se espera que los estudiantes logren expresar la suma de las medidas de las areas de las
ocho losetas como una adicion de las medidas de las areas de cada una de ellas, ya que
se realiz6 una breve explicacion al respecto en el item anterior. Sin embargo, es
probable que presenten dificultades para plantear las sumas S 0 S;, ya que en el “tem
anterior se trabajé con rectangulos cuyas bases median 1 m. y los valores generados por
la particion regular del eje x eran nimeros enteros. Al cambiar la variable didactica, la
medida de la base de cada rectangulo disminuye ocasionando con ello que las imagenes
de la funcién dependan de la particion generada en el eje x por los ocho rectangulos,
siendo estos numeros racionales. Pensamos que por ese motivo los estudiantes

presentaran dificultades.
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Es probable que haya estudiantes que no se percaten que el ancho del patio mide 4 m. y
asuman 1 m. como medida de cada uno de los ocho rectangulos, en vez de 0,5 m.
También es probable que haya estudiantes que asuman como las alturas de los
rectangulos, la imagen de la funcion para valores de x iguales a 0, 1, 2,..., 8. Ambos
errores podrian aparecer al intentar repetir lo trabajado en el sub — item anterior,
dandonos la idea de que los estudiantes realmente no comprendieron la explicacion dada

por el profesor - investigador.

Se espera que Al y Bl no presenten dificultades para determinar las alturas de cada
loseta, ya que son las imagenes en el extremo derecho de cada base (se puede observar
la curva, ya que los rectangulos se inscriben a la terraza); sin embargo, A2 y B2 podrian
presentar dificultades porque las alturas de los rectangulos son las imagenes en el
extremo izquierdo de cada base (no se observa claramente la curva, ya que los

rectangulos se circunscriben a la terraza).
Se espera que los estudiantes planteen lo siguiente para las sumas Sy Sy:

» $=05x%f(0,5)+05x f(1)+0,5x f(15)+0,5x f(2)+05x f(25)+0,5x% f(3)+0,5x
f(35)+0,5x f(4) m?.

= S, =05x f(0)+0,5x f(0,5)+0,5x f(1)+0,5x f(L5)+05x f(2)+0,5x f(25)+05x
f(3)+0,5x f(35) m?.

Sin embargo, pensamos que la mayoria de estudiantes no lograra hacerlo.

Con el sub — item (iii) se pretende evidenciar que el estudiante reconoce qué area queda
sin cubrir por las losetas 0 qué area corresponde a las partes de las losetas que
sobrepasan la terraza; y que saben como calcular la medida de dichas areas. Este sub —

item corresponde a la situacion 1.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para obtener las medidas
pedidas. Se espera que Al y B1 sefialen que la medida del area de la terraza que queda
sin cubrir por las losetas es 10,93 — 9,98 = 0,95 m% y que A2 y B2 sefialen que la
medida del area de las partes de las losetas que sobrepasan la terraza es 11,98 — 10,93 =
1,05 m?.

Con el sub — item (iv) se pretende analizar qué intuye el estudiante acerca de la

diferencia entre la medida del area y su aproximacion cuando se dibujan mas de ocho
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rectangulos (el applet esta disefiado para dibujar ocho rectangulos como maximo). Este

sub — item corresponde a la situacion 1

Se espera que Al y B1 no presenten dificultades para indicar que si el nimero de losetas
es mayor a ocho, la medida del area de la terraza que queda sin cubrir por ellas sera
menor a 0,95 m?. Del mismo modo para A2 y B2, se espera que indiquen que si el
numero de losetas es mayor a ocho, la medida del area de las partes de las losetas que
sobrepasan la terraza serd menor a 1,05 m®. Es probable que justifiquen su respuesta
sefialando que si el nimero de losetas se incrementa, el area de la terraza no cubierta por

las losetas o las partes de las losetas que quedan fuera se hacen mas pequefias.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacion para la situacion 1 si
intuyen que se necesitan ocho losetas para que la region de la terraza que queda sin
cubrir y las partes de las losetas que sobrepasan a la terraza sean las menores posibles; si
calculan correctamente la medida del area para esas regiones cuando se dibujan ocho
rectangulos; y si sefialan que las medidas de dichas areas disminuyen si se dibujaran
mas rectangulos. Los estudiantes se ubicaran en la fase de validacion si ademas sefialan
que la diferencia entre la medida del area de la terraza y su aproximacion se aproxima a

cero o si indican que Sy S; se aproximan a la medida del area de la terraza.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacion para la situacion 2 si
plantean una adicion de términos para cada suma y son capaces de explicar al profesor -
investigador cual fue su procedimiento. Los estudiantes alcanzaran la fase de accion si

intentan realizar un planteamiento coherente utilizando las imagenes de la funcion.
Descripcion y andlisis a posteriori

Luego de leer el texto del sub — item (i) y de mover el deslizador n tomando valores
desde 1 hasta 8, todos los estudiantes respondieron que con ocho losetas la region que
queda sin cubrir y las partes de las losetas que sobrepasan la terraza son las menores.

Esta respuesta fue prevista por el profesor — investigador.

Concluimos que los estudiantes identificaron sin dificultad a qué &area se referian las
expresiones: “la regién de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas sea la menor
posible” y “las partes de las losetas que sobrepasan la terraza sea la menor posible”.
Asimismo, se notificd que los estudiantes realizaron dos tipos de analisis: grafico y

analitico, para darse cuenta que con ocho losetas las areas sefialadas eran las menores.
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Se le preguntd a cada estudiante por la justificacion de la respuesta y atinaron a
comentar que al aumentar los rectangulos los espacios se hacen mas pequefios, o que el
sobrante de las losetas disminuye; la respuesta dada vino acompafiada de la
manipulacion del deslizador. Al preguntarles por qué sucedia eso, no supieron qué
responder. Ningin estudiante menciono que las bases de las losetas disminuian o que
los rectangulos se hacian mas estrechos. La figura 70 muestra la respuesta dada por A2
y B1.

S Iovéls, . Me +erlody 51 /‘OJ,FJQJ’I»G(}_;% me he
[{g-m{.é Que dbvmunune Lo C;_wwhm,[e
(@)

| Se derié. coboter B loneles
(b)
Figura 70. (a) Rpta. de A2 al sub —item 2c (i). (b) Rpta. de B1 al sub — item 2c (i).

Luego de leer el texto del sub — item (ii), los estudiantes empezaron a desarrollar la
pregunta. Esta vez tres de los estudiantes colocaron ocho términos en la adicion y uno
solo coloco trece términos, pero ningdn estudiante expreso correctamente las sumas S o
S; como una adicién de las medidas de las areas de cada rectangulo. Se presentaron los

siguientes errores:

- Solo A2 obtuvo correctamente la medida de la base de cada rectangulo. Al coloco
como medida de cada base 1 m.; B1 mostro bases que se incrementaban en 0,5 m.; y

B2 iguald la medida de cada base al valor de x generado por la particion regular.

- Al y B1 obtuvieron correctamente las alturas de cada rectdngulo. A2 tomo6 para
calcular las alturas de los rectangulos las imagenes de la funcionen x: 0, 1, 2,..., 7,y
B2 tomo valores de x dispersos.

La figura 71 muestra las ocho losetas vistas por los integrantes de cada dupla, y las

respectivas medidas de las areas de cada una de ellas propuestas por los estudiantes.
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Figura 71. (a) Adicién de medidas de areas para rectangulos inscritos a la terraza. (b) Adicion de
medidas de &reas para rectangulos circunscritos a la terraza.
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Las dificultades que posiblemente aparecerian fueron previstas por el profesor —
investigador; sin embargo, no fue previsto que ningin estudiante iba a conseguir

realizar un planteamiento correcto.

Pensamos que los errores aparecieron porque los estudiantes buscan modelos ya
ensefiados para adaptarlos a un nuevo modelo; por ejemplo, que hayan colocado que las
bases miden 1m. o que la base sea igual al valor de x de la particion. En el primer caso
asumimos que es por el item anterior que se trabajo con bases de 1 m., y en el segundo,

por el calculo de la medida del area del rectangulo dibujado en la tarea 1.

El profesor — investigador les pregunt6 a los integrantes de la dupla B si la medida de la
base de cada uno de los ocho rectangulos dibujados iba aumentando; ellos dijeron que

no y se sorprendieron de haber colocado esas medida. De igual modo, se le pregunté a
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A2 como habia hallado que la base media 0,5 m., y él comentd segun el dibujo que “dos
losetas entran en 1 (sefialando la primera particion regular del eje x)”; luego se le
pregunt6 por qué habia tomado las imagenes para x iguales a 5, 6 y 7, y él respondio

que estaba pensando en el nimero de rectangulos.

En ese momento el profesor intervino y les pregunté de forma general a todos los
estudiantes: ¢las bases de los ocho rectangulos tienen la misma medida o no? A2 dijo:
“si, y miden 0,5 m.”, todos los estudiantes estuvieron de acuerdo. Luego, el profesor —
investigador dibujo con el GeoGebra ocho rectangulos de alturas iguales a la imagen de
la funcion en el extremo derecho de cada base (aproximacion por defecto) y lo mostrd
en el monitor de su computadora. Les preguntd a los estudiantes: ¢cuél es la altura del
primer rectangulo?, B1 contestd: “f (0,5)”; luego le preguntd a B2: ;y del segundo?, B2
contestd: “f (1)”. Entonces, el profesor — investigador les explicd que como hay ocho
rectangulos, la adicion debe tener ocho términos; que la idea es plantear la medida del

area de cada rectangulo de forma individual y luego sumarlas.

Corroboramos que luego de cambiar la variable “nimero de rectangulos de

aproximacion” se intensificaron los errores referidos al cdlculo de medidas de areas.

Luego de leer el texto del sub — item (iii), todos los estudiantes identificaron sin
dificultad qué medida de area se pedia calcular y lo calcularon correctamente segin lo
previsto por el profesor - investigador. La figura 72 muestra la respuesta dada dos de

los estudiantes.

Y s 1092m2 M-S 21042 =998 = 095 un
g‘: C"wa.t

(@)

‘ $1-9% = (0:923 = 4o O |p? ‘
(b)

Figura 72. (a) Area sin cubrir segun Al. (b) Area que sobrepasa la terraza segin B2.

Finalmente, luego de leer el texto del sub — item (iv), todos los estudiantes indicaron
que al aumentar el numero de rectangulos a mas de ocho, la medida hallada en el sub —
item anterior disminuiria; esta respuesta fue prevista por el profesor investigador. La

figura 73 muestra algunas de las respuestas dadas por los estudiantes.

148

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz{_\éel_l}glkmo

DEL PERU

E‘|5L"'.LI-.L-U.J'I.".'.|I:I 40 GUE S hau ra wal 218%0a an s ogetos | o
oD 4 dpen ou \o hReaze quiGuedagia UM QURLE
o wewos

(@)
DO M0 guo MATIMUYe PRAYR I G0 ki (S
|t toy @a}wmwwju U UOJ@/\ , d2hdo o gque \an
oG, IO W Lo te ,.dw*"um,uag(

(b)
Figura 73. (a) Area sin cubrir segin Al. (b) Area que sobrepasa segln B2.

Podemos afirmar que gracias a las bondades del GeoGebra, al permitir trabajar con
representaciones dindmicas de geometria, les facilitd a los estudiantes poder intuir
rapidamente que la medida del area hallada en el sub — item anterior disminuye a
medida que el nimero de rectangulos aumenta, sin realizar manualmente ningtn célculo

o grafica.

Podemos afirmar, luego del desarrollo del item, que los estudiantes manipularon los
deslizadores y eligieron ciertos valores para responder a las preguntas; que relacionaron
el area y su medida de forma verbal, grafica y numérica; y que intuyeron que a medida
que el nimero de rectangulos se incrementa, la diferencia entre la medida del &rea y su
aproximacion disminuye. Sin embargo, tres estudiantes no lograron calcular
correctamente la medida de la base de cada rectangulo; dos no pudieron relacionar
correctamente la altura de cada rectdngulo como la imagen de la funcion en alguno de
los extremos de la base; y ninguno pudo realizar un buen planteamiento de la suma de
las medidas de las areas de los ocho rectangulos como la adicion de las medidas de las

areas de cada uno de ellos.

Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de formulacion de la situacion 1
porque reconocieron ciertas regiones, calcularon la medida de sus areas e intuyeron que

dichas medidas disminuirian al aumentar el nimero de rectangulos de aproximacion.

Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de accion de la situacion 2
porque hubo un intento por expresar ambas sumas como una adicion de las medidas de
las areas de cada uno de los rectangulos, sin embargo no se consiguid hacerlo

correctamente habiéndose dado una explicacion previa en un item anterior.
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d. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su compafiero en la pregunta 2

c., responda a las siguientes preguntas:

(i) ¢Cuantas losetas se deberian dibujar con n y en qué forma se deberian ubicar en
la terraza, de modo que la suma areas de todas ellas se aproxime mas al area de

la terraza? Justifique.

(ii) Si se colocaran mas losetas de las permitidas por n, ¢qué cree usted que suceda
con los valores de Sy S;: se alejarian, llegarian a ser iguales, se acercarian pero

no llegarian a ser iguales? Explique.

Analisis a priori

En este item se trabajard en parejas ya que para su desarrollo se necesita de la
informacion obtenida de forma individual por cada integrante. Luego se procedera a una
discusién grupal para corroborar y estandarizar ciertos resultados. El profesor
investigador cambiara el valor de la variable didactica “nimero de rectdngulos de
aproximacion” para un ndmero de rectangulos mayor a ocho. Los sub — items de este

item forman parte de la situacién 1.

Con el sub — item (i) se pretende observar si el estudiante reconoce cuando una
aproximacion es mejor que otra; se procura analizar de qué manera justifica su eleccion;
si lo hace a partir de mismo grafico o si utiliza el valor de la diferencia entre la medida

del &rea de la terraza y la suma de las medidas de las areas de los ocho rectangulos.

Se espera que los estudiantes reunidos en parejas manipulen el deslizador n disefiado
para cada applet, muestren sus resultados escritos en el material y compartan lo que

entienden por las sumas Sy S;.

Luego, se espera que utilicen el valor hallado de la diferencia entre la medida del area y
su aproximacion para ocho rectangulos en el sub — item (iii) del item b, y justifiquen
que el menor de ellos es el que mas se aproxima a la medida del area de la terraza. Se
espera que den como respuesta que se necesitan ocho losetas; que lo justifiquen
numéricamente comparando ambos valores: 0,95 m? cuando la aproximacion es por
defecto y 1,05 m?, si es por exceso. Asimismo, elijan los rectangulos inscritos a la

region como los que brindan la mejor aproximacion.

Con el sub — item (ii) se pretende observar si el estudiante reconoce o intuye que al

aumentar el ndmero de rectangulos, las sumas S y S; se estdn aproximando al mismo
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valor y si podria darse el caso que lleguen a ser iguales. Para este caso hemos cambiado
la variable didactica “namero de rectangulos de aproximacion” para valores mayores a
8. Se pretende analizar si el estudiante reconoce o intuye que al aumentar el nimero de
rectangulos, las sumas S y S; se estan aproximando al mismo valor y si podria darse el

caso que lleguen a ser iguales.

Como los estudiantes observaran en sus computadoras que a medida que el nimero de
rectangulos aumenta, la suma S aumenta y los rectangulos que se dibujan van
reduciendo los espacios de la terraza que no se cubren por las losetas, y la suma S;
disminuye y las partes de las losetas que sobrepasan la terraza se hacen cada vez mas
pequerias; se espera que los estudiantes afirmen, intuitivamente, que los valores de las
sumas S y S; se acercan cada vez mas pero por utilizar rectdngulos nunca llegaran a ser

iguales.

Es probable que algunos estudiantes piensen que dichas sumas si podrian llegar a ser
iguales y empleen un razonamiento mas analitico donde intenten calcular el nimero de
rectangulos para que esto ocurra. Es posible que los estudiantes presenten dificultades

para dar su respuesta porque no tienen valores numéricos que comparar.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacién de la situacion 1 si
comparan los resultados obtenidos y eligen la menor diferencia entre la medida del area
de la terraza y su aproximacion; asimismo, si indican que ambas sumas se aproximan
pero no llegardn a ser iguales sin brindar ninguna justificacion. En cambio, si los
estudiantes advierten el uno al otro que la suma S aumenta y que la suma S; disminuye
al aumentar el nimero de rectangulos, y por lo tanto se estan aproximando cada vez mas

a la medida del area de la terraza, se ubicaran en la fase de validacién de la situacion 1.
Descripcion y analisis a posteriori
Luego de leer el texto del sub — item (i), ambas duplas compartieron lo que habian

hecho en los items anteriores.

Los estudiantes ya sabian que uno trabajaba con losetas inscritas a la terraza y el otro,
con losetas circunscritas. Al le dijo a A2: “en mi caso S aumenta y el area de los huecos
es 0,957, A2 le respondio: “acé S; disminuye y lo que sobra es 1,05”. Una conversacion
similar ocurrié en la otra dupla. Las respuestas dadas por los estudiantes fueron

previstas por el profesor — investigador.

La figura 74 muestra la respuesta dada por la dupla A.
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Figura 74. Mejor aproximacion de la terraza

Luego de leer el texto del sub — item (ii), ambas duplas compartieron sus ideas para dar
respuesta a pregunta planteada. Cada dupla abord6 el sub — item bajo los dos diferentes

tipos de razonamiento: grafico y analitico.

Los integrantes de la dupla A discutieron sobre la probabilidad de que las sumas Sy S;
lleguen a ser iguales. Al escribi6 en su material impreso: “se acercarian, posiblemente
llegarian a igualarse en un momento determinado. Quizas cuando lleguen a aumentarse
3 losetas mas”. A2 le comento al profesor investigador lo siguiente: “tendria que ver la
relacion que hay, o sea en cuanto aumenta en el caso de mi compafiera, y en el mio en
cuénto disminuye, para ver si en algin momento llegan a ser iguales o no”. El profesor
— investigador le pregunt6 a A2 por la forma en que hallaria tal relacion, este respondid
lo siguiente: “primero, en n igual a 8, (S) es 9,98; en n (igual a) 7 es 9,84, entonces lo
resto y veo de cuanto en cuanto va aumentando por cada loseta, y si la relacion es

similar para el otro, va a llegar a ser la misma cantidad”.

Los integrantes de la dupla B realizaron un analisis grafico y mencionaron que las
sumas S y S; se aproximarian; sin embargo, presentaron dudas al indicar que nunca

Ilegarian a ser iguales por la forma de los rectangulos.

Ambas respuestas dadas por los estudiantes fueron previstas por el profesor

investigador.

La figura 75 muestra los resultados de ambas duplas.
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(b)
Figura 75. (a) Rpta. de la dupla A a 2d (ii). (b) Rpta. de la dupla B a 2d (ii).

Luego del intercambio de informacidn entre parejas, se procedio a una discusion grupal

que fue moderada por el profesor — investigador.

En relacion al sub — item (i), la dupla B mencion6é que la mejor aproximacion se
consigue colocando ocho losetas por debajo de la curva (rectangulos inscritos al area)
ya que la diferencia entre la medida del area de la regidn y su aproximacién es menor
que cuando se colocan de la otra manera (rectangulos circunscritos al area). La dupla A

corroboro lo mencionado por ellos.

El profesor investigador confirmé lo dicho por ambas duplas acerca de los dos tipos de
aproximacion; mencioné que el visto por Al y B1 era una aproximacién por defecto; y

lo visto por A2 y B2, por exceso.

En relacion al sub — item (ii), la dupla A menciond la posibilidad de que ambas sumas, S
y Si1, sean iguales y A2 explicd su procedimiento de comprobacion. B2 comento
“nosotros creemos que no seran iguales porque son rectangulos”, B1 dijo “siempre
habra huecos”. La dupla A se dio cuenta del analisis hecho por la otra dupla y

comentaron que tenia sentido lo que dijeron.

El profesor — investigador le comenté a los integrantes de la dupla A que el
procedimiento empleado para verificar si ambas sumas llegarian a ser iguales no era
correcto por que el aumento en un caso y la disminucion en el otro, no era constante;
que su planteamiento serviria si el borde superior de la terraza fuera una recta. No se
realizd ningin comentario mas, para no adelantar lo que se veria en la siguiente

actividad.

Afirmamos que los estudiantes tienen clara la idea de aproximacion a la medida del
area. Los estudiantes intuyeron que cuanto mas pequefia sea la diferencia entre la
medida del area y la suma de las medidas de las areas de los rectangulos de

aproximacion, la aproximacion es mejor.
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Notamos también que al cambiar el valor de la variable “nimero de rectangulos de
aproximacion” para valores mayores a los mostrados por el GeoGebra, los estudiantes
se vieron en la necesidad de cambiar sus estrategias para tratar de brindar una respuesta.
Percibimos que los estudiantes comprenden que se esta realizando una aproximacion
con rectangulos, pero todavia no tiene claro el procedimiento ni los resultados que se
esperan obtener. Al no contar con valores numéricos que comparar y trabajar con un
namero pequefio de rectangulos, los estudiantes no pudieron dar una respuesta certera a
la ultima pregunta; vemos que existe la necesidad de incrementar el numero de
rectangulos para analizar si los estudiantes brindan una respuesta mas segura acerca del

procedimiento de aproximacién gue intentamos que aprendan.

Afirmamos que los estudiantes adquirieron la nocion de que al aumentar el nimero de

rectangulos la aproximacién mejora.

Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de formulacion de la situacion 1
porque comunicaron al compafiero de dupla lo que cada uno observé en el applet que
trabajé, y formularon una conjetura como respuesta a la pregunta sin tener valores

numéricos que la avalen.

Luego de la discusion entre duplas desarrollada al finalizar el item d, el profesor —
investigador realiz6 una institucionalizacion local a partir de los resultados obtenidos
por los estudiantes a lo largo de toda la actividad 2. Primero se pregunté a los
estudiantes qué era lo nuevo que habian visto en el desarrollo de la actividad: ellos
mencionaron el trabajo con la computadora, el dibujo de rectangulos, calcular las
medidas de las areas de los rectangulos (no mencionaron nada acerca de un
procedimiento de aproximacion). A continuacidn, el profesor — investigador les sefialo
que uno de los objetivos de esta actividad era introducirlos a la nocién de aproximacion
mediante rectangulos. La idea de ir aumentando el nimero de losetas que se colocan en
el piso de la terraza era que notaran qué estaba pasando con los espacios no cubiertos
por ellas (o0 qué pasaba con las partes de las losetas que sobresalian de la terraza); les
dijo que ustedes concluyeron que esos espacios vacios en la terraza o las partes de las
losetas que excedian a la terraza se iban reduciendo. Les comentd que esa reduccion nos

da la idea de aproximacién ya sea por defecto o por exceso.

Asimismo, el profesor — investigador les sefial6 que el otro objetivo de esta actividad

era introducirlos al planteamiento de la adicion de las medidas de las &reas de cada

rectangulo dibujado. La forma en que se colocaron las losetas rectangulares, haciendo
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coincidir uno de los vértices del lado superior de cada rectangulo con el borde superior
de la regidn, se realiz6 para que puedan relacionar la altura de cada rectangulo con la
imagen de la funcion. Se les dijo que la expresion que ellos obtuvieron calculaba el
valor numérico mostrado por el GeoGebra, que si hubieran conocido la regla de

correspondencia de la funcion, lo hubieran corroborado.

Finalmente, se menciond que los applets en GeoGebra se disefiaron para que cumplan
dos objetivos: simplificar los procesos de dibujar losetas y de calcular la suma de las
medidas de sus areas que son repetitivos y tediosos, y para poder interpretar qué es lo
que sucede con los dibujos de losetas y con la suma de las medidas de sus areas al

aumentar o disminuir el nimero de losetas.
Observaciones generales de la actividad 2

Luego de la experimentacion, del recojo de informacion y de realizar los anélisis a
priori y a posteriori, y compararlos de forma detallada por cada item, concluimos lo

siguiente:

v' Los estudiantes alcanzaron la fase de formulacion de la situacion 1 especifica para
esta actividad. Lograron intuir a partir de una discusion en parejas que la
aproximacion a la medida de un area mejora al incrementar el nimero de rectangulos
de aproximacién; del mismo modo supieron cémo comparar qué aproximacion es
mejor.

v" Los estudiantes alcanzaron la fase de accion de la situacion 2 especifica para esta
actividad. Se introdujo la nocion de relacionar la altura de los rectangulos con la
imagen de la funcién en alguno de los extremos de la base; sin embargo, les resultd
complicado expresar dichas alturas como iméagenes; asimismo, no lograron expresar
correctamente la suma de las medidas de las areas de ocho rectangulos como una
adicion de las medidas de las areas de cada uno de ellos.

v’ Se evidencié que al cambiar el valor de la variable “nimero de rectangulos de
aproximacion” para la situacion 1, hizo que el estudiante plantee diferentes
estrategias o razonamientos para analizar si las aproximaciones realizadas por exceso
y por defecto podrian llegar a ser iguales. En cambio, no se necesitd cambiar la
variable para la situacion 2, ya que tres estudiantes presentaron dificultades para
plantear la adiciéon de las medidas de las areas para cuatro rectangulos, y cuando se

cambio el valor de la variable a ocho rectangulos, ninguno lo puedo hacer.
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v’ Las tres formas de trabajar las tareas: individual, en parejas y entre grupos, y al
trabajar de forma separada las aproximaciones para luego hacer que los estudiantes
compartan lo que observaron y comparen sus resultados, permitié que los estudiantes
conseguir los objetivos trazados.

v’ Trabajar con deslizadores en el GeoGebra permitié al estudiante optimizar su tiempo
en la interpretacion de resultados y no en la graficacion y calculos tediosos. Permitio
también que los estudiantes trabajen con una variedad de curvas para el borde
superior de la region, dejando de lado el uso de reglas de correspondencia de las

funciones.

4.3.3 Descripcion, objetivos, variables didacticas, fases asociadas de la TSD de cada
itemy de la actividad 3

La actividad 3 propuesta en nuestra investigacion fue la siguiente:

Actividad 3A (B): Terraza con losetas.

El sefior Martinez, luego de ver la simulacion de la terraza enchapada con losetas
rectangulares, le consulté al disefiador del programa si podria realizar la animacion
pero con losetas mas delgadas de modo que las medidas de las areas de las regiones

(terraza y jardin) sean aproximadas a valores enteros.

1. Abra el archivo S3 Pl.ggb y trabaje en la vista gréafica: Dibujo de losetas
rectangulares.

a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuantas losetas se deben dibujar de modo

que la suma de sus areas sea igual al area de la terraza. Justifique numéricamente.

(ii) Para el namero hallado en (i), ¢por qué las losetas no cubren totalmente la

terraza si sus areas son iguales? Explique.

b. ¢Esta de acuerdo con el hecho de que la suma de las areas de las losetas y el area de
la terraza que no se cubre con ellas, no varien si se dibujan mas de 19 losetas?

Explique.

2. Abra el archivo S3 P2A.ggb y trabaje en la vista gréafica: Dibujo de losetas
rectangulares.

a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuantas losetas se deben dibujar como
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minimo para que el area de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas (o el
area de las partes de las losetas que sobrepasan la terraza, para la otra pareja) sea

menor a 0,1 m%
(i) ¢Cuanto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicién de las

areas de cada una de ellas.

b. (i) ¢Cuéantas losetas se deben dibujar como minimo para que el area de la terraza que
queda sin cubrir por dichas losetas (o el area de las partes de las losetas que

sobrepasan la terraza, para la otra pareja) sea menor a 0,01 m??
(i) ¢Cuanto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicion de las

areas de cada una de ellas.

3. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su compariero en la tarea 2,

responda a las siguientes preguntas.

a. Si se dibujan 1 000 losetas, ¢se podria afirmar que ya se cubri6 toda la terraza?

Expligue.

b. ¢Cuantas losetas se deberian dibujar como minimo para que L y R sean menores a
0,001 m?? Justifique.

c. (i) ¢Que tendria que hacer para que la suma de las areas de las losetas se aproxime
mas al area de la terraza? Explique.

(if) ¢Que tanto se podria aproximar al &area de la terraza dibujando losetas
rectangulares? Indique cuantas losetas cree usted que podrian dibujar para conseguir

dicha aproximacion.

(iii) Para el numero indicado en (ii), plantee la suma de las areas de todas las losetas

como la adicion de las areas de cada una de ellas.

Es pertinente mencionar que como en la tarea 2 de esta actividad, los estudiantes
trabajaron con dos applets distintos, es decir trabajaron con dos materiales distintos que
se distinguian por una frase y por un simbolo, decidimos agregar entre paréntesis, en

algunos de los items de la actividad mostrada en esta pagina y en la anterior, lo que

157

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gz_:_\gc}gﬁmn

DEL PERU

aparecia en el material del comparfiero de dupla; esto lo hicimos para simplificar la
lectura y realizar una mejor comparacion (en los anexos de nuestra investigacion

presentamos ambos materiales).

La actividad 3 esta disefiada para que el estudiante aplique lo visto y trabajado en la
actividad 2, pero ahora para un nimero mayor de rectangulos (hasta 2000) dibujados
con el GeoGebra, y aprenda a manipular un procedimiento para aproximar la medida de
un area, asi como también aprenda a expresar dicha aproximacion como una adicion de

las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos expresado de forma simbolica.

Es esta actividad se han planteado tareas, items y sub — items que forman parte, algunos
de la situacion 1 (relacionados al aprendizaje de un procedimientos de aproximacion) y
otros de la situacion 2 (relacionados al aprendizaje del planteamiento de las medidas de
las areas de los rectdngulos de forma individual). Cuando realicemos el analisis por item
lo describiremos al detalle; asi como también la fase de la TSD que es alcanzada por los

estudiantes.

En esta actividad el estudiante interactuara con el medio propuesto por el profesor —
investigador (el profesor, su pareja de dupla, la otra pareja, el applet en GeoGebra y las
tareas de la actividad impresa). Como en esta actividad si se han planificado dos
objetivos de aprendizaje, se han disefiado tareas para que los estudiantes se ubiquen en
las fases de accion, de formulacién y de validacion propuestas en la TSD para ambas

situaciones.

En esta actividad los estudiantes trabajan con la variable didactica: “nimero de
rectangulos de aproximacion”. Las tablas 5 y 6 muestran qué valores toma dicha
variable y en qué tareas en particular se trabaja directamente con ella para las

situaciones 1y 2 respectivamente.

Tabla 5. Variables didacticas trabajadas en la situacién 1 asociadas a la actividad 3.

Variable
s Valores Tarea
didactica
= Entre 1y 2000 rectangulos (visto en el programa):
NUmero de ) L
) - Pararectangulos inscritos:
rectangulos Aproximacién por defecto: de 5,60 a 11,3557 m? 1,2y
de Diferencia entre la medida del &rea y su aproximacion: de 0,0043 3
o a5,76 m?
aproximacion ) . )
- Pararectangulos circunscritos:
Aproximacioén por exceso: de 11,52 a 22,88 m?
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Diferencia entre la medida del &rea y su aproximacion: de 0,0043
a11,52 m?

= Para méas de 2000 rectangulos (asumido de forma intuitiva):

- Para rectangulos inscritos y/o circunscritos:
Aproximacién por exceso y por defecto: los valores se acercan
cada vez més a la medida del area pero no llegan a ser iguales, o
los valores se acercan cada vez méas a la medida del area y si
llegan a ser iguales

Tabla 6. Variables didacticas trabajadas en la situacién 2 asociadas a la actividad 3.

Variable
s Valores Tarea
didactica
= Entre 1y 2000 rectangulos (visto en el programa):
NUmero de - Medida de la base: nimero fraccionario
. - Valor de x para determinar la imagen de la funciéon: ndmero
rectangulos . h
fraccionario 2y3

de

.| = Paramas de 2000 rectangulos (asumido de forma intuitiva):
aproximacion

- Medida de la base: nimero fraccionario o una expresion simbélica
- Valor de x para determinar la imagen de la funcion: namero
fraccionario o una expresion simbolica

En esta actividad fijamos la variable didactica: “Borde superior de la region”, ya que
nuestro objetivo es observar si el estudiante adquiere la nocién de que puede
aproximarse tanto como quiera a la medida del &rea y expresar dicha aproximacion
como una adicion de las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos. Si
modificaramos el borde superior, los resultados numéricos serian distintos para todos

los estudiantes y pretendemos que comparen resultados similares entre cada dupla.
Forma de trabajo de la actividad 3
La experiencia se llevaré a cabo de la siguiente manera:

= El tiempo estimado es de dos horas, sin embargo podria ser mayor debido a que hay
mas preguntas de discusion.

= Se trabajard en un aula de una universidad de Lima.

= Se trabajara con dos duplas: Ay B. La dupla A tiene por integrantes a Al y a A2; la
dupla B tiene por integrantes a B1 y a B2.

= Al inicio de la sesion se instalard en cada maquina el programa GeoGebra, se
guardaran en el Escritorio de cada computadora los archivos a utilizar que contienen
los applets disefiados en GeoGebra, se entregard a cada estudiante el documento
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fisico de la actividad a trabajar y se explicara la manera en la que se desarrollara la
sesion (comportamientos de los estudiantes y del profesor a lo largo de la sesion, es
decir, aspectos del contrato didactico).

= En latarea 1 todos los estudiantes utilizaran el mismo applet. Primero se trabajara de
forma individual, por un lapso de tiempo, para que cada estudiante maneje
libremente los deslizadores y grafique una funcion que sea diferente a la de los
demas. Luego, se trabajara en parejas para comparar graficas y resultados.
Finalmente se procedera a una discusion grupal. De ser necesario el profesor —
investigador realizarad una intervencion.

= En la tarea 2 los integrantes de cada dupla trabajaran de forma individual porque
utilizaran un applet distinto; en un caso se dibujaran rectangulos inscritos al area y en
otros, circunscritos. Se permitira el intercambio de informacion entre las duplas en lo
relacionado a expresar la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como
una adicion de las medidas de las areas de cada uno de ellos. De ser necesario el
profesor — investigador realizara una intervencion.

= Latarea 3 se trabajara en parejas y con ambos applets. Ambos integrantes trabajaran
los sub - items a partir de los resultados obtenidos en los items a y b de la tarea 2.
Luego de un lapso de tiempo se procederd a una discusion grupal donde se espera

validar algunos resultados (esto se vera en el analisis que se realizara por tarea).

A continuacion realizaremos la descripcion, el anélisis a priori, el analisis a posteriori y
la comparacion entre ambos anélisis de forma detallada por item de la actividad 3;

asimismo, realizaremos observaciones y conclusiones relacionadas a dicha actividad.

ACTIVIDAD 3: TERRAZA ENCHAPADA CON LOSETAS RECTANGULARES

El sefior Martinez, luego de ver la simulacion de la terraza enchapada con losetas
rectangulares, le consulté al disefiador del programa si podria realizar la animacion
pero con losetas mas delgadas y de modo que las areas de las regiones (terraza y jardin)

sean aproximadas a valores enteros.

1. Abra el archivo S3_Pl.ggb y trabaje en la vista grafica: Dibujo de losetas
rectangulares.
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En esta tarea todos los estudiantes trabajaran con el archivo S3_P1.ggb. Los items de

esta tarea corresponden a la situacion 1.

Se pretende analizar si los estudiantes, segiin su conveniencia, realizan un analisis
grafico o un analisis numérico del area y su medida, cuando el nimero de losetas
aumenta, esto a partir de que se ha diseflado un applet que redondea los valores
numéricos de las medidas de las areas a valores enteros. En esta tarea, los estudiantes ya
trabajan con la variable “numero de rectangulos de aproximacion” para un nimero de

losetas entre 1 y 50.

Cabe sefialar que se ha disefiado el applet para que el estudiante observe como varia la
suma de las medidas de las areas de los rectangulos (aproximacion a la medida del area
de la terraza), y la diferencia entre la medida del area de la terraza y su aproximacion,

cuando el nimero de rectangulos varia.

a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuantas losetas se deben dibujar de modo

que la suma de sus areas sea igual al &rea de la terraza. Justifique.

(ii) Segun su respuesta dada en (i), ¢por qué las losetas no cubren totalmente la

terraza si sus areas son iguales? Explique.

Analisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran de forma individual en el sub — item (i) porque se
pretende observar qué analisis prioriza el estudiante para dar su respuesta: si el grafico
(mirando en dibujo de losetas en la terraza) o el numérico (viendo el resultado de las
medidas de las &reas mostradas por el programa) ya que el applet se ha disefiado para
que los valores numéricos de las medidas de las areas se aproximen a valores enteros.
Luego del desarrollo del sub — item los estudiantes se colocardn en parejas para
comparar y comunicar el tipo de analisis utilizado; a continuacion trabajara el sub —

item (ii) en parejas.

Con el sub — item (i), luego de que los estudiantes manipulen el deslizador n, se espera
que noten que hay una inconsistencia en los valores que muestra el programa. Se
aprecia graficamente que la medida del area de la terraza es mayor a la medida del &rea
que ocupan las losetas en el piso ya que estas no lo cubren con exactitud; sin embargo,

las cantidades numéricas indican lo contrario.
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Es probable que los estudiantes comenten al profesor — investigador que las losetas no
cubren totalmente a la terraza y por eso las medidas de las areas no son iguales; si esto
ocurre, se les respondera: ¢Y como interpretan los resultados numéricos (que muestran
que a partir de un nimero de rectangulos ambas medidas son iguales)? De esta manera
le dejamos al estudiante la responsabilidad de decidir si da un nimero de losetas o si

responde que las medidas de las areas no seran iguales.

Se espera que den como respuesta que se deben dibujar 19 losetas, ya que para ese valor
los estudiantes observan en el applet lo siguiente: Areateraza = 11 m* Y Area gsetas = 11
m?; aunque también podrian dar como respuesta cualquier valor en el intervalo entre 19

y 50, ya que el programa muestra la igualdad de dichas medidas.

Si los estudiantes enfocan la pregunta en el sentido de que al ser iguales las medidas de
las 4reas, su diferencia debe ser cero: Areateraz - Areaioseas = 0 M (esta diferencia se
observa en el applet) podrian dar como respuesta que la igualdad de medidas ocurre
dibujando 16 losetas; aunque también podrian dar como respuesta cualquier valor en el

intervalo entre 16 y 50 ya que en ese intervalo dicha diferencia es igual a cero.

Pensamos que los estudiantes justificaran sus resultados numéricamente, por encima de

un analisis grafico, y daréan el intervalo de valores entre 19 y 50 losetas como respuesta.

Con el sub — item (ii) se pretende analizar si los estudiantes tienen la idea intuitiva de
que si las medidas de las areas de la terraza y de las losetas son iguales, las losetas
deberian cubrir exactamente a la terraza. Ademas, se pretende observar si los
estudiantes se dan cuenta de que el problema esta en que el programa redondea los
valores de las medidas de las areas a nimeros enteros, ya que la medida de las areas de

las losetas si deberia aumentar.

Se espera que los estudiantes comenten que no estan de acuerdo con los valores
numéricos que arroja el programa; que a medida que el nimero de rectangulos aumente
para valores mayores a 19, la suma de las medida de las area de todos ellos deberia
aumentar y que la diferencia entre la medida del area de la terraza y su aproximacion
deberia disminuir. También se espera que justifiguen que los resultados son

aproximados a valores enteros.

Es probable que sefialen que la suma de las medidas de las areas si deberia variar, pero
no sepan contestar por qué no lo hacen. Tal vez mencionen que el programa no calcula

bien la medida de las areas.
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Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacién de la situacion 1, si
en la discusién en parejas se comunica al otro que los valores que muestra el GeoGebra
no son correctos, que a medida que se aumenta en nimero de rectangulos, la suma de
las medidas de las areas de todos ellos y la diferencia entre la medida del area y su
aproximacion deberian aumentar y disminuir respectivamente, pero que esto no ocurre
porque el programa redondea las medidas a valores enteros. Si el estudiante brinda un
intervalo de losetas como respuesta y no justifica apropiadamente se ubicara en la fase

de accion.
Descripcion y analisis a posteriori

Una vez abierto el archivo y luego de leer el texto del sub — item (i), todos los
estudiantes manipularon el deslizador n y lo movieron hasta tomar su valor final,
n =50. Los estudiantes comentaron que las medidas de las areas no eran iguales porque

se observaba en el grafico que quedaban espacios de la terraza sin cubrir (ver figura 76).

DIEUJO DE LOSETAS RECTANGULARES

Jardin AreaTerraza =11 m

Aredy oopps = 1107

Aredr o, - ATed oo, =0 M7

Figura 76. Terraza enchapada con 50 losetas.

Se observé que inicialmente los estudiantes se inclinaron por utilizar un analisis grafico.

El estudiante A2 utiliz6 el mouse para agrandar la figura y se lo mostré al profesor —
investigador como justificacion a su respuesta. El profesor — investigador le devolvid

como respuesta la siguiente pregunta: ¢y cémo interpretas los resultados numéricos?

La misma pregunta se les hizo a todos los integrantes: ¢y como interpretas los
resultados numéricos? B1 manipul6 el deslizador y lo pasé de n =50 an =30y

comento que no habia variacion en la medida del area; sin embargo, B2 dijo que si (al
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igual que los integrantes de la dupla A), y mostré en su monitor la variacion de las
medidas de las areas cuando el nimero de rectangulos era pequefio (menor a 10). Luego

comentd: “A partir de 19 (losetas) todo es igual”.

El profesor — investigador le pregunt6 a B1: ;Como deberia ser la gréafica si la medida
del &rea de la terraza es igual a la suma de las medidas de las areas de las losetas?, este
respondio: “deberia cubrirlo todo, pero en este caso (no lo cubre) quizés por la forma de
las losetas que terminan en forma rectangular, pueden agrandarse o achicarse pero
siempre terminan en forma rectangular, ademas las divisiones estdn determinadas por

una curva”.

Los estudiantes entraron en conflicto al ver los valores numericos, porque dudaron si las
medidas de las areas eran iguales o no. La figura 77 muestra la respuesta dada por Al

(similar a las respuestas dadas por el resto de estudiantes).

e acken ajo. desde Aq VOSSO Wwietas,
A: 25 , )
heen \eerazo =Wl Kees teprara -Krea toxats Ow
% Letag=s e

Figura 77. Respuesta dada por Al.

Luego de comparar ambos analisis se aprecia que las respuestas y comentarios hechos
por los estudiantes en la experimentacion fueron previstos por el profesor —
investigador. Sin embargo, no presentimos que los estudiantes, inicialmente, no le
prestaran atencion a los valores numéricos y colocaran el deslizador n en su maximo

valor (que es 50).

Luego de leer el texto del sub — item (ii), se corroboré que la dupla A entiende

claramente qué ocurre con el programa; sin embargo, la dupla B no lo tiene muy claro.

La dupla A concluyo que las medidas de las areas no son iguales; A1l menciono: “no
deberian ser iguales pero como ya estan muy aproximados, entonces (el programa) lo
redondea”; A2 confirm6 que lo que muestran los resultados numéricos son solo
aproximaciones, que las areas no deberian ser iguales. Esta respuesta fue prevista por el
profesor — investigador, observamos que los estudiantes se inclinaron por un analisis

grafico
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La dupla B concluyd con dudas que las medidas de las areas si son iguales, pero que las
losetas no cubren totalmente a la terraza por la siguiente razon (explicada por Bl):
“Debido a la forma de la curva, y a que se trabaja con losetas rectangulares”. La figura
78 muestra ambas respuestas. Esta respuesta no fue prevista por el profesor —
investigador; observamos que en los estudiantes prevalecié un analisis numérico. No
hubo intervencion del profesor — investigador porque esperaba que en siguiente item los

estudiantes se dieran cuenta de que su respuesta no era correcta.

Pieuso que €5 b apmr‘ummdu, Seeio o \Wwos Ceraaino
@)

Re e \orme e loo \ooetoo Y GR DN € e.dmgule,feg_

Y oor o cdown g gresento- .

(b)
Figura 78. (a) Comparacion de la dupla A. (b) Comparacién de la dupla B.

Podemos afirmar que los estudiantes de la dupla A llegaron a la fase de formulacion
porque se dieron realizaron un analisis grafico en vez de uno numérico y se dieron
cuenta de que habia un error. En cambio los integrantes de la dupla B se quedaron en la
fase de accion ya que eligieron utilizar un tipo de analisis para dar la respuesta pero este

analisis no fue el correcto.

b. ¢Esta de acuerdo con el hecho de que la suma de las areas de las losetas y el area
de la terraza que no se cubre con ellas, no varien si se dibujan mas de 19 losetas?

Explique.

Andlisis a priori
En este item los estudiantes trabajan en parejas para comunicar sus puntos de vista y

observar qué opinién prevalece entre ambas duplas.

Se pretende analizar si el estudiante tiene la idea intuitiva de que al aumentar el namero
de losetas para valores mayores a 19, la suma de las medidas del area de las losetas
deberia aumentar y la diferencia entre la medida del area de la terraza y su

aproximacion deberia disminuir.
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Se espera que los estudiantes comenten que no estan de acuerdo con los valores
numéricos que arroja el programa; que sefialen lo escrito en el parrafo anterior y

justifiquen que los resultados son aproximados por el programa a valores enteros.

Es probable que sefialen que la suma de las medidas de las areas si deberia variar, pero
no sepan contestar por qué no lo hacen. Tal vez mencionen que el programa no calcula

bien la medida de las areas.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacion de la situacién 1 si a
partir de un intercambio de ideas basadas en las nociones de aproximacion adquiridas en
la actividad 2, comuniquen a su pareja la presencia de un problema con el programa, ya
que este redondea los ndimeros a valores enteros. Si los estudiantes no justifican
apropiadamente sus respuestas o si han realizado una interpretacion incorrecta de los

resultados, los estudiantes se ubicaran en la fase de accion.
Descripcion y analisis a posteriori

Se observo en la experiencia que la dupla B presento dificultades para dar la respuesta.
Inicialmente, trataron de justificar por qué los valores numéricos de las medidas de las
areas no cambiaban, y esto fue lo que comentd oralmente B2: “no deberia variar porque
cuando las losetas se hacen mas pequefas, es como si las losetas grandes se dividieran
en pedazos mas pequefios, por eso no varian. Eso hace también que el otro valor
(diferencia en la medida del area y su aproximacién) tampoco varie”. B1 le manifesto
que si deberian variar porque los espacios no cubiertos por las losetas se hacian mas
pequefios; sin embargo Bl acepto lo que dijo B2. La respuesta final dada por los

estudiantes no fue prevista por el profesor — investigador.

Al ver que habia dudas en la respuesta, el profesor — investigador intervino y les indicé
que manipulasen el deslizador y que no miraran los valores numéricos; luego les
preguntd: ¢qué creen que sucede con la suma de las medidas de las areas de las losetas?,
ambos estudiantes mencionaron que la medida del area aumentaba, pero que el

programa no lo mostraba. B1 menciond: “debe ser un problema de configuracion”.

La dupla A no presentd dificultades para dar su respuesta. Estaban seguros de que la
suma de las medidas de las areas de las losetas debia aumentar y que la diferencia entre
la medida del area de la terraza y su aproximaciéon debia disminuir. Esta fue la
justificacion que dio oralmente Al (luego de intercambiar opiniones con A2): “pienso

que cuando son menos losetas el espacio es mas grande, entonces no deberian ser
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iguales. Si son 19 losetas no va ser igual a que haya 50. Por eso, el area de las losetas
deberia aumentar y el otro (refiriéndose a la diferencia entre la medida del area de la
terraza y su aproximacién) deberia disminuir”. La figura 79 muestra las respuestas
dadas por cada dupla (por lo visto y explicado por la dupla B, al referirse a la medida
del &rea de la terraza quisieron decir la medida del area de la terraza que no se cubre por

las losetas).

oNo ,povque s pe dibyare 19 lovela, el '
detanle peto mmosor que ol degar galmg’w

(@)
\ i il | {
36 ¢ Gl Ao Vil PG IDBRY S [\
) -
booe (00 Tovrwns dobontta Aisomimunye
(b)

Figura 79. (a) Justificacion de la dupla A. (b) Justificacion de la dupla B.

Corroboramos que los estudiantes se dieron cuenta de que al aumentar el nimero de
rectangulos de aproximacion, la diferencia entre la medida del &rea de la terraza y su

aproximacion deberia ser cada vez menor.

El profesor — investigador realizé una discusion entre los grupos al final del desarrollo
de la tarea 1.

Le cedio la palabra a la dupla A para que explicaran sus resultados del sub - item (i) del
item a de la tarea 1; esta fue su respuesta: “del grafico vemos que las (medidas de las)
areas de la terraza y de las losetas no son iguales porque quedan espacios sin cubrir”; el
profesor les volvid a preguntar: ;y por qué colocaron en su respuesta que la medida del
area de la terraza si eran igual a la suma de las medidas de las areas de las losetas
cuando este numero estaba entre 19 y 50? Ellos respondieron que pensaron que se les
pedia que identifiquen para qué valores de n se daba la igualdad numérica. La dupla B

comento que ellos pensaron lo mismo.

El profesor investigador le cedi6 la palabra a la dupla B para que expliquen sus
resultados del sub — item (ii) del item a de la tarea 1; esta fue su respuesta: “nosotros
respondimos que las (medidas de las) &reas si eran iguales pero las losetas no la cubrian

debido a la curva y porque las losetas eran rectangulares”, la dupla A refuté que las
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medidas de las areas no eran iguales y que ellos pensaban que el programa redondeaba
los nimeros y mostraban una aproximacion. B2 aceptd lo mencionado por la dupla A al

decir: “tienes razon”.

Nuevamente, y ya para el item b de la tarea 1, los integrantes de la dupla A
mencionaron que lo mismo ocurria con la suma de la medida del area de las losetas y la
medida del area de la terraza que no se cubre por ellas; que si deberian variar. Los
integrantes de la dupla B continuaron y sefialaron que: “(la medida del area) el area de
las losetas deberia aumentar y la otra disminuir (refiriéndose al area de los espacios de

la terraza que quedan sin cubrir por las losetas)”.

0 lugares decimales AT

1 lugar decimal

2 lugares decimales 8
DIBUJO DE LOSETAS RECTANGULARES

4 lugares decimales 7 n=20

5 lugares decimales ®

10 lugares decimales |

15 lugares decimales . _ .
Arear, ... =10933 m

3 cifras significativas
5 cifras significativas Area ... =10.54 m* 4

10 cifras significativas

15 cifras significativas AreaTerraza - AreaLosetas =0.393 m*

Figura 80. Aproximacion de la medida del &rea con nimeros de tres decimales.

Luego de estas intervenciones, el profesor — investigador confirmé las respuestas dadas
por los estudiantes utilizando el GeoGebra. Cambi6 la forma de redondear los nimeros
colocandolo ahora a 3 lugares decimales (ver figura 80); luego movié el deslizador
desde 1 hasta 50 y los estudiantes observaron lo que sucedia en realidad, corroborando
sus propios razonamientos. Se not6 que se sintieron motivados por haber comprendido

de forma intuitiva lo que sucedia.

Corroboramos que los estudiantes reconocen que al aumentar el nimero de rectangulos,
la suma de las medidas de las areas de los rectangulos de aproximan a la medida del
area de la terraza; también reconocieron que la diferencia entre las medidas del area de

la terraza y de su aproximacion disminuye.
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Podemos afirmar que los estudiantes si llegaron a la fase de formulacion de la situacién
1, ya que luego de una discusion entre los integrantes de la dupla A, o los integrantes de

la dupla B y el profesor — investigador, se brindaron respuestas coherentes.

2. Abra el archivo S3_P2A.ggb (o S3_P2B.ggb) y trabaje en la vista gréfica: Dibujo de

losetas rectanqulares.

En esta tarea los estudiantes trabajardn de forma individual porque cada estudiante
trabajard con un applet distinto y lo que se pretende es que luego en la tarea 3
compartiran dentro de cada dupla sus procedimientos y estrategias de resolucion (Al y
B2 trabajaran con el archivo S3_P2A.ggb que presenta una aproximacion por defecto, y
A2 y B1 trabajaran con el archivo S3_P2B.ggb que presenta una aproximacion por
exceso). Cuando se entregd el material fisico a los integrantes de la dupla B, no nos
percatamos que lo dimos de forma cruzada; sin embargo, no hay problema que se haga
de esa manera ya que los estudiantes trabajan gran parte de la experimentacion en

parejas.
El sub — item (i) corresponde a la situacion 1y los sub — items (ii) y (iii) a la situacion 2.

En esta tarea, los estudiantes trabajan con la variable didactica “nimero de rectangulos
de aproximacidn” para un namero de losetas entre 1 y 2000. Cabe mencionar que para
n>264, ya no se observa variacion en la grafica (se observa que la terraza esta
totalmente pintada); por tal motivo analizaremos también si el estudiante es consciente

de que ya no puede guiarse por la vista, sino que debe recurrir al calculo numeérico.

Cabe sefialar que se ha disefiado el applet para que el estudiante observe como varia la
suma de las medidas de las areas de los rectangulos (aproximacion a la medida del area
de la terraza), y la diferencia entre la medida del area de la terraza y su aproximacion,
cuando el nimero de rectangulos varia. Para este Gltimo, los estudiantes que trabajen
con el archivo S3_P2A.ggb observaran lo siguiente: L = Areateaz - Aréaiosets, Y para

los que utilicen el archivo S3_P2B.ggb serd R = Areaosetas — Ar€arerraza.

Como las actividades se han disefiado de forma secuencial, los estudiantes trabajaran
con la misma forma de terraza de la actividad 2, por ese motivo hemos fijado la variable

“borde superior de la region”.

a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuantas losetas se deben dibujar como

minimo para que el area de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas (o la
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el area de las partes de las losetas que sobrepasan la terraza, para la otra pareja)

sea menor a 0,1 m’.
(i) ¢ Cuanto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicion de las

areas de cada una de ellas.

Analisis a priori

En este item se trabajara de forma individual por un lapso de tiempo ya que los
estudiantes trabajaran con applets distintos; luego se trabajara en parejas para cotejar
ciertos planteamientos y resultados. Pretendemos en este item que el estudiante observe
como se va completando el &rea con rectangulos y cémo varia la medida del area de
ciertas regiones particulares. Asimismo, pretendemos realizar una intervencion luego de
la discusion entre grupos que se efectue al finalizar el desarrollo del sub — item (iii) para
mostrarles a los estudiantes una manera de trabajar el planteamiento de medidas de

areas individuales de forma simbbdlica.

Con el item (i) se pretende observar si el estudiante relaciona el valor de L con la
medida del &rea de la terraza que no se cubre con las losetas y R con la medida del area
de las partes de las losetas que sobrepasan la terraza. Asimismo, corroborar que el
estudiante reconoce que debe movilizar el deslizador n y buscar el menor nimero de

rectangulos de modo que la variable sea menor a 0,1 m?.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para obtener el respectivo
numero de losetas para cada caso. Es posible que realicen la siguiente pregunta solo por
corroborar que lo han entendido correctamente: stengo que responder el menor valor o
alguno que cumpla? Si esto ocurre, el profesor — investigador leera con los estudiantes

el texto y hard hincapié en la palabra “menor”.

Se espera que todos los estudiantes concluyan que si se dibujan 87 losetas como
minimo, la medida del area de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas (medida
propuesta para Al y B2) o que la medida de las areas de las partes de las losetas que
sobrepasan la terraza (medida propuesta para A2 y B1) es menor a 0,1 m° Para la
justificacion, los estudiantes colocaran el resultado que observan en el monitor de su
computadora: L = Areareraza - Areaiosess = 0,0989 m? 0 R = Areaosetas — Aréaterraza =

0,0997 m?, o se lo mostrarén al profesor — investigador directamente de la computadora.
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Es posible que den un valor mayor por dos motivos: porque no entendieron que se pedia

el minimo numero de losetas o por la sensibilidad del deslizador.

Con el item (ii) se pretende analizar si el estudiante calcula correctamente la medida de
la base de cada rectangulo. Hasta el momento, el estudiante no se ha visto en la
necesidad de hallar dicha medida. Recordemos que en la actividad 2 los estudiantes
trabajaron con rectangulos de 0,5 m. o 1 m. de base, obteniendo dicha medida

directamente de la particién regular generada en el eje x o visualmente.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para hallar la medida de la base
de cada rectangulo. Se espera que dividan el ancho de la terraza que mide 4 m., entre el

numero de losetas hallado en el sub — item anterior, 87 losetas u otro niUmero diferente a

él, y obtengan como medida: 847 =0,046 m. aproximadamente.

Si los estudiantes presentaran dificultades, probablemente se deba a que hasta el

momento no han tenido que realizar un célculo para obtenerlas. Tal vez piensen en

: : o . 87  Area
realizar (o realicen) alguna de las siguientes divisiones: v 0 %
Con el item (iii) se pretende analizar si los estudiantes son capaces de expresar la suma

de las medidas de las é&reas de los rectangulos m(Area,,...) como la adicién de las

medidas de las areas de cada uno de ellos, para un nimero mayor de rectangulos.

Se espera que Al y B2 planteen la siguiente expresion para los rectangulos inscritos al

area: m(Area, ) =0,046x f(0,046) + 0,046x f(0,092)+...+0,046x f(4) m’. De
igual modo, se espera que A2 y B1 planteen la siguiente expresion para los rectangulos
inscritos al area: m(Area .. ) = 0,046 f (0)+0,046x f (0,046) +...+0,046x f(3,954)

m?. Luego de finalizar el desarrollo de este sub — item, los integrantes de cada dupla

comunicaran a su compafiero sus resultados y procedimientos de célculo.

Pensamos que los estudiantes podrian presentar dificultades al representar la altura de
cada loseta como la imagen de la funcion en los extremos de cada base, porque la
particién regular generada en el eje x casi no se aprecia (en la actividad 2 el estudiantes
trabajo solo con ocho rectangulos). Asimismo, también le agrega complejidad al calculo

el trabajar con muchos decimales.
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Al finalizar el desarrollo del item (iii) y luego de la discusion grupal que se efectle para
estandarizar los resultados, el profesor — investigador realizara una intervencion a partir
de los resultados de los estudiantes para ensefiarles a los estudiantes como podrian
expresar la adicion de las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos pero de
forma simbolica. El objetivo de ello es que se simplifique la expresion para que los
estudiantes ya no trabajen con decimales. Este objetivo tiene también otra intencién a
futuro (pero no para nuestra investigacion), que es la de facilitar al estudiante la
comprension de que dicha adicién se puede expresar de forma reducida mediante la
letra sigma (%), esto como uno de los pasos previos que se deben realizar para brindar

una definicion formal de la medida del area.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacion de la situacion 1 al
relacionar la expresion textual con una region de la gréfica, y al elegir un valor de n para

el cual cumpla la condicion dada.

Se espera que los estudiantes alcancen la fase de validacion para la situacion 2 si
justifican correctamente cdmo realizaron el planteamiento de la adicién de términos. Si
los estudiantes solo comunican a sus compafieros de grupo como realizaron el
procedimiento pero todavia presentan dudas acerca del calculo de las medidas de las
bases y sobre la relacion entre la altura de cada rectangulo y la imagen de la funcion, se
ubicaran en la fase de formulacién. Si los estudiantes siguen cometiendo errores en

planteamiento pero expresan a su manera la adicién, se ubicaran en la fase de accion.
Descripcion y analisis a posteriori

Luego de leer el texto del sub — item (i) y de mover el deslizador n, los estudiantes
tuvieron dificultades para determinar el menor nimero que hacia que la diferencia entre
la medida del &rea de la terraza y su aproximacion sea menor a 0,1 m2 Las dificultades

que se presentaron figuraron las siguientes:

= Demora en reconocer de qué &rea su medida tenfa que ser menor a 0,1 m?.
= Demora en reconocer qué nimero es menor a 0,1 m.

= Demora en seleccionar el niUmero de losetas debido a la sensibilidad del deslizador n.

El profesor — investigador se acercé a preguntar a cada estudiante por su avance en el

desarrollo del sub - item. Esto fue lo que observamos:

= Enladupla A, Al quiso corroborar si L = Areateraz - Areag osetss €ra el que debia ser
menor a 0,1 m% Se le dijo que analice lo que calcula cada uno de los valores
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numéricos mostrados por el programa. Al y A2 indicaron que habian diferentes
nimeros de losetas que hacian que L y R sea menor a 0,1 m? El profesor —
investigador ley6 nuevamente la pregunta junto con Al e hizo hincapié en la

pregunta “cuantas losetas se deben dibujar como minimo”’.

= En la dupla B, B2 no ley6 bien la pregunta ya que no se percato de que le daban un
numero de comparacion para la medida del area. B1 no sabia qué namero era menor
a 0,1 m% preguntd si 873 losetas era la respuesta, ya que con ese valor R = Areay osetas
— Arearteraza = 0,0099 m?. El profesor — investigador le dijo a B2 que lea bien la
pregunta, que habia una condicién que no habia tomado en cuenta; luego le dijo a B1

que redujera el nimero de losetas y que comparara el valor de R con 0,1.

Luego de un tiempo, y después de leer con detenimiento el sub — item, todos los
estudiantes llegaron correctamente a la respuesta escribiendo que 87 losetas es el menor
nimero que hace que la diferencia entre la medida del area de la terraza y su
aproximacion sea menor a 0,1 m% Los resultados fueron previstos por el profesor
investigador, aungque nos equivocamos al pensar que no iban a tener dificultades en el

desarrollo del sub — item.

Observamos que en el desarrollo del sub — item (ii), todos los estudiantes presentaron

dificultades para calcular la medida de la base de cada rectangulo.

Las estrategias y preguntas realizadas por los integrantes de la dupla A fueron las

siguientes:

= Al empez6 a dividir con su calculadora diferentes nimeros para saber si alguno era

coherente. El profesor — investigador observo que realizo las siguientes divisiones:

8l m(Area Losetas) _ 11,2611 i

4 87 87 ' 87

. Luego pregunto si la medida de la base de cada

. bxh . . .
loseta se calculaba con la formula — El profesor — investigador le sugirio que se

haga la misma pregunta pero para un nimero mas pequefio de rectangulos.

= A2 amplid su dibujo con el mouse para ver si de esa manera podia apreciar la base de
cada loseta en el monitor de su computadora. Luego penso en voz alta: “87 losetas
deben entrar en un ancho de 4 m.”, entonces le formulé al profesor — investigador lo

siguiente: “divido 87 entre 4”, y se respondio a él mismo, “es 4 entre 87”.
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Luego de un lapso de tiempo, los estudiantes trabajaron en parejas y revisaron sus
calculos, ambos integrantes llegaron a la respuesta correcta (ver figura 81), aunque Al

se equivocé en las unidades y A2 no las coloco.

Sy & OO prbak ac caga logela e 0,045ur

Figura 81. Medida de la base de cada uno de los 87 rectangulos dada por la dupla A.

Las estrategias y preguntas realizadas por los integrantes de la dupla B fueron las

siguientes:

= Para hallar la medida de la base de cada loseta, ambos integrantes de la dupla

dividieron la suma de las medidas del area de las losetas entre el nimero de losetas y

m(Area ...) 11,2611
87 87

aproximadamente (ver figura 80). No se percataron que estaban hallando la medida

obtuvieron el siguiente resultado: =0,13m.

del &rea promedio de cada loseta.

A - AARAY =013
Q cordver, g3

Figura 82. Medida de la base de cada uno de los 87 rectangulos dada por la dupla B.

Luego de un lapso de tiempo, los estudiantes trabajaron en parejas y compararon sus
respuestas. El profesor — investigador intervino y les indico que realizaran el mismo
calculo para un nimero pequefio de rectangulos y que vean si cumple. No se dio méas
explicacion al respecto porque se iba a realizar una discusion grupal al finalizar el

desarrollo del sub — item (iii).

Los resultados de los estudiantes no fueron previstos por el profesor — investigador, asi
como tampoco imaginamos que iban a tener tanta dificultad para realizar dicho célculo.
Esto sugiere que al cambiar de valor a la variable “nimero de rectdngulos de

aproximacion”, los estudiantes presentan atin mas dificultades.

Luego del desarrollo del sub — item (iii), solo un estudiante no presentd dificultades para

expresar la suma de las medidas de las areas de las losetas como una adicion de las
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medidas de las areas de cada una de ellas. Ahora, la dificultad se centré en obtener las
alturas de los rectangulos. Algunas respuestas y justificaciones dadas por los estudiantes

al respecto las mostramos a continuacion:

= Al le comentd al profesor — investigador cual iba a ser su procedimiento: “las alturas
son a partir del lado derecho de la base, entonces el primer rectangulo tiene area
igual a 0,045x f(0,045), y el resto se va multiplicando por 2, por 3 y asi hasta el
final”. Cabe sefialar que en la actividad 2, Al no presenté dificultades para reconocer
las alturas cdbmo iméagenes pero si para calcular la medida de la base. La figura 83

muestra su respuesta.

\ogad= [ O0US N (Dpus) Q= 00U £(6,043) ¢ (o,0MY) LIOOHS 2 +1e as !
W0sehs? = Lojpu ) £{ oG D) eu & ) orouy)floousa)

1 Jus &
\sRek 33> Lo pun +LoOH L

Figura 83. Aproximacion como adicion de areas individuales dada por Al.

Aunque A2 tratd de diferenciar las alturas de cada loseta, cometio el mismo error
observado en la actividad 2: afirm6 que todas las alturas de cada una de las 87 losetas

median lo mismo (ver figura 84).

S = (bbbt e rOHE
5: (p(f:,oq;,) XO)L.B} (85)

Figura 84. Aproximacion como adicion de areas individuales dada por A2.

Luego del tiempo planificado, Al le mostré a A2 su procedimiento y le dijo como debia

obtener las alturas. A2 comprendid cudl habia sido su error.

= En el caso de la dupla B, ninguno sabia como plantear las alturas; sin embargo, B1
intentd hacerlo simbolicamente (ver figura 85), y eso fue lo que compartié con B2.
El profesor — investigador le preguntd a B1 qué significaban los simbolos: h, h; y hy;
el estudiante sefialo: “son las alturas de las losetas, se tiene que usar f pero no sé

cémo hacerlo”.
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ALY

BLm-e,hp- b X bxh S g

== 0

—

8:"\-&(-9':)\

Figura 85. Aproximacion como adicion de areas individuales dada por B1

Observamos que solo un estudiante logré realizar un planteamiento correcto de la suma
de las medidas de las areas de los rectdngulos como una adicién de las medidas de las
areas de cada uno de ellos; sin embargo, los otros tres estudiantes cometieron diferentes
errores tanto para calcular la medida del area como para calcular la medida de las
alturas. Estos resultados no fueron previstos por el profesor — investigador, suponiamos
que iban a tener dificultades pero no que no iban a poder realizar un planteamiento

habiéndoles explicado el procedimiento en la actividad 2.

En el intercambio de informacidn entre los integrantes de cada dupla, corroboramos que
A2 aprendio de Al, luego que este le explicara su procedimiento adaptandolo al de su
compafiero (ya que ambos presentaban diferentes aproximaciones, por exceso y por
defecto). Del mismo modo, Bl le mostr6 a B2 su planteamiento simbolico
distinguiendo que las alturas son diferentes; sin embargo, no se pudieron expresar las

alturas como esperabamos.

Una vez terminado la resolucién del item a, se procedié a la discusion grupal que fue

moderada por el profesor — investigador.

La dupla B expresé que se necesitaban dibujar 87 losetas como minimo para cumplir la
condicion dada, y que la medida de las bases la obtuvieron dividiendo la suma de las
medidas de las areas de las losetas entre 87; mencionaron también que les resulto dificil
expresar la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como una adicién de
medidas de cada uno de ellos. A2 refutd la forma de calcular la medida de la base;
sefiald lo siguiente: “se van a poner 87 losetas en un ancho de 4 m., la base se calcula

dividiendo 4 entre 87”; esta intervencion fue aceptada como cierta por la dupla B.

Finalmente, Al explicé como habia planteado la adicion de las medidas de las areas de
cada rectangulo, y la dupla B acept6 lo dicho por Al y no lo refuto.
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Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de formulacién de la situacion 1,
ya que relacionaron cada expresion con su respectiva area y eligieron un namero

correcto de rectangulos para comparar la medida del area planteada.

Podemos afirmar que Al formulé y validé su procedimiento frente a todos los
estudiantes, el estudiante alcanzé la fase de validacion de la situacion 2. Sin embargo, el
resto de estudiantes al no conseguir realizar un planteamiento correcto de la expresion,
es decir, no hallar correctamente la medida de la base de cada rectangulo y afirmar que

no sabian como plantear las alturas, solo alcanzé la fase de accion.

Luego del intercambio de informacion entre duplas, el profesor investigador realizé una

institucionalizacion local para formalizar lo que habia comentado Al.

Primero dibujé en la pizarra una curva (con su respectivo plano cartesiano); luego
dibujo tres rectangulos consecutivos partiendo del eje y y dos al otro extremo llegando

hasta x = 4, en el medio coloc6 puntos suspensivos. Luego, junto con los estudiantes
. . . ) 4
hall6 la medida de la base de cada rectangulo y la llamé b, b=§z0,045 m. A

continuacion le pregunto a los estudiantes por los valores numéricos que se generan en
el eje x por la particion regular, y ellos mencionaron (apoyados por sus calculadoras): O;
0,045; 0,09 y 0,135.

El profesor — investigador les sugirié que, como el nimero de rectangulos iba a variar,
asignen una  notacion  simbdlica a  dichos wvalores, es  decir,

X, =0; x, =0,045; x, =0,09; x; =0,135, y les preguntd a los estudiantes qué simbolos
colocarian al final; ellos respondieron: Xg; Xg, Xg; (Cada uno con sus respectivos

valores numéricos). Luego, le pidi6é a Al que expresara como habia trabajado el calculo

de areas y el profesor — investigador lo escribio en la pizarra:
M(AreaLosetss) = 0,045 x f (0,045) + 0,045 (0,09) + ...+ 0,045x f (3,955) + 0,045 f (4) m?.

Para terminar, les pidi6 a los integrantes de la dupla B que expresaran lo mismo pero de

forma simbdlica; los estudiantes dieron su respuesta y lo escribio en la pizarra:

M(Area  oseras) = bx f(X,) +bx f(X,)+...+bx f(Xg) +bx f(Xg;) M.

La figura 86 muestra lo escrito y dibujado por el profesor — investigador. De forma

similar se hizo para las losetas circunscritas a la region.
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0=a0n xy ra I3 Ty Tag Tgy = 4
M(Areay osews) = 0,045 x f (0,045) + 0,045 f(0,09) + ...+ 0,045 f (3,955) + 0,045 f (4) m?

M(Areay gseias)= Dx (X)) +0x F(X,)+...+bx f(Xg) +bx f(X,) M?

Figura 86. Aproximacion expresada en forma simbdlica.

b. (i) ¢Cuéantas losetas se deben dibujar como minimo para que el area de la terraza
que queda sin cubrir por dichas losetas (o el area de las partes de las losetas que

sobrepasan la terraza, para la otra pareja) sea menor a 0,01 m*?
(i) ¢Cuénto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicion de las

areas de cada una de ellas.

Andlisis a priori

En este item los estudiantes trabajaran de forma individual por un lapso de tiempo para
corroborar que han comprendido la explicacion realizada por ellos mismos en la
discusion grupal y en la institucionalizacién local realizada por el profesor investigador;
la diferencia entre este item y el anterior es que ahora trabajardn con mas de 700
rectdngulos y ya no se observa movimiento en la gréfica (aparece toda la terraza

pintada). Luego compararan sus resultados y procedimientos.

Se espera que todos los estudiantes trabajen sin dificultad el sub — item (i) y concluyan
que dibujando 869 losetas como minimo, la medida del area de la terraza que queda sin
cubrir por dichas losetas es menor a 0,01 m% esto a raiz que observaran en su
computadora que para ese valor L = Areareraz - AréaLosetss = 0,0099 m? R = Areayoetas
— Arearteraza = 0,0099 m* Es posible que den un valor mayor por la sensibilidad del

deslizador.
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Es probable que den valores mayores a 869, como 871, 873, u 876 ya que para estos
cuatro valores (segun lo que se observa al movilizar el deslizador n) la diferencia entre
la medida del area de la terraza y su aproximacion es 0,0099 m?. Sin embargo, el menor

ndmero es 869 losetas.

Se espera que todos los estudiantes trabajen sin dificultad el sub — item (ii) y dividan el
ancho de la terraza, que mide 4 m. entre el nimero de losetas hallado en el sub — item
anterior, 869 losetas u otro numero que no sea el menor, y obtengan como medida:

A 0,0046 m. aproximadamente.
869

Se espera que todos los estudiantes trabajen sin dificultad el sub — item (iii) y expresen
correctamente la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como la adicién de

las medidas de las areas de cada uno de ellos.

Se espera que todos los estudiantes le asignen letras o simbolos a la medida de la base

de los rectangulos, b:82'9:0,0046, y a la particion regular que se genera en el

intervalo [0;4] del eje x al dibujar 869 rectangulos: X,, X;, ..., Xgq- S€ €spera que Aly

B2 realicen el siguiente planteamiento: m(Area )=bx f(x)+bx f(x,)+...+

Losetas

bx f(X.) Y que A2 y B1 obtengan la siguiente expresion: Area =bx f(x,)+

Losetas

bx f(x;)+...+bx f(Xg). La expresion cambiara segun el nimero de losetas que los

estudiantes asignaron en el sub — item (ii).

Al final del desarrollo del item, los estudiantes se reunirdn en duplas para comparar

resultados y explicar sus procedimientos.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacion de la situacion 1 al
relacionar la expresion textual con una region de la grafica, y al elegir un valor de n para

el cual cumpla la condicion dada.

Se espera que los estudiantes alcancen la fase de validacion para la situacion 2 si
justifican correctamente cémo realizaron el planteamiento de la adicion de términos. Si
los estudiantes solo comunican a sus compafieros de grupo como realizaron el
procedimiento pero todavia presentan dudas acerca del calculo de las medidas de las
bases y sobre la relacion entre la altura de cada rectangulo y la imagen de la funcion, se
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ubicaran en la fase de formulacién. Si los estudiantes siguen cometiendo errores en

planteamiento pero expresan a su manera la adicion, se ubicaran en la fase de accion.
Descripcion y andlisis a posteriori

Luego de leer el sub - item (i), los estudiantes movilizaron el deslizador y eligieron un
valor de n mayor al del item anterior que cumplia con la condicién planteada, que la
diferencia entre la medida del area de la terraza y su aproximacién sea menor a 0.01m>.
Se corrobord con ello que los estudiantes se dieron cuenta que al aumentar el nimero de

rectangulos la aproximacién mejora.

Al y Bl dieron como respuesta que se lograba con 871 losetas, B2 escribi6 que con 876
losetas y A2 indicd que con 873 losetas. Las respuestas dadas por los estudiantes fueron

previstas por el profesor — investigador.

Observamos que los estudiantes no presentaron dificultades en el desarrollo del sub —
item (ii). Todos dividieron el ancho del patio entre el nimero de losetas descrito en la

tarea anterior. Esto fue previsto por el profesor — investigador.

La figura 87 muestra algunas de las respuestas de los estudiantes.

84 00045
> 0,

@)

. .

(b)
Figura 87. (a) Medida de la base dada por A2. (b) Medida de la base dada por B1.

Se corrobor6 que los estudiantes comprendieron la manera en la que deben calcular la

medida de las bases de las losetas que se dibujan en el espacio dado.

Observamos que las dificultades en el desarrollo del sub — item (iii) se redujeron pero
siguieron apareciendo errores, por ese motivo los resultados de los estudiantes no fueron
previstos por el profesor investigador. Los estudiantes realizaron sus propios

planteamientos y luego se reunieron en parejas para compararlos.
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Observamos que los integrantes de la dupla A hallaron correctamente la medida de las
bases de cada loseta pero al momento de expresar la adicion de las medidas de las areas
de cada rectangulo trabajaron con 87 losetas en vez de 869. El profesor — investigador
les pregunt6 por qué habian colocado 87 losetas, y ellos respondieron que no se dieron

cuenta, que utilizaron el nimero hallado en el item anterior.

En la dupla B, B1 respondi6 correctamente a la pregunta; sin embargo B2 se confundio
tanto en la medida de las bases como en las alturas. Ya en parejas, B1 le explicd su

procedimiento a B2 y este lo entendio.

La figura 88 muestra las respuestas de dos estudiantes.

Loteta 1= (D0043) §(0,0043) Y Selopors) omA) T 116 00a0 FLo0004s - 51)
(oA = 0,005 £L0 {004

WSQ;a A= \b,ooAﬂ@ \010045'3‘3}']

@)

SAL-::? b\( Q(\(O] k &DX‘L(XL}L Coe kaf L(-KB‘].(_';]

(b)

Figura 88. (a) Aproximacion de la medida del area expresada por Al. (b) Aproximacion de la

medida del area expresada por B1 (donde b = 8£711)'

El trabajar primero de forma individual nos permite observar que por mas que se realice
una explicacion formal sobre como se puede obtener la altura de cada rectangulo como

la imagen de una funcion, hay estudiantes que les cuesta realizar dicho planteamiento.

Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de formulacién de la situacion 1,
ya que relacionaron cada expresion con su respectiva area y eligieron un namero

correcto de rectangulos para comparar la medida del area planteada.

Podemos afirmar que B1 formulé y valid6 su procedimiento frente a su compafiero y al
profesor - investigador, el estudiante alcanzé la fase de validacion de la situacién 2; del
mismo modo la dupla A estuvo cerca de llegar a dicha fase pero al equivocarse en el
numero de rectangulos no lo consiguid. B2 solo alcanzod la fase de accion porque lo

intentd pero cometio varios errores.
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3. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su compafiero en la tarea 2,

responda a las siguientes preguntas.

En esta tarea se trabajara en parejas porque se desea que los dos integrantes interpreten
los dos tipos de aproximacion, por exceso y por defecto; luego discutan entre ellos
planteando sus opiniones y finalmente los validen en una discusion grupal. EI profesor
investigador cambiard el valor de la variable didactica “nimero de rectangulos de
aproximacion” para un nimero de rectangulos mayor a 2000 (nimero que ya no es
observado por los estudiantes), de modo que podamos observar y analizar lo qué
intuyen los estudiantes sobre el procedimiento de aproximacién. Los items y sub —
items a, b, ¢ (i) y c (ii) corresponden a la situacion 1; el sub — item (iii) del item c

corresponde a la situacion 2.

a. Si se dibujan 1 000 losetas, ¢se podria afirmar que ya se cubrio toda la terraza?

Explique.

Anélisis a priori

Se pretende observar si los estudiantes al ver la terraza totalmente pintada piensan que
con 1 000 losetas se consiguio cubrirla exactamente; esto implicaria que la medida del
area de la region se llego alcanzar a partir de la suma de las medidas de las areas de 1

000 rectangulos.

Se espera que los estudiantes se fijen tanto en la grafica como en los resultados
numéricos de L y R mostrados por el programa (ambos miden la diferencia entre la
medida del area de la terraza y su aproximacion, el primero por defecto y el segundo por
exceso), porque ya no se aprecia la variacion que produce el seguir dibujando mas
rectdngulos (para la aproximacion por defecto a partir de 264 losetas ya no se ve
variacion en el grafico, se aprecia la terraza totalmente pintada; en el otro tipo de
aproximacion ya no hay cambio a partir de 287 losetas) y sefialen que todavia no se ha
cubierto la terraza. Se espera que justifiquen que para 1000 losetas, las medidas de L y R

no son cero (el programa muestra que para 1 000 losetas L = R = 0,0086 m?)

Es probable que algin estudiante mencione que la terraza si se cubre totalmente cuando
las losetas se dibujan por encima de la curva (0 que estan circunscritas a la region). Si

esto ocurre, el profesor — investigador le preguntara al estudiante si cree que lo cubre

182

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz{_\éel_l}glkmo

DEL PERU

exactamente; se espera que el estudiante responda que no porque R no es cero, y eso

significa que todavia hay partes de las losetas que sobrepasan la terraza.

Se espera que los estudiantes alcancen la fase de formulacion para la situacion 1 si un
estudiante comunica al otro que no se cubre la terraza por los motivos expuestos en el
parrafo anterior. Si un estudiante sefiala que nunca se llegara a cubrir exactamente la
terraza pero se puede aproximar tanto como desee a la medida del &rea, afirmaremos

que el estudiante alcanzo la fase de validacion.
Descripcion y andlisis a posteriori

Luego de la discusion entre parejas, A1 menciond que con 1 000 losetas ya se habia
cubierto la terraza porgque no vio movimiento en la figura, menciond: “las losetas ya son
palitos”; en cambio A2, a partir de la diferencia entre la medida del &rea de la terraza y
su aproximacion, le indicé a Al lo siguiente: “en el tuyo todavia no lo cubre”. A2
sefialdé basandose en que su aproximacion es por exceso, que las losetas si cubren la
terraza, (justific6 numéricamente comparando el valor de la medida del area de la
terraza y su aproximacion). En ese momento el profesor — investigador le preguntd: ¢y

lo cubre exactamente?, A2 respondio: “en ninguno lo cubre exactamente”

Los integrantes de la dupla B realizaron ambos analisis, mencionaron que graficamente
parece que se cubre toda la terraza, pero que al ser la diferencia entre la medida del area
de la terraza y su aproximacion diferente de cero, no se puede afirmar que las losetas

cubren a la terraza.

Ambas respuestas fueron previstas por el profesor investigador. La figura 89 muestra las

respuestas dadas por ambas duplas.
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Figura 89. (a) Rpta. de la dupla A al item 3a. (b) Rpta de la dupla B al item 3a.
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Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de formulacion para la situacién
1, ya que hubo intercambio de informacion; A2 corrigio a Al, y B1 y B2 pensaron de la

misma manera confirmando sus razonamientos.

b. ¢Cuantas losetas se deberian dibujar como minimo para que L y R sean menores a
0,001 m*? Justifique.

Andlisis a priori

Para este item, como la diferencia entre la medida del area de la terraza y su
aproximacion estd relacionada con la variable “numero de rectangulos de
aproximacion”, decidimos cambiar el valor de dicha diferencia de medidas para
observar qué procedimiento de calculo utilizan los estudiantes para determinar el

numero de losetas a colocar.

Se pretende corroborar que el estudiante reconoce que tiene que aumentar el nimero de
losetas para obtener una mejor aproximacion. Pretendemos observar también qué

procedimiento realiza para obtener dicho nimero de rectangulos.

Se espera que los estudiantes intuyan que si siguen aumentando el nimero de losetas, L
y R (aproximaciones por defecto y por exceso a la medida del &rea de la terraza) si
lleguen a medir 0,001 m%

Como el applet esta disefiado para que solo se dibujen 2 000 losetas, y con estas losetas
L = R = 0,0043 m? es probable que algunos estudiantes solo respondan que L y R sf
llegarfan a 0,001 m* pero no sabrian con cuantas losetas lo lograrian. Sin embargo,
puede haber estudiantes que intenten encontrar alguna proporcion que relacione el
numero de losetas con la diferencia entre la medida del area de la terraza y su

aproximacion, y den un numero aproximado de losetas.

Se espera que los estudiantes se ubiquen en la fase de formulacion para la situacién 1 si
comunica a su compariero de dupla que se puede llegar a dicha diferencia pero que se

necesitarian colocar mas losetas de los que se permite el GeoGebra.
Descripcion y andlisis a posteriori

Luego de leer la pregunta, los estudiantes movilizaron el deslizador y lo colocaron en su
méximo valor. Dentro de cada dupla, ambos estudiantes observaron los valores de L y R
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y comentaron el uno al otro que ya no se podia aumentar el nimero de rectangulos pero

que si se podia llegar a 0,001 m?.

A2 sefiald: “va disminuyendo (la diferencia de medidas), entonces si aumentamos mas
losetas se podria llegar a 0,001”. El profesor — investigador les pregunto: ¢y con cuantas
losetas llegarian a ese valor?, A2 respondid: “creo que con cada dos losetas, se
disminuye 0,001 (...) es un poco dificil”; Al sefialo: “de 1742 hay un resultado, (la
diferencia de medidas) es 0,0050 y de 1756, (la diferencia de medidas) cambia a
0,0049”. Observamos que los integrantes de la dupla A son mas analiticos, intentaron
buscar alguna relacion entre el nimero de losetas y la diferencia entre la medida del

area de la terraza y su aproximacion.

Los integrantes de la dupla B corroboraron que la diferencia entre el area de la terraza 'y
su aproximacion si llegarian a ser 0,001 m?, pero no sabian qué procedimiento utilizar

para hallar dicho nimero de losetas.
Ambas respuestas fueron previstas por el profesor — investigador.

La figura 90 muestra las respuestas dadas por ambas duplas.
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Figura 90. (a) Rpta. de la dupla A al item 3b. (b) Rpta. de la dupla B al item 3b.

Se corrobor6 que los estudiantes intuyen que necesitan dibujar més rectangulos para
aproximarse mas a la medida del area. Notamos que al cambiar la variable “nimero de
rectangulos de aproximacion” y trabajar de forma intuitiva, los estudiantes no pudieron

determinar el nimero de rectangulos que dé solucién a la pregunta, sin embargo se
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observd que los estudiantes trataron de encontrar dicho nimero de rectangulos
aplicando diferentes estrategias. Nosotros no esperabamos que determinen un ndmero

exacto, sino que pretendiamos observar como enfocaban los estudiantes a la pregunta.

Podemos afirmar que los estudiantes llegaron a la fase de formulacion para la situacién
1, ya que hubo intercambio de informacién por parte de la dupla A al discutir en la
manera como calcular un nimero de losetas, y en la dupla B al afirmar, luego de una
discusion entre ellos, que si se puede obtener un nimero de losetas pero que no cuentan

con las herramientas para hacerlo.

c. (i) ¢Qué tendria que hacer para que la suma de las areas de las losetas se aproxime

mas al area de la terraza? Explique.

(i) ¢Qué tanto se podria aproximar al area de la terraza dibujando losetas
rectangulares? Indigue cuantas losetas cree usted que podrian dibujar para conseguir

dicha aproximacion.

(iii) Para el nimero indicado en (ii), plantee la suma de las areas de todas las losetas

como la adicién de las areas de cada una de ellas.

Anélisis a priori

Luego del desarrollo del item se pretende corroborar que los estudiantes reconocen que
pueden aproximarse tanto como lo deseen a la medida del area (objetivo de aprendizaje
de la situacion 1) y que son capaces de expresar la suma de las medidas de las areas de
todos los rectangulos como una adicion de las medidas de cada uno de los rectangulos
de forma simbolica (objetivo de aprendizaje de la situacion 2).

Con el sub — item (i) se pretende analizar si los estudiantes han adaptado a su
aprendizaje que para aproximarse cada vez mas a la medida de un area, se deben seguir

aumentando rectangulos.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para afirmar que tendrian que
aumentar el niumero de losetas para que la suma de las medidas de las areas de las

losetas se aproxime cada vez mas a la medida del area de la terraza.

Con el sub — item (ii) se pretende analizar si los estudiantes han adaptado a su
aprendizaje la nocion de que puede aproximarse tanto como quiera a la medida del area.

Recordamos que para este sub - item hemos cambiado el valor de la variable “nimero
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de rectangulos de aproximacion”, ya que el estudiante tiene que responder de forma

intuitiva que tanto se podria aproximar a dicha medida.

Se espera que los estudiantes respondan que se pueden aproximar tanto como quieran (0
bastante, 0 muy cerca) a la medida del area pero nunca llegaran a ser iguales, porque se
utilizan rectangulos; tal vez que pueden aproximarse mucho pero siempre quedaran

espacios sin cubrir o partes de las losetas que sobrepasen la terraza.

Es probable que sefialen que con 10 000, 100 000, u otro nimero mayor de losetas las
medidas del &rea y su aproximacion serian casi iguales. Se espera que algin estudiante
mencione que con infinitos rectangulos la aproximacién es alin mas cercana, pero igual

no llegarian a ser iguales.

Con el sub — item (iii) se pretende analizar si los estudiantes han adaptado a su
aprendizaje el poder expresar la suma de las medidas de las &reas de los rectangulos

como una adicion de las medidas de las areas de cada uno de ellos de forma simbdlica.

Para este sub - item hemos cambiado el valor de la variable “ndmero de rectangulos de
aproximacion” porque el estudiante trabajara con un namero muy grande de rectangulos
(descrito por él) o con infinitos rectdngulos (que no es un nimero entero pero para el
estudiante puede representar un nimero muy grande). En ambos casos analizaremos

cémo presenta la adicion de medidas de areas individuales.

Se espera que los estudiantes no presenten dificultades para plantear la suma de las

medidas de las areas de las losetas: m(Area ) como una adicion de las medidas de

Losetas

las areas de cada una de ellas, siempre y cuando hayan respondido en el sub — item
anterior un numero entero de losetas. Por ejemplo, si dieron como respuesta 10 000

losetas, se espera que hayan planteado lo siguiente:

M(Area, ..) =bx f(X,)+bx f(X,)+...+bx f (X,00,) M Para la aproximacion por

defecto y m(Area Y=bx f(X,)+bx f(x)+...4+0bx f(Xggee) m?,  para la

Losetas

4
aproximacion por exceso, donde b =———=0,0004 m.
10000

Si el estudiante menciondé que la aproximacién mejoraria con infinitas losetas,
posiblemente presente dificultades para hallar la medida de la base de cada loseta. Se

espera que hayan planteado lo siguiente:
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m(Area, ...)=bx f(x)+bx f(x,)+...+bx f(x,) m? para la aproximacion por
defecto 'y m(Area, .. )=bx f(x,)+bx f(x)+...+bx f(x,) m? para la

aproximacion por exceso, donde b es la medida de la base de cada loseta.

Si los estudiantes validan que al aumentar el nimero de rectangulos la diferencia entre
la medida del area de la terraza y la suma de las medidas de las areas de todos ellos se
reduce y que pueden aproximarse tanto como lo deseen a la medida del area de la

terraza, entonces se ubicaran en la fase de validacién para la situacion 1.

Si los estudiantes logran expresar la suma de las medidas de las areas de los rectangulos
como una adicién de la medida de las areas de cada uno de ellos de forma simbdlica, y
explican el procedimiento que siguieron para obtenerlo, se ubicaran en la fase de

validacion para la situacion 2
Descripcion y andlisis a posteriori

Luego de leer el sub - item (i), los estudiantes estuvieron de acuerdo de que la
aproximacion mejora al aumentar el numero de rectangulos. El profesor — investigador
les pregunté a cada dupla en qué basaban su respuesta, ambas duplas comentaron que en
ambos dibujos, a medida que se dibujaban mas losetas la terraza se iba pintando cada
vez més; ademas indicaron que L y R (recordemos que L y R calculan la diferencia entre
las medidas del area de la terraza y de su aproximacion por defecto y por exceso
respectivamente) se hacian cada vez mas pequefios. Estas respuestas fueron previstas

por el profesor — investigador.

La figura 91 muestra la respuesta de la dupla B (similar a lo escrito por la dupla A).

WH bener ung con hdegl clp L)E'E'I\vﬂg Mtnju- o Poco _‘

Figura 91. Respuesta de la dupla B al sub - item 3c (i).

Los estudiantes no tuvieron dificultades para desarrollar el sub — item (ii). El profesor —
investigador se acercé a la dupla A y les preguntd que tanto se podrian acercar a la
medida del area; Al respondié: “No al 100%, tal vez un 99% (...) deberia colocar
infinitas losetas pero nunca llegaria”, A2 sefialo: “pero el infinito no tiene limite, igual

no llegard exactamente a cubrirla (...) la cubrira al 99,9%”
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Los integrantes de la dupla B discutieron sobre la cantidad de losetas que se deberian
colocar tomando como base al resultado mostrado de la diferencia de medidas de areas
de la terraza y su aproximacion. B1 le pregunt6 al profesor — investigador: ¢se puede
cambiar en el programa el nimero de losetas hasta 10 000? El profesor investigador les
ensefid como hacerlo modificando las caracteristicas del deslizador en el GeoGebra.
Ambos integrantes comenzaron a explorar con 2500 losetas, llegaron a probar hasta con

10 000 losetas y de acuerdo a ello dieron su respuesta.

Lo integrantes de la dupla B comentaron que no se podra cubrir el area bajo la curva ya
que las losetas son rectangulares y siempre van a quedar espacios por debajo de la curva
0 por encima de la curva, dieron como solucion que se corten las esquinas que sobran y

se peguen en los espacios que falta cubrir.

Ambas respuestas fueron previstas por el profesor — investigador. La figura 92 muestra

la respuesta de ambas duplas.
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Figura 92. (a) Rpta. de la dupla A a 3c (ii). (b) Rpta. de la dupla B a 3c (ii).

Se corroboro que los estudiantes intuyen que pueden aproximarse tanto como quieran al
area de una region. Asimismo, ambas duplas ratificaron que la aproximacion nunca

llegara a ser igual a la medida del area porque se utilizan rectangulos.

La dupla A dio como respuesta que con infinitas losetas se logra estar lo
suficientemente proximo a la medida del area. La dupla B sefialé que con 10 000 losetas
estarian muy cerca a la medida del &rea, pero si el programa no se ralentizara al

asignarle al deslizador ese nimero, hubieran colocado uno mucho mayor.
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Para el sub — item (iii), observamos que los estudiantes ya sabian qué hacer. En ambas
duplas discutieron sobre todo si la adicion empezaba con xo 0 con Xy ; para salir de dudas

disminuyeron el nimero de rectangulos para poder realizar un buen planteamiento.

Como la dupla A menciond que deberian colocar infinitas losetas, el profesor —
investigador le pregunté a Al: ;cuanto mediria la base de cada loseta?, este respondio:
“4 entre infinito, (las bases) serian como puntos”. Los integrantes de la dupla A
plantearon correctamente ambas aproximaciones como una adiciéon de las medidas de

las &reas de cada uno de los rectangulos.

La dupla B trabaj6 para 10 000 losetas y plantearon correctamente ambas
aproximaciones como una adicion de medidas de areas individuales. La figura 93

muestra la respuesta de ambas duplas.
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Figura 93. (a) Expresiones dadas por la dupla A. (b) Expresiones dadas por la dupla B.

Observamos que los estudiantes fueron capaces de expresar la suma de las medidas de
las areas de las losetas como una adicién de las medidas de las areas de cada uno de los
rectangulos. Se cambio el valor de la variable “namero de rectangulos de aproximacién”
y los estudiantes cambiaron sus estrategias, utilizando la retroalimentacién de item

anteriores y de la intervencion hecha por el profesor — investigador.
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La discusion grupal realizada para explicar y justificar los resultados obtenidos de la

tarea 3 fue moderada por el profesor — investigador.

En relacion al item a, la dupla A explicé que con mil losetas no se cubre exactamente la
terraza, ya que la diferencia entre la medida del &rea de la terraza y su aproximacion no
era igual a cero. La dupla B mencioné que eso se debia por aproximar utilizando

rectangulos.

En relacion al item b, la dupla B menciond que se debian colocar mas de 2 000 losetas
para que L y R (diferencia entre la medida del area y su aproximacién, por defecto y por
exceso respectivamente) sean menores a 0,001 m?, pero que el programa no lo permitia.
La dupla A explico que ellos intentaron hallar el nimero de losetas encontrando una
relacion entre la diferencia de las medidas del &rea de la terraza y su aproximacion. B1

menciond que parecia complejo ese procedimiento.

El profesor — investigador intervino y mencion6 que el procedimiento realizado por
ellos cumpliria si la grafica de la funcion fuera una recta y no una curva. Luego, les
ensefid a cambiar las caracteristicas del deslizador para corroborar que si se llega a esa
medida, y colocé en el GeoGebra que se dibujen hasta 10 000 losetas; los estudiantes
sefialaron que con 9122 losetas L era igual a 0,0009 m? y con 9111 R valia 0,0009 m?.
Estos valores son referenciales ya que el programa se ralentiza si se colocan nimeros

muy grandes en los deslizadores.

Para los sub — items 3c (i) y 3c (ii), la dupla A menciond que se deberian dibujar méas
losetas para aproximarse cada vez mas a la medida del area de la terraza, que la mejor
aproximacion se da con infinitas losetas. La dupla B corroboro lo dicho por la dupla A,
pero mencionaron que ellos utilizaron 10 000 losetas porque el programa no permite
dibujar mas ya que se pone lento. La dupla A sefialé que el nimero de losetas que hace
que estén mas proximos a la medida del area de la terraza debe ser un nimero muy

grande y por eso dijeron el infinito.

Para el sub — items 3c (iii), la dupla B mostré su planteamiento de la adicién de las
medidas de las areas individuales para cada tipo de aproximacion y explicaron como
calcularon la medida de la base y como determinaron las alturas segun la imagen en
alguno de los extremos de cada base. La dupla A corrobor6 lo dicho por sus

compafieros y afirmo que ellos colocaron la letra b a la medida de la base porque las
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losetas ya eran como puntos y no sabian como hallar sus medidas. En ambos casos, las

expresiones estuvieron correctamente planteadas.

Podemos afirmar que los estudiantes alcanzaron la fase de validacion para la situacion 1
al aprender a manipular un procedimiento con rectdngulos para aproximar la medida de
un area. Asimismo, podemos afirmar que los estudiantes alcanzaron la fase de
validacion para la situacion 2 al aprender a expresar la aproximacion realizada, de
forma simbdlica, como una adicion de las medidas de las areas de cada uno de los

rectangulos.

Luego de la discusion grupal, el profesor — investigador realizé una institucionalizacion
local a partir de los resultados presentados por los estudiantes. Antes de realizar dicha
institucionalizacion, el profesor — investigador realizd la siguiente pregunta a ambas
duplas: ¢Qué podrian opinar acerca del objetivo de la actividad desarrollada? Las

respuestas fueron las siguientes:

Dupla A: “En algunas figuras no se puede de repente hallar las areas con formulas
concretas. Entonces a través de este programa con los rectangulos podemos aproximar
al &rea més cercana. Creo que no se puede calcular el area exacta pero si la que mas se

aproxima”.

Dupla B: “La figura adecuada para hallar o determinar una aproximacion asi sea cual
fuera el area indeterminada es un rectangulo, y aparte de eso podemos llegar a una
aproximacion, creo que el rectangulo se presta para aproximar muy pero muy cerca a

una figura”.

El profesor — investigador les indicé a los estudiantes que esta actividad buscé que
aprendieran a que pueden utilizar un procedimiento con rectangulos (nuevo para ellos)
para aproximar la medida del area de una regién tanto como quieran (por eso se trabajo
hasta con 2 000 rectangulos), y que aprendan a expresar dicha aproximacion como una
adicion de las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos, de forma simbdlica.
Se hizo hincapié en que el borde superior de la region era la grafica de cualquier funcién
(positiva y continua), que por eso no se necesitdé conocer su regla de correspondencia

para realizar todo el procedimiento de aproximacion.

Se comentd que ambos aprendizajes estan relacionados: el primero busca que se
obtenga una idea intuitiva de aproximacion hacia un niamero, que en nuestro caso fue la

medida del area de la terraza; y el segundo busca desarrollar un razonamiento analitico
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como paso previo a la definicion de medida de area como la suma de las medidas de las
areas de infinitos rectangulos, que en nuestro caso fue el planteamiento de la adicion de
las medidas de las areas de cada una de las losetas colocadas sobre el piso de la terraza.
Se mencion6 que en nuestra investigacion no se pretendia que llegaran a la idea de
infinito, pero si que se dieran cuenta que podian seguir aproximandose cada vez mas a
un numero y para ello podian seguir aumentando indefinidamente el naimero de

rectangulos. Esto se explico en la pizarra de la siguiente manera:

Nosotros queriamos aproximar la medida del area de la terraza R, m(A), utilizando la

suma de las medidas de las areas de n losetas rectangulares de la siguiente manera (el

simbolo ~ representa que es una aproximacion):
m(Ay) =bx f(x,)+bx f(x,)+---+bx f(x,) m?

donde b representa a la medida de la base de cada uno de las n losetas y X;; X,;--; X

n

representan a los valores del eje x generados al dibujar las losetas (particion regular).

Se menciond que la idea de trabajar con simbolos era reducir la adicion de términos

utilizando la letra griega sigma (), asi:

n
M(Ag) = bx f(x,)+bx f (%)) +--+bx F(x,)=D"bx f(x,)
i=1
Los estudiantes mencionaron que vieron sumatorias en el colegio pero que ya no se

acordaban.

El profesor — investigador les dijo a la dupla B que para ellos n valia 10 000 y que para
la dupla A n valia infinito; ellos asintieron. Les dijo a los estudiantes que todos
concluyeron que al aumentar el nimero de losetas, la aproximacion mejoraba y nos
acercabamos cada vez mas la medida del area de la terraza y que podian acercarse tanto

como quisieran.

En ese momento presentimos que el estudiante estaba en condiciones de ir un poco mas
alla de lo buscado en la actividad y realizamos una institucionalizacién del saber, con la
intencion de que los estudiantes sepan para qué les serviria lo trabajado en las
actividades. Les dijo que si el nimero de rectangulos aumenta cada vez mas de forma
indefinida, decimos que tiende al infinito, y la medida del area de la terraza se alcanza y

se define asi:
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m(Ag) = Lim > bx f(x,).
n — +oo 4=

Los integrantes de la dupla A mencionaron que ellos pensaron que la aproximacion mas
cercana a la medida del area se daba con infinitos rectangulos. El profesor —
investigador les dijo que el infinito no es un ndmero, y por eso se utilizan limites para

indicar que el numero de rectangulos tiende a ser un nimero muy grande.

El profesor — investigador les comentd que el objetivo de la actividad era que
aprendieran un procedimiento flexible con rectangulos que les permita aproximarse
cada vez més a la medida del area y expresar dicha aproximacion como una adicion de
las medidas de las areas de cada uno de los rectangulos. Les dijo también que nuestra
intencion era la de dar un paso que facilite la comprension de la definicion formal de
area, donde se emplea el limite en el infinito, ya que dicha definicién posiblemente lo

aprendan en un curso posterior.
Observaciones generales de la actividad 3

Luego de la experimentacion, del recojo de informacion y de realizar los anélisis a
priori y a posteriori, y compararlos de forma detallada por cada item, concluimos lo

siguiente:

v' Los estudiantes alcanzaron la fase de validacion para la situacién 1 al validar que
obtuvieron la nocion de que pueden aproximarse tanto como quieran a la medida de
un area.

v' Los estudiantes alcanzaron la fase de validacion para la situacién 2 al validar que
son capaces de expresar la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como
una adicion de las medidas de las areas de cada uno de ellos. Pensamos que esto
sucedio gracias al empleo de simbolos tanto para la base como para la particion
regular generada en el eje x.

v' Se corroboré que los estudiantes adaptaron a su aprendizaje un nuevo procedimiento
de aproximacion mediante rectangulos.

v' Se corroboré que por las bondades del GeoGebra al trabajar con geometria dinamica
se facilitd el analisis y la interpretacion de resultados. El estudiante observo al mismo
tiempo como se dibujaban los rectangulos y como variaba la suma de la medida de

sus areas, asunto que es dificil de realizar solo con lapiz y papel.
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v’ Las tres formas de trabajar las tareas: individual, en parejas y grupal, permitié
analizar mejor las fases de la Teoria de las Situaciones Didacticas de Brousseau. Se
corrobord que en cada fase los estudiantes por ellos mismos obtuvieron ciertos

conceptos necesarios para la comprension general de la actividad.

4.3.4 Descripcion, objetivos, variables didacticas, fases asociadas de la TSD de cada

itemy de la actividad 4

La actividad 4 propuesta en nuestra investigacion fue la siguiente:

Actividad 4: Area de regiones planas.

1. Abra el archivo S4_P1A.ggb y trabaje en la vista grafica: Area de una region plana.

a. (i) Sombree en la figura la region limitada por la +fx=o0 x=5
grafica de la funcion f, las rectas x=0 y x=5, y el eje

X. ¢Como hallaria el &rea de dicha region? Explique.

0 1 2 3 4 €

(ii) Dibuje 1000 rectangulos con el deslizador n. ;Cuénto mide la diferencia entre el
area de la region sombreada y su aproximacion (S)?

(iii) Exprese S como la adicion de las areas de cada uno de los rectangulos dibujados en
(ii).

Abra el archivo S4_P1B.ggb y trabaje en la vista grafica: Area de una region plana.

b. (i) Si se dibujaran 20 000 rectangulos, ¢cuanto cree usted que podria medir el &rea de
la region limitada por la grafica de la funcion f, las rectas x=13 y x=4,2, y el eje

x? Justifique.

(ii) Dibuje 850 rectangulos y exprese S como la adicion de las areas de cada uno de

ellos.

2. Abra el archivo S4_P2.ggb y manipule los deslizadores a, b, n y n; ubicados en la
vista grafica: Area de una regién plana, seglin se indique en cada pregunta.
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a. Sombree en la figura la region limitada por las
graficas de las funciones f y g, y las rectas x=1y
x=4. ¢(Como hallaria el éarea de dicha region?

Explique. 2

0 2 3
b. Calcule (o aproxime) el area de la region limitada por las gréaficas de las funciones f

yg,Yylasrectas x=1y x=4.

La actividad 4 esta disefiada para corroborar que el estudiante aprendié a expresar la
suma de las medidas de las areas de los rectangulos como una adicion de las medidas de
las areas de cada uno de ellos y que incorporé a su aprendizaje un procedimiento con
rectangulos que le permita aproximar la medida del area tanto como quiera (en esta
actividad se trabaja con tres tipos de &reas diferentes a las vistas en las actividades 1, 2 y
3).

Es esta actividad se han planteado tareas, items y sub — items que forman parte, algunos
para corroborar que se logro el objetivo de aprendizaje de la situacién 1 (relacionados al
procedimiento de aproximacion) y otros para corroborar que se logro el objetivo de
aprendizaje de la situacion 2 (relacionado con el planteamiento de las medidas de las

areas de los rectangulos de forma individual).

En esta actividad el estudiante interactuard con el medio propuesto por el profesor —
investigador (el profesor, su pareja de dupla, la otra pareja, el applet en GeoGebra y las
tareas de la actividad impresa). Como esta actividad se ha disefiado para corroborar el

aprendizaje de los estudiantes, pretendemos validar los ha adquirido.

En la actividad 4 los estudiantes trabajan con las variables didacticas: “borde superior
de la region” y “numero de rectangulos de aproximacién”. Las tablas 7 y 8 muestran
qué valores pueden tomar las variables y en qué tareas se trabajan directamente con

ellas en cada una de las situaciones.
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Tabla 7. Variables didacticas trabajadas en la situacién 1 asociadas a la actividad 4.

Variable
s Valores Tarea
didactica
Borde = Forma conocida: .
. - ey
superior de la Segmento de recta
region * Formas desconocidas: 3
- Curvas diferentes a segmentos de rectas y arcos de circunferencia
= Entre 1y 1500 rectangulos (vistos por el programa)
Numerode | _ g de formulas para medir el 4rea exacta (medida desconocida)
rectangulos - Uso del procedimiento para aproximar la medida del area (medida | 1,2y
de desconocida) 3
aproximacion | ® 20 000 rectangulos (no visto por el programa)
- Uso del procedimiento para aproximar la medida del area (medida
desconocida)

Tabla 8. Variables did4cticas trabajadas en la situacion 2 asociadas a la actividad 4.

Variable
- Valores Tarea
didéctica
Borde = Forma conocida: .

. | ey
superior de la Segmento de recta .
region = Formas desconocidas:

- Curvas diferentes a segmentos de rectas y arcos de circunferencia
= Entre 1y 1000 rectangulos (vistos por el programa)
. - Medida de la base: numero fraccionario (ancho del area: intervalo
NUmero de

[0; 5] del eje x.

rectangulos s
g - Valor de x, generado por la particién regular: 0 1

de

o = 20 000 rectangulos (no visto por el programa)
aproximacion

- Medida de la base: nimero fraccionario (ancho del &rea: intervalo
[1,3; 4,2] del eje x.
- Valor de x, generado por la particién regular: 1,3

Forma de trabajo de la actividad 4
La experiencia se llevara a cabo de la siguiente manera:

= El tiempo estimado es de una hora, sin embargo podria ser mayor debido a que en la
actividad trabaja con regiones diferentes a las trabajadas en las actividades 2 y 3.

= Se trabajara en un aula de una universidad de Lima.
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= Se trabajara con dos duplas: Ay B. La dupla A tiene por integrantes a Al y a A2; la

dupla B tiene por integrantes a B1 y a B2.

= Al inicio de la sesion se instalard en cada maquina el programa GeoGebra, se
guardaran en el Escritorio de cada computadora los archivos a utilizar que contienen
los applets disefiados en GeoGebra, se entregard a cada estudiante el documento
fisico de la actividad a trabajar y se explicara la manera en la que se desarrollara la
sesion (comportamientos de los estudiantes y del profesor a lo largo de la sesion, es
decir, aspectos del contrato didactico).

= La tarea 1 se trabajard de la siguiente manera: Todos los integrantes utilizaran el
archivo S4 P1A.ggb para desarrollar el item a y el archivo S4 P1B.ggb para
desarrollar el item b. Se trabajard en parejas para generar la discusion entre los
integrantes de cada dupla.

= La tarea 2 se trabajard de la siguiente manera: Todos los integrantes utilizaran el
archivo S4 P2.ggb. Se trabajard en parejas para generar la discusion entre los
integrantes de cada dupla.

= La tarea 3 se trabajard de la siguiente manera: Todos los integrantes utilizaran el
archivo S4 P3.ggb. Se trabajard en parejas para generar la discusion entre los

integrantes de cada dupla.

A continuacion realizaremos la descripcion, el anlisis a priori, el analisis a posteriori y
la comparacion entre ambos analisis de forma detallada por item de la actividad 4;
asimismo, realizaremos observaciones y conclusiones relacionadas a dicha actividad.

ACTIVIDAD 4: AREA DE REGIONES PLANAS

1. Abrael archivo S4_P1A.ggb y trabaje en la vista grafica: Area de una region plana.

En esta tarea se pretende observar si los estudiantes reconocen un area a partir de ciertas
condiciones dadas textualmente; si utilizan formulas de geometria o un procedimiento
de aproximacion con rectangulos para calcular o aproximar respectivamente la medida
de dicha area; y si pueden expresar dicha aproximacién como una adicion de términos.
Los sub — items (i) y (ii) forman parte de la situacién 1y el sub — item (iii) forma parte

de la situacion 2.

a. (i) Sombree en la figura la region limitada por la gréafica de la funcion f, las rectas

x=0y x=5,yelejex. (Cémo hallaria el area de dicha region? Explique.
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(if) Dibuje 1000 rectangulos con el deslizador n. ¢Cuanto
mide la diferencia entre el area de la regién sombreada y su

aproximacién (S)?

(iii) Exprese S como la adicion de las areas de cada uno de

los rectangulos dibujados en (ii).

Andlisis a priori

En este item pretendemos corroborar que el estudiante adapté a su aprendizaje un
procedimiento de aproximacion de la medida del area y que lo puede aplicar en

situaciones no contextualizadas.

Con el sub — item (i) se pretende observar si el estudiante reconoce un area a partir de
condiciones de borde; asimismo analizar qué método emplearia para calcular la medida

del &rea de dicha region.

Se espera que los estudiantes sombreen el trapecio limitado por las rectas verticales, el

eje x y la grafica de la funcion.

Se espera que los estudiantes sefialen que utilizarian una formula para calcular la

(1+6)x5

medida del area de un trapecio: =175 m? o que dividirian el area en una

region rectangular y otra triangular y sumen las respectivas medidas de sus areas:

5x5 o , . .
==~ +5x1=17,5 m? Pensamos que ambos procedimientos de célculo tienen la misma

probabilidad de ejecutarse. Como solo les piden que describan un procedimiento, es
probable que no presenten el valor numérico de la medida del area.

Con el sub — item (ii) se pretende evidenciar que los estudiantes utilizan férmulas de
geometria para calcular la medida del area limitadas por segmentos de recta y que

identifican, segun la pregunta, de qué area se desea determinar su medida.

Se espera que los estudiantes calculen la medida del area del trapecio tal como lo

describieron en el sub — item anterior. Se espera que presenten como respuestas que la
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diferencia entre la medida del &rea y su aproximacion es igual a 17,5-17,4888 = 0.012

u’.

Con el sub — item (iii) se pretende corroborar que los estudiantes son capaces de
expresar la suma de las medidas de las areas de los rectdngulos como la adicion de las

medidas de las areas de cada uno de ellos.

Se espera que los estudiantes hallen la medida de la base de cada loseta y den como

respuesta que mide 10500 =0,005u; y que expresen las alturas de las losetas como

iméagenes de la funcion en el extremo izquierdo de cada base. Se espera que planteen la

siguiente expresion: m(Area, ..) = 0,005x f (X,)+...+0,005x f (X4) - Sin embargo,

es probable que no se fijen en qué extremo de la base se esta determinando la imagen de

la funcidn, y presenten lo siguiente: m(Area ) =0,005x% f (x;)+...+0,005x f (X;q00)

Losetas

Se espera validar que los estudiantes aprendieron a expresar la suma de las medidas de
las areas de los rectangulos como la adicion de las medidas de las areas de cada uno de

ellos.
Descripcion y andlisis a posteriori

Luego de que los estudiantes leyeron el texto del sub — item (i), observamos que ambas
duplas reconocieron cual era el area limitada por las rectas verticales, la grafica de la

funcién y el eje x.

La dupla A sefiald que utilizaria la formula para calcular la medida del area de un
trapecio y la dupla B, que dividiria el area en dos regiones: una triangular y una

rectangular. Estas respuestas fueron previstas por el profesor — investigador.

La figura 94 muestra la respuesta dada por la dupla B.

Lo "\'Ul'l-f-lf";il SFdndo e\ Gri, en 2. 11[3!,..‘!_."‘] &0 LN

I'L:_llq::"(}L. :j N 'I-L‘q.:l.':gr__lc )

i

:_l ' 3 3 -4 &
Figura 94. Region sombreada y procedimiento mostrado por la dupla B.

200

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' gz{_\éel_l}gﬁmn

DEL PERU

Se corrobord que los estudiantes sabian calcular la medida del area, por ese motivo no

se vieron en la necesidad de utilizar un procedimiento de aproximacion.

Luego de leer el texto del sub — item (ii), todos los estudiantes movieron el deslizador y
lo colocaron en n = 1000. Luego hallaron la diferencia entre la medida del &rea del
trapecio con su aproximacion (en el programa la aproximacion se representa por la
suma S). Ambas duplas llegaron a la respuesta correcta. Las respuestas dadas por los

estudiantes fueron previstas por el profesor — investigador.

La figura 95 muestra la respuesta dada por la dupla A.

0 5, ¥ T N 3
CH1)S - 35 . syt = = 19,4537

.5 - 1,438 = Doyt

Figura 95. Diferencia entre la medida del &rea de la region y su aproximacién (dupla A).

Se corrobord que los estudiantes utilizaron férmulas de geometria para obtener la
medida del area y reconocieron que se les pedia la diferencia entre la medida del area y

su aproximacion.

Luego de la lectura del sub — item (iii), observamos que todos los estudiantes calcularon
correctamente la medida de la base de cada rectangulo, pero tuvieron problemas a la
hora de determinar las alturas de las losetas ya que ningun estudiante lo hizo

correctamente.
La dupla A asumio como la altura del primer rectangulo a X, en vez de f(X,), como
altura del segundo rectangulo a x, en vez de f(x,) y asi hasta el ultimo rectangulo que

consideraron de altura igual a X,,,. Los integrantes de la dupla B también se

equivocaron al relacionar la altura de cada rectangulo con la imagen de la funcién en
alguno de sus extremos. Estos resultados no fueron previstos por el profesor

investigador.
La figura 96 muestra la respuesta dada por la dupla B.

El profesor — investigador intervino y le pregunté a la dupla A qué interpretaban por x;
y dijeron que creian que era la altura del primer rectangulo. El profesor — investigador
les hizo la siguiente pregunta: ¢las alturas de los rectangulos no se relacionaban con las

iméagenes de la funcion? Los estudiantes respondieron que si pero no se acordaban cuél
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era la notacion, que lo habian visto hace dos semanas. El profesor — investigador no

quiso intervenir para ver si los estudiantes corregian su error para el siguiente item.

bose = __._;§ - 0 | OO\ J;\_ YPrA 'l{““')\.g)\;}[ \{,-'l.\ll & |O!DO~3,{\< ?:\) o4 (O I;L-_;“-{‘\.!S Y)K um) -
1000
(@)

e, . = 0oos Lo F00os [ () + . oon LOBDS {L:f_,_c_-,_{_,]

(b)
Figura 96. (a) Adicion de medidas de areas expresada por la dupla A. (b) Adicién de medidas de
areas expresada por la dupla B.
De la misma forma les pregunt6 a la dupla B si estaban seguros de su expresion; ambos

estudiantes colocaron pocos rectangulos y se dieron cuenta de que el lado derecho del

primer rectangulo coincidia con el eje y, por ese motivo debieron empezar con Xo.

Se corroboro que los estudiantes presentaron dificultades para identificar las alturas de

las losetas como las imagenes de la funcion.

Por estos resultados no podemos corroborar que los estudiantes aprendieron a expresar
la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como la adicion de las medidas

de las areas de cada uno de ellos.

Abra el archivo S4_P1B.ggb y trabaje en la vista grafica: Area de una region plana.

b. (i) Si se dibujaran 20 000 rectangulos, ¢cuanto cree usted que podria medir el area
de la regién limitada por la gréfica de la funcion f, las rectas x=13 y x=4,2,y el eje

x? Justifique.

(i) Dibuje 850 rectangulos y exprese S como la adicion de las &reas de cada uno de

ellos.

Analisis a priori

En este item se pretende observar si los estudiantes reconocen un area a partir de ciertas
condiciones dadas textualmente, y si utilizan formulas de geometria o el procedimiento
con rectangulos para calcular o aproximar la medida del area respectivamente. En este

item hemos modificado las variables didacticas “numero de rectangulos de
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aproximacion”, para analizar si el estudiante comprende la idea de que puede seguir
aproximandose cada vez mas a la medida del area; y “borde superior de la region”, para
observar cémo trabaja el estudiante con regiones limitadas por una recta paralela al eje
y. El sub — item (i) forma parte de la situacion 1y el sub — item (ii) forma parte de la

situacion 2.

Con el sub — item (i) se pretende corroborar si los estudiantes utilizan un procedimiento
para aproximarse cada vez mas a la medida del area. Los estudiantes cuando trabajen
con el archivo S4_P1B.ggb observaran en el monitor de sus computadoras lo que

aparece en la figura 97.

Figura 97. Applet disefiado en el archivo S4_P1B.ggb.

Se espera que los estudiantes manipulen todos los deslizadores y descubran por ellos

mismos qué papel desempefian en el applet.

Se espera que asignen los siguientes valores a los deslizadores: a=1,3 y b=4,2. Para

aproximar la medida del area, se espera que los estudiantes coloquen n=1000 y
observen que la suma de las medidas de las areas de los 1 000 rectangulos es igual a
8,976 u’. Se espera que para 20 000 rectangulos intuyan que la medida del area se
aproxima a 8,98 u?; sin embargo, es probable que mencionen que la medida del area se

aproxima a 9 u?, ya que es el nimero entero mas cercano.

Con el sub — item (ii) se pretende corroborar que los estudiantes son capaces de expresar
la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como la adicion de las medidas

de las areas de cada uno de ellos.

Se espera que los estudiantes calculen correctamente la medida de la base de los

rectangulos. Para el desarrollo de esta parte, el area ya no esté limitada por el eje Y del
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plano cartesiano sino por la recta x=1,3; por tal motivo, se espera que realicen el
- . 4,2-13
siguiente célculo: ———— =0,0034u.
850
Se espera que presenten como respuesta la siguiente adicion de términos:

M(Area ...) = 0,0034 x f(x,)+...+0,0034 x f(Xg,); Sin embargo, es probable que

siga habiendo dificultades para obtener dicha expresion.

Se espera validar que los estudiantes utilizan un procedimiento con rectangulos para
aproximar la medida de un area tanto como deseen, asi como también validar que
aprendieron a expresar la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como la

adicion de las medidas de las areas de cada uno de ellos.
Descripcion y andlisis a posteriori
Para el desarrollo del sub - item (i), todos los estudiantes movilizaron los deslizadores y

comentaron entre ellos que a y b servian para mover las rectas verticales.

Ambas duplas comentaron que el valor de S (suma de las medidas de las areas de las
losetas) seguira aumentando a medida que n aumenta. La dupla A indic6 que con 20
000 losetas la medida del &rea podria medir 9 u?. La dupla B sefialé algo parecido, B1
comento lo siguiente: “(S) va a aumentar pero va a aumentar poquito, puede ser nueve

punto y algo”. Ambas respuestas fueron previstas por el profesor — investigador.

La figura 98 muestra la respuesta dada por la dupla A.

oo ape €} G2& ge (o rowsn Lultada puaeio wwegie 3 ya gque |
o |||

L i - - i -
nwdt  rethsoudos ©F ofUuales ouwetoriov. 4y OpROX WArig |

eode vez mdt o, A,
(@)
&l amento @ los areen ®lo reckagron anmente, ™3y PR y U e o
o U e Jcﬁgjo") podtt. e ore i, @ &, neewe ﬂjolxjum Gecimcien

(b)

Figura 98. (a) Aproximacion de la medida del area de la regidn segun la dupla A. (a)
Aproximacion de la medida del area de la region segtn la dupla B.

Se corrobor6 que los estudiantes han adaptado a su aprendizaje un procedimiento con

rectangulos que les permite aproximar la medida de un area tanto como se quiera.
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En el desarrollo del sub — item (ii), observamos que todos los estudiantes calcularon

correctamente la medida de la base de cada rectangulo.

La dupla A cometié el mismo error de la tarea 1, tomaron como las alturas de cada

rectangulo: X;; X,;...; X, Y la dupla B expresd correctamente la suma S como una

adicion de las medidas de las areas de cada rectangulo. Observamos que la respuesta
dada por la dupla B fue prevista por el profesor — investigador, sin embargo no lo fue
para la dupla A que cometieron el mismo error. Pensamos que iban a cambiar su
planteamiento luego de indicarles en la tarea 1 que las alturas de los rectangulos se

relacionan con las imagenes de la funcion,

La figura 99 muestra la respuesta dada por la dupla B.

S;D{:ﬂrh.'iii ..[l;-f| b OOTHLIE J-. { ._.-.-: .|_ S L[j'%j“;‘iﬁiiy&:@]

Figura 99. Suma S expresada por la dupla B.

Se corrobor6é que los estudiantes presentan dificultades al momento de expresar, de
forma simbolica, la suma de las medidas de las areas los rectangulos como una adicion

de las medidas de las areas de cada uno de ellos.

Al finalizar el desarrollo de la tarea 1, se realizd una discusion grupal que fue moderada

por el profesor — investigador.

Para los sub — items (i) y (ii) del item a, la dupla A explicé como hallaron la medida del
area del trapecio, y cuanto media la diferencia entre la medida del &rea de la region y su

aproximacion para 1 000 losetas. La dupla B corroboro los resultados.

Luego, para el sub - item (iii) del item a, la dupla A explicé como hall6 la medida de la
base de cada rectangulo y mostrd la adicion de las medidas de las areas de cada
rectangulo solicitada. La dupla B sefial6 que en dicha expresion no habian colocado la
funcion, que la altura no era x, sino f(x). En ese momento, la dupla A se dio cuenta
de su error y le dieron la razon a la dupla B. El profesor — investigador mostrd en el
monitor de su computadora el area con cinco rectangulos de aproximacion y pregunto si
corroboraban sus respuestas; los estudiantes se dieron cuenta que habian tomado mal las

iméagenes.
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Para el sub — item (i) del item b, la dupla B explicé que para determinar el area limitada
tuvieron que mover los deslizadores, y para aproximar la medida de su area tuvieron
que utilizar el procedimiento de aproximacion. Ellos sefialaron que la suma de las
medidas de las areas de los rectangulos no podia variar mucho de lo que se mostraba en
el programa con 1 000 losetas, ya que al colocar 20 000 losetas el aumento en la suma
de las medidas era muy pequefa, la medida del area pedida deberia de ser nueve y
algunos decimales. La dupla A mencioné que para ellos la suma S llegaba a 9 u?, porque
el aumento de la suma de las medidas de los rectangulos al colocar 20 000 iba a ser
minimo. El profesor — investigador les indicd que la aproximacién era ain menor, ya

que la medida del 4rea era igual a 8,97985 u’.

Luego, para el sub — item (ii) del item b, la dupla B explic6 como hall6 la medida de la
base de cada rectdngulo y mostro la expresion pedida. La dupla A corrobord los

resultados dados los sus comparieros.

Por estos resultados corroboramos que los estudiantes adaptaron a su aprendizaje el
empleo de un procedimiento de aproximacion con la intencion de aproximarse cada vez
més a la medida del &rea. Sin embargo, no podemos validar que los estudiantes
aprendieron a expresar la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como la

adicion de las medidas de las areas de cada uno de ellos.

2. Abra el archivo S4_P2.ggb y manipule los deslizadores a, b, n y n; ubicados en la

vista gréafica: Area de una region plana, segln se indique en cada tarea.

En esta tarea se pretende observar si los estudiantes reconocen un area a partir de ciertas
condiciones dadas textualmente, y si utilizan férmulas de geometria o el procedimiento
con rectangulos para calcular o aproximar la medida del area respectivamente. En este
item hemos modificado las variables didacticas “borde superior de la regién”, para
observar como trabaja el estudiante con regiones limitadas superior e inferiormente por

curvas. Los items a y b forman parte de la situacion 1.
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a. Sombree en la figura la region limitada por las @]
graficas de las funciones f y g, y las rectas x=1y °]

x=4. ¢Como hallaria el area de dicha region?

Explique.

b. Calcule (o aproxime) el area de la region limitada por las graficas de las funciones f

y g,y lasrectas x=1y x=4.

Analisis a priori

En esta tarea se pretende observar si los estudiantes reconocen un area a partir de ciertas
condiciones dadas textualmente, y qué procedimiento utilizarian para calcular su
medida. En este caso se ha cambiado la forma del area, ya no esta limitada por el eje X,

sino por otra curva.

Con el item a pretendemos analizar si los estudiantes son capaces de reconocer otro tipo
de areas limitadas por las graficas de dos funciones y por dos rectas paralelas al eje y.
Del mismo modo, se pretende observar cdmo utilizan el procedimiento de aproximacién

con rectangulos para aproximar la medida del area.

Se espera que los estudiantes sombreen el area limitada entre las curvas y las rectas
paralelas al eje y. Pensamos que presentaran dificultades para describir un
procedimiento que les permita calcular la medida del &rea sombreada. Posiblemente
mencionen que dibujar un rectangulo y quitarle el area de las regiones no sombreadas, o
aproximarlo con figuras geométricas. Al ser un area limitada por las graficas de dos
funciones, es poco probable que mencionen en aproximar con rectangulos la medida del
area bajo la curva de f y luego restarle a ella la medida del area aproximada bajo la

curva de g.

Con el item b pretendemos observar si los estudiantes utilizan férmulas de geometria o
un procedimiento de aproximacion con rectangulos para calcular o aproximar la medida

del area respectivamente.

Los estudiantes trabajaran con el archivo S4 _P2.ggb. Se espera que manipulen todos los

deslizadores y descubran por ellos mismos qué papel desempefian en el applet. Por
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ejemplo, la figura 100 muestra lo que observarian los estudiantes para los valores:

a=1,b=4,n=10y n =10.

61 5 x=1 _Jx=4
a=1 éd a=1
B . y= flz) /] R
51 b=4 ZZ h=4
e _.—
" . /
n=0 /] n=10
® ®
3 31 ,_—--——-——_\\ |
n = 10 J AL J(a.) I~ S=13.53u
21 ) 24 n, =0
S1 =8.258 u? .
1 11
0 i i
0 2 3 5 5} 7 8 0 2 3 5 5} 7 5

Figura 100. Deslizadores para a=1, b=4, n=10 y n, =10.

Se espera que asignen los siguientes valores a n y ny: n=1500 y n, =1500 (maximo

valor alcanzado por los deslizadores segun el disefio), y luego realicen la siguiente

operacion S-S, y obtengan como resultado aproximado de la medida del area:

S-S, =13977-8,436 = 5541U°

Es probable que den un valor mayor, por ejemplo, 5,6 u®, ya que tienen la nocién de

mejorar la aproximacion si se agregan mas rectangulos.

Se espera validar que los estudiantes utilizan un procedimiento con rectangulos para
aproximar la medida de un éarea tanto como deseen

Descripcion y analisis a posteriori

Luego de leer el texto del item a, todos los estudiantes identificaron y sombrearon

correctamente la region limitada.

Al momento de describir un procedimiento, los estudiantes discutieron y atinaron a dar

soluciones coherentes, pero no justificaron como lo hallarian.

El profesor — investigador les pregunt6 por la forma en la que hallarian la medida de las
areas de las regiones que no estan sombreadas; los estudiantes no supieron qué
responder. Luego de ello no hubo intervencion alguna porque se esperaba que luego de
manipular los deslizadores se dieran cuenta cdmo podian aproximar la medida del area

sombreada.

La figura 101 muestra las respuestas dadas por ambas duplas.
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(b)
Figura 101. (a) Rpta. de la dupla A (b) Rpta. de la dupla B. (c) Regién sombreada.

Para el desarrollo del item b, los estudiantes movilizaron los deslizadores y comentaron
entre ellos que a y b servian para mover las rectas verticales, y que n dibujaba

rectangulos debajo de f y n;, debajo de g.

Los integrantes de la dupla A colocaron los deslizadores n y n; hasta lo méaximo posible
por el programa, 1500 rectangulos, y luego restaron las sumas Sy Sy, que son las sumas
de las areas de los rectangulos bajo f y bajo g respectivamente, y dieron como respuesta
que la medida del area aproximada era 5,541 u®. Esta respuesta fue prevista por el

profesor — investigador.

Los integrantes de la dupla B utilizaron solo 15 rectangulos para realizar la
aproximacion de la medida del area sombreada. Esto no fue previsto por el profesor —
investigador, ya que pensamos que iban a buscar una mejor aproximacion tomando

hasta 1500 rectangulos.

La figura 102 muestra la respuesta dada por la dupla B.
Lol ook o r..-I“J;uuT*'h-u-J"- el o, -
N-0, =Y w-gang
15 Mg s 9. 259G 2

Figura 102. Aproximacién de la medida del area de la region dada por la dupla B.

El profesor — investigador le pregunté a B1 por qué habia aproximado la medida del
area con 15 rectangulos; este respondio: “porque podia ver bien los gréaficos, y era mas
facil trabajarlo con las mismas cantidades”. Le volvio a preguntar: ;qué hubiera pasado
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si colocabas mas rectangulos?, el estudiante menciond que la aproximacion hubiera sido

mejor.

Los estudiantes afirmaron que con rectangulos pueden aproximar la medida de

cualquier area. Que inicialmente no habian pensado en esa forma de hallarlo.

Por estos resultados corroboramos que los estudiantes adaptaron a su aprendizaje el
empleo de un procedimiento de aproximacion con la intencion de aproximarse cada vez

mas a la medida del area.
Observaciones generales de la actividad 4

Luego de la experimentacién, del recojo de informacién y de realizar los analisis a

priori, a posteriori y contrastarlos, de forma detallada por item, concluimos lo siguiente:

v Se observé que los estudiantes fueron capaces de reconocer un area limitada bajo
ciertas condiciones dadas textualmente.

v" Se corrobord que los estudiantes incorporaron a su aprendizaje un procedimiento con
rectangulos que les permita aproximar la medida del area tanto como se quiera.

v' Se corrobor6 que los estudiantes no aprendieron a expresar la suma de las medidas
de las &reas de los rectangulos como una adicion de las medidas de las areas de cada
uno de ellos. Se observé que todavia presentan dificultades para expresar la altura de
los rectangulos como las imagenes de la funcion.

v" Se corroboré que por las bondades del GeoGebra al trabajar con geometria dinamica
se facilito el trabajo y la interpretacion de resultados. El estudiante observo al mismo
tiempo como se dibujaban los rectdngulos y como variaba la suma las medidas de sus

areas, asunto que es dificil de realizar solo con lapiz y papel.

4.4 Analisis global de la secuencia didactica

A partir de los resultados obtenidos y de la experimentacion realizada de la secuencia

didéctica, efectuaremos el siguiente analisis:

> La secuencia didactica estuvo compuesta por cuatro actividades, cada una con un
objetivo en particular. La actividad 1 tuvo por objetivo que los estudiantes vean la
necesidad de aprender un procedimiento que les permita aproximarse cada vez mas a
la medida del area de una region, ya que con las herramientas y los procedimientos

que conoce no le son suficientes. La actividad 2 tuvo por objetivo introducir a los
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estudiantes en el uso de rectangulos como una figura geométrica que les permita
realizar aproximaciones a la medida de un &rea, y que puedan expresar dicha
aproximacion como una adicion de las medidas de las areas de cada rectangulo. La
actividad 3 tuvo por objetivo que los estudiantes aprendan a utilizar un
procedimiento que les permita aproximarse tanto como lo deseen a la medida de un
area, y que dicha aproximacion la pueda expresar como una adicion de las medidas
de las areas de cada rectangulo pero de forma simbdlica. La actividad 4 tuvo por
objetivo corroborar el aprendizaje obtenido por los estudiantes en la actividad 3 y
aplicarlos al calculo de medidas de areas en ejercicios no contextualizados.

» La secuencia didactica presentd dos objetivos de aprendizaje: el primero relacionado
con la idea intuitiva de poder aproximarse tanto como quiera a la medida de un area,
y el segundo relacionado con expresar dicha aproximacién como una adicién de las
medidas de las areas de cada rectangulo. Para el logro del primer objetivo se disefio
la situacion 1 y para conseguir el segundo objetivo se disefio la situacion 2. Estas
situaciones se desarrollaron juntas a lo largo de la secuencia didactica, y a cada una
de ellas les correspondio un sub — item, un item o una tarea en particular en cada una
de las actividades. Por ejemplo, los sub — items, items y tareas relacionados al
reconocimiento de alturas como imagenes de la funcion, a la identificacion de los
valores de x generados por la particion regular, al calculo de la medida de las bases
de los rectangulos, al planteamiento de la medida del &rea de un rectangulo y a la
expresion de la aproximacion realizada como una adicion de las medidas de las areas
de cada uno de los rectangulos, forman parte de la situacion 2; el resto de sub —
items, items y tareas que estan relacionados con la idea de aproximacién, donde se
observa que al aumentar el nimero de rectangulos, la suma de las areas de todos
ellos y la diferencia entre la medida del area y su aproximacion se aproximan a un
valor particular forman parte de la situacion 1.

> Luego del desarrollo de la secuencia didactica concluimos que el objetivo general de
nuestra investigacion, que era analizar el aprendizaje de los estudiantes al trabajar
una secuencia didactica, que los lleve a modificar y a manipular un procedimiento
flexible con rectangulos, que les permita adquirir la nocion de que pueden
aproximarse tanto como quieran a la medida de un é&rea, limitada bajo ciertas
condiciones, y expresar dicha aproximacion como la adicion de las medidas de las
areas de cada uno de los rectangulos, no se cumpli6é porque no se alcanzaron a la vez

ambos objetivos de aprendizaje.
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» Afirmamos que el GeoGebra permitid una mejor interpretacion de los procesos
seguidos en la construccién del conocimiento que pretendiamos que los estudiantes
aprendieran. Al poder observar el estudiante como varian las graficas y los célculos
numéricos dindmicamente, les permitio relacionarlos y optimizar el tiempo en la
observacidn, analisis e interpretacion de resultados, en vez de destinar su tiempo en
graficas y célculos repetitivos.

> La posibilidad que da el GeoGebra de que una de las variables que es el “borde
superior de la region” pueda ser modificada segun nuestra conveniencia, haciéndola
cada vez mas compleja, ya no es una limitacion. A diferencia de otras
investigaciones como las de Ribeiro (2002) y Porres (2011) donde solo se ha
trabajado con una sola funcion.

» Concluimos que trabajar las alturas de los rectangulos como las iméagenes de la
funcion en alguno de los extremos de la base, y no con valores numéricos para las
alturas, permitié que el estudiante realice un planteamiento similar para cualquier
tipo de curva, generalizando de esa manera el procedimiento de aproximacion a la
medida del area.

» Concluimos que las tres formas de trabajar las tareas: individual, en parejas y grupal,
permitié realizar un mejor analisis de las fases de la Teoria de las Situaciones
Didacticas de Brousseau. Observamos que en las discusiones grupales los estudiantes
estuvieron muy motivados de exponer sus productos y que sean aceptados por el
resto generando un cambio en las estrategias de sus compafieros; a su vez, aceptando
las criticas y refutaciones que sus compafieros les hacian. Esta forma de interaccion
es la propuesta en una universidad de Lima de la cual los sujetos de la investigacion
son estudiantes.

» Recomendamos que en el disefio de las actividades no haya mucho texto en las tareas
porque los estudiantes tienden a complicarse en la lectura; asimismo sugerimos
utilizar la misma simbologia tanto en el material impreso como en el applet en
GeoGebra. Por ejemplo, se menciona en el texto “la suma de las medidas de las areas
de las losetas” y en el programa se representa por S; también se menciona en el texto
“la medida del area de la terraza que no se cubre por las losetas” y en el programa se
representa por L. Nuestra idea era que el estudiante por si mismo relacione la letra
con la medida de un &rea expresada textualmente, pero una vez hecho esto tal vez

debimos colocar en las tareas solo las representaciones simbolicas.
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» Corroboramos las dificultades mencionadas por Turegano (1993), Olave (2005),
Artigue (1998) respecto a las nociones que presentan los estudiantes relacionados al
area y su medida, al calculo de medidas de areas y a la conversion del registro
grafico al algebraico cuando se trabajan con funciones. Para este ultimo, disefiamos
en uno de los applets un punto movil que se desplazaba por toda la curva dando las
coordenadas de los puntos, de modo que el estudiante reconozca a la altura del
rectangulo como la imagen de la funcion, pero no dio resultado. Asimismo se
realizaron intervenciones periodicas relacionadas con expresar la suma de las
medidas de las areas de los rectangulos como una adicién de las medidas de las areas
de cada uno de ellos, sin embargo, no se logro el objetivo de aprendizaje.

» A partir de este trabajo nos damos cuenta que podemos realizar ciertas
modificaciones a la secuencia didactica y analizar si con esos cambios se ha
facilitado la adquisicion del conocimiento. Esto se haria con la intencidn de trabajarla
en horario de clase (dos horas lectivas), a modo de introduccion al tema de integral
definida, utilizando una metodologia activa y usando la tecnologia como instrumento
facilitador de discusiones.

4.5 Conclusiones

A partir del desarrollo de la secuencia didactica, del recojo de la informacion de cada
una de las actividades y del analisis en conjunto de todas ellas, hemos llegado a las

siguientes conclusiones:

> Luego de realizar la confrontacion entre los analisis a priori y a posteriori de los sub
— items, items y tareas relacionados a la situacion 1, afirmamos que se valid6 que los
estudiantes adaptaron a su aprendizaje un procedimiento con rectangulos que les
permite aproximar la medida del area tanto como lo deseen. Esto a raiz de que los
estudiantes, a partir de nuestra secuencia didactica, fueron intuyendo poco a poco
que la suma de las medidas de las areas de los rectangulos se iban aproximando por
exceso y por defecto a la medida del area; ademas, intuyeron que la diferencia entre
la medida del area y su aproximacion se iba reduciendo cada vez mas y se iba
aproximando a cero, a medida que el niumero de rectangulos aumentaba y se hacia
cada vez mas grande; incluso los estudiantes tomaron a bien pensar que cuando el

namero de rectangulos tiende al infinito dicha aproximacion es la mejor.
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» Luego de realizar la confrontacion entre los analisis a priori y a posteriori de los sub
— items, items y tareas relacionados a la situacion 2, no se logré validar que los
estudiantes aprendieran a expresar la suma de las medidas de las areas de los
rectangulos como una adicién de las medidas de las areas de cada uno de ellos. Esto
a raiz de la presencia de muchos errores en sus planteamientos, a pesar de que
constantemente hubo intervenciones del profesor — investigador al respecto. Si bien
es cierto que al final de la actividad 3, todos los estudiantes expresaron
correctamente la suma de las medidas de &reas como una adicion de términos,
recordemos que en esa misma actividad realizamos dos intervenciones, una para
explicar a los estudiantes como trabajar de forma simbolica, y otra porque
observamos que todavia presentaban errores. Ademas, en la actividad 4, todos se

equivocaron en una de las tareas referidas a dicho planteamiento.
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CONSIDERACIONES FINALES

La ensefianza y/o aprendizaje de Célculo a nivel universitario, en particular del tema de
area y su medida, la falta de investigaciones referidas a dicho objeto matematico que
traten poco a poco de crear caminos para articular las distintas nociones adquiridas de
area y medida en los diferentes niveles educativos, la existencia de herramientas
tecnologicas como el GeoGebra, especificas para el trabajo de Geometria Dinamica,

motivaron la realizacién de este estudio.

La manera en la que se realizd la secuencia didactica, tratando que los estudiantes
aprendan de modos distintos, ya sea de forma individual, grupal o entre grupos, e
impulsando a que justifiquen coherentemente sus resultados, pensamos que fue

beneficioso y a la vez motivador para los estudiantes.

El uso del GeoGebra permitié una mejor interpretacion de los procesos seguidos en la
construccion del conocimiento. Los estudiantes al poder observar cémo varian las
graficas y los calculos numéricos dinamicamente, enfocaron el tiempo en la
observacion, analisis e interpretacion de resultados, en vez de destinarlo en gréaficas y
calculos repetitivos. La posibilidad que brinda el GeoGebra de manipular, movilizar y
agotar diferentes variables involucradas en la adquisicion de la nocion de area y medida,
la hace una herramienta muy potente y recomendable para el desarrollo de investigacion

donde se emplee la geometria dinamica.

Es importante mencionar que solo hemos considerado dos variables didacticas para
conseguir los objetivos planificados; sin embargo, se pudo considerar también: la
posicion de la curva en el plano (funciones positivas, negativas 0 una combinacion de
ambas), la concavidad de las curvas, alturas como imagenes de la funcion en cualquier
punto de la base, areas limitadas totalmente por curvas, etc. Estas variables no
trabajadas en nuestra secuencia didactica creemos que pueden movilizarse también con
el GeoGebra mediante el uso de deslizadores. La idea es definir un nimero de variables
didacticas y agotarlas totalmente dentro de un conjunto de situaciones didacticas con el

objetivo de lograr una situacion fundamental.

El objetivo general de nuestra investigacion, que era analizar el aprendizaje de los
estudiantes al trabajar una secuencia didactica, que los lleve a modificar y a manipular

un procedimiento flexible con rectangulos, que les permita adquirir la nocion de que
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pueden aproximarse tanto como quieran a la medida de un area, limitada bajo ciertas
condiciones, y expresar dicha aproximacion como la adicion de las medidas de las areas
de cada uno de los rectangulos, no se cumplié porque los estudiantes no consiguieron
por ellos mismos realizar el planteamiento de la adicion de medidas de é&reas
individuales. Teniamos la seguridad de que el estudiante si iba a conseguir dicho
objetivo, ya que venian con conocimientos previos de intervalos y funciones, ademas de
las intervenciones que realizaria el profesor — investigador para explicar ciertos detalles
a tomar en cuenta en los procedimientos de solucion (con las caracteristicas de una
institucionalizacion local) de ese tema en particular, por ese motivo disefiamos la
situacion 2 con preguntas distribuidas en las actividades pero en la sesion siguiente

quedaba claro que no se alcanzaba el aprendizaje.

La idea de que el estudiante logre obtener ambos aprendizajes es dar un paso previo
para que comprenda la definicion de medida del &rea como la suma de las medidas de
las areas de infinitos rectangulos, aprendizaje que aln pensamos que se podra alcanzar

partiendo de las situaciones disefiadas y de los resultados obtenidos.

De los resultados obtenidos creemos haber aportado un objetivo de aprendizaje
importante pero la situacion presentada debe aun modificarse. Creemos que se deberia
implementar una situacion diferente para conseguir dicho objetivo, que junto a nuestra
situacion 1 y a otras situaciones donde se logre expresar la medida del area como el
limite de una suma, se pueda pensar en situaciones didacticas cuyo objetivo de
aprendizaje sea expresar la medida del &rea, como expresar la medida del area como el

limite de una suma de Riemann o la medida del area como integral definida.

Nosotros hemos trabajado en las actividades con areas limitadas por la gréafica de una
funcién definida en un intervalo dado, y los ejes coordenados x e y. Sin embargo, no
importaria si la region no estuviera limitada por dichos ejes y si por rectas paralelas o
verticales a ellos, ya que nosotros podriamos mover los ejes segun nuestra

conveniencia.

Es importante resaltar que se puede prescindir de los ejes coordenados y de la nocion de

funcién para el procedimiento que nosotros empleamos. Bajo las caracteristicas de

borde de las areas trabajadas en nuestra investigacion (areas limitadas por dos rectas

paralelas, una recta perpendicular a ambas y una curva), los estudiantes lo Unico que

necesitan para su aproximacion es subdividir la recta que es perpendicular a las dos

rectas paralelas, y medir las alturas desde dicha recta a la curva. Lo importante de
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nuestra investigacion es dar un procedimiento para el calculo de medidas de areas que

sea independiente del sistema de referencia.

Pensamos que esto no deberia aprenderse recién en los cursos de célculo, este
procedimiento podria ser introducido antes de la etapa universitaria, dado que no se
requiere un sistema de referencia ni la nocién de funcion, sino solamente la nocién de

medida del area de un rectangulo.

Posteriormente a nuestra investigacion, se podria adaptar la situaciéon didactica a un
contexto secundario. Tratar de incorporar esta herramienta de calculo en niveles
anteriores. En nuestra investigacion, los estudiantes han trabajado con una curva sin
saber que era la grafica de una funcion; o que el ancho de un terreno era el dominio de

dicha funcion.

En la realidad el estudiante no va a tener la regla de correspondencia de una funcién, va
a tener una curva y va a querer calcular la medida de un area, entonces el procedimiento
que le damos le va a permitir aproximar dicha medida. Como la imagen f (x) de la
funcion es simplemente una altura; el estudiante solo necesita, para aproximar el area,

medir la altura, multiplicarla por la longitud del subintervalo y luego sumar.

Para implementar esto con la tecnologia, se podria utilizar el GeoGebra que presenta las
herramientas: Figura a mano alzada, para dibujar curvas; Poligono, para dibujar

rectangulos; y Distancia o longitud, para medir segmentos.

A modo de reflexidn, observemos que el objetivo central de nuestra investigacion era
presentar una herramienta para que los estudiantes la pudieran adaptar y modificar para
calcular la medida de distintas areas, y hemos obtenido algunos resultados alentadores.
Sin embargo, en el trabajo que hemos hecho se utiliza el GeoGebra, las curvas son
funciones que los estudiantes no conocen pero pueden modificar, hay sistemas de
referencia, las alturas de los rectangulos son la imagen de una funcion; sin embargo se
puede prescindir de esa nocidn y que las alturas sean simplemente longitudes y que las
funciones sean curvas. Si se visualiza nuestro trabajo desde ese punto de vista, se
podrian calcular las medidas de las areas y modificar nuestras actividades para llevarlas
a la educacion secundaria y ver si los estudiantes pueden apropiarse de esta herramienta
que les va a permitir calcular la medida del area, cosa que no pueden hacer tal y como
hemos observado. Pueden hallar las medidas de areas poligonales pero cuando el area

esta definida por curvas no tienen una herramienta y esta herramienta esta a su alcance.
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Si los estudiantes de secundaria ya conocieran el procedimiento de aproximacion y
estuvieran familiarizados con la herramienta, pensamos que resultaria mas sencillo, por
los resultados que hemos alcanzado, presentar la integral definida asociandola al

problema de definir la medida del &rea.

Notamos que hay una ruptura entre lo que saben los estudiantes sobre la medida del area
en primaria, lo que saben de secundaria y lo que pretendemos ensefiarles nosotros en la
universidad. Por ese motivo hemos tratado dar un primer paso, pero este primer paso
creemos que deberia darse en niveles educativos inferiores, en la medida de areas de

superficies poligonales.
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ANEXOS

GEOMETRIA DINAMICA Y GEOGEBRA

Dentro de los aspectos generales que presenta el GeoGebra, podemos mencionar los

siguientes:

» Es un software de ambiente libre para Geometria Dindmica con alto potencial
didactico y pedagdgico. Se puede utilizar para la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas desde el nivel primario hasta un nivel universitario.

> Es portatil ya que se pueden almacenar en un USB.

» Se puede ejecutar en Windows, Mac 0S X, Linux o Solaris.

» Cuenta con una gran cantidad de recursos y materiales de uso libre.

> Es un software interactivo de matematica que retne dindmicamente geometria,

algebra y célculo.

De acuerdo con Hohenwarter et al. (2009), el trabajo con el GeoGebra es de mucha
utilidad para los estudiantes porque les facilita la creacion de construcciones

matematicas y de modelos para diferentes indagaciones interactivas.

Se puede acceder al GeoGebra a partir de su pagina web y descargar de alli los
instaladores del programa, asi como también las guias, los tutoriales y los manuales de

apoyo para su uso (ver figura).

GeaGebra

Referencia  Descarga  Ayuda  Materiales  Comunidad

Iniclo  Blog  Referencla  Trayectora  Equipo  TdeS

iUltimas Noticias!
GeoGebra 4.4

GeoGebra

Utilitario de Matembticas y Clencias para ensefiar y aprender

Material Ubre

se lanza con un blog en
Inglés GG 4.4!

Budapest 2014

ica
ks v cdloule
+ Con deconas de miles de recisrsas y materdales lbres

Communidad

uepes Bl A L5675 personas fes gusta s+
Eventos Institucionales

Pégina web de GeoGebra en espafiol
Fuente: www.geogebra.org/cms/es/

El GeoGebra ofrece tres perspectivas diferentes de cada objeto matematico: una Vista
Gréfica, una Vista Algebraica y una Vista de Hoja de Célculo, lo que permite apreciar

los objetos matematicos en tres representaciones diferentes: grafica (como en el caso de
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rectangulos, graficos de funciones), algebraica (como reglas de correspondencia de
funciones, sumas), y en celdas de una hoja de calculo (tabulaciones). Cada
representacion del mismo objeto se vincula dinamicamente a las demas asimilando los
cambios producidos en cualquiera de ellas.

Las construcciones geométricas se pueden realizar empleando las herramientas de
construccion disponibles en la Barra de Herramientas o a partir de los comandos que se
pueden ingresar directamente desde la Barra de Entrada. Cabe sefialar que todo objeto
creado en la Vista Grafica, tiene también su correspondiente representacion en la Vista

Algebraica (ver figura).

L Geolicbia =
File Edit View Oplions Tools VWindow Help
a0 st NI (5| Move @
(=3 ,/:. )| O’: \'JT” ‘{._ al==ll ‘E‘: Drag or select objects (Esc) )
Free Cbjecls * A B
Dependent Abjects arra de Herram|entas Ayuda de la |
4
Barra de | 5
5 Herramientas 3
Vista Algebraica : Vista de Hoja
& | deCélcula
7
! 8
Vista Grafica °
']
-1 o 1 2 3 i 5 il
11
E 12
13
@ [_topin Barra de Entrada - + o+ [commana =

Vistas multiples de los objetos matematicos
Fuente: Hohenwarter et al. (2009, p. 13)

El GeoGebra muestra en forma automatica, en las vistas algebraica y grafica, las
construcciones que se realizan. En la figura por ejemplo, se graficé una funcion f, se
dibujaron dos rectangulos mediados por el deslizador n de la barra de herramientas y se

calculo la suma de las areas de ambos rectangulos.

"

b Vista Algebraica || » vista Gréfica =
= Funcién
------ @ fx)=x*+1 59
= Nimero

i@ Ssuma=3 Y
@ n=2 1 f

3

Vistas algebraica y grafica paran = 2.

223

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz{_\éel_l}g?:m

DEL PERU

Como todas las representaciones del objeto se vincula dindmicamente, al manipular el
deslizador y modificar su valor podemos apreciar el cambio que sucede en la suma y en
el dibujo de los rectangulos, tanto en la vista grafica como en la vista algebraica (ver
figura).

b Vista Algebraica || » vista Grafica J5|
= Funcién

@ f(x) ==t 41 kb

i3 Suma=3.75 4
o on=4 1 f

3]

Entrada: ‘ 2 @

Vistas algebraica y gréafica paran = 4.

El objetivo de nuestra investigacion no es que el estudiante aprenda los comandos del
GeoGebra ni que construya deslizadores; lo que queremos es que el estudiante utilice el
GeoGebra como un instrumento que le facilite los célculos y los graficos para
interpretar los resultados numeéricos y graficos, con el fin de que articule el concepto de

area con la definicion de area como una suma de areas de infinitos rectangulos.

En ese sentido hemos disefiado e implementado ambientes basados en deslizadores,
donde el estudiante los manipule y construya su propio aprendizaje. Estos ambientes
son llamados applets. La figura muestra un ejemplo de lo que el estudiante observara en

el monitor de su computadora.

9 A - 9

AreaJardm = 10.56 m? Aordin

) =06l .
8 Area, = 17.44 m? APiso
7 7

Jardin
& Jardin 5§
=
™~ _
— . i=10
5 s L>;— flx)
4 4 10
Si= Z Ax % f(x;) = 16.55m?
3 3 i=l
a=-0.27
2 Fiso €=58 | Riso Areay, - =089 m?
1 1
1] 0
0 1 2 3 4 g i 7 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10

Applets en GeoGebra.
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Las investigaciones de Rodriguez (2011) y Amorim et al. (2011) sefialan que el
GeoGebra es de gran utilidad para trabajar con geometria dindmica, ya que permite
obtener nociones de ciertos conceptos que dificilmente se consiguen realizar con otros
medios. Asimismo, permite validar hipétesis, retroalimentar de los errores, criticar y

cuestionar argumentos y fomentar la capacidad de argumentar ideas.

Es por eso que pensamos que esta herramienta permitira al estudiante trabajar la nocion

de area y articular su concepto con la definicion.
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SECUENCIA DIDACTICA

MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRADORES
Situacion 1: Divisién del terreno.

El sefior Martinez tiene en su casa un terreno disponible de 4x6 m® y quiere usarlo
como area de esparcimiento. Por ello, planea colocar una terraza y un jardin, pero no
sabe qué modelo elegir de los cuatro modelos que le ha propuesto su esposa (ver figura

1), hechos a partir de segmentos de rectas y/o circunferencias.

Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

Modelo 1

[
¥

Figura 1. Modelo de terrazas

1. Uno de los criterios que tomara el sefior Martinez para decidir qué modelo elegir es

Area
que se cumpla la siguiente proporcién: 05< . 1eraza g7

AIreaJardin

a. Describa qué procedimiento le permitiria calcular el area de la terraza en cada
uno de los modelos.
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b. Segun el criterio dado, ;,qué modelo de terraza elegiria el sefior Martinez? Justifique.

2. Al sefior Martinez le han presentado dos nuevos modelos de terrazas (ver figura 2),
hechos a partir curvas que no son secciones de circunferencia.

Modelo 5 Modelo 6

JARDIN

1
1
!
JARDIN 1
1
1
]

| | | |
| |
[ 4 I
Figura 2. Nuevos modelos de terrazas.
a. Describa qué procedimiento le permitiria aproximar el area de la terraza en cada uno
de los modelos.
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b. A partir del procedimiento descrito en la pregunta 2 (a), calcule el area aproximada de
la terraza e indique cudl de los dos modelos elegiria el sefior Martinez (Utilice el

Area
mismo criterio: 05< . 1€"MZa < 67) Justifique.

AreaJardl’n

c. ¢Podria calcular el area de la terraza para ambos casos? Si su respuesta es afirmativa,
dé el valor numérico del area; de lo contrario, explique por qué no los podria calcular.

MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRADORES
Situacion 2A: Colocacién de losetas en la terraza.

Al sefior Martinez le mostraron una simulacién por computadora de los diferentes
modelos de terrazas y como quedarian enchapados con losetas, segun sus

requerimientos. Esto se hizo a partir de un programa interactivo (applets en GeoGebra)
basado en el uso de deslizadores.

Los requerimientos dados por el sefior Martinez fueron los siguientes:
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. N Area
= La proporcion entre la terrazay el jardin es 0,75< " Tem& <1
AreaJardin

= Para abaratar los costos, las losetas deben ser rectangulares y de dimensiones
iguales. De esa manera resulta mas sencillo y econdmico realizar los cortes a
medida.

= Por cuestiones de uniformidad, cada loseta se debe colocar en la base de la terraza 'y
debe coincidir con el borde superior de la misma, en al menos un punto.

1. Abra el archivo S2_P1.ggb y manipule los deslizadores a y b ubicados en la vista
grafica: Division del terreno.

a. Elijaun par de valores de a y b que hagan que se cumpla la proporcion dada.

A continuacién trabaje en la vista grafica: Dibujo de loseta rectangular. (Utilice los
valores hallados de a y b).

b. (i) Mueva el punto P y complete la tabla:
X 1 2,5 3,2
Altura de la loseta

Area de la loseta

¢Presentd alguna dificultad para completar la tabla? Explique.

(ii) Dibuje una loseta cuya base mida 4 m., e indique qué calcula de la loseta la imagen
f(4).
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2. Al sefior Martinez le mostraron por computadora un nuevo modelo de terraza, en
donde se simula la colocacién de losetas. Abra el archivo S2_P2A.ggb y manipule el
deslizador n ubicado en la vista gréafica: Dibujo de losetas rectangulares.

a. Explique qué cree usted que calculan los valores que toma S.

b. Dibuje cuatro losetas con el deslizador n.

(i) ¢Las alturas de las losetas son las imagenes de f en el extremo derecho o izquierdo de
cada base?

(i) Exprese S como la adicion de las areas de cada una de las losetas dibujadas.

c. El sefior Martinez desea enchapar la terraza con losetas rectangulares, con la
condicién de que la regién de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas sea la
menor posible.

(i) ¢Cuéntas losetas cree usted que se deberian dibujar con el deslizador n para esto
ocurra? Justifique.

(if) Exprese S como la adicion de las areas de cada una de las losetas dibujadas en la
pregunta c. (i). Justifique.

(iii) Calcule el area de la terraza que queda sin cubrir por las losetas dibujadas en (i).
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(iv) Si se dibujaran mas losetas de las permitidas por n, ¢el valor hallado en c. (iii):
aumentaria, disminuiria, o permaneceria igual? Explique.

d. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su compariero en la pregunta 2 c.,
responda a las siguientes preguntas:

(i) ¢Cuéntas losetas se deberian dibujar con n y en qué forma se deberian ubicar en la
terraza, de modo que la suma de las areas de todas ellas se aproxime mas al area de la
terraza? Justifique.

(i) Si se colocaran mas losetas de las permitidas por n, ¢qué cree usted que suceda con
los valores de Sy S;: se alejarian, llegarian a ser iguales, se acercarian pero no llegarian
a ser iguales? Explique.
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Situacion 2B: Colocacién de losetas en la terraza.

Al sefior Martinez le mostraron una simulacién por computadora de los diferentes
modelos de terrazas y como quedarian enchapados con losetas, segun sus
requerimientos. Esto se hizo a partir de un programa interactivo (applets en GeoGebra)
basado en el uso de deslizadores.

Los requerimientos dados por el sefior Martinez fueron los siguientes:

. e Area
La proporcion entre la terraza y el jardin es 0,75< 1™ <1
AreaJardin

= Para abaratar los costos, las losetas deben ser rectangulares y de dimensiones
iguales. De esa manera resulta méas sencillo y econdmico realizar los cortes a
medida.

= Por cuestiones de uniformidad, cada loseta se debe colocar en la base de la terraza 'y
debe coincidir con el borde superior de la misma, en al menos un punto.

1. Abra el archivo S2_P1.ggb y manipule los deslizadores a y b ubicados en la vista
grafica: Division del terreno.

a. Elija un par de valores de a y b que hagan que se cumpla la proporcién dada.

A continuacion trabaje en la vista gréafica: Dibujo de loseta rectangular. (Utilice los
valores hallados de a y b).

b. (i) Mueva el punto P y complete la tabla:
X 1 25 3,2
Altura de la loseta

Area de la loseta

¢Present6 alguna dificultad para completar la tabla? Explique.
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(ii) Dibuje una loseta cuya base mida 4 m., e indique qué calcula de la loseta la imagen f

(4).

2. Al sefior Martinez le mostraron por computadora un nuevo modelo de terraza, en
donde se simula la colocacion de losetas. Abra el archivo S2_P2B.ggb y manipule el
deslizador n ubicado en la vista gréfica: Dibujo de losetas rectangulares.

a. Explique qué cree usted que calculan los valores que toma S;.

b. Dibuje cuatro losetas con el deslizador n.

(i) ¢Las alturas de las losetas son las imagenes de f en el extremo derecho o izquierdo de
cada base?

(i) Exprese S; como la adicion de las areas de cada una de las cuatro losetas dibujadas.

c. El sefior Martinez desea enchapar la terraza con losetas rectangulares, con la
condicion de que las partes de las losetas que sobrepasan la terraza sea la menor
posible.

(i) ¢Cuantas losetas cree usted que se deberian dibujar con el deslizador n para esto
ocurra? Justifique.

(ii) Exprese S; como la adicion de las areas de cada una de las losetas dibujadas en la
parte c. (i). Justifique.
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(iii) Calcule el area de las partes de las losetas dibujadas en (i) que sobrepasan la
terraza.

(iv) Si se dibujaran mas losetas de las permitidas por n, ¢el valor hallado en c. (iii):
aumentaria, disminuiria, o permaneceria igual? Explique.

d. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su compariero en la pregunta 2 c.,
responda a las siguientes preguntas:

(i) ¢Cuantas losetas se deberian dibujar con n y en qué forma se deberian dibujar en la
terraza, de modo que la suma de las areas de todas ellas se aproxime mas al area de la
terraza? Justifique.

(ii) Si se colocaran més losetas de las permitidas por n, ;qué cree usted que suceda con
los valores de Sy S;: se alejarian, llegarian a ser iguales, se acercarian pero no llegarian
a ser iguales? Explique.
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MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRADORES
Situacion 3A: Terraza con losetas.

El sefior Martinez, luego de ver la simulacion de la terraza enchapada con losetas
rectangulares, le consulté al disefiador del programa si podria realizar la animacion
pero con losetas mas delgadas y de modo que las areas de las regiones (terraza y jardin)
sean aproximadas a valores enteros.

1. Abra el archivo S3 Pl.ggb y trabaje en la vista grafica: Dibujo de losetas
rectangulares.

a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuéntas losetas se deben dibujar de modo
que la suma de sus areas sea igual al area de la terraza. Justifique numéricamente.

(ii) Para el nimero hallado en (i), ¢por qué las losetas no cubren totalmente la terraza
si sus &reas son iguales? Explique.

b. ¢Esta de acuerdo con el hecho de que la suma de las areas de las losetas y el area de
la terraza que no se cubre con ellas, no varien si se dibujan mas de 19 losetas?
Expligue.
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2. Abra el archivo S3_P2A.ggb y trabaje en la vista grafica: Dibujo de losetas
rectangulares.
a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuéntas losetas se deben dibujar como

minimo para que el area de la terraza que queda sin cubrir por dichas losetas sea
menor a 0,1 m%.

(i) ¢Cuanto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicién de las
areas de cada una de ellas.

b. (i) ¢Cuantas losetas se deben dibujar como minimo para que el area de la terraza que
queda sin cubrir por dichas losetas sea menor a 0,01 m??

(i) ¢Cuanto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicion de las
areas de cada una de ellas.
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3. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su comparfiero en la pregunta 2,
responda a las siguientes preguntas.

a. Si se dibujan 1 000 losetas, ¢se podria afirmar que ya se cubrié toda la terraza?
Explique.

b. ¢Cuantas losetas se deberian dibujar como minimo para que L y R sean menores a
0,001 m?? Justifique.

c. (i) ¢Qué tendria que hacer para que la suma de las areas de las losetas se aproxime
maés al &rea de la terraza? Explique.
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(i) ¢Qué tanto se podria aproximar al area de la terraza dibujando losetas rectangulares?
Indique cuéntas losetas cree usted que podrian dibujar para conseguir dicha
aproximacion.

(iii) Para el namero indicado en (ii), plantee la suma de las areas de todas las losetas
como la adicién de las areas de cada una de ellas.

MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRADORES
Situacion 3B: Terraza con losetas.

El sefior Martinez, luego de ver la simulacion de la terraza enchapada con losetas
rectangulares, le consulté al disefiador del programa si podria realizar la animacion
pero con losetas mas delgadas y de modo que las areas de las regiones (terraza y jardin)
sean aproximadas a valores enteros.

1. Abra el archivo S3_Pl.ggbh y trabaje en la vista grafica: Dibujo de losetas
rectangulares.

a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuantas losetas se deben dibujar de modo
que la suma de sus areas sea igual al area de la terraza. Justifiqgue numéricamente.

(ii) Para el nimero hallado en (i), ¢por qué las losetas no cubren totalmente la terraza
si sus areas son iguales? Explique.

238

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP = UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

b. ¢Esta de acuerdo con el hecho de que la suma de las areas de las losetas y el area de
la terraza que no se cubre con ellas, no varien si se dibujan mas de 19 losetas?
Expligue.

2. Abra el archivo S3 P2B.ggb y trabaje en la vista grafica: Dibujo de losetas
rectangulares.

a. (i) Manipule el deslizador n y determine cuantas losetas se deben dibujar como

minimo para que el &rea de las partes de las losetas que sobrepasan la terraza sea
menor a 0,1 m%.

(i) ¢Cuanto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicion de las
areas de cada una de ellas.
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b. (i) ¢Cuéntas losetas se deben dibujar como minimo para que el area de las partes de
las losetas que sobrepasan la terraza sea menor a 0,01 m??

(i) ¢Cuanto mide la base de cada loseta hallada en (i)?

(iii) Exprese la suma de las areas de las losetas halladas en (i), como la adicién de las
areas de cada una de ellas.

3. A partir de los resultados obtenidos por usted y por su compafiero en la pregunta 2,
responda a las siguientes preguntas.

a. Si se dibujan 1 000 losetas, ¢se podria afirmar que ya se cubri6 toda la terraza?
Explique.

b. ¢Cuéantas losetas se deberian dibujar como minimo para que L y R sean menores a
0,001 m?? Justifique.
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c. (i) ¢Qué tendria que hacer para que la suma de las areas de las losetas se aproxime
mas al area de la terraza? Explique.

(ii) ¢Que tanto se podria aproximar al area de la terraza dibujando losetas rectangulares?
Indique cuéntas losetas cree usted que podrian dibujar para conseguir dicha
aproximacion.

(iii) Para el namero indicado en (ii), plantee la suma de las areas de todas las losetas
como la adicién de las areas de cada una de ellas.
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MATEMATICA BASICA PARA ADMINISTRADORES
Situacion 4: Area de regiones planas.

1. Abra el archivo S4 P1A.ggb y trabaje en la vista grafica: Area de una region plana.

7{x=0 x=5

a. (i) Sombree en la figura la region limitada por la grafica
de la funcidn f, las rectas x=0 y x=5, y el eje X. ;Como
hallaria el area de dicha regién? Explique.

(ii) Dibuje 1000 rectangulos con el deslizador n. ;Cuanto mide la diferencia entre el
area de la region y su aproximacion (S)?

(iii) Exprese S como la adicion de las areas de cada uno de los rectangulos dibujados en

(ii).

Abra el archivo S4_P1B.ggb y trabaje en la vista grafica: Area de una region plana.

b. (i) Si se dibujaran 20 000 rectangulos, ;cuénto cree usted que podria medir el area de
la region limitada por la gréfica de la funcion f, las rectas x=13 y x=4,2, y el eje
X? Justifique.

(ii) Dibuje 850 rectangulos y exprese S como la adicion de las areas de cada uno de
ellos.
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2. Abra el archivo S4_P2.ggb y manipule los deslizadores a, b, n y n; ubicados en la
vista grafica: Area de una regién plana, segun se indique en cada pregunta.

a. Sombree en la figura la region limitada por las| °]
graficas de las funciones fy g, y las rectas x=1 y| s;
x=4. ¢Como hallaria el area de dicha regién?
Explique.

b. Calcule (o aproxime) el &rea de la regién limitada por las gréficas de las funciones f
yg,ylasrectas x=1y x=4.
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