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RESUMEN 

 

El presente trabajo nace de nuestra preocupación respecto al aprendizaje del concepto 

de derivada, y todo lo que abarca el término, en alumnos de la carrera de Ciencias 

Administrativas, que cursan la materia de Cálculo. Para ello hemos enfocado nuestra 

atención en una sección de alumnos de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas, y 

específicamente en el curso de Lógica – Matemática del área de Ciencias, cursado por 

los alumnos de la carrera de Ciencias Administrativas.  Teniendo como objetivo ayudar 

a lograr un aprendizaje significativo del concepto derivada, diseñamos una secuencia de 

tareas, que  –  a partir de conocimientos que los alumnos tienen de los conceptos previos 

– permita reforzar la interpretación geométrica de la derivada de una función  f cuando 

la variable independiente toma un valor específico (digamos ax  ) , como la pendiente 

de la recta tangente a la gráfica de la función en el punto ))(;( afa , y así poder 

incorporar ese conocimiento en su estructura cognitiva.  Durante la realización de la 

secuencia diseñada los estudiantes van construyendo gráficas de funciones de acuerdo a 

ciertas condiciones que les son dadas, y siguiendo un proceso inductivo van explorando 

y descubriendo relaciones. La demanda cognitiva de las tareas va incrementándose hasta 

que finalmente deben usar esos conocimientos para construir funciones con una 

demanda cognitiva más compleja, y terminar con un problema contextualizado del 

ámbito de su carrera, como una especie de cierre. Se diseñó la secuencia de tareas 

teniendo en cuenta algunos principios del diseño de tareas (“task design”) y al analizar 

las producciones de los alumnos se hicieron evidentes algunas dificultades en sus 

conocimientos previos y en la comprensión del concepto de derivada. Posteriormente se 

formularon preguntas personalizadas a algunos de los alumnos, con el fin de aclarar sus 

respuestas, y así poder comprender sus concepciones. Finalmente damos algunas 

conclusiones, hacemos recomendaciones para posteriores investigaciones e incluimos 

algunas reflexiones como resultado de una mirada global al trabajo realizado. En los 

Anexos se incluye la secuencia de tareas, las tablas de resultados y también las 

preguntas aclaratorias, así como las respuestas de los alumnos a dichas preguntas.   
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Se concluyó que existen dificultades importantes en la evocación de los conceptos 

previos para ser utilizados como “conceptos ancla” – usando la terminología de 

Ausubel – sobre los cuales construir nuevos conocimientos (Ausubel, 2000). También 

se encontraron dificultades en el aprendizaje de la derivada, y conflictos semióticos 

importantes cuando los alumnos tuvieron que relacionar las diversas representaciones 

del concepto derivada, como la simbólica, la gráfica y la algebraica. Estas dificultades 

encontradas pueden influir en el hecho de que muchos alumnos solo alcanzan lo que 

Skemp (2006)  denomina una “comprensión instrumental” del concepto de derivada y 

no una “comprensión relacional” de la derivada, que explicado en pocas palabras, 

significa, saber lo que se va a hacer y porqué se va a hacer. Alcanzar una tal 

comprensión del concepto de derivada es un factor importante para lograr un 

acercamiento adecuado hacia conceptos como elasticidad, marginalidad y optimización, 

que se estudian en cursos paralelos o posteriores de la carrera de Ciencias 

Administrativas. 
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INTRODUCCION 

 

Cuando un profesor se presenta por primera vez frente a un grupo de alumnos para 

iniciar la enseñanza de algún curso de Matemáticas, casi puede sentir en la atmósfera 

del aula las expectativas y los temores de los estudiantes. En muchos casos las 

expectativas son pobres. Sin embargo el profesor tiene en sus manos la posibilidad de 

cambiar radicalmente esas expectativas y darle un nuevo significado a las Matemáticas 

para aquellas personas. 

Uno de los seis “principios”que según el National Council of Teachers of Mathematics  

de los Estados Unidos describen las características particulares de una educación 

matemática de calidad es el denominado “The Learning Principle” (NCTM, 2000) y en 

él entre otras cosas, se afirma con claridad que los estudiantes deben aprender 

matemáticas con comprensión conceptual, construyendo activamente los nuevos 

conocimientos a partir de la experiencia y aprendizajes previos (p.20). Además afirma 

que los profesores deben conocer qué es lo que los estudiantes ya saben, para poder 

diseñar experiencias y lecciones que construyan nuevos conocimientos a partir de lo que 

ellos ya conocen (p.18). 

Para lograr un aprendizaje conceptual se debe usar tareas matemáticas (mathematical 

tasks) “valiosas” o “que valgan la pena”, que permitan introducir ideas matemáticas 

importantes y retar a los estudiantes intelectualmente. 

Dado este reconocimiento a la importancia de las tareas matemáticas (Mathematical 

Tasks) que son propuestas a los estudiantes, muchos investigadores tanto en los Estados 

Unidos como en otras partes del mundo, trabajan sobre la idea de “diseñar” y así surge 

un nuevo concepto que es el de diseño de tareas (Task Design). Los principios del 

diseño de tareas varían entre los investigadores de diversos países. Muchos 

investigadores en educación matemática compartieron sus ideas sobre diseño de tareas 
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en el ICMI Study 22 (2013), donde se divulgan las investigaciones más recientes sobre 

el tema.  

En esa línea, nuestro trabajo se enfoca en diseñar, aplicar y analizar una secuencia de 

tareas que, partiendo de conceptos conocidos por los alumnos, como son las funciones, 

pueda estimular una reflexión en ellos y les permita una mejor comprensión del 

concepto de derivada, explorando además algunas dificultades que el alumno 

experimenta durante el aprendizaje de dicho concepto. 
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CAPITULO 1  EL PROBLEMA DE INVESTIGACION 

 

1.1 JUSTIFICACION 

Hemos observado en nuestra práctica docente la dificultad que tienen algunos 

estudiantes del curso de Cálculo, de la Facultad de Ciencias Administrativas de la 

Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas, para comprender el concepto de derivada. 

Aún varias semanas después de haber aprendido las definiciones y las aplicaciones, los 

alumnos tienen dificultades en comprender la interpretación geométrica de la derivada 

como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de una función en un punto, que es 

ampliamente usada en problemas de aplicación que involucran conceptos como 

elasticidad y marginalidad, entre otros.  

Cálculo es una materia que infunde temor a los alumnos de Ciencias Administrativas, y 

entre las razones que generan ese temor está la complejidad del concepto de límite, en 

base al que posteriormente se construye el concepto de derivada. Creemos también que 

los alumnos no se sienten seguros en sus conocimientos sobre funciones, y eso lo hemos 

observado en nuestra práctica docente cuando en el curso de Cálculo los alumnos no 

pueden realizar tareas elementales, como bosquejar la gráfica de una función, 

determinar el dominio o graficar una función creciente.  

Esta realidad confiere relevancia al presente trabajo, pues es preocupante el hecho de 

que algunos estudiantes no estén logrando un aprendizaje significativo del concepto de 

derivada, que es parte importante de los conocimientos que necesitan para comprender 

conceptos como cambio, marginalidad, elasticidad y optimización, hablando del ámbito 

económico – administrativo. 

Un ejemplo de la comprensión incompleta del concepto de derivada que se puede 

mencionar, ocurre cuando se pide a los estudiantes optimizar una función determinada, 
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hemos observado a lo largo de los años que muchos estudiantes se limitan a hallar los 

puntos críticos, y no realizan un análisis de crecimiento, es decir no comprenden la 

necesidad de usar el criterio de la primera derivada, para determinar la naturaleza del 

extremo relativo, como se evidencia en la resolución que mostramos a continuación de 

un ejercicio de oferta y demanda, realizada por un alumno: 

 

   Figura 1. Resolución de un alumno de 2do ciclo. 

En la figura 1 podemos observar que el alumno tiene un manejo correcto de la parte 

operativa, pero no muestra un nivel de comprensión relacional del concepto, al no ser 

capaz de realizar el análisis de crecimiento. No relaciona la función a optimizar con una 

gráfica, cuyo comportamiento se pueda analizar usando un criterio que le permita 

establecer una conclusión. El estudiante ha aprendido un proceso, es decir, cuando en el 

problema se le pide determinar el ingreso máximo, sabe que tiene que derivar la función 

ingreso, igualarla a cero y resolver para hallar el o los valores críticos de p. Sin embargo 

determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una función, requiere una 

verdadera comprensión de la necesidad de determinar el tipo de extremo, lo que 

denominamos “comprensión relacional”, es decir saber lo que hay que hacer y el por 

qué (Skemp, 2005), en contraste con lo que el mismo autor denomina “comprensión 

instrumental”, que es el nivel de comprensión que la producción de este estudiante 

revela. La comprensión relacional es muy similar a la “comprensión conceptual” 

mencionada anteriormente (NCTM, 2000).  

No podemos dejar de señalar, en este ejemplo, la confusión mostrada al tratar de 

determinar los intervalos de decrecimiento de la función ingreso, y el manejo deficiente 

de la notación de intervalos. No se observa que el estudiante relacione la función 

ingreso con su gráfica, perdiendo la oportunidad de visualizar lo que se está pidiendo de 

una manera natural y sencilla. 
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Este es uno de muchos ejemplos que revelan la importancia de investigar sobre formas 

de contribuir a un aprendizaje significativo del concepto de derivada y al mismo tiempo, 

explorar los conocimientos previos que los estudiantes manejan. En este trabajo hemos 

optado por hacerlo en el marco del diseño de tareas, enfoque que ha sido fundamentado 

por investigadores como Bokhove (2014), Breen y O’Shea (2010), Ron, Zaslavsky y 

Zodik (2013),  Watson y Ohtani (2013) y Watson y Mason (2005), entre otros. Ponemos 

énfasis en la importancia de alcanzar una comprensión de las distintas formas en que 

una función puede ser creciente o decreciente, lo cual está fuertemente relacionado con 

el comportamiento de su función derivada. Es muy diferente que el ingreso de una 

empresa crezca a tasas crecientes, a que crezca a tasas decrecientes.  

A partir de nuestra experiencia docente podemos afirmar también que los conceptos 

previos de límites y continuidad de funciones no son comprendidos de una manera 

cabal, limitando así las posibilidades de aprendizaje de la derivada. Esto es descrito por 

Tall (1990), quien señala que existen potenciales conflictos entre lo que denomina la 

imagen conceptual y la definición conceptual.  

La imagen conceptual (concept image) es descrita como toda la estructura cognitiva en 

la mente del sujeto que está asociada al concepto y es construída a lo largo de los años a 

través de experiencias de todo tipo. 

Por otro lado el mismo autor se refiere a la “definición concepto” (concept definition) 

como “la forma de palabras que se usa para especificar el concepto”, es la aceptada por 

la comunidad matemática (Tall y Vinner, 1981). 

Estas investigaciones sugieren que los estudiantes inician el estudio de la derivada sin 

tener claros varios de los pilares sobre los que se construirá el concepto, como son las 

funciones y el concepto de límite de una función.  

En la enseñanza de la derivada normalmente no se concede importancia a la evolución 

histórica del concepto de derivada, que podría mostrar a los alumnos la relevancia de su 

aprendizaje, ya que el desarrollo histórico de la derivada tiene un valor didáctico 

significativo (Azcárate, Badillo, García y Moreno, 2010).  

Otra de las observaciones que podemos mencionar sobre el aprendizaje de la derivada 

por los estudiantes es que en ocasiones no llegan a distinguir el número )( 0xf  , que es 

la derivada de la función f en un punto, de la función f  , que asigna la derivada de f en 

cada punto x en el cual la función es derivable. 
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En el aprendizaje del concepto de derivada se generan algunos conflictos semióticos, 

por la dificultad que tienen los alumnos en el manejo del registro simbólico. 

Ponemos como ejemplo el siguiente ejercicio propuesto en clase para estudiantes de 

Administración que están aprendiendo máximos y mínimos (Ver figura 2): 

Ejemplo 5: 

La figura muestra la gráfica de la derivada de una función. Indique los intervalos de crecimiento, 

decrecimiento y los puntos en donde hay máximo y mínimo de la función. 

                                                

     Figura 2. 

A pesar de que se trata este tópico en clase, hemos observado que los alumnos fracasan 

cuando se les solicita algo similar en una práctica calificada, a no ser que se hubieran 

resuelto muchos ejercicios similares previamente. 

Esto nos lleva a la conclusión de que las secuencias didácticas aplicadas permiten a los 

estudiantes alcanzar lo que Skemp (2005) denomina un nivel de comprensión 

instrumental, es decir que imitando el comportamiento aprendido por repetición 

continua, los estudiantes podrían llegar a ser capaces de aplicar una regla pero sin 

comprender realmente el porqué. 

En este ejercicio muchos estudiantes, creen que la gráfica mostrada pertenece a la 

función f. En este caso se genera un conflicto semiótico, entendido como un desajuste 

entre el contenido atribuido a una expresión por el alumno y por la institución  (Godino, 

2000); que es comprensible, por nuestra experiencia docente podemos afirmar que 

muchos estudiantes no se percataron del superíndice en el rótulo de f  . 

Finalmente mostramos un ejemplo de la definición de derivada extraída  de un conocido 

libro de texto:  
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La derivada de una función f es la función, denotada por: 
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hxz
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               Tomado de Hauessler, Paul & Wood, (2008) p. 484. 

Esta definición está dentro de un contexto en el que previamente se presentó la 

pendiente de la recta secante a la gráfica de la función  f, entre los puntos  P y Q de la 

gráfica de f, siendo  , ( )P a f a  y  , ( )Q z f z  y luego se hace la generalización 

tomando como punto  , ( )P x f x . Sin embargo nos parece una combinación no muy 

favorable entre dos representaciones de un mismo proceso geométrico. Por un lado el 

límite de la izquierda muestra que el punto z se acerca indefinidamente a x, pero el de la 

derecha afirma que h tiende a cero. A pesar de que ambas afirmaciones son correctas, su 

presencia en un mismo enunciado puede generar incomprensión o confusión por parte 

de los estudiantes. 

Aquí es oportuno citar a Font (2005) que da un ejemplo de surgimiento de conflictos 

semióticos: “Cuando se considera ingenuamente que es bueno introducir diferentes 

representaciones del mismo objeto matemático y se introducen el mayor número posible 

de representaciones y de traducciones entre ellas, sin tener en cuenta la complejidad 

semiótica asociada” (p.122). 

Ante la aparición de estos conflictos, los estudiantes se apoyan más en el desarrollo 

algorítmico, cercano al aprendizaje procedimental del álgebra de la escuela, que les 

permite llegar a un resultado siguiendo un procedimiento mecánico. Cuando se ven 

enfrentados a situaciones en las que tienen que resolver problemas a partir de un 

razonamiento, no consiguen poner en práctica los conceptos, ni entender las relaciones 

entre la función y su derivada.  

La situación tiene mucha complejidad y requiere más investigación que, desde diversas 

perspectivas, pueda contribuir a un cambio en la forma en que se presenta el concepto 

de derivada, para ayudar a la formación de un esquema mental (en el sentido piagetiano) 

que incluya las diversas representaciones del objeto derivada. 
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De este modo queremos lograr que los alumnos obtengan calificaciones aprobatorias 

como consecuencia de alcanzar una comprensión cabal de los conceptos y no gracias a 

una reproducción exacta de procedimientos y técnicas. Estamos convencidos de que la 

forma cómo preguntamos y proponemos las tareas influye en el tipo de aprendizaje 

alcanzado por los estudiantes. Este trabajo es un esfuerzo en esa dirección y durante su 

realización se ha generado un cambio gradual en nuestra práctica docente y en nuestras 

concepciones sobre cómo presentar la derivada, su interpretación geométrica y su 

relevancia a nuestros alumnos de Ciencias Administrativas, para que el aprendizaje de 

este concepto, tan importante en matemáticas y creemos, en su carrera, sea realmente 

significativo.  

 

1.2 ANTECEDENTES. 

 

Autores como Tall (1990), Cantoral (2000), Azcárate (2000) y Artigue (1995), 

mencionan las dificultades que tienen los alumnos de los primeros niveles universitarios 

para el aprendizaje del Cálculo.    

Entre ellos Tall (1990), apunta refiriéndose al aprendizaje del Cálculo: “Los estudiantes 

aprenden a responder preguntas estándar de una forma predecible, pero si su 

comprensión es probada de maneras inusuales, dificultades sutiles se manifiestan” 

(p.49). 

Azcárate (2000), propone el uso de varias representaciones diferentes de los objetos 

matemáticos, y menciona la gráfica, la numérica y la algebraica. 

La idea de usar varias representaciones en el aprendizaje de un objeto matemático es 

expresada también por Gleason y Hughes (1992), que denominan a su teoría, “la regla 

de tres”: para ellos las representaciones gráfica, numérica y analítica, deben ser 

enfatizadas conjuntamente, para un aprendizaje adecuado del Cálculo. Estos autores, en 

el ámbito de la reforma del Cálculo en los Estados Unidos,  proponen que el alumno 

debe ser confrontado a cada paso de su aprendizaje de la derivada, con sus diferentes 

“significados” numérico y gráfico. 
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Respecto al poco éxito que se tiene en muchos casos, en lograr un aprendizaje 

conceptual del Cálculo, Artigue (1995), afirma que se puede enseñar a los estudiantes a 

realizar de forma más o menos mecánica algunos cálculos de derivadas y resolver 

problemas estándar, pero que “existen grandes dificultades para hacerlos entrar en 

verdad en el campo del cálculo y para hacerlos alcanzar una comprensión satisfactoria 

de los conceptos y métodos de pensamiento, que son el centro de este campo de las 

matemáticas” (Artigue, 1995, p.97).  

Esta investigadora, expone su punto de vista respecto algunas de las dificultades en el 

aprendizaje del Cálculo: 

 Dificultades asociadas con la complejidad de los objetos básicos del cálculo. 

 Dificultades asociadas a la conceptualización y la formalización del concepto de 

límite. 

 Dificultades asociadas a las rupturas necesarias con los modos de pensamiento 

algebraico y con las especificidades del trabajo técnico en el cálculo. (Artigue, 

1995).  

Hay otros autores que han investigado sobre estas dificultades, por ejemplo Cantoral 

(2000), refiriéndose a lo que denomina “dislexias escolares”, señala que los alumnos 

aprenden a calcular derivadas, límites e integrales pero no pueden asignar un sentido  

más amplio a las nociones que permiten su comprensión. 

En otras palabras los alumnos pueden llegar a dominar los aspectos algorítmicos de la 

derivación pero sin haber comprendido otras relaciones más sutiles. El mismo autor        

confirma lo que nosotros también hemos observado en el aula, es decir que al hallar la 

primera derivada de una función no son conscientes de que lo obtenido es una nueva 

función susceptible de derivación. Podemos conjeturar que durante la resolución del 

ejercicio, el alumno pierde de vista la parte conceptual y cree que lo que se desea 

enseñar es el proceso algebraico de derivación.  

Otra dificultad que se observa es que, el hecho de presentar la derivada en un punto 

como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función en dicho punto, se ve 

entorpecido por el conocimiento incompleto que los alumnos tienen sobre recta y 

pendiente de la recta, que normalmente (incluyendo el caso en estudio) han sido 

estudiados el semestre anterior.  
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Según nuestra experiencia docente, no son pocos los alumnos que aprenden a graficar 

rectas recién en el curso de Cálculo, hecho que se comprueba cuando se estudia el 

capítulo de Programación Lineal, en este mismo curso, mucho después de haber 

estudiado la derivada, en donde surgen dificultades debido a la poca pericia que tienen 

los alumnos en graficar funciones lineales y hallar los puntos de intersección de las 

rectas, tanto con los ejes coordenados como con otras rectas.  

Selden, Selden, Hauk y Mason (1999), determinaron que estudiantes de Ingeniería que 

cursaban el curso de Ecuaciones Diferenciales, no usaban adecuadamente los recursos 

del Cálculo para resolver problemas no – rutinarios, prefiriendo métodos de solución 

aritméticos o algebraicos, en muchos casos manejándolos de forma inapropiada. En esta 

investigación los autores usan el término problema no – rutinario o simplemente  

“problema”, para referirse a una tarea cognitivamente no – trivial, es decir de la que el 

estudiante no conoce aún el método de resolución. 

Los problemas rutinarios eran mayormente de cálculos algorítmicos o aplicación 

directa, en oposición a los no rutinarios, que incluían parámetros o requerían algún tipo 

de representación gráfica para alcanzar la solución (Selden et al., 1999).  

Es necesario puntualizar a qué se refieren los autores cuando se habla de problemas no – 

rutinarios.  Schoenfeld (1992), menciona que los problemas no rutinarios son problemas 

para los que no hay un algoritmo estándar, que permita extraer o representar la 

información dada, o problemas que tienen, ya sea información insuficiente o superflua. 

Nuestro problema de investigación se centra en las dificultades en el aprendizaje del 

concepto de derivada, que han sido abundantemente descritas por los autores arriba 

mencionados, y que se presentan en forma cotidiana en los alumnos de nuestra 

institución. Dentro de las causas de la aparición de estas dificultades, aunque es la 

única, hemos identificado, coherente con los comentarios de algunos autores como 

Azcárate (2000) y Cantoral (2000), una posible debilidad de los conocimientos previos, 

que es necesario que los alumnos tengan para poder “anclar” los nuevos conceptos, y 

que éstos sean perdurables, disponibles y evocables en el tiempo (Ausubel, 2000). Por 

consiguiente nos proponemos diseñar una secuencia de tareas que, a partir de 

conocimientos previos que los alumnos tienen, ayude a reforzar la interpretación 

geométrica de la derivada, para que los alumnos no se queden solamente con la parte 

operativa del concepto y se pueda lograr un aprendizaje significativo.   
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1.3 PREGUNTA Y OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION 

 

¿De qué manera el diseño de tareas, puede ayudar a un aprendizaje significativo del 

concepto de derivada?  

 

1.3.1 OBJETIVO GENERAL  

 

Diseñar una secuencia de tareas que ayude a una mejor comprensión del concepto de 

derivada por los estudiantes y permita identificar dificultades en el aprendizaje del 

concepto. 

 

1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS 

 

1. Diseñar una secuencia de tareas que contribuya a una mejor comprensión del 

concepto de derivada y de su interpretación geométrica como pendiente de la 

recta tangente a la gráfica de una función en un punto. 

2. Identificar posibles deficiencias en la comprensión de conceptos previos que son 

necesarios para el aprendizaje significativo del concepto de derivada.  

3. Identificar algunas dificultades en el aprendizaje del concepto de derivada.  
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CAPITULO 2:  MARCO TEORICO 

 

2.1 APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO 

Hemos incluido en el título de esta investigación el término “significativo”, porque 

consideramos que realmente tiene sentido usarlo. Dentro del diseño de tareas en general 

los investigadores están de acuerdo en que, ya sea para introducir un nuevo concepto o 

para reforzar un concepto ya aprendido por los alumnos, es importante que el punto de 

partida en general sean los conocimientos previos que ya tiene el alumno. Sobre este 

particular Orton (2005) señala que el aprendizaje significativo es un proceso en el cual 

cualquier nuevo conocimiento es incorporado al lograr conectarlo con algunos aspectos 

relevantes ya existentes en la estructura de conocimiento del individuo. Los nuevos 

conocimientos adquiridos se insertan en las estructuras existentes y pueden modificar 

los conocimientos anteriores o establecer nuevas relaciones entre ellos. 

Ausubel (2000), indica que si el aprendizaje es significativo los conocimientos están 

más disponibles en la estructura cognitiva, y que se necesita que existan allí algunos 

conocimientos previos, denominados “ancla” para poder insertarse en las estructuras 

cognitivas del sujeto. 

Es por ello que es importante conocer lo que los estudiantes ya saben para poder anclar 

los nuevos conocimientos a los ya existentes. Además es necesario, para introducir 

nuevos conceptos, que todos los alumnos tengan aproximadamente la misma base de 

conocimientos. Esto en forma práctica, se puede lograr por medio de cursos previos, 

como los de Nivelación de Matemáticas, que, bajo diversos nombres, son dictados por 

varias universidades con el fin de uniformizar los saberes previos de los estudiantes de 

primer ciclo. 

Una de las condiciones para un aprendizaje significativo es la existencia de materiales 

potencialmente significativos para el aprendizaje.  
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Esta última condición a su vez requiere: 

- Tareas de aprendizaje que sean no aleatorias, y que sean susceptibles de ser 

relacionadas con algún contenido relevante, de un cuerpo existente de 

conocimiento en algunos estudiantes. 

- La presencia de un cuerpo de conocimiento en la estructura cognitiva de los 

estudiantes en particular. (Ausubel, 2000). 

Asociado al concepto de aprendizaje significativo, está el concepto de aprendizaje 

por descubrimiento, frente al aprendizaje por recepción. 

En el aprendizaje por recepción, los conocimientos son presentados al estudiante en 

su forma final en lugar de ser descubiertos. La tarea de aprendizaje en este caso no 

implica que el alumno tenga que descubrir nada por su parte. 

Por el contrario en el aprendizaje por descubrimiento, el principal componente de lo 

que se quiere enseñar no es dado, sino que debe ser descubierto independientemente 

por el estudiante, reordenando la información dada en forma gradual e integrándola 

en su estructura cognitiva.  

Ausubel (2000) señala que el aprendizaje por descubrimiento ofrece ventajas para el 

desarrollo de la habilidad de resolver problemas, sin embargo que el aprendizaje por 

descubrimiento no es una condición indispensable para el aprendizaje significativo y 

consume demasiado tiempo en las clases para ser usado con eficiencia en 

situaciones típicas de clase.  

Particularmente para nuestro caso, podemos añadir que el aprendizaje por 

descubrimiento forma parte de la secuencia de tareas que hemos diseñado, porque se 

va guiando al alumno a través de una serie de tareas, para lograr una reflexión en 

torno al concepto de derivada y su relación con sus conocimientos previos, para 

finalmente desembocar en la resolución de un problema que requiere el uso de 

derivadas. 
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2.2  RESOLUCION DE PROBLEMAS  

  

Para Schoenfeld (2006), casi toda acción humana está orientada hacia la realización de 

un objetivo y realizar los objetivos de alta prioridad puede ser caracterizado como un 

‘problema’. Más específicamente un problema es una tarea que es difícil para el 

individuo que la está tratando de resolver. Es decir que es un concepto algo relativo, que 

depende del individuo. Lo que para unos es un problema, para otros es un mero 

ejercicio. 

Para hablar de resolución de problemas nos remitimos a Polya (1957), quien habla de 

cuatro fases en el trabajo de resolver un problema.  

1. Entender el problema. 

2. Ver como las incógnitas están conectadas con los datos, para poder trazar un 

plan. 

3. Llevar a cabo lo planeado. 

4. Mirar hacia atrás cuando está completada la solución, revisarla y discutirla. 

En este punto queremos señalar que el momento crítico es la fase “entendiendo el 

problema”, y que según nuestra experiencia docente, genera las más grandes 

dificultades en los alumnos de Administración que estudian Cálculo. 

Es posible y bastante común que el estudiante no comprenda el problema. Es natural 

pensar que puede ser por múltiples razones. Descartando que sea algo que el estudiante 

no ha visto nunca, nos queda la opción de que el problema esté elaborado en una forma 

que está más allá de sus habilidades de comprensión. Es decir, el problema involucra 

habilidades que el alumno tiene o que son las que acaba de aprender, sin embargo ese 

hecho no es evidente para el estudiante después de la lectura del enunciado. 

Muchos docentes mencionan a Polya cuando se enseña resolución de problemas en los 

cursos previos al de Cálculo, lamentablemente en ocasiones se limitan a enunciar las 4 

fases propuestas por este autor para la resolución de problemas, como si tomar 

consciencia de eso ya fuera suficiente para que los alumnos puedan resolver problemas.  
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Una lectura atenta descubrirá algo que puede haber pasado desapercibido para muchos 

lectores de Polya: En la fase “entender el problema” Polya pone como condición para 

que el estudiante alcance comprensión de lo que se pregunta, que el problema sea bien 

escogido, no muy difícil y no muy fácil, y que sea presentado previamente en una forma 

natural e interesante. Es decir no solo se preocupa de cómo resolver el problema, sino 

de cómo se elabora (Polya, 1957). 

En nuestra experiencia docente hemos observado que algunas de las dificultades de los 

alumnos para resolver problemas nacen de la forma inadecuada en que éstos están 

redactados o propuestos. 

Gascón (1989), señala en su tesis doctoral la poca inclinación de muchos docentes a 

estimular la capacidad de los alumnos de generar estrategias de comprensión de los 

enunciados. Evidentemente para algunos docentes es más fácil resolver el problema y 

que los alumnos copien, que buscar formas creativas de lograr que comprendan el 

enunciado y acometan ellos mismos la resolución. 

Han transcurrido muchos años desde Polya, y ya no podemos pensar en los problemas 

como eventos aislados. Algunos autores han rescatado el término “tareas matemáticas” 

en vez de usar el de problemas, como cuestiones propuestas a los alumnos que les 

permitan experimentar aspectos del pensamiento matemático (Breen y O’Shea, 2010).  

En base a lo mencionado por los autores líneas arriba, podemos llegar a la conclusión de 

que sería bastante natural tratar de diseñar actividades que incluyan diferentes tareas que 

ayuden a completar la fase “entender el problema” de Polya. Es decir, en el diseño de 

nuestra actividad hemos contemplado que los alumnos vayan acometiendo tareas que 

les sirvan de preparación para las cosas que se les pide más adelante. 

 

2.3 DISEÑO DE TAREAS 

 

El marco téorico que elegimos para nuestro trabajo es el diseño de tareas (Task Design), 

algunos de cuyos principios se pueden visualizar en los siguientes trabajos de múltiples 

investigadores de este enfoque. 
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El término “tarea matemática” (mathematical task) suele evocar la idea de una actividad 

que se solicita a los alumnos, ya sea para realizar en la casa o en la clase, solos o en 

grupo (Breen y O’Shea, 2010). 

“Tarea” es cualquier cosa que el profesor usa para demostrar matemáticas, interactuar 

con los estudiantes o para pedirle a los estudiantes que hagan algo (Watson y Ohtani, 

2013).  

Sierpinska (2004) considera que el diseño, análisis y prueba empírica de tareas 

matemáticas, ya sea para propósitos de investigación o enseñanza, es una de las más 

importantes responsabilidades de la educación matemática.   

Otra definición de la misma autora, se refiere a “tareas matemáticas” como cualquier 

tipo de problema matemático, que tiene supuestos y preguntas claramente formuladas y 

que puede ser resuelta en tiempo predecible por los estudiantes (Sierpinska, 2004). 

Debemos aclarar que la extensión y detalle del diseño de tareas varía enormemente 

entre los que trabajan en diseño de tareas (Watson y Ohtani, 2013). 

Bokhove (2014), propone un modelo que se basa en algunos principios del diseño de 

tareas. En su modelo menciona que existen 3 etapas o componentes en una secuencia de 

tareas, que considera “tareas muy similares”: crisis, retroalimentación y 

desvanecimiento (crises, feedback and fading). Es decir que puede admitir la repetición 

de ejercicios como un medio para que los alumnos puedan aprender. Este mismo 

principio es enunciado por Watson y Mason (2005). 

Mason y Johnston – Wilder (2006) hablan de “dimensiones de posible variación”, se 

pueden variar algunas dimensiones o aspectos del problema: 

- ¿Qué aspectos de la tarea son fijos? 

- ¿Qué aspectos son particulares, y pueden ser variados? 

Los alumnos progresan cuando se percatan de que lo importante no son los números 

sino el método, y logran identificar “clases de problemas”. En nuestro trabajo usamos 

este concepto de variación para lograr una reflexión de los estudiantes sobre sus 

respuestas. 

 Las tareas no deben ser vistas individualmente sino dentro de un panorama mucho más 

amplio, una secuencia de tareas, que puede incluir ejercicios repetitivos, con pequeñas 

variaciones.  



24 

 

En ocasiones es necesario que la secuencia esté salpicada de ocasionales crisis, que 

necesiten de alguna retroalimentación para ser superadas. Conforme se desarrolla la 

secuencia de tareas, la retroalimentación va “desvaneciéndose”, con el objetivo de que 

el alumno no se vuelva demasiado dependiente de ellas en las evaluaciones (Bokhove, 

2014). 

Swan (2008), tiene un concepto más social del diseño de tareas, para él la tarea es solo 

una parte del diseño. Reconoce sin embargo que hay diferentes teorías que se aplican 

dependiendo de cuáles sean los resultados deseados. 

Este autor se distancia del modelo de aprendizaje por descubrimiento y adopta una línea 

más confrontacional, en la que se generan “sorpresas, tensiones y conflictos cognitivos, 

que pueden ser resueltos mediante la reflexión y la discusión” (p.1). 

Se proponen en dicho trabajo cinco tipos de tareas que estimulan los procesos 

inherentes al aprendizaje.  

1. Clasificar objetos matemáticos. 

2. Interpretar múltiples representaciones. 

3. Evaluar enunciados matemáticos. 

4. Creación de problemas. 

5. Analizar el razonamiento y las soluciones. 

Este investigador enfoca su trabajo en la utilización de múltiples representaciones. Uno 

de sus trabajos de investigación era la construcción de una secuencia de tareas para 

introducir el concepto de aumentos y disminución porcentual. 

                      

     Figura 3 
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Si bien Swan propone un modelo de aprendizaje que denomina de “orientación 

colaborativa”, siguiendo la influencia del constructivismo social, frente a lo que el 

mismo denomina “orientación de transmisión”, que podemos relacionar con los 

métodos expositivos clásicos, el principio que enfatiza en su trabajo es el usar múltiples 

representaciones de un objeto matemático. Este autor propone que una de las 

condiciones para lograr un aprendizaje adecuado es que el profesor sea capaz de generar 

en el aula un clima adecuado para el aprendizaje. 

Kullberg, Runesson  y Mårtensson (2013), realizaron un estudio sobre cómo el diseño 

de tareas podía ayudar a comprender mejor el concepto de división entre números 

comprendidos entre 0 y 1. Fue un proceso cíclico realizado en tres sesiones. Después de 

cada sesión se discutían los resultados, se hacían ajustes para la siguiente tarea y la 

sesión la realizaba el siguiente profesor. Así hasta completar las 3 sesiones. El estudio 

también incluía un mapeo de cómo los alumnos resolvían cierto tipo de tareas antes y 

después de cada sesión.  

Este caso es un ejemplo en el que los profesores, después de cada sesión, discutieron, 

reflexionaron sobre el proceso de enseñanza y refinaron el diseño de tareas, para 

direccionarlo mejor hacia lo que querían lograr y también para hacerlo más 

comprensible  para los alumnos. 

Entre las conclusiones expresadas por los autores del estudio está el hecho de que el 

primer profesor había tratado de que el material permitiera a los estudiantes establecer 

una conexión entre el cociente y el numerador, conexión que los alumnos no fueron 

capaces de lograr.  Se hicieron algunos  ajustes a la secuencia de tareas y los otros dos 

profesores enfocaron sus esfuerzos hacia ese tópico. 

Para nuestro trabajo hemos usado este principio del diseño de tareas, es decir 

planteamos primero un piloto como experiencia exploratoria, y de acuerdo a los 

resultados hicimos algunos ajustes en el diseño de la secuencia de tareas. Los resultados 

obtenidos permitieron reformular la secuencia de tareas y así ir conformando una 

propuesta didáctica, que se puede ir modificando sucesivamente. 

Ron, Zaslavsky y Zodik (2013), señalan que el proceso de diseño de tareas con 

frecuencia está formado por 3 etapas: 
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- Afirmar los objetivos y conectar la tarea con los objetivos.  

- Diseñar una actividad genérica que nos dirija a dichos objetivos. 

- Cuidadosamente escoger los ejemplos específicos para implementar la tarea 

genérica. 

Su investigación estaba enfocada en preparar el terreno para presentar un concepto 

nuevo: el de derivada, y eligieron hacerlo creando la necesidad de contar con una 

herramienta y a la vez nuevo concepto, que les permita realizar el gráfico de funciones 

con mayor precisión.  

Un concepto importante que señalan en su investigación es que construyeron el diseño 

de tareas basándose en los conocimientos previos que los alumnos tenían. El objetivo 

era mostrar algunas limitaciones en las herramientas que los estudiantes conocían para 

mostrar la necesidad de contar con un instrumento más poderoso. Esta forma de 

presentar el concepto se llama “aproximación por necesidad”.  En la siguiente figura 

mostramos la tarea diseñada. 

                    

                      Figura 4.  (Tomada de Ron et al., (2013)) 

 

La fase de escoger los ejemplos específicos es muy importante, en esta tarea, no hubiera 

sido muy apropiado escoger una función cuadrática, porque los alumnos podrían 

determinar lo pedido haciendo uso de sus conocimientos sobre función cuadrática. 
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En conclusión otro principio del diseño de tareas es que los ejemplos deben estar 

dirigidos a crear la necesidad del nuevo concepto que se quiere presentar. 

Debido a este último hecho Ron et. al., (2013) concluyen que los ejemplos específicos 

que se escogen pueden cambiar dramáticamente  la calidad de la tarea y su conexión 

con las metas. 

Watson y Mason (2005), elaboraron una teoría que denominan “Teoría del aprendizaje a 

través de la ejemplificación”, que consiste en solicitar a los alumnos realizar tareas de 

construcción de ejemplos, a partir de sus conocimientos previos. 

En esta teoría, se utiliza mucho el concepto de scaffolding, que puede ser traducido 

como una construcción gradual, que a partir de objetos accesibles o familiares para el 

alumno, sus propiedades y asistencia apropiada, puede alcanzar a completar la tarea 

solo, sin que haya necesidad de reducir la complejidad cognitiva de la tarea (Stein, 

Grover, y Henningsen, 1995).  

Damos un ejemplo de dos tareas en este enfoque: 

                 

                                    Figura 5.  Tomado de Watson y Mason (2005). 
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Tarea 7a: ¿Qué tan diferente? 

Dé un ejemplo de una ecuación lineal. 

Cambie su ejemplo de alguna manera para dar una recta distinta. 

Haga más alteraciones similares para lograr nuevas rectas. 

Ahora haga un tipo diferente de cambio. ¿En qué difiere la nueva recta de las otras  

obtenidas hasta ahora? 

¿Qué otros tipos de cambio se pueden hacer y cuál es el efecto de estos cambios? 

 

Tarea 7b: Variación de la anterior. 

Escriba (la regla de correspondencia de) una función que sea continua, excepto en un 

punto. 

Escriba otra. 

Escriba una, que tenga un tipo diferente de discontinuidad en un punto. 

¿Qué otros tipos de discontinuidad puede Ud. hacer? 

 

Podemos observar que cada tarea está compuesta de ejemplos, en los que el alumno 

debe construir objetos matemáticos. En estas dos tareas, se pueden apreciar varios 

principios del diseño de tareas, como empezar de conocimientos previos, avanzar 

gradualmente y además la posibilidad de cambiar la tarea ligeramente, para lograr que 

los alumnos reflexionen sobre lo que van construyendo.  

La repetición “aparente” de ejemplos con pequeños cambios, según esta teoría 

contribuye a que el alumno comprenda un nuevo concepto a partir de la observación de 

una característica o un principio que se mantiene válido para una variedad de ejemplos. 

En ese tipo de tareas el estudiante hace lo que naturalmente hacen las personas, observar 

qué es igual y qué es diferente en cada caso (Watson y Mason, 2005). 

Los autores mencionan la existencia de un “espacio personal de ejemplos”, así como de 

un “espacio potencial de ejemplos”, que según ellos mismos reconocen están inspirados 

en el concepto de “zona de desarrollo próximo” de Lev Vygotsky. Es decir que el 

espacio personal de ejemplos es el conjunto de ejemplos que los alumnos podrían 

construir solos, y el espacio potencial, es el conjunto de los ejemplos que están un poco 
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más allá, pero para los cuales podemos usar el concepto de “scaffolding”, logrando que 

el estudiante “extienda” el espacio personal de ejemplos que puede crear.  

El núcleo de esta aproximación está basado en dos principios pedagógicos: 

- Aprender matemáticas consiste en explorar, reacomodar, y extender los espacios 

de ejemplos y las relaciones dentro y entre ellos (se asume que hay varios 

dependiendo del conocimiento que se desea aprender). 

- Experimentar ampliaciones del espacio de ejemplos (si son cuidadosamente 

guiadas), contribuye a la flexibilidad de pensamiento, no solo dentro del ámbito 

de la matemática, y potencia la adopción de nuevos conceptos. 

En resumen podemos sintetizar algunos principios del marco teórico en el que nos 

basamos: 

- Es importante que la secuencia de tareas considere los conocimientos previos de 

los alumnos. 

- Es importante proporcionar feedback cuando sea necesario para superar las 

etapas de crisis. 

- Es valioso usar diversas representaciones de los objetos matemáticos. 

- Se puede pedir que los alumnos construyan ejemplos repetidos con pequeñas 

variaciones para lograr que comparen cada caso.  

Nuestra investigación se enmarca dentro del diseño de tareas, tratando de mantener los 

principios básicos mencionados en las investigaciones precedentes, principalmente la 

teoría desarrollada por Watson y Mason (2005), que creemos incluye la mayor parte de 

los principios generales del diseño de tareas y está más cercana a lo que pretendemos 

llevar a cabo. 

Además nos referimos al concepto de aprendizaje significativo de Ausubel, que sobre 

todo asigna la máxima importancia a lo que los alumnos saben, para construir los 

nuevos conocimientos, e incorporarlos en su estructura cognitiva (Ausubel, 2000).  

También usamos la terminología de Skemp (2006), es decir el aprendizaje relacional 

(esquemático) y el aprendizaje instrumental. 
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2.4  LA DERIVADA 

 

2.4.1 ASPECTOS HISTORICOS 

 

Boyer y Merzbach (2011) atribuyen a Fermat, haber encontrado alrededor de 1629, un 

método para encontrar los máximos y mínimos de funciones polinómicas, comparando 

el valor de una función en un punto x con el valor de la función en un valor x+E, y 

observó que en las proximidades del punto más alto o más bajo de la gráfica, el cambio 

era casi imperceptible. Mientras más pequeño era el valor de E más cercana era la 

diferencia a cero.  

Aunque Kepler ya había observado este hecho, fue Fermat quien lo tradujo como un 

proceso para determinar tanto el máximo como el mínimo de una curva (Eves, 1953). 

Barrow en 1670, explicó un método para obtener tangentes que usaba 2 variables 

(equivalentes a ;x y  ) en vez de una variable como Fermat. Se dice que Barrow fue 

el primero en darse cuenta de que la diferenciación y la integración eran operaciones 

inversas (Eves, 1969). 

Entre todas las grandes contribuciones de Isaac Newton (1642 – 1727), quien por cierto 

fue discípulo de Barrow, está el método de los “fluxiones”, para calcular tangentes a una 

curva, según el cual considera a las variables x y y, como “fluentes”  y a sus respectivas 

razones de cambio como “fluxiones” (Boyer y Merzbach, 2011). Bajo este enfoque la 

abcisa y la ordenada son cantidades cambiantes en el tiempo. Así, el momento de un 

fluente es un cambio infinitamente pequeño. Si un fluente (como la ordenada del punto 

de la gráfica de una curva, se representa por y, entonces la fluxión de ese fluente está 

dada por y


. Su trabajo, que fue escrito en 1671, no fue publicado sino hasta 1736. 

Lamentablemente los últimos años de vida de Newton se vieron oscurecidos por una 

controversia con Leibniz, quien había llegado a las mismas conclusiones, en cuanto a 

hallar tangentes. Leibniz (1646 – 1716) usó la notación diferencial dx y dy, para 

referirse a las pequeñas diferencias. Determinó las fórmulas para la diferenciación de un 

producto y un cociente, despreciando los productos de 2 diferenciales, tal como hizo 

Newton con sus momentos. La notación que usó Leibniz probó ser más conveniente que 

la usada por Newton, tal es así que algunas de sus representaciones se usan hasta 
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nuestros días. Sin embargo la notación ( )f x  se la debemos a Lagrange (1736 – 1813) 

(Eves, 1969). 

   

 

2.4.2 ASPECTOS FORMALES 

 

Se dice que a R es un punto de acumulación del conjunto X, cuando todo entorno V  

de a contiene algún punto de X diferente del propio a.  Se representa mediante X   al 

conjunto de los puntos de acumulación de X. Si a X no es un punto de acumulación 

de X se dice que es un punto aislado (Lima, 1997).  

Consideremos la siguiente definición de derivada por el mismo autor: 

Sean RXf :  y a X X  .  La derivada de la función f  en el punto a es el límite:  
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Si este límite existe, se dice que la función f es derivable en el punto a.  

Esta definición es la que se usa en nuestra institución educativa en el curso de Cálculo 

para estudiantes de Ciencias Administrativas, para presentar el concepto de derivada en 

un punto. Se presenta su interpretación geométrica, como la pendiente de la recta 

tangente a la gráfica de la función en el punto  ; ( )a f a .  

Cuando existe la derivada ( )f x  en todos los puntos x X X   , se dice que la función 

:f X R  es derivable en el conjunto X, obteniéndose una función :f X X R   ,  

( )x f x , llamada función derivada de f. 

 

2.4.3 LA DERIVADA EN RESOLUCION DE PROBLEMAS DEL AMBITO 

ECONOMICO ADMINISTRATIVO 

 

Hemos visto en la revisión histórica que una de las principales razones por las que nace 

el concepto de derivada fue la necesidad de encontrar solución a los problemas que 

involucraban máximos y mínimos, como lo establecen Boyer y Mertzbach (2011), 
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refiriéndose a la introducción de la diferenciación por Fermat, que fue publicada 

póstumamente en su trabajo “Método para encontrar máximos y mínimos” de 1538. 

Newton y Leibniz, no necesariamente al mismo tiempo, pero en forma independiente, 

dieron vida al cálculo infinitesimal. La motivación principal de la aparición del Cálculo 

fue dar solución a problemas que hoy son dominio de la ingeniería y la física, como son 

la pendiente de la recta tangente a una curva y la velocidad instantánea (Azcárate, 

Badillo, García y Moreno, 2011). 

Ya que una de las principales aplicaciones de la derivada es determinar la razón de 

cambio de una variable con respecto a otra, la derivada ha extendido su campo de 

utilización a la economía para medir como cambian las variables económicas (costo 

ingreso, utilidad, producción, etc.) cuando cambia una variable de la cual dependen 

(unidades producidas, tiempo, precio). Podemos reseñar los aspectos más saltantes del 

ámbito económico en los que interviene el concepto de derivada. 

 

Análisis marginal. 

Uno de los conceptos más importantes en Economía es determinar cuánto se 

incrementará una variable cuando otra, de la cual depende se incrementa en una unidad. 

Para cada nivel de producción es importante preguntarse si la empresa debería aumentar 

su producción. Lo que se desea finalmente es aumentar la utilidad.  

El costo marginal es, para un determinado nivel de producción, el aumento de los 

costos totales cuando la producción aumenta  en una unidad. El ingreso marginal es, 

para un determinado nivel de producción, el aumento del ingreso total cuando la 

producción aumenta en una unidad.  

La empresa decidirá aumentar su producción mientras que el ingreso marginal sea 

mayor que el costo marginal, dado que producir y vender una unidad adicional aumenta 

los beneficios (utilidad). En el caso contrario, es decir si el costo marginal supera al 

ingreso marginal, la empresa no debe aumentar su nivel de producción, porque cada 

unidad adicional producida disminuye los beneficios (Begg, Fisher y Dornbusch, 2002). 

Si una empresa conoce sus curvas de costos e ingreso puede, usando el concepto de 

derivada, determinar su costo e ingreso marginales.  
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Para algún nivel de producción q se puede determinar, aproximadamente, el costo e 

ingreso marginal por medio de las relaciones: 

Costo Marginal 
dC

dq
   ;     Ingreso Marginal 

dI

dq
    

Esta aproximación es válida para valores cercanos a q, debido a que en las proximidades 

de q la pendiente de la recta tangente a las gráficas del costo y del ingreso es 

aproximadamente igual al aumento en el ingreso y el costo totales, generado por el 

incremento de una unidad en el nivel de producción (Azcárate et al., 2011). 

Así pues las funciones costo e ingreso marginal son las razones de cambio instantáneas 

de las respectivas funciones de costo e ingreso, respecto al número de unidades 

producidas, considerando todos los otros factores constantes, es decir asumiendo que el 

costo e ingreso solo dependen del número de unidades producidas. (Azcárate et al., 

2011). 

Es importante hacer notar en esta parte que, dado que la variable independiente es el 

número de unidades producidas, se está trabajando con un subconjunto de los números 

racionales (suponiendo que las unidades puedan estar en cientos o en miles). Sin 

embargo se debe extender el dominio a los números reales mayores o iguales que cero, 

para que la función sea continua, porque de lo contrario no sería derivable. 

 

Oferta y demanda 

La demanda es una medida de la cantidad de bienes que los consumidores están 

dispuestos a adquirir a cada precio concebible.  

La oferta es la cantidad de un bien que los productores (u ofertantes en general), están 

dispuestos a ofrecer a cada precio concebible. (Begg et al., 2002). 

Bajo el supuesto de que todos los otros factores permanecen constantes (Ceteris 

paribus), a mayores precios aumentará la cantidad ofertada del producto, pero del 

mismo modo para un incremento en el precio, la cantidad demandada del producto 

disminuye. 
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Las relaciones entre el precio y las cantidades ofertada y demandada, dado el supuesto 

considerado en el párrafo anterior, se conocen como función de oferta y función de 

demanda, respectivamente. 

Se debe hacer la misma aclaración que se hizo en el caso de análisis marginal, sobre el 

dominio de las funciones de oferta y demanda, dado que estamos hablando de unidades 

producidas o vendidas y de precios, que son números racionales mayores o iguales que 

cero, se consideran como funciones continuas en el conjunto de los números reales 

mayores o iguales que cero, para poder hacer uso de las herramientas de diferenciación. 

Si las funciones de oferta y demanda no son lineales, la derivada es una poderosa 

herramienta para estudiar el comportamiento de la cantidad demandada y ofertada a 

partir de un cambio en el precio. 

La pendiente de las curvas de oferta y demanda es una medida del comportamiento de la 

cantidad demandada y ofertada cuando hay cambios en los precios. Así por ejemplo, si 

una empresa se dedica a la exportación de tomates, y el precio en el mercado aumenta, 

la gerencia tomará la decisión de aumentar la producción (si esto es físicamente 

posible). Por otro lado el consumidor final, ante un alza en los precios de tomate, puede 

decidir disminuir su consumo o reemplazarlo por otros productos, y así disminuye la 

cantidad demandada.  

Observando estos cambios, se deduce que en la función de oferta la derivada de la 

cantidad ofertada con respecto al precio será positiva y en la función demanda la 

derivada de la cantidad demandada con respecto al precio será negativa. Para efectos 

didácticos en los cursos de Pre-Cálculo, se considera que las funciones oferta y 

demanda son lineales (Azcárate et al. 2011), sin embargo en los cursos de Cálculo, se 

pueden utilizar funciones no lineales, usando el concepto de derivada, que nos permite 

conocer la pendiente de la curva en cada punto, a partir de su regla de correspondencia. 
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CAPITULO 3: LA EXPERIENCIA DIDÁCTICA 

 

 

3.1 METODOLOGIA 

 

La metodología del presente trabajo de investigación es cualitativa, exploratoria y 

descriptiva. Podemos mencionar 4 características de la investigación cualitativa 

(Creswell, 2003) que están relacionadas con nuestro trabajo: 

 

- Usa múltiples métodos que son interactivos y humanísticos, con participación 

activa de los individuos investigados. 

- Es emergente, más que fuertemente restringida. Las preguntas de investigación 

pueden cambiar y ser refinadas. 

- Es fundamentalmente interpretativa. Esto significa que el investigador realiza 

una interpretación de los resultados. 

- Posibilita que el investigador cualitativo se comprometa en roles que van desde 

no participante hasta completamente participante. 

 

Por otro lado las formas en las que se recoge la información pueden ser (Creswell, 

2003): 

- Observaciones. El investigador toma nota de la conducta y actividades de los 

individuos en el lugar de investigación. 

- Entrevistas. El investigador conduce entrevistas personales a los individuos 

participantes. 

- Focus groups. En los que se pueden considerar entre 6 a 8 entrevistados por 

grupo, para recoger las opiniones de los participantes. 

- Recolección de documentos. 

- Material audio – visual. 
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3.2  EL ESCENARIO 

 

Se realizó la investigación en el marco del curso de Lógica Matemática, de la carrera de 

Administración de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC). 

El nombre del curso es Lógica Matemática, que incluye tópicos de Cálculo y de Lógica, 

es un curso de segundo ciclo. 

 

3.3  LOS PARTICIPANTES 

 

- Se escogió a 15 alumnos de una sección de 40 alumnos, de la cual el 

investigador era a su vez el profesor del curso.  

- La elección de los participantes fue hecha entre los que mostraron disposición de 

participar y tenían la disponibilidad de tiempo. 

- Los participantes tenían diferentes grados de conocimiento de los cursos previos, 

había desde muy buenos alumnos hasta regulares, considerando lo que sus notas 

y sus actividades en la clase reflejaban hasta ese momento. 

- Las edades estaban entre 17 y 18 años. Eran 10 señoritas y 5 varones. 

- Su actitud y disposición a colaborar eran óptimas. 

 

3.4  EL CONTEXTO 

- El curso previo es de aprendizaje de habilidades algebraicas, funciones básicas y 

propiedades de funciones, así como resolución de problemas del ámbito 

económico – administrativo, usando dichas habilidades. 

- Todos los alumnos llevaban el curso de Lógica – Matemática por primera vez. 

- Los estudiantes ya habían terminado el estudio de la derivada de funciones de 

una variable, dentro del curso, para cuyo estudio se asignan 12 horas en 2 

semanas. 

- Los alumnos ya habían tenido una evaluación del tema de derivadas. 

- Como parte del curso se estudia posteriormente funciones de dos variables y 

derivadas parciales. 
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- Todos los temas del curso se direccionan hacia problemas de aplicación del 

ámbito de su carrera. 

 

3.5  DISEÑO DE LA SECUENCIA DE TAREAS 

 

El diseño de la secuencia de tareas se realizó a partir del marco teórico escogido (diseño 

de tareas), usando los principios expuestos por los investigadores de ese enfoque, con la 

idea de contribuir a un aprendizaje significativo del concepto de derivada, que, por las 

razones expuestas en los antecedentes, podía no haber ocurrido en muchos casos. 

La secuencia es coherente con el enfoque expuesto por Watson y Mason (2005), que 

recogen el concepto de scaffolding  para el diseño de tareas, las que son presentadas 

como “ejemplos”, en los que se pide a los alumnos la construcción de objetos 

matemáticos, familiares para ellos, y se realizan variaciones en los ejemplos, para que 

los alumnos analicen los cambios y puedan ir obteniendo relaciones, entre la derivada 

de la función f en un punto, con la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la 

función.   

Para el diseño nos basamos en algunos principios del diseño de tareas enunciados por 

los autores ya mencionados con anterioridad. 

- La parte inicial de la secuencia explora y evoca los conocimientos previos de los 

participantes, adquiridos en el curso anterior. 

- Las preguntas que se diseñaron solicitaban a los participantes construir ejemplos 

(gráficos y analíticos) de objetos matemáticos familiares para ellos, pero que 

tuvieran cierto comportamiento no tan familiar, con las herramientas que ellos 

tenían en ese momento (curso anterior y presente). 

- Dentro de las preguntas se incluyó sub – preguntas, solicitando que los 

participantes expliquen de manera concisa el comportamiento de los objetos 

obtenidos, por escrito. 

- Las preguntas fueron diseñadas de modo que la demanda cognitiva fuera 

gradualmente en aumento. 

- Ante la aparición de conflictos cognitivos o semióticos insalvables se 

proporcionó feedback a los participantes. 
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- Se usaron 3 representaciones diferentes del objeto matemático derivada: gráfica, 

algebraica y simbólica. 

- En una secuencia de 4 preguntas (preguntas 3, 4, 5 y 6) se hicieron pequeñas 

variaciones para producir comparación y reflexión por parte de los participantes. 

 

3.6  PUESTA EN ESCENA 

- Una semana antes de la aplicación de la secuencia didáctica diseñada, se realizó 

un piloto con 9 alumnos de la misma sección. Ver Anexo 4. 

- Después de analizar los resultados se hizo algunos cambios a las tareas, por 

razones de complejidad semiótica y de enfoque hacia la resolución de 

problemas. 

- La secuencia se llevó a cabo en una sola sesión de 120 minutos. 

- Se entregó el material completo a los alumnos. 

- El trabajo fue individual, pero no se restringió el diálogo. 

- Se proporcionó feedback, cuando hubo alguna dificultad. 

 

3.7  DESCRIPCION DE LA SECUENCIA DE TAREAS. Ver anexo 1 

Partiendo de los conocimientos previos de función lineal, y pendiente, se explora el 

objeto matemático función lineal, desde el punto de vista del crecimiento o 

decrecimiento, tratando de que el alumno establezca conexiones entre la velocidad de 

crecimiento y la pendiente de la recta, así como con la derivada de la función, teniendo 

en cuenta que los alumnos ya han estudiado el concepto de derivada. 

Posteriormente se trabajó con los conceptos de función creciente y decreciente, más 

rápidamente y más lentamente con el registro gráfico y simbólico (no algebraico). Se 

buscaba que los participantes relacionaran el comportamiento de la función con la 

pendiente de la recta tangente y con el valor de la  derivada de la función en un punto, 

especialmente en los extremos relativos.   

En ese sentido, se solicitó construir ejemplos de funciones, conocida cierta información 

sobre el comportamiento de la función. Se diseñó una serie de 4 preguntas (de la 3 a la 

6), en las que se pedía dibujar una función, que cumplía ciertas condiciones, de 

crecimiento o decrecimiento y se acompañó esta pregunta que podemos llamar 
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“principal” con 5 sub preguntas, en las que el alumno tenía que reflexionar acerca de la 

función que había dibujado y escribir sobre ella.  

En la pregunta 7 los estudiantes tenían que construir un ejemplo gráfico de una función, 

conocido el comportamiento de la función derivada. En la pregunta 8, se pidió a los 

alumnos modificar las condiciones dadas en la pregunta anterior y construir una nueva 

gráfica, dejando que elija las condiciones a modificar. 

Finalmente se presentó un problema contextualizado, en el que los participantes podrían 

transferir los conocimientos adquiridos. Además se pidió modificar las condiciones de 

dicho problema, para obtener un resultado diferente. 

Cabe anotar que los alumnos no conocen el término función lineal afín, por razones de 

simplicidad en el curso previo, se asigna el nombre de función lineal a todas las rectas, 

no verticales de pendiente diferente de cero. 

 

3.8  SECUENCIA DE TAREAS. 

 

Pregunta 1.  

 

En un mismo sistema de ejes grafique dos funciones lineales  f  y g que sean crecientes, 

pero que crezcan de manera diferente. 

 

Objetivos de la pregunta.  

- Vincular el inicio de la actividad con objetos matemáticos ya conocidos por los 

alumnos, buscamos conocimientos ancla, para ir acercándonos poco a poco al 

concepto de derivada. 

- Explorar la fortaleza de los conocimientos previos de función lineal. 

                    

Sobre el dibujo realizado se pidió contestar 3 sub-preguntas: 

 

 

1a. Explique cuál es la diferencia entre el crecimiento de  f  y g. 
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Objetivos de la pregunta:  

- Lograr que el alumno establezca intuitivamente que una pendiente mayor 

corresponde a un crecimiento más rápido de la función lineal.  

- Lograr que el alumno verbalice sobre su producción y confirmar los 

conocimientos previos. 

 

1b. Escriba una posible regla de correspondencia para cada una de las funciones lineales 

que ha dibujado. 

 

Objetivos de la pregunta:  

 

- Involucrar otra representación de la función. 

- Indagar si el estudiante puede estimar las pendientes numéricamente. 

- Explorar debilidades en los conocimientos previos.  

 

1c. Explique cómo se comporta la derivada de las funciones  f  y g, en cada punto. 

Objetivos de la pregunta: 

-  Indagar cuál es el nivel de identificación que tiene el alumno entre el valor de la 

derivada de la función lineal y la pendiente de la recta que representa dicha 

función lineal. 

- Lograr que el alumno explique y muestre sus concepciones sobre la derivada de 

una función lineal, en cualquier punto. 

Pregunta 2. 

 

Determine la pendiente de cada una de las rectas mostradas en la gráfica. 
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Objetivos: 

- Recuperar los conocimientos previos sobre signos de las pendientes de las 

rectas, para usar en las tareas posteriores. 

- Investigar posibles carencias en habilidades de cursos previos que puedan influir 

en el aprendizaje de conceptos nuevos. 

Pregunta 3. 

Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo creciente, pero cada 

vez más rápidamente. 

 

Objetivos:   La primera de una serie de 4 preguntas similares, en las que se perseguía: 

- Que en base a sus conocimientos previos de funciones, los alumnos pudieran 

darse cuenta de que las funciones pueden crecer de distintas maneras. 

- Investigar su conocimiento de funciones crecientes. 

 

Respuesta esperada:                 o una forma parecida. 
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Sub-preguntas:  

3a. Cuando la variable x crece, entonces la variable y   ………………………………… 

Objetivos: 

- Relacionar una función creciente con una imagen en la mente del alumno. 

- Relacionar el comportamiento de la función que han dibujado, con su derivada 

en cualquier punto. 

3b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )                                                Es negativa (    ) 

Objetivo:    

- Investigar si relaciona el crecimiento de la función con el valor de la derivada en 

cualquier punto. 

- Obligarlo a reflexionar sobre la posibilidad de dicha relación. 

3c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

Objetivos:    

- Que el alumno establezca que la derivada es mayor conforme crecen los valores 

de la variable x, a partir de la observación de su gráfica. 

- Involucrar la representación simbólica. 

3d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple  que  0)(  xf ? ¿Por qué? 

Objetivos:    

- Lograr que el alumno reflexione sobre el significado geométrico cuando la 

derivada es cero. 

- Determinar si relacionan la pendiente de la recta tangente con la derivada. 

3e. ¿La función podrá tener un máximo?     Si (    )    No (    )   ¿Por qué? 

Objetivo:  

- Lograr que el alumno pueda contestar a partir de su gráfica y de la información 

dada. 
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Pregunta 4. 

Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo creciente, pero cada 

vez más lentamente. 

Objetivo de la pregunta:   Generar que, en base a sus conocimientos previos de 

funciones, y a la luz de la pregunta anterior los alumnos puedan tener una imagen 

mental de una función que cumpla ciertas condiciones. 

 

Respuesta esperada:                        o parecida.  

 
Sub-preguntas:  

4a. Cuando la variable x crece, entonces la variable  y   ………………………………… 

Objetivo:   Reforzar su concepto de función creciente y decreciente. 

4b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )                                                            Es negativa (    ) 

Objetivo:   Relacionar el comportamiento de la función que han dibujado, con su 

derivada en cualquier punto. 

4c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

Objetivo:   

- Lograr que el alumno establezca que la derivada es menor conforme crecen los 

valores de la variable x, a partir de la observación de su gráfica. 

- Involucrar el registro simbólico en las respuestas. 
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4d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Por qué? 

Objetivo: 

- Generar que el alumno reflexione sobre el significado geométrico cuando la 

derivada es cero, observando su gráfica. 

4e. ¿La función podrá tener un máximo?     Si (    )    No (    )   ¿Por qué? 

Objetivo: Que el alumno pueda contestar a partir de su gráfica y de la información 

dada. 

 

Pregunta 5. 

Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo decreciente, pero 

cada vez más rápidamente. 

 

Objetivo de la pregunta:   

- Que el alumno refuerce o corrija sus concepciones en base a los resultados 

alcanzados en las 2 preguntas anteriores. 

Respuesta esperada:                        o parecida.  

Sub-preguntas:  

5a. Cuando la variable x crece, entonces la variable  y   ………………………………… 

Objetivo:   Reforzar su concepto de función creciente y decreciente. 

5b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )                                                            Es negativa (    ) 

Objetivo:   Relacionar el comportamiento de la función que han dibujado, con su 

derivada en cualquier punto. 
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5c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

Objetivo:  Que el alumno establezca que la derivada es menor conforme crecen los 

valores de la variable x, a partir de la observación de su gráfica. 

5d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Por qué? 

Objetivo:   Explorar si el alumno ya está relacionando la pendiente de la recta tangente 

con el comportamiento de su gráfica. 

5e. ¿La función podrá tener un mínimo?     Si (    )    No (    )   ¿Por qué? 

Objetivo: Que el alumno pueda contestar a partir de su gráfica y de la información 

dada. 

 

Pregunta 6. 

Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo decreciente, pero 

cada vez más lentamente. 

 

Objetivo de la pregunta:   

- Que el alumno refuerce o corrija sus concepciones en base a los resultados 

alcanzados en las 3 preguntas anteriores. 

- Respuesta esperada:                        o parecida.  

 

Sub-preguntas:  

6a. Cuando la variable x crece, entonces la variable y   ………………………………… 

Objetivo:   Reforzar su concepto de función creciente y decreciente. 
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6b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )                                                 Es negativa (    ) 

Objetivo:   Relacionar el comportamiento de la función, con su derivada. 

6c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

Objetivo:  Lograr que el alumno detecte que la derivada va creciendo (es menos 

negativa) conforme crecen los valores de la variable x, a partir de su gráfica. 

6d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Por qué? 

Objetivo: Determinar si el alumno a este nivel está comprendiendo que la derivada 

puede aumentar  a partir de valores negativos pero no alcanzar el valor cero. 

6e. ¿La función podrá tener un mínimo?     Si (    )    No (    )   ¿Por qué? 

Objetivo: Lograr que el alumno exprese sus ideas por escrito en palabras, a partir de su 

gráfica y de la información dada. 

 

Pregunta 7: 

Grafique una función continua )(xfy   que sea creciente cada vez más lentamente 

para todo 2x , y que sea decreciente cada vez más rápidamente para todo 2x . 

 

Objetivo de la pregunta:  

- Lograr que el alumno construya la gráfica de una función en base a la 

experiencia adquirida en las preguntas anteriores. 
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Sub-Preguntas: 

7a. ¿Qué se puede decir sobre la derivada de f cuando x = 2? 

Objetivo:   Investigar a través de la expresión escrita el aprendizaje del alumno. 

7b. ¿Qué ocurre con la función en x=2?  

Objetivo:   Lograr que el alumno exprese con palabras o con símbolos una conclusión 

emanada de su gráfica. 

Pregunta 8: 

Dibuje la gráfica de una función que cumpla las siguientes condiciones: 

a. 0)1(y0)3(  ff  

b. 3  para0)( -xxf   

c. 1 3- para0)(  xxf  

d. 1  para0)(  xxf  

 

Objetivos:    

- Examinar la comprensión relacional de los valores que toma la derivada de una 

función. 

- Explorar la evolución que puede haber tenido el alumno a través de la secuencia 

de tareas. 

 

Pregunta 9: 

En el problema anterior mantenga la condición a. y modifique una o más de las 

condiciones  b, c, d. Escriba las condiciones a, b, c, y d; y luego esboce un gráfico de 

la función que cumpla las condiciones escritas por Ud. 

 

Objetivos:    

- Examinar la comprensión relacional del estudiante con una tarea de mayor  

demanda cognitiva. 
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- Investigar si el estudiante relaciona el signo de la derivada con el 

comportamiento creciente o decreciente de la función. 

 

Pregunta 10: 

La función de costo total de la empresa ALFA, en términos del número de unidades 

q que fabrica,  es 3002
3

)(
2

 q
q

qC  donde C está en dólares. 

a) Determine el nivel de producción qα que minimiza el costo promedio por 

unidad. 

b) La empresa BETA tiene una función de costo total similar a la de la empresa 

ALFA, pero el nivel de producción que minimiza el costo promedio por unidad 

es qβ = 50.  

i. Escriba una posible función de costo total de la empresa BETA.  

ii. Explique cómo llegó a obtener tal función de costo de la empresa BETA. 

Objetivos:  

 Examinar el nivel de comprensión del concepto de derivada al tener que usarlo 

en un problema contextualizado del campo económico administrativo. 

 Examinar el manejo de recursos algebraicos ligados a la comprensión del valor 

de la derivada en un punto óptimo de la función. 

 Recordar el concepto de costo promedio, que será usado más adelante en el 

curso. 
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CAPITULO 4: RESULTADOS Y ANALISIS 
 

 

 

 

4.1 ANALISIS DE LOS RESULTADOS. 

 

 

1. Se elaboró cuadros para el registro de la información, asignando a cada alumno 

un número del 1 al 15 (ver anexo 2). 

2. Se elaboró una preguntas aclaratorias dirigidas a algunos alumnos con el 

objetivo de tener una idea más clara de cuáles habían sido sus ideas al contestar 

ciertas preguntas. 

Pregunta 1. Gráfica. 

 

Resultados y análisis.  

En esta primera pregunta 11 de los 15 alumnos (73%) dibujaron 2 rectas no paralelas, 2 

(13,5%) dibujaron rectas manifiestamente paralelas y los 2 restantes (13,5%) dibujaron 

una recta y una parábola.  
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- Un 55% de los alumnos (10) dibujaron rectas no paralelas, lo que revela cierta 

intuición en no particularizar demasiado el caso. 

- Sin embargo también se puede observar una de las características que se 

mantienen durante toda la secuencia de tareas: Los alumnos tienen deficiente 

capacidad lectora. A pesar de que la frase “funciones lineales” estaba resaltada 

en negrita, 2 alumnos la ignoraron y dibujaron recta y parábola. 

 

Pregunta 1a. 

 

Resultados y Análisis: 

- Un 33% de los alumnos dijeron que una de las rectas tenía mayor pendiente que 

la otra, y otro 33% que una recta crecía más rápido que la otra. Es decir que solo 

este último grupo de 33% relaciona la pendiente con crecimiento al comienzo de 

la secuencia de tareas. 

- Los dos alumnos que habían dibujado recta y parábola trataron de establecer que 

había una diferencia en la velocidad de crecimiento, pero lo hicieron 

erróneamente, porque su dibujo no se lo permitía.  

- Otros cinco alumnos (33%) dijeron que una pendiente era más elevada, 

empinada o mayor que la otra. Dos de los restantes contestaron cosas que no 

tenían nada que ver y el último no respondió, a pesar de que fue capaz de dibujar 

las rectas correctamente. 

- Varios alumnos no entendieron exactamente la pregunta. Si no hubiera habido 

retroalimentación, pocos la hubieran contestado. 

- Hay una cierta dificultad para expresar en palabras sus producciones 

matemáticas.  

 

Pregunta 1b. 

 

Resultados: 

 

- Diez alumnos fueron capaces de hallar las reglas de correspondencia 

correctamente. Uno de los que hizo recta – parábola, pudo escribir 

correctamente las reglas de correspondencia de la recta y la parábola, el otro no 

contestó, aunque trató. 
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- Los otros tres estudiantes se equivocaron en una de las dos rectas: el signo de la 

pendiente no correspondía.  

 

Análisis: 

 

- No entendieron la pregunta, se tuvo que proporcionar feedback. 

- Existen dificultades con la terminología, no entendían el término regla de 

correspondencia: conflicto semiótico. 

 

Pregunta 1c. 

 

- Cinco alumnos calcularon la derivada pero no explicaron. Sólo dos alumnos 

pudieron calcular bien y explicar bien, dos más, explicaron bien sin calcular, los 

consideramos como correctos.  Los resultados en conjunto de toda la tarea se 

muestran en el Cuadro 1. 

  

 

Cuadro 1. 

 

- Crec. El alumno señala que una recta crece más rápido que la otra. 

- Pend. El alumno señala que una pendiente es mayor que la otra. 

- NC: Su respuesta no corresponde. 

- NR: No respondió la pregunta. 

 

Resultados  

 

- Cinco alumnos calcularon la derivada usando las reglas de correspondencia, pero 

ninguno de ellos fue capaz de explicar cómo se comportaba la derivada.  

- Dos alumnos explicaron, sin calcular y otros dos calcularon y explicaron (5, 7), 

lo que revela el manejo de por lo menos dos registros en estos 2 últimos. 
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Análisis: 

 

 

- La gran dispersión de las respuestas en esta tarea, nos revela que la pregunta 

estaba más allá de la capacidad de comprensión de algunos alumnos. 

- En general no relacionan la derivada de la función “lineal” con la pendiente de la 

recta. 

- Podemos observar que en preguntas en las que se pide explicar (pregunta 

abierta) es un reto difícil de afrontar para nuestros estudiantes, su capacidad de 

expresión escrita es limitada, como lo muestra Amalia (13): 

 

                               

- En esta pregunta hubo que aclarar el significado de lo que estaba escrito, es decir 

que a partir de la información que tenían, determinen el comportamiento de la 

derivada. 

- Es notable el hecho de que los alumnos que explicaron mal, no explicaron o no 

respondieron la pregunta, totalizaron 73% del total. 
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Pregunta 2. Cálculo de pendientes. 

Resultados y Análisis.  

En el Cuadro 2 podemos apreciar que los alumnos que hicieron las 4 pendientes 

correctamente fueron 5. Es notable que el 43% de los alumnos se equivocaran en por lo 

menos dos de las rectas. 

                               
Cuadro 2 

- Los alumnos tienen dificultad en calcular la pendiente mediante la sola 

observación de la gráfica.  

 

Pregunta 3. Función creciente cada vez más rápido. 

Resultados de la gráfica.  

Los resultados para la pregunta 3 se muestran en el cuadro 3. 

- Solo el 53% de los estudiantes pudo graficar correctamente la función, con el 

dominio correcto. 

- Un 33%, pudo hacer la gráfica pero con el dominio incorrecto. 

- El 20% dibujó funciones cuadráticas acotadas con vértice en el origen.  

 

Cuadro 3. 
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- La producción de Nadia (15) para esta pregunta se muestra en el gráfico: 

    

   

Leyenda:  

Dom OK: El dominio de su gráfica correspondía con lo pedido. 

Dom X: Dominio no corresponde. 

Si/J: El alumno responde que sí y justifica bien (de acuerdo a su dibujo). 

Si/XJ: El alumno responde que sí y justifica mal, o no justifica. 

No/J: El alumno responde que no y justifica bien. 

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica. 

NR: El alumno no responde. 

Análisis de la gráfica de la Pregunta 3: 

- En algunos casos es posible que algunos de los que hicieron bien la gráfica, no la 

hayan hecho en forma consciente, como revelan las respuestas posteriores. 

- Algunos alumnos hacen la gráfica sin tomar en cuenta todas las condiciones que 

se les pide. 

- Cuando se presentan varios datos al mismo tiempo el estudiante no es capaz de 

procesarlos todos. En varios casos ignoraron el dominio que se les daba (33%). 

- El recuerdo de las gráficas de funciones cuadráticas es tan fuerte, que, en 

algunos casos no permite otro tipo de curva. 

- En la pregunta aclaratoria la alumna Nadia (15) respondió lo siguiente sobre esta 

misma pregunta 3 (gráfica): 
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- Es decir que la alumna no se dio cuenta del dominio. Es usual entre los 

estudiantes considerar sus gráficas en el ámbito de los números reales no 

negativos. 

 

Resultados y análisis de las subpreguntas:  Ver Cuadro 3. 

 

Pregunta 3a. Si x crece entonces  y   ……. 

 

- El 73% respondió como se esperaba: “crece”, por la familiaridad de la situación. 

Casi de memoria, en algunos casos sin pensar. 

 

Pregunta 3b. Si x crece entonces  la derivada es   ……. 

 

- Acá no hubo sorpresas, el 100% respondió “positiva”, aún los 2 que habían 

hecho recta y una función cuadrática. Hasta ahí llega la certeza posiblemente. 

Los alumnos sí reconocen cuándo una recta tiene pendiente positiva. También es 

posible que relacionen verbalmente la palabra “crece” con positivo.  

 

Pregunta 3c. Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx    

 

- El 57% respondieron “menor”. Sin embargo, teníamos la impresión de que un 

grupo importante de estudiantes no se había percatado de que se trataba de la 

derivada. En la pregunta aclaratoria les pedimos a algunos que nos expliquen su 

respuesta:  
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- Podemos observar que sólo Álvaro (6) usó la pendiente de la recta tangente para 

poder comparar las derivadas. 

- La alumna Ana Paula (8) no se dio cuenta de que se preguntaba sobre la 

derivada, no sólo en la 3c sino en las 3 preguntas sucesivas (4c, 5c, 6c), en las 

que se preguntaba lo mismo, pero de manera invertida: en todas contestó 

“menor”. 

Pregunta 3d.  ¿Para algún valor de la variable x se cumple  que  0)(  xf ? ¿Por qué? 

 

- Una vez más la dispersión en las respuestas revela que los conceptos de función 

creciente no los tienen muy claros, solo 40% de los alumnos contestaron que 

“no” y justificaron de manera apropiada.  

- El 27% creen que puede haber un extremo, a pesar de la gráfica que han 

realizado (“posiblemente está más allá”). 

- Dos alumnos no contestaron. 

Pregunta 3e. ¿La función podrá tener un máximo?     Si (    )    No (    ) ¿Por qué? 

 

- Cinco de los 5 alumnos que contestaron “no” en la pregunta anterior fueron 

consistentes y dijeron que no había máximo relativo (1, 3, 5, 6,10), se les unió el 

4 (40% en total), que había dicho en la pregunta 3d. que la derivada sí podía ser 

cero. Pero después en la aclaratoria cambió de opinión y dijo que la derivada no 

podía ser cero, aunque justificó débilmente. 

- Por otro lado, otro 40% de los alumnos cree que la función sí puede tener un 

máximo. Estos resultados muestran que respecto a los conceptos de funciones 

crecientes y decrecientes no ha habido un aprendizaje significativo. 

 

Pregunta 4. Función creciente cada vez más lento. 

Resultados: Ver Cuadro 4. 
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Cuadro 4. 

 

Leyenda:  

Dom OK: El dominio de su gráfica correspondía con lo pedido. 

Dom X: Dominio no corresponde. 

Si/J: El alumno responde que sí y justifica bien (de acuerdo a su dibujo). 

Si/XJ: El alumno responde que sí y justifica mal, o no justifica. 

No/J: El alumno responde que no y justifica bien. 

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica. 

NR: El alumno no responde. 

Resultados y análisis: 

- El 33% de los alumnos graficó bien en la forma pero no respetó el dominio, lo 

que revela (igual que en la pregunta 3) que no son capaces de manejar varios 

datos al mismo tiempo, priorizan una información la que creen más relevante o 

la que leen primero y dejan caer lo demás. 

Pregunta 4a.  Cuando la variable x crece entonces la variable  y   …….. 

-  Sólo 2 alumnos contestaron erróneamente que decrece, lo cual era de esperarse 

porque todavía estamos dentro de un ámbito rutinario para ellos. Pero también 

puede ser que hayan percibido que el crecimiento se hace más lento (7, 12).  

Pregunta 4b.  Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )                        Es negativa (    ) 

- En forma similar a la pregunta 3b, todavía identifican “crece” con positiva, 

aunque debilitándose. Ya aparecen 3 alumnos que creen que la derivada es 

negativa. Están tratando de predecir la secuencia de respuestas, en vez de 

analizar su gráfica. El nivel cognitivo disminuye. 

 

Pregunta 4c:   Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

 

- El 53% de los alumnos contestan menor, y el 47% mayor, la pregunta se hace 

incomprensible para varios. No son capaces de dibujar las rectas tangentes y 

comparar las pendientes o no comprenden la notación. 
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- Se esperaba que el ejercicio de pendientes los hubiera preparado para esta tarea, 

pero la notación no la entienden, según los comentarios recogidos en las 

preguntas aclaratorias.   

 

Pregunta 4d: ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Por qué? 

 

- El 40% de los alumnos indica que la derivada no es cero. Pero el 33% de ese 

grupo no pudo justificarlo. El enunciado de la pregunta es predecible, los 

alumnos contestan sin saber la razón exacta.  

- De ese 40%, 3 alumnos también respondieron lo mismo en la 3d (participantes 1, 

3,5). La consistencia en sus respuestas revelaría un conocimiento más afianzado. 

Pregunta 4e: ¿La función podrá tener un máximo?     Si (    )    No (    ) 

- El 53% responden que no (8 alumnos), pero aumenta el número de los que no 

justifican (5 de los 8). Eso refleja una respuesta sin convicción (no están 

seguros). 

Mostramos el comentario de Pedro en la repregunta sobre la 4e.  

 
- Pedro busca entre sus conocimientos previos para darle sentido a su respuesta, y 

encuentra la función de aprendizaje, con su asíntota horizontal, tema que hasta el 

ciclo anterior se estudiaba en el curso precedente. 

Pregunta 5. Función decreciente cada vez más rápido. 

Resultados y análisis: 

- Los alumnos 2, 7, 8 y 12 consistentemente han elaborado las gráficas de las 3 

preguntas anteriores correctamente, además de esta pregunta. 
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- Los alumnos 3 y 13 cuyas gráficas no cumplían con el dominio pedido, en esta 

pregunta sí lo hacen bien. Entre todos totalizan el 40%. Eso revela una reflexión, 

la hipótesis del diseño de tareas sobre considerar ejercicios parecidos en la 

secuencia, se cumple. 

- El 33% de los participantes no ha podido hacer la gráfica correctamente. 

- Sin embargo otros dos que la hicieron bien en la pregunta 3, la hicieron mal 

ahora. Esto nos hace dudar sobre la reflexión. 

- Pensamos que las respuestas de algunos alumnos están decayendo en calidad, 

debido al desgaste producido por la repetición aparente del mismo tipo de 

pregunta.  

 

Cuadro 5. 

Leyenda:  

Dom OK: El dominio de su gráfica corresponde con lo pedido. 

Dom X: Dominio no corresponde. 

Si/J: El alumno responde que sí y justifica bien (de acuerdo a su dibujo). 

Si/XJ: El alumno responde que sí y justifica mal, o no justifica. 

No/J: El alumno responde que no y justifica bien. 

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica. 

NR: No responde. 

Pregunta 5a.  Cuando la variable x crece entonces la variable  y…………… 

- El 100% contesta que decrece, se percibe que los participantes están 

reflexionando en base a las preguntas anteriores, ahora sí entienden lo que se 

pregunta. 
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Pregunta 5b.  Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )             Es negativa (    ) 

- Exactamente la misma tendencia para la derivada, 100% dicen que es negativa, 

estamos cosechando lo sembrado en los primeros ejercicios. Es notable que a 

estas alturas todos se han convencido de que la derivada es negativa para una 

función decreciente.  

Pregunta 5c.  Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

Comentario: Esperábamos malos resultados para esta tarea, a estas alturas de la 

secuencia de tareas. 

- Ocho alumnos (53%) responden “menor”, 5 mayor, 1 no responde. 

Cuestionamos seriamente la utilidad de esta pregunta. Sin embargo todavía hay 

algunas respuestas como la siguiente que nos sorprenden agradablemente 

(Amalia, 13): 

  

Pregunta 5d.  ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Porqué? 

- Un 47% responden que no, incluyendo a 3 alumnos que tienen mal su gráfica 

(aunque decreciente). Los de siempre (1, 3, 5 y 12) más el 15. El 5 responde por 

intuición, no justifica. 

- Dos alumnos que hicieron una parábola cóncava hacia abajo, consistentemente 

responden que sí, porque puede haber un máximo, según su gráfica. La  

definición exacta de extremo relativo en un intervalo, no la consideran.  

Pregunta 5e.  ¿La función podrá tener un mínimo?     Si (    )    No (    )  ¿Por qué? 

 

- Un nutrido grupo de 11 alumnos, responde que no. Sin embargo sólo 5 

justifican. 

- Afirmamos que en este caso es fácil ver a partir de la gráfica, que no existe un 

mínimo, porque la función que dibujó la mayoría es cóncava hacia abajo.  
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- Aún los dos alumnos que hicieron media parábola decreciente, con vértice a la 

vista, se beneficiaron de esta facilidad, y respondieron que no hay mínimo. 

 

Pregunta 6.  Función decreciente cada vez más lento 

 
 Cuadro 6. 

Leyenda:  

Dom OK: El dominio de su gráfica corresponde con lo pedido. 

Dom X: Dominio no corresponde. 

Si/J: El alumno responde que sí y justifica bien (de acuerdo a su dibujo). 

Si/XJ: El alumno responde que sí y justifica mal, o no justifica. 

No/J: El alumno responde que no y justifica bien. 

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica. 

NR: No responde. 

Resultados y análisis: Ver Cuadro 6. 

- Sólo 2 alumnos que todavía no entienden la secuencia de tareas, hicieron la 

gráfica cóncava hacia abajo. 

- Un participante que evidentemente no leyó bien el enunciado la hizo creciente. 

- Todos los demás respondieron dibujando una función decreciente y cóncava 

hacia arriba, pero 5 de ellos no respetaron el dominio.  

Pregunta 6a. Cuando la variable x crece entonces la variable  y   …….. 

- Absolutamente todos dijeron que “decrece” (aún el que dibujó creciente). 

- Están consolidando en la última pregunta de esta serie un conocimiento previo 

que era incierto. 

Pregunta 6b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )                      Es negativa (    ) 
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- Todos, excepto uno, dijeron que la derivada era negativa. Esto revela ya una 

reafirmación del concepto de pendiente, y su identificación con la derivada de la 

función en cada punto, que al comienzo no estaban relacionadas o lo estaban 

débilmente, de acuerdo a los observado en las primeras preguntas. 

Pregunta 6c.  Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

- Un 53% apuntó que es menor, 40% que es mayor. Lo que quiere decir que varios 

alumnos nunca lo entendieron. 

- Éste es el caso más difícil de analizar para las pendientes, porque ambas son 

negativas. Surge un obstáculo insalvable en la relación de orden de los números 

negativos, en relación al valor numérico de la pendiente. 

- Los estudiantes podían haber recurrido a dibujar las rectas tangentes, pero no 

tienen esa habilidad.  

- A pesar de que intuitivamente ya están entendiendo lo que queríamos establecer, 

persiste el conflicto semiótico, y terminaremos la actividad sin resolverlo. 

Pregunta 6d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple  que 0)(  xf ? ¿Por qué? 

- Sólo 33% de los alumnos responde que no, y justifica. Un 13% más, sin 

justificar. 

- Increíblemente 33% no responden. 

- Este caso es difícil para ellos, de nuestra experiencia didáctica podemos afirmar 

que los alumnos no conciben que la función, siendo cóncava hacia arriba, no 

alcance un mínimo en algún momento. El concepto de función solo creciente y 

solo decreciente no les es familiar: falta sustento teórico. Solo lo pueden 

entender en el caso de funciones lineales. 

Pregunta 6e.  ¿La función podrá tener un mínimo?     Si (    )    No (    ) ¿Por qué? 

- Un 40% responde que no y justifica. Los demás que sí, excepto 2 que ya no 

responden. 

- Es tentador pensar que hay un mínimo cuando la función decrece cada vez más 

lento, debido a que es cóncava hacia arriba, eso los induce a error. Esto confirma 

que existe el conflicto. 
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- Sin embargo el porcentaje de los que dijeron que sí, es similar al de la pregunta 

anterior, lo que significa que los estudiantes identifican el mínimo relativo con el 

valor de la derivada igual a cero. 

Pregunta 7.  

Grafique una función continua )(xfy   que sea creciente cada vez más lentamente 

para todo 2x , y que sea decreciente cada vez más rápidamente para todo 2x . 

 

Resultados y análisis: 

                                

                                                       Cuadro 7 

  

- Un 50% de los alumnos elaboraron una parábola cóncava hacia abajo. 

- Dos alumnos presentaron cúbicas de orientación opuesta. Conjeturamos que no 

leyeron las palabras “rápidamente” y “lentamente”. 

- Un alumno hizo exactamente lo contrario de lo que se le pidió. No leyó las 

palabras creciente ni decreciente, solo el “más lentamente” (le da idea de 

decreciente) y el “más rápidamente”, (le da idea de creciente).  

Pregunta 7a. ¿Qué se puede decir sobre la derivada de  f  cuando  2x ? 

- Un participante entre los que hicieron parábola dijo que la pendiente era cero. 

- Los demás alumnos entre los que hicieron parábola dijeron que la derivada era 

cero, incluyendo al que hizo una de las cúbicas, que se las arregló para dibujar 

un punto de silla (Alumno 2). 
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Pregunta 7b. ¿Qué ocurre con la función en 2x ? 

- El 33% de los alumnos que hicieron parábola, dijeron que había un máximo 

relativo, un alumno dijo que era un punto de silla o de inflexión, 40% (5) no 

pudieron responder.  Mostramos la producción de Amalia (13). 

                          

 

- Es notable que haya dibujado la parábola como una sucesión de rectas tangentes 

cuya pendiente va disminuyendo hasta llegar a cero, nuestra alumna ha 

comprendido la inducción de la secuencia de tareas. 

 

Pregunta 8.  Dibuje la gráfica de una función que cumpla las siguientes condiciones: 

a. 0)1(y0)3(  ff  

b.  3  para0)( -xxf   

c. 1 3- para0)(  xxf  

d. 1  para0)(  xxf  

Resultados y análisis: Ver Cuadro 8.  
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- Un 47% de los estudiantes pudieron hacer la gráfica correctamente, 20% con 

errores especialmente en el punto de inflexión. 

Mostramos las producciones de 3 alumnos: Arturo (1), Ana Paula (8) y Jacqueline (12), 

respectivamente, para la pregunta 8: 
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- Como puede observarse algunos alumnos llegan a incorporar el conocimiento 

pretendido en su estructura cognitiva y otros no. Arturo lo tiene bien claro, a 

pesar de que no fue capaz de dibujar el punto de inflexión. Siendo rigurosos no 

se le dice que sea una función polinómica. 

- Para Ana Paula hay un conflicto entre los interceptos y la derivada, identifica 

que los extremos relativos ocurren en -3 y 1 pero olvida que la derivada es cero 

allí.  

- Por otro lado para Jacqueline, éste no fue un aprendizaje significativo, porque el 

conocimiento de la derivada como pendiente de la recta tangente no tuvo donde 

“anclarse”. La información sobre las derivadas es interpretada como los 

interceptos de la curva con el eje X, persiste el conflicto cognitivo. 

 

Pregunta 9.  En el problema anterior mantenga la condición a. y modifique una o más 

de las condiciones b, c, d. Escriba las condiciones a, b, c, y d; y luego esboce un gráfico 

de la función que cumpla las condiciones escritas por Ud. 

 

Resultados: Ver Cuadro 9 

 

 
Cuadro 9 

Resultados y análisis: 

- Hubo 3 alumnos (20%) que cambiaron los 2 puntos críticos, 27% añadieron uno 

nuevo, logrando la gráfica de una función polinómica de cuarto grado, pero uno 
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de ellos no tuvo éxito en el gráfico (7), porque no pudo mantener la condición a., 

y tuvo problemas con la relación de orden entre los números. Otros 2 alumnos 

tampoco pudieron hacer del todo bien la gráfica (7, 13). 

- Un grupo de alumnos cambió el signo de las 3 derivadas, (8 alumnos), inclusive 

Pedro (4) cambió ambas cosas. Su gráfico lo hicieron razonablemente bien. 

- Los resultados hubieran sido mejores si se hubiera dejado a libre albedrío las 

condiciones a cambiar, mantener la primera les causó dificultad. 

 

Presentamos la producción de Ana Paula, para el problema 9: 

 

                     

- En este caso se perdió un punto crítico, creemos que la alumna quiso dibujarlo, 

en -3 pero le faltó precisión para graficar el punto de silla. 
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Pregunta 10.  La función de costo total de la empresa ALFA, en términos del número 

de unidades q que fabrica,  es 3002
3

)(
2

 q
q

qC  , donde C está en dólares. 

         

Cuadro 10 

Pregunta 10a. Determine el nivel de producción qα que minimiza el costo promedio 

por unidad. 

Resultados y análisis: 

- Acá hubo que explicarles a la mayoría cómo se formaba el costo promedio, a 

pesar de que lo habían estudiado en el curso anterior. 

- Tres alumnos no pudieron hacer nada, uno de ellos por falta de tiempo (15). 

- El 52% (8 alumnos) determinaron los valores críticos de primer orden, 30 y -30. 

- El 25% sólo consignaron el valor crítico 30x , ya sea por la natural tendencia 

que tienen los alumnos a descartar los resultados negativos, o porque hayan 

tenido la idea de que la variable x no puede ser negativa, es posible que alguno 

haya resuelto del siguiente modo: si 309002  xx . 

- Un 67% (10 alumnos) hizo un esquema o estructura similar a un análisis de 

crecimiento. 

- De este grupo, en el proceso de resolución de cinco estudiantes no figuraba 

ningún cálculo de signos para la derivada, lo que nos inducía a pensar que 

hacían el dibujo de memoria, por el hecho de saber que se busca el mínimo de la 

función. Pensando en eso pedimos aclaración en la repregunta: 
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Mostramos la pregunta aclaratoria para la alumna Abril (9). 

 

- Sospechábamos que su gráfico lo había hecho de memoria, pero nos llevamos 

una sorpresa en la pregunta aclaratoria:  

 

- Como parte del aprendizaje en el curso, se motiva a los alumnos a usar ayudas 

tecnológicas, para evaluar funciones, resolver ciertos tipos de ecuaciones y 

tabular. La alumna usó el comando CALC de su calculadora, que le permite 

ingresar la función en la calculadora y evaluarla para diversos valores de la 

variable independiente en corto tiempo. 

- El tipo de ecuación que los alumnos tuvieron que resolver no es muy familiar 

para ellos, tuvimos que dar alguna retroalimentación cuando entraron en el 

momento de crisis (Bokhove, 2014). 

- Nunca se percataron de que q=0 también era un valor crítico, porque en el curso 

no se trabaja con funciones cuya derivada no exista en algún punto. 
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Pregunta 10b. La empresa BETA tiene una función de costo total similar a la de la 

empresa ALFA, pero el nivel de producción que minimiza el costo promedio por unidad 

es qβ = 50.  

i. Escriba una posible función de costo total de la empresa BETA.  

- Un 47% de los alumnos entendió la tarea y pudo reconstruir la función de la 

empresa BETA. Un 20% lo hizo parcialmente, y 27% no pudieron hacer nada. 

- Su nivel de manejo algebraico de ecuaciones racionales no es bueno, hubo que 

intervenir con feedback para que logren la tarea. 

ii. Explique cómo llegó a obtener tal función de costo total de la empresa BETA. 

- Los que lo hicieron sin necesidad de feedback, usaron el método reconstructivo 

algebraico de adelante hacia atrás. 
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 

 

 

 

 

5.1 CONCLUSIONES 

 

 

En relación al objetivo general 

 

 

Consideraremos cumplido el objetivo general a partir del logro de los objetivos 

específicos. 

 

En relación al objetivo específico 1 

 

Diseñar una secuencia de tareas que contribuya a una mejor comprensión del concepto 

de derivada y de su interpretación geométrica como pendiente de la recta tangente a la 

gráfica de una función en un punto. 

En base al análisis de los resultados obtenidos en la aplicación de la secuencia didáctica 

podemos afirmar que ayudó a mejorar la comprensión de los estudiantes del concepto 

derivada por varias razones: 

- Al reforzar los conocimientos previos que los estudiantes debían tener cuando 

iniciaron el aprendizaje del concepto de derivada, y, que según los resultados de 

las preguntas 1 a 6, estaban por debajo de lo requerido, tanto con respecto a 

pendiente de una recta, funciones lineales y funciones crecientes y decrecientes. 

- Se pudo observar una evolución en un grupo de estudiantes, en cuanto a la 

asociación de la derivada con la pendiente de la recta tangente, en un punto, que 

es una de las principales conexiones que queríamos que los estudiantes 

establezcan. 
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- Se logró en la mayor parte de los estudiantes una asociación entre el signo de la 

derivada y el comportamiento de la función. 

 

Lo que se ha visto también favorecido fue el “espacio personal de ejemplos” (Watson y 

Mason, 2005) que el alumno es capaz de generar, es decir que se reforzaron los 

conocimientos previos, aún en los casos en que su comprensión relacional del concepto 

de derivada no se desarrolló completamente, sí logran en algunos casos, relacionar la 

derivada de una función en un punto con la pendiente de la recta tangente en dicho 

punto que, de acuerdo con muchos investigadores, los alumnos no alcanzan a incorporar 

en su estructura cognitiva, aún después de llevar un curso de Cálculo (Selden et al., 

1999).    

Para el diseño hemos tomado en cuenta algunos principios enunciados por los 

investigadores que trabajan el diseño de tareas: 

- Considerar sus conocimientos previos. 

- Involucrar varias representaciones de los objetos matemáticos. 

- Incorporar feedback. 

- Trabajar en la construcción de ejemplos por parte de los estudiantes. 

- Trabajar con el concepto de scaffolding. 

También había que considerar diversos factores inherentes al curso que los alumnos 

estaban llevando, los cursos previos que habían llevado y al conocimiento que nuestra 

experiencia didáctica con este tipo de estudiante nos permitió. 

En ese sentido podemos afirmar que la secuencia de tareas permitió a los alumnos 

reflexionar sobre sus producciones y en varios casos modificar sus concepciones sobre 

la derivada. 

Observando la evolución de sus producciones los alumnos fueron acercándose al 

concepto de derivada como pendiente de la recta tangente, y fueron capaces de resolver 

un problema contextualizado usando derivadas. Creemos que el uso del criterio de la 

primera derivada para verificar el extremo en la pregunta 10, revela, en este tipo de 

alumno un acercamiento a una comprensión relacional sobre la derivada. 
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En relación al objetivo específico 2. 

 

Las tareas exploratorias iniciales mostraron que los alumnos no recuerdan una gran 

parte de los conocimientos que aprendieron en el curso anterior. Según Ausubel (2000), 

la disponibilidad posterior de un conocimiento aprendido es función de su 

disponibilidad inicial.  Esto quiere decir que para que pueda ser adecuadamente evocado 

después de transcurrido un tiempo tiene que haber un aprendizaje significativo inicial. 

 

Hemos podido identificar algunas deficiencias en los conocimientos previos que es 

necesario tener para el aprendizaje de la derivada. Las detallamos a continuación: 

- Pendiente de una recta.  

 

Los alumnos tienen dificultades si tienen que estimar la pendiente de una recta con solo 

ver la inclinación. Necesitan información numérica sobre los puntos de paso, debido a 

que su aprendizaje del concepto en el curso anterior, se focaliza en la utilización de la 

fórmula de la pendiente, sin explorar suficientemente otros registros (como el gráfico). 

Su comprensión del concepto de pendiente es en muchos casos solo instrumental, lo que 

no les permite poder visualizar la pendiente en una gráfica, ni tampoco hacer 

estimaciones sobre su magnitud o sobre su evolución, en curvas. Se apoyan mucho en la 

fórmula y no en una comprensión de la relación entre el cambio en la dirección vertical 

y la horizontal (comprensión instrumental). 

- Funciones crecientes y decrecientes. 

Algunos alumnos no comprenden que una función puede ser creciente o decreciente 

para valores de x en todo el conjunto de los números reales, sin que necesariamente 

tengan que alcanzar un extremo (preguntas 3, 4, 5, 6, la parte inicial). 

Una posible explicación de esta realidad es que, durante el estudio de las funciones no 

se realizan suficientes actividades que permitan a los alumnos explorar a plenitud 

funciones con características diversas, porque principalmente se trabajan las funciones 

básicas, y aún de éstas se descartan las funciones que no se va a utilizar posteriormente, 

como las funciones racionales.   
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En este último caso se pierde la oportunidad de mostrar funciones que pueden ser 

crecientes (decrecientes) y sin embargo no tienen un valor máximo (mínimo) definido. 

Lo mismo se aplica para el caso de las funciones exponenciales, cuyo conocimiento 

podía haber sido una ayuda en la realización de la actividad. 

 

- Función lineal. 

 

Una parte de los alumnos que llegan al curso en donde se estudia el Cálculo, es capaz de 

hallar la ecuación de una recta. Otro grupo no lo es. En nuestra secuencia no se les 

proporcionaban los puntos de paso y tenían que inventarlos ellos, actividad que nunca se 

les ha solicitado en su curso previo. Tampoco recordaban que significa la regla de 

correspondencia de una función, ese término fue necesario aclararlo para todo el grupo.   

Por otro lado, cuando determinaron la regla de correspondencia tuvieron dificultades 

para lograr que dicha regla sea congruente con el dibujo que habían realizado. Su 

ecuación puede no coincidir con los elementos que muestra su dibujo (interceptos, 

pendiente). Es decir pueden graficar una recta dada su ecuación, pero si tienen que crear 

una función lineal usando una gráfica, incluso si ha sido elaborada por ellos, tienen 

dificultades (pregunta 1b.). El tránsito entre diversas representaciones de la función 

lineal es difícil para los estudiantes.  

 

En relación al objetivo específico 3. 

 

Durante la secuencia de tareas hemos podido identificar algunas dificultades en el 

tránsito desde los conocimientos previos, hacia el uso de la derivada para resolver 

problemas. 

- Predomina un nivel de comprensión instrumental del concepto de derivada. 

 

Si se pide a los estudiantes que investiguen el comportamiento de la derivada, usan la 

acepción de derivada como operador y derivan la función. En el caso de la función 

lineal, esto les conduce a una función constante. Para ellos es un resultado numérico. 

Cuando comenzamos la secuencia de tareas tardaron tiempo en darse cuenta (para 
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algunos fue recordar, para otros descubrir) que la derivada de la función lineal era la 

pendiente de su gráfica. Lamentablemente varios alumnos no lo descubrieron. La 

explicación está en que cuando se enseña el tema de derivada de una función no se pide 

hallar la derivada de funciones lineales, excepto como parte de ejercicios de cálculo de 

derivadas. Tampoco recordaron que la derivada de una función lineal en cualquier punto 

es numéricamente igual a la pendiente de su gráfica. 

Si algunos alumnos conocían que la derivada en un punto era la pendiente de la recta 

tangente a la gráfica de una función, en el caso de la función lineal tenían un conflicto, 

porque para ellos es difícil pensar en la recta tangente a una recta. 

Esto confirma la opinión de varios investigadores como Artigue (1995), Azcárate 

(2010) y Cantoral (2000) entre otros, que indican que los alumnos pueden aprender a 

derivar, sin haber comprendido realmente el concepto. Es decir alcanzan lo que se 

denomina una comprensión instrumental. Según Skemp (2005), eso no cuenta como 

aprendizaje. 

No se logró en general la respuesta esperada “la derivada es constante” (pregunta 1c), 

porque los alumnos en ese momento todavía no relacionaban la derivada de la función 

lineal con la pendiente de la gráfica de la función lineal. 

 

- Dificultad para relacionar lo conceptual con lo simbólico, en relación a la 

derivada de una función. 

 

El uso de un lenguaje riguroso, con diferentes representaciones semióticas, puede 

generar conflictos en el aprendizaje de los conceptos. La notación )(xf  usada en las 

preguntas 3c, 4c, 5c, 6c, junto con la desigualdad 21 xx  , generó un conflicto semiótico 

que no se pudo superar, como demuestran las respuestas a las preguntas aclaratorias. 

 La mayoría de los alumnos ignoró el superíndice y respondió como si éste no existiera, 

con poco éxito además, por las razones expuestas para el caso de funciones crecientes y 

decrecientes. Pensamos que reemplazar los símbolos por texto podría conducir a 

mejores resultados, por ejemplo si se hubiera preguntado de este modo: 
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3c.  Complete con la palabra correcta: 

Si 21 xx    entonces  la derivada en 1x  es  ……………………….………….  que la derivada en 2x . 

                                                                                ( menor/igual/mayor ) 

 

- Dificultad para relacionar lo conceptual con lo gráfico en relación a la 

derivada. 

 

En las preguntas 3, 4, 5 y 6 cuando se pidió dibujar las funciones con características 

cambiantes, se vio que varios alumnos no relacionaban la condición de creciente o 

decreciente de una función con la derivada, ni con la recta tangente. Sus producciones 

revelan más un manejo intuitivo (creciente es la que va para arriba y decreciente la que 

va para abajo), que es residual del curso precedente. 

 

Cuando tuvieron que dibujar la función en la pregunta 8, varios estudiantes dibujaron 

puntos angulosos en los extremos relativos, ignorando el valor de la derivada en esos 

puntos, pero no es porque no supieran que la derivada es cero en los extremos relativos 

(en este caso particular), sino porque su representación geométrica no concordaba, es 

decir, les faltó pensar que la recta tangente es horizontal.  

La comprensión relacional es débil, porque justamente los vínculos entre los conceptos: 

pendiente cero, recta horizontal, recta tangente, derivada igual a cero y extremo relativo 

son muy débiles aún. 

En el curso de Lógica Matemática, debido al ámbito de las aplicaciones que se requiere 

enseñar se trata con funciones lineales, polinómicas, logarítmicas y exponenciales, es 

decir los estudiantes no son expuestos a ejercicios en los que la derivada no existe, y eso 

es algo nuevo para ellos, aunque en clase se menciona, no se trabaja con funciones cuya 

derivada no existe. 

Sin embargo para poder realizar las gráficas o para poder decir si la derivada era mayor 

o menor en 1x  o en 2x se hacía necesario que dibujen las rectas tangentes a la gráfica en 

dos puntos diferentes y comparen las pendientes, por estimación, cosa que pocos 

pudieron hacer.  
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5.2  RECOMENDACIONES 

 

 Creemos que los docentes en ocasiones asumen demasiadas cosas sobre los 

conocimientos previos de los estudiantes sobre funciones y sobre la forma en 

que aprenden (o no aprenden) derivadas. Recomendamos un poco de reflexión a 

los docentes con respecto a los conocimientos previos de los estudiantes. 

 Una recomendación que podemos hacer a los docentes es que utilicen mucho la 

relación entre varios registros, no nos quedemos en el registro algebraico. 

Estamos observando que los participantes ya habían estudiado el tema de 

derivadas en su curso, sin embargo muchos de ellos no eran capaces de 

relacionar las pendientes de las rectas tangentes con la derivada y con la forma 

de la función. 

 Pensamos que este trabajo es un toque de alerta que nos hará reflexionar para 

que nos tomemos el tiempo para  diseñar las tareas, tomando en cuenta todos los 

factores mencionados, así como el tipo de alumno, la ubicación del curso dentro 

de su currícula, e inclusive el grado de madurez, y de acuerdo a los resultados 

que obtengamos con ellas, podemos refinarlas.  

 La complejidad semiótica del concepto de derivada constituye un obstáculo que 

hay que tomar en cuenta cuando se diseñan secuencias de tareas sobre derivadas. 

Reiteramos nuestra convicción que el tema de la simbología influye de manera 

decisiva, los alumnos de este curso, con el “background” que tienen no son 

capaces de aprender los conceptos y los símbolos al mismo tiempo, primero hay 

que trabajar los conceptos con palabras, hasta que sean familiares y luego ir 

gradualmente reemplazando las palabras por símbolos.  

 En esa línea de investigación ya están trabajando algunos investigadores como 

Idris (2009), quien menciona la tercera forma de comprensión enunciada por 

Skemp (2005), la comprensión lógica, en la cual el estudiante es capaz de 

explicar y justificar sus procedimientos y razonamientos verbalmente o por 

escrito. 
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 También recomendamos una revisión de los conceptos previos como pendiente, 

funciones, función lineal (afín), para que los alumnos lleguen al curso de 

Cálculo con más base, y poder así lograr un aprendizaje significativo de los 

nuevos conceptos, es decir que se incorporen a su estructura cognitiva. 

 Invocamos a nuestros colegas docentes para que puedan modificar y enriquecer 

la secuencia, y porqué no, diseñar la continuación, dado que las secuencias de 

tareas consideran proyectos de aprendizaje a largo plazo.  

 Las tareas deben tratar de mantener la demanda cognitiva de los alumnos para 

evitar caer en la comprensión meramente instrumental, es decir saber hacer pero 

no el porqué. 
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ANEXOS 

 

ANEXO 1 

 
Duración: 120 minutos     

 

1. En un mismo sistema de ejes grafique dos funciones lineales f y g que sean 

crecientes, pero que crezcan de manera diferente. 

 

 

a. Explique cuál es la diferencia entre 

el crecimiento de  f  y g. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b. Escriba una posible regla de 

correspondencia para cada una de las funciones 

lineales que ha dibujado. 

 

)(xf  

 

 

)(xg  

 

 

c. Explique cómo se comporta la 

derivada de las funciones  f  y g, en 

cada punto. 
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2. Determine la pendiente de cada una de las rectas mostradas en la gráfica. 

 

  

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1m   

2m   

3m   

4m   
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3. Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo creciente, pero 

cada vez más rápidamente. 

 

 

 

 

 

 

 

a. Cuando la variable x crece, entonces la variable y  ………………………………… 

b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )         

            Es negativa (    ) 

c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Porqué? 

…………………………………………………………………………………………… 

e. ¿La función podrá tener un máximo?     Si (    )    No (    ) 

¿Porqué?            ………………………..……………………………………………….. 
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4. Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo creciente, pero 

cada vez más lentamente. 

 

 

 

 

 

        

a. Cuando la variable x crece entonces la variable  y ………………………………… 

 

b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )         

            Es negativa (    ) 

c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Porqué? 

…………………………………………………………………………………………… 

e. ¿La función podrá tener un máximo?     Si (    )    No (    ) 

¿Por qué?            ………………………..……………………………………………….. 

 



90 

 

5. Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo decreciente, pero 

cada vez más rápidamente. 

 

 

 

 

 

        

a. Cuando la variable x crece, entonces la variable  y  ………………………………… 

b. Cuando la variable x crece, entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )         

            Es negativa (    ) 

c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Porqué? 

…………………………………………………………………………………………… 

e. ¿La función podrá tener un mínimo?     Si (    )    No (    ) 

¿Por qué?            ………………………..……………………………………………….. 
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6. Grafique una función continua, cuyo dominio sea R, que sea sólo decreciente, pero 

cada vez más lentamente. 

 

 

 

 

 

 

        

a. Cuando la variable x crece entonces la variable  y  ………………………………… 

 

b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la función  

            Es positiva (    )         

            Es negativa (    ) 

c. Complete el espacio : 

    Si )(........)(entonces 2121 xfxfxx   

d. ¿Para algún valor de la variable x se cumple que 0)(  xf ? ¿Porqué? 

……………………………………………………………………………………………

… 

e. ¿La función podrá tener un mínimo?     Si (    )    No (    ) 

¿Por qué?            ………………………..……………………………………………….. 
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7. Grafique una función continua )(xfy   que sea creciente cada vez más lentamente 

para todo 2x , y que sea decreciente cada vez más rápidamente para todo 2x . 

        

Gráfica Comentarios 

 
a. ¿Qué se puede decir sobre la derivada de 

f   cuando  2x ? 

 

b. ¿Qué ocurre con la función en 2x ? 

 

 

 

 

 

8. Dibuje la gráfica de una función que cumpla las siguientes condiciones: 

a. 0)1(y0)3(  ff  

b.  3  para0)( -xxf   

c. 1 3- para0)(  xxf  

d. 1  para0)(  xxf  
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9. En el problema anterior mantenga la condición a. y modifique una o más de las 

condiciones b, c, d. Escriba las condiciones a, b, c, y d; y luego esboce un gráfico de 

la función que cumpla las condiciones escritas por Ud. 

         

a.  

b.  

c. 

d.  
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10. La función de costo total de la empresa ALFA, en términos del número de unidades 

q que fabrica,  es 3002
3

)(
2

 q
q

qC  donde C está en dólares. 

a) Determine el nivel de producción qα que minimiza el costo promedio por 

unidad. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) La empresa BETA tiene una función de costo total similar a la de la empresa 

ALFA, pero el nivel de producción que minimiza el costo promedio por unidad 

es qβ = 50.  

i. Escriba una posible función de costo total de la empresa BETA.  

 

 

 

 

 

 

 

ii. Explique cómo llegó a obtener la función de costo total de la empresa 

BETA. 
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ANEXO 2 

 

Crec. Pend. NC NR 1 bien
Ambas 

bien
NR

Expl. 

bien

Calc. 

bien Calc. bien 

Expl. bien

Calc. bien 

Expl. mal
Expl. mal NR

No paralelas

1,3,4,5 

6,7,8,9 

12,13

1,4,5                  

9,12

6,7,8      

11,14

3 2,12,13

1,3,4,5 

6,7,8 

9,10,14

1,9 3,4,5     

8,14

6,7 13

12

Paralelas 2,10 2,10 2,10

Recta/Parábola 11,15 11,15 11 15 15 11

4 3 2 1 0

Diferencia en crec. Regla de corresp. Comportamiento de derivada

Gráfica

1a 1b 1c

2
Pendientes 

correctas

1,5,6,1

0 
2,4 14,15 3,7,8 9

1

 

 

Formas Dom OK Dom X Crece Otra Posit. Negat. < > NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR

Formas Dom OK Dom X Crece Dec. Posit. Negat. < > NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR

13

5

1,2,4          

6,8,9       

10,14,15

3,7

Gráfica 3a

5

1,2,3   

4,6,7    

8,10             

9, 14          

15

12

3c3b

1,2,3,4  

6,7,8,9 

10,14,15

1,2,3           

4,5,6       

7,8,9 

5

13

1212 12

1,3            

6,8,10

5

11 11,13 11,13 11

2,4 14,15, 9

3d

7

13

9,14

3e

12

8,15
1,2,3               

4,5,6          

7,10

5

12

11,13

3

Gráfica 4a 4b 4c 4d 4e

4

1,2,4,6,7    

8,12             

3,9           

11,13          

15

1,2,3,4  

6,8,9 

11,13,15

7,12       
1,3           

6,7,8,9 

11,13,15

2,4,12
4,7,8,9       

12,14

1,2,3   

6,11 

13,15   

2 12
1,3            

6,15       
4,9 7,8 11,13 2 4,8  

1,6                        

12

3,7,9,13 

15
11

5,10 14 5,10,14 5,10,14 10,14 5 14 10 5 14 5,10

 

Formas Dom OK Dom X Crece Dec. Posit. Negat. < > NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR

Formas Dom OK Dom X Crece Dec. Posit. Negat. < > NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR Si/J Si/XJ No/J No/XJ NR

Gráfica 5a 5b 5c 5d 5e

5

2,3,7,8,12    

13             
1,5,6,15 casi todos

9,11

8casi todos
1,3,5          

8,12,13
2,6,7,15 2,4

4,10

2
1,3,6,12,

15
5 7,8,13

10

1,2,5,6          

10,14

3,7,12,

13,15

4,10 4,10 44 10

14 14 14 14

4

9,11 9

14

9,11 9 11 11 9

Gráfica 6a 6b 6c 6d 6e

11

6

1,2,5,7    

8,12                 

3,6            

11,13,14
casi todos

15

7,8,1414 casi todos
2,3,5          

6,7,8,14
1,12 13 11 5

4,9

2,14
1,3            

6,12       

7,8,11,1

3

9

1,2,3,5,6          

12
11,13

4 9 4,9 44 9

10 10 10

4, 9

15

10

15

1010

15 15 15
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Formas Es 0 Es (+) Es (-) m=0 NR Otra y=0 NR

14 14

3,15 3,15

Empieza a dec.

13 77
1,5        

6,8,9    

2

10 4

1,6,8,9,1213

7

7b

Pto. de sil la

10

2

P. inflexión

7a

Máximo

11

10

11

4

5

 

 

NR

148
Forma correcta La derivada existe pero no es cero 

2,3,4,5,6,10,12 1,7

Los puntos críticos se vuelven interceptos

118,13 15, 9, 11

Casi correcta con falla La derivada no existe en uno o 

 

El -3 NR

11,14

1,7,9,10

2,3,12,4

1,5,7,8,9,10

11,14,15

1,4,5,6,9,10,13

Justificó detalladamente

Justificó diciendo que había construído de adelante hacia atrás.

No justificó

10
b.i

b.ii

Construyó bien la función pedida

Parcialmente

No respondió la pregunta

Análisis de crecimiento con valores en la derivada  

Análisis de crecimiento sólo dibujo  

No respondió la pregunta

7,13,15

Cambió puntos críticos Cambió el signo de la derivada

Halló los puntos críticos 30 y -30

Halló sólo el 30

a

2,3,4,5,6,8,12,13

OK gráficoCambió las 3 Casi bien Deficiente

4,13,15 3,6,7,9 8 1,3,4,5,6,9,10,12 1,2,3,4,5,6,9,10,12 8

7,8,12

3,11,14,15

10,13

5,6,7,8,9

12

9 El -1 Ambos Añadió otro Cambió b.
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ANEXO 3  PREGUNTAS ACLARATORIAS 

 

Alumna: Abril 
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Alumno: Alvaro 

 

 

 

Alumna: Ana Paula 
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Alumna: Anabel 
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Alumno: Alvaro 
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Alumna: Nadia 

 

 

 


