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RESUMEN

El presente trabajo nace de nuestra preocupacion respecto al aprendizaje del concepto
de derivada, y todo lo que abarca el término, en alumnos de la carrera de Ciencias
Administrativas, que cursan la materia de Calculo. Para ello hemos enfocado nuestra
atencion en una seccién de alumnos de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas, y
especificamente en el curso de Logica — Matematica del area de Ciencias, cursado por
los alumnos de la carrera de Ciencias Administrativas. Teniendo como objetivo ayudar
a lograr un aprendizaje significativo del concepto derivada, disefiamos una secuencia de
tareas, que — a partir de conocimientos que los alumnos tienen de los conceptos previos
— permita reforzar la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién f cuando
la variable independiente toma un valor especifico (digamos x=a) , como la pendiente

de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto (a;f(a)), y asi poder

incorporar ese conocimiento en su estructura cognitiva. Durante la realizacion de la
secuencia disefiada los estudiantes van construyendo graficas de funciones de acuerdo a
ciertas condiciones que les son dadas, y siguiendo un proceso inductivo van explorando
y descubriendo relaciones. La demanda cognitiva de las tareas va incrementandose hasta
que finalmente deben usar esos conocimientos para construir funciones con una
demanda cognitiva mas compleja, y terminar con un problema contextualizado del
ambito de su carrera, como una especie de cierre. Se disefid la secuencia de tareas
teniendo en cuenta algunos principios del disefio de tareas (“task design”) y al analizar
las producciones de los alumnos se hicieron evidentes algunas dificultades en sus
conocimientos previos y en la comprension del concepto de derivada. Posteriormente se
formularon preguntas personalizadas a algunos de los alumnos, con el fin de aclarar sus
respuestas, y asi poder comprender sus concepciones. Finalmente damos algunas
conclusiones, hacemos recomendaciones para posteriores investigaciones e incluimos
algunas reflexiones como resultado de una mirada global al trabajo realizado. En los
Anexos se incluye la secuencia de tareas, las tablas de resultados y también las

preguntas aclaratorias, asi como las respuestas de los alumnos a dichas preguntas.
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Se concluy6 que existen dificultades importantes en la evocacién de los conceptos
previos para ser utilizados como “conceptos ancla” — usando la terminologia de
Ausubel — sobre los cuales construir nuevos conocimientos (Ausubel, 2000). También
se encontraron dificultades en el aprendizaje de la derivada, y conflictos semidticos
importantes cuando los alumnos tuvieron que relacionar las diversas representaciones
del concepto derivada, como la simbdlica, la gréafica y la algebraica. Estas dificultades
encontradas pueden influir en el hecho de que muchos alumnos solo alcanzan lo que
Skemp (2006) denomina una “comprension instrumental” del concepto de derivada y
no una “comprension relacional” de la derivada, que explicado en pocas palabras,
significa, saber lo que se va a hacer y porqué se va a hacer. Alcanzar una tal
comprension del concepto de derivada es un factor importante para lograr un
acercamiento adecuado hacia conceptos como elasticidad, marginalidad y optimizacion,
que se estudian en cursos paralelos o posteriores de la carrera de Ciencias

Administrativas.
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INTRODUCCION

Cuando un profesor se presenta por primera vez frente a un grupo de alumnos para
iniciar la ensefianza de algin curso de Matematicas, casi puede sentir en la atmosfera
del aula las expectativas y los temores de los estudiantes. En muchos casos las
expectativas son pobres. Sin embargo el profesor tiene en sus manos la posibilidad de
cambiar radicalmente esas expectativas y darle un nuevo significado a las Matematicas

para aquellas personas.

Uno de los seis “principios”que segun el National Council of Teachers of Mathematics
de los Estados Unidos describen las caracteristicas particulares de una educacién
matematica de calidad es el denominado “The Learning Principle” (NCTM, 2000) y en
él entre otras cosas, se afirma con claridad que los estudiantes deben aprender
matematicas con comprension conceptual, construyendo activamente los nuevos
conocimientos a partir de la experiencia y aprendizajes previos (p.20). Ademas afirma
que los profesores deben conocer qué es lo que los estudiantes ya saben, para poder
disefiar experiencias y lecciones que construyan nuevos conocimientos a partir de lo que

ellos ya conocen (p.18).

Para lograr un aprendizaje conceptual se debe usar tareas matematicas (mathematical
tasks) “valiosas” o “que valgan la pena”, que permitan introducir ideas matematicas

importantes y retar a los estudiantes intelectualmente.

Dado este reconocimiento a la importancia de las tareas matematicas (Mathematical
Tasks) que son propuestas a los estudiantes, muchos investigadores tanto en los Estados
Unidos como en otras partes del mundo, trabajan sobre la idea de “disenar” y asi surge
un nuevo concepto que es el de disefio de tareas (Task Design). Los principios del
disefio de tareas varian entre los investigadores de diversos paises. Muchos

investigadores en educacion matematica compartieron sus ideas sobre disefio de tareas
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en el ICMI Study 22 (2013), donde se divulgan las investigaciones mas recientes sobre

el tema.

En esa linea, nuestro trabajo se enfoca en disefiar, aplicar y analizar una secuencia de
tareas que, partiendo de conceptos conocidos por los alumnos, como son las funciones,
pueda estimular una reflexion en ellos y les permita una mejor comprension del
concepto de derivada, explorando ademas algunas dificultades que el alumno

experimenta durante el aprendizaje de dicho concepto.
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CAPITULO 1 EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 JUSTIFICACION

Hemos observado en nuestra practica docente la dificultad que tienen algunos
estudiantes del curso de Calculo, de la Facultad de Ciencias Administrativas de la
Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas, para comprender el concepto de derivada.
Aln varias semanas después de haber aprendido las definiciones y las aplicaciones, los
alumnos tienen dificultades en comprender la interpretacién geométrica de la derivada
como la pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto, que es
ampliamente usada en problemas de aplicacion que involucran conceptos como

elasticidad y marginalidad, entre otros.

Caélculo es una materia que infunde temor a los alumnos de Ciencias Administrativas, y
entre las razones que generan ese temor esta la complejidad del concepto de limite, en
base al que posteriormente se construye el concepto de derivada. Creemos también que
los alumnos no se sienten seguros en sus conocimientos sobre funciones, y eso lo hemos
observado en nuestra practica docente cuando en el curso de Calculo los alumnos no
pueden realizar tareas elementales, como bosquejar la gréfica de una funcion,

determinar el dominio o graficar una funcion creciente.

Esta realidad confiere relevancia al presente trabajo, pues es preocupante el hecho de
que algunos estudiantes no estén logrando un aprendizaje significativo del concepto de
derivada, que es parte importante de los conocimientos que necesitan para comprender
conceptos como cambio, marginalidad, elasticidad y optimizacién, hablando del &mbito

econdmico — administrativo.

Un ejemplo de la comprension incompleta del concepto de derivada que se puede

mencionar, ocurre cuando se pide a los estudiantes optimizar una funcion determinada,
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hemos observado a lo largo de los afios que muchos estudiantes se limitan a hallar los
puntos criticos, y no realizan un analisis de crecimiento, es decir no comprenden la
necesidad de usar el criterio de la primera derivada, para determinar la naturaleza del
extremo relativo, como se evidencia en la resolucion que mostramos a continuacion de

un ejercicio de oferta y demanda, realizada por un alumno:

b. Halle el valor de p que permite alcanzar el méximo ingreso y el intervalo de precios donde el
ingreso es decreciente. ’

BETEA IR TT |  lkiak
P x| -Hp k900 ) L | R00x 8P O
Tdagzdsbop | [ [T 1T 171 1004PLY
| -.\;\ +300 | | 1] | :
| | | |, | 31

Figura 1. Resolucién de un alumno de 2do ciclo.

En la figura 1 podemos observar que el alumno tiene un manejo correcto de la parte
operativa, pero no muestra un nivel de comprension relacional del concepto, al no ser
capaz de realizar el andlisis de crecimiento. No relaciona la funcién a optimizar con una
gréfica, cuyo comportamiento se pueda analizar usando un criterio que le permita
establecer una conclusion. El estudiante ha aprendido un proceso, es decir, cuando en el
problema se le pide determinar el ingreso maximo, sabe que tiene que derivar la funcién
ingreso, igualarla a cero y resolver para hallar el o los valores criticos de p. Sin embargo
determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion, requiere una
verdadera comprension de la necesidad de determinar el tipo de extremo, lo que
denominamos “comprension relacional”, es decir saber lo que hay que hacer y el por
qué (Skemp, 2005), en contraste con lo que el mismo autor denomina “comprension
instrumental”, que es el nivel de comprension que la produccion de este estudiante
revela. La comprension relacional es muy similar a la “comprensiéon conceptual”

mencionada anteriormente (NCTM, 2000).

No podemos dejar de sefialar, en este ejemplo, la confusion mostrada al tratar de
determinar los intervalos de decrecimiento de la funcion ingreso, y el manejo deficiente
de la notacion de intervalos. No se observa que el estudiante relacione la funcién
ingreso con su gréfica, perdiendo la oportunidad de visualizar lo que se esta pidiendo de

una manera natural y sencilla.

11
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Este es uno de muchos ejemplos que revelan la importancia de investigar sobre formas
de contribuir a un aprendizaje significativo del concepto de derivada y al mismo tiempo,
explorar los conocimientos previos que los estudiantes manejan. En este trabajo hemos
optado por hacerlo en el marco del disefio de tareas, enfoque que ha sido fundamentado
por investigadores como Bokhove (2014), Breen y O’Shea (2010), Ron, Zaslavsky y
Zodik (2013), Watson y Ohtani (2013) y Watson y Mason (2005), entre otros. Ponemos
énfasis en la importancia de alcanzar una comprension de las distintas formas en que
una funcion puede ser creciente o decreciente, lo cual esta fuertemente relacionado con
el comportamiento de su funcion derivada. Es muy diferente que el ingreso de una

empresa crezca a tasas crecientes, a que crezca a tasas decrecientes.

A partir de nuestra experiencia docente podemos afirmar también que los conceptos
previos de limites y continuidad de funciones no son comprendidos de una manera
cabal, limitando asi las posibilidades de aprendizaje de la derivada. Esto es descrito por
Tall (1990), quien sefiala que existen potenciales conflictos entre lo que denomina la
imagen conceptual y la definicion conceptual.

La imagen conceptual (concept image) es descrita como toda la estructura cognitiva en
la mente del sujeto que esta asociada al concepto y es construida a lo largo de los afios a
través de experiencias de todo tipo.

Por otro lado el mismo autor se refiere a la “definicion concepto™ (concept definition)
como “la forma de palabras que se usa para especificar el concepto”, es la aceptada por
la comunidad matematica (Tall y Vinner, 1981).

Estas investigaciones sugieren que los estudiantes inician el estudio de la derivada sin
tener claros varios de los pilares sobre los que se construira el concepto, como son las
funciones y el concepto de limite de una funcion.

En la ensefianza de la derivada normalmente no se concede importancia a la evolucion
historica del concepto de derivada, que podria mostrar a los alumnos la relevancia de su
aprendizaje, ya que el desarrollo histérico de la derivada tiene un valor didactico
significativo (Azcarate, Badillo, Garcia y Moreno, 2010).

Otra de las observaciones que podemos mencionar sobre el aprendizaje de la derivada

por los estudiantes es que en ocasiones no llegan a distinguir el nimero f'(x,), que es
la derivada de la funcidn f en un punto, de la funcion f’, que asigna la derivada de f en

cada punto x en el cual la funcion es derivable.
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En el aprendizaje del concepto de derivada se generan algunos conflictos semioticos,
por la dificultad que tienen los alumnos en el manejo del registro simbdlico.

Ponemos como ejemplo el siguiente ejercicio propuesto en clase para estudiantes de
Administracion que estan aprendiendo maximos y minimos (Ver figura 2):

Ejemplo 5:

La figura muestra la grafica de la derivada de una funcion. Indique los intervalos de crecimiento,
decrecimiento y los puntos en donde hay maximo y minimo de la funcion.

Figura 2.

A pesar de que se trata este topico en clase, hemos observado que los alumnos fracasan
cuando se les solicita algo similar en una préactica calificada, a no ser que se hubieran

resuelto muchos ejercicios similares previamente.

Esto nos lleva a la conclusion de que las secuencias didacticas aplicadas permiten a los
estudiantes alcanzar lo que Skemp (2005) denomina un nivel de comprension
instrumental, es decir que imitando el comportamiento aprendido por repeticion
continua, los estudiantes podrian llegar a ser capaces de aplicar una regla pero sin
comprender realmente el porque.

En este ejercicio muchos estudiantes, creen que la grafica mostrada pertenece a la
funcién f. En este caso se genera un conflicto semi6tico, entendido como un desajuste
entre el contenido atribuido a una expresion por el alumno y por la institucién (Godino,
2000); que es comprensible, por nuestra experiencia docente podemos afirmar que

muchos estudiantes no se percataron del superindice en el rotulo de f'.

Finalmente mostramos un ejemplo de la definicion de derivada extraida de un conocido

libro de texto:
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La derivada de una funcion f es la funcion, denotada por:

£100 = lim 1A= 1) _ i, T+ =109
Z—X h

75X h—0

Tomado de Hauessler, Paul & Wood, (2008) p. 484.

Esta definicion estd dentro de un contexto en el que previamente se present6 la

pendiente de la recta secante a la grafica de la funcion f, entre los puntos Py Q de la

gréfica de f, siendo P=(a, f(a)) y Q=(z f(z)) y luego se hace la generalizacion
tomando como punto P :(x, f(x)). Sin embargo nos parece una combinacion no muy

favorable entre dos representaciones de un mismo proceso geométrico. Por un lado el
limite de la izquierda muestra que el punto z se acerca indefinidamente a x, pero el de la
derecha afirma que h tiende a cero. A pesar de que ambas afirmaciones son correctas, su
presencia en un mismo enunciado puede generar incomprensioén o confusién por parte

de los estudiantes.

Aqui es oportuno citar a Font (2005) que da un ejemplo de surgimiento de conflictos
semioticos: “Cuando se considera ingenuamente que es bueno introducir diferentes
representaciones del mismo objeto matematico y se introducen el mayor nimero posible
de representaciones y de traducciones entre ellas, sin tener en cuenta la complejidad

semidtica asociada” (p.122).

Ante la aparicién de estos conflictos, los estudiantes se apoyan mas en el desarrollo
algoritmico, cercano al aprendizaje procedimental del algebra de la escuela, que les
permite llegar a un resultado siguiendo un procedimiento mecanico. Cuando se ven
enfrentados a situaciones en las que tienen que resolver problemas a partir de un
razonamiento, no consiguen poner en practica los conceptos, ni entender las relaciones

entre la funcion y su derivada.

La situacion tiene mucha complejidad y requiere mas investigacion que, desde diversas
perspectivas, pueda contribuir a un cambio en la forma en que se presenta el concepto
de derivada, para ayudar a la formacion de un esquema mental (en el sentido piagetiano)

gue incluya las diversas representaciones del objeto derivada.
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De este modo queremos lograr que los alumnos obtengan calificaciones aprobatorias
como consecuencia de alcanzar una comprension cabal de los conceptos y no gracias a
una reproduccion exacta de procedimientos y técnicas. Estamos convencidos de que la
forma cdmo preguntamos y proponemos las tareas influye en el tipo de aprendizaje
alcanzado por los estudiantes. Este trabajo es un esfuerzo en esa direccion y durante su
realizacion se ha generado un cambio gradual en nuestra practica docente y en nuestras
concepciones sobre como presentar la derivada, su interpretacion geométrica y su
relevancia a nuestros alumnos de Ciencias Administrativas, para que el aprendizaje de
este concepto, tan importante en matematicas y creemos, en su carrera, sea realmente

significativo.

1.2 ANTECEDENTES.

Autores como Tall (1990), Cantoral (2000), Azcarate (2000) y Artigue (1995),
mencionan las dificultades que tienen los alumnos de los primeros niveles universitarios
para el aprendizaje del Célculo.

Entre ellos Tall (1990), apunta refiriéndose al aprendizaje del Calculo: “Los estudiantes
aprenden a responder preguntas estandar de una forma predecible, pero si su
comprension es probada de maneras inusuales, dificultades sutiles se manifiestan”
(p.49).

Azcarate (2000), propone el uso de varias representaciones diferentes de los objetos

matematicos, y menciona la grafica, la numérica y la algebraica.

La idea de usar varias representaciones en el aprendizaje de un objeto matematico es
expresada también por Gleason y Hughes (1992), que denominan a su teoria, “la regla
de tres”: para ellos las representaciones grafica, numérica y analitica, deben ser
enfatizadas conjuntamente, para un aprendizaje adecuado del Calculo. Estos autores, en
el ambito de la reforma del Célculo en los Estados Unidos, proponen que el alumno
debe ser confrontado a cada paso de su aprendizaje de la derivada, con sus diferentes

“significados” numeérico y gréafico.
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Respecto al poco éxito que se tiene en muchos casos, en lograr un aprendizaje
conceptual del Calculo, Artigue (1995), afirma que se puede ensefiar a los estudiantes a
realizar de forma mas o menos mecénica algunos célculos de derivadas y resolver
problemas estandar, pero que “existen grandes dificultades para hacerlos entrar en
verdad en el campo del célculo y para hacerlos alcanzar una comprension satisfactoria
de los conceptos y métodos de pensamiento, que son el centro de este campo de las
matematicas” (Artigue, 1995, p.97).

Esta investigadora, expone su punto de vista respecto algunas de las dificultades en el

aprendizaje del Célculo:
¢ Dificultades asociadas con la complejidad de los objetos basicos del célculo.

¢ Dificultades asociadas a la conceptualizacion y la formalizacion del concepto de
limite.

¢ Dificultades asociadas a las rupturas necesarias con los modos de pensamiento
algebraico y con las especificidades del trabajo técnico en el calculo. (Artigue,
1995).

Hay otros autores que han investigado sobre estas dificultades, por ejemplo Cantoral
(2000), refiriéndose a lo que denomina “dislexias escolares™, sefiala que los alumnos
aprenden a calcular derivadas, limites e integrales pero no pueden asignar un sentido
mas amplio a las nociones que permiten su comprension.

En otras palabras los alumnos pueden llegar a dominar los aspectos algoritmicos de la
derivacion pero sin haber comprendido otras relaciones mas sutiles. EI mismo autor
confirma lo que nosotros también hemos observado en el aula, es decir que al hallar la
primera derivada de una funcién no son conscientes de que lo obtenido es una nueva
funcién susceptible de derivacion. Podemos conjeturar que durante la resolucion del
ejercicio, el alumno pierde de vista la parte conceptual y cree que lo que se desea
ensefar es el proceso algebraico de derivacion.

Otra dificultad que se observa es que, el hecho de presentar la derivada en un punto
como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en dicho punto, se ve
entorpecido por el conocimiento incompleto que los alumnos tienen sobre recta y
pendiente de la recta, que normalmente (incluyendo el caso en estudio) han sido

estudiados el semestre anterior.
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Segun nuestra experiencia docente, no son pocos los alumnos que aprenden a graficar
rectas recién en el curso de Célculo, hecho que se comprueba cuando se estudia el
capitulo de Programacion Lineal, en este mismo curso, mucho después de haber
estudiado la derivada, en donde surgen dificultades debido a la poca pericia que tienen
los alumnos en graficar funciones lineales y hallar los puntos de interseccion de las
rectas, tanto con los ejes coordenados como con otras rectas.

Selden, Selden, Hauk y Mason (1999), determinaron que estudiantes de Ingenieria que
cursaban el curso de Ecuaciones Diferenciales, no usaban adecuadamente los recursos
del Calculo para resolver problemas no — rutinarios, prefiriendo métodos de solucién
aritméticos o algebraicos, en muchos casos manejandolos de forma inapropiada. En esta
investigacion los autores usan el término problema no — rutinario o simplemente
“problema”, para referirse a una tarea cognitivamente no — trivial, es decir de la que el
estudiante no conoce aun el método de resolucion.

Los problemas rutinarios eran mayormente de célculos algoritmicos o aplicacion
directa, en oposicion a los no rutinarios, que incluian parametros o requerian algun tipo

de representacion grafica para alcanzar la solucion (Selden et al., 1999).

Es necesario puntualizar a qué se refieren los autores cuando se habla de problemas no —
rutinarios. Schoenfeld (1992), menciona que los problemas no rutinarios son problemas
para los que no hay un algoritmo estandar, que permita extraer o representar la

informacidn dada, o problemas que tienen, ya sea informacion insuficiente o superflua.

Nuestro problema de investigacion se centra en las dificultades en el aprendizaje del
concepto de derivada, que han sido abundantemente descritas por los autores arriba
mencionados, y que se presentan en forma cotidiana en los alumnos de nuestra
institucion. Dentro de las causas de la aparicion de estas dificultades, aunque es la
unica, hemos identificado, coherente con los comentarios de algunos autores como
Azcarate (2000) y Cantoral (2000), una posible debilidad de los conocimientos previos,
que es necesario que los alumnos tengan para poder “anclar” los nuevos conceptos, y
que éstos sean perdurables, disponibles y evocables en el tiempo (Ausubel, 2000). Por
consiguiente nos proponemos disefiar una secuencia de tareas que, a partir de
conocimientos previos que los alumnos tienen, ayude a reforzar la interpretacion
geométrica de la derivada, para que los alumnos no se queden solamente con la parte

operativa del concepto y se pueda lograr un aprendizaje significativo.
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1.3 PREGUNTA 'Y OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

¢De queé manera el disefio de tareas, puede ayudar a un aprendizaje significativo del

concepto de derivada?

1.3.1 OBJETIVO GENERAL

Disefiar una secuencia de tareas que ayude a una mejor comprension del concepto de
derivada por los estudiantes y permita identificar dificultades en el aprendizaje del

concepto.

1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Disefiar una secuencia de tareas que contribuya a una mejor comprension del
concepto de derivada y de su interpretacién geométrica como pendiente de la
recta tangente a la grafica de una funcion en un punto.

2. ldentificar posibles deficiencias en la comprension de conceptos previos que son
necesarios para el aprendizaje significativo del concepto de derivada.

3. ldentificar algunas dificultades en el aprendizaje del concepto de derivada.
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO

2.1 APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

Hemos incluido en el titulo de esta investigacion el término “significativo”, porque
consideramos que realmente tiene sentido usarlo. Dentro del disefio de tareas en general
los investigadores estan de acuerdo en que, ya sea para introducir un nuevo concepto o
para reforzar un concepto ya aprendido por los alumnos, es importante que el punto de
partida en general sean los conocimientos previos que ya tiene el alumno. Sobre este
particular Orton (2005) sefiala que el aprendizaje significativo es un proceso en el cual
cualquier nuevo conocimiento es incorporado al lograr conectarlo con algunos aspectos
relevantes ya existentes en la estructura de conocimiento del individuo. Los nuevos
conocimientos adquiridos se insertan en las estructuras existentes y pueden modificar

los conocimientos anteriores o establecer nuevas relaciones entre ellos.

Ausubel (2000), indica que si el aprendizaje es significativo los conocimientos estan
mas disponibles en la estructura cognitiva, y que se necesita que existan alli algunos
conocimientos previos, denominados “ancla” para poder insertarse en las estructuras

cognitivas del sujeto.

Es por ello que es importante conocer lo que los estudiantes ya saben para poder anclar
los nuevos conocimientos a los ya existentes. Ademas es necesario, para introducir
nuevos conceptos, que todos los alumnos tengan aproximadamente la misma base de
conocimientos. Esto en forma préactica, se puede lograr por medio de cursos previos,
como los de Nivelacion de Matematicas, que, bajo diversos nombres, son dictados por
varias universidades con el fin de uniformizar los saberes previos de los estudiantes de

primer ciclo.

Una de las condiciones para un aprendizaje significativo es la existencia de materiales

potencialmente significativos para el aprendizaje.
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Esta Gltima condicion a su vez requiere:

- Tareas de aprendizaje que sean no aleatorias, y que sean susceptibles de ser
relacionadas con algin contenido relevante, de un cuerpo existente de
conocimiento en algunos estudiantes.

- La presencia de un cuerpo de conocimiento en la estructura cognitiva de los

estudiantes en particular. (Ausubel, 2000).

Asociado al concepto de aprendizaje significativo, esta el concepto de aprendizaje
por descubrimiento, frente al aprendizaje por recepcion.

En el aprendizaje por recepcion, los conocimientos son presentados al estudiante en
su forma final en lugar de ser descubiertos. La tarea de aprendizaje en este caso no

implica que el alumno tenga que descubrir nada por su parte.

Por el contrario en el aprendizaje por descubrimiento, el principal componente de lo
que se quiere ensefiar no es dado, sino que debe ser descubierto independientemente
por el estudiante, reordenando la informacion dada en forma gradual e integrandola

en su estructura cognitiva.

Ausubel (2000) sefiala que el aprendizaje por descubrimiento ofrece ventajas para el
desarrollo de la habilidad de resolver problemas, sin embargo que el aprendizaje por
descubrimiento no es una condicion indispensable para el aprendizaje significativo y
consume demasiado tiempo en las clases para ser usado con eficiencia en

situaciones tipicas de clase.

Particularmente para nuestro caso, podemos afadir que el aprendizaje por
descubrimiento forma parte de la secuencia de tareas que hemos disefiado, porque se
va guiando al alumno a través de una serie de tareas, para lograr una reflexion en
torno al concepto de derivada y su relacion con sus conocimientos previos, para
finalmente desembocar en la resolucion de un problema que requiere el uso de

derivadas.
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2.2 RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para Schoenfeld (2006), casi toda accion humana esta orientada hacia la realizacion de
un objetivo y realizar los objetivos de alta prioridad puede ser caracterizado como un
‘problema’. Mas especificamente un problema es una tarea que es dificil para el
individuo que la esté tratando de resolver. Es decir que es un concepto algo relativo, que
depende del individuo. Lo que para unos es un problema, para otros es un mero
ejercicio.

Para hablar de resolucion de problemas nos remitimos a Polya (1957), quien habla de

cuatro fases en el trabajo de resolver un problema.

1. Entender el problema.

2. Ver como las incognitas estan conectadas con los datos, para poder trazar un
plan.

3. Llevar a cabo lo planeado.

4. Mirar hacia atras cuando esta completada la solucion, revisarla y discutirla.

En este punto queremos senalar que el momento critico es la fase “entendiendo el
problema”, y que segin nuestra experiencia docente, genera las mas grandes

dificultades en los alumnos de Administracién gque estudian Célculo.

Es posible y bastante comun que el estudiante no comprenda el problema. Es natural
pensar que puede ser por multiples razones. Descartando que sea algo que el estudiante
no ha visto nunca, nos queda la opcion de que el problema esté elaborado en una forma
que esta mas alla de sus habilidades de comprension. Es decir, el problema involucra
habilidades que el alumno tiene o que son las que acaba de aprender, sin embargo ese

hecho no es evidente para el estudiante después de la lectura del enunciado.

Muchos docentes mencionan a Polya cuando se ensefia resolucion de problemas en los
cursos previos al de Calculo, lamentablemente en ocasiones se limitan a enunciar las 4
fases propuestas por este autor para la resolucion de problemas, como si tomar

consciencia de eso ya fuera suficiente para que los alumnos puedan resolver problemas.
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Una lectura atenta descubrira algo que puede haber pasado desapercibido para muchos
lectores de Polya: En la fase “entender el problema” Polya pone como condicién para
que el estudiante alcance comprensién de lo que se pregunta, que el problema sea bien
escogido, no muy dificil y no muy facil, y que sea presentado previamente en una forma
natural e interesante. Es decir no solo se preocupa de como resolver el problema, sino

de como se elabora (Polya, 1957).

En nuestra experiencia docente hemos observado que algunas de las dificultades de los
alumnos para resolver problemas nacen de la forma inadecuada en que éstos estan

redactados o propuestos.

Gascon (1989), sefiala en su tesis doctoral la poca inclinacion de muchos docentes a
estimular la capacidad de los alumnos de generar estrategias de comprension de los
enunciados. Evidentemente para algunos docentes es mas fécil resolver el problema y
que los alumnos copien, que buscar formas creativas de lograr que comprendan el

enunciado y acometan ellos mismos la resolucion.

Han transcurrido muchos afios desde Polya, y ya no podemos pensar en los problemas
como eventos aislados. Algunos autores han rescatado el término “tareas matematicas”
en vez de usar el de problemas, como cuestiones propuestas a los alumnos que les

permitan experimentar aspectos del pensamiento matematico (Breen y O’Shea, 2010).

En base a lo mencionado por los autores lineas arriba, podemos llegar a la conclusion de
que seria bastante natural tratar de disefiar actividades que incluyan diferentes tareas que
ayuden a completar la fase “entender el problema” de Polya. Es decir, en el disefio de
nuestra actividad hemos contemplado que los alumnos vayan acometiendo tareas que

les sirvan de preparacion para las cosas que se les pide mas adelante.

2.3 DISENO DE TAREAS

El marco téorico que elegimos para nuestro trabajo es el disefio de tareas (Task Design),
algunos de cuyos principios se pueden visualizar en los siguientes trabajos de multiples

investigadores de este enfoque.
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El término “tarea matematica” (mathematical task) suele evocar la idea de una actividad
que se solicita a los alumnos, ya sea para realizar en la casa o en la clase, solos o en
grupo (Breen y O’Shea, 2010).

“Tarea” es cualquier cosa que el profesor usa para demostrar matematicas, interactuar
con los estudiantes o para pedirle a los estudiantes que hagan algo (Watson y Ohtani,
2013).

Sierpinska (2004) considera que el disefio, analisis y prueba empirica de tareas
matematicas, ya sea para propdésitos de investigacion o ensefianza, es una de las mas
importantes responsabilidades de la educacién matematica.

Otra definicién de la misma autora, se refiere a “tareas matematicas” como cualquier
tipo de problema matematico, que tiene supuestos y preguntas claramente formuladas y
que puede ser resuelta en tiempo predecible por los estudiantes (Sierpinska, 2004).
Debemos aclarar que la extension y detalle del disefio de tareas varia enormemente
entre los que trabajan en disefio de tareas (Watson y Ohtani, 2013).

Bokhove (2014), propone un modelo que se basa en algunos principios del disefio de
tareas. En su modelo menciona que existen 3 etapas 0 componentes en una secuencia de
tareas, que considera ‘“tareas muy similares”: crisis, retroalimentacion 'y
desvanecimiento (crises, feedback and fading). Es decir que puede admitir la repeticién
de ejercicios como un medio para que los alumnos puedan aprender. Este mismo

principio es enunciado por Watson y Mason (2005).

Mason y Johnston — Wilder (2006) hablan de “dimensiones de posible variacion”, se

pueden variar algunas dimensiones o aspectos del problema:
- ¢Qué aspectos de la tarea son fijos?
- ¢Qué aspectos son particulares, y pueden ser variados?

Los alumnos progresan cuando se percatan de que lo importante no son los nimeros
sino el método, y logran identificar “clases de problemas”. En nuestro trabajo usamos
este concepto de variacion para lograr una reflexion de los estudiantes sobre sus

respuestas.

Las tareas no deben ser vistas individualmente sino dentro de un panorama mucho mas
amplio, una secuencia de tareas, que puede incluir ejercicios repetitivos, con pequefias

variaciones.
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En ocasiones es necesario que la secuencia esté salpicada de ocasionales crisis, que
necesiten de alguna retroalimentacion para ser superadas. Conforme se desarrolla la
secuencia de tareas, la retroalimentacion va “desvaneciéndose”, con el objetivo de que
el alumno no se vuelva demasiado dependiente de ellas en las evaluaciones (Bokhove,
2014).

Swan (2008), tiene un concepto mas social del disefio de tareas, para €l la tarea es solo
una parte del disefio. Reconoce sin embargo que hay diferentes teorias que se aplican

dependiendo de cuales sean los resultados deseados.

Este autor se distancia del modelo de aprendizaje por descubrimiento y adopta una linea
mas confrontacional, en la que se generan “sorpresas, tensiones y conflictos cognitivos,

que pueden ser resueltos mediante la reflexion y la discusion” (p.1).

Se proponen en dicho trabajo cinco tipos de tareas que estimulan los procesos

inherentes al aprendizaje.

Clasificar objetos matematicos.
Interpretar multiples representaciones.
Evaluar enunciados matematicos.

Creacion de problemas.

o b~ w0 DN e

Analizar el razonamiento y las soluciones.

Este investigador enfoca su trabajo en la utilizacion de multiples representaciones. Uno
de sus trabajos de investigacion era la construccion de una secuencia de tareas para

introducir el concepto de aumentos y disminucion porcentual.

Figure 4: Verbal descriptions, decimal multipliers, fraction multipliers.
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Figura 3
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Si bien Swan propone un modelo de aprendizaje que denomina de “orientacion
colaborativa”, siguiendo la influencia del constructivismo social, frente a lo que el
mismo denomina “orientacion de transmision”, que podemos relacionar con los
métodos expositivos clasicos, el principio que enfatiza en su trabajo es el usar maltiples
representaciones de un objeto matematico. Este autor propone que una de las
condiciones para lograr un aprendizaje adecuado es que el profesor sea capaz de generar

en el aula un clima adecuado para el aprendizaje.

Kullberg, Runesson y Martensson (2013), realizaron un estudio sobre como el disefio
de tareas podia ayudar a comprender mejor el concepto de divisién entre nimeros
comprendidos entre 0 y 1. Fue un proceso ciclico realizado en tres sesiones. Después de
cada sesion se discutian los resultados, se hacian ajustes para la siguiente tarea y la
sesion la realizaba el siguiente profesor. Asi hasta completar las 3 sesiones. El estudio
también incluia un mapeo de cdmo los alumnos resolvian cierto tipo de tareas antes y

después de cada sesion.

Este caso es un ejemplo en el que los profesores, después de cada sesion, discutieron,
reflexionaron sobre el proceso de ensefianza y refinaron el disefio de tareas, para
direccionarlo mejor hacia lo que querian lograr y también para hacerlo mas

comprensible para los alumnos.

Entre las conclusiones expresadas por los autores del estudio esta el hecho de que el
primer profesor habia tratado de que el material permitiera a los estudiantes establecer
una conexion entre el cociente y el numerador, conexion que los alumnos no fueron
capaces de lograr. Se hicieron algunos ajustes a la secuencia de tareas y los otros dos

profesores enfocaron sus esfuerzos hacia ese topico.

Para nuestro trabajo hemos usado este principio del disefio de tareas, es decir
planteamos primero un piloto como experiencia exploratoria, y de acuerdo a los
resultados hicimos algunos ajustes en el disefio de la secuencia de tareas. Los resultados
obtenidos permitieron reformular la secuencia de tareas y asi ir conformando una

propuesta didactica, que se puede ir modificando sucesivamente.

Ron, Zaslavsky y Zodik (2013), sefialan que el proceso de disefio de tareas con
frecuencia esta formado por 3 etapas:
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- Afirmar los objetivos y conectar la tarea con los objetivos.
- Disefiar una actividad genérica que nos dirija a dichos objetivos.
- Cuidadosamente escoger los ejemplos especificos para implementar la tarea

generica.

Su investigacion estaba enfocada en preparar el terreno para presentar un concepto
nuevo: el de derivada, y eligieron hacerlo creando la necesidad de contar con una
herramienta y a la vez nuevo concepto, que les permita realizar el gréfico de funciones
con mayor precision.

Un concepto importante que sefialan en su investigacion es que construyeron el disefio
de tareas basandose en los conocimientos previos que los alumnos tenian. El objetivo
era mostrar algunas limitaciones en las herramientas que los estudiantes conocian para
mostrar la necesidad de contar con un instrumento mas poderoso. Esta forma de
presentar el concepto se llama “aproximacion por necesidad”. En la siguiente figura

mostramos la tarea disefiada.

Given the following function:ﬂx_‘_l=|:|

1. Complete the missing values in the following Table and mark the corresponding
pointsin a Cartesian coordinate system:

-1 0 1

X
fx)

Do you think the given function increasesin the domain -1=x=217

Do you think the graph of the function in the domain -1<x<1 is a straight line?
Complete the values in the following Table, mark the corresponding peints, and
answer questions 2 & 3 for the domain -2=x=2.

NE VA

¥ 2 -1 0 1
i)

[

5.  Add to vourTable thevalues f-1.5), f-0.5). f10.5), f11.5). and mark the
corresponding points on the graph that vou began sketching.

6. Now answer again questions 2 & 3 for thedomain -2=x=2.

Can vou know for sure from the values in vour table where the function increases

and where it decreases? Does the function have any extreme points?

Figure 1: A generic task for students aimed at evoking some limitations of a function value table

Figura 4. (Tomada de Ron et al., (2013))

La fase de escoger los ejemplos especificos es muy importante, en esta tarea, no hubiera
sido muy apropiado escoger una funcién cuadratica, porque los alumnos podrian

determinar lo pedido haciendo uso de sus conocimientos sobre funcion cuadrética.
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En conclusion otro principio del disefio de tareas es que los ejemplos deben estar
dirigidos a crear la necesidad del nuevo concepto que se quiere presentar.

Debido a este ultimo hecho Ron et. al., (2013) concluyen que los ejemplos especificos
que se escogen pueden cambiar draméaticamente la calidad de la tarea y su conexién
con las metas.

Watson y Mason (2005), elaboraron una teoria que denominan “Teoria del aprendizaje a
través de la ejemplificacion”, que consiste en solicitar a los alumnos realizar tareas de
construccidn de ejemplos, a partir de sus conocimientos previos.

En esta teoria, se utiliza mucho el concepto de scaffolding, que puede ser traducido
como una construccién gradual, que a partir de objetos accesibles o familiares para el
alumno, sus propiedades y asistencia apropiada, puede alcanzar a completar la tarea
solo, sin que haya necesidad de reducir la complejidad cognitiva de la tarea (Stein,
Grover, y Henningsen, 1995).

Damos un ejemplo de dos tareas en este enfoque:

Task 7a: How Different?

Give an example of a linear equation.

Change your example in some way to give a different straight line.

Make further similar alterations to get new straight lines.

Now make a different kind of change. How does the new straight
line differ from those achieved so far?

What other kinds of change can be made, and what is the effect of
these changes?

And this sequence may have similarities as well.

Task 7b: How Different Variation

Write down a function that is continuous except at one point.
Write down another.

Write down one that has a different kind of discontinuity ata point.
What other kinds of discontinuity can you make?

Figura 5. Tomado de Watson y Mason (2005).
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Tarea 7a: ¢Qué tan diferente?

Dé un ejemplo de una ecuacion lineal.

Cambie su ejemplo de alguna manera para dar una recta distinta.

Haga mas alteraciones similares para lograr nuevas rectas.

Ahora haga un tipo diferente de cambio. ¢En qué difiere la nueva recta de las otras
obtenidas hasta ahora?

¢ Qué otros tipos de cambio se pueden hacer y cuél es el efecto de estos cambios?

Tarea 7b: Variacion de la anterior.

Escriba (la regla de correspondencia de) una funcidn que sea continua, excepto en un
punto.

Escriba otra.

Escriba una, que tenga un tipo diferente de discontinuidad en un punto.

¢ Qué otros tipos de discontinuidad puede Ud. hacer?

Podemos observar que cada tarea estd compuesta de ejemplos, en los que el alumno
debe construir objetos matematicos. En estas dos tareas, se pueden apreciar varios
principios del disefio de tareas, como empezar de conocimientos previos, avanzar
gradualmente y ademas la posibilidad de cambiar la tarea ligeramente, para lograr que
los alumnos reflexionen sobre lo que van construyendo.

La repeticion “aparente” de ejemplos con pequefios cambios, segin esta teoria
contribuye a que el alumno comprenda un nuevo concepto a partir de la observacion de
una caracteristica o un principio que se mantiene valido para una variedad de ejemplos.
En ese tipo de tareas el estudiante hace lo que naturalmente hacen las personas, observar
qué es igual y qué es diferente en cada caso (Watson y Mason, 2005).

Los autores mencionan la existencia de un “espacio personal de ejemplos”, asi como de
un “espacio potencial de ejemplos”, que seglin ellos mismos reconocen estan inspirados
en el concepto de “zona de desarrollo proximo” de Lev Vygotsky. Es decir que el
espacio personal de ejemplos es el conjunto de ejemplos que los alumnos podrian

construir solos, y el espacio potencial, es el conjunto de los ejemplos que estan un poco
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mas alla, pero para los cuales podemos usar el concepto de “scaffolding”, logrando que

el estudiante “extienda” el espacio personal de ejemplos que puede crear.

El nicleo de esta aproximacion esta basado en dos principios pedagdgicos:

- Aprender matematicas consiste en explorar, reacomodar, y extender los espacios
de ejemplos y las relaciones dentro y entre ellos (se asume que hay varios
dependiendo del conocimiento que se desea aprender).

- Experimentar ampliaciones del espacio de ejemplos (si son cuidadosamente
guiadas), contribuye a la flexibilidad de pensamiento, no solo dentro del &mbito
de la matematica, y potencia la adopcion de nuevos conceptos.

En resumen podemos sintetizar algunos principios del marco teérico en el que nos

basamos:

Es importante que la secuencia de tareas considere los conocimientos previos de

los alumnos.

- Es importante proporcionar feedback cuando sea necesario para superar las
etapas de crisis.

- Esvalioso usar diversas representaciones de los objetos matematicos.

- Se puede pedir que los alumnos construyan ejemplos repetidos con pequefias

variaciones para lograr que comparen cada caso.

Nuestra investigacion se enmarca dentro del disefio de tareas, tratando de mantener los
principios basicos mencionados en las investigaciones precedentes, principalmente la
teoria desarrollada por Watson y Mason (2005), que creemos incluye la mayor parte de
los principios generales del disefio de tareas y esta méas cercana a lo que pretendemos

llevar a cabo.

Ademas nos referimos al concepto de aprendizaje significativo de Ausubel, que sobre
todo asigna la méaxima importancia a lo que los alumnos saben, para construir los
nuevos conocimientos, e incorporarlos en su estructura cognitiva (Ausubel, 2000).
También usamos la terminologia de Skemp (2006), es decir el aprendizaje relacional

(esquematico) y el aprendizaje instrumental.

29

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ER}EEL'}?;?AD

DEL PERU

2.4 LA DERIVADA

2.4.1 ASPECTOS HISTORICOS

Boyer y Merzbach (2011) atribuyen a Fermat, haber encontrado alrededor de 1629, un
método para encontrar los maximos y minimos de funciones polindmicas, comparando
el valor de una funcién en un punto x con el valor de la funcién en un valor x+E, y
observd que en las proximidades del punto mas alto o mas bajo de la gréafica, el cambio
era casi imperceptible. Mientras mas pequefio era el valor de E mas cercana era la
diferencia a cero.

Aunque Kepler ya habia observado este hecho, fue Fermat quien lo tradujo como un
proceso para determinar tanto el médximo como el minimo de una curva (Eves, 1953).
Barrow en 1670, explico un método para obtener tangentes que usaba 2 variables

(equivalentes a Ax ; Ay) en vez de una variable como Fermat. Se dice que Barrow fue

el primero en darse cuenta de que la diferenciacion y la integracion eran operaciones
inversas (Eves, 1969).

Entre todas las grandes contribuciones de Isaac Newton (1642 — 1727), quien por cierto
fue discipulo de Barrow, esta el método de los “fluxiones”, para calcular tangentes a una
curva, segun el cual considera a las variables X y y, como “fluentes” y a sus respectivas
razones de cambio como “fluxiones” (Boyer y Merzbach, 2011). Bajo este enfoque la
abcisa y la ordenada son cantidades cambiantes en el tiempo. Asi, el momento de un
fluente es un cambio infinitamente pequefio. Si un fluente (como la ordenada del punto

de la grafica de una curva, se representa por y, entonces la fluxion de ese fluente esta

dada por y . Su trabajo, que fue escrito en 1671, no fue publicado sino hasta 1736.

Lamentablemente los ultimos afios de vida de Newton se vieron oscurecidos por una
controversia con Leibniz, quien habia llegado a las mismas conclusiones, en cuanto a
hallar tangentes. Leibniz (1646 — 1716) usd la notacidon diferencial dx y dy, para
referirse a las pequefias diferencias. Determind las formulas para la diferenciacion de un
producto y un cociente, despreciando los productos de 2 diferenciales, tal como hizo
Newton con sus momentos. La notacion que uso Leibniz probo ser mas conveniente que

la usada por Newton, tal es asi que algunas de sus representaciones se usan hasta
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nuestros dias. Sin embargo la notacion f’(x) se la debemos a Lagrange (1736 — 1813)

(Eves, 1969).

2.4.2 ASPECTOS FORMALES

Se dice que a < Res un punto de acumulacion del conjunto X, cuando todo entorno V
de a contiene algin punto de X diferente del propio a. Se representa mediante X' al
conjunto de los puntos de acumulacion de X. Si ae X no es un punto de acumulacién

de X se dice que es un punto aislado (Lima, 1997).
Consideremos la siguiente definicidn de derivada por el mismo autor:

Sean f: X >Ry aeXX'. Laderivada de la funcion f en el punto a es el limite:

f'(a) = lim f(x)—f(a) _lim f(a+h)-f(a)

x—a X—a h—0 h

Si este limite existe, se dice que la funcidn f es derivable en el punto a.

Esta definicion es la que se usa en nuestra institucion educativa en el curso de Calculo
para estudiantes de Ciencias Administrativas, para presentar el concepto de derivada en
un punto. Se presenta su interpretacion geométrica, como la pendiente de la recta

tangente a la gréafica de la funcion en el punto (a; f (a)).

Cuando existe la derivada f'(x) en todos los puntos x e X n X', se dice que la funcién
f : X — R es derivable en el conjunto X, obteniéndose una funcion f': X " X'—>R,

x — f'(x), lamada funcién derivada de f.

243 LA DERIVADA EN RESOLUCION DE PROBLEMAS DEL AMBITO
ECONOMICO ADMINISTRATIVO

Hemos visto en la revision histérica que una de las principales razones por las que nace
el concepto de derivada fue la necesidad de encontrar solucion a los problemas que

involucraban méaximos y minimos, como lo establecen Boyer y Mertzbach (2011),
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refiriéndose a la introduccion de la diferenciacion por Fermat, que fue publicada

postumamente en su trabajo “Método para encontrar maximos y minimos” de 1538.

Newton y Leibniz, no necesariamente al mismo tiempo, pero en forma independiente,
dieron vida al calculo infinitesimal. La motivacion principal de la aparicion del Célculo
fue dar solucion a problemas que hoy son dominio de la ingenieria y la fisica, como son
la pendiente de la recta tangente a una curva y la velocidad instantdnea (Azcarate,
Badillo, Garcia y Moreno, 2011).

Ya que una de las principales aplicaciones de la derivada es determinar la razén de
cambio de una variable con respecto a otra, la derivada ha extendido su campo de
utilizaciéon a la economia para medir como cambian las variables econdmicas (costo
ingreso, utilidad, produccion, etc.) cuando cambia una variable de la cual dependen
(unidades producidas, tiempo, precio). Podemos resefiar los aspectos mas saltantes del

ambito econdémico en los que interviene el concepto de derivada.

Anélisis marginal.

Uno de los conceptos mas importantes en Economia es determinar cuanto se
incrementara una variable cuando otra, de la cual depende se incrementa en una unidad.
Para cada nivel de produccion es importante preguntarse si la empresa deberia aumentar

su produccidn. Lo que se desea finalmente es aumentar la utilidad.

El costo marginal es, para un determinado nivel de produccién, el aumento de los
costos totales cuando la produccién aumenta en una unidad. El ingreso marginal es,
para un determinado nivel de produccion, el aumento del ingreso total cuando la

produccion aumenta en una unidad.

La empresa decidird aumentar su produccion mientras que el ingreso marginal sea
mayor que el costo marginal, dado que producir y vender una unidad adicional aumenta
los beneficios (utilidad). En el caso contrario, es decir si el costo marginal supera al
ingreso marginal, la empresa no debe aumentar su nivel de produccion, porque cada

unidad adicional producida disminuye los beneficios (Begg, Fisher y Dornbusch, 2002).

Si una empresa conoce sus curvas de costos e ingreso puede, usando el concepto de

derivada, determinar su costo e ingreso marginales.
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Para algun nivel de producciéon q se puede determinar, aproximadamente, el costo e

ingreso marginal por medio de las relaciones:
Costo Marginal = ac ;  Ingreso Marginal = a
dg dg

Esta aproximacion es valida para valores cercanos a g, debido a que en las proximidades
de g la pendiente de la recta tangente a las graficas del costo y del ingreso es
aproximadamente igual al aumento en el ingreso y el costo totales, generado por el
incremento de una unidad en el nivel de produccién (Azcarate et al., 2011).

Asi pues las funciones costo e ingreso marginal son las razones de cambio instantaneas
de las respectivas funciones de costo e ingreso, respecto al nimero de unidades
producidas, considerando todos los otros factores constantes, es decir asumiendo que el
costo e ingreso solo dependen del nimero de unidades producidas. (Azcarate et al.,
2011).

Es importante hacer notar en esta parte que, dado que la variable independiente es el
namero de unidades producidas, se esta trabajando con un subconjunto de los nimeros
racionales (suponiendo que las unidades puedan estar en cientos o en miles). Sin
embargo se debe extender el dominio a los nimeros reales mayores o iguales que cero,

para que la funcién sea continua, porque de lo contrario no seria derivable.

Oferta y demanda

La demanda es una medida de la cantidad de bienes que los consumidores estan

dispuestos a adquirir a cada precio concebible.

La oferta es la cantidad de un bien que los productores (u ofertantes en general), estan
dispuestos a ofrecer a cada precio concebible. (Begg et al., 2002).

Bajo el supuesto de que todos los otros factores permanecen constantes (Ceteris
paribus), a mayores precios aumentard la cantidad ofertada del producto, pero del
mismo modo para un incremento en el precio, la cantidad demandada del producto

disminuye.
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Las relaciones entre el precio y las cantidades ofertada y demandada, dado el supuesto
considerado en el parrafo anterior, se conocen como funcion de oferta y funcion de

demanda, respectivamente.

Se debe hacer la misma aclaracion que se hizo en el caso de anélisis marginal, sobre el
dominio de las funciones de oferta y demanda, dado que estamos hablando de unidades
producidas o vendidas y de precios, que son nimeros racionales mayores o iguales que
cero, se consideran como funciones continuas en el conjunto de los numeros reales
mayores o iguales que cero, para poder hacer uso de las herramientas de diferenciacion.
Si las funciones de oferta y demanda no son lineales, la derivada es una poderosa
herramienta para estudiar el comportamiento de la cantidad demandada y ofertada a

partir de un cambio en el precio.

La pendiente de las curvas de oferta y demanda es una medida del comportamiento de la
cantidad demandada y ofertada cuando hay cambios en los precios. Asi por ejemplo, si
una empresa se dedica a la exportacion de tomates, y el precio en el mercado aumenta,
la gerencia tomarad la decision de aumentar la produccion (si esto es fisicamente
posible). Por otro lado el consumidor final, ante un alza en los precios de tomate, puede
decidir disminuir su consumo o reemplazarlo por otros productos, y asi disminuye la

cantidad demandada.

Observando estos cambios, se deduce que en la funcion de oferta la derivada de la
cantidad ofertada con respecto al precio serd positiva y en la funcion demanda la
derivada de la cantidad demandada con respecto al precio sera negativa. Para efectos
didacticos en los cursos de Pre-Calculo, se considera que las funciones oferta y
demanda son lineales (Azcérate et al. 2011), sin embargo en los cursos de Célculo, se
pueden utilizar funciones no lineales, usando el concepto de derivada, que nos permite

conocer la pendiente de la curva en cada punto, a partir de su regla de correspondencia.
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CAPITULO 3: LA EXPERIENCIA DIDACTICA

3.1 METODOLOGIA

La metodologia del presente trabajo de investigacion es cualitativa, exploratoria y
descriptiva. Podemos mencionar 4 caracteristicas de la investigacion cualitativa

(Creswell, 2003) que estan relacionadas con nuestro trabajo:

- Usa multiples métodos que son interactivos y humanisticos, con participacion
activa de los individuos investigados.

- Es emergente, mas que fuertemente restringida. Las preguntas de investigacion
pueden cambiar y ser refinadas.

- Es fundamentalmente interpretativa. Esto significa que el investigador realiza
una interpretacion de los resultados.

- Posibilita que el investigador cualitativo se comprometa en roles que van desde

no participante hasta completamente participante.

Por otro lado las formas en las que se recoge la informacion pueden ser (Creswell,
2003):
- Observaciones. El investigador toma nota de la conducta y actividades de los
individuos en el lugar de investigacion.
- Entrevistas. El investigador conduce entrevistas personales a los individuos
participantes.
- Focus groups. En los que se pueden considerar entre 6 a 8 entrevistados por
grupo, para recoger las opiniones de los participantes.
- Recoleccion de documentos.

- Material audio — visual.
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3.2 EL ESCENARIO

Se realizé la investigacion en el marco del curso de Logica Matematica, de la carrera de
Administracion de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC).
El nombre del curso es Logica Matematica, que incluye tépicos de Calculo y de Ldgica,

es un curso de segundo ciclo.

3.3 LOS PARTICIPANTES

- Se escogi6 a 15 alumnos de una seccion de 40 alumnos, de la cual el
investigador era a su vez el profesor del curso.

- Laeleccion de los participantes fue hecha entre los que mostraron disposicion de
participar y tenian la disponibilidad de tiempo.

- Los participantes tenian diferentes grados de conocimiento de los cursos previos,
habia desde muy buenos alumnos hasta regulares, considerando lo que sus notas
y sus actividades en la clase reflejaban hasta ese momento.

- Las edades estaban entre 17 y 18 afios. Eran 10 sefioritas y 5 varones.

- Su actitud y disposicion a colaborar eran 6ptimas.

34 EL CONTEXTO

- El curso previo es de aprendizaje de habilidades algebraicas, funciones basicas y
propiedades de funciones, asi como resolucion de problemas del ambito
econdmico — administrativo, usando dichas habilidades.

- Todos los alumnos llevaban el curso de Logica — Matematica por primera vez.

- Los estudiantes ya habian terminado el estudio de la derivada de funciones de
una variable, dentro del curso, para cuyo estudio se asignan 12 horas en 2
semanas.

- Los alumnos ya habian tenido una evaluacion del tema de derivadas.

- Como parte del curso se estudia posteriormente funciones de dos variables y

derivadas parciales.
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- Todos los temas del curso se direccionan hacia problemas de aplicacion del

ambito de su carrera.

35 DISENO DE LA SECUENCIA DE TAREAS

El disefio de la secuencia de tareas se realiz6 a partir del marco tedrico escogido (disefio
de tareas), usando los principios expuestos por los investigadores de ese enfoque, con la
idea de contribuir a un aprendizaje significativo del concepto de derivada, que, por las

razones expuestas en los antecedentes, podia no haber ocurrido en muchos casos.

La secuencia es coherente con el enfoque expuesto por Watson y Mason (2005), que
recogen el concepto de scaffolding para el disefio de tareas, las que son presentadas
como “ejemplos”, en los que se pide a los alumnos la construccion de objetos
matematicos, familiares para ellos, y se realizan variaciones en los ejemplos, para que
los alumnos analicen los cambios y puedan ir obteniendo relaciones, entre la derivada
de la funcién f en un punto, con la pendiente de la recta tangente a la grafica de la

funcién.

Para el disefio nos basamos en algunos principios del disefio de tareas enunciados por

los autores ya mencionados con anterioridad.

La parte inicial de la secuencia explora y evoca los conocimientos previos de los

participantes, adquiridos en el curso anterior.

- Las preguntas que se disefiaron solicitaban a los participantes construir ejemplos
(gréficos y analiticos) de objetos matematicos familiares para ellos, pero que
tuvieran cierto comportamiento no tan familiar, con las herramientas que ellos
tenian en ese momento (curso anterior y presente).

- Dentro de las preguntas se incluyé sub — preguntas, solicitando que los
participantes expliquen de manera concisa el comportamiento de los objetos
obtenidos, por escrito.

- Las preguntas fueron disefiadas de modo que la demanda cognitiva fuera
gradualmente en aumento.

- Ante la aparicion de conflictos cognitivos o semidticos insalvables se

proporciond feedback a los participantes.
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- Se usaron 3 representaciones diferentes del objeto matematico derivada: grafica,
algebraica y simbdlica.
- En una secuencia de 4 preguntas (preguntas 3, 4, 5y 6) se hicieron pequefias

variaciones para producir comparacion y reflexion por parte de los participantes.

3.6 PUESTA EN ESCENA

- Una semana antes de la aplicacion de la secuencia didactica disefiada, se realiz6
un piloto con 9 alumnos de la misma seccion. Ver Anexo 4.

- Después de analizar los resultados se hizo algunos cambios a las tareas, por
razones de complejidad semidtica y de enfoque hacia la resolucion de
problemas.

- Lasecuencia se llevo a cabo en una sola sesion de 120 minutos.

- Se entrego el material completo a los alumnos.

- El trabajo fue individual, pero no se restringid el dialogo.

- Se proporciond feedback, cuando hubo alguna dificultad.

3.7 DESCRIPCION DE LA SECUENCIA DE TAREAS. Ver anexo 1

Partiendo de los conocimientos previos de funcion lineal, y pendiente, se explora el
objeto matematico funcién lineal, desde el punto de vista del crecimiento o
decrecimiento, tratando de que el alumno establezca conexiones entre la velocidad de
crecimiento y la pendiente de la recta, asi como con la derivada de la funcion, teniendo

en cuenta que los alumnos ya han estudiado el concepto de derivada.

Posteriormente se trabajo con los conceptos de funcion creciente y decreciente, mas
rapidamente y mas lentamente con el registro grafico y simboélico (no algebraico). Se
buscaba que los participantes relacionaran el comportamiento de la funcion con la
pendiente de la recta tangente y con el valor de la derivada de la funcién en un punto,

especialmente en los extremos relativos.

En ese sentido, se solicitd construir ejemplos de funciones, conocida cierta informacion
sobre el comportamiento de la funcion. Se disefio una serie de 4 preguntas (de la 3 a la
6), en las que se pedia dibujar una funcién, que cumplia ciertas condiciones, de

crecimiento o decrecimiento y se acompafid esta pregunta que podemos llamar
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“principal” con 5 sub preguntas, en las que el alumno tenia que reflexionar acerca de la

funcion que habia dibujado y escribir sobre ella.

En la pregunta 7 los estudiantes tenian que construir un ejemplo gréafico de una funcién,
conocido el comportamiento de la funcion derivada. En la pregunta 8, se pidio a los
alumnos modificar las condiciones dadas en la pregunta anterior y construir una nueva

gréfica, dejando que elija las condiciones a modificar.

Finalmente se present6 un problema contextualizado, en el que los participantes podrian
transferir los conocimientos adquiridos. Ademas se pidié modificar las condiciones de

dicho problema, para obtener un resultado diferente.

Cabe anotar que los alumnos no conocen el término funcién lineal afin, por razones de
simplicidad en el curso previo, se asigna el nombre de funcion lineal a todas las rectas,

no verticales de pendiente diferente de cero.

3.8 SECUENCIA DE TAREAS.

Pregunta 1.

En un mismo sistema de ejes grafique dos funciones lineales f y g que sean crecientes,

pero que crezcan de manera diferente.

Objetivos de la pregunta.
- Vincular el inicio de la actividad con objetos matematicos ya conocidos por los
alumnos, buscamos conocimientos ancla, para ir acercandonos poco a poco al
concepto de derivada.

- Explorar la fortaleza de los conocimientos previos de funcion lineal.

Sobre el dibujo realizado se pidié contestar 3 sub-preguntas:

la. Explique cudl es la diferencia entre el crecimiento de f y g.
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Objetivos de la pregunta:
- Lograr que el alumno establezca intuitivamente que una pendiente mayor
corresponde a un crecimiento mas rapido de la funcion lineal.
- Lograr que el alumno verbalice sobre su produccion y confirmar los

conocimientos previos.

1b. Escriba una posible regla de correspondencia para cada una de las funciones lineales
que ha dibujado.

Objetivos de la pregunta:

- Involucrar otra representacion de la funcion.
- Indagar si el estudiante puede estimar las pendientes numericamente.

- Explorar debilidades en los conocimientos previos.

1c. Explique como se comporta la derivada de las funciones f y g, en cada punto.

Objetivos de la pregunta:

- Indagar cual es el nivel de identificacion que tiene el alumno entre el valor de la
derivada de la funcion lineal y la pendiente de la recta que representa dicha
funcion lineal.

- Lograr que el alumno explique y muestre sus concepciones sobre la derivada de

una funcién lineal, en cualquier punto.

Pregunta 2.

Determine la pendiente de cada una de las rectas mostradas en la gréfica.
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2. Determine la pendiente de cada una de las rectas mostradas en la grafica.

Objetivos:
- Recuperar los conocimientos previos sobre signos de las pendientes de las
rectas, para usar en las tareas posteriores.
- Investigar posibles carencias en habilidades de cursos previos que puedan influir

en el aprendizaje de conceptos nuevos.

Pregunta 3.

Grafique una funcion continua, cuyo dominio sea R, que sea sélo creciente, pero cada

vez mas rapidamente.

Objetivos: La primera de una serie de 4 preguntas similares, en las que se perseguia:

- Que en base a sus conocimientos previos de funciones, los alumnos pudieran
darse cuenta de que las funciones pueden crecer de distintas maneras.

- Investigar su conocimiento de funciones crecientes.

Respuesta esperada: _/ 0 una forma parecida.
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Sub-preguntas:

3a. Cuando la variable x crece, entonces lavariabley ...l

Objetivos:
- Relacionar una funcion creciente con una imagen en la mente del alumno.

- Relacionar el comportamiento de la funcién que han dibujado, con su derivada

en cualquier punto.

3b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion
Es positiva () Es negativa ()

Objetivo:
- Investigar si relaciona el crecimiento de la funcién con el valor de la derivada en
cualquier punto.

- Obligarlo a reflexionar sobre la posibilidad de dicha relacion.

3c. Complete el espacio :

Si x, <X, entonces f'(X,)........ f'(x,)
Objetivos:
- Que el alumno establezca que la derivada es mayor conforme crecen los valores

de la variable x, a partir de la observacion de su gréfica.

- Involucrar la representacion simbolica.

3d. ¢Para algun valor de la variable x se cumple que f’(x) =07 ¢Por qué?
Objetivos:
- Lograr que el alumno reflexione sobre el significado geométrico cuando la
derivada es cero.

- Determinar si relacionan la pendiente de la recta tangente con la derivada.

3e. ¢La funcion podra tener un maximo? Si( ) No( ) ¢Porqué?
Objetivo:

- Lograr que el alumno pueda contestar a partir de su grafica y de la informacion
dada.
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Pregunta 4.

Grafique una funcion continua, cuyo dominio sea R, que sea solo creciente, pero cada

vez més lentamente.

Objetivo de la pregunta:  Generar que, en base a sus conocimientos previos de
funciones, y a la luz de la pregunta anterior los alumnos puedan tener una imagen

mental de una funcién que cumpla ciertas condiciones.

Respuesta esperada: /- 0 parecida.

Sub-preguntas:

4a. Cuando la variable x crece, entonces la variable y ...l

Objetivo: Reforzar su concepto de funcién creciente y decreciente.

4b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion
Es positiva () Es negativa ()

Objetivo:  Relacionar el comportamiento de la funcién que han dibujado, con su

derivada en cualquier punto.

4c. Complete el espacio :
Si x, <x, entonces f'(X,)....... f'(x,)
Objetivo:
- Lograr que el alumno establezca que la derivada es menor conforme crecen los
valores de la variable x, a partir de la observacion de su gréfica.

- Involucrar el registro simbdlico en las respuestas.
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4d. ¢Para algin valor de la variable x se cumple que f'(x) =07 ¢Por qué?
Objetivo:

- Generar que el alumno reflexione sobre el significado geométrico cuando la

derivada es cero, observando su grafica.

4e. ¢La funcion podré tener un maximo? Si( ) No( ) ¢Porqué?

Objetivo: Que el alumno pueda contestar a partir de su gréafica y de la informacion
dada.

Pregunta 5.

Grafique una funcion continua, cuyo dominio sea R, que sea solo decreciente, pero

cada vez mas rapidamente.

Objetivo de la pregunta:
- Que el alumno refuerce o corrija sus concepciones en base a los resultados

alcanzados en las 2 preguntas anteriores.

Respuesta esperada: \ 0 parecida.

Sub-preguntas:

5a. Cuando la variable x crece, entonces lavariable y ...l

Objetivo: Reforzar su concepto de funcién creciente y decreciente.

5b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion

Es positiva () Es negativa ()

Objetivo:  Relacionar el comportamiento de la funcion que han dibujado, con su

derivada en cualquier punto.
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5c. Complete el espacio :
Si x, <x, entonces f'(X)....... f'(x,)

Objetivo: Que el alumno establezca que la derivada es menor conforme crecen los

valores de la variable x, a partir de la observacion de su grafica.

5d. ¢Para algin valor de la variable x se cumple que f'(x) =07 ¢Por que?

Objetivo: Explorar si el alumno ya esta relacionando la pendiente de la recta tangente

con el comportamiento de su grafica.

5e. ¢La funcion podré tener un minimo? Si( ) No( ) ¢Porqué?

Objetivo: Que el alumno pueda contestar a partir de su gréfica y de la informacién
dada.

Pregunta 6.

Grafique una funcion continua, cuyo dominio sea R, que sea s6lo decreciente, pero

cada vez mas lentamente.

Objetivo de la pregunta:

- Que el alumno refuerce o corrija sus concepciones en base a los resultados

alcanzados en las 3 preguntas anteriores.

- Respuesta esperada: \ 0 parecida.

Sub-preguntas:

6a. Cuando la variable x crece, entonces lavariabley ................cocoiiiii.

Objetivo: Reforzar su concepto de funcion creciente y decreciente.
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6b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcién

Es positiva () Es negativa ()

Objetivo: Relacionar el comportamiento de la funcién, con su derivada.

6¢. Complete el espacio :
Si x, <x, entonces f'(X)...... f'(x,)

Objetivo: Lograr que el alumno detecte que la derivada va creciendo (es menos

negativa) conforme crecen los valores de la variable X, a partir de su grafica.

6d. ¢Para algin valor de la variable x se cumple que f'(x) =07 ¢Por qué?

Objetivo: Determinar si el alumno a este nivel estd comprendiendo que la derivada

puede aumentar a partir de valores negativos pero no alcanzar el valor cero.

6e. ¢La funcion podra tener un minimo? Si( ) No( ) ¢Porqué?

Objetivo: Lograr que el alumno exprese sus ideas por escrito en palabras, a partir de su

grafica y de la informacion dada.

Pregunta 7:

Grafique una funcion continua y = f(X) que sea creciente cada vez mas lentamente

paratodo X < 2,y que sea decreciente cada vez mas rapidamente paratodo x > 2.

Objetivo de la pregunta:
- Lograr que el alumno construya la grafica de una funcion en base a la

experiencia adquirida en las preguntas anteriores.
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Sub-Preguntas:

7a. ¢ Qué se puede decir sobre la derivada de f cuando x = 2?

Objetivo: Investigar a través de la expresion escrita el aprendizaje del alumno.

7b. ¢Qué ocurre con la funcién en x=2?

Objetivo: Lograr que el alumno exprese con palabras o con simbolos una conclusion

emanada de su grafica.

Prequnta 8:

Dibuje la grafica de una funcion que cumpla las siguientes condiciones:

o))

. f'(3)=0y f'®)=0
b. f'(x)>0 para x<-3

c. f'(x)<0 para-3<x<1
d. f'(x)>0 para x>1
Objetivos:
- Examinar la comprension relacional de los valores que toma la derivada de una
funcion.
- Explorar la evolucion que puede haber tenido el alumno a través de la secuencia
de tareas.
Prequnta 9:

En el problema anterior mantenga la condicion a. y modifique una o mas de las
condiciones b, c, d. Escriba las condiciones a, b, ¢, y d; y luego esboce un grafico de

la funcion que cumpla las condiciones escritas por Ud.

Objetivos:
- Examinar la comprension relacional del estudiante con una tarea de mayor

demanda cognitiva.
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- Investigar si el estudiante relaciona el signo de la derivada con el

comportamiento creciente o decreciente de la funcion.

Pregunta 10:

La funcién de costo total de la empresa ALFA, en términos del nimero de unidades
2

g que fabrica, es C(q) = % + 20 +300 donde C esté en dolares.

a) Determine el nivel de produccion g, que minimiza el costo promedio por
unidad.

b) La empresa BETA tiene una funcidn de costo total similar a la de la empresa
ALFA, pero el nivel de produccién que minimiza el costo promedio por unidad

es gz = 50.
i.  Escriba una posible funcién de costo total de la empresa BETA.

ii.  Expligue cémo llego a obtener tal funcion de costo de la empresa BETA.
Objetivos:
e Examinar el nivel de comprensién del concepto de derivada al tener que usarlo

en un problema contextualizado del campo econémico administrativo.

e Examinar el manejo de recursos algebraicos ligados a la comprension del valor

de la derivada en un punto 6ptimo de la funcion.

e Recordar el concepto de costo promedio, que sera usado mas adelante en el
curso.
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CAPITULO 4: RESULTADOS Y ANALISIS

4.1 ANALISIS DE LOS RESULTADOS.

1. Se elabord cuadros para el registro de la informacién, asignando a cada alumno
un namero del 1 al 15 (ver anexo 2).

2. Se elabor6 una preguntas aclaratorias dirigidas a algunos alumnos con el
objetivo de tener una idea mas clara de cuéles habian sido sus ideas al contestar

ciertas preguntas.

Pregunta 1. Grafica.

Resultados y analisis.

En esta primera pregunta 11 de los 15 alumnos (73%) dibujaron 2 rectas no paralelas, 2
(13,5%) dibujaron rectas manifiestamente paralelas y los 2 restantes (13,5%) dibujaron

una recta y una parabola.

Duracion: 120 minutoes

1. Enun mismo sistema de cjes grafique dos funciones lineales fv g que sean crecientes, pero
que crezean de manera diferente,

a. Expligue cuil ez la diferencia entre el
@ crecimiento de 1y g.

Qv\ Z'y/ Ua €reciomiciate e

F VRS o \
Vi 11 / g 0 e
# Fue gl .
N # [ ) 8 Bl ahi )
- E o3 5
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Un 55% de los alumnos (10) dibujaron rectas no paralelas, lo que revela cierta
intuicion en no particularizar demasiado el caso.

Sin embargo también se puede observar una de las caracteristicas que se
mantienen durante toda la secuencia de tareas: Los alumnos tienen deficiente
capacidad lectora. A pesar de que la frase “funciones lineales” estaba resaltada

en negrita, 2 alumnos la ignoraron y dibujaron recta y parébola.

Pregunta la.

Resultados y Analisis:

Un 33% de los alumnos dijeron que una de las rectas tenia mayor pendiente que
la otra, y otro 33% que una recta crecia mas rapido que la otra. Es decir que solo
este Gltimo grupo de 33% relaciona la pendiente con crecimiento al comienzo de
la secuencia de tareas.

Los dos alumnos que habian dibujado recta y parabola trataron de establecer que
habia una diferencia en la velocidad de crecimiento, pero lo hicieron
errbneamente, porque su dibujo no se lo permitia.

Otros cinco alumnos (33%) dijeron que una pendiente era mas elevada,
empinada o mayor que la otra. Dos de los restantes contestaron cosas que no
tenian nada que ver y el Gltimo no respondio, a pesar de que fue capaz de dibujar
las rectas correctamente.

Varios alumnos no entendieron exactamente la pregunta. Si no hubiera habido
retroalimentacion, pocos la hubieran contestado.

Hay una cierta dificultad para expresar en palabras sus producciones

matematicas.

Pregunta 1b.

Resultados:

Diez alumnos fueron capaces de hallar las reglas de correspondencia
correctamente. Uno de los que hizo recta — pardbola, pudo escribir
correctamente las reglas de correspondencia de la recta y la parabola, el otro no

contesto, aunque trato.
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- Los otros tres estudiantes se equivocaron en una de las dos rectas: el signo de la
pendiente no correspondia.

Analisis:

- No entendieron la pregunta, se tuvo que proporcionar feedback.

- Existen dificultades con la terminologia, no entendian el término regla de

correspondencia: conflicto semidtico.

Pregunta 1c.

- Cinco alumnos calcularon la derivada pero no explicaron. S6lo dos alumnos
pudieron calcular bien y explicar bien, dos mas, explicaron bien sin calcular, los
consideramos como correctos. Los resultados en conjunto de toda la tarea se
muestran en el Cuadro 1.

Diferencia en crec. Regla de corresp. Comportamiento de derivada
1a 1b 1c
Calc. | Calc.
Gréfica bien | bien
Ambas Expl.| Calc. | Expl. | Expl. [Expl. NR
Crec.| Pend. | MNC MR | 1lbien| bien | NR |bien|bien| bien | mal |mal
1,3,4,5 1,345
3 2,12,13 1,9 6,7 13
6,7.8.9(145]| 6,78 6,78 34,5
1 Mo paralelaqd 12,13 | 5,12 | 11,14 9,10,14 8,14 12
Paralelas 2,10 2,10 2,10
Recta/Parab| 11,15 | 11,15 11 15 15 11
Resultados

- Cinco alumnos calcularon la derivada usando las reglas de correspondencia, pero
ninguno de ellos fue capaz de explicar como se comportaba la derivada.
- Dos alumnos explicaron, sin calcular y otros dos calcularon y explicaron (5, 7),

lo que revela el manejo de por lo menos dos registros en estos 2 Ultimos.
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Andlisis:

- La gran dispersion de las respuestas en esta tarea, nos revela que la pregunta
estaba mas alla de la capacidad de comprensién de algunos alumnos.

- En general no relacionan la derivada de la funcion “lineal” con la pendiente de la
recta.

- Podemos observar que en preguntas en las que se pide explicar (pregunta
abierta) es un reto dificil de afrontar para nuestros estudiantes, su capacidad de

expresion escrita es limitada, como lo muestra Amalia (13):

1. En un mismo sistema de ejes grafique dos funciones lineales /'y g que sean crecientes, pero
quc crezcan de manera diferente.

a. Explique cudl es la diferencia entre el
crecimiento de [y g,

~e.
9

b. Escriba una posible regla de correspondencia | ¢. Explique como se comporta la derivada de
para cada una de las funciones lineales que ha | las funciones £ y g, en cada punto.
dibujado.

it

f(x)=

gx)= =2

- En esta pregunta hubo que aclarar el significado de lo que estaba escrito, es decir
que a partir de la informacion que tenian, determinen el comportamiento de la
derivada.

- Es notable el hecho de que los alumnos que explicaron mal, no explicaron o no

respondieron la pregunta, totalizaron 73% del total.
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Pregunta 2. Calculo de pendientes.

Resultados y Anélisis.

En el Cuadro 2 podemos apreciar que los alumnos que hicieron las 4 pendientes
correctamente fueron 5. Es notable que el 43% de los alumnos se equivocaran en por lo
menos dos de las rectas.

4 3 2 1 0
i 1,56
Pendientes
2 10,11 24 14,15 | 3,7.,8 9
correctas
12,13
Cuadro 2

- Los alumnos tienen dificultad en calcular la pendiente mediante la sola

observacion de la gréfica.

Pregunta 3. Funcién creciente cada vez mas rapido.

Resultados de la grafica.
Los resultados para la pregunta 3 se muestran en el cuadro 3.

- Solo el 53% de los estudiantes pudo graficar correctamente la funcion, con el
dominio correcto.

- Un 33%, pudo hacer la grafica pero con el dominio incorrecto.

- EIl 20% dibujo funciones cuadréaticas acotadas con vértice en el origen.

Grafica 3a 3b 3c 3d 3e
Formas Dom OK|Dom X| Crece | Otra | Posit. | Negat. < = NR | Si/1 | Si/¥) | Nofl |No/X)| NR | 5i/1 [Si/%)] No/l | No/fx) NR
123 5 1,234 1,23 1,2,4 13 125
_/ 4I5I? 14 | B7BS 438 883 | 45 24 | M sls 7 ° |3 4I5Is
sl llD s 10,14 7,89 10 ' " | 15,9 1ID 14 | 15 ?' 1'D
' 15 10,14,15 14,15 ’

3 /_ 5 5 5 5 5
/ 12 12 12 12 12 12
\J 13 11 u u 13 11 13 1

13 13 13
Cuadro 3.
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- Laproduccion de Nadia (15) para esta pregunta se muestra en el gréafico:

3. Grafique una funcién continua, cuyo dominio sea R, que sea solo creciente, pero cada vez
mas répidamente. :

Leyenda:

Dom OK: El dominio de su gréafica correspondia con lo pedido.

Dom X: Dominio no corresponde.

Si/J: El alumno responde que si y justifica bien (de acuerdo a su dibujo).
Si/XJ: El alumno responde que si y justifica mal, o no justifica.

No/J: El alumno responde que no y justifica bien.

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica.

NR: El alumno no responde.

Analisis de la grafica de la Pregunta 3:

- Enalgunos casos es posible que algunos de los que hicieron bien la grafica, no la
hayan hecho en forma consciente, como revelan las respuestas posteriores.

- Algunos alumnos hacen la grafica sin tomar en cuenta todas las condiciones que
se les pide.

- Cuando se presentan varios datos al mismo tiempo el estudiante no es capaz de
procesarlos todos. En varios casos ignoraron el dominio que se les daba (33%).

- El recuerdo de las graficas de funciones cuadraticas es tan fuerte, que, en
algunos casos no permite otro tipo de curva.

- En la pregunta aclaratoria la alumna Nadia (15) respondié lo siguiente sobre esta

misma pregunta 3 (gréafica):
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Alumno: Nadia

1.- De acuerdo al enunciado modificarias algo? Describe.

Na Aol o | \ 1
\C o iesdo N Que o Cidgy Qe e Erioes bl -\ 20 \ |
A <l . 3 1&- R O T ANNCoaLS DRSiCas Ales came
(Saed < K-S
{ o« Sertes

[ 4

\ 3.- De acuerdo al enunciado cuél es el dominio? ¢Modificarias la grafica de algin modo?
; A\

\ daedes i ¥ )

~ 1 (Jorahg ¢s

Es decir que la alumna no se dio cuenta del dominio. Es usual entre los

estudiantes considerar sus graficas en el ambito de los nimeros reales no
negativos.

Resultados y analisis de las subpreguntas: Ver Cuadro 3.

Pregunta 3a. Si x crece entonces Yy

El 73% respondié como se esperaba: “crece”, por la familiaridad de la situacion.
Casi de memoria, en algunos casos sin pensar.

Pregunta 3b. Si x crece entonces la derivada es

Acé no hubo sorpresas, el 100% respondio “positiva”, aun los 2 que habian
hecho recta y una funcion cuadratica. Hasta ahi llega la certeza posiblemente.
Los alumnos si reconocen cuando una recta tiene pendiente positiva. También es
posible que relacionen verbalmente la palabra “crece” con positivo.

Pregunta 3c. Si x, < x, entonces f'(x,)........ f'(x,)

El 57% respondieron “menor”. Sin embargo, teniamos la impresion de que un
grupo importante de estudiantes no se habia percatado de que se trataba de la

derivada. En la pregunta aclaratoria les pedimos a algunos que nos expliquen su
respuesta:
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P
. : ~
WY Q + ¥ < £ (¥ ) , PO 29 ON
- |' ~ 8 'R .
3c¢.- jPodrias ampliar tu respuesta? A /\
X (ol 0Q 2 el 2 an o MO O pot que ol obsuvruas X, & X5 P
X - ~ -
(.GJLU Qe A Tc?c\g lo c;on{?vom’o -~ Py /fgmf”‘@’n Chanye
A Ve PCP lo k“”“-"f" qur nueolize
Alumno: Alvaro ( 0

3c.- ;jPodrias ampliar tu respuesta?

G -JJ;.»‘?):: we ol JU\ 3ra QLCQ (; /
| oy
! [
7% 7y
1
Alumno: Ana Paula
3c.- (Podrias ampliar tu respuesta? i
YD o Lon  rype do o C , e O Cen o0
¢ migol Hieo datntho  ou  Ccrevmien os X con

Wopeths A Y

I
f

5¢.- (Podrias ampliar tu respuesta?

No e & wealer 4 (g
glb{) , o W con weypeet O oU drcwtimientd dd .

a4 ool bico .

Lo
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- Podemos observar que s6lo Alvaro (6) uso la pendiente de la recta tangente para
poder comparar las derivadas.

- La alumna Ana Paula (8) no se dio cuenta de que se preguntaba sobre la
derivada, no sélo en la 3c sino en las 3 preguntas sucesivas (4c, 5c, 6c¢), en las
que se preguntaba lo mismo, pero de manera invertida: en todas contesto

“menor”’.

Pregunta 3d. ¢Para algun valor de la variable x se cumple que f'(x) =07? ¢Por qué?

- Una vez mas la dispersion en las respuestas revela que los conceptos de funcion
creciente no los tienen muy claros, solo 40% de los alumnos contestaron que
“no” y justificaron de manera apropiada.

- El 27% creen que puede haber un extremo, a pesar de la grafica que han
realizado (“posiblemente esta mas alla™).

- Dos alumnos no contestaron.

Pregunta 3e. ¢La funcion podré tener un maximo? Si( ) No( ) ¢Por qué?

- Cinco de los 5 alumnos que contestaron “no” en la pregunta anterior fueron
consistentes y dijeron que no habia maximo relativo (1, 3, 5, 6,10), se les unié el
4 (40% en total), que habia dicho en la pregunta 3d. que la derivada si podia ser
cero. Pero después en la aclaratoria cambi6 de opinion y dijo que la derivada no
podia ser cero, aunque justificd débilmente.

- Por otro lado, otro 40% de los alumnos cree que la funcién si puede tener un
maximo. Estos resultados muestran que respecto a los conceptos de funciones

crecientes y decrecientes no ha habido un aprendizaje significativo.

Prequnta 4. Funcién creciente cada vez mas lento.

Resultados: Ver Cuadro 4.

Grafica 4a 4b 4c 4d de
Formas Dom OK|Dom X| Crece Dec. | Posit Negat. < 3 MR | Sif) | Si/%) | Mofl |No/XJ| NR | Sif) |51/ Nof) | No/x) NR
1,2 3,9 1;;;’ - 1,3 2 4 1,23 13 78 s 16 37
4,67 (11,13 1i Ii.3 12 6,7,8,9 4 7,89 6,11 2 12 5 IILS 49 11'13 2 s 1'2 9,13 11
4 8,12 15 1'5 11,13,15 12 12,14 | 13,15 ! ! 15
10 5
510 14 |51014 510,14 5 14 10 5 14
14 10
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Cuadro 4.

Leyenda:

Dom OK: El dominio de su grafica correspondia con lo pedido.

Dom X: Dominio no corresponde.

Si/J: El alumno responde que si y justifica bien (de acuerdo a su dibujo).
Si/XJ: El alumno responde que si y justifica mal, o no justifica.

No/J: El alumno responde que no y justifica bien.

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica.

NR: El alumno no responde.

Resultados y analisis:
- El 33% de los alumnos graficé bien en la forma pero no respet6 el dominio, lo
que revela (igual que en la pregunta 3) que no son capaces de manejar varios
datos al mismo tiempo, priorizan una informacién la que creen mas relevante o

la que leen primero y dejan caer lo demas.

Pregunta 4a. Cuando la variable x crece entonces la variable y ........
- So6lo 2 alumnos contestaron erréneamente que decrece, lo cual era de esperarse
porgue todavia estamos dentro de un ambito rutinario para ellos. Pero también

puede ser que hayan percibido que el crecimiento se hace mas lento (7, 12).

Pregunta 4b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion
Es positiva () Es negativa ()

- En forma similar a la pregunta 3b, todavia identifican “crece” con positiva,
aunque debilitandose. Ya aparecen 3 alumnos que creen que la derivada es
negativa. Estan tratando de predecir la secuencia de respuestas, en vez de

analizar su grafica. El nivel cognitivo disminuye.

Pregunta 4c: Si x, <x, entonces f'(X,)........ f'(x,)

- El 53% de los alumnos contestan menor, y el 47% mayor, la pregunta se hace
incomprensible para varios. No son capaces de dibujar las rectas tangentes y

comparar las pendientes o no comprenden la notacién.
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- Se esperaba que el ejercicio de pendientes los hubiera preparado para esta tarea,
pero la notacién no la entienden, segun los comentarios recogidos en las
preguntas aclaratorias.

Pregunta 4d: ;Para algun valor de la variable x se cumple que f'(x) =07? ¢{Por qué?

- El 40% de los alumnos indica que la derivada no es cero. Pero el 33% de ese
grupo no pudo justificarlo. El enunciado de la pregunta es predecible, los

alumnos contestan sin saber la razon exacta.
- De ese 40%, 3 alumnos también respondieron lo mismo en la 3d (participantes 1,

3,5). La consistencia en sus respuestas revelaria un conocimiento mas afianzado.

Pregunta 4e: ¢La funcién podra tener un maximo? Si( ) No( )

- El 53% responden que no (8 alumnos), pero aumenta el nimero de los que no
justifican (5 de los 8). Eso refleja una respuesta sin conviccién (no estan
seguros).

Mostramos el comentario de Pedro en la repregunta sobre la 4e.

, . i." ‘
4e.- ;Podrias ampliar tu respuesta? 1{& P ( q}
{ \ e {1 A ~\<ﬁ— l
ATUALY LML JU AUAL O (] :J | ._; ,':sm JJ j}/ Ny rl/"//—
S
e ~
o N _ N
9 Vs S, Mg e
: o I e A “ , VU
\ VA~ >
s T = e
(L2 O\ v ¢ | T
Ul g< ﬁ..- 5

- Pedro busca entre sus conocimientos previos para darle sentido a su respuesta, y
encuentra la funcion de aprendizaje, con su asintota horizontal, tema que hasta el

ciclo anterior se estudiaba en el curso precedente.

Pregunta 5. Funciéon decreciente cada vez mas rapido.

Resultados y analisis:

- Los alumnos 2, 7, 8 y 12 consistentemente han elaborado las graficas de las 3

preguntas anteriores correctamente, ademas de esta pregunta.
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- Los alumnos 3 y 13 cuyas graficas no cumplian con el dominio pedido, en esta
pregunta si lo hacen bien. Entre todos totalizan el 40%. Eso revela una reflexion,
la hipotesis del disefio de tareas sobre considerar ejercicios parecidos en la

secuencia, se cumple.

- EI' 33% de los participantes no ha podido hacer la gréafica correctamente.

- Sin embargo otros dos que la hicieron bien en la pregunta 3, la hicieron mal

ahora. Esto nos hace dudar sobre la reflexion.

- Pensamos que las respuestas de algunos alumnos estan decayendo en calidad,

debido al desgaste producido por la repeticién aparente del mismo tipo de

pregunta.
Grafica S5a Sh Sc EL] Se
Formas Dom OK|Dom X| Crece Dec. | Posit. | Negat. < 3 MR | Sif) | Si/%) | Nofl |No/XJ| NR | Sif) |51/ Nof) | No/x) NR
2,3 15 R R 135 13 7 1,2 37
\ 7,812 [ cast cast 8,12 2.5 2,4 2 6,12 5 8 8 56 |12,13
T todos todos ’ 7,15 ’ ’ ’ ’
13 15 13 15 13 10,14| 15
\ ¢ 4 4 10| a 10 10 a a
5 10 10
\ 14 14 14 14 14
\ s s 9 11 9 11 9 11 11 9
11 11
Cuadro 5.
Leyenda:

Dom OK: El dominio de su grafica corresponde con lo pedido.

Dom X: Dominio no corresponde.

Si/J: El alumno responde que si y justifica bien (de acuerdo a su dibujo).
Si/XJ: El alumno responde que si y justifica mal, o no justifica.

No/J: El alumno responde que no y justifica bien.

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica.
NR: No responde.

Pregunta 5a. Cuando la variable x crece entonces la variable vy...............

- El 100% contesta que decrece, se percibe que los participantes estan
reflexionando en base a las preguntas anteriores, ahora si entienden lo que se

pregunta.
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Pregunta 5b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion
Es positiva () Es negativa ()

- Exactamente la misma tendencia para la derivada, 100% dicen que es negativa,
estamos cosechando lo sembrado en los primeros ejercicios. Es notable que a
estas alturas todos se han convencido de que la derivada es negativa para una

funcién decreciente.

Pregunta 5¢c. Si x, < x, entonces f'(X)........ f'(x,)

Comentario: Esperabamos malos resultados para esta tarea, a estas alturas de la

secuencia de tareas.

- Ocho alumnos (53%) responden “menor”, 5 mayor, 1 no responde.
Cuestionamos seriamente la utilidad de esta pregunta. Sin embargo todavia hay
algunas respuestas como la siguiente que nos sorprenden agradablemente
(Amalia, 13):

5c.- jPodrias ampliar tu respuesta?

Pla) € Ploxny porgss o geodienle o dasmuuigenoio

™IS ( Qu do

Pregunta 5d. ¢Para algun valor de la variable x se cumple que f’(x) =07 ¢Porqué?

- Un 47% responden que no, incluyendo a 3 alumnos que tienen mal su grafica
(aunque decreciente). Los de siempre (1, 3, 5y 12) més el 15. EI 5 responde por
intuicion, no justifica.

- Dos alumnos que hicieron una parabola concava hacia abajo, consistentemente

responden que si, porque puede haber un maximo, segun su gréfica. La

definicion exacta de extremo relativo en un intervalo, no la consideran.

Pregunta 5e. ¢La funcion podra tener un minimo? Si( ) No( ) ¢Por qué?

- Un nutrido grupo de 11 alumnos, responde que no. Sin embargo so6lo 5
justifican.
- Afirmamos que en este caso es facil ver a partir de la grafica, que no existe un

minimo, porque la funcion que dibujé la mayoria es concava hacia abajo.
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- AUn los dos alumnos que hicieron media parabola decreciente, con vértice a la

vista, se beneficiaron de esta facilidad, y respondieron que no hay minimo.

Pregunta 6. Funcién decreciente cada vez mas lento

Grafica 6a 6hb 6C 6d 6e

Formas Dom OK|Dom X| Crece Dec. | Posit. | Negat. < 3 MR | Sif) | Si/¥) | Nofl |No/XJ| NR | Sif) |51/ Nofl | No/x) NR
12 3,6 R R 2,35 7,8 1,2

\ 57 |11,13 cas! 14 asi feos | M2 | s 2 13 11 721356 11,13

’ ’ todos todos Y 13 14 6,12 14 (77 ’

8,12 14 14 13 12

\ . 5 4 . a a g 4 9 a

G 9 9
_/ 10 10 10 10 10 10
\ 15 15 15 15 15 15
Cuadro 6.
Leyenda:

Dom OK: El dominio de su grafica corresponde con lo pedido.

Dom X: Dominio no corresponde.

Si/J: El alumno responde que si y justifica bien (de acuerdo a su dibujo).
Si/XJ: El alumno responde que si y justifica mal, o no justifica.

No/J: El alumno responde que no y justifica bien.

No/XJ: El alumno responde que no, pero justifica mal o no justifica.

NR: No responde.

Resultados y analisis: Ver Cuadro 6.

- Sélo 2 alumnos que todavia no entienden la secuencia de tareas, hicieron la
gréafica concava hacia abajo.

- Un participante que evidentemente no leyd bien el enunciado la hizo creciente.

- Todos los demas respondieron dibujando una funcion decreciente y concava

hacia arriba, pero 5 de ellos no respetaron el dominio.

Pregunta 6a. Cuando la variable x crece entonces la variable y ........
- Absolutamente todos dijeron que “decrece” (atin el que dibujé creciente).
- Estan consolidando en la ultima pregunta de esta serie un conocimiento previo

que era incierto.

Pregunta 6b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion

Es positiva () Es negativa ()
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Todos, excepto uno, dijeron que la derivada era negativa. Esto revela ya una
reafirmacion del concepto de pendiente, y su identificacion con la derivada de la
funcién en cada punto, que al comienzo no estaban relacionadas o lo estaban

débilmente, de acuerdo a los observado en las primeras preguntas.

Pregunta 6¢c. Si x, < x, entonces f'(X)........ f'(x,)

Un 53% apunt6 que es menor, 40% que es mayor. Lo que quiere decir que varios
alumnos nunca lo entendieron.

Este es el caso mas dificil de analizar para las pendientes, porque ambas son
negativas. Surge un obstaculo insalvable en la relacion de orden de los niUmeros
negativos, en relacion al valor numérico de la pendiente.

Los estudiantes podian haber recurrido a dibujar las rectas tangentes, pero no
tienen esa habilidad.

A pesar de que intuitivamente ya estan entendiendo lo que queriamos establecer,

persiste el conflicto semidtico, y terminaremos la actividad sin resolverlo.

Pregunta 6d. ¢ Para algun valor de la variable x se cumple que f'(x)=07? ;Por qué?

So6lo 33% de los alumnos responde que no, y justifica. Un 13% mas, sin
justificar.

Increiblemente 33% no responden.

Este caso es dificil para ellos, de nuestra experiencia didactica podemos afirmar
que los alumnos no conciben que la funcidn, siendo concava hacia arriba, no
alcance un minimo en algin momento. El concepto de funcion solo creciente y
solo decreciente no les es familiar: falta sustento tedrico. Solo lo pueden

entender en el caso de funciones lineales.

Pregunta 6e. ¢La funcion podra tener un minimo? Si( ) No( ) ¢Por qué?

Un 40% responde que no Y justifica. Los deméas que si, excepto 2 que ya no

responden.

Es tentador pensar que hay un minimo cuando la funcién decrece cada vez més
lento, debido a que es concava hacia arriba, eso los induce a error. Esto confirma

que existe el conflicto.
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- Sin embargo el porcentaje de los que dijeron que si, es similar al de la pregunta
anterior, lo que significa que los estudiantes identifican el minimo relativo con el

valor de la derivada igual a cero.

Pregunta 7.

Grafique una funcién continua y = f(X) que sea creciente cada vez mas lentamente

para todo X < 2,y que sea decreciente cada vez mas rapidamente para todo x > 2.

Resultados y analisis:

Ta b

Emp. a
] Fomas Ez0 |Es(+]| Esi-]| m=0] MR M&xime | Pro. de silla] P inflesidn] Otra | y=0 dec. (MR

15
583 13 T o|168312 5 13 7
1z

C /H[\D

315 [3.19

Cuadro 7

- Un 50% de los alumnos elaboraron una parabola concava hacia abajo.

- Dos alumnos presentaron cubicas de orientacion opuesta. Conjeturamos que no
leyeron las palabras “rapidamente” y “lentamente”.

- Un alumno hizo exactamente lo contrario de lo que se le pidié. No leyo las
palabras creciente ni decreciente, solo el “mas lentamente” (le da idea de

decreciente) y el “mas rapidamente”, (le da idea de creciente).
Pregunta 7a. ¢;Qué se puede decir sobre la derivada de f cuando x=27?

- Un participante entre los que hicieron parabola dijo que la pendiente era cero.

- Los demés alumnos entre los que hicieron parabola dijeron que la derivada era
cero, incluyendo al que hizo una de las cubicas, que se las arreglé para dibujar

un punto de silla (Alumno 2).
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Pregunta 7b. ;Qué ocurre con la funcionen x=27?

- El 33% de los alumnos que hicieron pardbola, dijeron que habia un maximo
relativo, un alumno dijo que era un punto de silla o de inflexion, 40% (5) no
pudieron responder. Mostramos la produccion de Amalia (13).

S —

[ Grﬁr_ﬁga_l‘ | Comentarios

a. ;Qué se puede decir sobre la derivada de f |
cuando x=27?

b. ;Qué ocurre con la funciénen x =27

- Es notable que haya dibujado la parabola como una sucesion de rectas tangentes
cuya pendiente va disminuyendo hasta llegar a cero, nuestra alumna ha

comprendido la induccion de la secuencia de tareas.

Prequnta 8. Dibuje la grafica de una funcion que cumpla las siguientes condiciones:
a. f'(-3)=0 y f'M)=0
b. f'(x)>0 para x<-3
c. f'(xX)<0 para-3<x<1

d. f'(x)>0 para x>1

Resultados y andlisis: Ver Cuadro 8.

Casicorecta con | Laderivada no existe en | La derivada esiste pera no .
Loz puntos criticos e
Farma correcta fallaenpurtode | unooambos estremos ez cero enuno o ambos ) MR
) . . . vuelven interceptas
g inflexidn relativas puntos criticas
2.3.4.56.1012 1.7.9 g 15 M 14
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- Un 47% de los estudiantes pudieron hacer la grafica correctamente, 20% con
errores especialmente en el punto de inflexion.
Mostramos las producciones de 3 alumnos: Arturo (1), Ana Paula (8) y Jacqueline (12),

respectivamente, para la pregunta 8:
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- Como puede observarse algunos alumnos llegan a incorporar el conocimiento

pretendido en su estructura cognitiva y otros no. Arturo lo tiene bien claro, a
pesar de que no fue capaz de dibujar el punto de inflexién. Siendo rigurosos no
se le dice que sea una funcion polinémica.

- Para Ana Paula hay un conflicto entre los interceptos y la derivada, identifica
que los extremos relativos ocurren en -3 y 1 pero olvida que la derivada es cero
alli.

- Por otro lado para Jacqueline, éste no fue un aprendizaje significativo, porque el
conocimiento de la derivada como pendiente de la recta tangente no tuvo donde
“anclarse”. La informacion sobre las derivadas es interpretada como los

interceptos de la curva con el eje X, persiste el conflicto cognitivo.

Pregunta 9. En el problema anterior mantenga la condicion a. y modifique una o mas
de las condiciones b, ¢, d. Escriba las condiciones a, b, ¢, y d; y luego esboce un grafico
de la funcion que cumpla las condiciones escritas por Ud.

Resultados: Ver Cuadro 9

Cambid puntas criticos Cambid el signa de la derivada
9 El-3 El-1 Ambos Afadidotra | MR Cambid b. Cambidlaz 3 Ok t:l:ls_: Deficients
11 1.3.4.56 1.2.3.4.5
4,13,15 3673 4 g 31012 691012 g EA A
Cuadro 9

Resultados y analisis:

- Hubo 3 alumnos (20%) que cambiaron los 2 puntos criticos, 27% afiadieron uno

nuevo, logrando la gréfica de una funcion polinémica de cuarto grado, pero uno
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de ellos no tuvo éxito en el grafico (7), porque no pudo mantener la condicion a.,
y tuvo problemas con la relacion de orden entre los nimeros. Otros 2 alumnos
tampoco pudieron hacer del todo bien la gréfica (7, 13).

- Un grupo de alumnos cambid el signo de las 3 derivadas, (8 alumnos), inclusive
Pedro (4) cambié ambas cosas. Su gréafico lo hicieron razonablemente bien.

- Los resultados hubieran sido mejores si se hubiera dejado a libre albedrio las

condiciones a cambiar, mantener la primera les causé dificultad.

Presentamos la produccion de Ana Paula, para el problema 9:

9. En el problema antesior mantenga la condicion w. y modifigue una o més de las condiciones
b, ¢, d. Escriba las condiciones a. . ¢, y d; v luego esboce un gréfico de la funcion que
cumpla las condiciones escritas por 17d.

o | |

- En este caso se perdio un punto critico, creemos que la alumna quiso dibujarlo,

en -3 pero le falto precision para graficar el punto de silla.
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Pregunta 10. La funcion de costo total de la empresa ALFA, en términos del niUmero

2

de unidades q que fabrica, es C(q) = % +20g+300 , donde C esta en dolares.

Halla los puntas criticoz 30w -30 2345681213
Halls séla el 30 1.7.3.10
a Analiziz de crecimiento con valares en la derivada 23124
Anélisis de crecimiento sdlo dibujo 1.5.7.8.3.00
Mo respondié la pregunta 11,14 15
10 Construyd bien la funcidn pedida 1.4.5.6.3.10.13
b.i Parcialmente 7812
Mo respondid la pregunta 3.11.14.15
Justificd detalladamente 1013
b.ii Justificd diciendo que habia construido de adelante hacia atras. 5.6.7.89
Mo justificd 12
Cuadro 10

Pregunta 10a. Determine el nivel de produccion Q, que minimiza el costo promedio

por unidad.

Resultados y analisis:

- Acé hubo que explicarles a la mayoria como se formaba el costo promedio, a

pesar de que lo habian estudiado en el curso anterior.
- Tres alumnos no pudieron hacer nada, uno de ellos por falta de tiempo (15).
- EI'52% (8 alumnos) determinaron los valores criticos de primer orden, 30 y -30.

- El 25% so6lo consignaron el valor critico x =30, ya sea por la natural tendencia
que tienen los alumnos a descartar los resultados negativos, o porque hayan

tenido la idea de que la variable x no puede ser negativa, es posible que alguno

haya resuelto del siguiente modo: si x> =900 — x=30.

- Un 67% (10 alumnos) hizo un esquema o estructura similar a un analisis de

crecimiento.

- De este grupo, en el proceso de resolucién de cinco estudiantes no figuraba
ningun calculo de signos para la derivada, lo que nos inducia a pensar que
hacian el dibujo de memoria, por el hecho de saber que se busca el minimo de la

funcién. Pensando en eso pedimos aclaracion en la repregunta:
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Mostramos la pregunta aclaratoria para la alumna Abril (9).

10. La funcién de costo total de la empresa ALFA, en términos del nimero de unidades ¢ que

2
fabrica, es C(g) =L +2¢+300.
. )

a) Determine el nivel de produccion g, que minimiza el costo promedio por unidad.

2 :
—(Q = M%_"T - 0 \ /1
k) 2) N A
—
i - 309 =0 30
C!r\ - g ! 9, 2 ,w )
4= L +29 30 42- ~
57 Y " i
1 ¥ .

- Sospechdbamos que su grafico lo habia hecho de memoria, pero nos llevamos

una sorpresa en la pregunta aclaratoria:

10.- ;Reemplazaste algunos puntos en la derivada para dibujar el analisis de crecimiento?

S D

. - PR
B N U u{ 5 \‘
‘ J <l )| b’ | L,

Puse o CALC |

C
(

- Como parte del aprendizaje en el curso, se motiva a los alumnos a usar ayudas
tecnoldgicas, para evaluar funciones, resolver ciertos tipos de ecuaciones y
tabular. La alumna uso el comando CALC de su calculadora, que le permite
ingresar la funcién en la calculadora y evaluarla para diversos valores de la

variable independiente en corto tiempo.

- El tipo de ecuacion que los alumnos tuvieron que resolver no es muy familiar
para ellos, tuvimos que dar alguna retroalimentacion cuando entraron en el

momento de crisis (Bokhove, 2014).

- Nunca se percataron de que g=0 también era un valor critico, porque en el curso
no se trabaja con funciones cuya derivada no exista en algin punto.
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Pregunta 10b. La empresa BETA tiene una funcion de costo total similar a la de la

empresa ALFA, pero el nivel de produccion que minimiza el costo promedio por unidad

es g = 50.
I Escriba una posible funcion de costo total de la empresa BETA.

- Un 47% de los alumnos entendi6 la tarea y pudo reconstruir la funcion de la

empresa BETA. Un 20% lo hizo parcialmente, y 27% no pudieron hacer nada.
- Su nivel de manejo algebraico de ecuaciones racionales no es bueno, hubo que
intervenir con feedback para que logren la tarea.
ii. Explique cdmo lleg6 a obtener tal funcion de costo total de la empresa BETA.

- Los que lo hicieron sin necesidad de feedback, usaron el método reconstructivo

algebraico de adelante hacia atrés.
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 CONCLUSIONES

En relacion al objetivo general

Consideraremos cumplido el objetivo general a partir del logro de los objetivos
especificos.

En relacién al objetivo especifico 1

Disefiar una secuencia de tareas que contribuya a una mejor comprension del concepto
de derivada y de su interpretacion geométrica como pendiente de la recta tangente a la
grafica de una funcién en un punto.

En base al andlisis de los resultados obtenidos en la aplicacion de la secuencia didactica
podemos afirmar que ayudd a mejorar la comprension de los estudiantes del concepto

derivada por varias razones:

- Al reforzar los conocimientos previos que los estudiantes debian tener cuando
iniciaron el aprendizaje del concepto de derivada, y, que segun los resultados de
las preguntas 1 a 6, estaban por debajo de lo requerido, tanto con respecto a
pendiente de una recta, funciones lineales y funciones crecientes y decrecientes.

- Se pudo observar una evolucion en un grupo de estudiantes, en cuanto a la
asociacion de la derivada con la pendiente de la recta tangente, en un punto, que
es una de las principales conexiones que queriamos que los estudiantes

establezcan.
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- Se logro en la mayor parte de los estudiantes una asociacion entre el signo de la

derivada y el comportamiento de la funcion.

Lo que se ha visto también favorecido fue el “espacio personal de ejemplos” (Watson y
Mason, 2005) que el alumno es capaz de generar, es decir que se reforzaron los
conocimientos previos, aun en los casos en que su comprension relacional del concepto
de derivada no se desarroll6 completamente, si logran en algunos casos, relacionar la
derivada de una funcion en un punto con la pendiente de la recta tangente en dicho
punto que, de acuerdo con muchos investigadores, los alumnos no alcanzan a incorporar
en su estructura cognitiva, ain después de llevar un curso de Calculo (Selden et al.,
1999).

Para el disefio hemos tomado en cuenta algunos principios enunciados por los
investigadores que trabajan el disefio de tareas:

- Considerar sus conocimientos previos.

- Involucrar varias representaciones de los objetos matematicos.

- Incorporar feedback.

- Trabajar en la construccion de ejemplos por parte de los estudiantes.

- Trabajar con el concepto de scaffolding.

También habia que considerar diversos factores inherentes al curso que los alumnos
estaban llevando, los cursos previos que habian llevado y al conocimiento que nuestra
experiencia didactica con este tipo de estudiante nos permitio.

En ese sentido podemos afirmar que la secuencia de tareas permitio a los alumnos
reflexionar sobre sus producciones y en varios casos modificar sus concepciones sobre
la derivada.

Observando la evolucién de sus producciones los alumnos fueron acercandose al
concepto de derivada como pendiente de la recta tangente, y fueron capaces de resolver
un problema contextualizado usando derivadas. Creemos que el uso del criterio de la
primera derivada para verificar el extremo en la pregunta 10, revela, en este tipo de

alumno un acercamiento a una comprension relacional sobre la derivada.
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En relacion al objetivo especifico 2.

Las tareas exploratorias iniciales mostraron que los alumnos no recuerdan una gran
parte de los conocimientos que aprendieron en el curso anterior. Segun Ausubel (2000),
la disponibilidad posterior de un conocimiento aprendido es funcién de su
disponibilidad inicial. Esto quiere decir que para que pueda ser adecuadamente evocado

después de transcurrido un tiempo tiene que haber un aprendizaje significativo inicial.

Hemos podido identificar algunas deficiencias en los conocimientos previos que es

necesario tener para el aprendizaje de la derivada. Las detallamos a continuacion:

- Pendiente de una recta.

Los alumnos tienen dificultades si tienen que estimar la pendiente de una recta con solo
ver la inclinacién. Necesitan informacion numérica sobre los puntos de paso, debido a
que su aprendizaje del concepto en el curso anterior, se focaliza en la utilizacion de la

férmula de la pendiente, sin explorar suficientemente otros registros (como el gréfico).

Su comprensidn del concepto de pendiente es en muchos casos solo instrumental, lo que
no les permite poder visualizar la pendiente en una grafica, ni tampoco hacer
estimaciones sobre su magnitud o sobre su evolucidn, en curvas. Se apoyan mucho en la
férmula y no en una comprension de la relacion entre el cambio en la direccion vertical

y la horizontal (comprension instrumental).

- Funciones crecientes y decrecientes.

Algunos alumnos no comprenden que una funcion puede ser creciente o decreciente
para valores de x en todo el conjunto de los nimeros reales, sin que necesariamente

tengan que alcanzar un extremo (preguntas 3, 4, 5, 6, la parte inicial).

Una posible explicacion de esta realidad es que, durante el estudio de las funciones no
se realizan suficientes actividades que permitan a los alumnos explorar a plenitud
funciones con caracteristicas diversas, porque principalmente se trabajan las funciones
basicas, y aln de éstas se descartan las funciones que no se va a utilizar posteriormente,
como las funciones racionales.
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En este Gltimo caso se pierde la oportunidad de mostrar funciones que pueden ser
crecientes (decrecientes) y sin embargo no tienen un valor maximo (minimo) definido.
Lo mismo se aplica para el caso de las funciones exponenciales, cuyo conocimiento

podia haber sido una ayuda en la realizacion de la actividad.

- Funcidn lineal.

Una parte de los alumnos que llegan al curso en donde se estudia el Célculo, es capaz de
hallar la ecuaciéon de una recta. Otro grupo no lo es. En nuestra secuencia no se les
proporcionaban los puntos de paso y tenian que inventarlos ellos, actividad que nunca se
les ha solicitado en su curso previo. Tampoco recordaban que significa la regla de

correspondencia de una funcion, ese término fue necesario aclararlo para todo el grupo.

Por otro lado, cuando determinaron la regla de correspondencia tuvieron dificultades
para lograr que dicha regla sea congruente con el dibujo que habian realizado. Su
ecuacion puede no coincidir con los elementos que muestra su dibujo (interceptos,
pendiente). Es decir pueden graficar una recta dada su ecuacion, pero si tienen que crear
una funcion lineal usando una grafica, incluso si ha sido elaborada por ellos, tienen
dificultades (pregunta 1b.). El transito entre diversas representaciones de la funcién
lineal es dificil para los estudiantes.

En relacién al objetivo especifico 3.

Durante la secuencia de tareas hemos podido identificar algunas dificultades en el
transito desde los conocimientos previos, hacia el uso de la derivada para resolver

problemas.

- Predomina un nivel de comprension instrumental del concepto de derivada.

Si se pide a los estudiantes que investiguen el comportamiento de la derivada, usan la
acepcion de derivada como operador y derivan la funcion. En el caso de la funcion
lineal, esto les conduce a una funcion constante. Para ellos es un resultado numérico.

Cuando comenzamos la secuencia de tareas tardaron tiempo en darse cuenta (para

75

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32-}‘65;_'}?;?‘“0

DEL PERU

algunos fue recordar, para otros descubrir) que la derivada de la funcion lineal era la
pendiente de su gréafica. Lamentablemente varios alumnos no lo descubrieron. La
explicacion estd en que cuando se ensefia el tema de derivada de una funcion no se pide
hallar la derivada de funciones lineales, excepto como parte de ejercicios de calculo de
derivadas. Tampoco recordaron que la derivada de una funcién lineal en cualquier punto

es numericamente igual a la pendiente de su gréfica.

Si algunos alumnos conocian que la derivada en un punto era la pendiente de la recta
tangente a la grafica de una funcion, en el caso de la funcion lineal tenian un conflicto,

porgue para ellos es dificil pensar en la recta tangente a una recta.

Esto confirma la opinion de varios investigadores como Artigue (1995), Azcérate
(2010) y Cantoral (2000) entre otros, que indican que los alumnos pueden aprender a
derivar, sin haber comprendido realmente el concepto. Es decir alcanzan lo que se
denomina una comprension instrumental. Segun Skemp (2005), eso no cuenta como

aprendizaje.

No se logré en general la respuesta esperada “la derivada es constante” (pregunta Ic¢),
porgue los alumnos en ese momento todavia no relacionaban la derivada de la funcion

lineal con la pendiente de la gréfica de la funcion lineal.

- Dificultad para relacionar lo conceptual con lo simbolico, en relacion a la

derivada de una funcién.

El uso de un lenguaje riguroso, con diferentes representaciones semioticas, puede
generar conflictos en el aprendizaje de los conceptos. La notacion f'(x) usada en las
preguntas 3c, 4c, 5c, 6¢, junto con la desigualdad x; < X, , generd un conflicto semidtico

que no se pudo superar, como demuestran las respuestas a las preguntas aclaratorias.

La mayoria de los alumnos ignoré el superindice y respondié como si éste no existiera,
con poco éxito ademas, por las razones expuestas para el caso de funciones crecientes y
decrecientes. Pensamos que reemplazar los simbolos por texto podria conducir a

mejores resultados, por ejemplo si se hubiera preguntado de este modo:
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3c. Complete con la palabra correcta:

Si X, <X, entonces la derivada en X; €S ........omrernncrennennne que la derivada en x, .
( menor/igual/mayor )

- Dificultad para relacionar lo conceptual con lo gréafico en relaciéon a la

derivada.

En las preguntas 3, 4, 5 y 6 cuando se pidio dibujar las funciones con caracteristicas
cambiantes, se vio que varios alumnos no relacionaban la condicion de creciente o
decreciente de una funcién con la derivada, ni con la recta tangente. Sus producciones
revelan mas un manejo intuitivo (creciente es la que va para arriba y decreciente la que

va para abajo), que es residual del curso precedente.

Cuando tuvieron que dibujar la funcién en la pregunta 8, varios estudiantes dibujaron
puntos angulosos en los extremos relativos, ignorando el valor de la derivada en esos
puntos, pero no es porque no supieran que la derivada es cero en los extremos relativos
(en este caso particular), sino porque su representacion geométrica no concordaba, es
decir, les falté pensar que la recta tangente es horizontal.

La comprension relacional es débil, porque justamente los vinculos entre los conceptos:
pendiente cero, recta horizontal, recta tangente, derivada igual a cero y extremo relativo
son muy débiles adn.

En el curso de Logica Matematica, debido al ambito de las aplicaciones que se requiere
ensefiar se trata con funciones lineales, polindmicas, logaritmicas y exponenciales, es
decir los estudiantes no son expuestos a ejercicios en los que la derivada no existe, y eso
es algo nuevo para ellos, aunque en clase se menciona, no se trabaja con funciones cuya
derivada no existe.

Sin embargo para poder realizar las graficas o para poder decir si la derivada era mayor
0 menor en X, 0 en X, se hacia necesario que dibujen las rectas tangentes a la grafica en

dos puntos diferentes y comparen las pendientes, por estimacidn, cosa que pocos
pudieron hacer.
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5.2 RECOMENDACIONES

Creemos que los docentes en ocasiones asumen demasiadas cosas sobre los
conocimientos previos de los estudiantes sobre funciones y sobre la forma en
que aprenden (o no aprenden) derivadas. Recomendamos un poco de reflexion a
los docentes con respecto a los conocimientos previos de los estudiantes.

Una recomendacion que podemos hacer a los docentes es que utilicen mucho la
relacién entre varios registros, no nos gquedemos en el registro algebraico.
Estamos observando que los participantes ya habian estudiado el tema de
derivadas en su curso, sin embargo muchos de ellos no eran capaces de
relacionar las pendientes de las rectas tangentes con la derivada y con la forma
de la funcion.

Pensamos que este trabajo es un toque de alerta que nos hara reflexionar para
gue nos tomemos el tiempo para disefiar las tareas, tomando en cuenta todos los
factores mencionados, asi como el tipo de alumno, la ubicacién del curso dentro
de su curricula, e inclusive el grado de madurez, y de acuerdo a los resultados
que obtengamos con ellas, podemos refinarlas.

La complejidad semidtica del concepto de derivada constituye un obstaculo que
hay que tomar en cuenta cuando se disefian secuencias de tareas sobre derivadas.
Reiteramos nuestra conviccion que el tema de la simbologia influye de manera
decisiva, los alumnos de este curso, con el “background” que tienen no son
capaces de aprender los conceptos y los simbolos al mismo tiempo, primero hay
que trabajar los conceptos con palabras, hasta que sean familiares y luego ir
gradualmente reemplazando las palabras por simbolos.

En esa linea de investigacion ya estan trabajando algunos investigadores como
Idris (2009), quien menciona la tercera forma de comprension enunciada por
Skemp (2005), la comprension logica, en la cual el estudiante es capaz de
explicar y justificar sus procedimientos y razonamientos verbalmente o por

escrito.
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e También recomendamos una revision de los conceptos previos como pendiente,
funciones, funcion lineal (afin), para que los alumnos lleguen al curso de
Calculo con més base, y poder asi lograr un aprendizaje significativo de los
nuevos conceptos, es decir que se incorporen a su estructura cognitiva.

e Invocamos a nuestros colegas docentes para que puedan modificar y enriquecer
la secuencia, y porqué no, disefiar la continuacion, dado que las secuencias de
tareas consideran proyectos de aprendizaje a largo plazo.

e Las tareas deben tratar de mantener la demanda cognitiva de los alumnos para
evitar caer en la comprension meramente instrumental, es decir saber hacer pero

no el porqué.
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ANEXOS

ANEXO 1

Duracion: 120 minutos

1. En un mismo sistema de ejes grafique dos funciones lineales f y g que sean
crecientes, pero que crezcan de manera diferente.

a. Explique cuél es la diferencia entre
el crecimiento de f yg.

b. Escriba una posible regla de|cC. Explique como se comporta la
correspondencia para cada una de las funciones | derivada de las funciones f y g, en
lineales que ha dibujado. cada punto.

f(x)=

9(x) =
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2. Determine la pendiente de cada una de las rectas mostradas en la gréfica.
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3. Grafique una funcién continua, cuyo dominio sea R, que sea sélo creciente, pero
cada vez mas rapidamente.

a. Cuando la variable x crece, entonces lavariabley .................ccoooiiiiiiiiiin..

b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion
Es positiva ()

Es negativa ()

c. Complete el espacio :

Si x, <x, entonces f'(X,)........ f'(x,)

d. ¢Para algin valor de la variable x se cumple que f'(x) =07 ¢Porqué?

e. ¢La funcion podra tener un maximo? Si( ) No( )

CPOTgUE?
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4. Grafique una funcion continua, cuyo dominio sea R, que sea so6lo creciente, pero
cada vez mas lentamente.

a. Cuando la variable x crece entonces lavariable y ...

b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion
Es positiva ()

Es negativa ()

c. Complete el espacio :

Si x, <x, entonces f'(X)........ f'(x,)

d. ¢Para algin valor de la variable x se cumple que f'(x) =07 ¢Porqué?

e. ¢La funcién podra tener un maximo? Si( ) No( )

CPOT QUE?
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5. Grafique una funcion continua, cuyo dominio sea R, que sea solo decreciente, pero
cada vez mas rapidamente.

a. Cuando la variable x crece, entonces lavariable y ...

b. Cuando la variable x crece, entonces la derivada de la funcion
Es positiva ()

Es negativa ()

c. Complete el espacio :

Si x, <x, entonces f'(X,)........ f'(x,)

d. ¢Para algin valor de la variable x se cumple que f'(x) =07 ¢Porqué?

e. ¢La funcién podra tener un minimo? Si( ) No( )

CPOT QUE?
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6. Grafique una funcion continua, cuyo dominio sea R, que sea solo decreciente, pero
cada vez mas lentamente.

a. Cuando la variable x crece entonces lavariable y ...................ol

b. Cuando la variable x crece entonces la derivada de la funcion
Es positiva ()

Es negativa ()

c. Complete el espacio :

Si x, <x, entonces f'(X)........ f'(x,)

d. ¢Para algin valor de la variable x se cumple que f'(x) =07 ¢Porqué?

e. ¢La funcién podra tener un minimo? Si( ) No( )
CPOr UB?
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7. Grafique una funcién continua y = f (x) que sea creciente cada vez mas lentamente
paratodo x <2,y que sea decreciente cada vez mas rapidamente para todo x> 2.

Gréfica Comentarios

a. ¢ Qué se puede decir sobre la derivada de
f cuando x=2?

b. (Qué ocurre con la funciénen x=27?

8. Dibuje la gréfica de una funcion que cumpla las siguientes condiciones:
a. f'(-3)=0y f'@)=0
b. f'(x)>0 para x<-3
c. f'(xX)<0 para-3<x<1

. f'(X) >0 para x>1

o
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9. En el problema anterior mantenga la condicién a. y modifique una o mas de las
condiciones b, ¢, d. Escriba las condiciones a, b, ¢, y d; y luego esboce un grafico de
la funcién que cumpla las condiciones escritas por Ud.

e o o o
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10. La funcion de costo total de la empresa ALFA, en términos del nimero de unidades
2

g que fabrica, es C(q) = % + 20+ 300 donde C esté en dolares.

a) Determine el nivel de produccion (, que minimiza el costo promedio por
unidad.

b) La empresa BETA tiene una funcién de costo total similar a la de la empresa
ALFA, pero el nivel de produccién que minimiza el costo promedio por unidad

es gz = 50.

i.  Escriba una posible funcion de costo total de la empresa BETA.

ii.  Explique como llegd a obtener la funcion de costo total de la empresa
BETA.
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ANEXO 2

Diferencia en crec. Regla de corresp. Comportamiento de derivada
la 1b 1c
Grafica Ambas Expl. Calc. Calc. bien
Crec. | Pend. | NC NR | 1bien R NR Ap X . Expl. mal [ NR
bien bien bien | Calc. bien | Expl. mal
Expl. bien
1345 1,3,4,5
No paralelas 6,7,89(145| 67,8 3 2,12,13| 6,78 19 3,4,5 6,7 13
1 12,13 [ 9,12 | 11,14 9,10,14 8,14 12
Paralelas 2,10 2,10 2,10
Recta/Parabola 11,15 | 11,15 11 15 15 11
4 3 2 1 0
Pendientes 1,561
2 T 2,4 | 1415 3,781 9
correctas 0
Grafica 3a 3b 3c 3d 3e
Formas | DomOK | DomX Crece Otra Posit. Negat. < > NR Si/) Si/xJ No/J No/X) NR Si/) Si/xJ No/J No/X) NR
123 | g, | 1234 123 124 13 123
-/ 46,7 s | 6789 456 6389 37 24 |1a1s8 | 0 7 9,14 8,15 456
8,10 10,14,15 789 10,14,15 (% 7,10
/ 5 5 5 5 5
/ 12 12 12 12 12 12
\_/ 13 1 11,13 11,13 13 11 13 11,13
Grafica 4a 4b 4c 4d 4e
Formas | DomOK | DomX Crece Dec. Posit. Negat. < > NR Si/) Si/xJ No/J No/X) NR Si/) Si/X) No/J No/XJ NR
39 | 1234 13 123
1,2,46,7 g d 4789 oo 13 16 [37913
Gy 7,12 AR || 2 12 i 49 (781,13 2 48 g e 11
/- g1z | 1043 | 689 f 67,89 1214 | 61 615 P s
4 15 11,1315 11,1315 13,15
) | s10 14 | 51014 510,14 10,14 5 14 10 5 14 5,10
Grafica 5a Sb 5¢ 5d Se
Formas Dom OK Dom X Crece Dec. Posit. [ Negat. < > NR Si/) Si/X) No/J No/XJ NR Sif) | Si/x) No/J No/XJ NR
\ 23,7812 1,5,6,15 casi todos casi todos 135 2,6,7,15 24 2 13612, 5 7,813 8 1256 137,12,
13 812,13 15 10,14 [13,15
\ 4,10 4,10 4,10 4 10 10 4 4
\ 14 14 14 14 12
—\ 9,11 9,11 9,11 9 11 9 11 11 9
Grafica 6a 6b 6c 6d 6e
Formas Dom OK Dom X Crece Dec. Posit. | Negat. < > NR Si/) Si/X) No/J No/XJ NR Si/) | si/x No/J No/XJ NR
1257 36 casitodos | 14 |casi todos 235 1,1213 11 5 2,14 3 78111 78,14 12356 11,13
812 | 11,1314 67,814 6,12 3 12
\ 4 9 49 49 4 9 4,9 9 | 4
_/ 10 10 10 10 10 10
K 15 15 15 15 15 15
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7a 7b
Formas Es O Es(+) | Es(-) | m=0 NR Méximo | Pto.desilla| P.inflexién Otra y=0 Empieza adec. NR
m 15 13| 7 | 168912 5 13 7
6,89 ,6,8,9,
f 10 4 10 10 4
\ 1 1
N——r 14 14
3,15 3,15
8 Forma correcta | Casi correcta con falla| La derivada no existe en uno o | La derivada existe perono es cero | Los puntos criticos se vuelven interceptos | NR
2,3,4,5,6,10,12 1,7 8,13 15,9, 11 11 14
Cambid puntos criticos Cambid el signo de la derivada
9 El-3 El-1 Ambos Afiadid otro NR Cambid b. Cambid las 3 OK gréfico Casi bien Deficiente
4,13,15 3,6,7,9 11,14 8 1,3,4,5,6,9,10,12 1,2,3,4,5,6,9,10,12 8 7,13,15
Hallé los puntos criticos 30y -30 2,3,4,5,6,8,12,13
Hallé sélo el 30 17910
a Analisis de crecimiento con valores en la derivada 2,3,12,4
Anélisis de crecimiento sélo dibujo 1,5,7,8,9,10
No respondid la pregunta 11,14,15
10 Construy0 bien la funcion pedida 1,4,5,6,9,10,13
b.i |parcialmente 7,812
No respondid la pregunta 3,11,14,15
Justificé detalladamente 10,13
b|| Justifico diciendo que habia construido de adelante hacia atras. 56,7,8,9
No justifico 12
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ANEXO 3 PREGUNTAS ACLARATORIAS

Alumna: Abril

Sc.- jPodrias ampliar tu respuesta?

Se.- ;(Podrias ampliar tu respuesta?

10.- jReemplazaste algunos puntos en la derivada para dibujar el analisis de crecimiento?
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Alumno: Alvaro

Cuestionario sobre la actividad

Alumno: Alvaro

ica cud i e inio? ;El enunciado esta de acuerdo?
5.- (A partir de tu grafica cudl podria ser ¢l dominio? (E enu

i |

= O Qras es cala Cruzs & 4., 4 S e A '

|

N\ B

3 1 2
10.- ;Coémo se puede comptrobar que en g = 30 hay un minimo

) (s CRa
Voraw,  adu

Alumna: Ana Paula

Alumno: Ana Paula

3c.- (Podrias amphar tu respuesta’

|
\ LA T
fo |_ w Lo LA ( A AA |
g } " 14 * 7, N v
c i oo FieG Aadn oy, r o
1
g LA 7
|
S¢.- (Podrias amphar tu respuesta?
’ Ma div; 1 ‘
Y, C Q Bl QL
r \ .‘1
T' | U v - U 8 s Gimiens 9L
(f‘} O VL0 ‘
8.« A partir de tu grafica jpodrias decir que £(~3) v 7'(L) valen cero? Si te pidieran
que la afines ;que harias? (solo describe lo gue harias)
" \ >
>3 C / o~ —_—
10~ jPadrias explicar el anilisis de crecimiente? ;Qué valores usaste para recmplazar en
la derivada?
/ 1 A
> i £odd
A rofnim
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Alumna: Anabel

Cuestionario sobre la actividad:

Alumno: Anabel J Z

1c.- {Puedes decir como son las derivadas de las funciones que generaste?

\os duwivado de Lo
DTS eMTondd

N NG

J

X al

i

ANS £ La

S 3
5\ &

N as Ny
Ao B
¥y -

x =

N

e T . T, 2
C X &G €1V 4y

\ra

)

o 3(\ la g{;‘f'x‘»féf,ﬁi@x'

como lo realizaste.

10a.- jReemplazaste en algunos puntos para dibujar el analisis de crecimiento? Explica
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Alumno: Alvaro
/ Cuestionario sobre la actividad

Alumno: Alvaro

Ear 11 2 ')
3c.- (Podrias ampliar tu respucsia

‘ > L D Qg fatd {/ |

afi ; i inio? (El enunc > acuerdo?
5.- (A partir de tu grafica cudl podria ser ¢l dominio? (El enunciado esta de act

=% R e e

- . e
10.- ;Cémo se puede comprobar que en g = 30 hay un mimmeo
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Alumna: Nadia

Cuestionario sobre la actividad:

Alumno: Nadia

1.- De acuerdo al enunciado modificarias algo? Describe.

U

\\K\’: st (Seodo No 9 ‘ 5 ; G o0es

S| QR S

3.- De acuerdo al enunciado cual es el dominio? ¢Modificarias la grafica de algin modo?

\
5
Qs “odo 03 0o

O L1 9.
\.‘\,\ dn‘,:r?‘?:\f‘ l ’2

3 \'),"‘ WKL oRigpe \‘(«J\ LAC
:\‘(\({ P X‘ - \ | o / | |
o e Yor =00 ";«\%Q\?\Q‘ ©ladon coy oo
Cad %)

|
\OQG \RL oS (0P QRnel

3c.- jPodrias ampliar tu respuesta?

< A 1
it v e £ion) < 1 G0 o¢ €S
\q !

Pele ’_hf\rh N€2 mas )
\

dedsicl o i . f X
¥ Qrdact Qee &, G e mener @ & (x4 )

7.- {Cémo harias esta pregunta? Puedes usar este espacio.

B N dego

\-’\'3 [': '{)QQ.O\&JO%@& )(‘A‘,LQ ('\x\::f\’ Q

Soe { = .
1°% Mo Fenis »a Conoefed

Weme
Cl‘\“:' UL €8ha vleents  Eolo .P:im Ao Go { o 2
PAEQUATL i Qua (}°( St o Qetrada, Quees 1e

e

y

dexy C \i\ \1 ; < "
o | { e \l. 4 3 \{ omo ¢s k\?‘;-,t;yx'j
Weoneilt Qelnso ? T
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