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RESUMEN

El presente trabajo tiene por objetivo determinar los niveles de razonamiento de Van Hiele
para la comprension de los elementos de la circunferencia que pueden alcanzar los
estudiantes de segundo afio de secundaria al realizar actividades que son mediadas por el

Software Geogebra.

En el capitulo 1 se realiza una presentacion de los aspectos generales de la investigacion,
tales como los antecedentes, el problema de investigacion y los objetivos de la

investigacion.

En el capitulo 2 se presenta el modelo Van Hiele como elemento tedrico considerado en el
desarrollo de la presente investigacion, describiendo los niveles de razonamiento. De la
misma forma, se hace una descripcion de algunos términos usados en nuestra investigacion
como la justificacion, conjetura, etc. y también se hace un estudio sobre el concepto de
circunferencia y las propiedades que se le atribuyen.

En el capitulo 3 se justifica la metodologia a emplear en nuestro trabajo, explicando el

método a seguir.
En el capitulo 4 se describe el disefio de las actividades.
En el capitulo 5 se describe la implementacion de las actividades.

En el capitulo 6 se describen el analisis de los resultados y el contraste entre las respuestas

esperadas con las respuestas observadas y los logros por parejas de estudiantes.

En el capitulo 7 presentamos las conclusiones obtenidas con respecto a los objetivos de
investigacion planteados en el capitulo 1, asi como también se plantean algunas sugerencias

para futuras investigaciones.

Cabe sefalar que esta tesis forma parte del proyecto "Processos de Ensino e Aprendizagem
de Matematica em ambientes tecnologicos PEA-MAT/DIMAT", desarollado entre la PUCP
y la PUC-SP/Brasil
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INTRODUCCION

Uno de los aspectos que actualmente se aprecia en la ensefianza de la geometria es que en
las aulas no se profundiza mucho el fomento de las justificaciones matematicas sobre
algunas propiedades geométricas, tal es asi que en el caso de los elementos de la
circunferencia se presentan las propiedades sin realizar una justificacion del porqué éstas
son validas. Esta actividad se ve reforzada en el tratamiento que se le brinda en los textos
escolares, ya que en su mayoria presentan las representaciones del objeto geométrico
circunferencia de manera estatica, no permitiendo observar las propiedades que aparecen
relacionadas ni tampoco verificar las justificaciones hechas para determinar la validez de la

misma.

En este trabajo se propone el disefio de actividades que, mediante las justificaciones que
brindan los estudiantes, permitan realizar una mejor comprensién del concepto
circunferencia y su relacion con los distintos elementos involucrados en ella, en un

ambiente tecnoldgico apropiado.

Para tal efecto, se realiza un estudio de los elementos involucrados con la circunferencia,
como es el caso de la cuerda y el radio de la circunferencia y a su vez determinar qué temas

geométricos anteriores al de la circunferencia se presentan.

Se procede a elaborar un conjunto de criterios que deben poseer los conceptos de
circunferencia de acuerdo al modelo de razonamiento de Van Hiele. Siguiendo la
metodologia empleada y con el uso del software Geogebra, se disefian las actividades. Se
analizan los resultados contrastando las respuestas iniciales y finales. De esta forma, se

verifica si el modelo empleado permite incrementar los niveles de razonamiento iniciales.
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CAPITULO 1

Aspectos generales

Presentamos los antecedentes de la investigacion, el problema de investigacion y los

objetivos de la investigacion.

1.1 Antecedentes
El presente trabajo de investigacion surge de la preocupacion por la ensefianza de la
geometria, especialmente con el objeto geométrico circunferencia, ya que encontramos
que los estudiantes presentan ciertas dificultades en aprender los conocimientos basicos
de la geometria, por ejemplo congruencia de triangulos, semejanza de triangulos, la
diferencia entre circunferencia y circulo, las lineas notables (mediatriz y bisectriz)
relacionados con el triangulo. Ademas, se suma el hecho de que en las aulas no se
fomenta mucho el pensamiento geométrico, lo cual es notable también en los libros de
texto que mayormente son usados por los docentes para el disefio de sus sesiones de

clase.

Por lo tanto, para nuestra investigacion, es pertinente verificar como esta organizado el
objeto geométrico circunferencia en algunos libros de texto de secundaria
(especificamente a los relacionados con los elementos cuerda y radio) segun los
siguientes aspectos: los estilos de las demostraciones, las técnicas usadas y el lenguaje
empleado para el nivel correspondiente (en nuestro caso, nivel secundario). Para ello,
nos basaremos en Ibafies (2001, citado en Ibafies y Ortega, 2004) que propone una
metodologia para estudiar el tratamiento de las justificaciones en los textos, basandose
en una serie de categorias: la organizacion de los textos; las expresiones usadas como
por ejemplo si en el texto aparecen hipdtesis, tesis 0 conclusion; si hacen algunas
consideraciones globales del proceso seguido. De la misma forma, si distinguen
claramente entre un enunciado y una justificacion, las orientaciones generales de las

demostraciones, si existe la presencia de las justificaciones, analisis de las tareas, etc.

Tesis publicada con autorizacién del autor
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Las herramientas que se usaron en dicha investigacion seran empleadas también en
nuestro trabajo ya que permitiran determinar la organizacion de los textos; los
elementos de la circunferencia que aparecen (representaciones diversas, definiciones,
proposiciones o propiedades); si en los problemas y ejercicios planteados se reconocen
los procedimientos rutinarios, y los conocimientos previos necesarios para Sus
soluciones. A partir de este analisis, se disefiardn las actividades que mediante las
justificaciones brindadas por los estudiantes se contribuya a una mejor comprension

del concepto circunferencia.

De otro lado, la tecnologia ha ido evolucionando a pasos agigantados y su aplicacion
tiene un efecto positivo en el ambito educativo, tal y como consta en el documento
Orientacién para el Trabajo Pedagdgico de Matematica (OTP, 2006), documento

elaborado por el Ministerio de Educacion del Perd, en donde se sefiala que:

La Tecnologia desempefia también un papel importante en la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria. Herramientas como un programa informatico de
“Geometria Dinamica”, capacitan para modelizar una gran variedad de figuras de

dos dimensiones y para tener una experiencia interactiva entre ellas. (p. 30).

En tal sentido, existen trabajos de investigacion a nivel de la educacion secundaria
concernientes al uso de dichas herramientas para la mejora del aprendizaje del
estudiante. Como por ejemplo, el trabajo realizado por Carmona (2011) cuyo uso de la
Geometria Dinamica y activa “se puede acercar al conocimiento geométrico de los
estudiantes [...] profundizando conocimientos que permitan el desarrollo de
habilidades y competencias no solo argumentativas sino propositivas” (p. 49). Dicho
trabajo tuvo como objeto de estudio a la circunferencia y sus propiedades usando el
software de Geometria Dindmica llamado Regla y Compas. Esta investigacion es
pertinente ya que manifiesta que el uso de un software contribuye con la mejora del
aprendizaje del estudiante, “generando una Transposicion Didactica entre la Geometria
y la informatica” (Balacheff, 1994 citado en Carmona, 2011), que en el sentido de
Balacheff es denominado Transposicion Informatica ““al trabajo sobre el conocimiento

que permite una representacion simbolica y la puesta en practica de esta representacion
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por un dispositivo informatico” (Balacheff, 1994 citado en Del Castillo Escobedo y
Montiel Espinoza, 2009). De acuerdo con Carmona (2011), podemos decir que usar un
software de Geometria Dinamica (en nuestro caso usaremos el Geogebra), permite a
los estudiantes operar de una forma mas directa las relaciones (propiedades) del objeto
geométrico, concretando los conceptos geométricos abstractos.

A su vez, la investigacion de Carmona (2011) nos brinda insumos relacionados con las
actividades propuestas durante el proceso de instruccidn, las que se caracterizan porque
fueron trabajadas utilizando el software de geometria dinamica Regla y Compés. Cabe
resaltar que dichas actividades permitiran identificar el nivel de razonamiento
correspondiente segun el Modelo Van Hiele, de acuerdo a los criterios propios que
establece esta teoria y que han sido disefiados con la finalidad de establecer una Unidad
Didactica que se fundamenta en el modelo tedrico antes sefialado. Dicha propuesta de

actividades seré adaptada para los fines de este trabajo.

De acuerdo con Acosta, Mejia y Rodriguez (2012), el trabajo experimental en
geometria mediante el uso de un software (en particular, el uso del Cabri) “contribuye
a desarrollar una intuicién espacial necesaria para la formulacion de conjeturas y su
verificacion” (p. 212) y a su vez, “contribuye a una mejor comprension de la teoria
geomeétrica, en la busqueda de formalizar los resultados de manera intuitiva” (p. 212).
Este autor propone usar el software de geometria dindmica Cabri 2D y 3D para realizar
procesos de experimentacion, realizando dibujos aproximados, formulando conjeturas
y verificandolos para llegar a procesos de construccion exactos basados en argumentos

tedricos que permitan demostrar tales resultados.

Por lo anterior, consideramos pertinente disefiar un conjunto de actividades que
permitan descubrir las propiedades geométricas relacionadas con la circunferencia,
verificar dichos resultados con el software y que sustenten su construccion con
argumentos tedricos, favoreciendo asi la comprension del objeto geométrico
circunferencia teniendo en cuenta el modelo tedrico de Van Hiele en dicho disefio y en
el anélisis de las respuestas de los estudiantes a estas tareas. Ademas, con respecto al

10
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uso del software de Geometria Dindmica, lo que se busca en esta investigacion es que
el Geogebra sirva como mediador para que el estudiante pueda realizar las
justificaciones con respecto a una actividad planteada, interactuando y manipulando un
objeto geométrico en estudio (que en nuestro caso son los elementos notables de la
circunferencia, como por ejemplo: el radio y la cuerda), permitiendo verificar qué

propiedades permanecen invariantes.

1.2 Problema de investigacion
Durante el ejercicio de la préctica docente, en particular en la ensefianza de la
geometria a nivel secundaria, se espera, tal y cual establece el Disefio Curricular
Nacional de la Educacion Basica del PerQ, que el estudiante “toma la iniciativa para
formular preguntas, buscar conjeturas y plantear problemas” (DCN, 2009, p. 327). En
tal sentido, con respecto a los elementos asociados a la circunferencia (radio y cuerda),
se aprecia en las aulas que cuando los docentes realizan actividades, los estudiantes
aplican de manera algoritmica las propiedades de dicho objeto geomeétrico, dejando de

lado el anélisis geométrico.

Probablemente esta forma de abordar el tema en clase tenga relacion con la forma en la
que los textos lo hacen pues el libro suele ser un referente fundamental en las clases de
matematicas, tal y como afirma Villella (2001, citado en Abrate, R., Delgado, G., &
Pochulu, M., 2006) que sostiene que “los docentes suelen sustentar gran parte de sus
practicas en los libros escolares de Matemaética que recomiendan usar a los alumnos y
que, algunas veces, ellos mismos usan” (p. 2). Por lo tanto, se hace necesario realizar el
estudio de algunos libros para corroborar esta afirmacién basdndonos en como son
tratadas las justificaciones en los textos mas usados por los docentes, ya que los libros
de texto son herramientas que el profesor utiliza para disefiar su clase y que en la
mayoria de los casos programa sus sesiones de clase basandose en el contenido de los
libros de texto. En ese sentido, se ha analizado algunos textos de segundo grado de
secundaria tales como el libro de De la Cruz Solérzano (2011) de la Editorial Brufio al
que lo denominaremos “Texto 1” y el libro de Marin Cérdova, Santisteban Chero,
Vergaray Dulanto, Espinoza Chirinos y Onsihuay Acosta (2012) del Ministerio de
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Educacién del Perl para el trabajo de los colegios publicos al que lo denominaremos
“Texto 27, con la finalidad de verificar como son tratadas las justificaciones en el caso
de los elementos notables de la circunferencia. Fueron seleccionados tales libros ya que
son los libros mas usados por los docentes y ademas el colegio donde se aplicaron las
actividades fue un colegio nacional, de tal forma que nos permitié ver como se
manifiestan las justificaciones en los textos elaborados por el Ministerio de Educacion

de nuestro pais.

Teniendo en cuenta los criterios de Ibafies y Ortega (2004) mencionados anteriormente,
observamos que el “Texto 17 se encuentra dividido en cuatro 4areas tematicas:
aritmética, algebra, geometria y trigonometria, en las cuales en la Unidad 3 de
geometria se toca el tema de circunferencia, tratando los siguientes contenidos:
Circunferencia y circulo, postulados sobre angulos en la circunferencia, postulados
sobre relaciones métricas en la circunferencia y postulados sobre posiciones relativas
de dos circunferencias. Ademas, con respecto a las propiedades usadas, encontramos
que ninguna ha sido demostrada en relacion a los elementos de la circunferencia, como
por ejemplo, que la mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia (p.
298). Por otro lado, observamos que en otros temas relacionados con la circunferencia
(por ejemplo, los angulos en la circunferencia) recurren al empleo de un grafico para su
entendimiento:

Dado un arco AC y B un punto de AC , entonces mAB+mBC =mAC

C
B

A

El didmetro divide a la circunferencia en dos arcos congruentes llamados semi-
circunferencias.

Asi, ACB = BDA D

Figura 1.1 Circunferencia y circulo
Fuente: De la Cruz (2011, p. 298)
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Lo que mas nos llamé la atencion fue la ausencia de las justificaciones para explicar
una propiedad relacionada con la circunferencia, asi como también la ausencia de
problemas que fomenten las justificaciones de los estudiantes al plantearles una
proposicién, afirmacion, etc. Esto conlleva pues a que no se fomente el pensamiento
geométrico y que a la vez no haya una buena comprension de la circunferencia y sus
propiedades.

De la misma forma, al revisar el “Texto 2” observamos que la forma de introducir los

temas los realiza mediante una situacion cotidiana, como por ejemplo:

En grupo ( an)

EJercicio 1

Juan, Pedro, Ana y Teresa trabajan en un huerto
escolar y llevan una cuerda de 60 m para cercarlo.

Contesten.

* (De qué forma (triangular, cuadrangular,
pentagonal, hexagonal, etc.) debe ser el huerto
para tener la mayor 4rea posible que pueda ser
cercada por la cuerda?

Figura 1.2 Circulo y circunferencia
Fuente: Marin Cérdova et al. (2012, p. 152)

La finalidad de esta introduccion es que el estudiante observe que, a medida que
aumenta el nimero de lados, aumenta la medida del area.
A la vez, dicho texto presenta algunas preguntas que conllevan a que el estudiante

justifique su respuesta, cuyo planteamiento lo presentamos a continuacion:

3. ;Cuales de las siguientes afirmaciones son

verdaderas? Justifica tu respuesta.

a. Enuna circunferencia el didmetro es la
cuerda de mayor longitud.

b. Una recta tangente no puede pasar por el
centro de la circunferencia.

c. El cociente de la longitud de una
circunferencia entre su didmetro es
aproximadamente 3 unidades.

Figura 1.3 Ejercicios propuestos
Fuente: Marin Cérdova et al. (2012, p. 158)
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También observamos que en el tratamiento de los problemas, existen actividades donde
se profundiza la parte algoritmica, dejando de lado la parte geomeétrica, tal y cual

presentamos a continuacion:

a. En la figura ¢. En la figura caleula
calcula 4B. el valor de x, si
OB1AB.

i.{esoluci()n * Como OB L AR
a. CD« DE m#% OBA = 90°
s B s * Enel AOAB, el £.BOC es
iy exterior, luege:
7 . m&ABOC=mA{OBA + m4BAO
AB=3+2=5u [133°=90° +x
x=43°

Figura 1.4 Ejemplos relacionados con la circunferencia
Fuente: Marin Cordova et al. (2012, p. 155)

Observamos que los ejercicios propuestos en el texto 2 recurren a la parte algoritmica
de algunas propiedades, dejando de lado la interpretacién geométrica de calculos y que
creemos que van dirigidos hacia un grupo de estudiantes con un nivel de razonamiento
alto puesto que se hace uso de otras propiedades necesarias para el desarrollo de la

tarea propuesta, cuando en realidad este proceso tiene que ser gradual y progresivo.

De ambos textos, observamos que existe una ausencia del fomento de las
justificaciones matematicas y ademas siendo un instrumento Util para el docente, dicha
ausencia se vea reflejada en la organizacion de la clase, generando pues la falta de la
formulacién de conjeturas, argumentaciones en clase, etc. que son aspectos
fundamentales de la matematica y que estdn contemplados en el DCN en el marco de
las capacidades por &rea (Razonamiento y Demostracion).

14
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Suponemos que el profesor tiene que organizar su clase de acuerdo a los niveles
cognitivos que posee el estudiante, planteando actividades que permitan alcanzar
niveles superiores de razonamiento. Es por eso que usaremos, como elemento tedrico
en nuestra investigacion, el modelo de Van Hiele para proponer actividades que
conlleven a la comprension de las propiedades relacionadas con los elementos de la

circunferencia.

Con todo ello, nos formulamos la siguiente pregunta de investigacion: ;Cuéles son los
niveles de razonamiento sobre los elementos asociados a la circunferencia que pueden
alcanzar los alumnos de 2° de secundaria, al desarrollar un conjunto de actividades con

apoyo del Geogebra?

1.3 Objetivos de la Investigacion
1.3.1 Obijetivo General
Determinar los niveles de razonamiento alcanzados por los estudiantes de 2°
grado de secundaria, segun el modelo de Van Hiele, cuando abordan
situaciones que involucran elementos de la circunferencia, usando como

mediador el software Geogebra.

1.3.2 Objetivos Especificos

e Identificar los niveles de razonamiento alcanzados por los estudiantes en
relacion con los elementos asociados a la circunferencia, segun el modelo
de Van Hiele.

e ldentificar el papel del software Geogebra durante el proceso de

instruccion.

e Valorar la propuesta teniendo en cuenta los indicadores del nivel de

razonamiento alcanzado tomando en cuenta el modelo de Van Hiele.
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1.4 Conclusiones del capitulo

A manera de cierre, diremos que existe una ausencia de las justificaciones geométricas
en los dos textos anteriormente analizados y que los docentes utilizan el texto escolar
como un medio para elaborar su sesion de clase; sin embargo, es pertinente establecer
qué elementos tedricos usaremos para determinar el nivel de razonamiento de los

estudiantes. Dichos elementos tedricos los estableceremos a continuacion.
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CAPITULO 2

Elementos tedricos considerados en la investigacion

2.1 Definiciones relacionadas con la justificacion
Es conveniente aclarar algunos términos que seran usados durante la investigacion.

Coincidimos con Parra Zapata, Zapata Jaramillo, Toro Uribe y Durango Urrego (2010)
cuando dicen que fomentar un contexto de justificacion matematica permite propiciar
“la comunicacion y la comprension de las matematicas y de los conceptos matematicos
al interior de la clase [...] recurriendo pues al empleo de la observacion, verificacion,
la explicacion, la descripcion y la argumentacion para sustentar las proposiciones
matematicas” (p. 6). Para los autores, una justificacion hace referencia a las actividades
y procesos que realiza el estudiante, empleando en sus explicaciones diversos
argumentos matematicos para validar los enunciados. Esta es la postura que nosotros
adoptaremos en nuestro trabajo: justificar un enunciado matematico empleando la
observacion, la verificacion, la explicacion y los argumentos matematicos necesarios

para validar una propiedad geomeétrica.

Con respecto a estos argumentos matematicos, el modelo Van Hiele establece que la
justificacion de una propiedad geomeétrica dependerad del nivel de razonamiento que
adopte un estudiante, ya que una de las caracteristicas de este modelo es que cada nivel
de razonamiento lleva asociado un tipo de lenguaje especifico. Para ello, es pertinente
verificar qué acciones realiza un estudiante (esto incluye las justificaciones) para ser
ubicado en un nivel respectivo. Es por esa razdn que nos basaremos en el modelo Van
Hiele para determinar los niveles de razonamiento alcanzados por los estudiantes, lo

cual detallaremos a continuacion.
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2.2 Posicionamiento respecto a la justificacion adoptadas en este trabajo: el modelo
de Van Hiele

Algunas de las herramientas tedricas que seran utiles en el desarrollo de este trabajo se
refieren a las del modelo de Van Hiele. Se ha recurrido a este modelo pues existen
trabajos previos al nuestro (por ejemplo el de Carmona, 2011) relacionados con la
geometria, en los que se planteaba que el razonamiento de los estudiantes se modifica
gradual y progresivamente con respecto a un objeto geomeétrico.

Inicialmente el modelo de Van Hiele consideré solo tres niveles (los niveles 2, 3y 4
de la clasificacion actual), pero fue necesario afiadir un nivel inicial que permitiera
recoger informacion bésica relacionada con la parte visual del razonamiento. Luego,
Van Hiele (1986, citado en Gutierrez Rojas, 2009) establece un nivel superior al cuarto
caracterizando la comprension de los estudiantes por la rigurosidad matematica, es
decir, un nivel donde se adquieren los conocimientos y habilidades propias de un
matematico profesional. Actualmente se consideran cinco niveles de razonamiento,
pero en este trabajo, considerando el nivel educativo con el que se realizard la

experiencia solo estudiaremos hasta el nivel tres.

Seguidamente presentamos las caracteristicas generales de los cinco niveles de
razonamiento. Estan extraidas de los trabajos de Corberdn Salvador et al. (1994) y

Jaime (1993), siendo estas las siguientes:
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Nivel 1.- Visualizacién o Reconocimiento
Los estudiantes:

e Usan propiedades imprecisas de las figuras geométricas para compararlas,

ordenarlas, describirlas o identificarlas.

e Perciben las figuras geométricas en su totalidad, de manera global, como
unidades. Los estudiantes se limitan a describir el aspecto fisico de las figuras,

percibiéndolas en su totalidad como unidades.

e Perciben las figuras como objetos individuales, es decir, que los estudiantes no
son capaces de generalizar las caracteristicas que reconocen en una figura a

otras de su misma clase.

e Comparan y clasifican figuras geométricas basandose en su apariencia global.
Por ejemplo, suelen utilizar expresiones como “... se parece a...”, ... tiene la

formade... “, “... es como...”, etC.

Nivel 2.- Andlisis
Los estudiantes:

e Son conscientes de que las figuras geométricas estan formadas por partes y de
que estan dotadas de propiedades matematicas. Pueden describir sus partes y
enunciar sus propiedades, siempre de manera informal, utilizando un
vocabulario apropiado, como por ejemplo “lados opuestos”, “los angulos

correspondientes son iguales”, etc.

e Recitan una lista de propiedades necesarias para identificar la figura.
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e Reconocen las propiedades matematicas mediante la observacion de las figuras
y sus elementos. También pueden deducir propiedades generalizandolas a partir

de la experimentacion.

e Pueden hacer generalizaciones a la clase de figuras en cuestion luego de utilizar

varias veces un tipo de ejemplos con unas figuras,.

Nivel 3.- Clasificacion
Los estudiantes:

e Son capaces de reconocer que unas propiedades se deducen de otras y de
deducir esas implicaciones. Sin embargo, no comprenden el significado de la

deduccion como un todo ni el papel de los axiomas.

e Comprenden los sucesivos pasos individuales de un razonamiento logico

formal, pero no entienden la estructura de una demostracion.

e Usan razonamientos deductivos informales ante la necesidad de justificar de

manera general la veracidad de una propiedad geométrica.

e Tienen cierta incapacidad para llevar a cabo una demostracion formal completa,
en la que haya que encadenar varias implicaciones, pues no se logra una vision

global de las demostraciones y no se comprende su estructura.

Nivel 4.- Deduccion formal
Los estudiantes:

e Pueden entender y realizar razonamientos Idgicos formales. Las demostraciones
(de varios pasos) ya tienen sentido para ellos y aceptan su necesidad como

Gnico medio para verificar la veracidad de una afirmacion.
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e Realizan con frecuencia conjeturas e intentos de verificar las conjeturas

deductivamente.

e Pueden comprender la estructura axiomatica de las matematicas, es decir el

sentido y la utilidad de términos no definidos, axiomas, teoremas, etc.

e Aceptan la existencia de definiciones equivalentes del mismo concepto y son

capaces de demostrar su equivalencia.
Nivel 5.- Rigor
Los estudiantes:
e Se encuentran en el nivel maximo de rigor matematico.

e Son capaces de prescindir de cualquier soporte concreto para desarrollar su

actividad matematica.

e Aceptan la existencia de sistemas axiomaticos diferentes y puede analizarlos y

compararlos.

Cabe sefialar que existe una secuencialidad, continuidad y un lenguaje empleado en
cada uno de los niveles. Dichas caracteristicas encontradas en Corberan Salvador et al.

(1994) son las siguientes:

a) La secuencialidad de los niveles: aqui se establece que la adquisicion de un nivel

mayor no supone eliminar el nivel precedente, sino que por el contrario, cada nivel
se apoya del anterior: “Pensar segun el segundo nivel no es posible sin la capacidad
de comprension del primero” (Corberdn Salvador et al. 1994). Por lo tanto, para

adquirir un nivel de pensamiento es necesario haber adquirido el nivel precedente.
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b) La continuidad: Es decir, cuando se aprende una nueva forma de razonar, no se

realiza de golpe. Esto se logra con la realizacion de actividades y de problemas que
hacen que poco a poco se vayan adquiriendo nuevas destrezas, pudiendo ser

aplicadas en situaciones mas complejas.

c) El lenguaje empleado: que establece que las capacidades de comprension de este

modelo de Van Hiele no solo se refleja en la forma de resolver un problema, sino
en la forma de expresarse y en el significado que se le da a un determinado
vocabulario, es decir que a “cada nivel de comprension le corresponde un tipo de

lenguaje especifico” (Jaime, 1993).

Para nuestro trabajo, proponemos una descripcion de lo que un estudiante deberia ser
capaz de realizar (esto incluye la justificacion matematica) para asignarle la
adquisiciéon de un determinado nivel de razonamiento en esta area de la geometria.
Dicha descripcion se ha realizado para los tres primeros niveles, de la siguiente

manera;
Nivel 1.- Visualizacién o Reconocimiento
Los estudiantes:

e Describen de manera verbal la diferencia entre circunferencia y circulo.

e Explican los procedimientos seguidos empleando un lenguaje informal: poner,
mover, etc.

e Justifican sus respuestas empleando en un ejemplo especifico (observacion de

una figura).

Con respecto a nuestro trabajo en particular, el estudiante debe ser capaz de hacer la
distincion entre lo que es una circunferencia y circulo teniendo en cuenta que
circunferencia es el borde y circulo es la region interior de ésta, de tal manera que

ambos términos puedan ser aclarados.
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__-Circunferencia

—— Circulo

En este nivel también se ubicarian las respuestas de los estudiantes cuyas
justificaciones se basan solo en observaciones. Por ejemplo, como un resultado de usar
el programa de geometria dinamica, emplean términos como: “pongo el punto...”, “la

recta choca con el centro de la circunferencia”.
Nivel 2.- Andlisis
Los estudiantes:

e Analizan las propiedades relacionadas con los elementos de la circunferencia.

e Después de aplicar varios ejemplos, pueden hacer generalizaciones sobre las
regularidades identificadas.

e Explican, con palabras, que una afirmacion es cierta comprobando unos pocos
casos, realizando mediciones oportunas utilizando el software como medio de

comprobacién (de manera experimental).
Nivel 3.- Ordenacion o Clasificacion
Los estudiantes:

e En su explicacion, emplean resultados geométricos previos.

e Deducen algunas propiedades relativas a los elementos de la circunferencia,
empleando razonamientos deductivos informales, como por ejemplo: realizando
argumentos verbales, poco elaborados (con algunos defectos) y la incapacidad
de usar la simbologia matematica formal.

e Cuando justifican una propiedad relacionada con la circunferencia, la explican
mediante palabras, recurriendo a una propiedad anterior, es decir, realizando
conexiones entre propiedades que anteriormente fueron trabajadas (por

ejemplo, el empleo de la propiedad de cuerdas y de la propiedad de mediatriz
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para justificar que dados tres puntos no colineales existe una Unica

circunferencia que los contengan a tales puntos).

En la parte experimental, se emplearan los elementos descritos para ubicar a los
estudiantes en un nivel determinado. Con nuestra investigacion se pretende
implementar una serie de actividades que permitan que los estudiantes alcancen el
nivel 3 de razonamiento segln el Modelo de Van Hiele teniendo como mediador el
software Geogebra.

Ademas, elaboraremos actividades concernientes al objeto geométrico circunferencia.
Pero, ¢como seran elaborados? ¢(En base a qué teoremas y/o propiedades seran
disefiadas nuestras actividades? Para ello, es importante identificar los principales
conceptos, teoremas, etc. para poder elaborar nuestras actividades, mostrando sus

respectivas demostraciones. Veremos todo ello a continuacion.

2.3 Elementos tedricos asociados a la nocion de circunferencia
En esta parte desarrollaremos el tratamiento que se le dard al objeto matematico

circunferencia correspondiente al nivel 3 segun el Modelo de Van Hiele.

Para nuestro trabajo, hemos considerado las definiciones trabajadas en Verastegui
(2003). A partir de ello, debemos indicar qué es circunferencia y cuéles son los
elementos que se asocian a la circunferencia, asi como qué propiedades seran tratadas
en relacion a dichos elementos, con la finalidad de implementar nuestras actividades
posteriormente en base a la parte tedrica brindada a continuacion y determinar los

criterios que permitirian ubicar a un estudiante en un respectivo nivel.

Previo a las definiciones de la circunferencia, debemos establecer bajo qué metrica
estamos trabajando.

Axioma de la regla

Sean L una recta contenida en un plano 7 y R el conjunto de los nimeros reales.

Existe una correspondencia biunivoca o funcién biyectiva f:L > R.
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Definicion de distanciaen =z

Sean P,Qex con P=#Q. Sea L., la Unica recta que pasa por P y Q, se define
distancia de P y Q denotado por d(P,Q) =|f (Q)— f (P)|.

Definicion de una circunferencia

Sea un punto O ubicado del plano 7 y r>0en R . El conjunto de puntos P del plano

7 cuyas distancias al punto O es r se llama circunferencia de centro O y radio r, y lo

denotamos por Co, ).

De manera formal, podemos decir que:
Co,n={PPe 7 yd(P,O)=r}crx.
Para puntos P del plano =,

Pe C(o, I d(P,O) =r

Figura 2.1 Circunferencia
Fuente: Verastegui (2003, p.133)

De esto se desprende que para definir a una circunferencia es suficiente tener el centro
O y el radio r, se ubica el punto P en el plano 7, talque d(P,O)=r; o es suficiente tener

el centro O y un punto P por donde pasa la circunferencia C(o, ), talque r=d(P,0).
Definicion de lineas notables en la circunferencia

Sean M, P y Q puntos diferentes de una circunferencia C, r); entonces definimos al
segmento radial al segmento @, cuya longitud de OP es r, el radio de la
circunferencia. Al segmento % se llama una cuerda de la circunferencia. Sea PM

una cuerda de C(o, ry que contiene al centro O, es decir O PM ; dicha cuerda recibe el

25
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nombre de segmento diametral tal que d(P,M)=2r (PMes el diametro de la

circunferencia).

Q

M

Figura 2.2 Radio (ED), cuerda (@) y diametro (P M )
Fuente: Verastegui (2003, p. 136)

Es necesario precisar que es comun llamar radio a un segmento radial y llamar
didmetro a un segmento diametral. En adelante, usaremos estas notaciones si no hay

lugar a confusiones.

En el plano 7, dadas una circunferencia Co, ry y una recta L, se tienen los siguientes

Casos:

a) Si LNCy,, ={P,Q}, con P=Q, se dice que la recta L es secante con la

circunferencia C, ry en los puntos P y Q.

b) Si LNCy,, ={P}, se dice que la recta L es tangente a la circunferencia C(o, ry€n el

punto P, donde dicho punto es el punto de tangencia o de contacto entre la recta y

la circunferencia.
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c) Si LNCy,, =9, se dice que la recta L es exterior a la circunferencia Co, ren las

cuales la recta L y la circunferencia C, ry no tienen puntos en comdn (son

disjuntos).
juntos) 1
L
P
C
LNnC=Y
LNC={P,0} LNC={Fr}
Figura 2.3 Recta secante, recta tangente y recta exterior a una circunferencia
Fuente: Verastegui (2003, p. 136)
Definicion

Sea la circunferencia Co, 1. Se define interior de la circunferencia (Int Cp, ) al

conjunto Int Co, n={ X exz/d(X,0) <r}. De la misma forma, se define exterior de

la circunferencia (Ext C(o, ry) al conjunto Ext Cio,n={ X e z/d(X,0) >r}.

Teoremas importantes para este trabajo

Los teoremas que seran abordados en nuestro trabajo son los relacionados con las
lineas notables antes mencionadas y que algunas de ellas (teorema 1 y teorema 2) seran
usadas en el disefio de las actividades brindadas a los estudiantes. Dichos teoremas son

los siguientes:

Teorema 1: Si una recta L pasa por el centro O de una circunferencia de radio r>0y es

perpendicular a una cuerda AB; entonces la recta interseca a la cuerda en su punto

medio.
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Demostracién L

En Co r Sea AB una cuerda y sea L una recta tal que Oely
L1 AB.SeaLAB={M}. Resulta que AOAB es isosceles, pues OA=OB=r.
Ademas, los triangulos AAMO = ABMO...(ALA), ya que
m<c(MOA) = m<(MOB) y m<(AMO) = m<«(OMB) =90°. Luego, AM =MB. Por lo

tanto, L interseca a la cuerda AB en su punto medio.

Teorema 2: Dada una circunferencia Co, Y una cuerda AB, la mediatriz L de dicha
cuerda pasa por el centro O de la circunferencia.

Demostracién

Recordemos la definicion de mediatriz y la propiedad que se cumple en toda mediatriz.

Dado un segmento AB , la mediatriz de dicho segmento es la recta “L” perpendicular a

AB que pasa por el punto medio “M” de AB.

A

Figura 2.4 Mediatriz del segmento AB
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Donde: AM =AByL 1L AB

A partir de la definicion de la mediatriz, se determina un teorema: todo punto de la
mediatriz de un segmento rectilineo equidista de los extremos de este segmento.
Ademas, podemos citar el reciproco de este: todo punto que equidiste de los extremos
de un segmento rectilineo, esta en la mediatriz de dicho segmento. Esta dltima parte (la
forma reciproca) es la que se tomara en cuenta para la justificacion del teorema 2 antes

planteado.

Procederemos a la demostracion del teorema 2.

L
B

V25

Como d(0,A)=d(0,Q)=r, se tiene que O se encuentra en la mediatriz L de AB. Luego,

O L y por lo tanto, la recta L pasa por el centro O de la circunferencia C(O,r).

Los teoremas anteriores nos muestran, como conceptos previos al estudio de la
circunferencia, la definicion de mediatriz y la congruencia de triangulos. Como
veremos mas adelante, estas Ultimas definiciones son necesarias incluirlas para el
disefio nuestra actividad llamada actividad inicial los que a su vez son necesarios para

el disefio de las actividades posteriores llamadas actividades centrales.
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Teorema 3: L es tangente a la circunferencia Cio,r) en Q siy solo si L 1L en Qe
C(O’ r).

Demostracién

Construccion auxiliar:

Sea L una recta tangente a Co, ry en Q. Tenemos que demostrar que L® 1L en Qe

Coo, - Negamos este ultimo para demostrar por el absurdo. Supongamos Log no es
perpendicular a L en Q, sino en A.

Sea AeL tal que Loa LL en A. Sea Be L tal que: Q-A-By Q_A; AB.
Se tiene luego que: AOAQ = OAB...(LAL)

=d(0,Q)=d(0,B)=r

~BeCq

Luego, como BeLABeCy,, = LNC={B}

~LnC={Q,B}
L es una recta secante...(=<) Contradiccion

Luego: A=Q.
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Reciproco

Sea Beltal que B=Q, el AOQB es recto en Q y m<«(OBQ) <m<(OQB) =90° .
Luego, r=d(0,Q) <d(O,B).

.BgC,LNnC=Y
-.Les tangentea C

Este tipo de justificacion no se fomenta en nuestro trabajo, ya que abordar dicho
teorema mediante el absurdo requiere de un nivel de abstraccién mas avanzado que el
nivel 3 de razonamiento de Van Hiele, ya que supone la idea de negar a una

proposicion para luego llegar a una contradiccion.

Teorema 4: Todo triangulo inscrito a una semicircunferencia es un tridngulo

rectangulo.

Demostracién
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De la figura anterior, se tiene que AABO Yy ABOP son isosceles, puesto que

AO=BO=0C-=r. Luego, se tiene que
m<(BAO) = m<(ABO), m<«(OBC) = m«(BCO). Ademas, en el triangulo ABC, la

suma de sus angulos interiores resulta 180°, luego tenemos:

m<c(BAO) +m<x(ABC) + m<«(BCQO) =180°

m<<(BAO) +m<x(ABO) + m<«(OBC) + m«(BCO) =180°
2m<(ABO) + 2m<«(OBC) =180°

-.m<x(ABO) + mZ(OBC) =m<(ABC) =90°

Luego, el tridngulo es un tridngulo rectangulo.

Cabe resaltar que el estudiante puede justificar su respuesta recurriendo a otra
propiedad de la circunferencia de manera rapida, usando la definicion del angulo
inscrito, que establece que la medida de todo &ngulo inscrito ABC a una
circunferencia es la mitad del arco de circunferencia AC contenido en el interior de

dicho angulo. En nuestro seria asi:

ic  180°

" —90°.
2" 2

m<x(ABC) =

Teorema 5: Dado una circunferencia Cory Y un punto P exterior a ella, existen dos

rectas tangentes a la circunferencia C que pasan por P.

Demostracion i =L
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Sea M el punto medio de OP y sea Cou,mo), luego existen dos puntos y solo dos A, B
tales que{A, B} = Cio,) N Cimmo); ademas, por el teorema 4, <OAP =90°y por el
teorema 3, AP es una recta tangente a la Cio ) en A. Similarmente, se demuestra que el

<OBP =90° y que larecta BP es tangente a la Coy en B.

Teorema 6: De la figura adjunta, “A” y “B” son puntos de tangencia. Se cumple:

AP _BP

Q

B

Figura 2.5 Rectas tangentes a una circunferencia
Fuente: Verastegui (2003, p. 140)

Demostracién

Del teorema anterior, se demostrd que los triangulos AOAP y AOBP son rectangulos.

Por el teorema 2 se tiene que OP L AB y como O_A;CTB, NA=NB los triangulos
AONA 'y AONB son congruentes (Caso LLL). Luego m<c(AON) = m<(BON). Luego

AOAP = AOBP (Caso LAL). Por lo tanto, se sigue que AP =BP.

A

O
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Observamos que la forma de justificar esta propiedad se realiza recurriendo a teoremas
geométricos tratados anteriormente (teorema 2 y casos de congruencia de triangulos)

que han sido pertinentes utilizarlos para justificar este teorema.
Teorema 7 En una misma circunferencia el diametro es la mayor de las cuerdas.

Demostracién

Sea AB una cuerda que no contiene al centro O y sea CD un diametro. Por
desigualdad triangular en el AOAB se tiene que AB<OA+OB, pero
OA=0B=0C=0D=r . Luego, tenemos que: AB<OC+OD=CD, AB<CD.

Vemos que, para justificar dicho teorema, no necesariamente se utilizan teoremas que
han sido tratados previamente, sino que se recurren a otros casos geométricos ya que

tiene sentido utilizarlos.
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Teorema 8: En una circunferencia Co ); dos cuerdas MN y W} son congruentes si y

solo si dichas cuerdas son equidistantes del centro O.

Demostracién

N
En C(o,n Sean MN y P_Q dos cuerdas, OALMN enA y OB J_@ en B. Ademas, por

el teorema 1, Ay B son puntos medios de MN y P_Q respectivamente.

i. Como MN =PQ y MO =ON =OP =OQ =r . Luego, AOMN y AOPQ
son isosceles y AOMN =AOPQ (Caso LLL) y se cumple que

m<(OMA) = m«(OPB) y ademas, se tiene MA=PB. Los triangulos

AOMA = AOPB (LAL). Por lo tanto OA=0B.

ii. Reciprocamente, si MN y % equidistan de O se tiene que OA=0B y
como OM = OP=ry AOAM y AOBP son rectangulos, por el Teorema
de Pitagoras se tiene que: OA +MA =r2=PB +0OB = MA=PB.
Como Ay B son puntos medios de las cuerdas MN y PQ respectivamente,

resulta que MN=PQ, es decir: MN = PQ.

Observamos que para la justificacion de este teorema se recurre a otros teoremas

geométricos necesarios (congruencia de triangulos y el teorema de Pitagoras).
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2.4 Conclusiones del capitulo

Se puede observar que existen teoremas que requieren de conceptos previos (como el
de congruencia de triangulos, el teorema de la mediatriz y conceptos relacionados con
la existencia de triangulos) para justificar una propiedad geométrica. Esta observacién
sera tomada en cuenta para elaborar el disefio de nuestras actividades iniciales, con la
finalidad de recuperar los conocimientos previos necesarios para que los estudiantes
puedan justificar sus respuestas en las actividades posteriores. Es pertinente entonces,
realizar una serie de actividades previas (las suficientes) que se relacionan con el tema

de los elementos notables de la circunferencia.
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CAPITULO 3

Metodologia de la investigacion

3.1 Justificaciéon del método seleccionado

La metodologia que emplearemos en este trabajo es la de investigacion — accion, ya
que permite interactuar activamente con el estudiante, asi como también le sirve al
docente como herramienta para su progreso profesional y como investigador. Tal como
sefiala Tripp (2005), la investigacién — accion educativa es una estrategia de desarrollo
para los docentes e investigadores, de modo tal que dichas investigaciones puedan
mejorar la ensefianza y el aprendizaje de los alumnos. En consecuencia, podemos
decir que esta metodologia es relevante en el &mbito de la didéctica de la matematica,
ya que permite buscar no solo una formacion profesional por parte del docente, sino
una formacion investigadora, de tal manera que reflexionen sobre su quehacer

educativo.

Pero, ¢qué es la metodologia investigacion — accion? Para responder a esta pregunta,
nos basaremos en los trabajos de la North Central Regional Educational Laboratory
(2008, citado en Segal, 2009) que establece que la metodologia investigacion- accién
es:

La indagacion o investigacion en el contexto de las actividades centradas en
mejorar la calidad de una organizacion y su desempefio. Por lo general, esta
disefiada y conducida por los profesionales quiénes analizan los datos para mejorar
su propia préctica. La investigacion-accion puede ser hecha por personas o por
equipos de colaboradores. En el caso en que sea realizada por un equipo se llama

investigacion colaborativa. (p, 2) (Traduccion nuestra).

La metodologia a emplear serd de tipo colaborativa ya que, como establece Franco
(2005), se trata de la busqueda de transformacién cuando es solicitada por el grupo de
referencia (en nuestro caso, grupo de alumnos o grupo de estudio) y el equipo de
investigadores (el docente), donde el docente - investigador, junto con los alumnos
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desencadenan una serie de comunicaciones, tomandose en cuenta todas las

contribuciones de los estudiantes.
3.2 Fases Metodologicas a implementar en la investigacion

La investigacidn-accion contempla 4 fases o ciclos basicos que fueron trabajados por

Richardson (2003) y son los siguientes:
- Diagndstico

- Accion

- Evaluacion

- Reflexion

En cuanto a los procesos metodoldgicos, optamos por seguir uno de los modelos
disefiados por Segal (2009) que recoge la esencia de la investigacion-accion y que se
acopla perfectamente a las fases anteriormente descritas. Las etapas 0 pasos que

considera en ese modelo son:

Identificar el problema: encontrar la idea general o inicial

Evaluar el problema: Observar, estudiar, investigar el problema.

Hacer una recomendacion: crear un plan.

Ensayar la recomendacion: tomar el primer paso de accion, probarlo.
Reflexionar sobre la practica: evaluar la préactica recomendada o paso de accion.

Reevaluar si es necesario: modificar el plan, tomar un segundo paso de accion si se

necesita, es decir otra iteracion.

Luego, teniendo en cuenta estas etapas y acoplandolas a las 4 fases de la Investigacion-

Accidn, en esta investigacion se procedera como se describe a continuacion.
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a) Fase de diagnostico
Acciones a realizar

- ldentificar el problema: en esta etapa disefiaremos una actividad previa (llamada
actividad inicial) mediada con el Geogebra, con la finalidad de que el estudiante
enuncie las propiedades geométricas relacionadas con la mediatriz de un segmento
dado. A su vez, se va a identificar el nivel de razonamiento geométrico que posee
el estudiante, desde el primer nivel hasta el nivel dos de razonamiento de Van
Hiele.

Para la elaboracion de este disefio inicial, tomaremos en cuenta los libros usados

por los docentes del curso.

- Evaluar el problema: en esta etapa, analizaremos las respuestas de los estudiantes
y, de acuerdo con el modelo Van Hiele, ubicamos cada una de estas respuestas en

el nivel que le corresponda.
b) Fase de accién
Acciones a realizar

- Hacer una recomendacion: En esta fase, disefiamos las actividades centrales
cuyo foco de estudio son los elementos notables de la circunferencia, usando como
mediador el Geogebra. Para ello, hacemos un estudio de las propiedades
relacionadas con los elementos de la circunferencia (como por ejemplo: el radio y
la cuerda) y, a partir de esto, disefiamos las actividades centrales las que deben
guardar relacion con la actividad vista en la fase anterior (propiedad de mediatriz).
Estas actividades han sido disefiadas con el fin de que se identifique el nivel de
razonamiento de la circunferencia a lo largo del proceso de instruccion desde el
primer nivel de razonamiento hasta el tercero segin el modelo de Van Hiele,
tomando en cuenta las respuestas escritas y verbales de los estudiantes. Para cada
una de estas actividades, se hace un analisis (disefio) a priori de las mismas con la
finalidad de poder predecir las posibles respuestas y los posibles errores que

pudieran cometer los estudiantes durante el proceso de instruccion.
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Posteriormente, se implementa dichas actividades, en las cuales seran elaboradas
con construcciones semi-hechas para la comprensién de las propiedades del tema
en cuestion. Ademas, dicha fase sera grabada para realizar un mejor estudio del

proceso de instruccion que se llevara a cabo.
c) Fase de evaluacion
Acciones a realizar
En esta fase, después de la aplicacion de las actividades centrales:

- Se definen los criterios de andlisis de las respuestas de los estudiantes tomando en
cuenta el modelo tedrico Van Hiele y a su vez se analizan dichas respuestas en
contraste con el analisis a priori antes disefiado para después identificar los niveles
finales de razonamiento del objeto circunferencia, permitiendo asi verificar las
evoluciones de dichas respuestas con respecto a las actividades elaboradas
inicialmente.

- Se realiza un contraste entre los logros obtenidos en la etapa inicial y final del
proceso de instruccién. Esto para verificar si hubo una progresion de los niveles de
razonamiento relacionados con el objeto geométrico circunferencia.

- Se analizarén los resultados anteriores, extrayendo las conclusiones que permitan

avalar el cumplimiento de los objetivos formulados al inicio de nuestro trabajo.
d) Fase de reflexion
Acciones a realizar

- Reevaluar, si es necesario- modificar el plan: aqui sefialaremos algunas
consideraciones o limitaciones que ha tenido nuestro trabajo y algunos alcances

para futuras investigaciones.
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3.3 Evaluacion de los grados de adquisicidn de los niveles de Van Hiele
Jaime (1993) encuentra en varias investigaciones que existe una oscilacion entre dos
niveles consecutivos. Por ejemplo, una evolucion del nivel 2 al nivel 3 supone alcanzar
un criterio alto en los niveles 1 y 2 y algln criterio intermedio en el nivel 3. Determina
entonces que existe un progreso continuo en la adquisicibn de un nivel de
razonamiento. Asi define el concepto de grado de adquisicion de un nivel de Van
Hiele.

a) Grados de adquisiciéon

Para la evaluacion de un nivel de razonamiento se considera que dicho nivel

posee un grado de adquisicion, el cual permite observar el dominio (ya sea alto o

bajo) de un determinado nivel.

Dicha caracterizacién de los dominios, Jaime (1993) los agrupa de la siguiente

manera:

e Adquisicion Nula (AN): No se emplean las caracteristicas de este nivel de
razonamiento.

e Adquisicion Baja (AB): Empieza la consciencia de las caracteristicas,
métodos y exigencias propios del nivel, pero es muy pobre la utilizacion que
se hace de ellos. Es frecuente el abandono del trabajo en este nivel para
recurrir al razonamiento de nivel inferior.

e Adquisicion Intermedia (Al): El empleo de los métodos de este nivel es mas
frecuente y preciso. No obstante, todavia no se domina, por lo que, ante
situaciones que resultan complicadas, se produce un retroceso de nivel, con
un intento posterior de retorno al nivel superior. Hay, por tanto, saltos
frecuentes entre dos niveles consecutivos de razonamiento.

e Adquisicion Alta (AA): El nivel habitual de trabajo es éste y se produce con
muy poca frecuencia el retroceso del nivel, aunque suceda alguna vez. Asi
mismo, en ocasiones se hace un uso inadecuado de las herramientas propias
de este nivel de razonamiento.

e Adquisicion Completa (AC): Hay un dominio total de las herramientas y

métodos de trabajo propios de este nivel de razonamiento.
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Jaime (1993) asume como limites razonables para los diferentes grados de adquisicion

los siguientes:

GRADOS DE ADQUISICION

PORCENTAJES ASIGNADOS

Adquisicion Nula

[0%-15%)]

Adquisicion Baja

<15%-40%>

Adgquisicién Intermedia

[40%-60%]

Adgquisicién Alta

<60%-85%>

Adquisicion Completa

[85%-100%]

Los porcentajes propuestos y la cantidad de divisiones son subjetivos, pero se basan en

los resultados de diversas experimentaciones realizadas por este autor en

investigaciones anteriores.

b) Tipos de respuestas

Considerando que las respuestas de los estudiantes ante preguntas con respuesta

libre determinan el nivel al cual pertenecen, Jaime (1993) plantea disefiar un

procedimiento que permita evaluar a un estudiante y poder asignar su progreso

en la adquisicién de un nuevo nivel. Para ello, Jaime (1993) define unos Tipos

de respuestas que estdn enmarcados dentro de los pardmetros del nivel de

razonamiento que se esta analizando.

Los tipos de respuestas, segun Jaime (1993), son:

e Tipo 1: Preguntas sin respuestas, con respuestas no codificables o con

respuestas que indican que el estudiante no esta en un determinado nivel de

razonamiento pero que no proporcionan ninguna informacioén sobre su

forma de utilizar los niveles de razonamiento inferiores.

e Tipo 2: respuestas matematicamente incorrectas y muy incompletas, pero en

las que se reconocen indicios de utilizacién de cierto nivel de razonamiento.

e Tipo 3: respuestas matematicamente correctas pero muy incompletas, en las

que se reconocen indicios de utilizacion de cierto nivel de razonamiento.
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e Tipo 4: respuestas que reflejan claramente la utilizacion de dos niveles de
razonamiento consecutivos.

e Tipo 5: respuestas bastante completas pero matematicamente incorrectas,
que reflejan claramente la utilizacion predominante de un nivel de
razonamiento determinado.

e Tipo 6: respuestas bastante completas y matematicamente correctas que
reflejan claramente la utilizacién predominante de un nivel de razonamiento.

e Tipo 7: respuestas matematicamente correctas y completas que reflejan

claramente la utilizacion de un nivel de razonamiento determinado.

c) Asignacion de los Grados de adquisicion
Jaime (1993) asigna los Grados de adquisicion de los diferentes niveles de Van
Hiele considerando la ponderacion de cada tipo de respuesta, tal y como se
muestra a continuacion.

Tipo 1 2 3 4 5 6 7
Ponderacion (%) | 0 20 25 50 75 80 100

Jaime (1993) considera que las respuestas de los estudiantes pueden encontrarse
en mas de un nivel, motivo por el cual se debe ponderar dicha respuesta en cada
uno de los niveles de razonamiento que el estudiante utiliz6. Ademas, menciona
que: “si un item puede ser contestado en un rango de niveles N; a N, y es
contestado en un nivel N(N, <N <N,)” (p. 269), se considerara la ponderacion
siguiente:

o 100% en los niveles de ese rango menores a N.

o 0% en los niveles de ese rango mayores a N.

o Elvalor que le corresponde al tipo de respuesta de dicho nivel.

Para calcular el grado de adquisicién de cada nivel se determina la media
aritmética de las ponderaciones asignadas a todas las preguntas que puedan ser

contestadas en ese nivel.
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3.4 Conclusiones del capitulo

A manera de cierre, concluimos que la asignacién de los grados de adquisicion con
respecto a los niveles establecidos en el capitulo 2 nos permitira determinar los niveles

de razonamiento de los estudiantes sobre la circunferencia.

En lo que sigue, junto con la metodologia empleada y los elementos tedricos usados en
nuestra investigacion, disefiaremos las actividades que nos permitirdn recoger las
respuestas de los estudiantes para luego analizarlos segun los criterios establecidos

anteriormente.
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CAPITULO 4

Disefio de las actividades implementadas

Ante la problematica de la ausencia de justificaciones en la ensefianza de la geometria en
educacién basica descritas en el capitulo 1 y basandonos en nuestro marco teérico con la
descripcion de algunos teoremas relacionados con el objeto geométrico circunferencia
presentados en el capitulo 2, disefiamos un conjunto de actividades que permitiran que los
estudiantes verifiquen algunas propiedades y que luego expliquen con argumentos tedricos

el por qué cumple dicha propiedad, siendo mediados por el Geogebra.

En ese sentido, hemos disefiado 5:

e Actividad inicial

e Actividades centrales:
o Actividad N°1
o Actividad N°2
o Actividad N°3
o Actividad N°4

La descripcion de estas actividades la mostramos a continuacion:
4.1 Objetivos de las actividades
a) Actividad Inicial: “Recordemos: encontrando distancias iguales”
Esta actividad tiene como objetivos:

e Recordar los conocimientos previos relacionados con la propiedad de la

mediatriz.

e Enunciar la propiedad de la mediatriz.

Basandonos en el andlisis de textos, y en las respuestas brindadas en la actividad
inicial, disefiaremos las actividades referentes al objeto geométrico circunferencia,

especialmente enfocdndonos en los elementos radio y cuerda.
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b) Objetivos de las Actividades Centrales
b.1) La Actividad N°1: “Propiedad de cuerdas”
Esta actividad tiene como objetivos:

e Enunciar, con palabras, la propiedad: la mediatriz de una cuerda pasa por
el centro de la circunferencia.

e Justificar dicha formulacion con resultados ya conocidos.
b.2) La Actividad N°2: “; Unica circunferencia?”
Esta actividad tiene como objetivo:

e Que los estudiantes puedan ser capaces de usar las propiedades de cuerda
estudiadas en la actividad N°1.

e Enunciar, con palabras, de que existen muchas circunferencias que pasen
por dos puntos fijos.

e Justificar lo anterior con resultados ya analizados.
b.3) La Actividad N°3: “Centrandonos en el Centro”
Dicha actividad tiene como objetivo:

e Usar las propiedades de cuerdas para encontrar el centro de la

circunferencia.
b.4) La Actividad N°4: “Circunferencia unica 2”
Tiene como objetivos:

e Que el estudiante compruebe la afirmacion planteada al inicio de esta
actividad, empleando las propiedades tratadas anteriormente.

e Redefinir la anterior afirmacion.
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A continuacion, presentamos el disefio de las actividades planteadas en nuestra

investigacion.
4.2 Actividades propuestas
a) Actividad Inicial

Dicha actividad esta conformada por 8 items (ver anexo 1). Para ello, previamente

construimos una macro con la finalidad de que al trazar un segmento (objeto inicial,
por ejemplo AB ), se genere como objetos finales: la mediatriz, los 4ngulos de 90°,

las medidas iguales (AC =CB) y un punto D perteneciente a la mediatriz, tal y cual

?}1{‘< MA

mostramos a continuacion:

¥y GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%] .~ >l olo) <4

& = z =z
b Vista Algebraica

= Punto

-3 A={-2.34,1.04)

@ B=(3.04,-0.42)

- @ €=(0.35,0.31)

@ D={0.88, 2.25)

- Recta

e d: 5,38+ 1,46y = -1.43

.

A

a=2

&

(@]

RO

BN

‘%’7

ABC
&) k)

k Vista Grafica

OBJETO FINAL:
MEDIATRIZ

= Segmento
J a=>5.57
J b=279
J =279
- Angulo
L@ a=00°
J B=90°

il

OBJETO INICIAL:
SEGMENTO AB

OBJETO FINAL:
AC=BC

OBJETO FINAL:
PUNTO “D”

OBJETO FINAL:
ANGULO DE 90°
B

Fiaura 3.1 Construccion de la macro “Mediatriz”

Ademas, esta macro se construyé con la intencion de que los estudiantes recuerden
que la mediatriz es aquella recta perpendicular a un segmento que pasa por su punto
medio. Es necesario precisar que el programa ofrece la herramienta mediatriz

de un segmento, pero hemos querido realizar esta macro ya que se puede

observar los angulos de 90° y las medidas iguales (E = (ﬁ).
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Las tres primeras preguntas son formuladas con la finalidad que el estudiante

obtenga la mediatriz de un segmento, aplicando la macro respectiva. A partir de la
pregunta 4, el estudiante debe trazar los segmentos DAyDBY luego medir ambas

distancias usando las herramientas propias del programa.

En item 5, el estudiante debe de ubicar otros puntos méas sobre la mediatriz,
repitiendo la idea bésica del paso anterior y se espera que enuncie la propiedad

descubierta de la siguiente manera:

“Las distancias entre un punto cualquiera de la mediatriz de un segmento con los

extremos de dicho segmento son iguales”.

Algunos posibles errores que pudieran realizar los estudiantes es que ubiquen un
punto fuera y determinen que las distancias sean diferentes. Aqui hay que
comunicar al estudiante que la ubicacion de dicho punto es sobre la mediatriz y

realizar los pasos anteriores.

De la misma forma, en el item 6 el estudiante debe ubicar puntos al exterior de la
mediatriz de un segmento y determinar donde lo reubicaria si se desea obtener
distancias iguales con relacion a los extremos de dicho segmento (pregunta 7). En el
item 8, se espera que los estudiantes ubiquen dicho punto en la mediatriz, asi como

también enuncien la propiedad de la mediatriz como la que sigue:

“Todo punto que equidiste de los extremos de un segmento dado, estd en la

mediatriz de dicho segmento”.

Se puede esperar que el estudiante enuncie la propiedad del item 8 y la presente
como la planteada en el item 5, determinando asi como un equivalente entre ambos
enunciados. Es decir que al enunciar la propiedad de la pregunta 5: “Si ubico un
punto en la mediatriz, las distancias a los extremos de un segmento son iguales”,y
la propiedad de la pregunta 8: “Para que un punto equidiste de los extremos de un
segmento dado, este punto debe de pertenecer a la mediatriz”, ambos equivalen lo

mismo.
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Como vemos, en la actividad Ilamada Actividad inicial, lo que se pretende es que el
estudiante descubra y enuncie las propiedades geométricas relacionadas con la recta
mediatriz. Sin embargo, no se les pide que justifiquen dichas propiedades, ya que
creemos que con descubrir la propiedad y enunciarla es més que suficiente,
tratdndose también de que son estudiantes de 2° de secundaria y que anteriormente
no trabajaron con este tipo de situaciones en las que se les pide que enuncien una
propiedad empleando un software. Es por eso que en esta primera etapa, los items
fueron disefiados para poder ubicar el razonamiento del estudiante hasta el nivel 2
de Van Hiele, ya que en esta parte s6lo nos enfocaremos en las afirmaciones que
ellos realizan al descubrir las propiedades relacionadas con los elementos de la

circunferencia.
b) Actividad N°1

Esta actividad esta conformada por 6 items (ver anexo 2), de las cuales en las tres
primeras planteamos que el estudiante trace una circunferencia, una cuerda y la

mediatriz de esta cuerda usando la herramienta mediatriz que proporciona el

geogebra :

Luego, en el item 4 (que se analizard mas adelante) se espera que el estudiante
concluya enunciando la propiedad descubierta como la que sigue: “Dados una
circunferencia y una cuerda, la mediatriz de dicha cuerda pasa (o “siempre pasa’)
por el centro de la circunferencia”, de tal forma que generalice su conclusion. Una
vez que haya enunciado dicha propiedad, debe de verificar con dos casos

particulares trazando un par de cuerdas y que confirme lo anterior (item 5).

En item 6 se analizara la justificacion del por qué la mediatriz de una cuerda pasa
por el centro de la circunferencia y se espera que el estudiante justifique dicha
propiedad como lo trabajado en el capitulo2 (ver teorema 2), estableciendo que “la

recta mediatriz pasa por el centro de la circunferencia ya que las distancias desde

cualquier punto de la mediatriz hacia los extremos del segmento (por ejemplo AB)

son iguales”.
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Un posible error podria ser que el estudiante al justificar por qué la recta mediatriz
pasa por el centro de la circunferencia mencione que “a partir del centro se pueden
trazar dos segmentos de igual medida hacia los puntos A y B”; es decir, el
estudiante asume que el punto (en este caso, el centro de la circunferencia) se

encuentra en la mediatriz. Aunque en realidad lo correcto seria que como las
medidas de los segmentos OAyOBson iguales (radios) entonces el punto de

interseccidn (centro) debe pertenecer a la mediatriz.

Otro posible error seria que, al formar la cuerda AB, ubicaran el punto (por
ejemplo, el punto A) fuera de la circunferencia. En este caso debemos aclarar la
definicién de cuerda de una circunferencia para que no existan inconvenientes

posteriores.
c¢) Actividad N°2

Dicha actividad esta conformada por 4 items (ver anexo 3). Durante el desarrollo de

esta actividad, con los dos primeros items pretendemos que los estudiantes

construyan un segmento AB y una circunferencia que pase por los puntos Ay B.

En la pregunta dos, se espera que el estudiante ubique el centro de la circunferencia

en el punto medio del segmento AB con la herramienta punto medio del Geogebra
y trace la circunferencia que tiene como diametro dicho segmento, obteniendo asi
una circunferencia que pase por los puntos A y B. Otra forma de abordar dicho

problema es que ubiquen el punto medio con la herramienta mediatriz.

En el siguiente item (N°3) se le pide al estudiante trazar la mediatriz del segmento
antes formado y que construya todas las circunferencias que pasen por los puntos A
y B. Hasta aqui, se pretende que el estudiante descubra sobre lo sucedido y enuncie
su conclusién de la siguiente manera: “existen muchas circunferencias que pasen

por los puntos Ay B”.

La pregunta 4 busca identificar la manera de justificar la afirmacion que ellos
mismos han planteado. Se espera que el estudiante justifique su respuesta usando la

propiedad trabajada en la actividad N°1, ya que como vimos en dicha actividad, la
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mediatriz de una cuerda pasa por el centro de una circunferencia y que ademas se
determine que existen muchas circunferencias que pasen por los puntos A 'y B. Los
posibles errores que se podrian presentar serian por ejemplo, que traten de ubicar en
cualquier parte de la pantalla el centro de la circunferencia y que traten de que esta
circunferencia pase por los puntos dados Ay B.

Otra forma de obtener la circunferencia es usando la herramienta circunferencia
que pasa por tres puntos que ofrece el geogebra, donde haciendo clic en los puntos
Ay B y otro en cualquier parte de la pantalla, van obteniendo las circunferencias
pedidas. Cabe sefialar que el docente debe de manifestar la forma de trabajo en esta

actividad, es decir, que aborden el problema sin usar dicha herramienta.

@

A

Figura 3.2 Circunferencia que pasa por dos
puntos

Otra forma de construir dichas circunferencias y que es en realidad la forma que se
espera que todos lleguen, es a partir de la mediatriz trazada. Se espera que los

estudiantes construyan muchas circunferencias a partir del trazo de la mediatriz de
51
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un segmento AB y que en dicha mediatriz se encuentren los “centros” de todas
aquellas circunferencias que toman como puntos de paso a Ay a B.

d) Actividad N°3

Dicha actividad esta conformada por dos items (ver anexo 4) y presenta como

construccion previa una circunferencia sin el centro, como mostramos a
continuacion:

7 CIRCUNFERENCIA.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

b Vista Algebraica b Vista Grafica
=l Cdnica
Lol (X -A58F+(y+0.12F=16.33
= Punto
Le0) A=(458,0.12)

O B=(8.42,1.14)

Figura 3.3 Datos iniciales de la actividad 3:
circunferencia sin el centro.

En el primer item, se le pide al estudiante que trace un par de cuerdas pertenecientes
a la circunferencia antes mostrada.

Luego, en el segundo item se le formula si ¢(Es posible ubicar el centro de la
circunferencia? Se espera que en la justificacion pedida, usen la propiedad de
cuerdas vista en la actividad 1, ya que la mediatriz de toda cuerda pasa por el centro.

Por lo tanto, la interseccion de ambas mediatrices seria el centro de la circunferencia
misma.
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Figura 3.4 Solucidn esperada en relacion a la
actividad 3.

Un posible resultado erréneo que podria realizar el estudiante es que trace los
puntos extremos de cada cuerda (segmentos FI1 y HG), concluyendo que en la
interseccion de tales cuerdas se encuentra el centro de la circunferencia, tal y cual

mostramos a continuacion:

}

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A
L]

DEEFECEEN

T LEO-

ABC
|

a=2
| 95°)
L

xS

|

Figura 3.5 Posible respuesta en relacion a la
actividad 3.
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e) Actividad 4

Dicha actividad est& constituida por tres preguntas (ver anexo 5) y empieza con la

formulacién de una afirmacion tal y cual presentamos a continuacion:

Instrucciones

Rodrigo establece la siguiente afirmacion “Exisfe un tinica circunferencia que pasa por

fres punios™

Haciendo uso del Geogebra, se espera que el estudiante compruebe si es verdadero

o falso, que por tres puntos pasa una unica circunferencia.

En un primer momento, lo que ellos har&n es ubicar tres puntos no colineales y
tratar de encontrar el centro de la circunferencia que pase por los tres puntos. Para
ubicar el centro de dicha circunferencia, se espera que el estudiante realice el trazo
de dos segmentos con sus respectivas mediatrices, encontrando que la interseccion
de las mismas es el centro de la circunferencia pedida ya que “la mediatriz de toda
cuerda pasa por el centro de la circunferencia” (propiedad vista en la actividad 1) y

constatar que existe una Unica circunferencia que pasa por estos tres puntos.

El estudiante puede abordar este problema empleando la herramienta
Circunferencia dados tres de sus puntos que ofrece el programa, en las cuales
después de haber colocado tres puntos utiliza esta herramienta para justificar que si
existe una unica circunferencia. Pero el detalle es que el programa no brinda el

centro de la misma.

Figura 3.6 Solucién presentada usando la opcién
“circunferencia que pasa por tres puntos”.
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Las dificultades que podria tener los estudiantes es con respecto a este ultimo: el de
ubicar el centro de una circunferencia que pase por los tres puntos. Ellos pueden
encontrar de manera empirica el centro de la misma pero con algunas
aproximaciones: colocando primero los tres puntos sobre la pantalla (A, By C) y
con la opcion “circunferencia dados su centro y uno de sus puntos” trazar la
circunferencia que pase por tales puntos y, mediante la manipulacion de la misma,

pueda verificar que existe dicha solucion.

Figura 3.7 Posible respuesta de los estudiantes
en la actividad 4.

Otros estudiantes pueden encontrar el centro de tal circunferencia solo moviendo los
puntos antes mencionados haciendo clic sobre dichos puntos, manipulandolos y
colocandolos sobre la circunferencia, sin tener la debida comprension de que tales

puntos deban de permanecer fijos.

Con respecto a la redefinicion de la afirmacion elaborada por “Rodrigo”, se espera
que los estudiantes manifiesten que tales puntos deben de ser no colineales. Para
ello, los estudiantes pueden abordar lo anterior construyendo una recta que pase por

dos puntos (punto Ay B) y ubiquen un punto adicional sobre la recta misma (punto
C), formandose asi dos segmentos (AByBC) y al trazar las mediatrices de tales

segmentos, se observara que no existen interseccion entre ambas rectas (rectas
paralelas), por lo que no se puede ubicar el centro de tal circunferencia cuando

dichos puntos son colineales. Inclusive, se puede manipular uno de ellos de tal
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manera que dicha mediatrices se puedan intersectar y por ende encontrar el centro

de la circunferencia.

Figura 3.8 Construcciones de la circunferencia
que pase por tres puntos no colineales.

Con respecto al papel que puede tomar el software, coincidimos con Gutiérrez
(2007) que el uso de un software de geometria dindmica resulta util “para
representar facilmente un problema, para observar regularidades, para afiadir o
quitar elementos auxiliares, para verificar conjeturas, etc.” (p. 22), de tal manera que
permita brindar indicios hacia la parte demostrativa. Sin embargo, la manipulacion
del ordenador “debe de ser paralela al uso del razonamiento formal y de la manera
formal de expresar las ideas matematicas” (p. 22) es decir, en ese momento el
software pierde papel protagonico cuando los estudiantes empiezan a explicar sus
observaciones o al realizar una demostracion de tipo formal. Como uno de nuestro
objetivos especificos es el de identificar el papel que cumple el software en el
proceso de instruccién, es pertinente aclarar que en nuestras actividades se usara el
Geogebra para fomentar las conclusiones de tipo geométricas realizadas por los

estudiantes. A su vez, permitir que el estudiante descubra las propiedades
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relacionadas con la circunferencia, compruebe algunas afirmaciones como las
propuestas en la actividad N°4 y en algunos casos, poder redefinir dichas
afirmaciones; sin embargo, su papel pierde sentido cuando es sometido a la parte de

la justificacion de una propiedad geométrica.
4.3 Respuestas esperadas a las actividades

Presentamos a continuacion un resumen de las respuestas esperadas por cada actividad

disefiada:

ACTIVIDADES RESPUESTAS ESPERADAS

e En item 5, se espera que el estudiante enuncie la propiedad
descubierta de la siguiente forma: “Las distancias entre un punto
cualquiera de la mediatriz de un segmento con los extremos de
dicho segmento son iguales”. Algunos posibles errores que
pudieran realizar los estudiantes es que ubiquen un punto fuera y
determinen que las distancias sean diferentes.

Actividad Inicial | e En item 8, se espera que los estudiantes ubiquen dicho punto en la

mediatriz, asi como también enuncien la propiedad de la siguiente

manera: “Todo punto de la mediatriz de un segmento dado
equidista de los extremos de este segmento”. Se puede esperar que
el estudiante enuncie la propiedad del item 8 y la presente como la
planteada en el item 5, determinando asi como un equivalente entre

ambos enunciados.

e En el item 4 se espera que el estudiante concluya enunciando la
propiedad descubierta como la que sigue: “Dados una
circunferencia y una cuerda, la mediatriz de dicha cuerda pasa (o
“siempre pasa’) por el centro de la circunferencia”

Actividad N°1 ., . . -

e En el item 6, se espera que el estudiante justifique del siguiente
modo: “La recta mediatriz pasa por el centro ya que las distancias

desde cualquier punto de la mediatriz hacia los extremos del

segmento AB son iguales”. Un posible error es que el estudiante
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justifique de manera reciproca o que al trazar la cuerda AB, ubique

el punto (por ejemplo, el A) fuera de la circunferencia.

e En la pregunta dos, se espera que el estudiante ubique el centro de

la circunferencia en el punto medio del segmento con la

herramienta punto medio del segmento AB 'y trace la
circunferencia que tiene como diametro dicho segmento,
obteniendo asi una circunferencia que pase por los puntos A y B.
Otra forma de abordar dicho problema es que ubiquen el punto
medio con la herramienta mediatriz.

e En la pregunta 4, se espera que el estudiante justifique su respuesta
usando la propiedad trabajada en la actividad N°1, ya que como
vimos en dicha actividad, la mediatriz de una cuerda pasa por el

Actividad N°2 centro de una circunferencia y que ademas se determine que existen
muchas circunferencias que pasen por los puntos A y B. Los
posibles errores que se podrian presentar serian por ejemplo, que
traten de ubicar en cualquier parte de la pantalla el centro de la
circunferencia y que traten de que esta circunferencia pase por los
puntos dados Ay B.

e Otra forma de construir dichas circunferencias y que es en realidad
la forma que se espera que todos lleguen, es a partir de la mediatriz
trazada. Se espera que los estudiantes construyan muchas

circunferencias a partir del trazo de la mediatriz de un segmento

AB y que en dicha mediatriz se encuentren los “centros” de todas

aquellas circunferencias que toman como puntos de pasoa Ay a B.

e En el segundo item, Se espera que en la justificacion pedida, usen la
propiedad de cuerdas vista en la actividad 1, ya que la mediatriz de
toda cuerda pasa por el centro. Por lo tanto, la interseccion de

Actividad N°3 o ) ) o
ambas mediatrices seria el centro de la circunferencia misma.

e Un posible resultado erroneo que podria realizar el estudiante es
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que trace los puntos extremos de cada cuerda, concluyendo que en
la interseccién de tales cuerdas se encuentra el centro de la

circunferencia.

e En el item 1, se espera que el estudiante ubique tres puntos no
colienales sobre la pantalla que encuentren el centro de la
circunferencia mediante el trazo de dos segmentos con sus
respectivas mediatrices, encontrando que en la interseccién de las
mismas es el centro de la circunferencia y constatar que existe una
Unica circunferencia que pasa por estos tres puntos. Se espera
también que el estudiante puede abordar este problema empleando
la herramienta Circunferencia dados tres de sus puntos que ofrece
el programa, donde después de colocar tres puntos utilizan esta
herramienta para justificar que si existe una Unica circunferencia.

e Se espera que los estudiantes tengan algunas dificultades al ubicar,
de manera empirica, el centro de la circunferencia realizando

Actividad N°4 algunas aproximaciones, es decir, que tracen una circunferencia que
pase por dos puntos y manipulando la circunferencia, pase
(aproximadamente) por el tercer punto.

e Con respecto a la pregunta 2, los estudiantes pueden abordar la
redefinicion de la afirmacion elaborada por Rodrigo construyendo
una recta que pase por dos puntos (punto A y B) y ubiquen un

punto adicional sobre la recta misma (punto C) formandose asi dos
segmentos (ABYyBC) y al trazar las mediatrices de tales

segmentos, se observara que no existen interseccion entre ambas
rectas (rectas paralelas), por lo que no se puede ubicar el centro de
tal circunferencia cuando dichos puntos son colineales. Se espera
que los estudiantes manifiesten que tales puntos deben de ser no

colineales.
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4.4 Conclusiones del capitulo

A manera de cierre, en el disefio de las actividades (iniciales y centrales) se toma en
cuenta el uso del software y que a su vez sera como mediador de las respuestas que
brinden los estudiantes. Aqui se espera que Sus respuestas se parezcan a las
establecidas por nosotros lineas arriba. Estas seran analizadas en el siguiente capitulo

donde realizaremos el contraste respectivo.
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CAPITULO5

Experimento y analisis

En el presente capitulo, presentamos la eleccién de los sujetos de la investigacion y

describiremos lo ocurrido durante la implementacion de las actividades.

5.1 Eleccion de los sujetos
El colegio elegido para nuestra investigacion tiene por nombre “I.E. N°2094-Inca
Pachacutec”. Este colegio es una institucion educativa estatal ubicada en el distrito de
San Martin de Porres, en el departamento de Lima, Perd. Esta constituido por los
niveles de Primaria (turno tarde) y Secundaria (turno mafiana), con un dictado de 7
horas pedagdgicas diarias (cada hora constituido de 45 minutos). Ademas, cuenta con
dos aulas de computo: uno de innovacion (15 laptops) y otra sala de computo (9
computadoras). Se eligid este Ultimo ambiente puesto que cuenta con el sistema

operativo Windows, indispensable para el desarrollo de nuestras actividades.

Elegimos el segundo afio A de educacion secundaria, que agrupa a 8 estudiantes, los

que fueron organizados en duplas de la siguiente manera:

Tabla 5.1 Apellidos de los estudiantes
Pareja “A” Pareja “B” Pareja “C” Pareja “D”
Terrazas (A1) Apaza (B,) Llamoca (C,) Buendia (D)
Chung (A;) | Jaramillo (B;) | Rodriguez (C;) | Ambrocio (D,)

Apellidos de los

estudiantes

Dichos estudiantes poseian conocimientos previos de geometria basica: segmento,
punto, recta, tridngulo. Estos conocimientos eran necesarios para la introduccion del

tema elementos de la circunferencia usando como mediador el Geogebra.
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Se aplicaron 4 sesiones durante dos dias consecutivos y cada sesion tenia una duracion
de dos horas cronoldgicas, teniendo el permiso para el funcionamiento de las aulas
durante la tarde y solicitando las horas de clase de otros cursos para aplicacion de este

trabajo de investigacion tal y como explicamos a continuacion.

Tabla 5.2. Implementacion de las actividades
DISTRIBUCION DEL TIEMPO POR ACTIVIDAD

Actividad inicial:

Sesion 1
“Recordemos:  Encontrando
(10am-12m) ) o
LUNES (21 -10-13) distancias iguales”
Sesion 2 Actividad 1:
(2pm-4pm) “Propiedad de cuerdas”
Actividad 2:
Sesion 3 “:Unica circunferencia?

(10am-12m) Actividad 3:
MARTES (22-10-13)
“Centrandonos en el centro”

Sesion 4 Actividad 4:

(2pm-4pm) “Circunferencia uinica 2”

5.2 Instrumentos a emplear

Los instrumentos a emplear para el recojo de la informacion fueron las hojas con las
respuestas escritas a las actividades, la transcripcion de las entrevistas realizadas
durante la sesién de clase y al finalizar la sesion, las filmaciones realizadas durante la
clase, asi como también las construcciones realizadas con el programa Geogebra. , ya
que nos va a permitir verificar qué acciones realizaron los estudiantes durante el

proceso de justificacion.

Si las respuestas escritas no eran muy claras, se recurria al registro de las grabaciones
hechas al dialogar con los estudiantes mientras resolvian las actividades. Dicho didlogo
consistio en que nos explicaran sobre lo trabajado en clase y permitio aclarar lo escrito

en su ficha de trabajo.
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Tomando en cuenta los grados de adquisicién definidos, procederemos a disefiar una

serie de descriptores con la finalidad de poder agrupar las respuestas de los estudiantes.
5.3 Descriptores de las preguntas a partir de las respuestas a la actividad inicial

A continuacion se realiza una descripcion de las preguntas propuestas en la actividad
inicial. Acompafia a esta descripcion un cuadro en donde se presentan descriptores para
cada pregunta. Estos descriptores se han definido teniendo en cuenta las respuestas
dadas por los estudiantes. A partir de ello, se asigna a cada descriptor un nivel (1 0 2)
y un tipo de respuesta (1, 2, 3, 4, 5, 6 0 7) definidos previamente. De esta manera se

podra identificar el dominio de los niveles de razonamiento que posee cada estudiante.
ACTIVIDAD INICIAL

ITEM5

DESCRIPTOR NIVEL | TIPO EJEMPLO

A) No construye ninguna

conjetura y/o contienen - 1
respuestas no codificables.

B) Basandose en el software, “Si pongo un punto sobre la mediatriz,
enuncian que las distancias las distancias son iguales”.
son iguales, pero no ! =
generalizan.

C) Basandose en el software, “Cada vez que ubico un punto sobre la
enuncian que las mediatriz, las distancias hacia los
distancias son iguales y 2 458 extremos de un segmento dado son
generalizan. iguales”

ITEM8
DESCRIPTOR NIVEL | TIPO EJEMPLO

A) No construye ninguna
conjetura y/o contienen - 1
respuestas no codificables.
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B) Basandose en el software, Que si moviéramos el punto exterior al
determinan la propiedad medio de la mediatriz surgiria que los
geomeétrica de la mediatriz, 1 2,3 lados son iguales™

empleando un lenguaje

informal.

C) Enuncian la propiedad “El punto debe pertenecer en a la
geométrica de la mediatriz, 2 4,5,6 | mediatriz para que las distancias midan
usando un lenguaje formal. iguales”

5.4 Descriptores de las preguntas a partir de las respuestas a las actividades centrales

A continuacién se realiza una descripcion de cada actividad propuesta y se formula los

descriptores correspondientes de las posibles respuestas de los estudiantes.
ACTIVIDADES CENTRALES

Actividad 1

DESCRIPTOR NIVEL | TIPO EJEMPLO

A) No concluyen ni

enuncian nada. - 1

respuestas en blanco.

B) Emplean otro
enunciado, pero no . 5 “Que la mediatriz siempre esta en el
construyen la centro”.
conjetura.

C) Reconocen una
propiedad y ) )

“Se puede afirmar que la cuerda tiene

formulan sus 2 2

) mediatriz y que choca con el centro”.
conclusiones, pero no

generalizan.
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D) Reconocen una

propiedad y enuncian o )
) “La mediatriz de la cuerda pasa siempre
sus conclusiones 2 3,4
) por el centro de la circunferencia”.
mediante una

generalizacion.

E) Reconocen una

propiedad, enuncia

sus conclusiones “La mediatriz choca con el centro de la
mediante una 2 4,5 circunferencia, ya que la propiedad de
generalizacion y mediatriz es la mitad de la cuerda”.

justifican empleando

un lenguaje informal.

“La mediatriz de una cuerda pasa por el

F) Justifican, usando centro de la circunferencia ya que si desde
una propiedad los extremos de la cuerda dada trazamos
anterior empleando ’ 443 segmentos de igual medida, el punto de
un lenguaje formal. cruce pertenece a la mediatriz, siendo este

punto el centro de la circunferencia.

Actividad 2
DESCRIPTOR NIVEL TIPO EJEMPLO
A) No realizan
ninguna - 1

justificacion.

B) Emplean otros
) “A que el centro que haya en la
argumentos sin o _
mediatriz de una cuerda siempre
responder la 1 2 ] o
volvera a su punto de inicioen A y

B".

existencia de las

circunferencias.

C) Emplean otros 2 2 “Habra muchas circunferencias si
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argumentos
respondiendo la
existencia de las

circunferencias.

elegimos varios puntos de la mediatriz
de una cuerda y el punto es el centro

de la circunferencia”.

D) Justifican la
existencia de la

circunferencias con

“Por la propiedad de cuerdas, la

empleando una
propiedad previa y

un lenguaje formal.

una propiedad 3,4 mediatriz de una cuerda es su mitad y
previa y empleando siempre va a ser igual ”.
un lenguaje
informal.
E) Justifican la
existencia de la “Por la propiedad de cuerdas, la
circunferencias con Al mediatriz de una cuerda pasa por su
una propiedad ’ mitad y ubicando puntos sobre ella, se
previa y empleando determinan distancias iguales”.
un lenguaje formal.
F) Justifican la
existencia de las
] . “Si uso la propiedad de cuerdas,
circunferencias y la _ o
_ afirmo que la mediatriz de una cuerda
generalizan, 3,4,5,6

pasa por su mitad y siempre pasa por

el centro de una circunferencia.
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ACTIVIDAD 3

DESCRIPTOR NIVEL | TIPO EJEMPLO

A) No justifican
(respuestas en - 1
blanco)

B) Justifican,  usando “Podemos ver que la cuerda y los
argumentos puntos si no lo ubicamos con la
incorrectos 1 2,3 mediatriz no va a ser una

circunferencia por la uniény por el

punto”.

C) Justifican mediante
) ) “porque es una propiedad de las
una propiedad previa

2 4,5 cuerdas y chocan por el centro de la
y empleando un _ o
lenguaie informal. circunferencia”.

D) Justifican mediante “La union o el punto donde se cruzan
una propiedad previa las mediatrices de las cuerdas va a ser
y empleando un 2 i el centro de la circunferencia porque es
lenguaje formal. una propiedad de la cuerda”.

ACTIVIDAD 4
DESCRIPTOR NIVEL | TIPO EJEMPLO

A) No justifican y no
redefinen la
afirmacion
propuesta ) !

(respuestas en
blanco).

B) Justifican la “Si porque cuando ubicamos tres puntos
afirmacion y lo unimos y trazamos la mediatriz para
propuesta, ! 23 ubicar el centro y formar la
empleando circunferencia para que pase por los tres
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argumentos puntos. La afirmacion de Rodrigo no es
incorrectos y valida. Se cambiaria que los puntos no
redefinen dicha sean colineales”.
afirmacion.

C) Justifican la
afirmacion

) “Si, porque con los tres puntos unimos
propuesta mediante N o
dos segmentos y utilizamos la mediatriz

una propiedad ) )

) para que la circunferencia pase por los
previa, empleando 2 3,4 o

) tres puntos. Para dar inicio a la

un lenguaje . )
) circunferencia, los tres puntos no deben
informal y

) ser colineales”.
redefinen la
afirmacion.

D) Justifican mediante “Se puede afirmar que existe una
una propiedad circunferencia que pase por tres puntos.
previa, empleando Esto se puede explicar mediante la
un lenguaje formal . » propiedad de cuerdas, ya que la
y redefinen la ’ mediatriz de una cuerda pasa por el
afirmacion. centro de la circunferencia. Para tal

existencia, los tres puntos deben de ser

no-colienales.
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5.5 Definicion de los criterios de analisis de las respuestas teniendo en cuenta los
elementos teoricos considerados previamente
Para nuestra investigacion, hemos considerado los siguientes criterios para analizar las
respuestas brindadas por los estudiantes. Teniendo en cuenta los objetivos de
investigacion, se plante6 analizar lo siguiente:

[ *Mediante una proposicién de la forma "Si___entonces .
La estructura del emsciado indicando una generalizacién.
Criterip]®. @€ unapropedad geomerica  *Proposiciones que indican una generalizacion e incluyen tér min os

elaborada por el estucdiarite. . . ,
P coma: siempre, siempre se cumple cada vez gue.

| *No formulan conjeturas.

* Justifican usando una propiedad previa ya estudiada.
*Se basan en un caso particular v con eso es suficiente.
Criterio2® El tipo de Tustificacién presentada : < *Emplean argumentos incorrectos (no tienen sentido).

*No justifican.

- DOMED.

Veruza", "inter sectan” .

Ellenguaje enpleado |*Empleo del lengugie inf ormal :" chocan mueva".

Criterio3®. : {

en la solucién *Empleo del lengucge formal =" pasa

Hemos tomado estos criterios ya que permiten determinar si enuncian una propiedad
mediante la generalizacion de la misma (criterio 1); si es que en su justificacion,
emplean los resultados de hechos geométricos ya demostrados (criterio 2); y, en
términos del modelo Van Hiele, el analisis del lenguaje, ya que como establece la

teoria, cada nivel de razonamiento tiene un estilo propio del manejo del lenguaje.

Con respecto la estructura del enunciado de una propiedad geométrica, se valoroé:
si el estudiante enunciaban una propiedad geométrica por medio de una proposicion de
la forma “Si...entonces” y que indiquen una generalizacion; si realiza una proposicion
que indiquen una generalizacion y que seran reconocidas con el uso de términos como:
“siempre sucede ”, “siempre se cumple”, “siempre”, etc. o no formulan la conjetura.
Dicho criterio nos permitira ubicar en el 2° nivel del modelo de Van Hiele cuando
enuncian la propiedad geométrica por medio de una generalizacion de la misma

(mediante casos particulares).
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Con respecto al tipo de justificacién presentada, analizaremos si en su justificacion el
estudiante recurre a una propiedad geométrica previa ya demostrada (con resultados
geométricos ya discutidos y analizados); si su justificacion se basa en un caso
particular (considerando que es suficiente con dicho caso concreto); si realizan
argumentos incorrectos (sin sentido) o no realizan ninguna justificacién. Este criterio
nos va a permitir ubicar en el tercer nivel de razonamiento del modelo de Van Hiele,
siempre y cuando éste se base en resultados ya demostrados y analizados

anteriormente.

Con respecto al lenguaje empleado, se analizaron aquellas expresiones donde el
estudiante empled un lenguaje informal y lo que se asocié a emplear términos como:
“chocan”, “pongo”, “muevo”, etc., 0 caso contrario, hacen uso de un lenguaje formal
y que seran reconocidas si emplean, por ejemplo, términos como: “pasan”, “cruzan”,

E2 TS

“Intersectan”, “ubican”.
Se buscd informacién para los tres criterios, aunque no necesariamente estuvieron
presentes los 3 en todas las actividades. Segun la naturaleza de las tareas propuestas,

presentamos la aplicacion de dichos criterios por actividad planteada:

Tabla 5.3 Criterios a ser analizados en las actividades

Criterio 1 Criterio 2 Criterio 3
Actividad inicial X X
Actividad 1 X X X
Actividad 2 X X
Actividad 3 X X
Actividad 4 X X X

A continuacion, describiremos en cada actividad el ambiente vivido en clase, las
reacciones de los estudiantes cuando emplearon el Geogebra, la implementacion de las
actividades y el analisis y los resultados de las respuestas de los estudiantes por cada
actividad aplicada.
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5.6 Descripcion de las actividades implementadas
5.6.1 Actividad Inicial “Recordemos: Encontrando distancias iguales”

Dicha sesion fue aplicada el lunes 21 de octubre del 2013 en la mafiana, teniendo un
total de 13 estudiantes; tuvo una duracion de dos horas cronologicas y se desarrollo
en el laboratorio de cdmputo. Los estudiantes fueron agrupados en duplas a lo largo
de todas las sesiones. Los estudiantes por primera vez utilizaban el software
Geogebra y, como se esperaba, hubo algunas dificultades sobre el reconocimiento de

las herramientas del programa y su aplicacion de las mismas.

En relacion a la disponibilidad de los equipos, no se nos facilito el equipo
multimedia, indispensable para utilizarla en la clase, ya que de alguna u otra forma su
uso contribuiria a que el estudiante resolvieran junto con el docente dicha actividad.
A su vez, durante el desarrollo de la sesion, se presencid que un par de computadoras
estaban inoperativas, lo que contribuyé a retomar la actividad, generando un gasto de

tiempo indispensable en nuestra sesion.

Se indico que se abordarian 8 preguntas (ver anexos) e inclusive podian resolverse
con ayuda del programa Geogebra. Con respecto a la exploracion del programa, se
hizo una pequefia introduccion del mismo para que los estudiantes pudieran
familiarizarse con los comandos que se usarian a lo largo de la sesion y de las
siguientes sesiones. A su vez, nos permiti6 verificar sobre los conocimientos basicos
de geometria: mediatriz, segmento, punto, recta paralela, etc., que son importantes
para el desarrollo de nuestras actividades. Ademas, durante esta sesion, se presencid
que los estudiantes tenian dificultades en cuanto al manejo de los comandos

“mediatriz de un segmento” y “Recta por dos puntos”.

Resultados de las respuestas de la actividad inicial “Recordemos: Encontrando

distancias iguales”

Teniendo en cuenta las respuestas escritas y los audios registrados, analizaremos los

datos recopilados de la siguiente manera:
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Analisis de las respuestas a la pregunta 5
Después de haber trabajado los items desde el 1 hasta el 4, en el item 5 se le pide al

estudiante que formule sus observaciones y establezca una conclusion de lo trabajado:

5} Ubigue otros puntos sobra la misma racta v realizar 2] paso antarior.
Socializacion de ideas: ;Qus podamos afirmar con raspacto a los pasos 4 v 57

compare 5us observacionas con tu compatsro da carpata.

Figura 5.1 Pregunta 5. “Recordemos: Encontrando distancias iguales”.

En las respuestas de los estudiantes, encontramos diferentes formas de enunciar la
propiedad geométrica de la mediatriz como es el caso de la pareja A y que haremos
una descripcion de lo grabado en clase junto con la respuesta brindada en su hoja de

actividades:

RESPUESTA DE LA ACTIVIDAD “RECORDEMOS” (PAREJA “A”)

5) Ubique otros puntos sobre la misma recta y realizar el paso anterior.

Socializacion de ideas: ;Qué podemos afirmar con respecto a los pasos 4 y 57
compare sus observaciones con tu compaiiero de carpeta.

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE
Estudiante A,: Cada vez que ubique puntos en la mediatriz y trazamos rectas, estas miden igual.

Profesor: Pero, ¢ustedes han trazado rectas? y ¢estos qué son? (sefialando el segmento DA)
Estudiante Al: son segmentos.

Profesor: Entonces, ;,coOmo concluyen?

Estudiante A,: Sus medidas son iguales (sefialando los segmentos anteriormente trazados).

Estudiante Al: Cada vez que ubique puntos en la mediatriz y formamos segmentos, estos miden igual.

Figura 5.2 Respuesta de la pareja “A”. Pregunta 5
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Del dialogo establecido, podemos decir que la pareja “A” se ubican en un nivel 2 de
razonamiento de Van Hiele ya que enuncian la propiedad respectiva como se
esperaba y llegan a generalizarla, pero a partir de casos concretos (ubicar dos o tres
puntos sobre la recta mediatriz y realizar las mediciones correspondientes). A su vez,

2

mencionan “Cada vez que...” que equivale a decir “siempre que...” o “toda vez

que...” lo que dota al enunciado propuesto por los estudiantes en un sentido general.

Otro tipo de respuesta fue la brindada por la pareja B en el cual describiremos un
extracto de lo grabado en clase junto con la respuesta brindada en su hoja de

actividades:

RESPUESTA DE LA ACTIVIDAD “RECORDEMOS” (PAREJA “B”)

4) Trace los segmentos DA y DB y medirlos con la herramienta DISTANCIA O i
LONGITUD [[=-} ;Cémo son ambas medidas? Z/M /M—O&’L 2 ) M
5) Ubique otros puntos sobre la misma recta y realizar el paso anterior.

Socializacion de ideas: ;Qué podemos afirmar con respecto a los pasos 4 y 57
compare sus observaciones con tu compatiero de carpeta.

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE

Profesor: (...), has trazado dos segmentos DA y DB y después mediste con la
herramienta distancia. ;Cémo son esas distancias?

Alumno B,: son iguales

Profesor: Luego, han ubicado otros puntos mas

Alumno B,: por aqui (sefialando en la mediatriz) mas arriba.

Profesor: ;Como son dichas medidas?

Alumno B;: el mismo resultado: son iguales

Profesor: De los pasos anteriores, ¢Qué podemos afirmar?

Alumno B;: Que si un punto pongo en la mediatriz de un segmento y ese punto lo

uno con los puntos (sefialando los extremos del segmento AB, siempre sale misma

medida.

Figura 5.3 Respuesta de la pareja B. Pregunta 5
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Observamos en el dialogo descrito, que la respuesta manifestada por la pareja “B” es
de la forma “Si... entonces...” y que la propiedad enunciada es que al ubicar un punto
sobre la mediatriz, las distancias hacia los extremos de un segmento “siempre mide
igual”, es decir, llega a la generalizaciobn mediante una proposicién de tipo
condicional, por lo que dicha pareja ser& ubicado en el nivel 2 de razonamiento de
Van Hiele, ya que enunciaron la propiedad geométrica pero a partir de casos

concretos.

Se esperaba que los estudiantes enunciaran la propiedad como la anterior mostrada
por la pareja “B” o en su forma equivalente: “Todo punto de la mediatriz de un
segmento equidista de los extremos de este segmento”. Sin embargo, observamos la
forma de responder con respecto a la pareja C, ya que determinaron la forma

reciproca.

Mostramos a continuacion el escrito por la pareja C:

4) Trace los segmentos DA y DB y medirlos con la herramienta DISTANCIA O
LONGITUD [} ;Cémo son ambas medidas?

5) Ubique otros puntos sobre la misma recta y realizar el paso anterior.
Socializacion de ideas: ;Qué podemos afirmar con respecto a los pasos 4 y 5?
compare sus observaciones con tu compafiero de carpeta.
el Puale  obe _cStur en lu Medigihiz g

c%w = [ades  Saw ey les

Figura 5.4 Respuesta de la pareja C. Pregunta 5

En esta respuesta la condicidén necesaria para que los segmentos resultantes midan
iguales es que el punto esté en la mediatriz. Es decir, este enunciado tiene la forma
reciproca: “Si las distancias son iguales, el punto pertenece a la mediatriz”. Cabe
sefialar que esta pregunta tuvo la intencion de que el estudiante enuncie la propiedad
geométrica teniendo como condicion la ubicacion del punto perteneciente a la
mediatriz y no las medidas iguales de los segmentos. De acuerdo con nuestro criterio,
ambos alumnos estarian ubicados en el nivel 1 de razonamiento de Van Hiele ya que

enunciaron la propiedad pero de manera imprecisa.
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Comentario

Como mencionamos, la pareja “C” realiza la construccion del enunciado pero no
como se esperaba: si ubico un punto sobre la mediatriz de un segmento, las medidas
de las distancias hacia los extremos de dicho segmento deben de ser iguales; sino que
lo hacen en su forma reciproca (si es un punto que equidista de los extremos de un
segmento, entonces dicho punto debe de pertenecer a la mediatriz), lo que podrian
afirmar que piensen que siempre se da la equivalencia, lo que no ocurre en otras

proposiciones.
Presentamos los resultados establecidos con respecto a la pregunta 5:

Tabla 5.4 Pregunta 5. Estructura del enunciado

PAREJA DE
%
ESTUDIANTES
No enuncia nada 1 25
Indiquen una generalizaciéon: “Cada
vez que ubique puntos sobre la . -
mediatriz, las distancias a los
segmentos serdn iguales”.
“Si  ubico un
ESTRUCTURA _ punto cualquiera
Mediante o
DEL en la mediatriz,
una 1 25
ENUNCIADO o Forma: entonces las
proposicion ) ] )
“Si_entonces ” | distancias  seran
(indicando una | iguales”
generalizacion) | “Si miden igual,
entonces el punto
1 25
debe pertenecer a
la mediatriz”
TOTAL 4 100
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Observamos que el 25% de los alumnos no realizan ninguna conclusion sobre la
actividad antes mencionada y que el 50% de los estudiantes si realizan la conclusion
como se esperaba: “Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los
extremos de este segmento” o sus equivalentes “siempre que...”, “cada vez que...”.
Ademas, se observO un gran abismo entre lo que la pareja escribe y su manera de
pensar, tal como se analizd con la pareja B y la pareja A con respecto a dicha
pregunta, ya que como consta en su escrito, sélo realizan la conclusion y que al

entrevistarlos, empiezan a enunciar la propiedad en forma general.

Andlisis de las respuestas a la pregunta 8

6) Ubique un punto exterior a la mediatriz v forme segmentos con los puntos A v B.
Compare sus medidas.
7) ;Donde ubicarias dicho punto exterior para que equidiste de los puntos A v B?

§) Socializacion de ideas: ;Qué podemos afirmar del paso 6 v 77 Compare tus

observaciones con tu compafiero de carpeta.

Figura 5.5 Pregunta 5. Actividad Inicial “Recordemos:
encontremos distancias iguales”

En esta ocasion, se disefiaron dichas preguntas para que pudieran ser trabajadas el
resultado reciproco, ubicando ciertos puntos fuera de la mediatriz. Se esperaba que el
estudiante elaborara una conjetura como la siguiente. “Si las distancias son iguales,
entonces el punto pertenece a la mediatriz”. En el andlisis de las respuestas de los
estudiantes, encontramos que los estudiantes llegaron a construir la conjetura pero en
forma equivalente, tal y cual podemos mostrar a lo escrito por la pareja B como se

muestra a continuacion:
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6) Ubique un punto exterior a la mediatriz y forme segmentos con los puntos A y B.

Compare sus medidas. 6 DY) AA
7) (Donde ubicarias dicho punto exterior para que equidiste de los puntos A y B? Z/ s} u)Q)w/uo wn

8) Socializacién de ideas: ;Qué podemos afirmar del paso 6 y 7? Compare tlf? m

observaciones con tu compaﬁero de carpeta.

4 2
LA Jm bm (( /7)/'\/(‘@?))‘1—}/14/\

Figura 5.6. Respuesta de la pareja B. Pregunta 8

El enunciado escrito por esta pareja es equivalente a lo esperado, es decir que el
punto exterior debe pertenecer a la mediatriz para que equidiste de los puntos A 'y B.
Por lo tanto, el estudiante presenta indicios que permiten colocarlo en el nivel 2 de

razonamiento de Van Hiele ya que enuncid la propiedad de la mediatriz pero a partir

de casos concretos.

A su vez, la pareja C, establecieron lo mismo:

6) Ubique un punto exterior a la mediatriz y forme segmentos con los puntos A y B.
Compare sus medidas.

7) ¢Dénde ubicarias dicho punto exterior para que equidiste de los puntos A y B?

8) Socializacién de ideas: ;Qué podemos afirmar del paso 6 y 7? Compare tus
observaciones con tu compafiero de carpeta. ﬁ,@a a2

_tlﬁmﬁ__q;g__mulp___al_&mlu__&&q_e,_i

la doo S0 nN lOIUCl 1eS

Figura 5.7 Respuesta de la pareja C. Pregunta 8

Aqui lo escrito por ambos alumnos equivale a la expresion anteriormente
mencionada, es decir a la condicién de que para que midan iguales, el punto debe de
pertenecer a la mediatriz, lo que en términos de los elementos tedricos establecidos
ubicariamos a dichos alumnos en el nivel 2 de razonamiento de Van Hiele, ya que

otorga una construccion de la conjetura, pero a partir de hechos concretos.
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Presentamos un extracto del dialogo establecido por la pareja “B”:

RESPUESTAS DE LA ACTIVIDAD “RECORDEMOS”

(Zg._e S mevewumer X Pundo & xlrwn
_af meclio o [a mucialily — Sutgema. Quse
Sy Mﬁuﬂg@ﬂ Sed Aguciles __

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE

Profesor: ¢Saben lo que es equidistar?

Alumna B;: No.

Profesor: Equidistar quiere decir que ambas medidas sean iguales. Entonces,
¢ddénde ubicarias ese punto exterior para que las medidas sean iguales?

Alumna B1: En la mediatriz.

Profesor: Entonces, ¢Qué pueden decir en conclusion?

Alumna B,: solamente tenia que moverlo a la mediatriz, para que sus lados puedan

medir igual.

Figura 5.8 Respuesta de la pareja B. Pregunta 8
De ambos registros, apreciamos que la pareja enuncia la propiedad de la mediatriz
mediante una proposicion que equivale a decir “Si los lados miden iguales, entonces
el punto debe de pertenecer a la mediatriz”, por lo que ubicariamos a la pareja en el
nivel 2 de razonamiento de Van Hiele ya que enunciaron la propiedad de la mediatriz

mediante la forma reciproca solicitada, pero a partir de casos particulares.

Presentamos a continuacion sobre la estructura del enunciado con respecto a la

pregunta 8
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Tabla 5.5 Estructura del enunciado. Pregunta 8

PAREJA DE
ESTUDIANTES

No enuncian 0 0

%

“Si ubico un
punto en la
mediatriz,

entonces las 1 25

distancias
Forma: )
ESTRUCTUR seran
MEDIANTE “Sientonces
A DEL o ~ | iguales”
UNA ”
ENUNCIADO ) o “Si  miden
PROPOSICION (indicando una

generalizacion)

igual,
entonces el
punto debe 3 75
pertenecer a
la
mediatriz”

TOTAL 4 100

Como sefialamos en el recuadro, que el 25% aun perciben la idea de la pregunta 5.
Sin embargo, en esta pregunta se trabaja el reciproco del mismo. A su vez,
encontramos que buena parte del salon (75%) maneja el reciproco, que es lo que

justamente se planteo en esta pregunta.

Esto es muy importante ya que el manejo de la mediatriz en sus formas “Si miden
igual, entonces el punto pertenece a la mediatriz” y “Si ubico un punto que pertenece
a la mediatriz, entonces las distancia seran iguales” nos va a brindar insumos

concernientes a la parte explicativa de las actividades centrales.
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Analisis del lenguaje

Durante el desarrollo de la sesion, se observd el empleo de un lenguaje propio del
nivel 1 de Van Hiele, ya que los términos “poner” y “mover” son producto de la
manipulacion del software y lo que dichos alumnos describen por la pantalla, al
referirse que “dicho punto lo pongo sobre la mediatriz” o “Hay que mover el punto a

la mediatriz”.

Presentaremos los términos mas comunes que suelen ser usados a lo largo de nuestra

sesion:
Tabla 5.6 Anélisis del lenguaje. Pregunta 8
PAREJA DE
%
ESTUDIANTES
Expresiones:
) “mover” ,
Lenguaje
) “poner”, “juntar” 3 75
informal
" ylo sus
ANALISIS DEL _
equivalentes
LENGUAJE :
Expresiones
Lenguaje como “Ubican”,
1 25
formal “pertenece”  y/o
sus equivalentes
TOTAL 4 100

Podemos decir que existen un 75% que pertenecen a un nivel 1 de Van Hiele,
mientras que el 25% de los estudiantes pertenecen a un nivel 2 de Van Hiele ya que
suelen emplear términos mas técnicos; sin embargo, existen parejas (como la pareja
A) que pertenecen al nivel 2 de Van Hiele pero manteniendo signos de pertenecer al
nivel 1 de Van Hiele ya que en su lenguaje suele emplear la expresion “mover”. Aqui
la teoria establece que un estudiante puede convivir con dos niveles (uno en jerarquia
al otro) ya que el transito de un nivel a otro se dara de manera progresiva, gradual y

continua.
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5.6.2 Actividad N°1: “Propiedad de cuerdas”

Dicha actividad fue aplicada el lunes 21 de Octubre del 2013 durante la tarde (2pm-
4pm). Al igual que la sesion desarrollada por la mafiana, en esta sesion trabajaron la
misma dupla establecida. A su vez, nos facilitaron el uso del equipo multimedia, por
lo que no hubo ningun inconveniente durante el trabajo del mismo, ya que permitia
obtener un mayor entendimiento sobre las acciones solicitadas en la ficha de trabajo,
lo que a su vez generd una buena coordinacion entre el alumno y el uso de los
comandos del Geogebra; eso se debe a que el estudiante se familiarizd con los

comandos trabajados durante la mafiana.

La sesidn se disefid en base a lo trabajado durante la mafiana. Ademas, durante la
sesion, se observo que algunos estudiantes no tenian muy en claro los conceptos de
cuerda, diametro y radio, por lo que antes de aplicar la actividad, hicimos un repaso
de dichos elementos de la circunferencia ya que son los que emplearan a lo largo de
nuestras actividades. También se observd algunos errores técnicos como por ejemplo:
cuando se les pedia que tracen una cuerda: ubicaban dichos puntos en la region
interior de la circunferencia; cuando se les pedia que tracen la mediatriz: trazaban una
recta perpendicular, etc. Asi como también se presencié que algunos estudiantes
realizaron correctamente las acciones de la actividad N°1, enunciaron la propiedad
geomeétrica y justificaron por qué cumple dicha propiedad.

En esta Actividad N°1 (ver anexos), consta de 6 preguntas y que se analizd la
pregunta 4 (que tiene que ver con la construccion de la conjetura) y la pregunta 6
(que tiene que ver con la justificacion empleada para demostrar por qué siempre

sucede tal propiedad).
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Resultados de la actividad N°1: “Propiedad de cuerdas”

Anélisis de la pregunta 4

Después de haber trabajado las preguntas 1 al 3 (Ver anexos), el estudiante tenia que
enunciar la propiedad geométrica pedida en la pregunta 4 que mostramos a

continuacion:

4) Socialicemos nuestras ideas: ;Queé se puede afirmar con la recta trazada?

Comparte tus observaciones con tu compafiero de carpeta.

Figura 5.9 Pregunta 4. Actividad 1

Esta pregunta permitira que el estudiante enuncie la propiedad: La mediatriz de una
cuerda pasa por el centro de la circunferencia. Presentaremos la respuesta escrita por
la pareja B, asi como también un extracto del didlogo establecido para que nos aclare

sobre el enunciado de la propiedad:
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RESPUESTAS DE LA ACTIVIDAD N°1 “PROPIEDAD DE CUERDAS”

4) Socialicemos nuestras ideas:; Qué se puede afirmar con la recta trazada? Comparte

tus observaclone con tu compafiero de carpeta.

s uwﬁﬁ«\w mwbﬂm
e dauls

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE

Profesor: ¢Qué se pueden afirmar?

Alumno B;: Que los segmentos tienen mediatriz.

Profesor: ;Qué segmentos?

Alumno B,: Las cuerdas. Que las cuerdas tienen mediatriz.

Profesor: ustedes has trazado tres cuerdas. Sin embargo, después que hayan
trazado sus mediatrices, ¢Qué sucedi6?

Alumno B;: Que se unen. Tiene un punto de unién gue es el centro.

Profesor: Por lo tanto, ;C6mo concluyen?

Alumno B,: Que la mediatriz de toda cuerda siempre se va a unir al centro

Figura 5.10 Respuesta de la pareja B. Pregunta 4

Observamos una clara diferencia entre lo expresado en el didlogo y lo escrito en su
ficha de trabajo. De acuerdo con el didlogo mostrado lineas arriba, podemos decir que
la pareja B pudo enunciar la propiedad equivalente a la establecida en nuestro analisis
a priori: “La mediatriz de una cuerda dada, pasa por el centro de la circunferencia”.
Ademas, se puede apreciar que la pareja llega a generalizar la propiedad al enunciar
que “siempre se va a unir con el centro de la circunferencia”. Por lo tanto, podemos
decir que dicha pareja se ubicaria en un nivel 2 de razonamiento de Van Hiele ya que
enunciaron la propiedad geométrica producto de casos particulares (construccion de

tres mediatrices).
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Comentario

En la pregunta 4 se pedia que determinen la propiedad geométrica pero después que
trazaran la mediatriz de una cuerda, lo cual la mayoria de los estudiantes no podia
determinar la propiedad pedida. En cambio, otros estudiantes (como la pareja B)
trazaron dos y tres cuerdas junto con las mediatrices de las mismas, pudiendo
determinar la propiedad pedida. Esto seria una autocritica sobre el disefio con

respecto a esta actividad.

A continuacién, mostramos la respuesta — en donde no se llega a generalizar como en
el caso anterior — brindada por la pareja A, asi como también el didlogo establecido

durante la clase.

RESPUESTAS DE LA ACTIVIDAD N°I “PROPIEDAD DE CUERDAS”

- \
3 /‘ U RRTEOA LT\ (P I VI S ST "il*ﬂ(l‘, ‘fL} $ Qg

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE
Profesor: ¢Qué se puede afirmar?
Alumno A;: Que la mediatriz pasa por los segmentos trazados y que pasa por el
centro de la circunferencia.
Profesor: Claro, la mediatriz debe de pasar por el segmento trazado ya que es la
mediatriz de ese segmento. Por lo tanto, ¢(Qué concluimos?

Alumno A;: que pasa por el centro de la circunferencia.

Figura 5.11 Respuesta de la pareja A. Pregunta 4
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A continuacion, presentaremos un cuadro en las cuales el salon de clase realiza la

construccion de la conjetura pedida.

Tabla 5.7 Estructura del enunciado de la propiedad. Pregunta 4

PAREJA DE
(%)
ESTUDIANTES
Que indique una
generalizacion:
_ 1 25
“siempre que”,
MEDIANTE UNA | “siempre”, etc.
PROPOSICION | Que indiquen otro
tipo de
ESTRUCTURA DEL 0 1 25
proposiciones: pasa
ENUNCIADO DE LA
por el centro.
PROPIEDAD

Que indiquen que la
mediatriz “pasa por
OTRO TIPODE |el medio de un 1 25
ENUNCIADO segmento, pasa por

el medio, etc.”.

No realizan nada 1 25
TOTAL 4 100

Observamos que solo el 25% del salén determinan enunciando la propiedad
geométrica tal como se esperaba, ya sea enunciando hacia una generalizacion o
simplemente diciendo que la recta pasa por el centro de la circunferencia; mientras
gue un 25% enuncian que “la recta pasa por la mitad de un segmento” cuando deberia
de decir que la recta pasa por el centro de la circunferencia; mientras que existe un
25% que no realizan nada. Creemos que los estudiantes no consiguieron enunciar la
propiedad geométrica esperada ya que no podian concluir sus observaciones luego de

trazar una mediatriz para una cuerda.
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Analisis de la pregunta 6

Después de haber enunciado la propiedad geometrica (ver pregunta 4), el alumno
tendré que explicar por qué sucede tal propiedad. La pregunta 6 fue planteada de la

siguiente forma:

6) jPuede explicar por qué es verdadero? (tratar de explicarla en términos de otros

resultados geométricos. Pista: Usar 1a definicion de mediatriz).

Figura 5.12 Pregunta 6. Actividad N°1 “Propiedad de cuerdas”

Aqui, hemos utilizado el criterio de justificacion, que va a permitir que el estudiante
pueda argumentar su respuesta utilizando la actividad discutida (propiedad de la
mediatriz), es decir, se espera que el estudiante cuando justifique, argumente su
respuesta utilizando la propiedad de la mediatriz antes estudiada, siendo su forma

reciproca el medio de explicacion.

Si bien es cierto que no se ha demostrado la propiedad trabajada en la actividad
inicial, partimos del hecho mismo de que el estudiante ha determinado la propiedad
geométrica y pueda utilizar dicha propiedad en la explicacion de las actividades

siguientes.

A continuacién, presentaremos la respuesta de la pareja B donde realizan la

explicacién respectiva:
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6) (Puede explicar por qué es verdadero? (tratar de explicarla en términos de otros

resultados geométricos. Pista: Usar la definicién de mediatriz).
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Figura 5.13 Respuesta de la pareja B. Pregunta 6

En esta ultima parte, la pareja B al establecer que “sus lados van a ser iguales” se
refiere a los radios de la circunferencia, cuyos extremos son en el centro de la
circunferencia y un punto de la cuerda trazada. También es importante establecer que,
como “lados van a hacer iguales, entonces se unen al centro”, quiere decir que como
los segmentos son iguales (por ser radios), entonces el centro “debe pertenecer a la
mediatriz”. De esta forma estaria justificando su respuesta con el paso anterior
(propiedad de la mediatriz), pero con algunas imprecisiones relacionadas con el
lenguaje, por lo que dicha pareja tendria indicios de pertenecer al nivel 3 de Van

Hiele.
Comentario

También es importante mencionar que la pareja B determind la propiedad geométrica
ya que menciona que “la recta mediatriz de una cuerda siempre va pasar por el
centro”, aunque en esta parte del problema debia de explicar por qué pasa por el
centro. Es importante que el estudiante enuncie la propiedad geométrica que va a
utilizar para despues explicar dicha afirmacion. De la misma manera, tal y como
afirma Gutiérrez (2007), en esta ultima etapa vemos que el software pierde el papel
de mediador para dar paso al proceso de la explicacion-justificacion de la propiedad a

tratar.
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Presentaremos la respuesta de la pareja A para su posterior analisis:

-
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Figura 5.14 Respuesta de la pareja A. Pregunta 6

Podemos establecer que, para la justificacion de la pareja “A”, se basé en términos de
otro resultado conocido: propiedad de la mediatriz, pero de la forma “Si ubico un
punto en la mediatriz, entonces las distancias seran iguales”. En este caso, se va a
ubicar el punto A en la mediatriz y desde ese punto se traza segmentos (radio de la
circunferencia) de igual medida. Es decir, la pareja “A” concibe el hecho de que por
un punto de la mediatriz (centro) se forman segmentos de medidas iguales (radio).

Cabe sefialar que la pareja no usé la forma reciproca para su explicacion, recurriendo

a la forma antes sefialada de la propiedad de la mediatriz.

Aqui presentamos un recuadro donde se determina sobre la explicacién que emplea la

clase:
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Tabla 5.8 Sobre la justificacion. Pregunta 6

PAREJA DE
%
ESTUDIANTES
Usan el reciproco: Si
las distancias son
iguales, entonces el 1 25
punto pertenece a la
Usando una mediatriz.
propiedad previa | Usan: Si un punto
pertenece a la
mediatriz, entonces 1 25
SOBRE LA . .
i las distancias son
JUSTIFICACION .
iguales
Se basan en un | Hechos concretos 0 0
caso particular
Emplean No tienen sentido
argumentos 2 50
incorrectos
No justifican Respuestas en 0 0
blanco
Total 4 100

Andlisis del lenguaje

Algo que nos llamo la atencion fue el término “chocar” que fue usado por la mayoria
de los estudiantes, dando entender como la interseccién de dos figuras geométricas.
Es importante fomentar el uso de un vocabulario ya que el lenguaje, tomando como
referencia a Van Hiele, nos va a permitir ubicar los niveles finales de razonamiento
presentados por cada estudiante. A medida que vayamos analizando las respuestas,

notaremos que poco a poco el uso de un buen vocabulario es notorio.
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5.6.3 Actividad N°2 «; Unica circunferencia?”

Dicha actividad estaba constituida por 4 preguntas (ver anexos) y fue aplicada el dia
martes 22 de octubre del 2013, teniendo un total de 8 alumnos ubicados en parejas
(los mismos que estuvieron trabajando en las anteriores sesiones). Se observé que los
estudiantes ya conocian los comandos mas usuales del programa: recta mediatriz,
segmento, punto y circunferencia. Por lo tanto, no hubo ningin inconveniente en

cuanto a la ubicacién de dichos comandos.

En cuanto al uso de las computadoras, no hubo inconvenientes ya que todo estaba en
perfecto estado, al igual que el equipo multimedia solicitado para un mejor

entendimiento de las actividades en clase.

Con respecto a los resultados, se presencié que fueron no muy favorables ya que la
misma actividad demandaba mucho tiempo para realizar lo solicitado: la existencia de

muchas circunferencias.

Durante la sesion de la clase, existieron inquietudes con respecto a la pregunta
namero 3 (ver anexos) ya que establecian que so6lo existia una Unica circunferencia
que pase por los puntos A y B, lo que conlleva a que sean pocos los estudiantes lo
que expliquen dicha existencia. Seria ideal haber presentado dicha actividad al final
de la sesibn o como una actividad 5, puesto que exigia una mayor atencion del

mismo, asi como también del tiempo establecido.
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Resultados de la actividad N°2 “;Unica circunferencia?”

Anélisis de la pregunta 4

4) ;jPuedes explicar a qué se debe este hecho? Trata de explicar mediante resultados

geometricos va demostrados. (Pista: Usar la propiedad de cuerdas)

Figura 5.15 Pregunta 4. Actividad N°2: ”Circunferencia vunica”

El criterio que permitio analizar fue el del tipo de justificacion que realizan los
alumnos, utilizando para ello la propiedad que se trabajo en la actividad N°1 ; asi

como también el criterio del lenguaje empleado durante el desarrollo de la sesion.

Después de haber realizado las tres primeras preguntas, en la cuarta pregunta se le
pide al estudiante que explique porque existen muchas circunferencias que pasan por

los puntos fijos Ay B.

Presentaremos un extracto del dialogo establecido con la pareja B, asi como también

la respuesta escrita en la ficha de trabajo para realizar su posterior analisis.
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RESPUESTAS DE LA ACTIVIDAD N°2 “UNICA CIRCUNFERENCIA”

4) (Puedes explicar a qué se debe este hecho? Trata de explicar mediante resultados

gjometncos ya demostrados. (Pista: Usar la propiedad de cuerdas)

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE
Alumno B,: La circunferencia (sefialando la circunferencia teniendo como centro a
un punto de la mediatriz) va a pasar por Ay B.
Profesor: ¢eso a qué se debe?
Alumno B,: Propiedad de la... (No menciona nada).
Profesor: Te vuelvo a preguntar ¢Hay una sola circunferencia?
Alumno B;: No, ya que al trazar la circunferencia desde la mediatriz siempre va a
chocar en los puntos Ay B.
Profesor: ¢Qué resultado anterior han estudiado?
Alumno B;: La propiedad de cuerdas.
Profesor: ;Qué dice esa propiedad?
Alumno B;: Que para una cuerda, la mediatriz siempre va a chocar (pasar) con la
circunferencia (centro de la circunferencia).
Profesor: Entonces, cada punto que ubiques en la mediatriz ;Qué viene a ser?

Alumno B;: El centro de la circunferencia.

Figura 5.16 Respuesta de la pareja B. Pregunta 4

Podemos observar que para la pareja B determina que si existen muchas
circunferencias y su justificacion se basa en la propiedad de cuerdas, ya que para cada
cuerda, su mediatriz va a pasar por el centro de la circunferencia. Es por eso que

ubica en la mediatriz el centro de aquella circunferencia que pase por los puntos Ay

92
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B. Por lo tanto, ambos tendrian indicios de pertenecer al nivel 3 de Van Hiele, ya que
explico por intermedio de una propiedad anteriormente demostrada (propiedad de

cuerdas), pero con algunas imprecisiones en cuanto al lenguaje usado.

Comentario

Es importante mencionar que la pareja B llega a generalizar la anterior propiedad, tal
y cual mostramos a continuacion:
W s el
WA (AN /WWW
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Figura 5.17 Respuesta de la pareja B. Pregunta 4

De la misma forma, observamos que la pareja antes mencionada llega a generalizar la
propiedad anterior, manifestando la existencia de muchos centros de la circunferencia
pertenecientes a la mediatriz, justificando para ello con la propiedad de cuerdas antes

sefalado.

Presentamos la respuesta brindada por la pareja C, determinando una generalizacion

de la propiedad, pero sin explicar el porqué del mismo:

4) ;Puedes explicar a qué se debe este hecho? Trata de explicar mediante resultados
geométricos ya demostrados. (Pista: Usar la propiedad de cuerdas)
v It 2 s Sy eligiimes ~10s
(ua s b lu mediafr & ooyt Cyeroh . ¢ el
punte ec el  Cenltu ok (o Clivuncerpeg

Figura 5.18 Respuesta de la pareja C. Pregunta 4
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Dicha generalizacion se realiza mediante una proposicion “Si... entonces...” que €s
un condicional, ya que “si se eligen varios puntos de la mediatriz, habrd muchas
circunferencias”, siendo el punto el centro de la circunferencia. De acuerdo con
nuestros criterios establecidos en el referencial tedrico, dicha pareja corresponde a un
nivel 2 de justificacion ya que generalizan la existencia de muchas circunferencias a

partir de casos concretos sin presentar una justificacion del mismo.
Comentario a la actividad

Es importante mencionar que, un caso particular de la circunferencia que pase por los
puntos A y B es teniendo como diametro al segmento que con extremos en ambos
puntos y ubicando el centro del mismo con la herramienta mediatriz tal y cual

habiamos descrito en nuestro analisis a priori.

Figura 5.19. Respuesta de la pareja A. Pregunta 4

En el siguiente recuadro, agrupamos el numero de estudiantes que consiguieron

determinar dicha existencia y de la justificacion de la misma.
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Tabla 5.9 Sobre la justificacion. Pregunta 4

PAREJA DE
JUSTIFICACIONES (%)
ESTUDIANTES
Justifican usando la
) 1 25
propiedad de cuerdas
Existen muchas Realizan otros
circunferencias argumentos L -
(argumentos no muy
Sobre la
S claros)
justificacion I
Realizan otros
argumentos
No responden 1 25
_ _ ) (argumentos no muy
dicha existencia )
entendibles)
No justifican 1 25
TOTAL 4 100

Observamos que dos parejas determinaron que existen muchas circunferencias que
pasan por dos puntos dados A y B. Sin embargo, cuando se les pedia justificar por
qué sucedia tal hecho geométrico, solo un par de alumnos pudieron justificar con la
propiedad de cuerdas. Esto quizas se debe al grado de dificultad que la propia
actividad requiere: trazo de la mediatriz y determinar que en cada punto de la

mediatriz formaria un centro de una circunferencia que pase por los puntos Ay B.
Analisis del lenguaje

Los términos empleados para en esta actividad son el término “choca” con el centro,
en vez de decir “pasa por el centro” de la circunferencia. A su vez, los estudiantes
suelen emplear el término “punto de inicio”, queriéndose referir a los puntos del
segmento A y B. Mostramos a continuacion el uso del mismo al justificar su

respuesta empleada por la pareja A.
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4) (Puedes explicar a qué se debe este hecho? Trata de explicar mediante resultados

geométricos ya demostrados. (Pista: Usar la propiedad de cuerdas)
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Figura 5.20 Respuesta de la pareja A. Pregunta 4

Observamos que en la explicacién empleada por dichas alumnas, emplean el término
punto de inicio para referirse a los puntos A y B. Ademas, en algin momento fue
empleado en la actividad 1 para referirse al centro de la circunferencia. Es importante
aclarar los términos geométricos basicos como centro, segmento, mediatriz, etc. para
que puedan ser utilizados de manera correcta.

A continuacion, presentaremos el lenguaje empleado por los estudiantes durante esta

actividad.
Tabla 5.10 Analisis del Lenguaje.
PAREJA DE
%
ESTUDIANTES
Expresiones: “Chocan” 1 25
Expresiones: “mediatriz es
) la mitad de un segmento”,
Lenguaje 1 25
; ) “la mediatriz pasa por el
ANALISIS informal '
medio”.
DEL
Expresiones: “Punto de
LENGUAJE 1 25
inicio”.
No presentan ninguno de
Lenguaje formal | las expresiones 1 25
mencionadas
TOTAL 4 100
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Observamos gue una pareja manifiesta un lenguaje entendible. Mientras que las otras
parejas manifiestan un lenguaje informal, ya que emplean expresiones como “chocar”

cuando en realidad deberia de decir “intersectar”, “pasar”, etc. lo que en términos del

modelo Van Hiele, dichos alumnos estarian ubicados en el nivel 1 de VVan Hiele.

5.6.4 Actividad N°3 “Centrandonos en el Centro”
Dicha actividad que consta de dos preguntas (ver anexos), fue implementada el
mismo dia (Martes, 22 de octubre del 2013) durante la tarde. Se observo que existia
una muy buena aceptacién por parte del alumnado en cuanto a las justificaciones
empleadas, ya que fueron muy claros en usar la propiedad trabajada en la actividad
N°1 como medio de justificaciobn en sus respuestas. Ademas, hubo algunas
inquietudes al tratar de resolver dicha actividad, como es el caso de emplear ciertas
herramientas de trabajo que no habiamos contemplado durante esta sesion, como el

uso de la herramienta Circunferencia que pase por tres puntos.

Durante la sesion, algunos alumnos no entendieron muy bien cuando se les
solicitaban que abran el archivo Circunferencia, ya que, dicho archivo presentaba a
una circunferencia sin el centro. Algunos de los alumnos que no podian abrir el
archivo, trazaron una circunferencia pero con centro dado. Esto fue posteriormente
aclarado en clase, ya que en dicha actividad solo tendrian que ubicar el centro de la

circunferencia misma.
Resultados de la actividad N°3: “centrandonos en el centro”

Analisis de la pregunta 2

2y Con tales cuerdas, ;Es posible ubicar el centro de la circunferencia? Justificar sus
pasos.

E=xplique:

Figura 5.21 Pregunta 2. Actividad N°3: “Centrdndonos en el centro”

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_:_\aELl}".;:I‘I\DAD

DEL PERU

Esta actividad tuvo como objetivo de que los estudiantes puedan ser capaces de usar
la propiedad trabajada en la actividad N°1 para encontrar el centro de la
circunferencia. Aqui el estudiante tenia que ubicar un par de cuerdas (que no sean
didmetros) y que ubiquen el centro de la circunferencia. Por lo tanto, para esta
actividad, se analizara el criterio de Justificacion, asi como también el criterio del

lenguaje empleado.

Presentamos la solucidn establecida por la pareja B para su posterior analisis:

RESPUESTA DE LA ACTIVIDAD N°3 “CENTRANDONOS EN EL CENTRO”

4 L a coumm & ///MM(%MMZ
’MJ/:/LJOO KIM coandor Mo -

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE
Alumno B,: Si se pude ubicar el centro, ya que las mediatrices siempre van a tener que
pasar por el centro de la circunferencia.
Profesor: y ¢ Como explican ese hecho de que pasan por el centro?
Alumno B;: La mediatriz siempre va a pasar por el centro.
Profesor: (Qué resultado geométrico han utilizado?

Alumno B;: La propiedad de cuerdas.

Figura 5.22 Respuesta de la pareja B. Pregunta 2.

Observamos que la pareja determina que es posible encontrar el centro de una
circunferencia mediante la propiedad de cuerdas (propiedad tratada en la actividad 1)
trazando la mediatriz para cada una de las cuerdas y determinando que en la

interseccién de las mismas se encuentra el centro de la circunferencia.

Por lo tanto, la pareja B estaria ubicada en el nivel 3 de Van Hiele ya que utilizaron

un hecho geométrico ya demostrado anteriormente (propiedad de cuerdas).
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Presentamos a continuacion la solucién establecida por la pareja “C” sobre la

actividad mencionada.

2) Con tales cuerdas, ;Es posible ubicar el centro de la circunferencia? Justificar sus

pasos.

Explique:

EQ[ gee @ Uny gol"ar;?l@r)ac) de {4
Qerphs - Clfocan for_el  cenhr e _Iu

T

CitrunCe oo

Figura 5.23 Respuesta de la pareja C. Pregunta 2.

Observamos que la pareja “C” afirma que si es posible ubicar el centro de la
circunferencia, utilizando la propiedad de las cuerdas en su justificacion. Ademas
durante la entrevista, la pareja manifestd que al expresar la palabra “chocar” se
referian al cruce de las mediatrices trazadas para cada cuerda. Por lo tanto, podemos
establecer que, de acuerdo con nuestro referencial tedrico, dicha pareja se encuentra
tendria indicios de pertenecer al nivel 3 de Van Hiele ya que utiliza una propiedad

anteriormente trabajada pero con algunas imprecisiones en su explicacion.

Presentamos a continuacion los resultados con respecto a la justificacion utilizada por

los estudiantes.
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Tabla 5.11 Sobre la justificacion

PAREJA DE
ESTUDIANTES (%)
Emplean propiedades previas 3 75
Se basan en un caso particular 0 0
SOBRE LA' Usando otros argumentos 1 ’c
JUSTIFICACION | (argumentos incorrectos)
No justifican: (No contestan /
No escriben) 0 0
TOTAL 4 100

Observamos que tres parejas de estudiantes usaron la propiedad de cuerdas en su
justificacion para determinar el centro de la circunferencia misma, lo que quiere decir
que los estudiantes muestran un grado de familiaridad con dicha propiedad y que a su
vez, permite ser un argumento geométrico basico para justificar sus respuestas.
Ademas, es importante hacer una mencién de que cuando nos referimos a “Usando
otros argumentos” nos referimos que el estudiante escribe en su ficha de trabajo la
justificacion pedida, pero que no se puede interpretar ya que la justificacion no es
muy clara, como por ejemplo la justificacion brindada por la pareja “D” que

presentamos a continuacion:

2) Con tales cuerdas, ;Es posible ubicar el centro de la circunferencia? Justificar sus

pasos.
Explique:

ocumes  Ven qee (Ao _culofa. Y /22
f),-.wnﬁf?il S0 (0 clrcamndS  con & pae clcafiy s

¥ CLr i Iy /a >

por of 0, poAglL gy la v 7o ca b
U,m mq,fwz@d Mﬂ/mca.:,

Figura 5.24 Respuesta de la pareja D. Pregunta 2.
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Observamos un argumento que no se puede interpretar ni distinguir lo que se quiere
expresar, por lo que a dicha pareja seria ubicada en el nivel 1 del modelo de Van

Hiele, ya que no emplea una justificacion adecuada.
Analisis del lenguaje

Algo que llam6 mucho la atencion es sobre el lenguaje utilizado por dichos alumnos.
Por ejemplo, suelen emplear la palabra “Chocar” para referirse al cruce de la

mediatriz con el centro de la circunferencia.

En el siguiente cuadro, presentamos el estilo del lenguaje que usaron los estudiantes

durante la actividad desarrollada en clase:

Tabla 5.12 Andlisis del lenguaje

PAREJA DE
%
ESTUDIANTES
Lenguaje Expresiones:
) ! i 3 75
informal “Chocan”.
Presentan
) expresiones
. Lenguaje
ANALISIS DEL como: 0 0
formal
LENGUAJE “Intersectan” O
“pasan”.
No son claras/no
No _
. se entiende lo 1 25
codificable
que expresan.
TOTAL 4 100
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Comentario

En vista de las respuestas positivas de los estudiantes al usar la propiedad de cuerdas
en sus justificaciones, quizas hubiera sido conveniente presentar primero esta
actividad antes de la actividad 2, ya que esta muy relacionado con la propiedad de
cuerdas analizada al principio. Ademas, la actividad 3 establece que a partir de dos
cuerdas de una circunferencia, trazando mediatriz, se puede obtener el centro de la
misma. Esta ser& una idea muy importante para el trabajo de la actividad siguiente, ya
que se relaciona mucho con el hecho de que a partir de tres puntos no co-lineales

existe una Unica circunferencia.
5.6.5 Actividad N°4: “Circunferencia Unica 2”

Dicha actividad consta de 4 preguntas (ver anexos) y fue aplicada el martes 22 de
Octubre del 2013 durante la tarde (2 pm- 4pm). Asistieron 11 estudiantes y se
mostraron muy activos con la serie de preguntas. Ademds, en las mismas
justificaciones, manifestaron usar las propiedades que anteriormente fueron
trabajadas, tal y como se deseaba. Inclusive hicieron uso de otras herramientas del
que no fueron trabajadas antes, como por ejemplo para la construccion de una la
circunferencia que pase por tres puntos, un estudiante abord6é dicha situacion
utilizando la herramienta “Circunferencia que pase por tres puntos” tal y como se
habia previsto. A su vez, hubo otras construcciones propias de los estudiantes para
justificar su respuesta. Es importante que el docente explique al estudiante que deben

de justificar sus pasos con actividades ya estudiadas anteriormente

En cuanto al uso de las herramientas del Geogebra, hubo mayor cercania con dicho
programa, lo cual fue una muestra del buen dominio que adquirieron con respecto al

programa.

Durante la sesion, hubo participaciones individuales para que explicaran las
construcciones realizadas en clase, 1o que conlleva a una buena disposicion de los
alumnos al experimentar actividades de este tipo: donde el alumno pueda argumentar,
enunciar una propiedad y pueda explicar la misma recurriendo a otras propiedades ya

trabajadas previamente en clase.
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Respuesta de la actividad N°4: “circunferencia Unica 2”

En esta actividad se esperaba que el estudiante utilizara la propiedad de la mediatriz
para justificar la existencia de una Unica circunferencia que pase por tres puntos. De
la misma forma, se esperaba que el estudiante redefina y/o amplie la afirmacion

inicial (ver anexo 5) para la existencia de la circunferencia.

Para esta actividad, utilizaremos el tipo de justificacion que realizan los estudiantes

para explicar una propiedad geométrica.

Andlisis de las respuestas a la pregunta 1

Fodrigo establece la siguiente afirmacion “Existe un finica circunferencia gque pasa por

tres puntos”

1} ;Estas de acuerdo con la afirmacion propuesta por Rodrigo? [ Como la justificarias?

Explique:

Figura 5.25 Pregunta 1. Actividad N°4: “Circunferencia tinica 2"
Debemos de sefialar que los estudiantes no mencionan directamente en su
justificacion la actividad 3, sino que realizan los pasos donde se trabajé en la
actividad mencionada, es decir, indirectamente utilizan la actividad 3 para justificar la
afirmacion inicial. Presentaremos la respuesta de la pareja “B” y observaremos cO6mo

utilizan (indirectamente) la actividad anterior.

RESPUESTAS DE LA ACTIVIDAD N°4 “CIRCUNFERENCIA UNICA 2”

1) ¢Estas de acuerdo con la afirmacién de Rodrigo? ;Cémo la justificarias?

Explique: i

Cx Aruﬁ_mmri =

LA
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TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE
Alumno B;: Hemos unido los tres puntos y estas lineas (sefialando en la pantalla) son las
mediatrices, donde su cruce determina el centro de la circunferencia.
Profesor: ¢En qué se basaron para encontrar el centro de la circunferencia?
Alumno B2: por las cuerdas.
Profesor: Expliquen un poco mas.
Alumno B;: Formamos un angulo uniendo los puntos. Trazamos dos cuerdas y en cada

una de ellas trazamos la mediatriz y su cruce forma el centro de la circunferencia.

Figura 5.26 Respuesta de la pareja B. Pregunta 1

De la solucion mostrada por la pareja “B”, observamos que utilizan la propiedad
trabajada en la actividad anterior ya que construyen un par de segmentos y utilizan las
mediatrices de las mismas para su construccion. Por lo tanto, dicha pareja estarian
ubicados en el nivel 3 de Van Hiele ya que en su justificacion utiliza una propiedad

trabajada anteriormente.

Presentaremos algunas soluciones planteadas por la pareja A al utilizar la actividad 3

para que justifiquen la existencia de la circunferencia misma.

1) ;Estis de acuerdo con la afirmacién de Rodrigo? ;Cémo la justificarfas?

Explique:

Figura 5.27 Respuesta de la pareja A. Pregunta 1

Como podemos observar, la pareja A utilizan la actividad realizada 3 de manera
indirecta y justificaron la existencia de una Unica circunferencia a partir de la misma.

Podemos decir que esta pareja se ubicaria en un nivel 3 de Van Hiele.

Presentamos en el siguiente cuadro sobre la justificacion que presentaron los

estudiantes para explicar esta actividad.
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Tabla 5.13 Sobre la justificacién empleada

PAREJA DE

(%)
ESTUDIANTES

Emplean propiedades

previas

Se basan en un caso
SOBRE LA 0 0

i particular
JUSTIFICACION

Usan otros argumentos

] 1 25
(argumentos incorrectos)
No justifican 0 0
TOTAL 4 100

Observamos que existen 3 parejas de estudiantes que hacen uso de una propiedad
previa para justificar la pregunta 1 tal como se esperaba, mientras que una pareja de

estudiantes emplean otros argumentos en su justificacion.

Analisis de las respuestas sobre la pregunta 2

2) ;La afirmacion propuesta por Rodrigo es valida si los tres puntos son colineales? 5i
no, ;Como cambiarias dicha afirmacion?

Explique:

Figura 5.28 Pregunta 2. Actividad 4: “Circunferencia Unica 2”
En este apartado, se esperaba que el estudiante redefiniera la afirmacion inicialmente
propuesta (ver pregunta 1 de la actividad N°4) utilizando las propiedades trabajadas
en las actividades anteriores o0 aquellas que fueron discutidas en clase, redefiniéndolas
de la siguiente manera: existe una circunferencia que pase por tres puntos no co-

lineales.

Aqui mostramos la propuesta realizada por la pareja B.
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RESPUESTAS DE LA ACTIVIDAD N°4 “CIRCUNFERENCIA UNICA 2”

2) ¢La afirmacién dada por Rodrigo es valida si los tres puntos son colineales? Si no,

(Cémo cambiarias esta conjetura?

I;\?lique:

TRANSCRIPCION DE LO GRABADO EN CLASE
Alumno B;: Si pongo sus mediatrices, nunca van a cruzar porgue son paralelas.
Profesor: Mueve el punto del medio ;Qué sucede?
Alumno B,: Se intersectan las mediatrices y se formaria la circunferencia.
Profesor: Entonces, ;Como podrian redefinir la afirmacion propuesta por Rodrigo?
Alumno B;: Que existe una Unica circunferencia que pasa por tres puntos y esos puntos no
deben de ser colineales.

Figura 5.29 Respuesta de la pareja B. Pregunta 2

En sus explicaciones, la pareja “B” formaron un segmento con tales puntos (es decir,
primero supone que son colineales) para luego trazar la mediatriz de ambos
segmentos y al observar que las mediatrices son paralelas, no se encontrard el centro
de la misma. Sin embargo, en el didlogo, observamos que la pareja consiguieron
reformular la afirmacion inicial, recurriendo a la propiedad de cuerdas y a la
actividad 3 antes explicada. De acuerdo con nuestro referencial teérico, dicha pareja
seria ubicada en el nivel 3 de Van Hiele, ya que justifican sus pasos mediante la

aplicacion de actividades ya trabajadas anteriormente.

Asi como la pareja B, existen otras parejas que manifiestan la misma idea de

reformular la afirmacion a partir de una actividad ya discutida y tratada en clase.
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2) ¢La afirmacion dada por Rodrigo es valida si los tres puntos son colineales? Si no,
¢ Como cambiarias esta conjetura? '

Explique:

Figura 5.30 Respuesta de la pareja A. Pregunta 2

Presentamos a continuacion, la construccion establecida por los estudiantes durante la

clase

Tabla 5.14 Sobre la estructura del enunciado

PAREJA DE

(%)
ESTUDIANTES

Redefinen y/o amplian la

afirmacion (existe una Unica
ESTRUCTURA ] ) 3 75
circunferencia que pasa por

DEL ENUNCIADO

tres puntos no colineales)

No redefinen la afirmacion 1 25
TOTAL 4 100

Observamos que el 75% de los alumnos que determinaron la existencia de la
circunferencia que pase por tres puntos, fueron los mismos alumnos que redefinieron
y/o ampliaron la afirmacion inicial. Ademas, se observé que el 25% de los estudiantes
no llegaron a redefinirla. Esto se debe a que dichos estudiantes se encuentran todavia

en un pensamiento gradual y progresivo, conforme a nuestro referencial teérico.
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Analisis del lenguaje

A diferencia de las actividades anteriores, pudimos observar que los estudiantes
emplearon un lenguaje verbal claro, coherente y que ademas su explicacion se parecia

a lo esperado.

En el siguiente cuadro, presentamos el estilo del lenguaje que usaron los estudiantes

durante la actividad desarrollada en clase:

Tabla 5.15 Anélisis del lenguaje

PAREJA DE
%
ESTUDIANTES
Expresiones basados
) en la visualizacion de
Lenguaje . ’
: la figura, apoyandose 1 25
informal
con el programa: “me
i fijo el punto medio”.
ANALISIS i
] Presentan expresiones
DEL Lenguaje
como: ‘“‘intersectan”, 3 75
LENGUAJE formal
“pasan”, “trazamos”.
No son claras/no se
No entiende lo  que 0 0
codificable | expresan 0 no
justifican nada.
TOTAL 4 100

Se observa que una pareja realiza una justificacion apoyandose con el programa, lo
cual corresponde a un nivel 1 de razonamiento de Van Hiele. Ademas, observamos
que existen 3 parejas cuya justificacion se parece a la respuesta esperada, empleando

una propiedad previa (propiedad de cuerdas).
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5.7 Conclusiones del capitulo
Segun lo trabajado, con respecto al aspecto de:

e La estructura del enunciado, las actividades permitieron fomentar que los
estudiantes enuncien la propiedad geométrica trabajada en cada actividad, asi
como también en algunos casos redefinan y/o amplien una afirmacion, ya sea

empleando casos generales u otros argumentos que permitan tal redefinicion.

e EI tipo de justificacion usada, las actividades permitieron fomentar las
justificaciones, cuyos argumentos contenian las propiedades tratadas en un
primer momento. Sobre el contenido de los argumentos, la mayoria de los
estudiantes solian expresar en forma escrita lo que visualizan en la pantalla, es
decir, sus justificaciones lo realizan mediante la observacion de las figuras

geométricas ocurridas con el software empleado.

e El lenguaje, los estudiantes expresan sus justificaciones empleando un lenguaje
verbal con un estilo informal, es decir, empleando expresiones como “chocan”,
“muevo un punto”, etc. Sin embargo, con el transcurrir de las sesiones, el estilo
de lenguaje verbal empleado fue evolucionando acorde con el nivel cognitivo

99 ¢ b TY

adquirido en ese instante, como por ejemplo “pasan”, “cruzan”, “no-colineales”.
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CAPITULO 6

Contraste entre las respuestas esperadas con las obtenidas y los logros

por pareja de estudiantes

A continuacion, analizaremos los resultados tanto de la actividad inicial como de las
actividades centrales, haciendo el contraste entre las mismas, y de la misma forma se
muestra los logros obtenidos por alumno, basandonos en las respuestas manifestadas por
los estudiantes en las hojas durante las actividades implementadas.

6.1 Contraste entre la actividad inicial y las actividades centrales

A continuacién compararemos los resultados de la actividad Inicial “Recordemos:

encontrando distancias iguales” con los resultados de las actividades centrales
implementadas:
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Predicciones

Resultados de las actividades

Explicacion

En relacion a la actividad inicial

Después de construir la mediatriz y de ubicar un punto sobre ella
(preguntas 3 y 4), la pregunta 5 fue planteada de la siguiente
manera: “Ubique otros puntos sobre la misma recta y realizar el
paso anterior. ¢Qué podemos afirmar con respecto a los pasos 3
y4?”.

En dicha pregunta, se esperaba que el estudiante enuncie la
propiedad descubierta de la siguiente forma: “Las distancias
entre un punto cualquiera de la mediatriz de un segmento con los
extremos de dicho segmento son iguales”, 0 que generalicen:
“cada vez que ubique un punto sobre la mediatriz, las distancias
hacia los extremos de un segmento son iguales”. Con esta
pregunta se pretende que el estudiante enuncie la propiedad

geométrica de la mediatriz partir de lo trabajado con el software.

En relacion a la actividad inicial

Con respecto a la pregunta 5, el 75% de los
estudiantes lograron construir la conjetura
pedida, ya sea mediante una generalizacion
0 como una proposicion, por lo que se
ubicarian en el nivel 2 de Van Hiele;
mientras que el 25% no consigue formular
la conjetura, por lo que se ubicarian en el

nivel 1 de VVan Hiele.

En relacion a la actividad inicial

Observamos que la mayoria del

salon  consigue formular la
conjetura solicitada o que al
menos  intentan  construirla.
Creemos que esto podria deberse
al orden de los requerimientos

propuestos en esta actividad.
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Después de ubicar un punto fuera de la mediatriz (pregunta 6 y
7), la pregunta 8 fue planteada de la siguiente manera: ¢Donde
ubicarias dicho punto para que equidiste de los puntos A y B?
¢ Qué podemos afirmar de los pasos anteriores? Se esperaba que
los estudiantes ubiquen dicho punto en la mediatriz, asi como
también enuncien la propiedad como la que sigue: “Todo punto
de la mediatriz de un segmento dado equidista de los extremos

de este segmento”.

Con respecto a esta pregunta, el 75% logra
enunciar la propiedad de la mediatriz
mediante la forma reciproca, perteneciendo
asi al nivel 2 de Van Hiele, mientras que
un  25% de

determinar la propiedad, por lo que se

estudiantes no logran

ubicaria en el nivel 1 de VVan Hiele.

Observamos que existe un 25%
de estudiantes que emplean otros

argumentos y no logran enunciar

la propiedad geométrica. Esto
podria deberse a que los
estudiantes se enfrentan por

primera vez a este tipo de
actividades.
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Predicciones

Resultados de las actividades

Explicacion

En relacion a la actividad 1

Después de construir la circunferencia, de trazar una cuerda con
su respectiva mediatriz (pregunta 1, 2 y 3), el item 4 fue
planteada de la siguiente manera: “¢,Qué se puede afirmar con la
recta trazada?”. Se esperaba que formulen la conjetura de la
siguiente manera: “Dado una circunferencia y una cuerda, la
mediatriz de dicha cuerda pasa por el centro de la
circunferencia”. Posteriormente, después de trazar un par de
cuerdas (pregunta 5) se planted una pregunta para que realizaran
una justificacion respectiva:

“¢Puede explicar por qué es verdadero? (tratar de explicarla en
términos de otros resultados geométricos. Pista: Usar la
definicion de mediatriz) ”.

Se esperaba que en su justificacion, empleen la propiedad de la

mediatriz trabajada en la parte inicial en su forma reciproca.

En relacion a la actividad 1

Observamos que solo el 25% del salén

enuncian la  propiedad geométrica
solicitada, encontrdndose en un nivel 2 de
Van 25%
argumentos (la recta pasa por la mitad de
de

pertenecer al nivel 2 de Van Hiele; a su

Hiele; el emplean otros

un segmento) teniendo indicios
vez, existe un 25% que no escriben dicha
conjetura, lo cual no es posible asignar un
En

justificacion de la misma, el 25% de los

nivel  respectivo. cuanto a la
estudiantes emplean una propiedad previa
encontrandose en un nivel 3 de Van Hiele,
mientras que el 50% realizan argumentos
incorrectos en su justificacion,

encontrandose en el nivel 1 de Van Hiele.

En relacion a la actividad 1

Observamos que existe un buen
porcentaje de estudiantes que no
lograron enunciar la propiedad
geomeétrica solicitada. Esto podria
deberse al disefio mismo de las
actividades, ya que para poder
enunciar la propiedad se debio
trazar mas segmentos en la
circunferencia para asi poder
afirmar que toda mediatriz de las
cuerdas trazadas pasan por el

centro de la circunferencia.
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Predicciones

Resultados de las actividades

Explicacion

En relacion a la actividad 2

Después de trazar un segmento, su mediatriz y de construir varias
circunferencias que pasen por los extremos del segmento trazado,
se planteo la siguiente pregunta: “;Puedes explicar a qué se debe
este hecho? Trata de explicar mediante resultados geométricos
ya demostrados”. Se esperaba que el estudiante justifique su
respuesta usando una propiedad previa (la propiedad de
cuerdas) ya que esta propiedad previa fue desarrollada con el fin
de que el estudiante lo utilice al justificar su respuesta. Ademas,
se esperaba que determine que existen muchas circunferencias

que pasen por los puntos Ay B.

En relacion a la actividad 2
El 25% de

justificar la existencia de la circunferencia

los estudiantes lograron
empleando un resultado previo, lo cual se
encontrarian en el nivel 3 de Van Hiele.
Un 25% solo manifiestan que existen
muchas circunferencias, por lo que serian
ubicados en el nivel 2 de Van Hiele,
mientras que un 25% realizan argumentos
no muy entendibles, por
1 de Van Hiele.

Ademas, el 25% no logran justificar la

lo que se
ubicarian en el nivel
conjetura solicitada (hoja en blanco), por

lo que no es posible asignar un nivel.

En relacion a la actividad 2

Observamos que existe un buen
porcentaje de estudiantes que no

lograron determinar la existencia

de la circunferencia ni mucho
menos realizaron alguna
justificacion. Quizas se deba

porque la actividad N°1 no fue

muy bien trabajada y eso
perjudic6 que los estudiantes no
hayan empleado esta propiedad en

su justificacion.
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Predicciones

Resultados de las actividades

Explicacion

En relacion a la actividad 3

Después de abrir el archivo “circunferencia” y que ubicar un par
de cuerdas sobre ella, se planteo la siguiente pregunta: “Con tales
cuerdas, ¢Es posible ubicar el centro de la circunferencia?

Justificar sus pasos .

Se esperaba que en la justificacion pedida, usen la propiedad de
cuerdas y/o la propiedad de la mediatriz antes estudiada, ya que
dichas propiedades fueron planteadas para que el estudiante las
utilice en la justificacion de esta actividad. Ademas, ambas
propiedades toman en cuenta que la mediatriz de toda cuerda
pasa por el centro de la circunferencia. Por lo tanto, la
interseccion de ambas mediatrices seria el centro de la

circunferencia misma.

En relacion a la actividad 3
El  75%

justifican  sus  respuestas

empleando  propiedades anteriormente
trabajadas (la propiedad de cuerdas y de
mediatriz) encontrandose en el nivel 3 de
Van Hiele, el 25% emplean argumentos
no muy claros en su justificacion, por lo
que se ubicarian en el nivel 1 de Van

Hiele.

En relacion a la actividad 3

Este aumento del nivel 3 en
comparacion con las actividades
anteriores confirma nuestra teoria:
que el nivel de pensamiento es

progresivo y continuo.
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Predicciones

Resultados de las actividades

Explicacion

En relacion a la actividad 4

Para esta actividad, se inici6 con una afirmacién como sigue:
“Rodrigo establece la siguiente afirmacién ‘Existe un Unica
circunferencia que pasa por tres puntos’

¢Estas de acuerdo con la afirmacién de Rodrigo? ¢Como la
justificarias? Explique .
Se esperaba que el estudiante ubique el centro de la
circunferencia mediante el trazo de dos cuerdas y trazando sus
mediatrices, determinar que existe una unica circunferencia que
pasa por estos tres puntos.

Posteriormente, se planted una pregunta para que ampliaran
dicha afirmacion: “;La afirmacion dada por Rodrigo es valida si
los tres puntos son colineales? Si no, ¢(Como cambiarias esta
conjetura? Explique”. Con respecto a dicha pregunta, se
esperaba que los estudiantes manifiesten que tales puntos deben
de ser no-colineales. Para ello, los estudiantes deben de justificar
sus respuestas utilizando las actividades vistas anteriormente, ya
que estas fueron disefiadas para que sirvan como medio de

sustentacion al justificar una nueva propiedad.

En relacion a la actividad 4

El 75% emplean las propiedades
anteriormente trabajadas para justificar y
redefinir que existen una circunferencia
que pasan por tres puntos no colineales,
encontrandose en un nivel 3 de Van Hiele,
mientras que el 25% no logran justificar su
respuesta ya que no escriben nada en su

ficha de trabajo.

En relacion a la actividad 4

Este aumento del nivel 3 en
comparacion con las actividades
anteriores confirma nuestra teoria:
que el nivel de pensamiento es

progresivo y continuo.
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6.2 Reporte de logros por pareja de estudiantes

A continuacién, compararemos los porcentajes obtenidos por cada alumno con

respecto a la actividad inicial y central.

Tabla 6.1 Resultados inicial y final por pareja de estudiantes

Pareja de o ) Comentario
) Resultado Inicial Resultado final
estudiantes

NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL1 | NIVEL 2 | NIVEL 3

Con respecto a los
niveles 1 y 2, se
aprecia que hubo un

incremento notorio en

A 22.5 0 100 42.5 125 |1as  ponderaciones

AB AN AC Al AN
definidas, teniendo al

final algunos indicios
de pertenecer a nivel 3

del modelo Van Hiele.

NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 1 | NIVEL 2 | NIVEL 3

Con respecto a los
niveles 1 y 2, se
aprecia que hubo un

incremento notorio en

B 62.5 25 100.0 81.25 325
AA AB AA AA AB las ponderaciones
definidas, teniendo al
final algunos indicios
de pertenecer a nivel 3
del modelo Van Hiele.
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NIVEL 1

NIVEL 2

NIVEL 1

NIVEL 2

NIVEL 3

100
AC

25
AB

100
AC

68.75

18.75
AB

Con respecto a los
nivel 2, se aprecia que
hubo un incremento
notorio en las
ponderaciones,

teniendo indicios de
pertenecer al nivel 3

de Van Hiele.

NIVEL 1

NIVEL 2

NIVEL 1

NIVEL 2

NIVEL 3

22.5
AB

AN

81.25

16.25
AB

AN

Con respecto a los
niveles 1 y 2, se
aprecia que hubo un
incremento notorio en
las ponderaciones
definidas. No posee
ponderacion en el
tercer nivel. Esto se
debe al

empleado, ya que es

lenguaje

de tipo informal.
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6.3 Conclusiones del capitulo

Hemos observado que existen estudiantes que no consiguieron enunciar las
propiedades geométricas planteadas en la actividad N°1. Creemos que esto podria
deberse al disefio de las actividades ya que habian preguntas que debieron estar en un
orden adecuado (como por ejemplo, en la actividad N°1 se debid contemplar primero
preguntas donde se trazaran 3 o0 4 cuerdas para que a partir de ello, los estudiantes
puedan construir una conjetura) sumandose a ello el hecho de que los estudiantes
anteriormente no habian trabajado con situaciones de este tipo (justificar, argumentar

sus respuestas, etc.).

Posteriormente, se observo que durante la aplicacion de las actividades N°3 y N°4 los
comportamientos observados coincidian con lo esperado. Creemos que esto podria
deberse al disefio de las actividades mismas ya que fueron propuestas con la finalidad
de que los estudiantes puedan justificar sus respuestas con actividades ya trabajadas
inicialmente, ademas de que el estudiante ya tenia experiencia para afrontar este tipo de

actividades.

Con respecto al analisis de los logros por pareja, observamos que existe un progreso de
los niveles cognitivos de los estudiantes y que se pueden verificar con las
ponderaciones antes definidas. A su vez, podemos constatar la validez de dichas
ponderaciones, ya que como se pudo apreciar en la tabla N° 6.1, existe un aumento de
las ponderaciones con respecto a los niveles 1, 2 y 3 al ser comparados tanto en los
resultados iniciales como finales, y que en cada resultado se pudo apreciar el descenso

de las ponderaciones, es decir N;>N,>N3.
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CAPITULO 7

Consideraciones finales

En este capitulo presentamos las conclusiones obtenidas con respecto a los objetivos
planteados en el capitulo 1, ademas de algunos alcances y/o sugerencias para las posteriores
investigaciones relacionadas con los niveles de razonamiento en el caso de la

circunferencia.

7.1 Conclusiones

Con relacion al objetivo general de la tesis:

“Determinar los niveles de razonamiento alcanzados por estudiantes de 2° de
secundaria cuando abordan situaciones que involucran elementos de la

circunferencia, usando como mediador el software Geogebra .

A partir de la metodologia empleada y del disefio de las actividades, podemos afirmar
que se ha cumplido este objetivo, como una consecuencia del cumplimiento de los

objetivos especificos que detallaremos a continuacion:

7.1.1 Con respecto al primer objetivo especifico

“Identificar el nivel de razonamiento que podrian alcanzar los estudiantes en

relacion con los elementos asociados a la circunferencia ™.

Las actividades se basaron en un disefio que contemplé distintas respuestas a las

cuales se les asigno niveles, teniendo en cuenta la metodologia empleada y los

criterios anteriormente definidos. Como resultado de este estudio, llegamos a las

siguientes conclusiones:

1. EIl desarrollo de las actividades, siguiendo el esquema propuesto, permitid
fomentar la redefinicion o ampliacion de algunas afirmaciones formuladas en

algunas actividades, las que a su vez sirvieron para enunciar las propiedades
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geomeétricas relacionadas con la circunferencia, sirviendo como argumentos
basicos para justificar sus respuestas a actividades posteriores.

2. La propuesta didactica disefiada permitié que los estudiantes logren un grado de
adquisicion alto del nivel 1, un grado de adquisicion intermedio del nivel 2 y se
encuentren teniendo indicios de pertenecer al nivel 3 de adquisicion todos
respecto a la comprensién de la circunferencia. Son indicios de ello el tipo de
lenguaje empleado y el tipo de justificacion presentada por los estudiantes.

a. El lenguaje verbal empleado por los estudiantes fue, en primer momento, de
tipo informal, empleando estilos 0 expresiones que nos permitieron ubicar el
nivel 1 de razonamiento de Van Hiele. Posteriormente, luego de
implementar las actividades, encontramos que el estilo del lenguaje verbal
empleado fue evolucionando, lo que permitio ubicar a los estudiantes en un
nivel superior de razonamiento con respecto al objeto geométrico
circunferencia.

b. Las justificaciones empleadas por los estudiantes al explicar su solucién
fueron variadas; algunas se basaron en la visualizacion del objeto geometrico

sobre la pantalla y otras en el empleo de una propiedad tratada previamente.

7.1.2 Con respecto al segundo objetivo especifico
“Identificar el papel que tuvo el software Geogebra durante el proceso de

instruccion ”.

La identificacion de los niveles cognitivos iniciales y posteriores a las actividades
presentadas permitid verificar el papel relevante que tuvo el software Geogebra en el
proceso de aplicacion de las propiedades. Como resultado de este estudio llegamos a

las siguientes conclusiones:

3. El uso del software permitié que los estudiantes determinen y enuncien las
propiedades geométricas, asi como su redefinicién o la ampliacién de algunas
afirmaciones. Cabe sefialar que el software s6lo permitid realizar este tipo de
producciones, mas no permitié fomentar las justificaciones. Esto significa que la

explicacion de una propiedad o la justificacion de un teorema relacionados con
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los elementos de la circunferencia requeria del uso de propiedades trabajadas
anteriormente, relacionarlas y crear nuevas propiedades que servirian como
sustento o justificacion para otras actividades posteriores.

4. El uso del software Geogebra permitid facilitar la manipulacion de las distintas
representaciones de los elementos de la circunferencia para su posterior

explicacion.

Es decir, el arrastre que posee el software permitio que los estudiantes pudieran
relacionar dichas representaciones y que, a partir de ello, se puedan construir
conjeturas y argumentaciones para después ser explicados y justificados por los
estudiantes sobre el porqué sucedian dichas propiedades, basandose en casos

previamente desarrollados.

7.1.3 Con respecto al tercer objetivo especifico

“Valorar la propuesta teniendo en cuenta los indicadores del nivel de razonamiento

alcanzado, tomando en cuenta el modelo Van Hiele ”

Para la valoracion de la propuesta, se tuvo en cuenta la validacién interna de la

metodologia empleada. Asi, se tiene que:

5. La construccion de los descriptores permitio identificar los niveles cognitivos
iniciales y posteriores de los estudiantes a las actividades presentadas, en relacion
a enunciar propiedades y justificar sus respuestas. Estos descriptores permitieron
definir criterios como el tipo de justificacion usada, el lenguaje empleado y la
determinacion de las propiedades de la circunferencia, los que a su vez sirvieron
para organizar las respuestas de los estudiantes y asignarles niveles segun el

modelo Van Hiele.
6. Se produjo un aumento de los grados de adquisicion de comprension de la

circunferencia entre los resultados iniciales y finales de los estudiantes, es decir,

se identificaron mejoras entre dichos resultados. A su vez, se observa un
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descenso de las ponderaciones entre los niveles evaluados (N1>N>>N3), lo cual
valida ain mas nuestro trabajo realizado.
Los resultados anteriores permiten validar la metodologia empleada en el trabajo,

asi como los resultados obtenidos.
De todo lo anterior, teniendo como indicios favorables:

e La evolucion del lenguaje verbal empleado por los estudiantes a lo largo de la
implementacion de las actividades.

e Que los estudiantes hayan justificado sus respuestas empleando propiedades
anteriormente trabajadas.

e Que la propuesta haya sido validada internamente.

Nos permite valorar positivamente la propuesta, cumpliéndose asi con nuestro

objetivo general.

7.2 Sugerencias para futuros trabajos

Como bien mencionamos en un primer momento, la propuesta disefiada no
contemplaba una sesion inicial que permitiera conocer los comandos que ofrece el
software Geogebra. A raiz de esta experiencia, sugerimos que se disefie una sesion
inicial donde se expliquen los beneficios que tiene el programa y sobre las
herramientas que posee, ya que permitira que el estudiante que se familiarice con las

funciones de las herramientas que ofrece el programa.

De la misma manera, como nuestros resultados anteriormente mostrados son
favorables para nuestro objetivo, podemos considerar que las actividades propuestas
nos dan pautas para fomentar las justificaciones y formulacion de conjeturas, teniendo
como mediador al software Geogebra. Sugerimos que estas actividades sean aplicadas
a un nuevo grupo de estudiantes ya que permitird que se fomente el desarrollo de

construcciones de conjeturas y justificaciones de propiedades geométricas.
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Mencionamos en un primer momento que las actividades iniciales permitian que los
estudiantes desarrollen su comprension de la circunferencia hasta el nivel 2 de Van
Hiele. En tal sentido, sugerimos que se disefien preguntas que fomenten la
comprension del objeto geométrico circunferencia hacia un nivel 3 para comparar los

resultados iniciales y finales y verificar la evolucion respectiva.

Esperamos que este trabajo pueda incentivar a futuras investigaciones para abordar
temas relacionados con las justificaciones de las matematicas que tengan por estudio a
objetos geométricos previos al nuestro con la finalidad de que se pueda abordar otras
propiedades de la circunferencia no tratadas en nuestra investigacion, como por
ejemplo los temas relacionados con el tridngulo y la congruencia de triangulos ya que
como vimos, para explicar una propiedad relacionada con la circunferencia, se
requieren que se trabajen conceptos previos de congruencia de triangulos y sus
aplicaciones. Sugerimos, en cuanto a las actividades relacionadas con estos ultimos
temas, que se disefien preguntas y que se contemplen en tres fases, donde en la primera
fase el estudiante conozca las distintas herramientas del programa y las funciones que
ofrecen; en la segunda fase, se fomenten las construcciones de conjeturas relacionadas
con las propiedades del objeto geométrico a tratar, con algunas preguntas donde se le
solicite al estudiante que explique su respuesta sobre lo sucedido. Aqui se recomienda
el uso del programa puesto que permitira una mayor visualizacion de los objetos
geomeétricos, realizando la ampliacion y redefinicion de conjeturas; y una tercera fase
donde se disefien preguntas que se fomenten las justificaciones de tales propiedades,
recurriendo a una propiedad previa y que a su vez sirvan como argumentos para
posteriores explicaciones. Cabe sefialar que en esta Ultima fase se sugiere que el uso
del programa se deje de lado ya que se requiere se limita sélo a explicar sus respuestas

0 justificar un teorema geométrico.

Es asi que nuestro trabajo pretende contribuir con el desarrollo del pensamiento
geométrico a partir de actividades disefiadas en un primer momento usando el software
Geogebra y que este ultimo sirva como mediador para el fomento de conjeturas,

redefinicién o ampliacion de las mismas y que dicha formulacion genere inquietudes

124

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32-}‘65;_'}:‘;;'}3“"

DEL PERU

en el estudiante y sobre todo que explique el por qué sucede tal propiedad o teorema en
cuestion. De esta manera, la parte explicativa de las propiedades seria un buen inicio

para que se desarrolle el pensamiento matematico del estudiante.
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ANEXO 1

ACTIVIDAD INICIAL

RECORDEMOS: “Encontrando distancias iguales”

Instrucciones

1) Trace el segmento AB.

2) Con la herramienta Mediatriz de un segmento % , trace la mediatriz del

segmento AB.
3) Mueve los puntos Ay B sobre la pantalla ;Qué sucede con la mediatriz?

Socializacion de ideas: /Qué es una mediatriz?

4) Trace los segmentos DA y DB y medirlos con la herramienta DISTANCIA O
LONGITUD

| ¢Como son ambas medidas?
5) Ubique otros puntos sobre la misma mediatriz y realizar el paso anterior.

Socializacion de ideas: ;Qué podemos afirmar con respecto al paso 4? compare sus

observaciones con tu compafiero.

6) Ubique un punto exterior a la mediatriz y forme segmentos con los puntos A y B.
Compare las medidas de estos segmentos.
7) ¢Donde ubicarias dicho punto para que equidiste de los puntos Ay B?

8) Socializacion de ideas: (Qué podemos afirmar de los pasos 6 y 7? Compare sus

observaciones con las de su compafiero.
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ACTIVIDADES PLANTEADAS EN CLASE

ACTIVIDAD N°1: “Propiedad de Cuerdas”

Instrucciones

1) Ubique el punto A sobre la pantalla y trace la circunferencia de centro A.

2) Trace la cuerda.
3) Trace la mediatriz de dicha cuerda con la herramienta Mediatriz

en el 4° casillero de izquierda a derecha).

[

ANEXO 2

(Ubicalo

4) Socialicemos nuestras ideas: ¢Qué se puede afirmar con la recta trazada?

Comparte tus observaciones con tu compariero de carpeta.

5) Trace un par de cuerdas adicionales y repita los pasos nuevamente. ¢Esto confirma

la parte 4?

6) ¢Puede explicar a qué se debe esto? (tratar de explicarla en términos de otros

resultados geométricos).
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ANEXO 3

ACTIVIDAD N°2

“;UNICA CIRCUNFERENCIA?”

Instrucciones

1) Forma un segmento AB.

2) ¢Cdémo construyes una circunferencia que pase por los puntos Ay B?

3) Trace la mediatriz de dicho segmento y, ayudandote de la mediatriz, trace las
circunferencias que pasen por los puntos Ay B.

4) ¢Puedes explicar a qué se debe este hecho? Trata de explicar mediante resultados
geométricos ya demostrados. (Pista: Usar las propiedades anteriormente

trabajadas)
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ANEXO 4

ACTIVIDAD N°3

“CENTRANDONOS EN EL CENTRO”

Instrucciones

1) Abrir el archivo CIRCUNFERENCIA vy trazar dos cuerdas cualesquiera (de
preferencia que no sean diametros).

2) Con tales cuerdas, ¢Es posible ubicar el centro de la circunferencia? Justificar sus
pasos.
Explique:
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ANEXO 5

ACTIVIDAD N°4

“CIRCUNFERENCIA UNICA 2”

Instrucciones

Rodrigo establece la siguiente afirmacién “Existe un Unica circunferencia que pasa por

tres puntos”

1) ¢Estas de acuerdo con la afirmacion propuesta por Rodrigo? ;Como la justificarias?

Explique:

2) ¢La afirmacion propuesta por Rodrigo es valida si los tres puntos son colineales? Si
no, ¢Cémo cambiarias dicha afirmacion?

Explique:

3) ¢Podrias plantear alguna(s) otras(s) conclusiones (asi como Rodrigo) a partir de lo

obtenido en esta actividad? ;Cuéal(es)? y ¢ Como la(s) justificarias?
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ANEXO 6

RESPUESTAS DE LA PAREJA DE ESTUDIANTE PARA DETERMINAR EL NIVEL DE RAZONAMIENTO
CORRESPONDIENTE DESPUES DE LA ACTIVIDAD INICIAL.

PAREJA DE ESTUDIANTES
A B C D
Pregunta
Nivel/tipo Nivel/tipo Nivel/tipo Nivel/tipo
5 1/3 1/3 213 1/3
8 1/2 2/4 2/3 112
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ANEXO 7
GRADOS DE ADQUISICION DESPUES DE LA ACTIVIDAD INICIAL
PAREJA DE ESTUDIANTES
A B C D
Pregunta - - - - : : " - ) - X -
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3
5 25 0 - 25 0 - 100 25 - 25 0 -
8 20 0 - 100 50 - 100 25 - 20 0 -
Gr(n) 225 0 i 62.5 25 i 100 25 i 225 0 i
AB AN AA AB AC AB AB AN
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ANEXO 8

RESPUESTAS DE LA PAREJA DE ESTUDIANTES PARA DETERMINAR EL NIVEL DE RAZONAMIENTO QUE LES
CORRESPONDE DESPUES DE LAS ACTIVIDADES CENTRALES

PAREJA DE ESTUDIANTES

Actividades A 5 ¢ D
Nivel/tipo Nivel/tipo Nivel/tipo Nivel/tipo

1 213 3/3 2/3 212

2 212 3/3 2/4 212

3 2/3 2/3 3/3 1/3

4 3/4 3/6 3/4 2/3
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ANEXO 9

GRADOS DE ADQUISICION DESPUES DE LAS ACTIVIDADES CENTRALES

A B C D
Actividad
Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3
1 100 25 0 100 100 25 100 25 0 100 20 0
2 100 20 0 100 100 25 100 50 0 100 20 0
3 100 25 0 100 25 0 100 100 25 25 0 0
4 100 100 50 100 100 80 100 100 50 100 25 0
Gr(n) 100 425 125 100.0 81.25 325 100 68.75 18.75 81.25 16.25 0
AC Al AN AA AA AB AC AA AB AA AB AN
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