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RESUMEN

Esta investigacion tiene como objetivo analizar, a través de una secuencia de
actividades que siguen las fases de la Dialéctica Herramienta-Objeto y mediada por el
software GeoGebra, la construccion del concepto de circunferencia desde el cuadro de
la Geometria Analitica en alumnos de quinto de secundaria. Para este estudio,
empleamos como marco tedrico la teoria de la Dialéctica Herramienta-Objeto
presentada por Douady, que nos propone un enfoque cognitivo en el proceso de
ensefianza y aprendizaje sobre la actividad matematica. El principio basico de este
marco, para construir una nocién matematica, consiste en hacer uso o movilizar
conocimientos antiguos como herramientas para desarrollar nuevos conocimientos que
se denominan objetos matematicos, los cuales, una vez desarrollados, se utilizan como
herramientas en nuevas situaciones de aprendizaje. Bajo este principio, en este estudio,
conseguimos verificar que los alumnos del quinto de secundaria lograron construir el
concepto de circunferencia a través de una secuencia de actividades. Este proceso de
construccion del objeto circunferencia permitio a los alumnos mejorar y organizar su
estructura cognitiva sobre este concepto, lo que favorecio su aprendizaje. Asimismo, el
GeoGebra como instrumento mediador en el proceso de ensefianza y aprendizaje fue
muy importante porque, usando algunas herramientas de este software, los alumnos
lograron consolidar la definicion de la circunferencia como lugar geométrico a través de
la percepcion dinamica de los infinitos puntos que constituyen una circunferencia, y de
sus representaciones grafica y algebraica. Ademas, permitio a los alumnos, a través de
la secuencia de actividades, desarrollar autonomia para expresar y verificar sus

conjeturas sobre las concepciones que tenian del objeto circunferencia.

Palabras clave: Circunferencia, Dialéctica Herramienta-Objeto, GeoGebra
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CONSIDERACIONES INICIALES

Esta tesis forma parte del proyecto "Procesos de Encino e Aprendizaje de
Matematica en ambientes tecnolégicos PEA-MAT/DIMAT", desarrollado entre la
PUCP y la PUC-SP/Brasil.

Por otro lado, nuestro estudio se ha realizado en el marco de la Didactica de la
Matematica para analizar el proceso de construccion del objeto circunferencia. Es una
investigacion cualitativa desarrollada en el contexto de la Educacion Bésica Regular con
la colaboracion de alumnos (entre 15 y 17 afios) del quinto afio de secundaria. Tiene
como objetivo analizar a traves de una secuencia de actividades que sigue las fases de la
Dialéctica Herramienta-Objeto y mediadas por el software GeoGebra, la construccién
del concepto de circunferencia desde el cuadro de la Geometria Analitica. Para lograr
dicho objetivo hemos considerado como marco referencial la Dialéctica Herramienta-
Objeto presentado por Douady (1995), quien sefiala que para construir una nocion
matematica se deben seguir fases, asi como tener en cuenta la doble funcién del objeto
matematico. En tanto, en este trabajo con la finalidad de observar el proceso de
construccion del objeto en cuestién, se han disefiado cuatro actividades. De las cuales,
algunas se disefiaron para trabajar con lapiz y papel y otras con la ayuda del software

GeoGebra, la que facilitd la construccion del objeto circunferencia.
Este trabajo se divide en cuatro capitulos:

En el capitulo 1, presentamos el anélisis de algunas investigaciones relacionadas con la
ensefianza y aprendizaje del objeto circunferencia en el contexto de la Educacién Basica
Regular. Asimismo, presentamos la justificacion de nuestra investigacién, asi como la
importancia del uso del software GeoGebra en el proceso de ensefianza, luego,
describimos algunos aspectos necesarios y elementales para trabajar las actividades que
requieren su uso. Finalmente, presentamos la pregunta y objetivos de nuestra

investigacion.

En el capitulo 2, presentamos algunos aspectos del soporte tedrico de esta investigacion
y el procedimiento metodoldgico que se siguio para desarrollar este trabajo.

En el capitulo 3, estudiamos el objeto circunferencia. En primer lugar, describimos
algunos aspectos referentes a la evolucion histérica de nuestro objeto matematico en
estudio. Luego presentamos la definicion formal del concepto de circunferencia desde el

11
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cuadro de la geometria analitica. Finalmente, presentamos el andlisis del tratamiento de
nuestro objeto en dos textos didacticos de uso frecuente en la educacion secundaria de

nuestro pais.

En el capitulo 4, describimos a los sujetos de nuestra investigacion, el disefio de los
instrumentos (actividades) de este trabajo y el analisis de los resultados obtenidos en la
aplicacion de las actividades. Finalmente, presentamos las consideraciones finales de

esta investigacion y cuestiones abiertas para futuras investigaciones.
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CAPITULO 1

LA PROBLEMATICA

En este primer capitulo, presentamos los antecedentes de nuestra investigacion
relacionados con la ensefianza y el aprendizaje del objeto circunferencia en la
Educacion Basica Regular. Asimismo, presentamos la justificacion de nuestra
investigacion, algunos aspectos del software GeoGebra que consideramos como
herramienta en la construccion de nuestro objeto de estudio, y, finalmente, la pregunta y

los objetivos de investigacion.

1.1. Antecedentes de la investigacion

En este apartado, presentamos algunos resultados de investigaciones que muestran
preocupacion por nuestro objeto en estudio debido, en la mayoria de los casos, a las
diversas dificultades que tienen los alumnos en el aprendizaje de nuestro objeto. Dichas
dificultades se refieren a la interpretacién del objeto circunferencia, cuando esta es
presentado en cualquiera de sus tres tipos de representacion: desde su concepcién como
lugar geométrico, a través de una representacion grafica, representacion algebraica, asi
como la relacién que existe entre las tres representaciones. Asimismo, identificar dicho
objeto en su representacion textual (definido como un conjunto de puntos que cumple
una determinada propiedad), y en su expresion algebraica, es otra dificultad que
presentan los alumnos. Consideramos que esto se deba, a que los alumnos no tienen

conocimiento que un mismo objeto puede ser representado en diversas representaciones.

En este sentido, Patricio (2010) senala que “los problemas geométricos planteados en la
educacion secundaria requieren para su solucién una clara comprension de los
conceptos matematicos involucrados” (p. 9). Ciertamente, hay muchos alumnos que al
enfrentar un problema lo primero que preguntan es ¢como se hace?, o esperan que solo
les den una formula; también sucede, en muchos casos, que los alumnos esperan que el
profesor resuelva el problema planteado. Esto nos hace pensar que el alumno desconoce

los conocimientos o conceptos involucrados en dicho problema.

Por otro lado, Gutiérrez y Jaime (1996) sefialan que la comprension del concepto

matematico es un problema muy complejo, pues depende del tipo de material usado, la

13
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metodologia de ensefianza, la organizacion del conocimiento matematico y del tipo de
actividades que se generan. Asi también depende del rigor matematico con el que se
trata el concepto matemético en juego. Sin embargo, en el Aprendizaje de la
Matematica existen investigaciones que se dedican a analizar como es que se produce el
proceso de aprendizaje de estos conceptos matematicos. Por ello, nos interesa revisar los
trabajos de Kerlegand (2008), Bedretchuk (2010) y Carmona (2011), ya que estas
investigaciones convergen, en su estudio, en el objeto matematico de nuestro interés y
en el uso del software (GeoGebra, CABRI y Regla y Compas) como herramienta
mediadora en la construccion del objeto circunferencia. En nuestro trabajo
consideramos pertinente el uso del software GeoGebra, debido a razones que

explicaremos mas adelante.

Kerlegand (2008) observo que en el curso de “Geometria analitica, especialmente
durante el estudio de la circunferencia, los estudiantes experimentan diversos tipos de
dificultades que en muchas casos les impiden alcanzar los objetivos propuestos” (p. 1).

Asimismo sefiala que:

El estudio de la circunferencia presenta dificultades para la mayoria de los estudiantes
debido al grado de complejidad que exige el programa curricular y que no es semejante
para otras curvas, como la parabola y la elipse, ya que se pide una mayor profundidad
en el conocimiento de las propiedades de la circunferencia para la realizacion de las
actividades sugeridas ademas de la resolucion de problemas de aplicacién. (p. 5).

Cabe resaltar que es importante el analisis profundo o la aprehension del concepto de
circunferencia como punto de partida para tratar los siguientes lugares geométricos:
parabola, elipse e hipérbola, ya que estos temas son retomados en el nivel universitario.
La idea de una curva cuyos puntos son representados por una expresion matematica
(relacion algebraica), se presenta como una dificultad relacionada con la nocion de que

una expresion o relacion puede estar sujeta a ciertas condiciones.

Para el estudio de estas dificultades, el investigador desed averiguar cuestiones
referentes al nivel de razonamiento geométrico que poseen los estudiantes seguin el
modelo de Van Hiele para desarrollar las actividades que plantea el programa de
estudios para el tema de circunferencia, asi como si el uso del CABRI constituye una

herramienta util para desarrollar dicho tema.

En esta investigacion, el autor se apoy6 de la teoria de VVan Hiele. En su desarrollo, en
primer lugar, realizé un diagnostico con el fin de identificar el nivel de razonamiento

geométrico segun el modelo de VVan Hiele, en el que se encontraban los 41 estudiantes

14
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del 5° afio de bachillerato, de los cuales solo analiz6 a seis alumnos. Enseguida,
disefid la actividad de aprendizaje a desarrollarse con CABRI, con el que pretendid
que sus alumnos alcancen el nivel 3 de razonamiento geométrico del modelo de Van
Hiele, teniendo como objeto matematico dos propiedades de la circunferencia, a
saber; primera propiedad, la mediatriz de cualquier cuerda de una circunferencia pasa
por el centro de la misma. Segunda propiedad, la recta tangente a una circunferencia
es perpendicular al radio trazado desde el centro hasta el punto de tangencia.
Finalmente, en el andlisis de los resultados de la investigacion, resalté que a los
alumnos les fue sencillo construir la primera propiedad sin confundir las
caracteristicas de la mediatriz, y con respecto a la segunda propiedad, solo dos
alumnos lograron construir la recta tangente a una circunferencia. Esto debido a que,
segun el investigador, la mayor parte de las actividades disefiadas estaban dirigidas

para la construccion de la primera propiedad de la circunferencia.

De acuerdo a la teoria de Van Hiele, a cada nivel de razonamiento geomeétrico le
corresponde un lenguaje propio. En ese sentido, en la investigacion que realizd
Kerlegand (2008), observo que solo algunos alumnos (no sefiala cuantos) alcanzaron
el nivel de razonamiento geométrico deseado de acuerdo a la teoria de Van Hiele.
Asimismo, sefiala que solo dos alumnos lograron construir la segunda propiedad
estudiada. Finalmente, el autor observo que los alumnos tienen habilidad para utilizar
el programa CABRI en sus funciones elementales. Sin embargo, sefiala que en las
primeras actividades que corresponden al nivel 1 algunos alumnos mostraron “cierta
confusion al establecer las relaciones de dependencia entre los elementos de una
construccion en CABRI, una vez aclaradas estas ya no se aprecia que ninguno de

ellos tenga algun problema al establecerlas en sus construcciones posteriores” (p.
130).

Esta investigacion es relevante para nuestro trabajo por las dificultades identificadas en
el aprendizaje de dos propiedades de la circunferencia, como es el caso de no utilizar un
lenguaje apropiado para definir o enunciar el objeto en estudio, confundir al establecer
las relaciones de dependencia entre los elementos de una construccion con el software
CABRI. Asi mismo, la autora, si bien reconoce las bondades del ambiente de Geometria

Dinamica, reconoce también que este:

[...] no parece facilitar el elaborar una definicion o enunciado, informal o formal, de lo
gue se observa, ni generar la necesidad de una demostracion deductiva de las

15

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_:_\gﬁgﬁmo

DEL PERU

propiedades mostradas en las construcciones. En lo referente a las definiciones, es
posible gue se deba al uso minimo del lenguaje que se requiere para usar el programa,
por lo que se requiere una mayor interaccién alumno-profesor o el disefio de actividades
dirigidas especificamente para la construccion de la definicion. (p. 129).

Para nuestra investigacion, creemos necesario prestar atencion a las dificultades que

presentan los estudiantes cuando construyen nuestro objeto de estudio.

Por otro lado, en el desarrollo del pensamiento geométrico, segun Carmona (2011),
“toma particular importancia el estudio de la circunferencia como lugar geomeétrico, su
representacion, relaciones, propiedades y teoremas” (p. 1). De la misma manera, sefiala
que la ensefianza de los elementos de la circunferencia en el aula presenta dificultades
para su apropiacion y vinculacién en diferentes contextos matematicos. Por ello, el autor
sugiere la necesidad de crear estrategias en el aula para favorecer el cambio en la
ensefianza tradicional a la utilizacion de modelos computacionales y herramientas
didacticas. En su estudio, el autor se plantea como objetivo revisar conceptos, relaciones
y propiedades bésicas de la circunferencia, desde la geometria euclidiana, disefiando
una Unidad de Aprendizaje fundamentada en el modelo de VVan Hiele (su marco teorico)

y el uso de geometria dindmica.

En el desarrollo de su investigacion, primero aplicé una actividad exploratoria, la cual le
permitié conocer los conceptos manejados y el nivel de razonamiento geométrico en la
que se encontraban los alumnos (35 estudiantes de grado 9°). Enseguida, disefio
actividades que involucran el concepto de circunferencia, rectas tangentes y secantes,
etc. Sobre este estudio, el autor observo que los alumnos en la actividad exploratoria
muestran un nivel de visualizacion elevado, ya que reconocen los objetos matematicos y
los comparan. Sin embargo, observd que en el nivel de analisis segin el modelo de Van
Hiele, los alumnos mostraron deficiencia, pues no se establecen nociones o definiciones
ni elementos empiricos; asimismo, los resultados mostraron que hay pobreza en el
lenguaje matematico que utilizan para justificar sus respuestas. Finalmente, no logran
evidenciar claramente haber alcanzado el nivel de deduccion (segun el modelo de Van
Hiele), a excepcion de dos alumnos que lograron sustentar en sus respuestas una
definicion de manera coherente matematicamente y con lenguaje y simbolos

matematicos.

De esta investigacion y para nuestro estudio, consideramos pertinente el haber
identificado que existen dificultades en el aprendizaje del objeto matematico de nuestro

interés. Por ejemplo, en su actividad exploratoria los estudiantes evidencian que
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reconocen el objeto. Sin embargo, en el siguiente nivel de analisis, existen problemas
para definir, clasificar y utilizar términos matematicos adecuados para describir el
objeto. A través de una secuencia de actividades y utilizando el software GeoGebra
como herramienta, pretendemos que el alumno construya gradualmente el concepto de
circunferencia utilizando sus conocimientos antiguos. Los problemas en el aprendizaje
del objeto serdn observados como dificultades que presentan los alumnos en sus

acciones durante la construccion del concepto de circunferencia.

Si bien consideramos que las investigaciones de Kerlegand (2008) y Carmona (2011)
nos permiten justificar nuestro tema de interés, con la disertacion de Bedretchuk (2010)
reforzamos las razones por las que nos interesa el estudio sobre el tema de
circunferencia mediado por el software GeoGebra. En ese sentido, el autor sefiala: “la
geometria es un conocimiento fundamental para la formacion de los estudiantes, sin
embargo, en el salon de clase, los mismos tienen grandes dificultades de entenderla” (p.
14). Respecto a las dificultades que enfrentan los alumnos, Almouloud y Mello (2000
citado de Bedretchuk, 2010), indican que “en la practica, se da menos atencion a la
geometria y, muchas veces, se confunde su ensenanza con el de medidas” (p. 14).
Ademas, el investigador sefiala que otro factor que dificulta el aprendizaje de la
geometria es la forma como la abordan en los libros didacticos, refiriéndose al énfasis

en el tratamiento algebraico, en lugar de las construcciones geomeétricas.

Para la construccion de los conceptos matematicos, el autor realiza un estudio relativo al
uso del software GeoGebra en el aprendizaje sobre el lugar geométrico en torno a los
conceptos de mediatriz y la circunferencia en alumnos de ensefianza fundamental y

ensefianza media.

Para el estudio de estos conceptos, el investigador se plantea la siguiente pregunta: “;en
qgué medida una secuencia de situaciones adidacticas, estructuradas en una estrategia
pedagdgica mediada por un programa de geometria dindmica, puede contribuir para el
aprendizaje de los temas de circunferencia y mediatriz, visto como lugares

geométricos?” (p. 16).

Para su desarrollo, toma como marco referencial la Teoria de Situaciones Didécticas. El
investigador emplea estrategias pedagdgicas, mediadas por el software GeoGebra para
el aprendizaje en geometria, en el que la secuencia didactica propuesta en su estudio
tuvo como objetivo, para los alumnos, construir los conceptos de circunferencia y
mediatriz como lugar geométrico. Bedretchuk (2010) inicia con una actividad de
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diagnostico, con el objetivo de evaluar la comprension de los alumnos sobre los
conceptos de circunferencia y mediatriz. En la prueba diagndstico, observé que muchos
alumnos ya habian visto el tema de circunferencia y sobre la mediatriz la mayoria
sefialaron que era un tema nuevo para ellos, asi como caso de lugar geométrico. De esta
manera aplica 13 actividades pidiéndole que desarrollen con la ayuda del software
GeoGebra.

En este estudio, Bedretchuk (2010) destaca la importancia de la inclusién de una
estrategia pedagdgica, mediada por el GeoGebra, para consolidar el aprendizaje de la
circunferencia y la mediatriz como lugar geomeétrico. Asimismo, destaca la importancia
del uso del GeoGebra, pues permitié desarrollar, en sus alumnos, “la autonomia de
experimentar y validar sus conjeturas” (p. 101). Finalmente, en base a los registros
obtenidos en el desarrollo de las actividades, el investigador evidencié que existen
dificultades por parte de los alumnos en la interpretacion de las actividades (textos) y la
verbalizacion de sus argumentos que justificaban la resolucién de sus actividades. Otro
punto que observo fue que los estudiantes intentaron trazar rectas excesivamente en el
disefio. Por ejemplo, en una de las actividades se le solicitaba ubicar un punto que
equidistara de otros tres puntos no colineales. Al respecto, la mayoria de estudiantes
respondieron que el punto deberia ubicarse en el centro del tridngulo, es decir, se
dejaron llevar por la concepcién intuitiva del disefio, mas no tuvieron en cuenta las
propiedades para ubicar el punto solicitado. De la misma manera, muchas veces, los
alumnos iniciaban la resolucion de las actividades sin un planeamiento previo de las

propiedades involucradas en el enunciado.

En las investigaciones revisadas, observamos que se abordan desde la geometria
euclidiana, pero nuestra investigacion se desarrolla en el cuadro de la Geometria
Analitica, debido a que el objeto matematico de nuestro interés se encuentra en dicho
cuadro. Para este estudio, consideramos pertinente como marco tedrico los aspectos de
la Dialéctica Herramienta-Objeto de Douady (1995), la cual nos permitira, a traves de
sus fases, construir el concepto de nuestro objeto matematico con el apoyo del
GeoGebra.
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1.2. Justificacion de la investigacion

Los profesores de los diferentes niveles de Educacion Baésica Regular (EBR)
enfrentamos la tarea de buscar recursos adecuados para la ensefianza de la matematica,
disefiar o adaptar actividades, con el propdsito de que nuestros alumnos logren construir
los conceptos matematicos que requieren para estar preparados y desenvolverse
exitosamente en su vida personal, social y académica. Es por ello que la necesidad de
entender y estar preparado para usar las matematicas en su vida cotidiana o en el trabajo
es muy importante para nuestros estudiantes. Por este mismo motivo, nuestra labor
como docentes debe centrarse en desarrollar las capacidades y habilidades matematicas
a traves de actividades adecuadamente disefiadas para generar su desarrollo cognitivo,
asi como despertar el interés por el estudio de las matematicas, ya que gran parte de los

estudiantes siente cierto rechazo por ellas.

Aun cuando somos conscientes de que por mas que pretendemos seguir algln
paradigma, por mas que seguimos las indicaciones de cualquier medio, siempre
encontramos algun vacio en la ensefianza y aprendizaje de un determinado objeto
matematico. Consideramos que esto se debe quiza por alguna de las razones; porque los
profesores no tienen dominio sobre el tema, por la forma como se ensefia, porque los
alumnos no tienen los conocimientos previos suficientes como para abordar un nuevo
conocimiento, o por otros factores que obstaculizan la ensefianza y el aprendizaje. Esto
lo podemos evidenciar en nuestra experiencia profesional, concretamente en la
geometria analitica nuestros alumnos del nivel secundario tienen dificultades para
trabajar con el tema de circunferencia. Frente a estas dificultades que enfrentamos dia a
dia en el salén de clase, con esta investigacion que tiene la finalidad de construir el
objeto circunferencia, procuramos mostrar una alternativa para la construccién teniendo
en cuenta los siguientes elementos: tomaremos como base teorico los aspectos de la
Dialéctica Herramienta-Objeto de Douady (1995), disefiaremos actividades teniendo en
cuenta dicha dialéctica, y utilizaremos el software GeoGebra como herramienta
mediador en la construccion del objeto. Pensamos que estas consideraciones nos
ayudaran construir el nuevo concepto de circunferencia teniendo en cuenta los

conocimientos antiguos de los alumnos.

En el afio 2004, el Ministerio de Educacion (MINEDU), realiz6 una Evaluacion
Nacional a estudiantes de colegios estatales y privados sobre competencias y

desempefio en las areas de Comunicacion y de Matematica. La prueba fue aplicada a
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tercero y quinto de secundaria y se evaluaron tres capacidades basicas: resolucion de
problemas, comunicacion matemaética y aplicaciones de algoritmos. En esta prueba se
evalu6 la formacion matematica de los estudiantes, la cual consiste en “el dominio de
habilidades y conocimientos matematicos Gtiles para desempefiarse con eficacia ante
situaciones problematicas novedosas o rutinarias, cuya solucién requiera la puesta en
practica de dichas habilidades y conocimientos” (MINEDU-UMC, 2004, p. 20).

De todas las conclusiones a las que llega la Evaluacion Nacional, aqui consideramos
solo las que guardan de alguna forma relacién con nuestra investigacion. Asimismo,
presentamos el analisis sélo del quinto grado de secundario (14 500 estudiantes de todas
las regiones del Per(), ya que nuestra investigacion sera realizada en dicho nivel y
grado. En tal sentido, la Evaluacion Nacional del Rendimiento Estudiantil (2004)
reporté que los estudiantes del quinto grado del nivel secundario presentan dificultades

en el manejo del algebra y las funciones. Estas dificultades se evidencian al:

[...] Resolver problemas de enunciado verbal que demandan interpretar y recodificar
situaciones mediante el uso del lenguaje algebraico, es decir, en las que el estudiante
debe plantear ecuaciones e inecuaciones lineales o modelar, interpretar o graficar
situaciones utilizando la nocién de funcién en sus diversas representaciones, [...] No
graficar una funcién lineal o cuadratica a partir de su ecuacién, aun cuando se le
presenta la idea de tabular previamente algunos valores enteros del dominio. Asimismo,
tiene dificultades para hallar la ecuacion que corresponde a una gréfica lineal dada. (p.
186).

Estas afirmaciones ponen en evidencia que los estudiantes del quinto grado de
secundaria muestran dificultades para interpretar, recodificar y graficar funciones, lo
que nos permite confirmar que los estudiantes presentan dificultades para representar
una funcién a partir de su expresion algebraica, asi como para hallar la ecuacion
algebraica desde su representacion grafica. Por ello, en nuestro trabajo pretendemos que
nuestros estudiantes interpreten, representen graficamente ya sea desde su
representacion textual o algebraica, asi como mostrar expresiones matematicas a partir

de su representacion grafica o textual.

De la misma manera, en los resultados obtenidos sobre el contenido algebra y
funciones, la Evaluacion Nacional del Rendimiento Estudiantil (2004) sefiala que “la
mayoria de los estudiantes muestran un pensamiento algebraico béasico (como la
resolucion algoritmica de ecuaciones) y todavia no logra el desarrollo de un
pensamiento analitico que emplee el A&lgebra para describir situaciones,

comportamientos, objetos geométricos” (p. 187).
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Ademas, en el mismo documento, se reportd que los estudiantes del quinto grado del

nivel secundaria presentan dificultades en el manejo de la nocién de geometria al:

Resolver situaciones problematicas rutinarias de pocas etapas que involucran el uso de
figuras geométricas planas elementales. [...] Relacionar las propiedades o atributos de
una misma o de diferentes figuras, [...] Calcular areas de figuras geométricas
elementales en los casos en los que se requiere aplicar directamente la formula. (p. 198).

Estas dificultades las observamos en la geometria, incluso en los temas maés
elementales. Esto es debido, segun la Evaluacion Nacional (2004), a que se da “mas
importancia a lo semidtico que a lo semantico, es decir, se trabaja sobre todo
terminologia, notacion y definiciones formales, y se deja de lado el trabajo y la
manipulacion de material concreto” (p. 198). Esto significa que los temas son abordados
como objetos acabados; son presentados como definiciones y teoremas sin darle la
oportunidad al alumno de poder construir, juzgarse, preguntarse de donde se obtiene la
formula o qué significa el teorema, qué relacion tiene una expresion matematica con su
representacion grafica, etc. Contrario a lo que se acaba de describir, nuestro trabajo
estard orientado a que los estudiantes sean los protagonistas cuando construyen una

nueva nocidon matematica.

Finalmente, la Evaluacion Nacional (2004) establece que s6lo el 2,9% de los estudiantes
del 5° de secundaria pertenecen al nivel suficiente, nivel considerado como el esperado
para todos los estudiantes del grado. Lo preocupante de esta situacion es que el resto, es
decir, el 97,1% muestra no haber desarrollado las capacidades matematicas requeridas
para terminar su escolaridad. Es en realidad un reto para el profesor o investigador
encontrar herramientas que permitan minimizar las dificultades que tienen los alumnos

en el aprendizaje de la matematica.

Por otro lado, en esta investigacion, hemos considerado pertinente utilizar ambientes
computacionales con el objeto de desarrollar el aprendizaje colaborativo. Al respecto,
Salazar (2009) sefiala que en el proceso de ensefianza y aprendizaje de un objeto
matematico, los ambientes computacionales ayudan en la medida en que facilitan que
los alumnos trabajen de manera interactiva, visual y dindmica; al mismo tiempo les
permiten probar hipotesis y construir conjeturas, asi como fomentar el uso de

metodologias diferentes a las tradicionales.

En ese sentido, estudios como los de Olivero y Rebuti, Laborde y Restrepo (2001

citados en Salazar, 2009) aseveran que:
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[...] os ambientes da Geometria Dindmica podem proporcionar outra perspectiva para o
ensino e a aprendizagem de Geometria. Estes ambientes influenciam na elaboracdo e
interpretacdo das representagcdes de objetos planos e espaciais, porque, por meio da
exploragdo das figuras (manipulagdo direta), podem minimizar as dificuldades de
visualizacdo e facilitar os tratamentos delas, visto que a manipulacdo direta permite ao
usudrio ver uma figura desde diferentes pontos de vista. (p. 20).

En este mismo contexto, Salazar (2009) observd que “Nesse ambiente de Geometria
Dinamica, as construgdes permitiram aos alunos “dinamizar” a figura, isto €, superar

seu carater estatico, proprio do ambiente de lapis y papel” (p. 277).

Por otro lado, Gavina (2001, citado en Bedretchuk, 2010) sefiala que “la utilizacién de
los ambientes de geometria dindmica, incentiva el espiritu de investigacion matematica,
posibilita a los alumnos obtener sus propias conjeturas de modo que se sientan
motivados a demostrar y comprobar sus observaciones, cuestionando sus propias

acciones” (p. 48).

Basandonos en las investigaciones revisadas y presentadas en los parrafos anteriores,
hemos visto conveniente trabajar en un ambiente de geometria dinamica,
especificamente, utilizando el software GeoGebra como herramienta mediadora en la
construccién del concepto de circunferencia desde el cuadro de la Geometria Analitica.
Sobre este software, Davila (2010, citado en Chumpitaz, 2013) destaca “que la
importancia de usar GeoGebra en el aprendizaje del calculo se debe a la necesidad de
trabajar en distintas formas de lenguaje (en especial el grafico) y establecer relaciones
entre estas” (p. 19). Asimismo, Chupitas (2013) senala que “el uso del aspecto dindmico
del GeoGebra en la secuencia de aprendizaje, en particular cuando disefi6 actividades de
construccion de una funcion por tramos de trazo continuo, permiti6 minimizar
dificultades en identificar el dominio y realizar transformaciones” (p. 137). Del mismo
modo, Bedretchuk (2010) resalta la importancia de “integrar una estrategia pedagogica
mediada por el GeoGebra para la consolidacion del aprendizaje sobre la circunferencia
y la mediatriz como lugares geométricos” (p. 100). El mismo autor sefiala que el
GeoGebra ayuddé comprender “los conceptos de circunferencia y mediatriz como
lugares geométricos, cuando fueron propuestas actividades de simulacién sin uso de
compas, en las cuales los grupos verificaron que los puntos, por ejemplo, se mantenian a

igual distancia de un punto fijo” (p. 101).

Asi, los reportes de las investigaciones revisadas nos muestran la importancia y las
bondades del software GeoGebra que creemos nos permitiran, como herramienta,
minimizar las dificultades cuando se construya el objeto circunferencia. La eleccion de
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este software en nuestro estudio se debe a las siguientes particularidades: es un
programa de uso gratuito, de libre acceso, puede ser descargado con facilidad del
internet y ser instalado a un ordenador, presenta caracteristicas de facilidad de uso, y
muestra el objeto de estudio en diferentes representaciones a la vez (en especial en su

representacion grafica y algebraica).
1.3. El software GeoGebra

El GeoGebra es un software interactivo de matematica que une dinamicamente la
geometria, el algebra y el calculo en un Unico conjunto sencillo a nivel operativo como
potente. Fue creado por Hohenwarteren el afio 2001 con el objeto de mejorar en el
proceso de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. En ese sentido, desde su
creacion, hay investigadores que prestan su atencion al software GeoGebra para mejorar
dicho proceso. Este es una herramienta/instrumento para desarrollar actividades
matematicas en clase; es utilizado desde las escuelas intermedias hasta el nivel superior
y esté disponible en sus diversas plataformas. En ese contexto, el autor del GeoGebra
sefiala que, en la actualidad, se usa sin dificultades como software de geometria
dindmica y como un sistema de algebra computacional, en el cual sus funciones
fundamentales procuran disminuir la brecha entre la geometria, el algebra y el calculo.
La utilidad de este software se da con mayor grado en la geometria euclidiana, la
geometria analitica del plano y en temas de funciones.

El software GeoGebra, ofrece multiples representaciones del objeto matematico desde
cada una de sus posibles vistas: vistas graficas, algebraicas, estadisticas y en hojas de
céalculos, dindmicamente relacionadas que asimilan los cambios producidos en

cualquiera de ellos.

%7

GEoG DTS

Para acceder e interactuar con el software, se debe hacer doble click en el icono

Y
de inmediato aparece el interfaz tal como se muestra a continuacion.
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Figura 1.Interfaz de la ventana del GeoGebra

En la primera fila, estd ubicada la barra de mend (Archivo, Edita, Vista, Opciones,
Herramientas, Ventana y Ayuda). Esta permite al usuario, diversas posibilidades de uso.
Por ejemplo, en el Menu Archivo, se puede encontrar las siguientes opciones: Nueva
Ventana, que nos permite acceder a una nueva vista del GeoGebra; Guardar, que nos
permite salvar las acciones realizadas; Exportar como imagen, etc. La siguiente fila,
constituye la barra de herramientas, en la cual cada “boton”, representa una caja de
herramientas que contiene diferentes opciones u objetos geométricos predeterminados,
tales como: crear puntos, trazar segmentos y rectas, dibujar tridngulos, cénicas, medir
angulos, hallar areas, calcular pendientes de rectas, etc. Por ejemplo, en la siguiente

figura 2, se muestra el botdn seis con sus multiples opciones.

7 GeoGebra - " > =
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda
»
ABC
e
~ Vista Algebraica » CAS- ~ Hoja de Cilculo o
@ Circunferencia dadas su Centro y uno de sus Puntos
BE-~ L = EE]
Objetos Libres o @ Circunferencia dades su Centro y Radio A ‘ B
Objetos Dependientes ; p
"\f—,‘ Compés 2 M
51 E
{ )| Ciraunferencia dados Tres de sus Purtos 1 R
5
(_\ Semicircunferencia dados Dos Puntos 5
7
.u Arco de Gircunferencia con Centro entre Dos Puntos | 4
8
(j Arco de Gircunferencia dados Tres de sus Puntos 9
10
11
.Q Sector Circular con Centro entre Dos Puntos ]

Figura 2. Mltiples opciones del objeto circunferencia

Como sefilalamos anteriormente, el GeoGebra, presenta un interfaz de usuario con tres
ventanas principales, en las cuales un mismo objeto matematico puede ser visto
paralelamente en su representacion algebraica, grafica y, a través de la ventana/barra de
entrada, nos permite introducir ecuaciones, puntos como par ordenado, etc.
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Figura 3. Representacién algebraica (izquierda) y grafica (derecha) de la circunferencia

El cambio que se puede realizar de alguna caracteristica, ya sea en la grafica o en la
expresion matematica, automaticamente las otras representaciones también sufren los
cambios. Asimismo, el GeoGebra nos permite guardar los objetos construidos con las

ultimas modificaciones del usuario.

Creemos necesario considerar el arrastre de las representaciones de objetos en las
acciones que realizan los alumnos con el GeoGebra, ya que esta cualidad permite
modificar el objeto construido en la vista gréafica, de tal manera que una figura pueda
convertirse en otra. En el Apéndice, se muestran las actividades que permitieron a los
alumnos interactuar y familiarizarse con algunas herramientas necesarias del software

GeoGebra para abordar el estudio de nuestro objeto de estudio.

1.4. Pregunta y objetivos de la investigacion

Ante las dificultades encontradas en las investigaciones revisadas sobre el objeto
circunferencia, nos interesamos por investigar la construccion de este concepto que se
concibe como un conjunto de puntos que cumple una determinada propiedad y sobre sus
representaciones grafica y algebraica. Para esto, consideramos pertinente los aportes de
Douady, las fases de la Dialéctica Herramienta-Objeto, ya que nos permitiran, a través
de una secuencia de actividades mediada con el software GeoGebra, proponer
actividades que ayuden a los alumnos a construir el concepto de circunferencia. Por

ello, en nuestro estudio, nos proponemos la siguiente pregunta de investigacion:

¢Una secuencia de actividades que sigue las fases de la dialéctica herramienta-objeto y
mediada por el software GeoGebra, contribuye en la construccién del concepto
circunferencia desde el cuadro de la Geometria Analitica en estudiantes de quinto de

secundaria?
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Objetivos de la investigacion

Obijetivo general

Analizar, a través de una secuencia de actividades que sigue las fases de la Dialéctica
Herramienta-Objeto y mediadas por el software GeoGebra, la construccién del concepto
circunferencia desde el cuadro de la Geometria Analitica en estudiantes de quinto de

secundaria.

Obijetivos especificos

e Identificar en investigaciones precedentes, en Educacion Matematica, los
problemas de aprendizaje que presentan los alumnos al estudiar el concepto de

circunferencia.

e Disefiar y experimentar una sSecuencia de actividades utilizando como
fundamento los principios de la Dialéctica Herramienta-Objeto y mediada por el

software GeoGebra con el propdsito de construir el concepto de circunferencia.

En el siguiente capitulo, presentaremos algunos aspectos del marco tedrico de nuestra
investigacion. Asimismo, los procedimientos metodoldgicos que seguimos en nuestro

estudio.
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CAPITULO 2

ASPECTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

En este capitulo, describimos el marco tedrico de nuestra investigacion, que incluye
aspectos de la Dialéctica Herramienta-Objeto (DHO) propuesta por Douady (1995). Asi
mismo, presentaremos el procedimiento metodoldgico que se siguid para desarrollar

nuestra investigacion.

2.1. Dialéctica Herramienta-Objeto

Fue desarrollada por Douady (1995) en su tesis doctoral, Jeux de Cadres et Dialectique
Outil-Objet (Juego de Cuadros y Dialéctica Herramienta-Objeto). La Dialéctica
Herramienta-Objeto (DHO) es un proceso ciclico en el cual se organiza los roles
respectivos del profesor/investigador y de los estudiantes, donde los objetos
matematicos juegan alternativamente el rol de herramienta para resolver un problema y
de objeto matematico cuando ocupa un lugar en la construccién de un conocimiento
estructurado. Es decir, la teoria de la DHO consiste en hacer uso de los conocimientos
existentes (previos/antiguos) de los alumnos como herramienta en el proceso de
construccién de un nuevo objeto. Este Gltimo, una vez desarrollado, es susceptible de
convertirse en herramienta para un nuevo ciclo de la dialéctica en otra situacion nueva.
Asimismo, la DHO puede ayudarnos a organizar y estructurar en el disefio de las

actividades para construir nuevos conceptos matematicos en los estudiantes.

Para facilitar el conocimiento de los términos utilizados en la DHO, asi como su
funcionalidad, debemos concebir y asumir desde la perspectiva de Douady (1995). En

ese sentido, la autora sefiala que:

Saber matematicas implica dos aspectos. Por un lado, se refiere a la disponibilidad
funcional de algunas nociones y teoremas matematicos para resolver problemas e
interpretar nuevas situaciones. En un funcionamiento cientifico como éste, las nociones
y teoremas matematicos involucrados tienen un status de herramientas, [...] Saber
matematicas también significa identificar las nociones y los teoremas como elementos
de un corpus reconocido social y cientificamente. Al mismo tiempo es formular
definiciones, enunciar los teoremas de ese corpus y demostrarlos. Por esto, las nociones
y los teoremas matematicos en cuestion tienen un status de objeto. (p. 63).

Bajo este contexto, Godino, Font, Contreras & Wilhelmi (2006) opinan que Douady
atribuye a los conceptos matematicos “un caracter no unitario e identifica en ellos dos
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polos o dimensiones principales: el aspecto objeto (cultural, impersonal e intemporal),
plasmado en definiciones y propiedades caracteristicas, y el aspecto instrumento, que

permite a alguien realizar una tarea en un momento dado” (p. 128).

Asi, consideramos que un concepto matematico tiene el estatus de herramienta
(instrumento), cuando nuestro interés en éste se centra en la utilidad que nos puede
brindar para resolver un problema o formular un nuevo concepto. En cambio, el
concepto matematico es objeto cuando se entiende como un ente cultural insertado en

una estructura cientifica; es el saber erudito socialmente validado o reconocido.

Dicho de otro modo y de acuerdo Douady (1986, citada en Godino et al., 2006):

Decimos que un concepto es instrumento cuando focalizamos nuestro interés sobre el
uso gue se hace de él para resolver un problema. Un mismo instrumento puede ser
adaptado a varios problemas, varios instrumentos pueden ser adaptados a un mismo
problema. Por objeto entendemos el objeto cultural que tiene un lugar en un edificio
mas amplio que es el saber sabio en un momento dado, reconocido socialmente. (p.
128).

Sobre esta afirmacion, Godino et al. (2006) opinan que:

El concepto-instrumento se pone en juego en las fases 0 momentos de exploracion en la
resolucion de problemas, y esta del lado del estudiante o del investigador matematico
gue resuelve el problema. El concepto-objeto se pone en juego en las fases de
institucionalizacion, normalmente hechas por el profesor, pero también es resultado de
los procesos de fundamentacién y validacion de los conocimientos entendidos como
entidades culturales. (p. 128).

Hasta aqui se han definido algunos términos necesarios para comprender sobre el marco

tedrico de nuestra investigacion.

Con el conocimiento de doble estatus del objeto matematico: herramienta/instrumento y
objeto. A continuacion, definimos las 6 fases de la dialéctica teniendo en cuenta el rol

del concepto matematico en cada una de ellas.
FASE 1. ANTIGUA

Maranhdo (2008) sefiala que, en esta primera fase, “o aluno moviliza conhecimentos
antigos para resolver, ao menos en parte, seu problema. Os conhecimentos antigos séo

objetos de saber matematico, funcionando como ferramentas nessa fase” (p. 144).

En esta primera etapa, los alumnos pondran en marcha un objeto conocido como
herramienta explicita para comenzar la resolucion del problema planteado o, por lo

menos, avanzar una parte de dicho problema propuesto, es decir, los conocimientos que
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posee el alumno puede ayudar a resolver parcialmente el problema. Asi, en la
construccion del concepto circunferencia, objeto de nuestra investigacion, los alumnos
movilizardn conocimientos antiguos o saberes previos como herramientas, tales como:
el teorema de Pitagoras, distancia entre dos puntos, coordenadas del punto medio de un
segmento, mediatriz de un segmento, ecuacion de una recta dado un punto y su
pendiente, ecuacion de una recta dados dos puntos y la relacién de las pendientes de dos
rectas cuando se intersectan formando un &ngulo de 90°.

FASE 2. INVESTIGACION

Para esta segunda fase, Maranhdo (2008) opina que:

Os alunos encontram dificuldades para resolver completamente o problema e sdo
conduzidos a colocar em jogo novos conhecimentos que sdo implicitos. O que se quer
dizer com o termo conhecimentos implicitos é que o pesquisador ou o professor podem
reconhecer os conhecimentos novos que 0s alunos estejam criando. Os alunos, por sua
vez, sabem que € algo novo, mas ndo podem explicar completamente do que se trata. (p.
145).

En esta segunda etapa, las dificultades encontradas por los estudiantes en el proceso de
desarrollo de las actividades, conducen a buscar nuevos medios o conceptos para dar
solucion al problema. Sin embargo, estas dificultades también pueden ser porque su
estrategia sea confusa, es decir, en cantidad de operaciones, en riesgo de errores, en
incertidumbre sobre el resultado o porque esta estrategia no funciona mas. Frente a esta
situacion, se busca orientar al estudiante a través de preguntas para que busque nuevos

medios mejor adaptados a su situacion.

Los conocimientos por descubrir, en esta segunda fase, estan referidos al objeto
circunferencia desde su concepcién como lugar geométrico, representacion grafica y
algebraica, asi como a los elementos caracteristicos de la circunferencia (centro y radio).
Sin embargo, creemos que los alumnos, en esta etapa, solo podran reconocer algunas
concepciones o elementos de dicho objeto, mas no podran explicar completamente de

qué trata.
FASE 3. EXPLICITACION

Maranhdo (2008) opina que en esta fase:

Os alunos descrevem o que obtém em seu trabalho, as dificuldades, os resultados
obtidos. Isso requer do professor a abertura de debates sobre os conhecimentos antigos
gue estdo sendo usados, e 0s novos, que estdo sendo criados implicitamente. Os alunos
formulam suas idéias e elas sdo validadas ou refutadas. As diversas concepc¢des
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presentes revelam-se, novos conhecimentos podem entrar em conflito com antigos ou,
entdo, podem surgir erros ou contradicBes. Esses debates servem para assegurar
algumas interpretacdes necessarias, mas podem ndo ser suficientes para eliminar certas
convicgdes contraditdrias. (p. 145).

En esta tercera etapa, algunos elementos del concepto de circunferencia pueden ser
apropiados por los estudiantes para el momento del aprendizaje, y ser empleados
circunstancialmente, es decir, en esta etapa aparece el nuevo conocimiento explicito, el

cual es susceptible de familiarizacion y reutilizacion.

Durante el avance de las tres primeras fases, puede suceder que algunos o todos los
alumnos no avancen mas en resolver el problema. Esto debido a que, para resolver el
problema se requiere del nuevo objeto que se estd construyendo. Por lo cual es necesaria
la intervencion del profesor. Al respecto, Maranhdo (2008) sefiala que:

No decurso dessas trés primeiras fases, o professor ou o pesquisador podem se dar conta
de que a situacdo corre o risco de bloguear-se. Mesmo que o professor ndo perceba isso
a tempo e haja blogueio, deve-se tomar uma decisdo sobre o que fazer e, segundo a
andlise da situacdo, o professor pode explicitar algo, esclarecer certas nocdes aos
alunos. Caso os alunos apresentem uma visdo distorcida desses novos conhecimentos,
pode até introduzir alguns. Deve-se escolher 0 momento e a forma de intervencao,
sempre respeitando a liberdade dos alunos. (p. 146).

En este contexto, al finalizar esta fase, no todos los alumnos reaccionan de la misma
manera cuando se solicite describir o definir el nuevo concepto. Al respecto, Douady
(1995) afirma que:

Después de todo el trabajo en clase sobre el problema, al profesor le toca seleccionar
aquello que para los estudiantes ha tomado sentido, aquello que es matematicamente
interesante y que se puede volver a utilizar, y aquello que hace parte bien sea en forma
directa de sus objetos de ensefianza, o en forma preliminar, o en forma de préctica de
campo sobre los objetos del programa. Al hacer esto, el profesor organiza
explicitamente el saber de la clase. Si este saber esta ligado a la clase, me referiré a la
institucionalizacién local. Si se encuentra relativamente descontextualizado y
despersonalizado y como tal es susceptible de ser comunicado y comprendido en el
exterior sin necesidad de conocer la historia de su produccién, los conocimientos en
juego tienen mas bien un status de objeto y entonces me refiero a la institucionalizacion.
Para resumir, el profesor hace un poco de la clase. (pp. 88-89).

De aqui la importancia de la siguiente fase, que permitira homogenizar y nivelar el

conocimiento como objeto.
FASE 4. INSTITUCIONALIZACION

En esta fase, el profesor identifica los saberes que constituyen los nuevos

conocimientos, que segin Maranhao (2008), “desenvolvem-Se 0S novos conhecimentos,
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no grupo-classe, chegando-se a sua institucionalizacdo como objetos de saber
matematico, isto €, defini¢Bes, enunciados de teoremas, etc. Cabe ao professor decidir o

momento e o modo de passagem para essa fase” (p. 149).

La institucionalizacién es la fase donde el profesor debe resaltar como nuevo
conocimiento para dar el estatus de objeto matematico, ya que, posteriormente, son

designados para funcionar y ser utilizados como conocimientos antiguos.

En esta cuarta fase, los conocimientos que descubriran los alumnos, conjuntamente con
el profesor/investigador, estan referidos al concepto de circunferencia en su estatus de
objeto matematico, el cual involucra su concepcion como lugar geométrico,
representacion gréafica y algebraica, asi como los elementos caracteristicos que lo

constituyen.
FASE 5. FAMILIARIZACION

En esta fase, se muestran diversos problemas con la intencién de provocar el
funcionamiento como instrumentos explicitos del nuevo conocimiento que ha sido
institucionalizado. Al respecto, Douady (1995) afirma que, “antes de poder reutilizar lo
aprendido, los estudiantes necesitan familiarizarse con su nuevo conocimiento. Un
medio para lograr esto es proponerles primero abordar ejemplos de problemas cercanos
al que ya han estudiado” (p. 91). En este mismo contexto, de acuerdo a Douady (1992),
“I’enseignant propose aux éleves divers exercices réclamant comme outil explicite ce

qui a été institutionnalisé” (p. 151).

Siguiendo esta misma idea, Maranh&o (2008) opina que, en esta fase, “desenvolvem-se
diversos exercicios para familiarizacdo com o que é novo, colocando-se em ralacao
nada além do que é conhecido. Certas situacdes permitem a aquisi¢do de familiaridade

desejada, para que esses conhecimentos funcionem, posteriormente, como antigos” (p.

150).

En resumen, en esta etapa, el profesor propone problemas variados que requieren para
su solucidn de las nociones que recientemente se han institucionalizado, donde el nuevo
concepto es susceptible de convertirse en un saber antiguo para otro nuevo ciclo de la
dialéctica herramienta-objeto. En otras palabras, el nuevo concepto que ha sido
institucionalizado anteriormente, es utilizado como herramienta para resolver una

situacion nueva. En este transcurso de familiarizacion del nuevo objeto, los alumnos
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deberan desarrollar habitos y habilidades para integrarlos a su esquema mental como un

saber social y cultural.
FASE 6. REUTILIZACION

Es la ultima fase, donde se reutiliza el nuevo concepto como herramienta en situaciones
mas complejas. Al respecto, Maranhao (2008) sefiala que en esta etapa “propde-Se a
reutilizacdo dos novos conhecimentos em tarefas mais complexas, envolvendo outros

conceitos, propriedades e procedimentos, iniciando-se assim um novo ciclo” (p. 151).

Debemos tener en cuenta que la descripcién del funcionamiento de la dialéctica
herramienta-objeto no significa que cada ciclo llegue, obligatoriamente, a una extension
del saber del estudiante. En ese sentido, Douady sefiala que para un mismo estudiante y

para un mismo objeto matematico, pueden ser necesarios varios ciclos.

Por otro lado, es pertinente aclarar que en esta investigacion, solo consideramos las
cinco primeras fases para la construccion del objeto circunferencia. Las razones de esta
consideracion est4 apoyada en el documento del MINEDU: los Mapas de Progreso del
Aprendizaje (MP).

Segun los Mapas de Progreso del Aprendizaje (2013), documento que describe el
progreso de los aprendizajes que se espera que aprendan los alumnos del nivel primaria
y secundaria en cada ciclo, aclara que los estandares de aprendizaje, particularmente en
el Mapa de Progreso de Matematica: Geometria, “Son metas de aprendizaje claras que

se espera que alcancen todos los estudiantes del pais a lo largo de su escolaridad basica”
(p. 6).

Para lograr las metas de aprendizaje, el Mapa de Progreso considera que se debe

alcanzar los niveles de cada ciclo, los cuales:

Indican lo que se espera que un estudiante haya aprendido al finalizar cada ciclo de la
Educacion Basica Regular. [...] Cada nivel cuenta con un conjunto de indicadores de
desempefio. Estos permitiran identificar claramente si los estudiantes lograron lo que
indica el nivel correspondiente. (p. 6).

En ese sentido, cuando un alumno ha alcanzado el nivel VII ciclo (5° de secundaria) del
Mapa de Progreso de Geometria, es capaz de, segun la descripcion de este nivel,
“interpretar movimientos rectos, circulares y parabélico mediante modelos algebraicos y

los representa en el plano cartesiano” (p. 32).
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Bajo este contexto, consideramos que si los alumnos logran resolver e interpretar el
objeto circunferencia en una situacion o un problema, y consiguen modelar a través de
una expresion matematica o una representacion grafica en el sistema de coordenadas,
entonces, diremos que los alumnos han logrado la construccion del objeto
circunferencia en su esquema mental como un aprendizaje suficiente que corresponde al
nivel VII (5° de secundaria). Debido a ello y debido a que la nocion del objeto
circunferencia bajo esta concepcion, interpretar y modelar problemas a través de una
ecuacion algebraica y gréafica, tambien corresponde de acuerdo a la DHO, a la fase de
familiarizacion. Esto debido a que en esta fase, los alumnos utilizan el objeto
circunferencia como conocimiento imprescindible para resolver problemas. Asimismo,
este nuevo objeto que sirve para resolver diversos problemas, es susceptible de
convertirse en antiguo para una nueva etapa de la DHO en la construccion de un nuevo
concepto. En ese sentido, nuestra investigacion tiene el proposito de llegar hasta la
penultima fase de la dialéctica. Ya que de acuerdo al Mapa de Progreso de Geometria,
habremos reunido en los alumnos las capacidades suficientes considerados en este
documento. Y para lograr el proceso de construccion de nuestro objeto circunferencia,

hemos disefiado una secuencia de actividades que cubre hasta la fase de familiarizacion.

2.2. Aspectos metodoldgicos

En este apartado, describiremos el procedimiento metodoldgico de nuestra
investigacion, orientandonos a la busqueda de la respuesta a nuestra pregunta de
investigacion. Por la naturaleza de nuestro problema, nuestro estudio se considera como
investigacion cualitativa de tipo experimental, ya que nos permitira estudiar todos los
componentes de los procesos de construccién y comunicacion del saber matematico.
Asimismo, pretendemos conocer, a través de las observaciones, las acciones de los

estudiantes cuando se enfrenten a las actividades disefiadas.

En este contexto, Hernandez, Fernandez y Baptista (2006) describen a la investigacion
cualitativa como estudios que “se conducen basicamente en ambientes naturales, donde
los participantes se comportan como lo hacen en su vida cotidiana” (p. 10). En cuanto a
la actividad del investigador, en la misma pagina, los autores comentan que ‘el
investigador observa eventos ordinarios y actividades cotidianas tal como sucede en sus

ambientes naturales, ademas de cualquier acontecimiento inusual”.
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Sobre la recogida de los datos, Hernandez et al (2006) considera que “la recoleccion de

los datos consiste en obtener las perspectivas y puntos de vistas de los participantes™ (p.

27). En tal sentido, como investigadores cualitativos, seremos el instrumento principal

para la generacion y recogida de los datos, a través de observaciones sobre los alumnos,

las cuales nos brindaran informacion en las actividades disefiadas para la construccion

de nuestro objeto matematico en estudio.

2.2.1 Procedimiento de la investigacion

En este apartado, detallamos nuestro procedimiento metodolégico que consiste en los

siguientes pasos:

1.

Anadlisis de investigaciones, en Educacion Matematica, sobre los problemas que
presentan los alumnos al estudiar el concepto circunferencia. Reflexionamos sobre
las conclusiones y aportes de estas investigaciones, y consideraremos en el disefio
de las actividades (instrumento de nuestra investigacion).

Analisis de los textos didacticos de uso frecuente en la Educacion Béasica Regular,
con el objeto de analizar el tratamiento del concepto de circunferencia en la
presentacion o introduccion, asimismo, en los ejemplos presentados y las
actividades propuestas. Veremos, también, si incluyen el uso de los recursos TICs
para trabajar el objeto. Los resultados obtenidos seran considerados en el disefio
de las actividades.

Familiarizacion de los alumnos con el uso del software GeoGebra. Actividades
disefiadas con la intencién de que los estudiantes de nuestra muestra se
familiaricen y reconozcan algunas herramientas necesarias que ofrece el software.
Las actividades constituyen, basicamente, en reconocer la barra de herramientas,
crear puntos, renombrarlos, trazar rectas y segmentos, trazar rectas
perpendiculares, introducir texto, etc. Consideramos esta actividad necesaria para
el reconocimiento del GeoGebra, porque es una herramienta que utilizaremos en
el desarrollo de nuestras actividades. Vale decir que los alumnos participantes de
este trabajo desconocian el software GeoGebra. El taller de introduccién al
software tuvo una duracion de 45 minutos.

Disefio y ejecucion de las actividades siguiendo las fases de la DHO con la
finalidad de construir el objeto circunferencia. Para el disefio de estas actividades,
también consideramos los resultados del analisis de las investigaciones anteriores

y los resultados del andlisis de los textos didacticos.
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5. Analisis de los resultados obtenidos en las actividades disefiadas segun la DHO.

Los pasos descritos anteriormente nos ayudaran a lograr los objetivos propuestos de esta
investigacion. Es decir, los pasos 1 y 2 nos permitiran alcanzar nuestro primer objetivo
especifico: ldentificar en investigaciones precedentes, en Educacién Matematica, los
problemas de aprendizaje que presentan los alumnos al estudiar el concepto de
circunferencia. Los pasos 3 y 4 nos permitiran lograr nuestro segundo objetivo
especifico: Disefiar una secuencia de actividades utilizando como fundamento los
principios de la Dialéctica Herramienta-Objeto y mediadas por el software GeoGebra.
Finalmente, el paso 5 nos permitird lograr nuestro objetivo general: Analizar a través de
una secuencia de actividades que sigue las fases de la Dialéctica Herramienta-Objeto y
mediadas por el software GeoGebra, la construccion del concepto circunferencia desde

el cuadro de la Geometria Analitica en estudiantes de quinto de secundaria.

En el siguiente capitulo, presentamos lo que corresponde al objeto matematico en

estudio.
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CAPITULO 3

LA CIRCUNFERENCIA

El capitulo presente hace referencia a algunos aspectos de la evolucién historica del
objeto matematico en estudio desde la geometria sintética hasta la creacion de la
geometria analitica. Asimismo, tratamos sobre cdmo se trabaja este concepto en los

textos didacticos mas usados en la educacion secundaria de nuestro pais.

Es importante resaltar la importancia sobre el desarrollo historico del objeto matematico
trabajado en el salon de clase, ya que nos permite conocer el origen y evolucion de
dicho objeto. Asimismo, es una herramienta clave para trabajar con alumnos que cada
dia presentan menos atencidn e interés en el aprendizaje de la matematica, debido a que

este Ultimo es presentado como un conocimiento acabado (teoremas, definiciones, etc.).

En ese sentido, los matematicos educadores Sierpinska y Lerman (citado en Carmona,

2011) aseveran que:

Este tipo de estudios provee explicaciones detalladas de los procesos por los que se
desarrolla una idea matematica, observando las condiciones de desarrollos pasados, los
momentos en los que se negocian y agregan significados ampliandose campos de
estudio o los puntos en la historia en los que se descartan ideas y nociones asociadas a
los conceptos en cuestion. (p. 6).

Antes de mostrar los aspectos historicos de nuestro objeto en estudio. Debemos tener en
cuenta que no es posible saber exactamente dénde y cuando aparecié nuestro objeto
matematico, asi como las otras nociones, pues los historiadores matematicos sefialan
que la matematica aparecid en distintos lugares del mundo. Al respecto, Dumham

(1995) manifiesta que:

De los origenes primitivos de las mateméticas no quedan vestigios. La informacion
sobre los mismos se ha perdido irrecuperablemente, y de la misma manera que no
podemos determinar quién pronuncié la primera palabra o quién entoné la primera
cancion, tampoco tenemos idea de quién describi6 las mateméticas por primera vez. (p.
257).

A partir del texto citado, podemos decir que nuestro objeto en estudio no emergio en
ningln punto particular. En ese sentido, las nociones matematicas, segun Dumbhan,
“aparecen en los registros historicos en muchas regiones diferentes por todo el planeta”

(p. 257). Por ejemplo, el teorema de Pitigoras se puede descubrir en méas de un lugar.
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Sin embargo, también es necesario aclarar que nuestro objeto circunferencia es
inherente al circulo; es decir, hablar de la circunferencia es también hablar del circulo y
viceversa, aunque sabemos que ambos términos son diferentes. Aclarado esto, en el

siguiente punto utilizamos ambos términos como un todo (nuestro objeto en estudio).

3.1. Aspectos historicos

Empezaremos presentando la belleza de nuestro objeto matematico y su importancia
para los otros objetos. Al respecto, el historiador Dunham (1995) sefiala que:

La circunferencia, seguramente ha sido, uno de los conceptos geométricos mas
importantes. Las circunferencias son sencillas, elegantes y bellas, dotados de una
auténtica perfeccion en dos dimensiones. En manos de los griegos fueron interesantes
no solo en si mismos, sino como herramientas primarias para explorar otras ideas
geomeétricas. (p. 49).

Esta afirmacion nos permite decir que el objeto circunferencia tuvo influencia en la
creacion de otros objetos. De la misma manera, el autor sefiala que fue de gran utilidad

el uso de la regla y el compas para las construcciones geomeétricas desde dos aspectos:

Fueron instrumentos de fécil acceso para dibujar las figuras tangibles y el segundo, en
un sentido mas abstracto, estas herramientas consagraron la linea recta (mediante la
regla) y la circunferencia (mediante el compas) como las claves de la existencia
geométrica. Con la firme precision de la linea recta ideal y la perfecta simetria del
circunferencia ideal, los griegos crearon sus figuras geométricas y, a partir de ahi, sus
teoremas geométricos. (p. 120).

Es evidente, que la supremacia de la circunferencia y la recta (claves de la existencia de
la geometria) era de caracter extraordinario para los matematicos griegos, y para la
construccion de otras nociones matematicas, en especial en la geometria. He aqui su
importancia para nuestro estudio. La circunferencia es un término que se ha vuelto muy
usual para cualquier individuo. Su construccion es sencilla, pero al mismo tiempo
necesaria en muchas construcciones geométricas. En consecuencia, podemos dar la
siguiente definicion: una circunferencia es una figura plana en la que todos sus puntos
estdn a una misma distancia (radio) de un punto fijo (centro) en el mismo plano. La
curva que encierra dicha figura es la circunferencia. Asi, al observar un circulo podemos
notar que todos son de la misma forma Al respecto, los matematicos sefialan que todos
los circulos son semejantes. Como sabemos, la razén de la longitud de la circunferencia
al diametro es la misma para cualquier circulo. En ese sentido, sabemos que si C es la
longitud de la circunferencia y D el didmetro, los matematicos sostienen que la razon

C/D es siempre constante para cualquier circulo. Dicha constante se refiere al numero
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m = 3.14159 ..., esto es, %z 7. De aqui podemos obtener que C = 7D y como D =

2r, al remplazar se obtiene C = 2nr.

Nuestro objeto ha llamado la atencién de muchos matematicos famosos a lo largo de su
evolucion. Asi, sobre la linea de tiempo de la matematica, nos situamos
aproximadamente en el afio 1650 a.C., cuando descubrieron, en el Antiguo Egipto, el
papiro de Ahmes que contenia decenas de problemas matematicos con sus respectivas
soluciones. Por ejemplo, contiene una seleccion de cuestiones geométricas, y la mas
misteriosa de las cuales es el problema 50 que dice: “Un campo circular tiene un
diametro de 9 khets. ;Cudl es su area?” (Dunham, 1995, p. 260). Lo que resulta
interesante es que a partir de su solucion se puede obtener el célculo aproximado del
valor de m (que guarda mucha relacion con nuestro objeto). En los afios 300 a. C., nos
encontramos con Euclides, quien en su gran obra Los Elementos, que consta de trece
tomos/volumenes, dedica especial atencion en el volumen Il sobre los teoremas
relativos a la circunferencia, las tangentes, las cuerdas y la medicion de angulos. El
tomo 111 consta de once definiciones y treinta y siete proposiciones, cinco de ellas son
problemas y las otras, teoremas. Uno de los postulados que considera esta referido al
hecho de que es posible trazar un circulo con un centro y una distancia cualesquiera. El
circulo también tuvo su lugar en el interés del gran matematico Arquimedes, quien vivio
en los afios 287-212 a.C. Utiliz6 la técnica de aproximar poligonos a circulos para llegar

a su célculo significativo mas exacto de 7.

Otro aspecto considerado en este capitulo sobre nuestro objeto es el referido a las
grandes aplicaciones y descubrimientos de gran importancia en nuestra historia, esto es,
la rueda, que tiene la forma de una circunferencia y circulo. Empezaron con los rodillos
y los trineos y fueron aprovechados por los sumerios (8000 a.n.e) para transportar
objetos de gran tamafio y peso. En nuestros dias toman un papel fundamental sobre el
transporte (sistemas mecanicos) que utilizan mecanismos simétricos circulares y en
otros muchos campos complejos, es decir, la circunferencia tiene diversas aplicaciones.
Otra utilidad indispensable como herramienta es en las construcciones geométricas o

planos en el software matematico (GeoGebra, Cabri 11-111, AutoCAD, etc.).

De otro lado, es pertinente describir la evolucion histérica respecto a las
representaciones algebraicas y gréficas. Hablar de estos ultimos, es adentrarnos a las

secciones conicas, pues es sobre estas conicas donde esta inmerso nuestro objeto
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circunferencia visto desde el cuadro de la geometria analitica. Para ello, es importante
entonces identificar qué matematicos de la historia aportaron sobre las secciones
conicas. En ese sentido, Boyer (1968) sefiala que:

[...] habia curvas adecuadas, que se podia obtener todas por el mismo método, a saber,
cortando un cono circular recto por un plano perpendicular a un elemento o generatriz
del cono; es decir, lo que se le atribuye a Menecmo es precisamente el descubrimiento
de las curvas que recibieron mas tarde los nombres de Circunferencia, elipse, parabola e
hipérbola. (p. 132).

El autor menciona que Menecmo (vivio entre los afios 380 y 320 a. C) fue quien
descubri6 dichas curvas. Por ejemplo, sefiala que al cortar un cono por un plano
perpendicular a su generatriz, la curva que se genera de la interseccion del cono y del
plano es la ecuacion. Hablando en términos de la geometria analitica moderna, se puede
expresar en la forma y? = Ix. Sobre esta primera igualdad, no se sabe cémo lo
obtuvo.Sin embargo, lo que Boyer manifiesta al respecto es que “no sabemos cémo
obtuvo Menecmo esta propiedad, pero lo cierto es que depende exclusivamente de
algunos teoremas de geometria elemental” (p. 132). En ese sentido, Boyer (1968)
sostiene que algunos historiadores indican que “Menecmo ya conocia en cierta forma la
geometria analitica” (p. 134). Sin embargo, el autor afirma que la opiniéon de los
historiadores carece de justificaciones, pues sefiala que en la época de Menecmo

desconocian que una ecuacion arbitraria en dos indeterminadas determina una curva.

Se le atribuye también a Apolonio de Perga (262 - 190 a.C.) los aportes referentes a las
secciones cénicas, considerado este Ultimo como una de sus grandes obras. Al respecto,
el autor asevera que “las conicas de Apolonio fueron sin duda las mejores obras en su
género en la matematica antigua” (p. 194). Es un tanto dificil determinar
especificamente quién fue el que estudio profundamente las secciones conicas. Pero el

historiador Boyer sefiala que Apolonio:

Llevo el estudio de las antiguas curvas a un punto de vista mas moderno al sustituir el
cono de una sola hoja por un cono de dos hojas. De hecho, Apolonio da la misma
definicion de cono circular que se utiliza actualmente. (p. 195).

De la misma manera, el autor afirma que los procedimientos que utilizd Apolonio
cuando trabajo las conicas son similares en muchos aspectos “al planteamiento analitico
moderno, motivo por el que su obra se ha considerado como una anticipacion a la

geometria analitica de Descartes en unos 1800 afios” (p. 207).
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De esta manera, describimos algunos aspectos de las primeras gestaciones de la
geometria analitica. Asimismo, debemos aclarar que los precedentes de la geometria
analitica respecto a la época de Descartes son remotos, pues Menecmo y Apolonio ya
habian tenido algunas aproximaciones. También fue estudiada por Oresmes (medio), asi
como por Viete (proximo) y por Fermat. Por ejemplo, Viete aplicd constantemente el
algebra a la resolucion de los problemas geométricos. El auge de la geometria analitica,
sin lugar a dudas, tuvo su lugar en la historia de la matemaética cuando fue estudiado por
René Descartes, filosofo que vivio en el siglo XVII. Pero se sefiala también que en
Fermat, coetaneo de Descartes, en una de sus grandes obras (Isagoge ad locos planos et
solidos) antes de la geometria de Descartes, se ha encontrado lo que se considera como
la parte esencial de la geometria analitica. En su obra expone con mas claridad que en la
obra de Descartes. En ese sentido, Dunham (1995) sefiala que “los inventores de la
geometria analitica fueron Pierre de Fermat y René Descartes” (p. 391). Asimismo, el
autor manifiesta que la invencion de la geometria analitica por parte de Fermat fue
ensombrecida por sus contribuciones mejor conocidas a la teoria de nimeros y porque
no publicé a tiempo los trabajos sobre la geometria analitica. En su lugar, de acuerdo al
autor, “la gloria de la geometria analitica fue a parar al que primero lo publicd, René
Descartes” (p. 391). Desde entonces, se considera a Descartes como el padre de la
geometria analitica, quien intentd clasificar las curvas conforme al tipo de ecuaciones
que las producen. La invencién de la geometria analitica asi como el calculo marcaron

el comienzo de las matematicas modernas en el siglo XVII.

Se entiende por geometria analitica la parte de las matematicas que relaciona y fusiona
la geometria sintética con el algebra, referidas a un sistema de coordenadas. En ese
sentido, consideramos que la geometria analitica estudia las figuras geométricas usando
el sistema de coordenadas y resuelve los problemas geométricos con procedimientos
algebraicos, mediante los cuales las coordenadas se representan por grupos NUMEricos y
las figuras se representan por ecuaciones. Asi, podemos representar un objeto
matematico por una ecuacién algebraica asi como representar graficamente en sistema

de coordenadas.

Es notable la importancia de nuestro objeto como un concepto fundamental en el
proceso de construccion de otras nociones matematicas, el cual generd gran interés en
manos de grandes matematicos por su sencillez y perfecta simetria para generar otros

conceptos y teoremas. En cuanto a sus aplicaciones, tuvo una influencia muy importante
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en el sistema mecanico. Imaginemos que si las ruedas o llantas de los carros fueran
cuadradas o triangulares, como seria el desplazamiento. Y en cuanto a la geometria
analitica, durante mucho tiempo, las secciones cénicas no adquirieron un papel
relevante en los estudios matematicos, hasta que se revelé que el entorno que nos rodea
estd lleno de las secciones conicas: la circunferencia, la parabola, la elipse y la

hipérbola.

A continuacion presentamos el objeto circunferencia que forma parte del cuadro de la
geometria analitica y que se genera al cortar un cono circular con un plano

perpendicular al eje de dicho cono.

3.2. La circunferencia desde el cuadro de la Geometria Analitica

En este apartado, presentamos el objeto circunferencia desde su concepcion como lugar
geométrico, representacion grafica y representacion algebraica, es decir, desde el cuadro
de la Geometria Analitica. Las actividades disefiadas para este estudio, abordaran lo que
se presenta en este apartado. Solo cubriremos lo correspondiente al estudio de nuestro
interés, sin perder de vista que el estudio de la circunferencia es mucho mas amplio y

complejo.

Para tal efecto, consideramos necesario revisar dos textos que nos permitiran establecer
el concepto de la circunferencia: Lima (2004) y Lehmann (1980). Posteriormente,
basandonos en el analisis de los libros citados, planteamos una manera de presentar
nuestro objeto matematico, con la idea de que facilite la comprension y desarrolle las

capacidades en nuestros alumnos.
La circunferencia

Definicion: La circunferencia C es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) de R? que
se mueven de tal manera que se conservan siempre a una distancia constante
(denominado radio) r > 0 de un punto fijo C(h, k) del mismo plano llamado centro, es

decir:
€ ={P(x,y) ER%:d(P,C) =1}

La Figura 4 muestra la representacion grafica de la condicién del lugar geométrico del

punto P(x,y) definido.
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plane : B*
cireun ferencia : C
radio (r) : valor constante
centro (Clh, k) : punto fijo
Plz.y) = punto cualguicra de la civeun ferencia

Figura 4. Elementos de la circunferencia
Teorema. La circunferencia de centro C = (h,k) y radio r > 0 es el conjunto C

formado por los puntos P = (x,y) € R? tales que:
x—h)?+@@-k*=1r*......(Q)

La ecuacion (1) recibe el nombre de ecuacion ordinaria de la circunferencia y su

representacion grafica en el plano cartesiano se observa en la Figura 4.

Demostracion:

1. (—>) Sea P = (x,y) un punto cualquiera de la circunferencia de centro

C = (h,k) y radio r (véase la Figura 4). Entonces, por definicién de la
circunferencia, el punto P debe satisfacer la condicién geométrica.
d(C,P) =|CP| =7 e ccecee e . (2)

(e, y) = (hB)| =7

|(x—hy=k)|=r

VaE—h2+ @ -k?=r

Elevando al cuadrado ambos miembros en la Ultima expresién, se obtiene la siguiente

ecuacion que representa el objeto circunferencia.

x-m*+@y-K?=r°
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2. (<—) Sea un punto Py(x,,y,) cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la

ecuacion (1), de tal manera que verifica la siguiente igualdad:
(o —=h)?+ (o — k) =712

Extrayendo la raiz cuadrada en ambos miembros de la ecuacion se tiene que:

Vo — )2+ (v — k)2 = |r|

Como r > 0, entonces

Vo —m?+ o -2 =r
Luego, por la condicion geométrica de (2) aplicada al punto Py(x,, yo) Se tiene que:
d(C,Py) = [CP| =7 .
Se puede observar en la ecuacion (1) que, si se conocen las coordenadas del centro y la

longitud del radio, la ecuacion ordinaria de la circunferencia se puede escribir

inmediatamente.

A continuacion presentamos los casos particulares de la ecuacién ordinaria de la

circunferencia cuando las coordenadas de su centro toman los siguientes valores:

o Sih=0y k #0, el centro de la circunferencia se encuentra sobre el eje OY.

Entonces:

La expresion algebraica que representa

la circunferencia esta dada por:

2+ (y-li=r <>

Figura 5. Representacién grafica de la
Circunferencia con centro sobre el eje Y
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Si k=0y h=+0, el centro de la circunferencia se encuentra sobre el eje 0X.

Entonces:

La expresion algebraica que representa

la circunferencia esta dada por: ;

(x—h?+y*=1r? <——>

Figura 6. Representacion gréfica de la
Circunferencia con centro sobre el eje X
o Finalmente, si el centro de la circunferencia se ubica en el origen de coordenadas,

es decir, C = (h, k) = (0,0), Entonces:

La expresion algebraica que representa

la circunferencia esta dada por: —

x2 + yz = 2
Vv
Figura 7. Representacion gréafica de
la circunferencia con centro en el
origen de las coordenadas

La ultima ecuacion recibe el nombre de ecuacién candnica.

En la siguiente Tabla 1 se muestra el objeto circunferencia en tres formas de
representacion: textual (en términos de lugar geométrico), grafica y algebraica.
Consideramos pertinente que los alumnos diferencien el objeto y sus representaciones
con el fin de que no confundan dicho objeto con su representacion y, de esta manera, se

pueda favorecer en la construccion del objeto circunferencia.
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Tabla 1. La circunferencia y sus representaciones

Objeto Circunferencia
Representacion
La circunferencia es el lugar geométrico de un punto
P(x,y) que se mueve en un plano « de tal manera que
se conserva siempre a una distancia constante r de un
Textual .
punto fijo C(h, k) de ese plano.
El punto fijo se Ilama centro de la circunferencia y la
distancia constante se Ilama radio.
»
Gréfica
-1 h"J
Figura 8. Representacion grafica de la circunferencia
con centro fuera del origen
(x—h)?2+(@y—-k)?=1r?
Algebraica 5
x2+y?—2hx —2ky + (h> +k*—-1r?) =0

Forma general de la ecuacion de la circunferencia
Si desarrollamos la ecuacion ordinaria (1) de la circunferencia, esto es:
(x—h?+@-k?=r?
Se obtiene:
x2+y%—2hx —2ky + (> +k* —1r?) =0
Esta Gltima expresion se puede escribir en la siguiente forma:

x24+y2+Dx+Ey+F=0,.c....(3)
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Donde,
D = —2h,E = -2k yF = h? + k? — r? son constantes.

Por lo tanto, se ha deducido que cualquier ecuacion de la circunferencia se puede
escribir de la forma (3), conocida como la forma general de la ecuacién de la

circunferencia.

Reciprocamente, ¢juna ecuacion de la forma x? + y?+ Dx + Ey+ F =0 siempre
describe una circunferencia? Para responder esta cuestion, pasaremos de la forma
general (3) a la forma (1) recurriendo al método de completar cuadrados. Agrupando

en la ecuacion (3) se tiene:

(x2+ Dx) + (y*+ Ey) = —

. 7 D% E? :
Sumando en ambos miembros los numeros Y se obtiene

)8 +D2 B +E2 D2 + E2 — 4F
&Y v +Ey+ 4

luego,

( +D)2+( +E)2_D2+E2—4F .
x > y > L 7 o e ()

Comparando las ecuaciones de (1) y (4), observamos que depende del valor del
segundo miembro de la ecuacion (4). Para que la ecuacion (4) represente una
circunferencia o no, se debe analizar los tres casos posibles para identificar si es una

circunferencia. Esto es:

e Caso 1: Si D? + E? — 4F > 0, la ecuacion (4) representa una circunferencia de

centro el punto C = (—g,—g) yradior = 1 D? + E2 — 4F

o Cas02:D*+E?—4F =0,siysblosix=-yy= g Esto es, la ecuacion (4)

b
2
representa el punto de coordenadas (— - - —)

e Caso 3: Si D2+ E? —4F < 0, en la Geometria Analitica, la ecuacion (4) no
representa un lugar geométrico.

Por tanto, del analisis anterior se obtiene el siguiente teorema:

Teorema. La ecuacion x? + y? + Dx + Ey + F = 0 representa una circunferencia,
solamente si B2 + E? — 4F > 0.
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Donde las coordenadas del centro y radio de la circunferencia son: C = (—2,—5) y
r= %\/D2 + E? — 4F, respectivamente.

Hasta aqui hemos presentado una parte del objeto circunferencia. Su estudio es muy
amplio y complicado tanto para el analisis como para el aprendizaje de los alumnos que

pertenecen a la Educacion Basica Regular.

Por otro lado, en el siguiente punto analizamos el tratamiento del objeto en dos textos

didacticos de educacién secundaria.

3.3. Aspectos didacticos

En este apartado, describiremos el papel de los textos didacticos como herramienta y/o
material en el trabajo educativo, es decir, su importancia en manos de los actores
(profesor y alumno) en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Seguidamente,
presentamos el analisis de dos textos teniendo en cuenta cuatro criterios: el primer
criterio se adapt6 de Morales (2013) y los restantes son considerados por el

investigador.

Tenemos conocimiento que los textos escolares son considerados como instrumento
importante de trabajo para la actividad docente y para el aprendizaje del estudiante. Asi,
segun considera Ricaldi (2011), los textos escolares “constituyen, para la mayoria de
docentes, una fuente inmediata donde se acumula la experiencia préctica de los

profesores y en cierta medida los resultados de investigaciones” (p. 53).

Por otro lado, Danisova (2007, citado en Ricaldi, 2011) asevera que:

Un libro de texto es una publicacion para ayudar al profesor con un contenido
metddicamente adaptado y limitado por el curriculo, un recurso fundamentalmente
didactico que ayuda a desarrollar un proceso educacional y que se constituye en un
instrumento que colabora para implementar el control y la evaluacion del proceso de
aprendizaje del alumno. (p. 53).

En ese sentido, los textos desempefian una funcion central en la labor educativa, al ser
un recurso que contribuye al beneficio del proceso educativo y, particularmente,
constituyen un apoyo valioso para el docente en el trabajo habitual; ya sea en clase o en
el disefio de sus actividades. Es decir, representan una herramienta que permite apoyar y
promover aprendizajes de calidad y, en paralelo, la equidad en la distribucién social de

los aprendizajes, brindando a todos los alumnos las mismas oportunidades. Bajo este
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contexto, sobre la importancia de los textos, Bravo (2007, citado en Morales, 2013)

manifiesta que:

Un objeto cultural tangible para el anélisis del discurso matematico escolar lo constituye
la figura del libro de texto, dado que es una guia imprescindible para la accion
aprendizaje de profesores y alumnos en todo proceso de ensefianza-aprendizaje de las
matematicas. (p. 64).

Por tanto, consideramos que los textos didacticos son materiales que transmiten el saber

cultural entre el autor, el profesor y el alumno.

Para propositos de nuestra investigacion describimos y analizamos dos textos utilizados
en la Educacion Basica Regular, centrando nuestra atencion en la unidad que
corresponde a la Geometria Analitica, concretamente en el tema de la circunferencia.
Dichos textos, con los criterios considerados para su analisis, nos permitiran tener un

acercamiento en relacion al tratamiento que se le da a nuestro objeto en estudio.

La siguiente Tabla 2 muestra los dos textos y las razones por los que han sido elegidos.

Tabla 2. Textos de Educacién Basica Regular elegidos para su analisis

Texto Editorial Razon por el que se eligid

Este texto ha sido elegido por ser un texto utilizado en
las escuelas estatales y es revisado y aceptado por el
MINEDU para los estudiantes del 5° del nivel

Matematica 5.

Texto oficial ) S ) .
Santillana | secundario. Finalmente, por ser el material utilizado por
del MINEDU- o
2012 los alumnos que forma parte de nuestra investigacion.

Su analisis nos permitira hacer una comparacion paralela

con el siguiente texto usado en colegios privados.

Matematiqus ) .
Hemos considerado este texto por ser el material

5. Autor: ) ) ]
) recomendado en colegios privados y, con el objeto de
Maximo de la )
c Brufio comparar este material con el texto que usan nuestros
ruz
; sujetos de investigacion, respecto a como abordan
Solérzano ) . )
nuestro objeto matematico en estudio.
(2013).
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Describiremos y observaremos en los libros citados en la tabla anterior de acuerdo a los
criterios que hemos establecido en nuestro estudio. Asi, adaptamos el criterio 1
considerado por Morales (2013) y los criterios 2, 3 y 4 establecidos por el investigador,
los cuales consideramos pertinente en esta investigacion, debido a razones que se

explicitan mas adelante. Estos criterios son:

1. La forma como el autor del texto propone o presenta la introduccion de la
circunferencia.
2. Los tipos de actividades que sugiere el autor para familiarizar la nocién del
nuevo concepto.
3. Si en el texto se usa las diferentes representaciones del objeto visto en su
representacion grafica, algebraica y textual (en términos de lugar geométrico).
4. Si en los textos didacticos sugiere el uso de las TICs: paginas webs, software de
Geometria Dinamica, etc.
En el analisis que desplegamos, se procuraré evidenciar la manera de como el autor del
texto direcciona los conocimientos necesarios para la construccion del concepto de
circunferencia, asi como la preocupacion por crear situaciones que favorezcan la
formacion del conocimiento por parte del estudiante. En ese sentido, consideramos que
la construccion de una nocion matematica es posible siempre y cuando se le dé al
estudiante la oportunidad de participar, procurar que tenga una interaccion directa con el

problema y no presentar técnicas algoritmicas inmediatas para resolver dicho problema.

En lo que sigue, describimos las razones de por qué se consideraron los criterios
mencionados. Por otro lado, para evitar confusiones y simplificar los nombres,
denominaremos con T1 y T2 a los textos didacticos del MINEDU y Matematiqus,

respectivamente.
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3.3.1. Justificacion de los criterios considerados para el andlisis de los textos
didéacticos T1y T2

Tabla 3. Justificacion de los criterios considerados para el analisis de los textos didacticos

Criterio Justificacion

La secuencia que sigue el autor, para introducir un nuevo objeto matematico,
puede ayudar como también dificultar a los alumnos cuando construyen
dicho objeto. En ese sentido, éste es un factor que debe considerar el
profesor/investigador cuando disefia sus actividades. Este criterio tiene el
objeto de analizar el perfil del texto didactico respecto a como se introduce,
particularmente, el concepto de circunferencia. Esto es, si presenta de
manera constructiva el concepto, si establece una conexién o relacion entre
las tres representaciones (textual, gréafico y algebraico), si utiliza una
secuencia u orden logico, el cual puede ayudar al docente a tener el control

del modo como el alumno aprende.

Los conceptos como distancia entre dos puntos, punto medio de un
segmento, asi como puntos que equidistan respecto a un punto fijo, son
nociones elementales para generar el conocimiento de nuestro objeto en
estudio desde el cuadro de la geometria analitica. Los mismos son necesarios
para que el estudiante pueda movilizar como saberes previos (herramientas)
en las actividades disefiadas. De otro lado, el profesor, al elegir un texto,
debe verificar la secuencia que siguid el autor para construir el concepto,
pues el texto utilizado por el grupo de estudiantes en clase sirve de
referencia del contenido que se trabaja. Finalmente, el material didactico que
considera en su secuencia las capacidades y conocimientos de los
estudiantes, puede ser util para el docente para introducir el concepto que

serd tratado.

Para este segundo criterio, el objeto es analizar si presentan actividades
relacionadas con hechos cotidianos del alumno, si el concepto trabajado esta
2 involucrado en dichas situaciones que se trabaja en clase. Estas
consideraciones por el autor en el texto didactico pueden ayudar o facilitar la

comprension y, al mismo tiempo, dar sentido y utilidad al objeto matematico
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cuando el alumno aprende; lo que seria contrario a utilizar técnicas
algoritmicas que solo permiten al alumno generar cierta aversion a la

matematica.

En nuestro estudio, para lograr la comprension del concepto de
circunferencia, el cual involucra identificar el objeto en términos de lugar
geométrico, en su representacion grafica y algebraica, nos interesa
identificar en los textos didacticos si utilizan dichas representaciones para
ayudar en la aprehension del objeto, pues centrar su andlisis del mismo en
una sola representacion puede dificultar el aprendizaje del alumno, alin mas,
confundir el objeto matematico con su representacion. Douady sefiala al
respecto que es preferible proponer problemas de modo que a los alumnos
les faciliten “atacar” al problema ayudandose en otras representaciones. El
cambio a otras representaciones hace que sea mas accesible al problema.
Asimismo, este cambio de representacion o ver desde otra perspectiva el
objeto en estudio puede ayudar a los estudiantes a apropiarse del
conocimiento y comprender el objeto desde otras representaciones, el cual se
convierte en herramienta (conocimientos antiguos) para adquirir nuevas

nociones matematicas.

Este dltimo criterio tiene como finalidad analizar si el autor del texto
didactico hace uso o recomienda algun software de geometria dinamica o
utiliza paginas webs para profundizar el estudio del objeto en cuestion, si
presenta problemas que involucren en sus soluciones el uso de TICs, si hay
problemas que solicitan seguir una secuencia utilizando algln software, etc.
Consideramos que el uso de las TICs puede ayudar a los alumnos cuando
construyen una nocion matematica, asimismo puede fomentar la autonomia
en su aprendizaje, a diferencia de las clases tradicionales que aun persisten
en diferentes ambientes de clase, donde el profesor es el encargado de
“depositar” los conocimientos sin dar la oportunidad al estudiante de
explorar, opinar, discutir y utilizar sus propios criterios para construir el

objeto.
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3.3.2. Analisis de la estructura general de los textos didacticos T1y T2

» Texto didactico 5 Matemética del MINEDU (T1)

Este texto esta dividido en ocho unidades que muestran la siguiente estructura general:

- Generacion del conflicto cognitivo

- Actividades previas

Situacion inicial |————>| -~ 'Magen motivadora
- Aprendizajes esperados y actitudes

- Informacion previa
- Actividades de recuperacion de saberes previos

- Informacion complementaria

- Introduccion

- Texto informativo

. L, - Recurso TIC
Situacién central |C———
- Actividades propuestas

- Actividades de evaluacion

- Organizador gréafico

Actividades que proponen investigaciones para responder a

Proyecto de aprendizaje ——>| problemas de contexto local. Propuesta para la realizacion de

actividades que facilitan la aplicacion y el fortalecimiento de
manera articulada, de las capacidades y actitudes trabajadas.

- Ficha de evaluacion
:> - Mas actividades de evaluacion

- Actividades meta cognitivas

Evaluacion y meta cognicion

Segun la estructura para cada unidad que se muestra arriba, este texto muestra en
general los criterios que creemos conveniente. Es decir, muestra una secuencia para
cada unidad siguiendo un orden légico. Por ejemplo, en la seccién inicial considera
actividades previas que le permiten al alumno indagar y recuperar los saberes previos
del objeto, muestra informacion previa que consiste en la presentacion de conocimientos
tratados en grados anteriores, etc. En la seccion central muestra el objetivo de la unidad

y los conocimientos que se va a aprender, luego presenta el contenido del tema en
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cuestion, organizado, con apoyo de ilustraciones, graficas y ejemplos. En la misma
seccion también considera el uso de recurso TICs que promueve el uso en actividades
(con preguntas orientadas a investigar, razonar, argumentar) con hojas de célculo y
paginas web sugeridas. Continta con las actividades propuestas para ser resueltas de
manera individual o grupal. Dichas actividades estan clasificadas segun el grado de
dificultad (de menos a mas). Al final de esta Seccion central, muestra el organizador
gréafico que consiste en presentar como resumen el contenido de la unidad relacionando
cada area desarrollada en dicha unidad. En la parte de Proyectos de aprendizaje
presenta actividades de investigacion relacionadas con contextos locales y capacidades
del &rea. Se parte con una situacion problema y se trabaja con tiempos establecidos.
Finalmente, se presenta la Evaluacion y Meta cognicién que consiste, basicamente, en
actividades de la unidad segun las competencias: razonamiento y demostracion,

comunicacion matematica y resolucion de problemas.
= Texto didactico Matematiqus 5 (T2)

Este texto esta dividido por areas: Aritmética, Algebra, Geometria, Trigonometria y
Estadistica. Cada area se subdivide en unidades. Por ejemplo, el area de Geometria se
subdivide en tres unidades, donde la unidad tres contiene nuestro objeto matematico en

estudio.

Cada unidad tiene una informacién adicional relacionada con el tema que se va tratar.
Sin embargo, la informacién que se muestra en la unidad tres que contiene nuestro
objeto, no guarda, en absoluto, ninguna relacion con la nocion de circunferencia ni con
las otras secciones coénicas. Esta informacion es estrictamente relacionada con la
Geografia. No obstante, consideramos que la informacién adicional deberia tener un

contexto del objeto que se va tratar.

De otro lado, como en la mayoria de los casos, el texto inicia la unidad presentando la
parte teorica del objeto, en seguida, muestra problemas y ejercicios intra-matematicos,
es decir, estrictamente matematicos, asi como una preferencia al trabajo algebraico.
Pues, las actividades que muestra, no requiere ni solicita el uso de la representacion

gréafica para la solucion.

Considerando los criterios anteriores ya descritos y justificadas en la Tabla 3, en lo que

sigue se muestra el andlisis de los textos didacticos (T1 y T2) seleccionados para
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nuestra investigacion. El analisis corresponde a las unidades (unidad 7 en T1 y unidad 3

del &rea de Geometria en T2) que contiene al objeto circunferencia.

1. La forma cémo el autor del texto propone o presenta la introduccion y
definicion de la circunferencia

Para el texto T1. En la primera pagina de la unidad 7, el autor define qué es y como se

genera una seccion coénica, enseguida presenta los diferentes tipos de curvas: la

circunferencia, la pardbola y la elipse, las que se obtienen segun la inclinacion del plano

que se intersecta con la superficie conica. La siguiente Figura 9 muestra la presentacion

del objeto circunferencia.

Ecuaciones de la circunferencia

La circunferencia es el lugar geométnco de los puntos del plano que equidistan

de un punto fijo llamado centro (C),
Construcsion de la

Ecuacion con centro en el origen circanierencia

4
Para obtener la ecuacién candnica de la circun Yt .
ferencia, con centro en el origen, ubicamos un V5 r A
punto cualquicra Pix; v) de la circunferencia con 3
centro C(0: 0) y calculamos la distancia entre am- - TR TR
bos. Es decir

de,=r= E—0F # (y—0) =r= '+

Ecuscién candnica: r' = x° + v

Aepresentacidn grifica de
Bexsy

¢

S Halla la ecuacion de la circunferencia de centro C((%; 0) que pasa por INi; 4. |
et + Calculamos el radio reemplazando P(3: 2) en la ccuacion candnica:
% C=X4y -r=34+4 «ru\9+16 +r=51u
5 « Determinamos Ty ecuacion: =8 +v° -+ 23= + ¥
La ecuacion de In circunferencia ¢s 25 = x° +
w Dada Ia ecuacion de la circunferencia x* + y° - 52 = ), halla las coor- B

.'E F
g
denadas de su centro v el valor de su radio. i

Ecuacion con centro en el punto C(h, k)

Para obtener la ccuacidn ordinaria de Ja circunferen- v
cia con centro Ch; k), identificamos un punto cual- LSl
quiera Pix; v) de la circunferencia v caleulamos su ‘ -
distancia al centro C. Es decir; kt ‘
=T Cihe k
d =r=(x=h' +({y-£&)

o
|

Ecuacion ordinaria; © = (x— i) + (y— &7

Sea la circunferencia de ecuacion (x + 2)° + ‘l_v +5) = 49, Halla las
coordenadas de su centro, el radio y graficala,

» Identificamos las coordenadas del Y4
centro Coh, K) de Ja circunferencia;

- =) D
b==2 k==35— C(-2; <5) 5
* Calculamos el radio: =49 —~ =Ty Cis
El centro de la circunferencia es C(-2: -5)
y el radio made 7 v, .
-2

ﬁ Grafica la circunferencia de ecuacion (x = 51 + (y + 8)° = 81, Halla las
coordenadas del centro v determina su radio.

Figura 9. Presentacion del objeto circunferencia con centro fuera del origen
Fuente: Matematica 5 (2012, p. 210)
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En la Figura 9, observamos que el autor presenta el objeto definiendo en términos de
Lugar Geométrico (LG), lo cual, creemos que es importante. Sin embargo,
consideramos que definir la circunferencia desde su concepcion como LG en el contexto
de la geometria analitica seria lo méas adecuado (véase el punto 3.2), ya que el tema se
esta desarrollando dentro del cuadro de la geometria analitica.

Por otro lado, observamos que para obtener la ecuacion candnica que representa a la
circunferencia, no utiliza la definicion de LG, es decir, no establece una relacion o
conexion entre la ecuacion y la definicion. Esto ocurre también, cuando muestra la
ecuacion ordinaria que representa la circunferencia.

En cuanto a los ejemplos que muestra. En el ejemplo 6 solicita hallar, entre otras cosas,
el radio de la circunferencia, un término que utiliza cuando en ningln momento se ha
definido quién o qué relacion tiene el radio con el objeto. Pensamos que la falta de
informacidn y conocimiento de términos claves de una nocién matematica, simplemente
a los alumnos podria confundir o no entender el enunciado de los problemas. Para evitar
esto, consideramos que se deberia hacer explicito los términos involucrados en el objeto
que se va desarrollar.

De otro lado, notamos que para obtener las ecuaciones (canonica y ordinaria) que
representan la circunferencia, el autor utiliza la propiedad de distancia entre dos puntos.
Sin embargo, en los ejemplos solo se limita a reemplazar los datos en la ecuacion. Este
procedimiento que se sigue, pensamos que podria aislar el objeto de otras nociones o
conocimientos antiguos. Asimismo, con el intento de mostrar méas sencillo y econémico
el proceso de resolucion de los problemas, el autor puede generar conflictos cognitivos
cuando se presenten problemas que requieran el conocimiento de otras nociones.
Finalmente, consideramos que la ecuacion canonica de la circunferencia (con centro en
el origen del sistema de coordenadas) deberia presentarse después de la ecuacién
ordinaria (con centro fuera del origen de coordenadas), debido a que la primera es un

caso particular de la ecuacion ordinaria.

Para el texto T2. En este texto, a diferencia del texto T1, no muestra ni explica como se

obtiene las secciones conicas: circunferencia, parabola, elipse e hipérbola.

De otro lado, en la siguiente Figura 10, observamos que el autor define a grandes rasgos
el objeto circunferencia en términos de LG. Decimos esto, porque no especifica si los
puntos que equidistan de otro punto fijo se encuentran en el plano o en el espacio.

Asimismo, al igual que en el texto T1, define el objeto como LG desde el punto de vista
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de la geometria euclidiana. Sobre esto, como se habia comentado anteriormente,
pensamos que es pertinente definir desde el cuadro de la geometria analitica, esto
debido a que el objeto se esta desarrollando en dicho cuadro.

m En nuestro estudio de la geometria elemental, hemos definido la circunferencia come
¢l lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de un punto interior Hamade
A la ccuacion normal de centro.

la circunferencia, s¢ e
conoce como la ecuacion

ordinaria de la ecuacion de ECUGClqn no_'mQF de lu FlrcunferenCIa
una cicunferencia, porque Sea una circunferencia de radio r. de centro c(h,k) y un punto cualquiera de la ¢
nos permite  obtener mas cunferencia P(x,y). ¥

ripida y ficilmente sus Por definicion de circunferencia, 4
caracteristicas iﬂ]p\)ﬂ;l'\h.'.\ X L D s
(centro y radio) CPl=r )
) | ”1 // )p(.x,\
. o < : [ ¥ \
Aplicando la formula de la distancia, tenemos: ( e
s |\ T(hk) |
Recuerda Vix=h)y +(y—k) =r \ /
— ; \\(L / » L
ara determinar la ecuacion De 2 2 2 -~ —
donde, (x—=h) +(v—k) =r —
de la cincunferencia basta ( ) (" )
con conocer el centro y la Ahora si el centro estd en el origen, entonces h = 0 y k = 0. Por tanto la ccuacion
distancia o radio que hasta convierte en:
un punto cualquiera de esa x +_t'l = r:

circunterencia, . L 1
X"+  =r", es el tipo mds simple de la ecuacion ordinaria de una curva , se ¢
mina frecuentemente forma candnica.
Notamos que la ecuacion puede escribirse inmediatamente, si se conocen las coos
nadas del centro y la longitud del radio.
Asi, hallar la ecuacién de la circunferencia, cuyo centro s ¢l punto C (-5; 2) y &

radio 3.
Graficamos y procedemos asi: "
c(hk)=c(—5:2)
h=—3k=2yr=3 ST
S : R
La circunferencia es de la forma / r_-"\
o 2 3 - ( Cyg .||.. ST ¢
Ci{x=h) +(y—k) =~ { ¥
y 2 ' - \.\ /,
Ci(x=(=39)) +(y-2)' =3 =y
(’:(v\'+5)"+(|~—2)'\=‘1 v

Figura 10: Presentacion del objeto circunferencia en el contexto de la geometria analitica
Fuente: Matematiqus 5 (2012, p. 210)

Notemos que para obtener la ecuacion ordinaria que representa la circunferencia, al
igual que en texto T1, utiliza la propiedad de distancia. Pero, a diferencia del T1, el
autor de este texto obtiene la ecuacion canonica del objeto como un caso particular de la

ecuacion ordinaria. La cual, para esta investigacion, es considerado pertinente.

En cuanto al ejemplo que plantea, observamos que la solucién que procede el autor, es
el mismo procedimiento que en el texto T1, es decir, al identificar los valores de h y k
luego de igualar en punto C(—5,2), simplemente reemplaza en la expresion algebraica.
Pensamos que cuando el alumno utilice este procedimiento, es posible que pueda
confundir en la operacion de los signos y obtener una ecuacion que no corresponde a la
circunferencia de centro el punto C. Ademas, es un procedimiento que no permite

obtener o construir la férmula (representacion algebraica) sino, solo permite utilizar
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como una expresion acabada, asi como aislar de otras nociones. De aqui proponemos el

siguiente procedimiento:

- Si se tiene como dato el centro y el radio de una circunferencia, entonces, con la
ayuda de un compéas o de algin software es posible trazar la representacion
gréfica del objeto.

- Una vez representada, se puede ubicar un punto P(x,y) cualquiera en la
circunferencia. Luego, se puede emplear la propiedad de distancia entre dos
puntos (C y P) e igualar al valor constante (radio de la circunferencia). La ultima

igualdad que se obtiene es la expresion buscada.

Este procedimiento puede ayudar a los alumnos comprender que las férmulas o las
ecuaciones que representan al objeto se obtienen a partir de la gréafica. Asimismo, el
hecho de realizar la representacion grafica y a partir de este obtener la ecuacion, facilita
ver el problema desde otro angulo o perspectiva, asi como identificar en la ecuacién que
las variables (x e y) representan las coordenadas de un punto cualquiera en la
circunferencia. Del mismo modo, cuando los alumnos tratan de interactuar con
diferentes representaciones del objeto, este permite diferenciar o distinguir el objeto

matematico de sus diversas representaciones.

2. Los tipos de actividades que sugiere el autor para construir la nocion del
nuevo concepto
Para el texto T1. En este criterio analizamos las actividades que son desarrolladas en el
texto por el autor para construir el objeto circunferencia, las actividades que son
propuestas para el alumno y la relacion que guardan dichas actividades con el quehacer
cotidiano del estudiante. Al respecto, el autor durante la construccion del objeto muestra
8 ejemplos resueltos y 4 ejercicios para ser desarrollados por el alumno. De otro lado,
las actividades propuestas para que trabajen los alumnos de manera individual o grupal
son 7 preguntas. Luego, presenta un grupo de actividades para seguir aprendiendo que
contienen 44 problemas sobre rectas, circunferencias, parabolas y elipses, de los cuales
14 problemas son sobre nuestro objeto. Finalmente, propone la ficha de evaluacién final
(evaluacion y metacognicion) que consta de actividades que permiten ayudar a
comprobar el logro de los aprendizajes esperados. Dichas actividades, al igual que en
las actividades anteriores, son presentadas segun las capacidades y competencias del

area y con grados de dificultad diferentes.
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Por otro lado, observamos que existen algunos problemas que no estan propuestos

adecuadamente, es decir, confunden el objeto con sus representaciones al momento de

plantear. Veamos en la siguiente Figura 11.

®rozse S

v.' Relaciona cada circunferencia con su ecuacian, 4 Halla la ecuacion general de la circunferes
B s v £ cia que contiene Tos puntos indicados, Lues:
(. \ ’ -\\.‘ 3¢ grafica;
J X* a) A(-7:2), B(1:-2) y C(-2; -3)
-t ! ! | ~
s P “r”i ST pe b) A(=6; 9}, B(6; 1) y C(6; -9)
\ /% 7 ¢) A <10), B(3; 8) y C(-3; 6)
B Lo e g
+ \ o 5 Determina la ecuacion de Ja recta tangents &
T ' &5 la circunferencia en el punto P.
iy A X+ -2-4=0:P(2:2)
_ : b) % 437 + 125x - Ty = 314; P(2; -8)
L a) EESRE RSSO ©) 727+ 79" + S4x + 108y = 467: P(=3: 4)
Yay=16 3
N b) ¥ 6 El centro de una circunferencia o5 o intersee-
- 2 . . A A T UL, S L y fe 9 -
o) (XH6FF (=4 =16 e cion defiy-2x—1=0yl:x+y-7=0
3| G, Si Iz Sx + 2r + 9 = 0 es tangente o ells

& G+5i+yi=16 determina su ecuacion ordinaria.

2 Halla la ecuacidn candnica de la circunferencia, jar coopera
& a) De centro Ci0; 0) ¥ que pasa por el punto kel i L ool
(=3: 5). | Determina si cada par de circunferencias son se-
b) De centra C(0- 0 S T canles, tangentes o extenores,
¢} De centro en el eje positivo X, que pasa
por ¢l origen de coordenadas, y cuyo radio

a) C 1:+\"'—fn+2.|+h:n

C:l,\!- V' + 6 -4y-3=0

mide 2 u. b) Cpia’ 4y =8
> . « 2 Cox’+ ¥ +4y=0
3 Representa grificamente la circunferencia en CEEE %S e
& los siguientes casos, usando los datos adecua- Sl 20+ hx=yaTul
damente: Ci2¢+2y" —2v+ 6y +3=0
a) Centro en el punto (3; 2} y radio 5 u. d) C:3r'+37 - 12=0
b) Centro en el punto (-4: -2) y didmetro & u, [ Col+y+2y=0
¢) Centro L4y 2 4 ( i
. en cllpunln(.\.-h) tangente al eje X, ‘ €) Coxl+y 64 8y—1=0
d) Centro en el punto (0: 3) y tangente a | I
B ¥ tangente a la Cix" +y +4x-2y~11=0

recta x=7.

Figura 11. Actividades sobre el objeto circunferencia
Fuente: Matematica 5 (2012, p. 214)

Observamos que en la pregunta 1, el autor hace referencia explicitamente que el objeto
circunferencia son las representaciones. Lo mismo ocurre en el recuadro de la pregunta
seis (para trabajar cooperativamente), pues sefiala que las circunferencias son las
ecuaciones. Sin embargo, en la pregunta dos, por ejemplo, explicitamente solicita trazar
la representacion gréafica del objeto circunferencia. La cual permite distinguir el objeto

matematico abstracto de su representacion.

Es evidente que al momento de plantear los ejercicios, el autor no tuvo en cuenta que las
ecuaciones y las graficas son representaciones del objeto circunferencia. De aqui que
proponemos el siguiente replanteamiento a los enunciados de cada problema (1 y 6):

- problema 1: Relaciona cada representacion grafica de la circunferencia con su

respectiva ecuacion.
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- problema 6: Determina si cada par de ecuaciones que representan

circunferencias son secantes, tangentes o exteriores.

Comentario con respecto al texto T1. El autor de Matematica 5 sefiala que la

matematica tiene como objeto desarrollar las capacidades del alumno para lograr las

competencias organizadas en:

Razonamiento y demostracion, para que formules e investigues conjeturas
matematicas; desarrolles argumentos y compruebes demostraciones matematicas; y
para que elijas y utilices varios tipos de razonamiento y métodos de demostracién, [...]
Comunicacion matematica, para que organices y comuniques el pensamiento
matematico con coherencia y claridad; para que expreses ideas matematicas con
presién; para que conozcas conexiones entre conceptos matematicos y la realidad, y los
apliques a situaciones problematicas reales, [...] Resolucion de problemas, para que
construyas nuevos conocimientos resolviendo problemas de contextos reales o
matematicos; para que apliques y adoptes diversas estrategias en diferentes contextos,
y para que al controlar el proceso de resolucidn, reflexiones sobre este y tus resultados.

(p. 3).
Segun este parrafo, el autor asegura que las actividades propuestas permitiran al
alumno utilizar varios tipos de razonamiento y demostracion, conectar el concepto
matematico con la realidad y construir nuevos objetos resolviendo problemas de
contextos reales. Sin embargo, para lograr la competencia de RD no se ve reflejada
cuando presenta sus actividades resueltas, pues solo utiliza una sola técnica de
resolucion sin dar la oportunidad al alumno para demostrar otras formas de resolver o
deducir los problemas. Asimismo, la competencia de RP no se ve reflejada en las
actividades disefiadas por el autor, ya sea para construir el objeto o en las actividades
propuestas para los alumnos, pues no presentan actividades en contextos reales para
construir el objeto. De otro lado, debemos resaltar que muestra una organizacion de lo
aprendido durante la unidad, es decir, muestra un resumen con el objeto de relacionar
los temas trabajados en dicha unidad; asimismo, presenta situaciones que permiten a
los alumnos comprobar su aprendizaje durante la unidad y proyectos de aprendizaje
que les permiten investigar sobre el objeto estudiado. Sin embargo, en los proyectos de

aprendizaje no esta involucrado el objeto circunferencia.
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Para el texto T2. Las actividades estan estructuradas de la siguiente manera (véase la
siguiente Tabla 4).

Tabla 4Distribucion de las actividades del T2
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DEL PERU

Practica

dirigida

Problemas

Modelo

Problemas

propuestos

Ecuacion normal
de la
circunferencia
(ordinaria 'y

candnica)

3
problemas
para
completar

17 problemas, de los
cuales los nimeros
impares son parcialmente
resueltos por el autor y
los pares son propuestos
para el alumno e incluye

Sus respuestas.

14 problemas agrupados
segun el nivel de
dificultad; nivel 1 con 8
problemas y el nivel 2

consta de 6 problemas.

Ecuacion general
de la

circunferencia 'y

Ecuacién de la
recta tangente a
una

circunferencia

3
problemas
para

completar

16 problemas: los
impares estan
parcialmente resueltos
por el autor y los pares
propuestos para el
alumno e incluye las

respuestas.

15 problemas agrupados
segun el nivel de
complejidad: Los 10
primeros son del nivel 1y

los restantes, del nivel 2.

En cuanto al texto T2, también hemos notado que algunos problemas no estan

redactadas adecuadamente, pues al igual que en el texto T1, observamos que el autor

confunde el objeto con su representacion. Una muestra de ello, es el enunciado que se

muestra en la Figura 13. En este enunciado, el autor confunde la ecuacion con el objeto.

Sin embargo, existen problemas que estan formuladas correctamente (véase la Figura

12), ya que explicitamente expresa que la ecuacidn representa el objeto circunferencia.

centro y el radio.

Si la ecuacién x* +y°> —8x+9y—74=0 repre-
senta la ecuacién de una circunferencia, hallar el

* EJ centga dela cigcunferencia
(x=2) +(y=1) =1 eselpunto(2;-1) ( )

Figura 12. Problemas 3 de Problemas Modelo
Fuente: Matematiqus 5 (2012, p. 185)
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Comentario con respecto al texto T2. El autor de este texto no incluye ningun problema
que esté relacionado con el quehacer cotidiano del alumno. Las actividades estan
dirigidas para realizar conexion entre conceptos matematicos mas no con la realidad
del alumno. De otro lado, en la resolucion de los problemas, utiliza técnicas

algoritmizadas, tal como se muestra en la Figura 14.

I Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro
es el punto C (-4; 3) y tiene radio 2.
Resolucion
C(h;k)=C(-4:3)
h=-4 , k=3 ,r=2

La ecuacion de la circunferencia es

(x=hY +(y=k) =r*
Luego: (x=(-4)) +(» _3)2 =22

(G I I ————

Figura 14. Problemas propuestos sobre el objeto circunferencia
Fuente. De la cruz (2013, p. 185)

En el procedimiento que sigue para resolver el problema, observamos que solo induce
al alumno reemplazar los valores identificados sin opcion de andlisis. Esta forma de
familiarizar el objeto crea dificultad en el alumno, pues no logra identificar las
variables (x e y) involucradas en la representacion algebraica. Por el contrario, Douady
sefiala que los problemas planteados facilitan el aprendizaje del alumno cuando se

puede interactuar el objeto en diferentes representaciones.

Creemos que para resolver el ejercicio, seria mas conveniente apoyarse en una
representacion grafica, y utilizar la propiedad de distancia entre dos puntos para que
pueda favorecer y comprender la relacion existente entre la representacion algebraica y

gréfica del objeto.

3. Si en el texto se usa diferentes representaciones del objeto visto en su
representacion grafica, algebraica y textual
En este criterio revisaremos las representaciones que utilizan los autores. Nuestro fin es

resaltar si el objeto matematico es presentado en diferentes representaciones.

Para el texto T1. El autor en todas las actividades que presenta utiliza diferentes
representaciones, esto es, representacion verbal, algebraica y gréafica. Por ejemplo, la
siguiente Figura 10 muestra las diversas representaciones del objeto. Para su resolucién,

estas actividades requieren que el estudiante pueda utilizar representaciones distintas.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

TESIS PUCP ' 9 CATOLICA

DEL PERU

2 Halla la ccuacion candnica de la circunferencia. °  Representa grificamente la circunferencia en
5 los siguientes casos, usando los datos adecus-
damente:
a) Centro en el punto (3; 2) y radio 5 u.
b) Centro en el punto (-4; =2) v didmetro 8 u,

0 a) De centro C(0: 0) y que pasa por el punto
(=3; 5).

b) De centro C(0; 0) yr=4 u.

¢) De centro en el eje positivo X, que pasa ¢) Centro en el punto (3: 4) y tangente al eje X.
por ¢l origen de coordenadas. y cuyo radio d) Centro en ¢l punto (0: 3) y tangente a la
mide 2 u. recta x = 7,

2 Copia en tu cuaderno y completa los espacios

6 Determina la ecuacién de cada circunferencia

& representada, &5 con los términos adecuados.
a) vt b) i a) Una ¢s la coleccion de todos los
: : puntos en el plano, tal que la distancia de
: 2 cada punto a un punto fijo es igual a su dis-
BE Y BERS < l _:,: 18 s tancia a una recta fija.
2] R E R b) Una es la coleccién de todos los
v ' puntos en ¢l plano cuya suma de sus distan-
: . cias a dos puntos fijos es una constante,
©) ‘} d) [ ¢) Una es la coleccion de todos los
Ll 1~ i 2! puntos en el plano cuya distancia a un
2 | 2% ] ..Ai._....._._. punto fijo es una constante.
2 .4 .2 X d) Para la clipse los focos pertenecen al eje
; ™

Figura 15. Actividades presentadas en sus diversas representaciones
Fuente: Matematica 5 (2012)

Comentario con respecto al texto T1. El autor del texto utiliza diversos registros en las

actividades resueltas y propuestas. Sin embargo, no pudimos evidenciar actividades
que involucren la interpretacion del objeto en situaciones textuales. Esto nos hace

pensar que hay mayor inclinacion por el uso de la representacion algebraica y gréfica.

Para el texto T2. En el anélisis del T2 pudimos evidenciar solo dos representaciones
gréficas del objeto: una circunferencia con centro C(h, k), radio r y otro ejemplo del
mismo con centro C(—5,2), radio r = 3. En lo que sigue, las actividades que propone el
autor estan constituidas por representaciones simbolicas y algebraicas. Por ejemplo, la
siguiente figura es parte de la practica dirigida que consiste en reconocer por parte del

alumno los elementos caracteristicos del objeto y la ecuacion canoénica u ordinaria del

mismo.
L0 Escribir V (verdadero) o F (falso), en las afirma- * El centro de la circunferencia

clones siguientes (x— 2)3 3 (‘ . 1)3 =9 es el punto (-1:2) (

* Laecuacion de la circunferencia « FEl centro de la circunferencia
x> 41> =9 , tiene por centro el punto ( 2 2
Agavl x—1) +)* =1 esel punto (1; 0) (
0:0) L) . £ §

- . u + El radio de la circunferencia x* + y* =9,

x° =y~ =1 es la ecuacién de una es 9 ; {
circunferencia de radio 1 @ ) )

Figura 16. Actividades de la practica dirigida
Fuente. De la cruz (p. 184)
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Por otro lado, en la siguiente Figura 13 se muestra un ejercicio parcialmente
desarrollado del grupo de las actividades de Problemas modelo. En él, el autor muestra

una forma algoritmica y un procedimiento que resulta complicado para el alumno.

» " Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferen-
cia de ecuacion x>+ y*— 2x — 6y — 3 = 0, en el
punto P (-1: 6)

Resolucion
Seay — 6 =m (x + 1), la familia de rectas que pasa
por P (-1: 6)
P=AIX T T O oo sy Crade (*)
a) Hallamos “m™
X+ —=2x—=6y—3=0..ceeiernennn... (1)

Reemplazamos “y” en (1):

 + (rrix + 1 + 6)" —2x—6{({mx+m+6)—3=0
At x o 364 2m x +12mix + 6m — 2x —
Smx—6m—36—3=0
{1+ i’ )_\‘3 + Z(I": + 3m — l).\‘ + (m: +6m—3)=0
La condicién de tangencia. es:

A=0 , A=bh’—4dac

2(»1" + 3m — l)]- = 4(_1 + )(n): + 6m — 3) =0

AR T AR AR 3 L o Ko

et e e e T e e S S S

Figura 17. Ejercicio parcialmente resuelto por el autor
Fuente: De la cruz (p. 193)

Las actividades presentadas por el autor, por lo general, siguen un mismo patrén, en el
que se utiliza un proceso de desarrollo algebraico. No muestra ni una actividad en la que

solicite la representacion gréafica del objeto.

Comentario con respecto al texto T2. Las actividades parcialmente desarrolladas y las

actividades propuestas permiten el aprendizaje del objeto reduciendo a operaciones
algebraicas, dejando a un lado las representaciones graficas. Este proceso de construccién
del concepto de la circunferencia nos hace pensar que el autor da una exagerada
importancia al trabajo algebraico. Por ejemplo, para resolver la actividad de la Figura 14,
el alumno requiere un pensamiento abstracto; requiere el dominio de todas las
propiedades de los conceptos involucrados. Para una presentacion y analisis superficial en
la construccidn del concepto del objeto en estudio que presenta el autor, consideramos que

es un tanto dificultoso desenvolverse sobre ese tipo de actividades. Sin embargo, creemos

gue otra manera de presentar el desarrollo del problema podria ser apoyado de la
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representacion grafica del objeto.

De la ecuacion x? + y? —2x — 6y —3 =0,

completando cuadrados obtenemos:

(x—1)?2+ (y —3)2 =13. Representando
graficamente y ubicando el punto P (—1,6)
se obtiene la gréfica de la izquierda (Figura

18). Luego la pendiente del segmento CP es

Mep = —2. Por propiedad de

perpendicularidad de dos rectas, se tiene que

la pendiente de la recta tangente es % Por

tanto, la ecuacion de la recta esta dada por:
5 Figura 18. Representacion grafica de una
y—6= 3 (x+1). circunferencia de centro (1,3) y radio 5 unidades.

Es evidente que el apoyo en la representacion grafica en un problema puede auxiliar al
alumno y simplificar su resolucion; asimismo, ayuda en la construccién del concepto en
cuestion. Al respecto, Douady sefiala que apoyarse en otra presentacién tiene un rol
importante, ya que puede favorecer la ampliacion de los conocimientos antiguos de los

alumnos para construir el nuevo concepto.

4. Si en los textos didacticos incluye el uso de las TICs: paginas webs, software

de Geometria Dindmica, etc.
Para el texto T1. De acuerdo al analisis, se pudo evidenciar que el autor incluye en el
texto el uso de los recursos TIC (véase la Figura 19). Sugiere consultar paginas web y
sugiere también el uso del GeoGebra. Este ultimo se evidencio solo en la geometria del

espacio.

Consulta lo siguiente:

Espana. Ministerio de Educacion. (s.1.), i
Recuperado el 23 de enero de 2012, de ' ucwnales
http://recursostic.educacion.cs/gauss/wel Referencia ] dos puntos
Sigue esta secuencia: Acceso a los materiales/ . (S' ) D\Stancla enue

Materiales diddcticos/ESO. Luecgo, haz clic en TU t‘a“po 2 do 8? 23de er'e(o
“Cucrpos™ y selecciona la actividad “Volumen de de |a ﬁe[fa RGCUpe‘a A0

una piramide™. it W mt-.empO ety
Interactia con la presentacion chdc\. de 2012, de e Hetancias niml
lizando los botones azul, rojo y verde, segun lo ‘M'.Cla:,Cat‘:'ula(_u:s‘a"b as/i
creas conveniente, y desarrolla en tu cuaderno las QiSialbic
actividades propuestas,

Figura 19. Recursos TIC utilizados en el texto del MINEDU

s bibtiograficas € instit
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Comentario con respecto al texto T1. El autor del texto si incluye el uso de los recursos

TIC en las actividades propuestas con el objetivo de incentivar la investigacion y
profundizar sobre el concepto trabajado. Sin embargo, en la unidad 7 que constituye la
Geometria Analitica, el autor no utiliza el uso del software de Geometria Dinamica.
Creemos que la inclusion del mismo es muy importante, porque su utilidad se da con
mayor grado en la geometria euclidiana, la geometria analitica del plano y en temas de
funciones. Por ejemplo, Bedretchuk (2010) destaca la importancia de la inclusion de
una estrategia pedagdgica mediada por el GeoGebra, para consolidar el aprendizaje de
la circunferencia y la mediatriz como lugar geométrico, como también la importancia
del uso del GeoGebra la que le permitié en sus alumnos desarrollar la autonomia de
experimentar y validar sus conjeturas. Para esta unidad, el autor del texto sugiere

paginas web a fin de profundizar el objeto estudiado a través de las actividades.

Para el texto T2. En el analisis del presente texto, el autor no pone en evidencia ni
recomienda el uso de ningun recurso tecnolégico. Es decir, no incluye el uso de las
TICs.

Resultados sobre el analisis de los textos didacticos (T1y T2)

Con el objetivo de analizar el tratamiento del concepto de circunferencia, hemos
revisado los textos teniendo en cuenta: la introduccion, los ejemplos que presentan y las
actividades propuestas, las diferentes representaciones que utilizan para representar el

objeto, y el uso de los recursos TIC que emplean.

Luego del analisis de los dos textos didacticos hemos llegado a las siguientes

consideraciones:

- Los autores de los textos didacticos analizados presentan o introducen el concepto
circunferencia, desde su concepcion como lugar geométrico, su representacion
gréfica y su representacion algebraica. Pero la concepcion como lugar geométrico no
la utilizan en los siguientes problemas, ya sean desarrollados o propuestos.
Observamos que no establecen una relacion entre las representaciones algebraicas y
graficas. Creemos que esta propiedad debe ser analizada en detalle con el proposito
de encontrar la relacion entre dichas representaciones. A diferencia de lo que

presentan los textos, en el disefio de las actividades consideraremos la construccion
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del concepto circunferencia tomando como punto de partida su concepcién como
lugar geométrico y, a partir de este, presentar las otras representaciones sin perder de
vista la relacion que guardan los mismos.

- Los tipos de actividades que sugieren los autores, para construir la nocién del nuevo
concepto, presentan problemas donde el alumno pueda construir en base a sus
conocimientos previos o antiguos. Por otro lado, observamos que no establecen
conexiones entre la realidad y el objeto matematico. Creemos que una manera de
despertar el interés y disminuir las dificultades, cuando construyen un objeto
matematico, es mostrando situaciones o problemas cotidianos y cercanos a la
realidad de los alumnos. Esto con el prop6sito de ayudar o facilitar su construccion y,
al mismo tiempo, dar sentido y utilidad al nuevo concepto que estan construyendo.
En ese sentido, en el disefio de nuestras actividades se tendran en cuenta estas
observaciones con el propdsito de facilitar su comprensién del objeto circunferencia
y, de esta manera, disminuir las dificultades de aprendizaje del mismo. Otro aspecto
que se observo esta relacionado con el uso directo de las férmulas o ecuaciones para
obtener la solucién del problema. Por ejemplo, cuando solicitan obtener la ecuacién
que representa una circunferencia dado su centro y radio, lo que hacen es identificar
las coordenadas del centro comparando el centro (del dato) y el centro (h, k)de la
formula, y reemplazar en la expresion algebraica. Este procedimiento o técnica
podria generar confusion a los alumnos en dos casos: entender que la ecuacién es la
circunferencia mas no una de sus representaciones; y confundir que el objeto solo se
puede trabajar analiticamente. Este ultimo se da con mayor énfasis en el texto
didactico T2. Ambos textos, aun con mayor incidencia en el texto didactico T2,
utilizan este método. No fomentan el uso de otros procedimientos ni métodos para
resolver problemas. Creemos que una forma de superar esta problematica es, por
ejemplo, apoyarse en una representacion grafica y, a partir de ella, obtener la
ecuacion solicitada a través de la formula de distancia o a través del teorema de
Pitagoras.

Por ello, es importante prestar atencion a estas posibles dificultades para el disefio de
las actividades, con la finalidad de que contribuya a la comprension del concepto
circunferencia.

- En cuanto a las representaciones que utilizan los textos didacticos, hemos observado

que el texto didactico T1 da mayor preferencia al uso de las representaciones gréaficas
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y algebraicas, mientras que, por su parte, el texto didactico T2 solo utiliza dos
representaciones: algebraica y simbolica.

Estas observaciones seran tomadas en cuenta en el disefio de las actividades, pues
consideraremos problemas que involucren trabajar el concepto, desde su concepcién
como lugar geométrico, representacion grafica y algebraica, asi como las relaciones
de estas representaciones. En ese sentido, nuestro proposito es mostrar el
conocimiento en sus diversas representaciones y que éstas, a su vez, contribuyan a la
comprension del concepto de circunferencia.

- Finalmente, hemos observado que el texto didactico T1 recomienda, en todas las
unidades en las que esta dividido, el uso de los recursos TIC, tales como: sitios o
paginas web para profundizar el tema tratado, el uso de calculadoras para obtener
con exactitud los valores numeéricos, el uso del software GeoGebra y 2-Dplotting (en
Fooplot) para representar con precision las graficas de las ecuaciones de funciones.
Sin embargo, dada la coincidencia que en el cuadro de la geometria analitica, donde
nuestro trabajo aterriza, el autor no utiliza ni recomienda el uso de algun software de
Geometria Dindmica. Hubiera sido interesante que el autor utilice en esta unidad, por
ejemplo, el GeoGebra, pues este software ha sido creado y tiene mayor incidencia
para trabajar con gran facilidad en el cuadro de la geometria analitica. Con respecto
al texto didactico T2, el autor no utiliza ni recomienda el uso de algun recurso TICs.
En el disefio de nuestras actividades, creemos pertinente considerar problemas para
ser trabajados con el GeoGebra, pues éste nos permite mostrar el objeto
circunferencia en dos representaciones a la vez, y pensamos que este seria un punto a
favor para el aprendizaje del objeto en estudio.

Luego de analizar los resultados de las investigaciones precedentes, que procuraron

analizar los problemas de aprendizaje sobre nuestro objeto en estudio, y el analisis del

tratamiento que se le da al concepto de circunferencia en los textos didacticos, hemos
logrado reunir los recursos necesarios y pertinentes para iniciar la siguiente etapa de
nuestro trabajo de investigacion. Con los aportes de los dos analisis y sobre la base de
los principios de la dialéctica herramienta-objeto, nuestro siguiente paso fue disefiar la

secuencia de actividades para luego aplicarlas con los sujetos de esta investigacion.
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CAPITULO 4

EXPERIMENTO Y ANALISIS

En este capitulo describimos a los sujetos que constituyen la muestra de esta
investigacion, el disefio y la aplicacion de los instrumentos usados para la recoleccion de
los datos en esta investigacion, asi como el analisis de los resultados obtenidos
(produccion de los alumnos) de la aplicacion de las actividades (instrumentos de

recoleccion de los datos).

4.1 Descripcion de los sujetos

El colegio elegido para nuestro estudio fue una Institucién Educativa Estatal de nuestro
pais. En dicha institucion se destinan cinco horas pedagdgicas semanales al area de
matematica, siendo cada hora de 45 minutos. Asimismo, la institucién cuenta con un

laboratorio de cdmputo con 22 computadoras operativas.

Los alumnos que formaron parte de nuestra investigacion fueron seis estudiantes del
quinto afio de educacion secundaria matriculados en el afio lectivo 2013. Los alumnos
considerados para el analisis fueron seleccionados de un grupo mayor, debido a que
asistieron a todos los encuentros durante los cuales se realizé la experimentacién de

nuestras actividades.

Por otro lado, es importante resaltar el modo de trabajo que los alumnos siguieron
durante la ejecucion de las actividades. Fueron agrupados en duplas para favorecer
momentos de interaccion e intervencion colaborativa entre alumno-alumno y alumno-
profesor. Al respecto, Bedretchuk (2010) sefiala que elegir un estilo de trabajo para los
alumnos es importante, pues favorece un ambiente de interaccion intensiva; asimismo,
sefiala que este estilo de trabajo se fundamenta sobre las ideas del trabajo colaborativo.

Sobre este altimo, el autor asevera que:

Favorece las relaciones sociales de los alumnos, para fomentar el debate entre sus
compafieros, generando momentos ricos de aprendizaje donde un compafiero puede
incentivar a otro a exponer sus ideas, reformularlas, compartir sus conocimientos,
buscando el éxito de la tarea en la cual estan involucrados. (p. 51).
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Por otro lado, en cuanto se refiere al rol del profesor/investigador en este tipo de trabajo,
Douady (1995) manifiesta que “el papel del profesor no es ejercer la autoridad sino mas

bien ser un compaiero cientifico” (p. 94).

Por ello, durante el desarrollo de las actividades, se promovid la discusion y el
intercambio de conocimientos mediante el dialogo en un ambiente de trabajo
colaborativo como una accion continua, donde los problemas y objetivos son

compartidos durante la construccion del concepto de circunferencia.

Sin embargo, se ha solicitado a los alumnos participantes de este trabajo, que cada uno
deberia escribir en forma individual en sus hojas de trabajo o en la ventana del
GeoGebra utilizando la herramienta Insertar texto. Esto se realiz6 con la finalidad de
observar, a través de las justificaciones en sus respuestas, la evolucion del proceso de

construccidn del concepto de circunferencia.

A fin de proteger la identidad de los alumnos, se han sustituido los nombres por
notaciones. Asi, la Tabla 5 muestra la notacion usada para las duplas que usaremos de

aqui en adelante.

Tabla 5. Notacion de las duplas

Dupla Notacion
1 D1
2 D2
3 D3

Es pertinente aclarar que las duplas formadas fueron las mismas desde el desarrollo del
taller de introduccion al software GeoGebra (primer encuentro) hasta culminar la
secuencia de actividades (Gltimo encuentro). Por otro lado, también debemos sefialar
que los alumnos de nuestra investigacion ain no han desarrollado en sus clases el objeto
circunferencia desde cuadro la geometria analitica. Pero si tienen conocimientos previos

sobre:

¢ Distancia entre dos puntos en el plano cartesiano.

e Ecuaciones de la recta: punto-pendiente, ordenada en el origen y ecuacion
general.

e Posiciones relativas de dos rectas: rectas paralelas y rectas perpendiculares.
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Cabe sefalar que estos conocimientos previos mencionados estan contemplados en el
DCN (2009) para ser desarrollados con estudiantes de cuarto afio de educacion
secundaria (13-14 afos), lo que indica que dichos conocimientos ya han sido trabajados.
Finalmente, se pudo confirmar a través de los estudiantes y del profesor que ambos

desconocian el software GeoGebra.

4.2. Las actividades

Se disefié un taller de introduccion al software GeoGebra y una secuencia de cuatro
actividades con un solo proposito, construir gradualmente el concepto de circunferencia

utilizando como instrumento mediador al software GeoGebra.

A continuacion, presentamos el disefio e implementacion del taller de introduccion al

software GeoGebra.

4.2.1. Disefioy aplicacion del taller de introduccion al software GeoGebra

Este taller se llevo acabo en un primer encuentro con los alumnos y tuvo una duracion
de 45 minutos. Algunas de las actividades disefiadas requerian el uso del GeoGebra,
razon por la cual se ha disefiado el taller de introduccion. Asimismo, porque los

alumnos no tenian ningan conocimientos del mismo.

Como parte de la metodologia de esta investigacion, el taller se trabajé en duplas y tuvo
como proposito reconocer las ventanas del GeoGebra, asi como la interaccion de
algunas herramientas (comandos basicos) del software en construcciones elementales.
Dicho de otra manera, con el taller se pretendia que los alumnos se familiaricen con el
GeoGebra y puedan utilizarlos en el desarrollo de las actividades disefiadas para

construir la nocion de circunferencia.

El taller incluia tres preguntas. Con la primera pregunta, se pretendia que los alumnos
reconocieran la vista principal del GeoGebra, asi como sus diferentes ventanas de
trabajo, es decir, las ventanas algebraica, grafica y hoja de célculo, considerando
prioritarias las dos primeras ventanas. En esta pregunta, no les resulto inmediato
reconocer cada una de las ventanas, pero a medida que iban explorando, lograron

identificar cada una de ellas.

La segunda pregunta estuvo dirigida para reconocer cada una de las herramientas que
contiene la barra de herramientas o comandos. Inmediatamente, haciendo click en cada

opciodn, lograron hacer visible la caja de herramientas. De esta manera, pudieron
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reconocer rapidamente las caracteristicas que muestra el GeoGebra. Finalmente, con la
tercera pregunta, se pretendia que los estudiantes puedan familiarizarse principalmente
con la barra de herramientas realizando construcciones sencillas. Se evidencié que al
terminar la actividad, los estudiantes lograron realizar las construcciones de los objetos
solicitados antes del tiempo previsto, a excepcion de una dupla que presento dificultades

para ubicar cuatro puntos en el plano que equidisten de un punto fijo.

En sintesis, se logro el objetivo para este taller: se verificd que el trabajo con el
GeoGebra en clase desarrolla la autonomia e incentiva el trabajo colaborativo en los
alumnos, tal cual afirma Bedretchuk (2010) sobre el apoyo del GeoGebra en el proceso
de ensefianza y aprendizaje. Por otro lado, al culminar este taller con resultados
positivos, consideramos que, en las siguientes actividades, los alumnos no tendrian

dificultades para desarrollar las preguntas que requieren el uso del software.

Finalmente, la implementacion del taller permiti6 a los estudiantes retomar los
conocimientos previos sobre: longitud de un segmento, coordenadas del punto medio de
un segmento, ecuacion de una recta, etc. En ese estudio, los temas sefialados han sido
considerados como conocimientos necesarios para trabajar en la construccion del objeto

circunferencia.
A continuacion presentaremos el disefio de las actividades 1, 2, 3y 4.

4.2.2. Disefo de la secuencia de actividades: actividades 1, 2, 3y 4.

Las cuatro actividades, a ser trabajadas con lapiz y papel y con apoyo del software
GeoGebra, han sido disefiadas siguiendo las fases presentadas en la Dialéctica
Herramienta-Objeto y con el propésito de construir el concepto de circunferencia.
Hemos considerado pertinente utilizar este referencial teorico, porque nos permite
analizar y entender el proceso de construccion de un objeto matematico. Las fases estan
organizadas para construir un nuevo concepto. Dicha organizacion busca el aprendizaje
de un objeto matematico haciendo variar los conocimientos antiguos como herramienta
del objeto y, en algunos momentos, utilizar el objeto en la resolucion de determinados
problemas, seguido (cambiar por un ‘“después” o “posteriormente”) de una
institucionalizacion, luego, la familiarizacion con problemas diversos cuya resolucién
requiere al objeto recientemente institucionalizado. Este procedimiento, basado en la

dialéctica, puede auxiliarnos en la construccion del nuevo conocimiento matematico
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buscado. Especificamente nos ayudara en la construccion de la nocion de la

circunferencia.

En la Tabla 6, se muestra la distribucion de las actividades para las cinco fases
consideradas para esta investigacion. La distribucion se ha establecido de acuerdo a la

Dialéctica Herramienta-Objeto.

Tabla 6. Distribucion de las actividades segun las fases de la DHO

Fase Duracion Actividad Objetivo
Reconocer los conocimientos
_ Preguntas: previos (conocimientos
Antigua 1 ] ]
1,2y3 conocidos como instrumentos
explicitos).
Pregunta 1
] (itema, b, cy d) | promover la bisqueda del nuevo
Busqueda 2 o
Pregunta 2 conocimiento.
(item ay b)
Pregunta 2
2
(item c y d) Identificar el objeto en las
Explicitacion 180 actividades como nuevo
minutos | Pregunta 1 conocimiento explicito.
Pregunta 2
Organizar el saber social, las
précticas y las convenciones con
Institucionalizacion Profesor/investigador el saber del estudiante.
Reconocer el conocimiento en
su estatus de objeto.
Pregunta 1
(itema, by c) Resolver problemas diversos
Familiarizacion 4 gue constituyen situaciones
Pregunta 2 nuevas.
(itema,byc)
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Fase antigua: Actividad 1

En esta actividad, se plantearon tres preguntas para ser desarrolladas con lapiz y papel.
Esta tuvo como proposito conocer los saberes previos del concepto de circunferencia,
tales como distancia entre dos puntos, las coordenadas del punto medio de un segmento,
puntos que equidistan de un punto fijo, propiedades de una mediatriz, ecuaciones de una
recta. Estos conocimientos son necesarios para nuestro estudio por dos razones. Por un
lado, son conocimientos que se trabajan antes de nuestro objeto de estudio, es decir,
conocimientos antiguos que requerimos para el estudio del objeto. Por otro lado, son
conocimientos que pretendemos usar como punto de partida para emerger el nuevo
concepto en estudio; asimismo, son conocimientos que estan inmersos o relacionados
con el objeto circunferencia. Por ejemplo, si se solicita obtener la representacion
algebraica del objeto circunferencia, se puede utilizar la propiedad de distancia entre
dos puntos, asi como el teorema de Pitdgoras. En la construccién del objeto

circunferencia, estos conocimientos son considerados como antiguos/previos.

Esta primera actividad consta de tres preguntas, de modo que la primera tiene como
propdsito conocer si los estudiantes recuerdan el teorema de Pitagoras. Se realiza con el
fin de asegurar su utilidad cuando se les solicite a los alumnos obtener la ecuacion de la
circunferencia desde su representacion grafica. La pregunta dos tiene la finalidad de
verificar si los estudiantes tienen conocimiento sobre la propiedad de distancia entre dos
puntos y punto medio en el plano, ya que antes de abordar el concepto de circunferencia
es necesario que el estudiante tenga claro dichos conceptos. Finalmente, la pregunta tres
que consta de dos items (a y b): el item a tiene como objeto mostrar si los alumnos
saben construir la mediatriz de un segmento, puesto que este conocimiento es
primordial por la situacion con la que pretendemos generar la construccion de nuestro
objeto matematico; el item b tiene el propdsito de analizar desde la geometria analitica
las propiedades de dos rectas que se cortan formando un angulo de 90° Son

conocimientos necesarios para abordar el nuevo concepto en estudio.
Fase de busqueda: Actividad 2

En el Tabla 6, observamos que la actividad 2 forma parte de la fase de busqueda y
explicitacion. Esto se ha considerado con el propésito de no mostrar problemas
complicados. Es decir, la conexion o el salto a la fase siguiente deberian presentar
problemas accesibles y manejables para los alumnos; debido a que los conocimientos de
los alumnos sobre el nuevo objeto que estan construyendo son adn prematuros.
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En ese sentido, en la actividad 2, con la pregunta 1 (items a, b, ¢ y d) y con la pregunta 2
(items a y b), buscamos trabajar la segunda fase de busqueda de la dialéctica
herramienta-objeto, ya que durante la resolucion de estos problemas los alumnos podran
movilizar sus conocimientos antiguos en la busqueda de un nuevo concepto implicito
(el objeto circunferencia). Buscamos que los alumnos, procurando resolver las
situaciones  propuestas, puedan desarrollar nuevos conocimientos  que,
esquematicamente, hagan referencia al nuevo conocimiento implicito. Asimismo,
esperamos evidenciar en los alumnos conflictos o repercusion entre los conocimientos

antiguos y el nuevo concepto de circunferencia.
Fase de explicitacion: Actividad 1y 2

De otro lado, la actividad 2 (pregunta 2, items c, d y e) y la actividad 3 (preguntas 1 y 2)
que forman parte de la fase de explicitacion, tienen como fin homogenizar los
conocimientos desarrollados en las fases anteriores. En esta etapa, los alumnos haran
evidencia que el concepto de circunferencia es el conocimiento que se procura
desarrollar. Asimismo, se espera que los alumnos logren construir el objeto
circunferencia en términos de nuevo conocimiento explicito, susceptible de reempleo y
familiarizacion. Sin embargo, durante el desarrollo de la fase de explicitacion y la fase
de busqueda, puede ocurrir que la situacion sea propensa a bloquearse, es decir, que los
alumnos no puedan avanzar en el desarrollo de los problemas; esto puede suceder
debido a que el problema sea muy complicado. En caso ocurra esto, con los problemas
propuestos en esta actividad, nuestro papel como profesor/investigador sera direccionar
u orientar a los alumnos, procurando no intervenir directamente en el desarrollo de

dichos problemas.

Como en la siguiente etapa se busca institucionalizar el objeto en construccion, en esta
fase de explicitacién procuraremos incentivar a los alumnos al debate sobre el nuevo
objeto circunferencia que estan tratando, incitando a aclarar o explicitar sus ideas sobre
los conocimientos que han ido adquiriendo durante las fases anteriores sobre este
concepto. Esta fase es importante debido a que los alumnos, conjuntamente con nuestro
apoyo como profesor/investigador, podran discernir las ideas correctas y las incorrectas
sobre la concepcion del concepto emergente (la circunferencia). Es decir, en esta
situacion de comunicacion, de opinién, los conocimientos se transmiten diversamente
segun los propios criterios de los estudiantes, buscando asi una institucionalizacion

local. Por ejemplo, buscaremos identificar las caracteristicas elementales de la
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circunferencia, esto es, centro y radio; discutiremos si la propiedad de distancia es la

unica forma para obtener la ecuacion que representa la circunferencia; etc.
Fase de institucionalizacién: Profesor/investigador

En cuanto a esta fase, estara a cargo del profesor/investigador y tiene como finalidad
formalizar el concepto de circunferencia en su estatus de objeto matematico. Esta
situacion nos permitira homogenizar los contenidos trabajados; asimismo, permitird a
los alumnos ordenar sus conocimientos sobre el concepto de circunferencia y, de esta
manera, asegurar la evolucion de su aprendizaje. En consecuencia, la
institucionalizacion permitird oficializar algunos conocimientos que han sido
significativos para los alumnos, darles la categoria de objeto matematico e integrarlos al

saber social y a la estructura cognitiva de los alumnos.
Fase de familiarizacion: Actividad 4

Finalmente, la actividad 4 forma parte de la fase de familiarizacion y ha sido
considerada como la Ultima fase de nuestro estudio. Esta fase tiene como objetivo usar
lo aprendido del concepto de circunferencia que ha sido recientemente
institucionalizado en la fase anterior. Para lograr dicho objetivo, en la actividad 4, los
alumnos fueron puestos a prueba a través de la resolucién de nuevos problemas y

situaciones donde deberian usar el concepto circunferencia adquirido.

En el andlisis de las actividades, se prestara especial atencion a la evolucién de la
construccidn del concepto de circunferencia considerando los conocimientos previos de

los alumnos.

4.2.3.Resultados de la aplicacion de la secuencia de actividades

En este apartado, mostramos la aplicacion de cada una de las actividades de esta etapa
de la investigacidn con los respectivos objetivos que pretendemos alcanzar en cada una
de ellas y, a continuacion, mostramos la posible solucion y las posibles dificultades que
podrian presentarse cuando los alumnos trabajen dicha secuencia. Finalmente, se
presenta el analisis posterior en base a las respuestas o reproducciones presentadas por

los alumnos en cada una de las actividades.
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Actividad 1: Recordando nuestros conocimientos previos

Es pertinente aclarar que para la primera actividad mostraremos un anélisis general,
debido a que esta actividad corresponde a la fase antigua de la dialéctica herramienta-
objeto, que solo nos permitira reconocer y verificar los conocimientos antiguos que los
alumnos deben movilizar para construir el concepto de circunferencia. En ese sentido,

en la Tabla 7 se presenta el resultado de la actividad 1.

Tabla 7. Resultados de la actividad 1

Preguntas Alumnos que Alumnos que no

propuestas lograron responder | lograron responder

Pregunta 1 4 2
Pregunta 2_a 6 0
Pregunta 2_b 5 1
Pregunta 3_a 5 1
Pregunta 3_b 2 4

Observamos que 4 alumnos, quienes desarrollaron la pregunta 1, tienen conocimiento
sobre el teorema de Pitagoras, y dos de ellos no recuerdan dicho teorema, pues no
lograron resolver el problema; la pregunta 2a fue resuelta por los 6 alumnos, lo que nos
indican que si tienen conocimiento sobre la propiedad de distancia entre dos puntos; 5
alumnos lograron resolver las preguntas 2b y 3a, esto quiere decir que tienen
conocimiento para hallar las coordenadas del punto medio de un segmento (2b);
asimismo, conocen el procedimiento para trazar la mediatriz de un segmento (3a); solo
2 alumnos acertaron en la respuesta de la pregunta 3b. Este resultado nos permite
verificar que los alumnos tienen dificultades para determinar analiticamente la ecuacién
de la mediatriz de un segmento; asimismo, creemos que esta dificultad se debe a que
los alumnos tienen problemas para identificar la relacion de las pendientes entre dos

rectas que se intersectan formando un angulo de 90°.

Por ejemplo, en la pregunta 2, desedbamos averiguar si los alumnos tenian

conocimiento sobre la propiedad de distancia entre dos puntos y determinar las
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coordenadas del punto medio. Al respecto, las tres duplas respondieron correctamente el

item a. Por ejemplo, la figura 20 muestra el trabajo presentado por la dupla D1.

2. Observe la siguiente figura.

Y X R
A=(0.4)

B=(5.0)

*17 L >

A partir de la figura responda lo siguiente:

a) Determine la longitud del segmento AB. Muestre su procedimiento.

A-N L o
A<\ & - F (o- w7
d ~\16 o ’16

] =N&q

-3
Figura 20. Respuesta de la dupla D1, actividad 1

En la Figura 20, observamos que designan las coordenadas de los puntos A y B con las
variables x,,y; Y x5, y,, respectivamente para luego utilizar la propiedad de distancia.
Este daltimo no es formulado correctamente, porque utiliza el signo negativo en vez del
signo positivo. Sin embargo, al reemplazar las coordenadas de los puntos A y B lo
hacen correctamente. A pesar de esta confusion de signos, los alumnos participantes de
nuestro estudio, si tienen nocion sobre esta propiedad. En el caso del item b de la
pregunta 2, las soluciones han sido acertadas por la dupla D2 y D3. No obstante, los
alumnos mostraron deficiencia en su procedimiento y pobreza en el lenguaje
matematico que utilizan. Esta deficiencia también fue observada en el estudio de
Carmona (2011). Por ejemplo, la siguiente figura 21 muestra el trabajo presentado por

la dupla D2 y D3 respectivamente.

b) Determine las coordenadas del punto medio del segmento AB. Muestre su

procedimiento.
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b) Determine las coordenadas del punto medio del segmento AB. Muestre su

procedimiento.
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Figura 21. Respuestas presentada por las duplas D3 y D2 respectivamente
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Se observa, en la resolucion presentada por la dupla D3, que los alumnos obvian los
paréntesis haciendo parecer que estarian trabajando dos nimeros separados y no un par
ordenado. Del mismo modo ocurre en la respuesta de la dupla D2, lo cual evidencia la

notacion matematica que utilizan para justificar sus respuestas.

Por otro lado, hay alumnos que tienen conocimientos previos necesarios e intentan
utilizar dichas propiedades de manera coherente matematicamente; por lo tanto,
emplean los simbolos matematicos parcialmente adecuados. La Figura 22 es muestra de

lo descrito.

Determine las coordenadas del punio medio del segmento AB. Muestre su

procedimiento.

(42N

| \| & t‘-k.
@93

Figura 22. Respuesta presentada por la dupla D1

El conocimiento de estas propiedades (distancia entre dos puntos y las coordenadas del
punto medio de un segmento) es importante para los alumnos a fin de que puedan
deducir la ecuacion de la circunferencia desde su representacion gréfica o cuando el

objeto esté inmerso en un problema que involucre el uso de estas propiedades.

En cuanto a la pregunta tres (véase la Tabla 7), que consistié en identificar la mediatriz
de un segmento tanto en la geometria elemental como en la analitica, se ha observado
que los alumnos mostraron dificultades al momento de su desarrollo, pues hubo
preguntas como ¢ profesor, qué es una mediatriz? y ¢qué tengo que hacer? Frente a esta
circunstancia, se tuvo que intervenir con el objeto de aclarar las caracteristicas de la
mediatriz. Dicho esto, algunos alumnos lograron recordar y retomaron su resolucion. La

Figura 23 muestra el procedimiento seguido por la dupla D2 para los items a 'y b.
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a) Dado el segmento PQ, trace la mediatnz de dicho scgmento. Muestre su

procedimiento.

b) Si los puntos P y @ se¢ ubican en un plano cartesiano, de modo que P(—23) ¥
Q(4.7). determine la ecuaciomn de la recta mediatriz del segmento PQ. Muecstre
su procedimiento.
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Figura 23. Respuesta presentada por la dupla D2
Es comun, como en los casos anteriores, observar en los alumnos la falta de precision en

sus justificaciones y respuestas. Creemos que esto se debe, como observé Bedretchuk
(2010), a que los alumnos tienen dificultad en la interpretacion del problema vy
verbalizacion de los argumentos que justifican su resolucion. Por ejemplo, en la
respuesta de la dupla D2 (véase la Figura 23, item a), observamos que no muestran el
procedimiento ni las propiedades que han utilizado para justificar la construccion de la
mediatriz, aun a pesar de que la pregunta es precisa en insistir que se muestre el
procedimiento. Es importante que un alumno planifique una estrategia con el fin de
organizar sus ideas y conocimientos previos para desarrollar un problema. Del mismo
modo, en el item b, el alumno no utiliza un lenguaje matematico adecuado ni coherente,
lo cual se evidencia cuando muestra su procedimiento para obtener el punto medio del
segmento PQ. Asi mismo, la ecuacién que obtienen no la asignan a la recta que

corresponde, lo cual se observo en las tres duplas.
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Por otro lado, observamos, aun con algunas dificultades, que los alumnos logran
construir la mediatriz de un segmento desde el cuadro de la geometria analitica. Sin
lugar a duda, pensamos que haber trabajado primero sintéticamente para trazar la
mediatriz, permitio en su esquema mental a los alumnos, organizar los conocimientos y
propiedades inmersos en este procedimiento, lo cual le permitid hallar la ecuacién de la
recta mediatriz. Con esta misma idea, a partir de la siguiente actividad, se trabajara para

construir el objeto matematico pretendido, la circunferencia.

Finalmente, es importante sefialar que la fase antigua siempre estara presente en las
siguientes actividades, lo que significa que la fase antigua estd compuesta por
conocimientos transversales que estan siempre inmersos en las fases consecuentes de la
dialéctica herramienta-objeto. Por ejemplo, en la fase de familiarizacion, cuando se
solicite obtener la ecuacion de la circunferencia, los alumnos acudiran a la propiedad de
distancia (utilizan su conocimiento previo) para obtener dicha expresion. Aclarado esto,

en adelante no tendremos lugar a confusiones.
Actividad 2: Descubriendo con GeoGebra

La actividad 2 tiene como proposito promover la busqueda del objeto circunferencia con
la mediacién del software GeoGebra. La blsqueda de este objeto, inmerso en la

siguiente situacion (véase la Figura 24), es ain como conocimiento implicito.

Pregunta 1

Con esta situacion se espera que los alumnos puedan involucrarse y movilizar sus
conocimientos previos para dar solucion a las siguientes preguntas que se desprenden de

dicha situacion.

Actividad 2. Descubriendo con el Geogebra
Indicacion. Al culminar su trabajo salve sus respuestas con el nombre A2 Apellidos.
Resuelva las siguientes situaciones.

1. En una urbanizacion de Santa Clara, la municipalidad ha decidido colocar una nueva
comisaria para dar mavor seguridad a tres entidades: un banco, un colegio v un
supermercado. Se desea ubicar esta comisaria de modo que se encuentre a la misma
distancia de las tres entidades antes mencionadas, a fin de que ante cualquier acto

delictivo, los policias tengan una posibilidad de accion rdpida

A continuacion, abra el archivo gg_preg (1] en el que se muestra un esquema con la

ubicacion delas tres entidades mencionadas v responda las siguientes preguntas:

Figura 24. Actividad 2, situacién 1
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Pregunta 1, item a):

Se espera para esta pregunta que el alumno ubique el punto que representa la comisaria,
movilizando sus conocimientos antiguos y utilizando las herramientas del software
GeoGebra, tales como: mediatriz e interseccion de dos objetos. La Figura 25 muestra la

pregunta 1, parte a).

g) ;Dondsdeboris whicarss lacomizaria? Expliqus como detarmind estavhicacion

Ban<o
L ]

L]
Colegio

]
Supermercado

Figura 25. Pregunta 1, parte a
Una posible solucion para ubicar el punto exacto de la ubicacion de la comisaria

consiste en usar el software GeoGebra. Para ello, una manera de ubicar dicho punto es:

e Utilizar la opcién mediatriz en la caja de herramientas del GeoGebra y dar click,
por ejemplo, en los puntos donde se ubican el banco y el colegio, o donde se
ubican el colegio y el supermercado o donde se ubican el banco y el
supermercado. Es suficiente construir dos mediatrices para ubicar el punto que

representa la comisaria.

e Utilizar la opcion interseccion de dos objetos para obtener la interseccion de las
dos mediatrices. El nuevo punto generado, luego de la interseccion de las rectas
mediatrices construidas anteriormente, es el punto solicitado donde se debe ubicar
la comisaria.

La Figura 26 muestra el resultado de los pasos descritos anteriormente. En la columna
izquierda, se muestra la ubicacion de la comisaria utilizando las mediatrices de los tres
lados del triangulo, y en la columna derecha solo se utilizan dos mediatrices de los lados

del triangulo. En cualquier caso, ésta es la solucion que se espera que presenten.
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Banc
L weHacla madialriz dol segmants
formada por ¢l Banco y &l Colagio Rela medialnz deal seqr‘n-:—nl:l:-
Tormado por &l EiI'ItI}TCl!!i-IJII'.‘-
Ec'"'"i““ Riscta madialriz del $egmanto formada
- Comisana . par @l Banco y al Suparmarcado Comisaria ® Colagin

o Facta madiadng del segments formado

% por &l Colagioy 8l Supeimareado Facla madiatriz del segmente formado

por el Coleioy supermantado

.
& Supermarcado
Supsmarcado

Figura 26. Posible respuesta de la pregunta 1, parte a)

Algunas dificultades que se pueden presentar:

o Que el alumno se deje llevar por su intuicién visual y ubique el punto que
represente la comisaria aproximadamente en alguna parte del plano.
o Que el alumno no recuerde el concepto de mediatriz de un segmento o que

no realice el trazo correcto.
Respuestas de los alumnos

Para esta pregunta 1, parte a), las tres duplas D1, D2 y D3 coincidieron en describir y
sefialar que la comisaria deberia ubicarse en el punto de interseccién de las mediatrices
de los lados del triangulo formado por las tres entidades. Por ejemplo, la Figura 27
muestra el trabajo presentado por la dupla D1, quienes muestran la respuesta del item a)
y las construcciones realizadas en el software GeoGebra.

a) (Dénde deberia ubicarse la comisaria? Explique cémo determind esta ubicacion.

Construccion presentoda por la dupla D1
e o v realizoda en ko ventana Gréfica del GeoGebra .

1 wbico o) > &) Done fupemieadsy olugis
2 Teanmer  Nus  mudiotiic, le.__gbim_,_!é_?‘_l
e s L Puents & R Commsanln, gneducds

C
ds EN\ 0. hﬂb&hm-

Figura 27. Respuesta de la dupla D1
En la respuesta de la dupla D1, se puede apreciar que los alumnos siguieron el

procedimiento previsto para ubicar el punto que representa la comisaria. La dupla D2
presentd una respuesta similar a la dupla anterior. Sin embargo, tal como se habia

82

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




ENEZ,
PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

W el
SRR A
® » | CATOLICA
DEL PERU

TESIS PUCP

previsto, la dupla D3 presento dificultades para ubicar el punto que representa la
comisaria; es decir, los alumnos graficaron un punto “tanteando” que se encuentra a

igual distancia que los otros puntos (entidades). La Figura 28 muestra la respuesta de la

Trazos realizados por la dupla D3 en la ventana
del GeoGebra

dupla D3.
) ¢Donde deberia ubicarse la comisaria? Explique como determing esta ubicacion,
e —
grafica

Figura 28. Respuesta de la dupla D3

En la Figura 28, se observa que para ubicar el punto que representa la comisaria la dupla
D3 se dejé llevar por lo que veia y ubicé dicho punto al tanteo. Asimismo, tal como se

habia previsto, no utilizé adecuadamente la opcion mediatriz del GeoGebra, tal como se
observa en los trazos en la columna derecha. El siguiente dialogo se dio con los

integrantes de la dupla D3.
Profesor. ¢ Qué pasos siguieron para ubicar el punto?

Yack (dupla D3): Calculando que esté mas o menos en el medio.
Profesor: Pero... ;jEstds seguro que ese punto esta a la misma distancia que los otros

puntos? En todo caso, como lo comprobarias.

Pamela (dupla D3): ¢ Utilizando la mediatriz?
Frente a esta situacion, pudimos orientar al alumno, a través de preguntas, a buscar otros

medios que le resulten efectivos. Al respecto, la dialéctica herramienta-objeto sefiala

gue en esta fase de busqueda es posible que el alumno encuentre dificultades para
resolver completamente el problema. Asimismo, bajo estas circunstancias, Douady

manifiesta que “el papel del profesor no es ejercer la autoridad sino mas bien ser un

compaiiero cientifico” (p. 94).
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Pregunta 1, items b) vy ¢):

b) Sisedessaubicarunanueva entidad bancaria a la misma distancia que las tres
entidades antarioras, respacto a la comisaria, ;cudles son los posiblas lugaras

donde se podria ubicar asta nuavo banco?

¢) (Cuantas posibilidades de ubicacion ancontro para el nuavo banco? Justifiques su

raspuasta.

Figura 29. item b de la pregunta 1
Con estos items se espera que los alumnos logren intuir el objeto circunferencia como

conocimiento implicito, lo cual, segun la dialéctica herramienta-objeto, corresponde a la
fase de busqueda. En esta ultima fase y en la antigua, se espera que los alumnos en este
estudio movilicen conocimientos sobre puntos que equidistan respecto a un punto fijo

(ubicacion de la comisaria).

Una posible solucion de los items b) y c), que se espera que presenten los alumnos, se

muestra en la Tabla 8.

Tabla 8. Posibles soluciones de los items b) y c) de la pregunta 1

Posible solucidn del item b) y c)

b) Las posibles ubicaciones del nuevo banco ) o
c) Existen muchas posibilidades de

pueden estar entre el banco y el colegio o entre ' .
ubicar el nuevo banco. Si se logra

el colegio y el supermercado o pueden estar | . . o
identificar todas las posibilidades,

entre el supermercado y el colegio. Pueden
estas pueden formar una

ocurrir todas estas posibilidades siempre y | . .
circunferencia.

cuando esté a la misma distancia respecto a la

comisaria. La Figura 30 ilustra lo descrito. La Figura 31 muestra lo descrito.

.Elancu . .Earlgn. R .
* MuevoBanco N b : '.
Mugvohanco ® LEvo anco. ® ® Colegio
LI ® Colegio . Comisaria i
Comisaria . .
., .. - o
° ® NuevoBanco Supermercado

Supermercado ; ) ,
Figura 31. Posible respuesta del item c)

Figura 30. Posible repuesta del item b)

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ted UNIVERSIDAD

DEL PERU

Respuestas de los alumnos

Las respuestas para este item b), tal como se habia previsto, fueron acertadas solo por la
dupla D1. Sefialan que el nuevo banco se puede ubicar entre las entidades y a la misma
distancia de los mismos. Para el item c) indican que existen muchas posibilidades. Para
ubicar dichas posibilidades construyeron un segmento de extremos el punto donde se
ubica la comisaria (fijo) y el punto donde se ubicaria el nuevo banco (punto movible)
utilizando la herramienta segmento de longitud fijo. La longitud de este segmento es la
distancia del punto donde se ubica la comisaria a cualquiera de las tres entidades
(Banco, Colegio, Supermercado). El punto movible del segmento, al ser arrastrado, les

permitio identificar y visualizar las diversas posibilidades.

En la Figura 32, en el trabajo presentado por la dupla D1, se muestra la respuesta al item

b) y la construccion realizada en la ventana del GeoGebra para responder al item c).

b) Si sc desca ubicar una nueva entidad bancaria a la misma distancia que las tres
entidades anteriores, respecto a la comisania, jcudles son los posibles lugares
donde se podrh ubicar este nucvo banco?

?Merv “'m'éo un Se gmento Pwva padck g lo drs‘mda Qd‘hﬁ\&;ﬂ"ﬁjwca
= e d [
g € Seqme el . o Sa
toa respech a la Comigaria ; osea , e| Nueve Bance

Trabajo realizado por Ia

dupla D1 en la ventana
del GeoGebra.

Figura 32. Respuesta de la dupla D1
La dupla D2 y D3 sefialan que el nuevo banco se puede ubicar en cualquier lado pero a
la misma distancia del punto de la comisaria. Sin embargo, al momento de proceder a la
resolucion, los alumnos mostraron dificultades para ubicar el nuevo banco. Esta
situacion nos permite posicionarnos en la fase antigua de la dialéctica herramienta-

objeto. Debido a que los conocimientos previos de estas duplas no fueron suficientes
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para dar respuesta a esta parte de la actividad. Frente a esta situacion, nuestra
intervencion fue muy importante, debido a que sobre la base de preguntas se pudo
orientar a las duplas a entrar en la busqueda de otros medios mejor adaptados a la
situacion. Esta orientacion pudo auxiliar a los alumnos y lograr una respuesta aceptable,
la cual se pudo evidenciar cuando en el siguiente item d) el alumno pudo reconocer el
nuevo concepto en construccion como conocimiento implicito. Lo anterior equivale a
afirmar que, segun la dialéctica herramienta-objeto, los conocimientos manejados con
estos términos corresponden a la fase de busqueda, en la cual los alumnos lograron
mostrar que el objeto circunferencia era parte de la solucion de este item, pero no

pudieron explicar completamente de qué se trataba.

Pregunta 1, item d)

El propdsito de este item, nos referimos a Figura 33, consiste en que los alumnos
puedan identificar o intuir el objeto circunferencia, es decir, reconocer que las posibles
ubicaciones de la comisaria genera o forma una circunferencia, pero no como objeto

matematico sino como una figura.

d) ;Queafigura s= forma con las posibles ubicaciones del nuevo bance? Dascriba las

caracteristicas da asta figura.

Figura 33. item d), pregunta 1
Una respuesta correcta para este item es, la figura que forma las diferentes ubicaciones
del nuevo banco es una circunferencia. Esta figura esta formada por todos los puntos en
el plano que se encuentran a la misma distancia del punto fijo (comisaria) del mismo

plano.

Se espera también que los alumnos puedan unir, a través de segmentos, l1os nuevos
puntos ubicados del nuevo banco con las demés entidades y formar asi un poligono
(triangulo, cuadrado, pentagono, etc.). Sin embargo, la dificultad serd disminuida
siempre que la cantidad de puntos sea la mayor posible, ya que a mas puntos ubicados
con la condicién dada, la figura que forma se asemejara mas a una circunferencia.
Creemos que la dificultad se minimizara mucho mas cuando utilicemos en el GeoGebra
la herramienta activar rastro, pues esta hara evidente los infinitos puntos donde se

puede ubicar el nuevo banco cuando éste es arrastrado.
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Respuestas de los alumnos

Para este item d), las tres duplas sefialan, entre otras figuras mencionadas, que la figura
que forma las distintas posiciones tomadas por el nuevo banco es una circunferencia.
Este nuevo objeto (representado a traves de una figura), que reconocemos entre otras
figuras que mencionan, es evidenciado como conocimiento implicito en este item. Al
respecto, la dialéctica herramienta-objeto sefiala que los alumnos pueden evidenciar o
descubrir el concepto como nuevo, pero que les es dificil explicitarlo completamente.

La Figura 34 muestra los resultados de las tres duplas.

d) (Qué figura se forma con las posibles ubicaciones del nuevo banco? Describe las

caracteristicas de esta figura.

o delag 3eatida 4 a
DI eq Wquiag s Y planas gue se
Je 0, a e revagevenda
S e 1e /
. { 2

omesoxto- sa Cualj:.wfdc.s'e-‘ _

d) ;Qué figura se forma con las posibles ubicaciones del nuevo banco? Describe las
caracteristicas de esta figura.

D2 \O\ w . Qe R4 é:fm cy Una cifumg[gn&o_ s
P VNG Ctosmironcio. de\ medi® O wodfver ke o \gq
CArM&A.,.,\&u % lo wvismen u et Lo guo neeRlemoS
fonc  oloxon e\ Quedo N Te)

d) ;Qué figura se forma con las posibles ubicaciones del nuevo banco? Describe las

caracteristicas de esta figura.
D3

= fOrmd QO w\&- CTY gﬁ((ﬂn}((tf\(‘)a ’g\_ Awve
\’Qﬂ“’ pwede @tar o  Vadics \ades donde ferme Alouras

Yragedto A cuadcado ciwle yekes - i

Figura 34. Respuestas de las duplas D1, D2y D3
Por ejemplo, en la D1 y D3, tal como se ha previsto inicialmente, los alumnos
mencionan que las distintas posiciones que toma el nuevo banco forman figuras como,
por ejemplo, un rombo, un trapecio, un cuadrado, etc. Entre estas figuras planas que
mencionan, podemos evidenciar el nombre de nuestro objeto en construccion, la
circunferencia, que es mostrada, tal como se ha previsto anteriormente, como
conocimiento implicito y, como profesor/investigador, hemos podido reconocer el

nuevo concepto que estan creando los alumnos.

El didlogo que se muestra a continuacién tuvo lugar con uno de los integrantes de la

dupla D1. La siguiente Figura 35, muestra el preciso instante en que el alumno intenta
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explicar las posibles ubicaciones de la comisaria, asi como las posibles figuras que estas

pueden formar. Para ubicar las diversas posibilidades del nuevo banco, construyeron el

nuevo segmento NBanco Comisaria (véase la Figura 35).

Figura 35. Momento en que un alumno explica las posibles ubicaciones de la comisaria
El punto movible (NBanco) del nuevo segmento, al ser arrastrado, le permiti6 percibir y

visualizar las diversas posibilidades. Esta situacion permitio el siguiente dialogo.

Profesor: Cristhian, ¢cuantas posibilidades de ubicacién encontr6 para el nuevo

banco?

Cristhian (dupla D1): Mds de una..., también puede formar, por ejemplo lo puedo
poner a... casi cerca (sefialando la pantalla) forma un tridngulo, también lo puedo
poner acé (refiriéndose al lugar entre el banco y el colegio) y forma una especie de
trapecio, también aca y forma un rombo o un cuadrado; también hay una posibilidad
de un circulo si es que lo ubico en varios lugares (sefialando las distintas posiciones
que puede tomar el nuevo banco).

Profesor: ¢ Es una circunferencia la figura que se forma? o...
Cristhian (dupla D1): ¢ Es una esfera?

Profesor: Una esfera no puede ser, porque estamos trabajando en geometria plana 'y no
del espacio, ¢qué curva podrian formar entonces las distintas posiciones?

Cristhian (dupla D1): Ah..., entonces jes una circunferencia?

Profesor: Claro que si.
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Observamos en las respuestas de Cristhian que no logra visualizar o percibir la figura

que forma las diversas ubicaciones.

Luego de este dialogo, se les indico a las trescduplas activar el rastro del punto movible
(nuevo banco) y luego arrastrar dicho punto, el cual automéaticamente mostro las
infinitas posibilidades en las que se puede ubicar el nuevo banco. En esta situacién

pudimos comprobar las bondades del GeoGebra, que les permitié distinguir las otras
posibilidades de ubicacién del nuevo banco y; asimismo, pudieron reconocer el nuevo

objeto de los otros que mencionaron anteriormente. Las tres duplas mostraron una

solucion similar a lo previsto. Por ejemplo, la Figura 36 es la respuesta de la dupla D3.

Figura 36. Respuesta de la dupla D3, item d)
Sin embargo, cuando se les solicitd que describieran la curva generada por las

posiciones del nuevo banco, las tres duplas no respondieron como se esperaba, debido a

que esta actividad 1 adn le corresponde a la fase de busqueda en la que, segin la
dialéctica herramienta-objeto, los alumnos reconocen como conocimiento implicito pero

no pueden explicar completamente sobre el nuevo concepto que estan construyendo.

Esta situacion permitié a los alumnos, descubrir que el nuevo concepto que se pretende

desarrollar en clase es el objeto circunferencia.

Pregunta 2
En esta pregunta que se muestra en la Figura 37, se espera que siguiendo el mismo
procedimiento para ubicar el punto que representa la comisaria en la pregunta 1, el

alumno resuelva analiticamente y encuentre las coordenadas del punto que representa la

comisaria. Por otro lado, es pertinente aclarar que en esta pregunta 2 se ha previsto el

uso de la Apariencia Geometria Basica, la cual consiste en mostrar la vista del
89
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GeoGebra sin la ventana del algebra, con el proposito de que el alumno no pueda
reconocer de inmediato en la ventana algebraica las ecuaciones de las rectas mediatriz y

las coordenadas del punto de paso de dichas rectas.

-

2. Abrasl archivo gg_preg 02 v usando las herramisntas dal Geogebra active los

gjas coordenados v la cuadriculs, tal como s2 presenta a continuacion.

A partir dzl plane cartasiano mostrade, responda las signisntes preguntas:

Figura 37. Pregunta 2 de la actividad 1
Pregunta 2, item a)

a) Detsrmine las coordenadas del punto donde s2 encuentra la comisaria. husstra

su procadimisnto.

Figura 38. item a) de la pregunta 1
El objetivo de este item a) es hallar las coordenadas del punto (lugar de la comisaria)
que equidista respecto a las tres entidades, siguiendo el mismo procedimiento de la
pregunta 1. Se espera que en esta pregunta los alumnos movilicen sus conocimientos
previos como punto medio de un segmento o punto equidistante, recta mediatriz de un
segmento, ecuacién de una recta y pendiente del mismo, asi como sistema de

ecuaciones con dos variables.
Una manera de resolver este item es con los pasos siguientes:

i.  Identificar el punto medio de los segmentos BC, CS y SB.
ii.  Trazar la recta mediatriz de los segmentos BC, CS y SB.
iii. Identificar las coordenadas del punto solicitado, el cual consiste en resolver un
sistema de dos ecuaciones con dos variables.
Sean: Banco (B); Colegio (C); Supermercado (S); Nuevo Banco (NB).

I. El punto medio del segmento BC es Mgz = (%54%2) = (4,3).

5+3 2+1

El punto medio del segmento CS es M5 = ( S ) = (4,1.5).

3+3 4+1

El punto medio del segmento SB es Msz = (TT) = (3,2.5).
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ii. La Figura 39 muestra el trazo de la recta mediatriz de los segmentos BC, CS y

SB.
¥ c,
anco=1(3,4)
X
_'1
Figura 39. Posible respuesta del item a), pregunta 1
A partir de la grafica, la pendiente de los segmentos BC, CS y SB es mge = 5 = -1,
Mes = 5 = % y msg = No existe, respectivamente. Luego, por la propiedad de

perpendicularidad de dos rectas y usando la propiedad punto pendiente se tiene:

mg,.mpe=—1lymge=-1->my =1luego Li:y=x—1...... ()
mg,.Mmgs = —1Y mes =% - mg, =—2,luego L,:y = —2x + 9.5 ... ... ... B).

En cuanto a mgg = A. Sin embargo, se puede hallar la ecuacion de la mediatriz del

segmento SB, esto es, L3:y = 2.5

ii. Las coordenadas del punto solicitado se obtienen intersectando £, y £,, es decir,
L, N L, = {0} donde O es el punto que representa la comisaria. Luego, el
y—x+1=0
y+2x—-95=
0 = (3.5,2.5).
Algunas dificultades que pueden enfrentar los alumnos al desarrollar este item a) son:

sistema es { oY al resolver este ultimo, se obtiene el punto

e Que el alumno tenga dificultad para hallar las coordenadas del punto medio de
los segmentos BC, CS y SB.

e Que el alumno tenga dificultad para trazar la mediatriz de los segmentos BC, CS
y SB.

¢ Que el alumno tenga dificultad para utilizar la relacién de las pendientes de dos
rectas perpendiculares.

e Que el alumno tenga dificultad para resolver el sistema {y}_]l__zz :L ;5_20 0

No obstante, creemos que las dificultades anteriores pueden minimizarse utilizando la

representacion grafica en el GeoGebra, pues esta muestra los trazos precisos como se
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presentan en la Figura 39. Por otro lado, en esta pregunta, se espera que los alumnos
puedan tener dificultades en su proceso de desarrollo y que dichas dificultades
conduzcan a encontrar nuevos medios para dar solucion. Sin embargo, es de esperar
también que abandonen su desarrollo debido a que, segun la dialéctica herramienta-
objeto, la estrategia sea muy prolongada o no funcione mas, o por la incertidumbre
sobre el resultado a falta de planeamiento previo. Frente a esta situacion, como
profesor/investigador, se buscara orientar a los alumnos con el propdsito de direccionar

sus conocimientos y evitar que abandonen su trabajo.

Respuestas de los alumnos

Los resultados que presentaron para el item a) fueron diversos. Es decir, la dupla D1
logrd hallar las coordenadas del punto solicitado tal como se anticip6. Sin embargo, los
alumnos muestran deficiencia en su procedimiento y pobreza en el lenguaje matematico
que utilizan para justificar su resolucion tal como observé Carmona (2011). Por

ejemplo, la Figura 40 muestra la respuesta presentada por la dupla D1.

a) Determine las coordenadas del punto donde se encuentra la comisaria. Muestre
su procedimiento.
Bongs y S i ds - {5__*'_7’ ) \'Lt.\) =z (?))%)
T s
CaQA,g'wy S pprmscode ¢ kS_*_‘% ;'li‘),- Qili) my= 2_‘:-1:.—‘2_
7 =i = 7 S-» 2L ¥
Domas § Wosle (?15 ’q:\:/_)_ (4,3) o= 2-M - :_?.__I
s T QT = 2.4
QM~ W}\L} ’\ml. fﬂ); -1 Y" \!n =m (‘X*Xo) 1
wz t,3) —1.rm:—; Y-3= {{x-y)
G | s -3 - X%~
o] =3z % 4 Punto
m =) V=X+L=0 solicitado
= ¥ Yexz-)

., = -1 Y=Y = k=% 8 Y.-;;-T \-Il )
N A Vrozgs V)
fm.:*l_l 7_%_._-2x+8 e

i yl_«"s—,-zy +8 ‘ X=35L 3a5j7~)5)
Wkl YRx-45== S 2x=gs Ve

Figura 40. Respuesta de la dupla D1, item a)
Por otro lado, debemos resaltar que el procedimiento que siguié la dupla D1 es similar a
lo que se ha previsto inicialmente, pues este es un factor importante para los alumnos,
ya que les permite elaborar un plan para resolver. Asimismo, puede ayudar a disminuir
las dificultades que pueden enfrentar durante el desarrollo del problema. Por otro lado,

la dupla D2 no llegd a encontrar las coordenadas del punto solicitado; sélo lograron
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obtener las ecuaciones de las rectas mediatrices de los segmentos BC y CS. La Figura 41

muestra el trabajo presentado por la dupla D2.

a) Determine las coordenadas del punto donde se encuentra la comisaria. Muestre

su procedimiento, " T—
R . " el
 Peimar0 52 Soo @\ Porko maho de. ok § \or VW\\OS \(ﬁ (U}(AU@\\ (,0\(3(3 S‘P{ l\i,!v\l—/‘l
> = X3 -~ !
Pz s %2 7Y Pad=\a) Rz =5 :CQ,%J NZ‘L-'{ o 'l pu)3 )
= 48 :=3 =24 =\ | W= 7 T oz
[ 5_3
£ Do medi0 e \a ,f\k(&ugo:\ \307 \a. m(!k\h\fs O\\Q ' | ,O
Uv:b\é\owm ds Bomeoa ColcgSO ’gﬁ = —'T Yo ﬂ“()(‘)‘bj ’er i
I e W I~ ) Oy vueld O
B A . :-1_\‘ -7”"' el ‘ .%n‘ % ( \}..q/ “_/
i i R C0 S B
\ L '
™ : | \5 . *-8
Hollemas \a ecnmstov~de &‘:;‘:%4?-.0 ‘ E L b{ 3)15

Yoo ‘:M&Xo‘)(l\ ' \

azaoey) | =0 VR LR
Y 08P geiomOf wOn \o demeS | UH'B\ %

\”3 = )- Qones mé{aaé,i;i -)/

Figura 41. Respuesta de la dupla D2, item a)
Esta dupla D2 obtiene las mediatrices de dos segmentos. Sin embargo, tal como se

habia previsto, los alumnos tuvieron dificultad para resolver el sistema

{—x+y+1=0

2x+y_?=0. En la Figura 41, margen derecho, observamos que intentan

resolverlo, pero no logran hallar los valores de las variables (x e y). La dupla D1 sigui6
el orden similar al que se habia previsto; asimismo, adopt6 el procedimiento que se
siguid en la pregunta 1, parte a), el cual consistié en obtener el punto que representa la
ubicacion de la comisaria. En cuanto a la dupla D3, tal parece que no lograron
comprender el procedimiento que se siguid en la pregunta 1, pues no alcanzaron hallar
las coordenadas del punto solicitado. Asimismo, esta situacién ya habia sido prevista.
Tal como lo sefial6 Douady, los conocimientos antiguos (fase antigua) no son
suficientes para resolver completamente el problema. En ese sentido, la dialéctica sefiala
que en la fase de busqueda/investigacion, los alumnos enfrentaran dificultades que no
les permitirdn seguir. Creemos que esta dificultad, en particular para la dupla D3,
consistio en que la estrategia es muy pesada en relacion a la cantidad de operaciones. La

Figura 42 muestra el trabajo presentado de la dupla D3.
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a) Determine las coordenadas del punto donde se encuentra la comisaria. Muestre ‘3(5,\\‘ "

' | su procedimiento. Cis) -Y::‘l
OB (U . . R o
By B Y- Yo "V‘}(!X"(O) Byc P=(% “{‘2):(‘1,3)’5(' oy
Y-3= -1 @(x-3) cysps (0 W)= (y, 1)
4= ~x+3| ByS = ( 23, 1) < (3, 29)
Y-3-Y=-X T
Yy =#=0 ! 5-3 - —L- =
Qpupsion A ‘ We 3. 2.2 |
digp  |C4 ';{o’mkx’x") g |
h A-12= (‘/'Q) Sk
» J<6 -6 ¢
438 K e i
_\5.§+9-2x =0 1
Bl-l'ﬂs-:o 1
3 ‘

Figura 42. Respuesta de la dupla D3, item a)
Pregunta 2, item b)

b} Halls la distancia 2 la que s2 sncusntre cada una dz las entidadss (Banco,
colagio, supermercado) respacto de la comisaria 2 indique la ralacion que exists

gllas. hMuastra su procadimisnto.

Figura 43. item b) de la pregunta 2
Con este item se espera que los alumnos verifiquen que las entidades equidistan del
punto que representa la comisaria; asimismo, pretendemos que reconozcan los

elementos caracteristicos (centro y radio) implicitos del objeto circunferencia.

Una posible solucién que esperamos que los alumnos presenten para este item es seguir

los siguientes pasos:

Con el apoyo de una representacion grafica en la ventana del GeoGebra se tiene:

dos = /(35 —3)2+ (25— 4)* ~ 1.58 " =09

doe = /(5 —3.5)2 + (2 — 2.5)2 ~ 1.58

dﬁ — \/(3_5 _ 3)2 + (2_5 _ 1)2 ~ 1.58 N 0=(35125) 'C:(S,z)
La relacion es: " I
S5=(31)
dog = dge = dgs = 1.58 Dg ] 3 3 3 5 éx

Por otro lado, es posible que los alumnos presenten dificultad al utilizar la propiedad de

distancia entre dos puntos. Ademas, esta dificultad puede conducir a no encontrar una
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relacion de igualdad entre las tres distancias respecto al punto que equidista entre las

tres entidades.

Sin embargo, es de esperar que los alumnos se apoyen a través de una representacion
grafica y muestren la circunferencia como conocimiento nuevo que se esta
descubriendo; esto es, segun la dialéctica de la fase de investigacion, en la que esta

involucrado implicitamente el objeto en construccion.

Respuestas de los alumnos

Para este item b), la dupla D1 mostro resultados tal como lo habiamos previsto; es decir,
utilizaron la propiedad de distancia de dos puntos para obtener la distancia a la que se
encuentran las entidades respecto al punto que representa la comisaria. La Figura 44
muestra el trabajo presentado por la dupla D1.

b) Halle la distancia a la que se encuentre cada una de las entidades (Banco,
colegio, supermercado) respecto de la comisaria e indique la relacion que existe

ellas. Muestre su procedimiento.

d=VGam 3 (er)
d=[G.5e3) 1(z5-4)"

=@ T st
d=Voa5F 205

d.:JQ_s

¢
i d: 1’ 38
Ladfsm del Borco ,e\_ golg:’:o Y 2] 5UP¢YM¢rcAJ<> on
T€SP¢C*’O ala ComiSaria es de 1:6€ e ro_\a.,__,‘én es gve
Gade_ vao-deellag 3uordq_ wa, distoncodt5€ Lo wal
hoce que Se (ovme Vno cfveunfevenco. Ga punto medio
Comisartoy vodind,;59 -

CAQﬂ\‘O(S)‘Q

Figura 44. Respuesta de la dupla D1, item b)
Es importante resaltar que el problema planteado tiene la particularidad de inducir al
alumno a utilizar una representacion grafica que le permita ver desde otro angulo el
problema planteado. En otras palabras, apoyarse en una representacion diferente a la
que ha sido planteado el problema es una ventaja que ayuda en el aprendizaje del objeto
en estudio y le permite al alumno reforzar la idea de las formas de representarlo. Esto, a
su vez, le permite diferenciar el objeto de sus representaciones. Otro aspecto que
podemos resaltar en el trabajo de la dupla D1 es que sefialan, tal como se habia previsto,
que las distancias de la comisaria a las entidades es de 1.58 unidades. Asimismo,

lograron reconocer la circunferencia con sus elementos caracteristicos (lo cual hace que
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se forme una circunferencia con punto medio de comisaria y radio), lo cual se refiere al
centro y al radio. Es decir, las descripciones con estas caracteristicas (Figura 44), segln
la dialéctica herramienta-objeto, le corresponden a la fase de busqueda, en la que los
alumnos todavia no lograran describir o explicar completamente (explicitamente) el

nuevo concepto que estan construyendo.

En cuanto a la dupla D2, a través de la propiedad de distancia, solo mostraron la
longitud del punto de la comisaria al banco. Cuando se les consulté al respecto,
respondieron que todas las entidades estan a una misma distancia de 1.58 unidades. La

Figura 45 muestra el trabajo presentado por la dupla D2.

b) Halle la distancia a la gue s¢ encuentre cada una de las entidades (Banco,

colegio, supermercado) respecto de la comisaria ¢ indique Ia relacion que existe

ellasx. Muestre su procedimiento
| A VY np A XKLy NP il
Dz : .’\L' “‘) \!‘~ 5 =2%,5 \-' A > R .\\"{ »
v sy"A L $H"
6% x @25 |
Jzs
-1 5%
\¢ Aulcaaace 2.0 \ ,3 o
£ T
dlag sl 4, - 4™
<$’b‘ Bon @ = Qs , apns
/ = Aig a)=V2, S0
g .4 ) qou,a,iﬁ' g \‘*‘*)
o A \ él.,,l\) \3 35 )-r(* s
(-xS\Q 5) / C}(SJ"):—‘ QLS &+ 225
\ y Bisa)= 2,5'21.4%
\\‘\ s rdq‘l 9
7, sl & m———t
_"uv‘rm‘splv\, Le,h): =Y 5~ 55} la - 5)

alc,A) =1, s=1,58

j \A(C A)""ﬂ& -L o 25
|
|

Figura 45. Respuestas presentada por las duplas D2 y D3, item b)
La dupla D3, tal como se habia previsto, mostrd imprecisiones a la hora de utilizar la

propiedad de distancia (véase la Figura 45, dupla D3). Esta dupla, al igual que la dupla

D1, se apoya utilizando una representacion grafica de la circunferencia.
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A partir de la siguiente pregunta, tal como se habia mostrado en la Tabla 6 (Distribucién
de las actividades segun las fases de la DHO), los alumnos estaran involucrados en la
fase de explicitacion.

Pregunta 2, item c)

c) ;Qué curva forma las distintas posicionss en la qus s& ubica 2l pusvo

bancoT

Para la curva obtenida, ;qué representa el punto donds s2 ubica la comisaria?

w ;gué repressnta 2]l segmento que unes la comisaria con cualguisra de las

entidades {banco, colsgio, supermercado, nusveo banco)?

Figura 46. item c) de la pregunta 2
En las preguntas anteriores se ha intentado construir el concepto de circunferencia como
un conocimiento implicito. Con este item c¢) pretendemos reconocer y diferenciar la
circunferencia con sus caracteristicas elementales (centro y radio) como conocimientos
nuevos y explicitos a través de las distintas posiciones (conjunto de puntos) que toma el

nuevo banco.

Sobre la curva que forma las distintas posiciones del nuevo banco, esperamos que los
alumnos respondan que se trata de una circunferencia y que el punto O (comisaria)
representa el centro de dicha circunferencia. Finalmente, tendria que reconocer que la
distancia del punto O a las entidades es la longitud del radio de la circunferencia. A
diferencia de esto, se espera también que los alumnos no logren identificar los
elementos caracteristicos de la circunferencia o que, al igual que en la pregunta 1 parte

d), sefialen que la curva generada es un poligono.

Respuestas de los alumnos

Las respuestas para este item c¢) han sido respondidas como se habia previsto en la
solucion posible, con la excepcidn de un integrante de la dupla D2, quien sefial6 que las
distintas posiciones que toma el nuevo banco “forma una curva circular o una
circunferencia”. Notamos en esta respuesta que los alumnos muestran confusion de
ambos términos. Este tipo de situaciones, propicio para intercambiar ideas, permitio el

dialogo con los integrantes de las tres duplas:

Profesor: La pregunta es para todos: ¢cual es la diferencia entre un circulo y una

circunferencia?
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Yack (dupla D3): Son iguales, profesor. Son sinénimos.
Profesor: ¢ Estés seguro de lo que dices Yack? ¢ Estan todos de acuerdo?

Cristhian (dupla D1): No, profesor. El circulo es todo y la circunferencia es su

contorno, donde estan las entidades.

Melani (dupla D2): Lo que dice Yack no es cierto, porque una circunferencia es eso
que aparece cuando dibujamos con un compés y el circulo es todo lo que cierra la

curva.

Profesor: Claro que si; estuvieron muy cerca de diferenciar ambos términos. El circulo
es el area que encierra la curva incluido este altimo, mientras que la circunferencia es
solamente la curva que encierra el circulo. Ahora, dime Yack (dupla D3), ¢ambos

términos son iguales?
Yack (dupla D3): Pensaba que eran iguales.

Profesor: No, Yack; son diferentes. Ahora en adelante debes recordar que ambos

términos son diferentes.

Profesor: Mélani, (dupla D2), ¢qué figura, exactamente, forman entonces las distintas

posiciones que toma el nuevo banco?

Mélani (dupla D2): Una circunferencia, profesor. Ahora si me quedoé claro. Es que,

profesor, a veces me confundo.

Este dialogo permiti6 a los alumnos apropiarse parcialmente del concepto de
circunferencia como conocimiento explicito. Al respecto, Douady sefiala que los
alumnos entran en conflicto con el nuevo conocimiento explicito que estan creando.
Esta situacion requiere la intervencion del profesor/investigador para la apertura de
debates sobre los conocimientos antiguos y los nuevos que estan siendo creados. En ese
sentido, el dialogo anterior permitié a los alumnos distinguir la circunferencia del
circulo. En esta etapa los alumnos se dieron cuenta claramente de que el nuevo concepto

que se esta abordando es la circunferencia.

La Figura 47 muestra el trabajo presentado por la dupla D3.
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c) ;Qué curva forma las distintas posiciones en la que se ubica el nuevo

banco? Uaa Cfrevagerencta

Para la curva obtenida, jqué representa el punto donde se ubica la comisaria?

b=
cenkro e |3 cfromgerencie >

y ¢(qué representa el segmento que une la comisaria con cualquiera de las

entidades (banco, colegio, supermercado, nuevo banco)?
Padle

Figura 47. Respuesta de la dupla D3, item c)

Pregunta 2, item d)

d) 5i el muevo banco se ubica e 2l punto (2, a), determina los valoras da a 2

intarprate que reprasanta dichos valoras. Explique su procadimisnto.

Figura 48. item d) de la pregunta 2
Este item tiene como proposito hallar las ubicaciones especificas del nuevo banco
utilizando la “definicién” de la circunferencia como nuevo conocimiento explicito o, en

todo caso, utilizar la propiedad de distancia.

Esperamos que los alumnos en este item puedan resolver el problema de la siguiente

manera:

Debido a que este item pertenece a la fase de explicitacion, se espera que los alumnos
utilicen la definicion de la circunferencia como nuevo objeto explicito que les permita
resolver el problema. Asimismo, se espera que los alumnos se apoyen en la
representacion grafica para ver desde otro angulo el problema planteado, porque asi
podré evidenciar los posibles lugares para el nuevo banco (véase la Figura 49).

Como la distancia del centro 0(3.5,2.5) al punto (2, a)

de la circunferencia es 1.5 unidades se tiene:

B=(34)

1.582 = (2 — 3.5)2 + (a — 2.5)2

(a —2.5)2 = 2.4964 — 2.25 = 0.2464 2

c=(572)

a=25+05

Donde a =3 Vv a = 2; luego, los puntos donde se _ _ ]
Figura 49. Circunferencia de
puede ubicar el NUEevo banco son: centro (3.5,2.5) y radio 1.58

D(2,2) y E(2,3).

Por otro lado, creemos que los alumnos tendran dificultades al no utilizar

adecuadamente la definicion de circunferencia o la propiedad de distancia para obtener
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la ecuacién que involucra la constante a; asimismo, creemos que también se pueden
equivocar en las operaciones basicas, asi como obtener un solo valor de la constante a,

al no utilizar adecuadamente la siguiente propiedad:

P=yolrl=\yox=1%/y
Respuestas de los alumnos

Las respuestas al problema del item d) han sido acertadas por las dupla D1 y D3, tal
como se habia previsto en la solucion posible. Sin embargo, la dupla D2 presento
dificultades para desarrollar una ecuacién de segundo grado. Para este analisis
mostramos los trabajos presentados por la dupla D1 y D2 que se muestran en la Figura
50.

d) Si el nuevo banco se ubica en el punto (2,a), determine los valores de a e

interprete que representa dxchos valores. Explique su procedimiento.

(1581 = (23,54 (a-29)™ i

A 1a(2s) + G5
ma) s = (2,9 4+« B
"5) colaglo a,¢= 85 ya-Sa + g5
° = 8,5 + atSa

Dl s\-‘f‘"’-"% 0:6 -&Q’l’sﬁ
5 ql_sq+gs°
* s N 2
U S a-1=p
“z a=2
o peede Tapsn 2amlow se By ) o ¥ A AL
pads Ao S T Bigeass Adeay a2,

d) Si el nuevo banco se ubica en el punto (2,a), determine los valores de a ¢

interprete que representa dichos valores. Explique su procedimiento.
e
/_— S 3 ‘.{17 1 |
’ N\ Ca,58) (2350 + CRiz,5)
3 \ A 178) =-\< lf) i,

|

DZ ‘)‘ ‘;"‘-‘ 3
\‘/Q‘ UHa = 25 +a%—(,28 }

$ |

e,2y= (a -25 0"

61 =

Figura 50. Respuesta de las duplas D1 y D2, item d)
En la Figura 50, es evidente reconocer por qué la dupla D2 no logr6 hallar los dos

valores de la variable a. Notamos dos razones evidentes. Primero, no utiliza una
representacion grafica completa, sino que realiza una simple representacion del
problema planteado, la cual no les permite evidenciar los otros conceptos o

conocimientos previos inmersos en el problema planteado. Una nueva y adecuada
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representacion del problema original hubiera auxiliado a la dupla D2, al igual que a la
D1, para comprender la informacion contenida en la nueva representacion. La segunda
razén consiste en no reconocer que la ecuacion que esta trabajando es de segundo grado,
lo cual implica que tiene dos raices. Sin embargo, la dupla D1 al utilizar y apoyarse de
una representacion grafica y al trazar la recta vertical x = 2 que corta en dos puntos a
la circunferencia, se hace evidente que existen dos valores para la variable a. Sobre esto
Douady sefiala que es importante que un problema requiera para su solucién hacer una
nueva representacion de la representacion original, de tal forma que facilite al alumno la
adquisicién del nuevo concepto. Finalmente, para ambas duplas, parece ser que ya el
nuevo concepto que estan construyendo es familiar, pues incluyen su representacion

grafica como conocimiento explicito.

Pregunta 2, item €)

2) 51 ¢l nusvo bance se ubica en &l punto (x, V), determme la expresion matem ahica

que relaciona x e y. Explique.

Figura 51. item e) de la pregunta 2
Este item tiene el proposito de hallar la representacion algebraica de la circunferencia

cuando el nuevo banco se encuentre en el punto P(x, y).

Una posible solucion que se espera de los alumnos para resolver el problema consiste en

los pasos siguientes:

Es de esperar que los alumnos utilicen la definicion de la circunferencia para obtener la
expresion matematica o, en todo caso, que utilicen la propiedad de distancia entre dos
puntos; se espera, igualmente, que se apoyen en una representacion grafica para
expresar la relacion entre las coordenadas x e y del nuevo banco. La Figura 52 muestra

la posible expresion matematica que relaciona las coordenadas del punto P(x, y).

B=i3 8

ElLy)

1582 = (x —35)2+(y—25)72% «— >

C=(523)

S={21)

Figura 52. Posible respuesta del item e) de la pregunta 2
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Es pertinente aclarar que los alumnos, en este item que forma parte de la fase de
explicitacion, no puedan interpretar aln que la expresion matematica también representa
la circunferencia. Por tanto, es posible que esta dificultad pueda confundir a los alumnos
sobre el concepto de circunferencia que estan construyendo. Este momento, segun la
dialéctica herramienta-objeto, corre el riesgo de bloquearse. Frente a esta situacion,
nuestra accion como profesor/investigador serd tomar una decision que les permita a los
alumnos explicitar o esclarecer que la circunferencia se puede representar en diversas

representaciones, en este caso en su representacion algebraica.

Respuestas de los alumnos

Para este item €) las duplas D1 y D3 acertaron en sus respuestas no como se habia
esperado, pues si bien utilizan la definicion de la circunferencia implicitamente para
escribir la expresion matematica, no logran explicar qué representa la nueva expresion
obtenida. Esto es, segun la dialéctica herramienta-objeto, los alumnos no pueden
explicar o describir explicitamente el nuevo concepto cuando son parte de la fase de
explicitacion. Ambas duplas solo acertaron una parte de lo que se esperaba; es decir,
expresar la ecuacion que relaciona las coordenadas del punto P(x,y). Por ejemplo, la

Figura 53 muestra el trabajo presentado por la dupla D1.

¢) Si el nuevo banco se ubica en el punio (x,y), determine la expresion matematica

que relaciona x e y. Explique.

b, s~ @—3/5)”’4'( ¥=25)"
215 SEANIS 9 5y 4005

Figura 53. Respuesta de la dupla D1 al item €) de la pregunta 2
Sin embargo, la Figura 54 muestra el trabajo de la dupla D2 con intenciones de explicar
la expresidbn matematica obtenida. Los alumnos logran mencionar los elementos

caracteristicos de la circunferencia.

€) Si el nuevo banco se ubica en el punto (x, y), determine la expresién matematica

que relaciona x e y. Explique.

(P.A) = ('.5851.: Cx-3.r):(2/;..y)’l—

Zs}a -ﬁ:rmula. S!erV?rq"o parc  poder dederanavvoy
la, destancion del  puate wedio hace. otvo
Pouto.

Figura 54. Respuesta de dupla D2 al item €)
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En vista de que los alumnos no lograron explicar la expresion matematica obtenida en
este item, se tom6 un momento para explicar y esclarecer que la ecuacion también

representa una circunferencia y es una forma de representar el objeto.
Actividad 3. Explicitacion de la circunferencia

Esta actividad 3 tiene como finalidad utilizar el concepto de circunferencia como
conocimiento necesario y explicito para resolver los problemas. Se espera también que
los alumnos al desarrollar esta actividad puedan empezar a familiarizarse con la

circunferencia.

Actividad 3. Explicitacion de la circunferencia
1. Halle ¢l conjunto de puntos P(x,y) del plano tales que sus distancias al punto
(=2.2) sea igual a cuatro umidades. Escnba b eamcion de la oorva obtenida.

2. Halle una expresion matematca para relacionar las coordenadas de los puntos
P(x,v) del plano cuva suma de amdados de distancias a los puntos A(—5.0) v

B(5.0) es 130. Grafique la curva que se obtiens.

Figura 55. Actividad 3, fase de explicitacion

A continuacion, presentamos las posibles soluciones de la actividad 3, preguntas 1y 2.

Pregunta 1

Se pretende, con esta pregunta, que los alumnos utilicen como nuevo conocimiento
explicito el concepto de circunferencia y reconozcan este concepto desde su concepcion

como lugar geométrico.

Se espera que los alumnos utilicen la representacion grafica para deducir la ecuacion
que representa la circunferencia a través de la formula de distancia entre dos puntos o

que utilicen directamente la definicion de una circunferencia, esto es,

d(C,P) = |CP| = 4.

Utilizando la propiedad de distancia entre los puntos B
C(—2,2) y P(x,y) se obtiene la siguiente igualdad: ///\ ."‘\
dep = 4 =/ (x +2)2 + (y — 2)2. Luego ] \ ;

I. = ’
J(x +2)2 + (y — 2)% = 4; elevando al cuadrado en '\*f. s F !‘,": :
ambos miembros de la igualdad se tiene que: .
(x + 2)%2 + (y — 2)? = 42, es la ecuacion solicitada. Figura 56. Circunferencia de centro

(—2,2) y radio 4 unidades
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En el desarrollo de esta pregunta creemos que los alumnos podrian tener dificultades
para hallar la ecuacion solicitada debido a la falta de comprension del nuevo concepto

en construccién desde su concepcion como lugar geométrico.

Respuestas de los alumnos

Las respuestas para esta pregunta 1 han sido acertadas por las tres duplas como se habia
previsto. En el trabajo de la dupla D3 solo se mostrd la ecuacion solicitada. Sin
embargo, las duplas D1 y D2 muestran una descripcion de las caracteristicas de la

circunferencia como un conocimiento nuevo y explicito.

En la Figura 51 mostramos los trabajos presentados por las tres duplas.

1. Halle el conjunto de puntos P(x,y) del plano tales que sus distancias al punto

(—2,2) sea igual a cuatro unidades. Escriba la ecuacion de la curva obtenida.

(4 = 42+ (g2

L6 =i 4 oyy 3y

6 =P ryiong 13 |

%f??j‘;\-—lm e "“\\
4= x1+\jl+\t{g-j)

Ly ccvacigy de lon girwr meegngn
€5 KX Mk byt "y +€
Perque wuna de vs coordenadag

gy {Ej /d; ba[qs }uar&m

(e distun cxa. de la ol

| podecednr widqurer Wger
gorw., vne Wi g ertngt

D1

1. Halle el conjunto de puntos P(x,y) del plano tales que sus distancias al punto

(=2,2) sca igual a cuatro unidades. Escriba la ecuacion de la curva obtenida.

/‘\"j) vepyesenla @\ ¢

! 4 = A~ ¥
D2 - .:.4 ) de \a. . {cuntevyenat

- L . . ¢ \ ~ v b’ \ ~
Fmy ~) -1 /p \3S k¢ '~/\, i) \;;(;‘sz.&.—'wﬂ;»

D
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1. Halle el conjunto de puntos P{x,y) del plano tales que sus distancias al punto

{—2,2) sea igual a cuatro unidades. Escriba la ecuacion de la curva obtenida.

Py ) ¥ & R |
.ll } |
U= (o Aty (2-u ) 2

a V6 = U|+*:.L'l'.’+1{}/ -+U*.'Jl‘llﬂ

Figura 57. Respuesta de las tres duplas a la pregunta 1, actividad 3
Segun sefiala la dialéctica herramienta-objeto, los alumnos en esta fase de explicitacion
mostraran la importancia de algunas herramientas utilizadas en las actividades
anteriores. En ese sentido, en un dialogo, la dupla D1 con la dupla D2 expresaban que
esta pregunta (pregunta 1, actividad 3) es similar que la busqueda de todos los posibles
lugares donde se puede ubicar el nuevo banco. Uno de los integrantes de la dupla D2
dice: “el conjunto de puntos que puede tomar el punto P(x,y) es igual que el nuevo
banco, que también tomaba muchos puntos, o sea un conjunto de lugares”. Al respecto,
la D1 respondi6: “Asi es, el punto P(x,y) es el nuevo banco y el punto (—2,2) es la
comisaria”. Esta situacion ha sido importante y, al mismo tiempo, propicia para generar
la discusion sobre los elementos caracteristicos del nuevo concepto en construccion.
Enseguida se le pregunto: “¢Qué caracteristicas mas resaltantes se puede notar en la
gréafica de una circunferencia?” La dupla D3 contestd: “Su punto medio y su distancia
que es su radio”. Inmediatamente, la dupla D2 dijo: “Profesor, es el centro y su radio y
el punto P”. Luego se le preguntd lo siguiente: “¢Qué representa el punto P de
coordenadas x e y?”. Al respecto la dupla D3 respondi6: “ES un punto cualquiera que
puede estar en cualquier lugar pero manteniendo la misma distancia del punto
(—2,2)”. Observamos en esta ultima respuesta que es similar a la definicion de la
circunferencia como lugar geométrico. En este didlogo pudimos evidenciar la fase de
explicitacion que, sobre la base de la discusion y el andlisis, los alumnos pudieron
construir parcialmente el concepto de la circunferencia. Notamos que los alumnos

lograron la institucionalizacion local del objeto. Es decir que, segun la dialéctica
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herramienta-objeto, los alumnos reconocen y se apropian de algunos elementos
importantes del objeto que se esta construyendo. En este caso, especificamente sobre el
concepto de circunferencia, los alumnos reconocieron y evidenciaron en sus respuestas
los elementos caracteristicos del objeto circunferencia como el radio, el centro y un
punto P cualquiera de la circunferencia, asi como intentan definir el objeto desde su

concepcién como lugar geométrico.

Es importante sefialar que situaciones (didlogos) de este tipo han sido muy valiosas para
la construccidn del concepto de circunferencia, ya que esta labor nos facilité la siguiente
fase que consistid en la institucionalizacion del concepto de circunferencia en su estatus
de objeto matematico. Hasta este momento, cada dupla con su participacion logrd
identificar las caracteristicas elementales (centro y radio) de la circunferencia. Otra
respuesta que nos permitid identificar la evolucion en la construccion del concepto
circunferencia es la que presenta la dupla D2 (véase la Figura 57), en la que se
menciona que la ecuacion “es la representacion de la circunferencia”. Esta expresion
muestra que la dupla D2 intenta, de alguna manera, diferenciar el objeto de su

representacion.

Pregunta 2

2. Halle una expresion matemadtica para relacionar las coordenadas de los puntos
P(x,y) del plano cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos A(—5,0) ¥

B(5,0) es 150. Grafique la curva que se obtiene.

Figura 58. Pregunta 2 de la actividad 2
Esta pregunta tiene como finalidad movilizar los conocimientos explicitos de los

alumnos. Es decir, pretendemos que los alumnos, a partir de una representacién textual
realicen una representacion algebraica, y representar este ultimo graficamente.
Asimismo, se espera que los alumnos puedan utilizar una representacion grafica para

identificar la relacion de distancias de los puntos Ay B al punto P(x, y).

Por otro lado, pensamos que los alumnos, para resolver el problema, opten como una

posible solucion los pasos siguientes:
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Ubicamos los puntos A(-5,0), B(5,0) vy e
P(x,y) en el plano cartesiano (vease la Figura

59). Luego, por la condicion dada, se tiene la

siguiente igualdad: / h=(50) B=030)
d%z + dig = 150

Figura 59. Posible representacion de la

pregunta 2
(x+52%+ (@ —-072%+x—-5)?2+(y—0)>?
= 150
Simplificando la ecuacion, se obtiene la e

ecuacion canénica de la circunferencia con

radio v/50: @ i

Figura 60. Representacion grafica de una
circunferencia con centro en el origen

Pensamos que algunas dificultades que pueden presentar los alumnos, debido a que el

problema requiere un orden para su resolucion, son las siguientes:

¢ No puedan plantear la ecuacion d%; + dz; = 150.
¢ No utilicen apropiadamente la propiedad de distancia.

e Se confundan en las operaciones y obtengan una ecuacion incorrecta.
Respuestas de los alumnos

En esta pregunta, tal como habiamos considerado que habria problemas, las tres duplas
presentaron dificultad para plantear matematicamente el enunciado del problema.
Creemos que esta dificultad se debe a que, tal como lo observé Bedretchuk (2010), los
alumnos muestran dificultad en la comprension de los enunciados. Sin embargo, frente
a esta situacion, pudimos realizar algunas indicaciones con el proposito de direccionar
su proceso de resolucion. Por ejemplo, la Figura 61 muestra el trabajo presentado por la
dupla D1.
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2. Halle una expresién matematica para relacionar las coordenadas de los puntos
P(x,y) del plano cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos A(—5,0) y

B(5,0) es 150. Grafique la curva que se obtiene.

1
- 2
. ?(Xz‘\\ ¢ n +4d lD'P] = 150
du=\, .
W=\ (x45) L (y 1
dap = x4 1ox 4154y ™
1
AG-50) B (59 & (AR = x4y U tox 225
. e A EAL Y A Sk g
e WY d:l(s,ﬂ: U_s)z+ gt
Azm,f): x'L_ 19x41§ +y1‘
VRS SN RRy

‘R‘\?) 4\‘3‘1(',?); 150 . 21 sy (0,0)
Uy s 4 Ryt 425 < 1S —; odlo 4y 567230
axttayl g0 elfe
Yt tliyop 23+Y) = 106

Yl x4y s 59,77
D
‘{:X?S.‘L
v =S5\
¢z 70

Figura 61. Respuesta de la dupla D1 a la pregunta 2, actividad 3
La Figura 61, presentada por la dupla D1, observamos que los alumnos muestran el
procedimiento que se habia previsto inicialmente. La movilizacion del nuevo concepto
como conocimiento necesario para resolver el problema es utilizada como herramienta.
Al respecto, la dialéctica herramienta-objeto sefiala que cuando utilizan el nuevo
conocimiento como herramienta necesaria y circunstancial para cierto problema, los

alumnos se encuentran en la fase de la explicitacion.

Se observa que la dupla D1 ya moviliza conocimientos sobre nuestro objeto, pues
muestra la ecuacion solicitada, su representacion grafica y sus elementos caracteristicos
como el centro (0,0) y el radio (r = 5v2 ~ 7,07). Por otro lado, las duplas D2 y D3
también presentaron un trabajo similar a la dupla D1. No obstante, la dupla D2 solo
sefiala la ecuacion canonica de la circunferencia sin mostrar la representacion grafica

solicitada.

Una vez terminada la pregunta 2 de la actividad 2, se consideraron algunos términos del
concepto de la circunferencia que los alumnos se habian apropiado hasta este momento.
Luego proseguimos a formalizar el nuevo concepto construido en su estatus de objeto

matematico y como un saber social y cultural; es decir, se definid la circunferencia
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como un conjunto de puntos que cumplen una determinada propiedad. Se realiz6 una
representacion grafica y, a partir de esta Gltima, se dedujo o se obtuvo la ecuacion
ordinaria y candnica a través de la propiedad de distancia entre dos puntos. Asimismo,
procuramos mostrar que también se puede obtener la ecuacion a traves del teorema de
Pitagoras. Finalmente, se ha precisado que objeto circunferencia es posible representar
textualmente (una propiedad que cumple una determinada condicion), a traves de una

ecuaciones algebraica, asi como por una representacion graficas.

A partir de este momento, esperamos que los alumnos reorganicen sus conocimientos
ampliando aquellos que ya dominan o que hayan adquirido durante el proceso, puesto
que, de ahora en adelante, el nuevo concepto de circunferencia recientemente
institucionalizado sera susceptible a funcionar como conocimiento antiguo en

situaciones nuevas.

Es pertinente aclarar que esta situacion, nos referimos a la etapa de institucionalizacion,
estuvo a cargo del profesor/investigador sin dejar de lado la participacion de las tres
duplas.

Finalmente, en esta etapa utilizamos materiales como presentaciones en Power Point y

el software GeoGebra.

La siguiente actividad corresponde a la fase de familiarizacion, la cual consiste en
utilizar el concepto de circunferencia en situaciones nuevas. En esta actividad se ha
propuesto problemas que exijan del alumno la aplicacion del nuevo concepto de
circunferencia institucionalizado anteriormente. Asimismo, en esta actividad nuestro
objeto sera utilizado como una herramienta explicita, dandole estatus de conocimiento

antiguo.
Actividad 4. Familiaricémonos con la circunferencia

El proposito de la actividad 4 es movilizar el nuevo conocimiento construido en
situaciones nuevas, de modo que les permitan a los alumnos utilizar el concepto

aprendido como herramienta explicita para resolver problemas.
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Actividad 4. Familiaricémonos conla circunferencia
1. Abel s2 ha comprado un televisor pantalla plana FULL HD para situarlo en su sala,
quetiene la forma de un rectangulo de 4 m de ancho v 3 m de largo. Sabiendo que

Abel ha decidido ubicar el televisor a un metro del centro de su sala, responda las

1. Elservicio sismologico nacionsl (Institato Geofisico del Pemi) detacto un sismoenls

ciudad A. El spicentro del sizmo seragistrd 2 5 kmestav 3 km sur del centro dz la
ciudad A, con un radio de aleancs de 4 km = la rsdonda.

Considerando gua al eentroda la cindad A sz enenanira en el origan dacoordenadas
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siguientes preguntas: del plang cartesisne, responda lo siguients:

a) Ubique los lugares donde se podria colocar el televisor. Muestre todas las &) Conlazyudad dd software Gaogsbrarsprasants grdf b Ls ragiom afsctd

posibilidades y explique como obtuve diches lugares. por &l sismo. Describa lo que observa,

b} Determine la ecuacién que corresponds a la curva que sneierra la region

b) ;Qué curva representa todos los lugares donde se podria ubicar el televisor? afsctada por ol sismo. Musstrs su procedimisnte.

Deseriba la curva obtenida.

) 8ise considera el centro de la sala como el origen de coordenadas del plano
Sila casade Padro 52 sncusmtes 2n 2l cantro ds la ciudad A el movimisnto

sismico afecto la casa da Padro? Justifiqus su respuasta.

cartesiano, escriba la ecuacion de la curva obtenida enla parte b). o

Figura 62. Actividad 4, fase de la familiarizacion
A continuacién, se presentan las posibles soluciones de las preguntas 1 y 2 de la
actividad 4.

Pregunta 1

Tiene como propdsito representar la circunferencia en la geometria elemental,
describirla como lugar geométrico y luego representarla graficamente en el plano

cartesiano.

Pregunta 1, item a)

Se espera para este item que, con los conocimientos que ya adquirieron en las
actividades anteriores, los alumnos puedan ubicar el centro y trazar la circunferencia
sefialando que los lugares donde puede estar ubicado el televisor son puntos que

pertenecen a la circunferencia.

Pensamos que los alumnos pueden presentar una posible solucion como la que

presentamos a continuacion.
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Partiremos sefialando que las posibles ubicaciones del

televisor forman una circunferencia. El procedimiento es:

e Simular mediante un rectangulo la sala de Abel con
sus respectivas dimensiones. 1
e Trazar las diagonales de la sala (rectangulo) para @
ubicar el centro de gravedad, esto es, el centro de la

sala.
o . . . Figura 63. Posible trazo de la
e Dibujar una circunferencia con radio 1 my con pregunta 1, item a)
centro que coincida en el punto de gravedad de la

sala.

Pensamos que los alumnos podrian tener dificultad para ubicar el centro de la sala, ya
que para ubicar el punto exacto se requiere los trazos de las diagonales del rectangulo.

Respuestas de los alumnos

Las respuestas para la pregunta 1, parte a), han sido acertadas por las tres duplas tal
como se habia previsto inicialmente. Observamos, en los trabajos realizados por las tres
duplas, los trazos de las diagonales para ubicar el centro de la sala. Asimismo, las tres
duplas coinciden en sefialar que los posibles lugares de ubicacion del televisor forman

una circunferencia. La Figura 64 muestra el trabajo presentado por la dupla D2.

a) Ubique los lugares donde se podria colocar el televisor. Muestre todas las

posibilidades y explique como obtuvo dichos lugares.

] l‘r\ S LOs \‘-Q\\:r“.r'_('\(‘__' ade
(h Lo Leow Q<\ \-(‘ \@\J ‘ISCV -
-~ enGS ,".:F'\C ~odeS

/ e YO LA C~
4 our ey b AaSTRWNE

dol enedlo Ae =\ AL

0 Aecwes & \o5 puntos gue

Lotonae \e edevnlerenco-

Y \0§ A~ nyg""\us N

- Y

Figura 64. Respuesta de la dupla D2 al item a), pregunta 1
Notamos que la dupla D2 y las demas duplas ya no cometieron el error de decir que las
distintas posiciones forman otro tipo de figura geométrica. Esta situacion la hemos
observado en la pregunta 1 parte d), cuando decian que formaba un rombo, un trapecio.
Entonces, lo anterior demuestra que los alumnos lograron comprender que un punto que
se mueve en un plano, manteniéndose a una misma distancia sobre otro punto fijo en el

mismo plano, forma exactamente una circunferencia.

111

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP | gz_}\gﬁgﬁmo

DEL PERU

Pregunta 1, item b)

Se espera que los alumnos puedan describir el objeto circunferencia desde su
concepcion como lugar geométrico o, en todo caso, puedan reconocer y sefialar algunos
elementos caracteristicos de la circunferencia. En ese sentido, esperamos que los

alumnos presenten una posible solucion como la que consignamos a continuacion.

La curva que describe todos los lugares donde se puede ubicar el televisor es una
circunferencia descrita como un conjunto de puntos en el plano que equidistan de un
punto fijo, cuyo radio es la distancia desde el lugar en que esta ubicado Abel hasta el
lugar donde esta ubicado el televisor, y el centro es el punto en el que se encuentra
Abel.

Respuestas de los alumnos

Para esta pregunta, solo la dupla D3 pudo describir la curva identificada tal como se
habia previsto, esto es, como lugar geométrico. Sin embargo, las duplas D1 y D3 no
lograron describir la curva. Creemos que esto se debe a que la pregunta se ha entendido
en otro sentido, pero no en definir la curva en términos de lugar geométrico. La Figura

65 muestra el trabajo de la dupla D3.

b) ¢Qué curva representa todos los lugares donde se podria ubicar el televisor?

Describa la curva obtenida.

Y >
e U0S c‘{fwnpeyenfﬂa luq e oo nde se
padxie dif e d Llpleoe, , La cywntertnda &

e\ wajunio Je puntes q¥e Gign = La TSR &}m da del cenlro e Abel,

Figura 65. Respuesta de la dupla D3 al item b), pregunta 1

Pregunta 1, parte c)

Para este item se espera que los alumnos tracen los ejes coordenadas con origen en el
centro de gravedad de la sala y luego designen las distintas posiciones del televisor con
el punto P(x,y) y, de esta manera, obtener la ecuacion canonica de la circunferencia

utilizando la propiedad de distancia.

Para resolver este problema se espera que los alumnos presenten los siguientes pasos:
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e Trazar el plano cartesiano con origen Iy

en el centro de la sala. Televisor T Y]
e Trazar una circunferencia con centro -

en la sala y radio una unidad (vease la i : 0 - =

Figura 66).
e Aplicar la propiedad de distancia para Figura 66. Circunferencia

., con centro en el origen de coordenadas
obtener la ecuacion de la

. . x% + y? = 12, ecuacion solicitada.
circunferencia.

Respuestas de los alumnos

Las respuestas para este item han sido acertadas por las tres duplas, en forma similar a

lo que habiamos previsto. La Figura 67 muestra el trabajo de las tres duplas.

c) Si se considera el centro de la sala como el origen de coordenadas del plano

cartesiano, escriba la ecuacion de la curva obtenida en la parte b).

) 4
T wey FetoMo-g
e 5 _
~ Azstty | €« Ewacen delacirngerencia
o { e ~T 7Y St AN Ao Voras Vo'aciones
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L ©00) [T % forme Une, cirasnfeven
R b vhitodo
en el candw dela
W Sola .
& §

¢) Si se considera el centro de la sala como el origen de coordenadas del plano

cartesiano, escriba la ecuacién de la curva obtenida en la parte b).
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¢) Si se considera el centro de la sala como el origen de coordenadas del plano

cartesiano, escriba la ecuacion de la curva obtenida en la parte b).

hN 0 lqu,w):(o—x)z)r -9 (0.0)=lbld
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Figura 67. Respuestas de las duplas D1, D2 y D3 al item c), pregunta 1
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En esta pregunta nuevamente se puede evidenciar que la dupla D2, al igual que en la
actividad 2 pregunta 1, sefiala que a la circunferencia “también se podria presentar
1 =x%+ y? ”. Esta frase evidencia que la dupla intenta diferenciar el objeto de su
representacion. Las tres duplas logran trazar los ejes coordenados con origen en el
centro de la sala y luego trazan la circunferencia de radio una unidad; asimismo, sefialan

los elementos (radio y centro) de nuestro objeto.

Pregunta 2

En esta pregunta, se espera que los alumnos puedan realizar la representacion grafica
con el apoyo del GeoGebra como el limite del area afectada y determinar la expresion

matematica de la circunferencia que encierra el area afectada por el sismo.

Pregunta 2, item a)

El propdsito de este item es que los alumnos, utilizando el nuevo concepto construido,
inmediatamente realicen la representacion de manera grafico del area afectada con el

apoyo del GeoGebra.

Se espera que los alumnos para resolver este item puedan seguir los pasos siguientes:

- Ubicar las coordenadas del epicentro

om) Clutiad A ®

en el plano cartesiano.

- Trazar la circunferencia utilizando la
herramienta Circunferencia dados su ayosaa

centro y radio.

- Lo que se observa es que la ciudad no

es afectada por el sismo. Figura 68. Circunferencia con

centro (5,—3) y radio 4 km
Pensamos que los alumnos podrian tener dificultad para determinar las coordenadas del
centro de la circunferencia, debido probablemente a que los alumnos no logren recordar
las orientaciones o podria suceder que los alumnos no logren reconocer que 3 km esté

en el semieje negativo del eje de las ordenadas.

Respuestas de los alumnos

En este problema, la representacion grafica de la circunferencia ha sido trabajada sin
ninguna dificultad; asimismo, a través del GeoGebra pudieron simular la situacion

descrita. Por ejemplo, la Figura 69 muestra el trabajo presentado por la dupla D2.
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cludadAepicentro = 5.83

epicentro = (5,-3)

Figura 69. Respuesta de la dupla D2 al item a), pregunta 2
Para construir la circunferencia que encierra la region afectada por el sismo, las tres
duplas utilizaron la herramienta Circunferencia dados su Centro y Radio. Esta accion de
las tres duplas muestra evidencia de que el objeto ya pasé a ser un instrumento que le
permite desarrollar nuevas situaciones, el cual, segin la dialéctica herramienta-objeto,
en esta fase de familiarizacion el nuevo objeto institucionalizado en algunos momentos
puede ser utilizado como herramienta 0 como conocimiento antiguo en nuevas

situaciones.

Pregunta 2, item b)

Este item tiene por objeto mostrar la expresion matematica de la curva que encierra la

region sombreada por el sismo.

Se espera que los alumnos para resolver este item puedan seguir los pasos siguientes:

e Identificar un punto P(x,y) cualquiera en la

circunferencia.

e Ultilizando la propiedad de distancia (4km)
entre los puntos P(x,y) y C(5,—3), se obtiene
la ecuacidn algebraica de la circunferencia.
Estoes, (x —5)%2+ (y +3)2 =42 =16, la

ecuacion solicitada.

Figura 70. Circunferencia de centro
(5,—3) yradio 4 km

Pensamos que los alumnos pueden presentar dificultad para obtener la ecuacion
solicitada, debido a que no logren designar un punto P(x,y) cualquiera en la
circunferencia. El hecho de que no considera dicho punto en la circunferencia puede
dificultar el uso de la propiedad de distancia y como consecuencia no obtener la

ecuacion solicitada.
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Respuestas de los alumnos

Las tres duplas respondieron tal cual se habia previsto. Mostraron la ecuacion de la
curva que encierra el area que afectd el sismo. Por ejemplo, la Figura 71 muestra el

trabajo presentado por la dupla D3.

b) Determine la ecuacién que corresponde a la curva que encierra la region

afectada por el sismo. Muestre su procedimiento.

élt ( N —Q]l L L v *\ﬂ?‘] L k\ LP-HJLYI'L ] .l[ lll_\]j,-‘-' r"!' -"7)
\6= )('1*25 -1hx + \'_‘,2 y4=-6Y \ Jl "1([0\\\: "dm‘uu (T 1[ Y
=Yy a0y - 64 T3y \ § AR i 1”“‘ ]Ll'
S Aot O I b

Figura 71. Respuesta de la dupla D3 al item b), pregunta 2
Esta dupla describe los elementos de la circunferencia, es decir, centro y radio.
Asimismo, sefiala que se obtuvo la ecuacién de la curva (circunferencia) y esto significa
que la dupla ya tiene conocimiento del objeto como herramienta para dar solucién al

problema planteado.

Pregunta 2, item c)

Este item tiene por objeto utilizar la ecuacion de la circunferencia para justificar si un

punto pertenece a la circunferencia.
Se espera que los alumnos justifiquen el hecho de la siguiente manera:

La casa de Pedro, que esta ubicada en la ciudad A y esta en el origen de coordenadas
(0,0), serd afectada por el sismo si este punto verifica la ecuacion algebraica de la

circunferencia.
Sea la casa de Pedro el punto A = (0,0) y sea la circunferencia:
C:(x—5)2%+ (y+3)?=4%=1e6.

Si A € C, entonces debe verificar la ecuacion (0 — 5)? + (0 + 3)% = 16. Sin embargo,
al simplificar se tiene que 34 = 16. Esta igualdad es falsa. Por tanto, la casa de Pedro

no ha sido afectada por el sismo.

Respuestas de los alumnos

En un inicio, en la pregunta 2 del item c), las tres duplas presentaron respuestas guiadas
por lo que observaban. No utilizaron la ecuacién para justificar si la casa de Pedro es

afectada por el sismo. Sin embargo, frente a esta situacion, se les orient6 para verificar
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su razonamiento utilizando la ecuacién de la circunferencia. Por ejemplo, la Figura 72

muestra el trabajo presentado por la dupla D2.

¢) Si la casa de Pedro se encuentra en el centro de la ciudad A, ;el movimiento

sismico afecto la casa de Pedro? Justifique su respuesta.
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Figura 72. Respuesta de la dupla D2 al item c), pregunta 2
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4.2.4. Conclusiones sobre los resultados del experimento

En este apartado, a manera de resumen, describiremos los resultados encontrados luego

de la implementacion de las actividades.

En la actividad 1, que corresponde a la fase antigua, se trabajé los conocimientos

previos y necesarios como distancia entre dos puntos, coordenadas del punto medio de
un segmento, puntos que equidistan de un punto fijo, propiedades de una mediatriz y
ecuaciones de rectas, entre las principales. En esta actividad, incluso con algunas
dificultades sobre estos conocimientos, observamos que los alumnos alcanzaron el
objetivo pretendido para esta primera etapa. Pensamos que revisar estos conocimientos
fue importante, pues son necesarios para construir el objeto circunferencia. En ese
sentido, estos conocimientos antiguos son herramientas, segun la dialéctica de Douady
y aplicado en este trabajo al concepto de circunferencia, facilitan la construccién de

dicho concepto.

En la actividad 2, que corresponde a la fase de busqueda/investigacién, se propone un
problema contextualizado. La pregunta 1 de esta actividad, en la que el concepto de
circunferencia esta involucrado como un conocimiento implicito, estuvo dirigida para
que los alumnos, empleando el software GeoGebra, ubiquen un punto fijo en el plano
(la comisaria) que equidiste de otros tres puntos (entidades), asi como las distintas
ubicaciones del nuevo banco. Utilizando las herramientas del GeoGebra, tales como

Mediatriz e Interseccion de Dos Objetos, los alumnos lograron ubicar correctamente el
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punto solicitado para ubicar la comisaria. No obstante, la dupla D3 mostré dificultad al
no utilizar correctamente la herramienta mediatriz. Hasta aqui respondieron el item a)
de la pregunta 1. Los siguientes items b), ¢) y d) de la pregunta 1, que tuvieron por
objetivo reconocer la curva que genera las distintas ubicaciones de un nuevo banco con
las mismas condiciones dadas para las tres entidades mencionadas respecto a la
comisaria, permitieron a los alumnos identificar el conocimiento implicito (objeto

circunferencia) utilizando el software GeoGebra.

En el intento de identificar las posibles ubicaciones del nuevo banco, teniendo en cuenta
la condicion de que estuviera a la misma distancia que las otras entidades respecto al
punto fijo donde se ubicaba la comisaria, los alumnos construyeron un segmento
utilizando la herramienta segmento de longitud fija con extremo fijo en el punto de la
comisaria (punto fijo) y extremo movible donde se ubicaria el nuevo banco (punto
movible). Con este segmento, al arrastrar el punto movible, intentaron mostrar los
posibles lugares donde podria estar ubicado el nuevo banco. Sin embargo, a pesar que el
punto movible que se mantiene a una longitud constante del punto fijo y que al ser
arrastrado alrededor del punto fijo forma a “simple vista” una circunferencia, las tres
duplas mostraron dificultad para reconocer la figura que se obtiene con las posibles
ubicaciones del nuevo banco. Creemos que este problema, que se observd con mayor
dificultad en las duplas D1 y D3, se debe a que para visualizar la curva los alumnos
requieren trazarlas. Asimismo, pensamos que este problema se debe a que los alumnos
no reconocen que dicha figura geométrica constituye la union de infinitos puntos que
cumplen una determinada propiedad. Al no superar esta dificultad, mencionaron otras
figuras geométricas como un cuadrado, trapecio, rombo, etc. Al respecto, King y
Schattschneider (citado en Bredectchuk, 2010) sefialan que para los alumnos es dificil
comprender la idea de un punto moviéndose en una configuracion, en la cual puede
haber otros puntos; asi como también les es dificil identificar un punto que cumple una
determinada propiedad (lugar geométrico). Para superar esta dificultad, fue oportuno y
adecuado utilizar la opcion activar rastro y animacion automatica, pues permitié a los
alumnos evidenciar todas las posibles ubicaciones del nuevo banco, ademas de causar
admiracion por el dinamismo. Finalmente, pudieron reconocer y trazar, sobre la base de
las condiciones, el objeto circunferencia entendiendo su concepcion como lugar
geométrico y su representacion figural. En ese sentido, el aporte del software GeoGebra,

en la construccién del objeto matematico circunferencia y en las acciones realizadas por

118

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_:_\gﬁgﬁmo

DEL PERU

los alumnos fueron fundamentales e imprescindibles. Ello se evidencié en las
actividades subsiguientes. Cuando en situaciones nuevas se les preguntd sobre qué
curva forma un punto que cumple una determinada propiedad, no mostraron tanta
dificultad como en esta parte; es mas, algunos no mostraron ninguna dificultad. En esta
parte, los alumnos se dieron cuenta de que el objeto que estaban construyendo es la
circunferencia. Este contexto corresponde, segun la dialéctica herramienta-objeto, a la
fase de busqueda/investigacion, en la cual el objeto matemético es conocimiento
implicito.

Para reconocer el conocimiento implicito, los alumnos prosiguieron de la siguiente
manera: en primer lugar, ubicaron un punto (comisaria) que equidiste de otros tres
puntos. Para ello, fue necesario utilizar las mediatrices de los segmentos de los tres
puntos (entidades), y la interseccion de estas mediatrices generé el punto solicitado; y,
en segundo lugar, construyeron un segmento con extremos el punto donde ubicaron la
comisaria (punto fijo) y un nuevo punto para ubicar el nuevo banco (punto movible).
Este segmento permiti6 a los alumnos visualizar que existen muchas posibilidades para
ubicar el nuevo banco, y estas posibles ubicaciones generaron la representacion figural
de la circunferencia. Esta idea, descrita en este parrafo, fue seguida por alumnos para
construir el objeto circunferencia; sin embargo, esta vez, analiticamente utilizando lapiz

y papel, entrando asi al cuadro de la geometria analitica, que es de nuestro intereés.

Para desarrollar la pregunta 2 (actividad 2), se activé la cuadricula en la ventana grafica
del software GeoGebra con la finalidad de proporcionar a los alumnos la representacion
de los puntos (entidades) en el sistema del plano cartesiano. Posteriormente, apoyados
con la representacion en la venta del GeoGebra, los alumnos siguieron el procedimiento
trabajado en las preguntas anteriores. Los alumnos se desenvolvieron con algunas
dificultades, en especial la dupla D3. Una de estas dificultades, se debidé a que la
resolucion del problema requeria un procedimiento recargado de operaciones y de
varios conocimientos antiguos involucrados. No obstante, esta dificultad ya se habia
previsto tal como refiere Douady al describir la fase de busqueda/investigacion. Con las
orientaciones pertinentes, se consiguié encaminar a los alumnos hasta encontrar una

posible respuesta.

El haber desarrollado el objeto circunferencia tomando como punto de referencia su
concepcién como lugar geométrico en la pregunta 1 (actividad 2), fue necesario e

importante; pues permitio a los alumnos en su esquema mental, elaborar un
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procedimiento anticipado para encontrar las coordenadas del punto que equidista de las
entidades. En a su vez, permitio verificar si las tres entidades equidistan de dicho punto.
La finalidad del item c) de la pregunta 2, consistio en reconocer el objeto circunferencia
cuando el nuevo banco toma distintas ubicaciones. Al respecto, los alumnos
reconocieron el objeto y sus elementos caracteristicos, a excepcion de la dupla D2 que
mostraba confusion entre el circulo y la circunferencia. No obstante, dicha confusion
nos permitié validar o refutar la concepcién del objeto que hasta ese momento estaban
aprendiendo los alumnos. En ese contexto, segun la dialéctica herramienta-objeto,
ocurre la institucionalizacién local, es decir, los alumnos definen el nuevo objeto como

conocimiento explicito, pero, segun sus propios criterios.

En la actividad 3, que forma parte de la tercera fase de la dialéctica, tuvo como objetivo

representar algebraicamente el objeto circunferencia desde su concepcion como lugar
geométrico, para luego representarlo graficamente la ecuacion obtenida. Hemos
verificado que los alumnos ya tienen integrado en su esquema mental la concepcién del
objeto que aprendieron con las actividades anteriores, pues, mostraron eficiencia para
resolver esta actividad utilizando el objeto circunferencia como herramienta. A esta
aprehensién parcial, de acuerdo a Douady, corresponde a la fase de explicitacion, donde
los alumnos muestran algunas de las siguientes particularidades respecto al objeto:
describen, definen, representan graficamente, reconocen algunas caracteristicas
importantes, etc., de acuerdo a sus propios criterios. Estas particularidades hemos
verificado en uno de los didlogos que se dio entre los alumnos de la dupla D1 y la dupla

D2, donde mostraron como tema principal el objeto circunferencia.

En este didlogo, mostraron destreza para relacionar la pregunta 1 (véase en la actividad
3) con la situacion que consistio en identificar la figura que genera las posibles
ubicaciones del nuevo banco (véase la pregunta 1 de la actividad 2). Expresaban que los
puntos de la forma P(x,y) pueden tomar distintas posiciones al igual que el nuevo
banco. Asimismo, sefialaban que el punto P(x,y) es donde se ubica el nuevo banco y el
punto (—2,2) es donde se encuentra la comisaria. También expresaron términos
caracteristicos del objeto circunferencia como: punto medio, centro, radio, el radio es la
distancia entre un punto cualquiera de la circunferencia al punto (—2,2), etc. Estos
términos y expresiones que utilizan los alumnos, muestran la apropiacion parcial del

objeto segun sus criterios. Reconocen los elementos caracteristicos de la circunferencia.
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De esta manera, culminado la actividad 3, los alumnos lograron identificar y definir
parcialmente el objeto segln sus concepciones, y esto nos facilitd homogenizar el objeto
como conocimiento explicito, es decir, se logré la institucionalizacion local que nos
permitio dar el paso a la siguiente fase de institucionalizacion/formalizacion del nuevo

concepto.

Nuestro objetivo para la cuarta fase, como profesor/investigador, fue presentar el nuevo
concepto en su estatus de objeto matematico, integrando de esta manera como un saber
social y hacer que en adelante, este nuevo conocimiento se vuelva herramienta para ser

utilizado en las nuevas situaciones que corresponden a la fase de familiarizacion.

En la actividad 4, que forma parte de la fase de familiarizacion, hemos verificado que

los alumnos con los conocimientos nuevos y recientemente institucionalizados e
integrados en su esquema mental, pudieron resolver con algunas dificultades minimas
los problemas, es decir, verificamos que los alumnos utilizaron el objeto circunferencia

como herramienta al resolver situaciones nuevas en contextos diferentes.
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CONSIDERACIONES FINALES

En este apartado mostramos las conclusiones que se obtuvieron respecto a los objetivos
trazados en el primer capitulo, asi como las recomendaciones y cuestiones abiertas para

futuras investigaciones.

En este trabajo, nuestro objetivo principal fue analizar a través de una secuencia de
actividades que siguen las fases de la dialéctica herramienta-objeto y mediada por el
software GeoGebra, la construccion del concepto circunferencia desde el cuadro de la

geometria analitica en estudiantes de quinto de secundaria.

Para lograr nuestro objetivo principal, nos propusimos alcanzar dos objetivos

especificos, que a continuacion detallamos.

Respecto al primer _objetivo especifico: Identificar en investigaciones precedentes,

en Educacién Matematica, los problemas de aprendizaje que presentan los alumnos

al estudiar el concepto de circunferencia.

Identificar las dificultades de aprendizaje sobre el concepto de circunferencia, nos llevo
a revisar investigaciones precedentes relacionadas con el problema de aprendizaje de
nuestro objeto en estudio. En este estudio, logramos identificar los problemas que

detallamos a continuacion.

Kerlegand (2008) reportd que los alumnos no alcanzaron el dominio de un lenguaje
propio que le corresponde a cada nivel de razonamiento segun el modelo de Van Hiele.
Asimismo, reportd que sélo dos de seis alumnos lograron construir la propiedad
estudiada: Toda recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio de la
misma. Creemos que esta dificultad se debe, a que los alumnos muestran confusion
respecto a la dependencia entre los elementos del objeto circunferencia con los

conocimientos previos involucrados con este concepto.

Por otro lado, Carmona (2011) report6 que en la ensefianza de los elementos del objeto
circunferencia en clase, los alumnos presentan dificultades para su apropiacion y
vinculacion en diferentes contextos matematicos. De la actividad exploratoria que
aplico sobre el objeto circunferencia, manifiesta que los alumnos muestran un nivel de
visualizacion elevado (segun el modelo de Van Hiele), es decir, reconocen el objeto
circunferencia. Sin embargo, en el nivel de analisis (segin el modelo de Van Hiele)
muestran deficiencias, pues no logran establecer nociones o definiciones del objeto.
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Creemos que este problema de asimilacion ocurre entre el nivel de visualizacién y el
nivel analisis; es decir, logran reconocer el objeto con facilidad en su representacion
grafica o figural, pero, no logran establecer nociones o definiciones del objeto. Esto en
parte porque los alumnos reconocen el objeto tal como se presenta a la percepcion (tal
como se ve), pero no logran visualizar o identificar que tras la curva continta existen
infinitos puntos que cumplen una determinada propiedad. Asimismo, el autor reporta en
su estudio que solo 2 de los 35 alumnos alcanzaron el nivel de deduccion, ya que

lograron definir la circunferencia de manera coherente matematicamente.

Finalmente, sobre el estudio de la circunferencia y mediatriz visto como lugar
geométrico, Bedretchuk (2010) destaca la importancia de la inclusion de una estrategia
pedagogica mediada por el GeoGebra, ya que permitié que los alumnos comprendan los
conceptos de los objetos estudiados. Asi, el uso del GeoGebra, permitio a los alumnos
verificar que los puntos de una circunferencia estan a igual distancia de otro punto fijo.
No obstante, también report6 algunas dificultades referidas a: la falta de comprension de
las actividades; la falta de verbalizacion de los argumentos que justifican sus respuestas;
el inicio de la resolucién de las actividades sin un previo plan o estrategia en el uso de

las propiedades que estan involucrados en dichos problemas.

Por otro lado, revisamos el tratamiento que los textos didacticos hacen sobre el objeto
circunferencia. Verificamos que los textos analizados, en especial el texto T2, enfatizan
el tratamiento algebraico en lugar de las construcciones geométricas. Presenta el
concepto como un producto final, sin la opcién de encontrar el significado ni relacién
entre sus tres formas de representacion. En seguida, muestran el estudio del concepto
con casos particulares, ejemplos de aplicacion inmediata y ejercicios que mecanizan el
uso de estrategias y técnicas de trabajo, lo que nos da la impresién de que el concepto
sera aprendido cuando los alumnos logren resolver una lista de ejercicios, sin importar
que el concepto puede ser mas significativo cuando el alumno encuentre la relacion que
existe entre sus tres formas de representar el objeto. Lo que puede ayudar a diferenciar
el concepto de su representacion. En ese sentido, Almouloud y Mello (2000, citados en
Bedretchuk, 2010) sefialan que las dificultades de aprendizaje se deben a que se dan
menos atencién a la geometria y se confunde su ensefianza con el de medidas. Esta
dificultad de aprendizaje también esta ligada a la forma como se aborda el objeto
circunferencia en los libros didacticos. Recordemos que los textos didacticos, tal como

lo refiere Bravo (2007, citado en Morales, 2013), son guias necesarias para la accion
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didactica de los docentes y alumnos en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los
conceptos matematicos. Por ello, creemos que esta forma de presentar y tratar el objeto
en los textos didacticos, no favorece al aprendizaje del objeto.

En base a la dialéctica herramienta-objeto y teniendo en cuenta las conclusiones del

primer objetivo, nos propusimos el siguiente objetivo especifico.

Respecto al sequndo objetivo especifico: Disefiar una secuencia de actividades

utilizando como fundamento los principios de la dialéctica herramienta-objeto y

mediada por el software GeoGebra.

- Consideramos que tener como marco teorico de esta investigacion, algunos aspectos
de la dialéctica herramienta-objeto de Douady, fue pertinente porque nos permitio:
desde su enfoque cognitivo, observar y analizar en detalle cuando los alumnos se
apropian del concepto circunferencia y sus formas de representar; desde su enfoque
constructivista, organizar el concepto circunferencia para introducirlo gradualmente.
Esto es, en primer lugar, como conocimiento implicito; en segundo lugar, como
conocimiento explicito, luego, como objeto matematico. Para finalmente, convertir
este concepto en herramienta 0 conocimiento antiguo para construir otro concepto.
Para lograr este proceso complejo, fue importante disefiar actividades siguiendo los
principios de la dialéctica herramienta-objeto. De esta manera, creemos que las
perspectivas en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas usando el
marco de este trabajo son ventajosas, tanto para el alumno como para el docente.

Luego de haber alcanzado los dos objetivos especificos, consideramos que nuestro

objetivo general: analizar a través de una secuencia de actividades que sigue las fases

de la Dialéctica Herramienta-Objeto y mediada por el software GeoGebra, la
construccién del concepto circunferencia desde el cuadro de la Geometria Analitica
en estudiantes de quinto de secundaria, también ha sido logrado, porque la secuencia
de aprendizaje disefiada segun los principios de la dialéctica; permitié que los alumnos
logren construir el concepto de circunferencia. Esto se ha evidenciado en las actividades
3y 4, pues los alumnos movilizaron el concepto como herramienta para resolver
situaciones problemas que involucraban dicho objeto como conocimiento necesario.

Asimismo, la mediacion del software GeoGebra contribuy6d en el aprendizaje del

concepto circunferencia. Esto fue observado, especialmente en la actividad 2, cuando

los alumnos lograron verificar que un punto que se mueve en un plano a una distancia

constante de otro punto fijo del mismo plano, genera una circunferencia, y no otra figura

124

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_:_\gﬁgﬁmo

DEL PERU

geométrica como ellos creian. Por ultimo, uno de nuestros mayores logros fue haber
contribuido a mostrar y superar algunas dificultades habituales que los alumnos

presentaron al trabajar nuestro objeto circunferencia.

Luego de haber alcanzado nuestro objetivo general, consideramos que nuestra pregunta
de investigacion, ¢una secuencia de actividades que sigue las fases de la Dialéctica
Herramienta-Objeto y mediada por el software GeoGebra, contribuye a la
construccion del concepto circunferencia desde el cuatro de la geometria analitica en
estudiantes del quinto afio de secundaria?, también ha sido respondida. Pues logramos
verificar, en el segundo objetivo especifico, que la secuencia de actividades disefiadas
siguiendo las fases de la dialéctica herramienta-objeto, permitié que los alumnos
construyan el concepto de circunferencia desde su concepcion como lugar geométrico,
representacion grafica en el sistema del plano cartesiano, asi como desde su

representacion algebraica.

De otro lado, la mediacion del software GeoGebra permitié las siguientes

contribuciones en la construccion del objeto circunferencia:

- Hemos observado que la falta de experiencia en los alumnos para utilizar el software
GeoGebra no fue una barrera para resolver las actividades, lo que se verifico durante
la implementacion de las actividades que requerian su uso.

- El uso del software GeoGebra, para construir el objeto circunferencia desde su
concepcién como lugar geométrico, representacion grafica y algebraica, fue
pertinente y propicio, pues, en particular, en la pregunta 1 de la actividad 2, hemos
verificado que los alumnos fueron auxiliados cuando mostraron dificultad para
reconocer la curva que genera las distintas posiciones del nuevo banco. Cuando
construyeron un segmento con extremos el punto de la comisaria (fijo) y el nuevo
banco (punto movible). El punto movible del segmento, al ser arrastrado le permitié
percibir las diversas posibilidades. A pesar de ello, no lograron reconocer la curva,
pues sefialaron que las ubicaciones formaban un cuadrado, un trapecio, rombo, etc.
Frente a esta situacion, la accion de activar rastro y animacién automatico generé
los infinitos puntos que constituyen la circunferencia, mostrando dinamicamente lo
que se definio textualmente sobre la circunferencia en el capitulo 3 (seccién 3.2), lo
que no es tan sencillo lograr con lapiz y papel. Por otra parte, con la accion realizada,
los alumnos consiguieron experimentar y discernir sus suposiciones y conjeturas

sobre las diferentes figuras que mencionaron cuando el nuevo banco tomaba distintas
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posiciones. Asimismo, utilizando la herramienta del GeoGebra Circunferencia dados
su centro y uno de sus puntos, verificaron que las ubicaciones formaban exactamente
una circunferencia. Esto permitio a los alumnos integrar el objeto circunferencia en
su esquema mental, adn parcial porque no pudieron describir completamente el
nuevo concepto construido. Asimismo, fue importante porque en las actividades
siguientes ya no mostraron dificultad para reconocer la figura o la curva que genera
un punto que cumple una determinada propiedad.

- El uso del GeoGebra permitio en los alumnos desarrollar autonomia para
experimentar y validar sus conjeturas, colocando de esta manera a cada alumno como
el actor principal en su aprendizaje y al profesor como un compariero cientifico en el
desarrollo del nuevo concepto. Cabe resaltar que el software por si mismo no podria
generar dicha autonomia, sino, es la secuencia de actividades disefiada bajo ciertos
criterios que orienten su desarrollo. Finalmente, el GeoGebra fue muy util en la fase
de institucionalizacion, pues luego de construir una circunferencia pudieron utilizar
el arrastre para variar la posicion de dicha circunferencia en el plano, logrando
observar el objeto circunferencia simultdneamente en dos representaciones distintas:

en la ventana gréfica y en la ventana algebraica.

Por tanto, consideramos que introducir un nuevo concepto, permitiendo que los alumnos
descubran o construyan gradualmente este nuevo conocimiento a través de una
secuencia de actividades estructuradas y fundamentadas bajo los principios de la
dialéctica herramienta-objeto, y apoyado/mediado con el software GeoGebra, puede

ayudar a los alumnos construir un nuevo concepto matematico.
Algunas dificultades que persistieron durante el desarrollo de las actividades

- En la actividad 2 de la pregunta 1a), la dupla D3 utilizd en exceso los trazos con el
intento de ubicar el punto (comisaria) que equidiste de las tres entidades (véase la
figura 28). Sin embargo, procuramos orientar al grupo con la finalidad de que puedan
utilizar correctamente la propiedad de mediatriz de un segmento para ubicar
exactamente el punto solicitado.

- Por otro lado, en el desarrollo de todas las actividades, observamos que los alumnos
no utilizan un lenguaje matematico adecuado ni coherente. ES mas, muestran
deficiencia para verbalizar los argumentos que justifican sus repuestas. Estas
dificultades tambien fueron observadas en los estudios realizados por Carmona
(2011) y Bedretchuk (2010).
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Algunas recomendaciones importantes

- Asegurar que los alumnos posean los conocimientos previos o0 conocimientos que
estan involucrados en el nuevo concepto que se pretende construir. Esto es, con el
propdsito de lograr con éxito el aprendizaje de dicho concepto. Creemos que si los
alumnos tienen dominio sobre estos conocimientos previos, las dificultades solo
estarian centradas en el nuevo concepto. En esta recomendacion surge una pregunta
natural referente a los conocimientos antiguos, esto es; ¢como podriamos
asegurarnos que los alumnos posean los conocimientos previos? Consideramos que
una manera seria verificar a través de un examen diagnostico si tienen dicho
conocimientos o, en todo caso, al igual que en esta investigacion, trabajar dichos
saberes antes de construir el nuevo objeto en cuestion.

- En la actividad 2 (pregunta 1d) y en la actividad 4 (pregunta 1b) observamos que
dichas preguntas no fueron comprendidos por los alumnos, pues, en las respuestas
que presentaron no evidenciaban la intencion de responder lo que se esperaba.
Creemos que este problema se debi6 a dos razones: 1) la intension de la pregunta no
fue entendida; 2) en un mismo item se presenté dos preguntas que involucraban dos
cuestiones. Observamos que los alumnos no respondian la segunda pregunta
prestando atencion sélo a la primera pregunta. En ese sentido, creemos que se
deberia plantear preguntas en forma independiente con el objetivo de obtener
informacion mas precisa y evitar omisiones al responder.

Esperamos que este trabajo de investigacion pueda ayudarnos a reflexionar sobre

nuestra practica docente y ayudar a los alumnos, a partir de sus conocimientos previos y

con ayuda de algun software de Geometria Dindmica, construir un nuevo concepto

matematico de manera progresiva. Asimismo, permitiendo que los alumnos sean los

verdaderos protagonistas de su aprendizaje y puedan darle sentido a lo que aprenden, y

no sean solo receptores que acepten lo que se les dice sin cuestionar nada.
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CUESTIONES ABIERTAS

- Disefiar actividades para trabajar conceptos de parabola, elipse e hipérbolas, asi
como para otros objetos matematicos siguiendo las fases de la dialéctica herramienta-
objeto y utilizando el software GeoGebra como herramienta mediadora;
aprovechando de dicho software, su potencial grafico y algebraico.

- Creemos que algunas preguntas de nuestra secuencia de aprendizaje pueden ser
reformuladas. Ademas consideramos, que es factible, agregar en nuevas situaciones y
problemas que puedan permitir explorar otras herramientas del software GeoGebra.
Sin embargo, creemos que el GeoGebra no es la Unica opcidén sino solo una
alternativa. En particular, con la finalidad de observar si los alumnos movilizan
adecuadamente el nuevo concepto como herramienta, se pueden agregar mas

preguntas en las actividades 3 y 4.
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APENDICE

Actividad 1. Recordando nuestros conocimientos previos
Resuelve los siguientes problemas.

1. Una escalera de 4 m de longitud est& apoyada sobre una pared. Si la parte inferior de
la escalera se encuentra a 3 m de distancia de la pared, ¢a qué altura se encuentra la

parte superior de la escalera respecto del piso? Muestre su procedimiento.

2. Observe la siguiente figura.

o A=00,4)

(0,0) ' B=(6,0)

A partir de la figura responda lo siguiente:

a) Determine la longitud del segmento AB. Muestre su procedimiento.
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b)  Determine las coordenadas del punto medio del segmento AB. Muestre su

procedimiento.

a) Dado el segmento PQ, trace la mediatriz de dicho segmento. Muestre su

procedimiento.

b) Si los puntos P y Q se ubican en un plano cartesiano, de modo que P(—2,3) y
Q(4,7), determine la ecuacion de la recta mediatriz del segmento PQ. Muestre

su procedimiento.
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Actividad 2. Descubriendo con el GeoGebra
Indicacion. Al culminar su trabajo salve sus respuestas con el nombre A2_Apellidos.
Resuelva las siguientes situaciones.

1. En una urbanizacién de Santa Clara, la municipalidad ha decidido colocar una nueva
comisaria para dar mayor seguridad a tres entidades: un banco, un colegio y un
supermercado. Se desea ubicar esta comisaria de modo que se encuentre a la misma
distancia de las tres entidades antes mencionadas, a fin de que ante cualquier acto
delictivo, los policias tengan una posibilidad de accion réapida.

A continuacién, abra el archivo gg_preg_01 en el que se muestra un esquema con la

ubicacion de las tres entidades mencionadas y responda las siguientes preguntas:

a) ¢Donde deberia ubicarse la comisaria? Explique codmo determind esta ubicacion.

Banco
L]

® Colegio

®
Supermercado

b) Si se desea ubicar una nueva entidad bancaria a la misma distancia que las tres
entidades anteriores, respecto a la comisaria, ¢cuales son los posibles lugares

donde se podria ubicar este nuevo banco?

c) ¢Cuantas posibilidades de ubicacidn encontr6 para el nuevo banco? Justifique su

respuesta.
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d) ¢Qué figura se forma con las posibles ubicaciones del nuevo banco? Describe las

caracteristicas de esta figura.

2. Abra el archivo gg_preg_02 y usando las herramientas del GeoGebra active los

ejes coordenados y la cuadricula, tal como se presenta a continuacion.

Banco
L

* Calegio

1 ®
Supermercado

A partir del plano cartesiano mostrado, responda las siguientes preguntas:

a) Determine las coordenadas del punto donde se encuentra la comisaria. Muestre

su procedimiento.

b) Halle la distancia a la que se encuentre cada una de las entidades (Banco, colegio,
supermercado) respecto de la comisaria e indique la relacion que existe entre

ellas. Muestre su procedimiento.

c) ¢Qué curva forma las distintas posiciones en la que se ubica el nuevo

banco?
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Para la curva obtenida, ¢qué representa el punto donde se ubica la comisaria?

y ¢qué representa el segmento que une la comisaria con cualquiera de las

entidades (banco, colegio, supermercado, nuevo banco)?

d) Si el nuevo banco se ubica en el punto (2,a), determine los valores de a e

interprete que representa dichos valores. Explique su procedimiento.

e) Si el nuevo banco se ubica en el punto (x,y), determine la expresion matematica

que relaciona x e y. Explique.
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Actividad 3. Explicitacion de la circunferencia
1. Halle el conjunto de puntos P(x,y) del plano tales que sus distancias al punto

(—2,2) sea igual a cuatro unidades. Escriba la ecuacion de la curva obtenida.

2. Halle una expresion matematica para relacionar las coordenadas de los puntos
P(x,y) del plano cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos A(—5,0) y

B(5,0) es 150. Grafique la curva que se obtiene.
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Actividad 4. Familiaricémonos con la circunferencia
1. Abel se ha comprado un televisor pantalla plana FULL HD para situarlo en su sala,
que tiene la forma de un rectangulo de 4 m de ancho y 5 m de largo. Sabiendo que
Abel ha decidido ubicar el televisor a un metro del centro de su sala, responda las
siguientes preguntas:
a) Ubique los lugares donde se podria colocar el televisor. Muestre todas las

posibilidades y explique como obtuvo dichos lugares.

b) ¢Qué curva representa todos los lugares donde se podria ubicar el televisor?
Describa la curva obtenida.

c) Si se considera el centro de la sala como el origen de coordenadas del plano
cartesiano, escriba la ecuacion de la curva obtenida en la parte b).
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2. El servicio sismoldgico nacional (Instituto Geofisico del Per() detect6 un sismo en la
ciudad A. El epicentro del sismo se registré a 5 km este y 3 km sur del centro de la
ciudad A, con un radio de alcance de 4 km a la redonda.

Considerando que el centro de la ciudad A se encuentra en el origen de coordenadas

del plano cartesiano, responda lo siguiente:

a) Con la ayudad del software GeoGebra represente graficamente la regién

afectada por el sismo. Describa lo que observa.

b) Determine la ecuacién que corresponde a la curva que encierra la region

afectada por el sismo. Muestre su procedimiento.

c) Si la casa de Pedro se encuentra en el centro de la ciudad A, ¢el movimiento

sismico afecto la casa de Pedro? Justifique su respuesta.
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