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Resumen

Este trabajo trata sobre la aplicacion de dos algoritmos de busqueda a la
seleccién de individuos Optimos en la poblacion inicial de un algoritmo
genético, y la consiguiente comparacién entre ambos.

El primero de ellos es el algoritmo meta-heuristico GRASP, y el segundo es el

algoritmo cuantico de Grover.

El algoritmo cuantico de Grover forma parte de una nueva generacion en las
ciencias de la computacion: la computacion cuantica. Y por tanto hace uso de
conceptos matematicos y fisicos completamente distintos a los usados en la

programacion clasica.

En esta tesis se presenta un analisis general de ambos algoritmos, siendo de
especial mencién el analisis del algoritmo cuantico de Grover, ya que incluye
un modelo matematico del funcionamiento del mismo. Este modelo sera de
suma importancia para simular la ejecucion del algoritmo de Grover en una
computadora clasica, dada la carencia de una computadora cuantica sobre la

cual realizar esto.

Luego, se preparan dos procesos experimentales, los cuales se usaran para
realizar la comparacién de eficacia y eficiencia entre las ejecuciones de los

dos algoritmos.

Posteriormente, se presenta el disefio e implementacién de los algoritmos,
ambos aplicados a la seleccion de individuos de un algoritmo genético
genérico. Una vez ambos algoritmos se encuentren correctamente
implementados y funcionales, se ejecutaran las pruebas experimentales que

permitan realizar la comparacion entre ellos.

Finalmente se realizan las conclusiones y observaciones del caso en base a

los resultados numéricos obtenidos en la fase experimental.
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Introduccion

La computacion cuantica aparece como una nueva rama de las Ciencias de la
Computacion, la cual promete la posibilidad de realizar el procesamiento de
inmensas cantidades de informacion en tiempos millones de veces menores

de lo que son capaces las computadoras clasicas hoy en dia.

La computacion cuantica esta atravesando una etapa de intensa investigacion
alrededor del todo el mundo, por ejemplo, en los laboratorios de entidades
como IBM, Microsoft, Google y el Instituto Tecnolégico de Massachusetts. Se
perfila como la tecnologia que reemplazara eventualmente a la computacion
clasica tal cual la conocemos hoy en dia, gracias a los multiples beneficios

que supone.

La investigacion en el campo de la computacién cuantica es solo parte de un
campo mucho mas amplio conocido como informacién cuantica. En lo que
respecta a su rama mas cercana a las Ciencias de la Computacion, se puede
afirmar que en la actualidad ya han sido propuestos varios algoritmos de
naturaleza cuantica, los cuales garantizan podran realizarse operaciones que
hoy en dia tomarian miles o millones de afios, en tan solo segundos. Uno de
estos algoritmos, es el algoritmo cuantico de Grover, un algoritmo cuantico de
busqueda, especialmente Util en grandes universos de elementos sin ningun

tipo de ordenamiento a priori.

El algoritmo cuantico de Grover es capaz de resolver busquedas con una
velocidad mucho mayor que los algoritmos clasicos con los que contamos
hoy. La razén entre ambas velocidades demuestra que la velocidad del
algoritmo de Grover es aproximadamente el cuadrado de la velocidad del
mejor algoritmo clasico de busqueda en un universo grande de elementos sin

ordenar.
Lo que se plantea en esta tesis es recoger el conocimiento y fundamento

fisico-matematico del algoritmo de Grover, a fin de poder simular su

implementacién en un entorno clasico, analizar su eficiencia aplicada a un
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caso en particular y compararla con un algoritmo de busqueda clasico

aplicado al mismo caso.

El caso que se ha decidido tomar como base para la aplicacién (y posterior
comparacion) de ambos algoritmos, es la seleccion de individuos 6ptimos en

la poblacidn inicial de un algoritmo genético.

Los algoritmos genéticos son una clase de algoritmo de la rama de la
computacién evolutiva, los cuales a través de la simulacion de ciertos
fendmenos de la naturaleza, buscan dar como respuesta final la solucion
6ptima (o la mas cercana a la 6ptima) de un problema. Los problemas que se
tratan de resolver con los algoritmos genéticos, son en la mayoria de casos
aquellos que son conocidos como problemas NP. Estos problemas se
caracterizan por no tener una solucién exacta, o, en todo caso, porque el
calculo de la solucion exacta requiere un computo exhaustivo, el cual tomaria
una cantidad excesiva de tiempo en finalizar (desde dias hasta incluso miles

de afnos).

Una de las fases caracteristicas de un algoritmo genético es la seleccion de
los mejores individuos de su poblacién. Para resumir, un algoritmo genético
cuenta con un conjunto de posibles soluciones al problema que busca
resolver, este conjunto se conoce como su “poblacién”, y cada posible
solucion se conoce como “individuo”. El algoritmo genético generalmente se
apoya en otros algoritmos de busqueda y optimizaciéon para seleccionar los
mejores individuos de un universo y formar una poblacion inicial, la cual ira
mejorando progresivamente y, por tanto, ira acercandose a la mejor solucion.
Uno de los mejores algoritmos clasicos que se usan hoy en dia para esta
labor es el que se conoce como algoritmo GRASP (Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure o Procedimiento de Busqueda Adaptativa

Aleatoria y Golosa).

Tanto el algoritmo cuantico de Grover como el algoritmo GRASP seran
aplicados a la selecciéon de la poblacién inicial de un algoritmo genético
geneérico. No se definira una aplicacion particular al algoritmo genético, pues
no es parte del objetivo de la presente tesis.

Se usaran los conceptos fundamentales de los algoritmos genéticos de

manera genérica a fin de que los resultados obtenidos de la comparacion
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entre el algoritmo de Grover y el algoritmo GRASP sean validos en cualquier

aplicacién concreta del algoritmo genético.

Por ultimo, esta tesis busca fomentar el deseo de investigacién en la rama de
la computacion cuantica, dentro del pais, demostrando que existe un campo
muy amplio para la aplicacién de los algoritmos cuanticos en la resolucion

mas eficiente de problemas ya presentes hoy en dia.
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1. Capitulo I: Generalidades

1.1 Definicion del Problema

En este apartado, primero se presentara el campo de la computacion
cuantica, posteriormente se explicara brevemente qué es un algoritmo

genético y cual es la fase que se plantea optimizar.

La computacién cuantica es un campo emergente y nuevo en las Ciencias de
la Computacion, el cual hace uso directo de los principios fisicos y
matematicos que rigen la mecanica cuantica para poder lograr procesamiento

de la informacién con mucha mayor eficiencia que la computacién clasica.
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La programacion cuantica difiere de la clasica pues usa conceptos inherentes
a la matematica y fisica de la mecanica cuantica, tales como amplitudes de
probabilidad y superposicién de elementos [1]. Cada uno de estos conceptos
esta fuertemente relacionado con la computacion cuantica, desde sus
elementos tangibles como las computadoras cuanticas hasta sus elementos

intangibles como los algoritmos cuanticos.

El tratamiento de los elementos probabilisticos propios de la mecanica
cuantica esta siempre presente en el manejo de algoritmos y programacion
cuantica. Puede tomarse por ejemplo, que en todo momento al trabajar con
qubits (equivalente cuantico de los bits), hay una probabilidad que determina
el estado en el cual se encuentren (si en cero, en uno, 0 en superposicion).
Otro elemento propio de la computacion cuantica es precisamente la
superposicion de estados (un qubit puede estar en 0 y 1 a la vez) lo cual crea
un paralelismo completamente distinto del manejado por la programacion

clasica [2].

Un algoritmo genético es un tipo de algoritmo de la familia de la computacion
evolutiva. Su légica y funcionamiento estan inspirados en la teoria de la
seleccidon natural, herencia y la evolucién. Los algoritmos genéticos son
ampliamente usados en problemas de optimizacion y para buscar soluciones
aproximadas a los problemas del tipo NP, los cuales no cuentan con una
solucién exacta, o, si en caso la tengan, resulta computacionalmente
exhaustivo encontrarla, pues el tiempo necesario esta en el orden de hasta

cientos, miles o millones de afos, de acuerdo a la magnitud del problema.

Un elemento propio de los algoritmos genéticos es su poblacion de individuos.
En el contexto de un algoritmo genético, los individuos que conforman su
poblacion son posibles soluciones al problema planteado y en las
consiguientes iteraciones se simulara una progresiva evolucion de esta
poblacion: los individuos “malos” (soluciones no-6ptimas) son eliminados y los
individuos “buenos” (soluciones cercanas a las 6ptimas) generan nuevos
individuos los cuales heredan lo mejor de sus padres, es decir, se vuelven

mejores candidatos de la solucion general.
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Una de las fases cruciales del algoritmo genético es la seleccion de la
poblacion inicial, es decir, la seleccion de los individuos “buenos”
discriminando los individuos “malos” de todo el universo de candidatos. Este
proceso es critico pues los algoritmos genéticos no trabajan directamente con
todo el universo de posibles soluciones, sino que necesitan un subconjunto d
dicho universo, el cual permita que la labor sea menos exhaustiva. Los
algoritmos geneéticos utilizan en la mayoria de casos un algoritmo adicional
para realizar esta seleccidon. Uno de los algoritmos que se usan por
excelencia en este tipo de casos, es el algoritmo GRASP, un algoritmo meta-

heuristico.

Sin bien el algoritmo GRASP resulta efectivo al seleccionar una poblacion
inicial de individuos “buenos”, para que funcione correctamente se requiere
una gran cantidad de iteraciones del mismo. Ademas, para que el algoritmo
genético funcione mejor, lo recomendado es trabajar con grandes
poblaciones. Siendo este el caso nos encontramos con una gran cantidad de
busquedas en un gran universo de elementos. Esto se traduce en un gran
tiempo computacional, que si bien no demora afnos, ni siglos, puede tomar
largas horas y dias. Es precisamente esta fase de seleccion la cual se plantea
optimizar a fin de poder conseguir mejores resultados con una mayor
eficiencia. Usando los nuevos conceptos emergentes de computacién
cuantica y algoritmos cuanticos ya descritos lineas arriba, se planteara el uso
del algoritmo cuantico de Grover para la seleccién de los mejores individuos
de un universo, los cuales conformaran la poblacion inicial de un algoritmo
genético genérico. Posteriormente, se compararan estos resultados con los

que se hubieran obtenido si se usara el algoritmo GRASP.

1.2 Marco Conceptual del Problema

Se explicaran las nociones basicas de la computacion cuantica, enfatizando

en aquellas caracteristicas que permitan comprender el funcionamiento del

algoritmo de Grover. Ademas se explicara el funcionamiento del algoritmo

genético y el algoritmo GRASP.
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La Computacién Cuantica

La computacion cuantica es una nueva rama tecnoldgica y cientifica que
aparece como una poderosa alternativa para realizar procesamiento masivo
de datos en menor tiempo de lo que se consigue con las computadoras que
se usan en la actualidad. ElI comportamiento de una computadora cuantica

esta gobernado por las leyes de la mecanica cuantica [1]

En general, se usa la frase “computacion cuantica” para describir procesos
computacionales cuya eficiencia depende de las propiedades de la mecanica

cuantica en el manejo de la informacion. [8]

¢ Como aparece la computacion cuantica?

La ley de Moore establece que el numero de transistores presentes en un
microprocesador va duplicandose cada 18 meses. Esto presupone que entre
los afios 2020 y 2030, los circuitos de procesamiento habran llegado a una
escala atémica. Es aqui donde se plantea la aparicion de computadoras
cuanticas, las cuales usaran el potencial de atomos y moléculas para realizar

tareas de memoria y procesamiento [7].

¢, Por qué la computacién cuantica es un tema relevante?

Los mecanismos de procesamiento de informacion que se usan en la
computacién cuantica son notablemente mas eficientes que los usados en la
computacién clasica. La capacidad de procesamiento de una computadora
cuantica resulta ser exponencialmente mayor que la de una computadora
clasica. Como se vera mas adelante, el fendmeno de superposicion en la
mecanica cuantica permite que las unidades de informaciéon de la
computacién cuantica (qubits) aumenten exponencialmente la capacidad
presente en las unidades de informacién actuales (bits).

Se puede considerar el siguiente ejemplo: la tarea de factorizar un nimero de
5000 digitos es una tarea computacionalmente exhaustiva, irrealizable para
una computadora clasica. Usando el mejor algoritmo clasico con el que se
cuenta hasta la fecha, el tiempo de ejecuciéon estimado es de 5 trillones de

afos. Este tiempo de ejecuciéon sobrepasa incluso la edad del universo. Sin
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embargo, si la misma tarea fuera realizada por el algoritmo cuantico de Shor,
una computadora cuantica se demoraria tan solo dos minutos.

El ahorro exponencial de recursos provisto por la computacién cuantica lo
hace un tema sumamente atractivo en la comunidad cientifica mundial y esta
siendo investigado activamente por entidades tales como el Massachussets

Institute of Technology (MIT) o IBM Research entre muchas otras. [1]

Conceptos basicos de Computacion Cudantica

Como ya se mencioné antes, la computacién cuantica tiene principios
basados en las leyes de la mecanica cuantica. Algunos conceptos

importantes son:

1. Las probabilidades:

En la computacién cuantica las probabilidades de un hecho deben ser
siempre consideradas, aun si el hecho en cuestién nunca sucede [1].

Tanto una computadora cuantica como un algoritmo cuantico son sistemas
probabilisticos, esto quiere decir que por su propia naturaleza nunca se puede
saber con seguridad cual es el estado del sistema. Sin embargo si se puede
saber la distribucién de probabilidad de dichos estados. Los calculos que se
realizan en la computacién cuantica son probabilisticos. Es por ello que, al
igual que en la mecanica cuantica, nunca puede darse una respuesta cien por
ciento segura, sino una respuesta probabilisticamente aceptable.

El término asociado a la probabilidad en la mecanica cuantica (y por tanto en
la computacién cuantica) se denomina amplitud y puede incluir términos

negativos e incluso imaginarios. [1]

2. Lasuperposicion cuéantica:

La minima unidad de informacion en la computacion clasica es el bit. Un bit
tiene dos estados, puede estar en 0 (apagado) o 1 (prendido), siempre estara
unicamente en uno de estos dos estados.

Por su parte, la computacion cuantica tiene como minima unidad de
informacién al qubit. Un qubit también puede existir en alguno de los dos
estados de la computacién clasica: 0 y 1, sin embargo, también puede existir

en una superposicion de ambos. [3]
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Esto puede explicarse de la siguiente forma:

¢ Un bit tiene dos estados posibles asociados. Si el bit esta prendido, la
probabilidad de que esté prendido es evidentemente uno, y la probabilidad de

que esté apagado es cero. Notamos que las probabilidades son absolutas.

¢ Un qubit también tiene dos estados posibles asociados. Sin embargo, un
qubit tiene una probabilidad de estar prendido y otra probabilidad de estar
apagado. Estas probabilidades como se mencion6é anteriormente, en la
computacién cuantica estan asociadas a elementos denominados amplitudes

y son términos imaginarios.

Asi como un qubit puede existir en superposicion de estados. EI mismo
principio es aplicable a registros enteros de qubits. Si se tiene un registro de
“n” qubits, el principio de superposicion de la mecanica cuantica dice que se
podrian tener hasta 2" estados a la vez. Dicho de otra forma, un registro de
“n” qubits es equivalente a 2" registros de “n” bits. En conclusion, un qubit
tiene una capacidad de procesamiento exponencialmente mayor a la de un bit

convencional gracias al principio de superposicion.
3. Sistemas cuanticos:

Al considerar un sistema cuantico de dos qubits donde existen 4 posibles

estados superpuestos a la vez., la notacion cuantica es la siguiente: [1]

o |00» + [0 + 0,10y + oy|11>
Zlaf=1

Esto quiere decir que el estado del sistema estd determinado por la
superposicion de todos los estados posibles. Dos qubits determinan que los
cuatro posibles estados del sistema son: (00), (01), (10) y (11). Cada uno de
estos posibles estados tiene asociada una amplitud a;, cuyo valor elevado al
cuadrado determina la probabilidad de que el sistema colapse a dicho estado.
Ademas, la suma de las probabilidades de todos los casos posibles en un

sistema debe ser siempre uno. En el sistema cuantico mostrado, la
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probabilidad efectiva de cada caso esta dada por el cuadrado del médulo de
la amplitud asociada. Entonces la suma de los cuadrados del médulo de cada

amplitud, es uno.

¢, Qué es el algoritmo de Grover?

El algoritmo de Grover es, como su creador, Lov Grover, lo definié: “Un
algoritmo mecanico cuantico rapido para busqueda en base de datos” (“A fast
quantum mechanical algorithm for database search”) [11].

El algoritmo de Grover realiza busquedas de elementos dentro de un universo
sin ordenar, con una velocidad pasmosa que supera de manera cuadratica la
velocidad de un algoritmo clasico.

Clasicamente, si se tiene un universo con elementos sin ordenar, la opcion
mas segura que queda es revisar secuencialmente cada uno de los
elementos (podria ser en orden aleatorio) a fin de poder encontrar el elemento
deseado. Si el universo consta de ‘N’ elementos, clasicamente, en promedio,
se necesitan N/2 intentos para encontrar el elemento deseado.

Sin embargo, el algoritmo de Grover puede realizar busquedas en un universo
de elementos desordenados en “la raiz cuadrada de N” iteraciones. Es decir,
si el universo es de 10000 elementos, clasicamente se necesitarian en
promedio 5000 iteraciones, sin embargo, usando el algoritmo de Grover solo
son necesarias 100 iteraciones. Y esta diferencia se hace mas evidente al

hacer "N’ un nUmero mas grande.

¢, Cémo funciona un algoritmo genético?

Un algoritmo genético, como se menciond lineas arribas, esta inspirado en los
fendmenos naturales de seleccién natural, herencia y evolucion. Dependiendo
del problema que se esté tratando de resolver, primero se establecera un
conjunto inicial de soluciones candidatas (individuos de la poblacion inicial).
Todas las soluciones son correctas, sin embargo, algunas son mejores que
otras, el objetivo es buscar la solucion 6ptima, es decir, el individuo “mas
apto” de toda la poblacion.

La funcion de fitness, es un indicador que permite distinguir si una solucion
candidata es mejor que otra. La funcion de fitness asigna a cada individuo un
valor numeérico el cual determina cuan 6ptimo es dicho individuo, es decir,

cuan buena es la solucién. [18]
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El algoritmo genético simula la seleccion natural, discriminando los individuos
con menor valor de funcion de fitness y promoviendo que los individuos con
alto valor de funcion de fitness, tengan “hijos”, los cuales hereden lo mejor de
sus padres, es decir, se volveran soluciones mejores.

Los algoritmos genéticos no trabajan con el universo entero de posibles
soluciones al problema, pues no es parte de sus caracteristicas ser
exhaustivos, ya que tomaria una mayor cantidad de tiempo computacional. Es
por ello que una fase muy importante en la ejecucién de un algoritmo
genético, es seleccionar la poblacion inicial, la cual es un subconjunto del
universo total de soluciones. Es ventajoso que los individuos de la poblacion
inicial tengan un alto grado de bondad segun la funcién de fitness.

El objetivo de la fase de seleccion de la poblacién inicial es eminentemente
una busqueda: El universo son todos los individuos de la poblacion, (los
cuales no se encuentran ordenados), y lo que se estd buscando son los
individuos con mayor valor de funcion de fitness.

Es este proceso de seleccion el cual serd simulado utilizando primero un
algoritmo GRASP y luego el algoritmo cuantico de Grover. No es parte del
objetivo de esta tesis simular el proceso evolutivo de la poblacion inicial

seleccionada.

El algoritmo genético también simula otros procesos propios de la naturaleza,
como la eventual aparicion de mutaciones y la eliminacién de aberraciones,
sin embargo la simulacién de estos procesos no forma parte del objetivo de

esta tesis y, por lo tanto, no seran considerados.

¢, Qué es un algoritmo GRASP?

Es un algoritmo meta-heuristico usado generalmente para hallar un conjunto
de soluciones candidatas en problemas de optimizacion combinatoria. El
algoritmo GRASP evita realizar una busqueda exhaustiva de las
combinaciones de elementos que pueden considerarse solucion, y en lugar
de eso, aplica un criterio voraz a la par de un grado de variabilidad en la
seleccion. Esta variabilidad surge como resultado de seleccionar ciertos
elementos del universo de una forma aleatoria, estos elementos

seleccionados al azar son asignados como parte de una solucion.
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Es esta variabilidad la que “relaja” la voracidad natural del algoritmo a fin de
evitar las desventajas naturales de un algoritmo voraz heuristico, como la

seleccién de maximo locales en lugar del maximo global.

El algoritmo GRASP es ampliamente utilizado en problemas de tipo NP a fin
de obtener un conjunto de posibles soluciones. La eficacia del algoritmo
GRASP aumenta con la cantidad de iteraciones, sin embargo, a la par, el
tiempo de ejecucidn también aumenta de manera considerable. Esta es una
de las razones por las cuales el algoritmo cuantico de Grover surge como una

alternativa muy atractiva para superar este inconveniente.

1.3 Estado del Arte

Actualmente existen numerosos estudios sobre computacién y algoritmos
cuanticos, la mayor parte de ellos son realizados en Estados Unidos y parte
de Europa, si bien en Latinoamérica, México sobresale como uno de los
paises con la mayor cantidad de investigaciones activas realizadas sobre el

tema.

Los estudios realizados sobre las aplicaciones al algoritmo de Grover son
muy variados y han servido de gran apoyo al desarrollo de la presente tesis.
En particular, hay un estudio de la Universidad Politécnica de Timisoara en
Rumania en el cual se propone el modelo de un algoritmo genético
eminentemente cuantico. El funcionamiento de este algoritmo sigue estando
inspirado en los procesos de evolucion y seleccion natural, sin embargo con
ciertos cambios que lo permitan amoldarse mas a la légica y principios de la
mecanica cuantica.

Este algoritmo genético cuantico tiene como motor de busqueda al algoritmo
de Grover, el cual sirve para realizar una veloz y eficiente selecciéon de las

mejores soluciones en cada iteracion.

Respecto a los algoritmos genéticos y a los algoritmos GRASP, las
investigaciones y estudios que se han realizado son bastante amplios y
diversos. Hay una gran cantidad de aplicaciones practicas a los algoritmos
genéticos, desde optimizacion de rutas hasta planeamiento de carteras de

proyectos de inversion.
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Las investigaciones que han sido de gran ayuda para la elaboracion de la
presente tesis son aquellos que tratan de computacién cuantica, algoritmos
cuanticos, su formulacion, fundamento e implementacion. Fundamentalmente
aquellas que logran una cierta union entre los algoritmos clasicos y cuanticos
en lo que son conocidos como algoritmo hibridos. Dado que en esta tesis se
plantea la implementacién del algoritmo cuantico de Grover en un entorno
clasico, es de mucha ayuda conocer los resultados de investigaciones ya
realizadas, que han intentado y en muchos casos armonizar dos paradigmas

tan diferentes.

1.3.1 Investigaciones realizadas

Implementing Quantum Genetic Algorithms: a Solution based on Grover

Algorithm

Esta investigacion llevada a cabo en la Universidad Politécnica de Timisoara
en Rumania, plantea que es posible una “conjuncion amistosa” entre dos
ramas de las ciencias de la computacion altamente prometedoras: la
computacién cuantica y los algoritmos genéticos. [5]

Para ello se apoyan en lo que se conoce como Programacion Cuantica
Evolutiva (Quantum Evolutionary Programming — QEP), la cual viene a ser
una nueva rama en las ciencias de la computacion que engloba e incluye la
l6gica y fundamento de los algoritmos genéticos en conjunto con los principios
de la mecanica y computacion cuantica. Lo que la investigacion plantea es
que es posible realizar un algoritmo cuantico genético (Quantum Genetic
Algorithm- QGA), si bien, también es descrita como una tarea ardua, pues en
la actualidad no existe ninguna base, ni idea coherente sobre la cual plantear

uno.

En la computacion clasica, la poblacién de individuos (soluciones candidatas)
que se selecciona inicialmente y la cual irda siendo “mejorada”
progresivamente a lo largo de las iteraciones, es solo una muestra del
universo total de posibles soluciones al problema. Esto es un prerrequisito
indispensable para todo algoritmo genético ya que, una de los objetivos de
este algoritmo es evitar realizar calculos exhaustivos, por ejemplo, procesar

todas las posibles soluciones al problema. Esto tomaria un tiempo
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computacional excesivo y el algoritmo perderia su eficiencia que lo
caracteriza resolviendo problemas.

Sin embargo, esta investigacién plantea que un algoritmo genético cuantico
debe incluir toda la poblacion para poder encontrar de forma efectiva y exacta
la mejor solucion de todas. En este caso, no existe el problema del excesivo
tiempo computacional requerido para seleccionar las mejores soluciones de
toda la poblacién, ya que la eficiencia del algoritmo de Grover logra que
incluso para grandes cantidades de individuos, el ahorro de tiempo
computacional sea notable. Esta diferencia en cuanto al tamafo de la
poblacion inicial es una de las diferencias que presenta el algoritmo genético

cuantico frente a su homoélogo clasico [5]

Los objetivos principales de la investigacion fueron:

¢ “Plantear un modelo cuantico del algoritmo genético clasico”. [5]
e “Evaluar la reduccién del algoritmo genético cuantico a una busqueda

cuantica con el algoritmo cuantico de Grover. [5]

En el paper se describen principalmente:

o Las fases de un algoritmo cuantico genético cuantico en contraste al
algoritmo genético clasico.

e Pseudocddigo del algoritmo genético cuantico.

e Modelo matematico del algoritmo genético cuantico

e Formulacién de la funcion oraculo que se usara en el algoritmo
cuantico de Grover, el cual forma parte del algoritmo genético

cuantico.
Finalmente las conclusiones de la investigacion fueron las siguientes:
e Es posible reducir cualquier problema que se trate de resolver con el
algoritmo genético clasico, a una busqueda cuantica del individuo con

mayor funcion de fitness. Sin destruir la correlacién entre los valores

de fitness individuales [5]

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_}\éELF:gEJAD

DEL PERU

e El algoritmo de Grover resulta especialmente efectivo al resolver los
problemas a los cuales esta dirigido el algoritmo genético cuantico. Es
un buen ejemplo de una aplicacion efectiva de busqueda usando

principios de computacion cuantica [5]

El método cientifico usado por el equipo de la Universidad Politécnica de
Timisoara fue deductivo. En base al conocimiento general sobre el algoritmo
genético clasico, se plantedé un nuevo modelo inspirado en el mismo, el cual,
sin embargo, tomé principios de la computacion cuantica, a fin de lograr una
mayor eficiencia y mejores resultados a los problemas que se buscaban

solucionar con la aplicacién de los algoritmos genéticos clasicos.

Hybrid Quantum-Classical Computing with Applications to Computer

Graphics

Otra investigacién que utilizé los conceptos de computacién cuantica y
computacién clasica de forma conjunta fue la que realizaron Marco
Lanzagorta y Jeffrey K. Uhmann en el Departamento de Ciencias de la
Computacién de la Universidad de Missouri-Columbia.

Esta investigacion plante6 que un algoritmo clasico podia ser “aumentado”
para explotar los beneficios de la computacién cuantica.

Particularmente se utilizé el algoritmo cuantico de Grover para incrementar la
funcionalidad de un algoritmo de busqueda lineal, y luego se describieron las
consideraciones necesarias para aplicar el algoritmo hibrido resultante en

geometria computacional y graficos en computacion. [6]

En esta investigacidon no se uso6 un lenguaje de programacion en particular, el
anadlisis de los algoritmos fue realizado a nivel abstracto sin llegar a su
implementacion explicita. El paper publicado con los resultados de la
investigacion, se llamé Hybrid Quantum-Classical Computing with
Applications to Computer Graphics (Computacién Hibrida Cuantica-Clasica

con Aplicaciones para Graficos de Computadora) [6]

La investigacion de Lanzagorta y Uhmann es relevante en esta tesis pues se
hace uso del algoritmo de Grover para potenciar un algoritmo de busqueda
clasico, es decir, se hace uso del algoritmo de Grover aplicado a un entorno

clasico. Esto es precisamente, sera un aspecto fundamental en la
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implementacion del algoritmo de Grover durante la fase de experimentacion
de esta tesis.

El método cientifico utilizado por Lanzagorta y Uhmann fue deductivo. A partir
del conocimiento sobre computacién cuantica y clasica, particularizaron
algoritmos hibridos que contuvieran ciertas caracteristicas particulares de

ambas.

Designing and Implementing Small Quantum Circuits and Algorithms

Este estudio realizado por Ben Travaglione del Laboratorio de Computadoras
del Centro para la Computacién Cuantica en la Universidad de Cambridge en
el Reino Unido provee conocimiento necesario para la formulacion de
sencillos algoritmos en pequefias computadoras cuanticas que no necesiten

de mas que algunos pocos qubits. [4]

Travaglione publicé un paper donde exponia los resultados del estudio que
realizo, el paper se llamo Designing and Implementing Small Quantum
Circuits and Algorithms (Disefiando e Implementando Pequefios Circuitos y

Algoritmos Cuanticos). [4]

En la investigacién, se plantearon y definieron algunas estructuras de datos
matematicas que permitian guardar la informacion de un sistema cuantica y
cada uno de sus elementos. Los algoritmos que se plantean son realizados
bajo la transicion de los estados de qubits a través de compuertas légicas y
operaciones simples basadas directamente sobre las leyes de la mecanica

cuantica. [4]

El método cientifico usado por Travaglione fue deductivo. Concentré parte del
conocimiento general de las leyes de la mecéanica cuantica y tomé
formulaciones matematicas ya existentes para determinar que transiciones

serian las mas adecuadas para plantear un algoritmo sencillo.
En base a la informacién de las tres investigaciones presentadas, se elabord

el siguiente cuadro comparativo donde se resumen las caracteristicas

principales de cada uno de los estudios.
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Implementing Hybrid Quantum- | Designing and
Quantum Genetic | Classical Implementing Small
Algorithms: A | Computing with | Quantum  Circuits
Solution  based | Applications to | and Algorithms
on Grover | Computer Graphics
Algorithm
Método Deductivo Deductivo Deductivo
Cientifico

Herramientas
de
programacion

usadas

Pseudo cédigo

Pseudo cddigo

Pseudo cédigo

Relacién con

la tesis

Hace uso del
algoritmo
cuantico de
Grover para
formular un
algoritmo

genético analogo
a su contraparte
clasica, pero con
caracteristicas
eminentemente
De

similar,

cuanticas.
manera

en esta tesis se
usara el
de

Grover, pero para

algoritmo

potenciar un
algoritmo

genético clasico.

Plantea algoritmos

que contienen
caracteristicas
tanto de la
computacion

clasica como de la
cuantica.
Precisamente
utiliza el algoritmo
de

potenciar un

Grover para

algoritmo  clasico.
De manera similar,

en esta tesis sera

necesario

implementar el
algoritmo de
Grover en un

entorno clasico.

Presenta principios

basicos en la
formulacion de
algoritmos

cuanticos sencillos.

Este conocimiento

sera atil, pues
brindara la
perspectiva

necesaria en la
formulacion del
algoritmo de

Grover, asi como su

implementacion.
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SEl Si Si Si
conocimiento
generado es

reutilizable?

¢Presenta | Si Si Si
conceptos de
mecanica

cuantica?

iHaceuso | Si Si No
del algoritmo

de Grover?

., Combinael | No Si No
entorno
clasico y

cuantico?

Tabla 1.1: Cuadro Comparativo de las Investigaciones Encontradas

1.4 Descripciéon y Sustentacién de la Solucién

La solucidon que se plantea para mejorar la eficiencia en la seleccién de
individuos 6ptimos en la poblacion inicial de un algoritmo genético, es utilizar
el algoritmo cuantico de Grover y, posteriormente realizar una analisis
comparativo respecto a un algoritmo clasico que se usa hoy en dia para el

mismo propdsito: el algoritmo GRASP.

Para el desarrollo de esta investigacion se llevaran a cabo los siguientes

pasos:

e Se investigara y recopilara informacion sobre los conceptos fisicos y
matematicos propios de la mecanica cuantica que influyen
directamente en las caracteristicas y el comportamiento de una

computadora cuantica. En particular, se investigara sobre el
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fundamento fisico y matematico del algoritmo de Grover a fin de poder

implementarlo en un entorno clasico.

e Se planteara una hipétesis que relacione y compare las
implementaciones del algoritmo de Grover y el algoritmo GRASP,
ambas aplicadas a la seleccion de individuos optimos en la poblacion

inicial del algoritmo genético.

e Se disefara un experimento que permita la comparacion objetiva entre
ambas implementaciones de los algoritmos. El disefio de este
experimento incluye la determinacion de los factores que se usaran
para realizar el analisis comparativo y la definicion de la funcién de

fithess del algoritmo genético genérico.

e Una vez se haya preparado la estructura del experimento a realizar, se
procedera a la implementacion de los algoritmos. Este proceso
presupone la definicién de las estructuras de datos necesarias y, en el
caso del algoritmo de Grover, el modelo matematico del mismo. Antes
de realizar la implementacion se procedera al disefio en pseudocédigo
de ambos algoritmos. Cuando el disefio de los dos algoritmos haya
terminado, se procedera a la eleccion del lenguaje de programacion, vy,

finalmente, se procedera a la implementacion propiamente dicha.

e Tras culminar las implementaciones del algoritmo cuantico de Grover y
del algoritmo GRASP, se procedera a la ejecuciéon del experimento
disefado. A partir de los resultados obtenidos se realizara la
experimentaciéon numérica, el analisis comparativo entre ambas
implementaciones y las conclusiones finales sobre las caracteristicas

de complejidad, eficacia y eficiencia de dichas implementaciones.

El desarrollo de esta investigacién permitira explicar de forma tedrica y
practica, gracias al disefio e implementacion de un algoritmo cuantico en un
entorno clasico, cédmo es el funcionamiento y cuales son las caracteristicas de
un algoritmo cuantico (en este caso el algoritmo de Grover), resaltando las
diferencias entre éste y un algoritmo clasico (en este caso, un algoritmo
GRASP).
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La comprension de las leyes que rigen el funcionamiento de un algoritmo
cuantico servira de ayuda didactica a toda persona interesada en una

introduccion al campo de la computacion cuantica.

Finalmente, la aplicacion del algoritmo cuantico de Grover a un algoritmo
genético genérico, deja la puerta abierta a futuras optimizaciones del propio
algoritmo genético, o, mas alla, tratar de replantear su fundamento, como por

ejemplo esta haciendo la nueva rama de la Programacion Cuantica Evolutiva.

Permitira ademas ampliar la perspectiva del lector y sugerir el posible disefio
de un modelo hibrido entre la programacion clasica y la programacion
cuantica a fin de resolver problemas que, hoy en dia, solo son enfocados

desde el punto de vista clasico.
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2 Capitulo II: Aporte de la Investigacion

2.1 Aportes especificos

El presente proyecto de tesis presenta los siguientes aportes especificos:

o Recopila y explica de manera resumida y sucinta los conceptos fisicos
y matematicos que rigen el funcionamiento de una computadora
cuantica. Siendo la computacién cuantica una rama de las Ciencias de
la Computacién que se encuentra en pleno desarrollo, esta tesis se
presenta como un primer apoyo para toda persona que se encuentre
interesada en dedicarse a esta area. Dado que los conceptos de la
mecanica cuantica son altamente complejos y abstractos, resultan de

dificil comprensién para un lector que estd comenzando a adentrarse
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en el tema. Es por ello que esta tesis trata de presentar dichos
conceptos y términos de una forma clara, que permita al lector
comprender a grandes rasgos las caracteristicas mas importantes de

la computacion cuantica.

o Define el modelo matematico de un algoritmo cuantico usando
principios tanto matematicos como fisicos. El desarrollo de este
modelo es vital para el futuro disefio e implementacion del
mencionado algoritmo, el cual en este caso es el algoritmo cuantico de
Grover. Usando este modelo matematico y el disefo del algoritmo, el
lector podria realizar la implementacion del mismo usando un lenguaje
diferente al que se utilizara en el desarrollo de la tesis o, incluso,

usando un diferente paradigma de programacion.

e Presenta el funcionamiento de un algoritmo cuantico dentro de un
entorno clasico. La codificacion del algoritmo dejara entrever
claramente cual es el funcionamiento del mismo, cual es su utilidad y
por qué resulta mas natural su implementacion en una computadora

cuantica a diferencia de en una computadora clasica.

o [Establece criterios de evaluacion y comparacion entre las
implementaciones de dos algoritmos que usan paradigmas muy
distintos: la programacion cuantica y la programacion clasica. Ademas,
en este proyecto de tesis se han definido criterios que permitiran
comparar de forma objetiva cual es la implementacion mas eficaz y
eficiente. Estos criterios pueden ser reutilizados posteriormente para
cualquier otra comparacion de implementaciones algoritmicas de

indole similar a la presentada en esta tesis.

e Constituye una investigacion pionera en el tema de computacién
cuantica dentro del ambito universitario y del pais en general. El nuevo
campo de la computacion cuantica, si bien cuenta con un gran nimero
de investigaciones en proceso en las grandes potencias del mundo,
carece de una linea seria de dedicacién dentro de nuestro pais: Peru.
Las investigaciones que se realizan aqui sobre computacion cuantica
son escasas. Se espera que este proyecto de tesis abra las puertas a

posteriores investigaciones que sigan la linea de indagacién planteada
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en informacion cuantica y generen nuevo conocimiento que sera Uutil

en la nueva era de informacién cuantica que se encuentra por llegar.

2.2 Desarrollo de la Metodologia

Tal y como se menciond lineas arriba, la metodologia que se empleara para
la investigacion de este proyecto de tesis esta basada en el método cientifico.
A continuacién se realizara una descripcion de cada fase que forma parte de

esta metodologia, debidamente aplicada al presente proyecto en particular:

2.2.1 Observacion

Esta es la primera fase del proyecto de investigacion y consiste basicamente
en revisar el conocimiento existente hasta la fecha sobre la computacién
cuantica que sea aplicable a la implementacion del algoritmo de Grover en un
entorno clasico, a fin de ser aplicado a la seleccion éptima de individuos.
Ademas involucra investigar sobre los fundamentos del algoritmo genético, a
fin de formular la estructura de los individuos de la poblacion y definir la
funcion de fitness. Finalmente, incluye la investigacion sobre el fundamento
del algoritmo GRASP a fin de realizar una implementacion correcta del
mismo.

La fase de Observacion consta del siguiente proceso:

e Recopilacion de Informacion:

En este proceso se realizara la investigacion previa del tema para poder
realizar un planteamiento de hipdtesis adecuado y una correcta
experimentaciéon. Particularmente los temas que se investigaran son los
principios de la mecanica cuantica, su aplicacién en la computacion
cuantica, el algoritmo de Grover, los algoritmos genéticos y el algoritmo
GRASP.
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2.2.2 Planteamiento de Hipotesis:

Segunda fase del proyecto de tesis. Una vez que se ha recopilado
conocimiento sobre computacién cuantica puede plantearse una hipotesis la
cual sera contrastada después de realizar la experimentacion y a partir de la
verdad o falsedad de esta hipétesis generar nuevo conocimiento debidamente

sustentando. Consta del siguiente proceso:

e Formulacion de la hipotesis:

En este proceso, se propondra una hipotesis o supuesto que respondera
de forma parcial la interrogante propuesta. Sera después en la fase de
conclusion cuando la hipétesis, si es aceptada, respondera la interrogante

de forma total.

2.2.3 Experimentacién

Tercera fase del proyecto de tesis. Constituye a la vez la etapa de mayor
duracion y complejidad durante el desarrollo del proyecto. Es en esta etapa
donde se aplicara todo el conocimiento recogido en las dos etapas anteriores
para disefiar e implementar el algoritmo cuantico de Grover y el algoritmo

GRASP. Consta de los siguientes procesos:

o Disefio del proceso Experimental

En este proceso se determinaran las caracteristicas del experimento a
realizar que permitira obtener los datos necesarios para llevar a cabo la
experimentacion numérica. Este experimento esta relacionado con el
proceso de seleccion de la poblacion inicial del algoritmo genético.
Ademdas, se definird el método estadistico adecuado que permita

contrastar los resultados obtenidos del experimento.

También se definira la funcién de fitness del algoritmo genético genérico al
cual se aplicaran el algoritmo de Grover y el algoritmo GRASP. Por ultimo,

en este proceso también se determina qué caracteristicas de los
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algoritmos (ya implementados) pueden ser usadas como factores de

comparacion.
¢ Disefio e Implementacién de los Algoritmos

En este proceso se definen las estructuras de datos que se usaran en el
disefio e implementacién de los algoritmos. En el caso del algoritmo
cuantico de Grover se cuenta con un paso adicional: es necesario analizar

su modelo fisico-matematico.

Luego se realizara el disefio de cada uno de los algoritmos usando
pseudocddigo, en el caso del algoritmo cuantico de Grover, este disefio
debe considerar su inclusiébn en un entorno clasico. Por ultimo, ambos
disefios seran implementados (codificados) utilizando un mismo lenguaje

de programacion.
e Ejecucion de los Experimentos:

En este proceso, una vez que ya se tienen los algoritmos implementados,
se siguen los pasos definidos en el experimento principal. Tras la
ejecucion de este, se recopilaran y almacenaran los resultados exactos,
tal cual fueron obtenidos del experimento. Con estos datos se ejecuta la

experimentacion numeérica.

2.2.4 Conclusion

Ultima fase del proyecto de tesis. Es la etapa de mayor analisis deductivo en
base a los resultados obtenidos de la experimentacion. Los resultados son
empleados como datos de entrada del experimento numérico que permitira
contrastar los datos reales con los datos supuestos de la hipétesis inicial.
Ademas se realizara el analisis comparativo de las implementaciones y se

determinaran las conclusiones finales del proyecto de tesis.

Consta de los siguientes procesos:

¢ Analisis de los resultados obtenidos de la experimentacion numérica:

Este proceso involucra un analisis completo y exhaustivo de los resultados

que devuelva la experimentacion numérica
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¢ Analisis comparativo de las Implementaciones:

Este proceso consta de un analisis basado en las experiencias que hayan
sucedido durante el desarrollo de la investigacion, y los resultados
numeéricos obtenidos tanto del experimento principal como de la
experimentacion numérica. El analisis comparativo tiene como objetivo

contrastar las implementaciones de los dos algoritmos.
¢ Redaccion de las conclusiones de la investigacion:

Esto incluye los resultados del analisis comparativo y la aceptacién o

rechazo de la hipoétesis.

2.3 Lista de Resultados Esperados

Durante el progresivo avance del proyecto de tesis se obtendran una serie de
resultados que en conjunto permitiran cumplir los objetivos propuestos
inicialmente. Cuando el proyecto de tesis haya finalizado, se espera haber

obtenido los siguientes resultados:

A. Definicion de la poblacion inicial del algoritmo genético.

B. Definicion de la funciéon de fitness del algoritmo genético.

C. Disefo en pseudocddigo de un algoritmo GRASP aplicado a la
seleccién de individuos 6ptimos en la poblacion del algoritmo genético.
Implementacion del algoritmo GRASP.

E. Modelo Matematico del algoritmo cuantico de Grover aplicado a la
seleccion de individuos éptimos en la poblacién del algoritmo genético.

F. Disefio en pseudocodigo del algoritmo cuantico de Grover en un
entorno clasico.

G. Implementacion del algoritmo cuantico de Grover en un entorno
clasico.

H. Definicion de factores de comparacion entre las implementaciones de
los dos algoritmos.

I. Resultados de la Experimentacion Numérica.

J.  Conclusiones de la idoneidad del uso del algoritmo cuantico de Grover
en la seleccion de individuos optimos de la poblacion de un algoritmo

genético genérico.

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_}\éELF:gEJAD

DEL PERU

2.4 Planteamiento de hipotesis.

La computacion cuantica presenta una serie de novedosas caracteristicas las
cuales la hacen una opcién sumamente atractiva en lo que respecta a
procesamiento de grandes cantidades de informacién y busqueda de

soluciones a problemas altamente complejos.

Dada la notable eficiencia lograda por el algoritmo de Grover en busquedas
dentro de un universo con una gran cantidad de elementos, surge la pregunta
¢, Puede aplicarse el algoritmo cuantico de Grover para realizar busquedas
que a través de la computacién clasica toman un tiempo considerablemente
alto, el cual puede incluso considerarse absurdo? ;Puede el algoritmo

cuantico de Grover usarse en problemas clasicos?

Como respuesta para estas dos preguntas, se propone en esta tesis, aplicar
el algoritmo cuantico de Grover para realizar la seleccion de individuos
optimos en la poblacién inicial de un algoritmo genético. Este procedimiento,
al formar parte de un algoritmo genético, tiene de forma inherente un contexto
clasico al cual debe adaptarse el algoritmo de Grover. Surge entonces una
nueva duda, ¢el algoritmo cuantico de Grover puede aplicarse de forma

efectiva en un entorno clasico como el de un algoritmo genético?

Por ello plantearemos la siguiente hipoétesis:

Hipotesis 1: Es posible la implementacion del algoritmo cuantico de Grover en
un entorno clasico, de tal forma que pueda aplicarse de forma efectiva en un

algoritmo clasico, como es un Algoritmo Genético.

Asumimos esta hipotesis por verdadera, dado que existen investigaciones
realizadas anteriormente donde, en efecto, se pudo lograr el disefio de
modelos de programacion hibridos, los cuales usaban lo mejor tanto del
paradigma de programacion clasica, como del paradigma de programacion

cuantica. (Seccion 1.4 - Estado del Arte).
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Dado que la hipdtesis 1 es asumida como verdadera, surge la siguiente
pregunta: Si en realidad el algoritmo cuantico de Grover puede aplicarse en
un entorno clasico (en este caso, un algoritmo genético), ¢Es el algoritmo
cuantico de Grover mas eficiente que los algoritmos clasicos de
busqueda usados por un algoritmo genético? A raiz de esta pregunta, es
necesario realizar una comparacion, y antes que eso, es necesario elegir el
algoritmo clasico contra el cual se realizaria la comparacion.

Se eligi6 como candidato para la comparacion a un algoritmo GRASP. Esto
debido a que el algoritmo GRASP ha sido durante mucho tiempo (hasta la
fecha) uno de los que han dado resultados mas exitosos en lo que respecta a

su aplicacion en la seleccién de poblacion de un algoritmo genético.

Por tanto, para poder realizar esta comparacion, es necesario definir las
caracteristicas con las cuales seran comparados los dos algoritmos. Los

factores de comparacién generales que se proponen son los siguientes:

La eficacia del algoritmo cuantico de Grover y del algoritmo de GRASP en la
seleccion de individuos optimos de la poblacion del algoritmo genético. La
funcién de fitness que se definira para el algoritmo genético genérico nos
permitira cuantificar qué individuos seleccionados por los algoritmos son
efectivamente los mejores. Por lo tanto, el algoritmo que seleccione los

mejores individuos tendra el mayor grado de eficacia.

La eficiencia de los algoritmos también jugara un papel importante en la
comparacion. Si la eficacia de ambos algoritmos puede llegar a considerarse
equiparable, sera la eficiencia el factor decisivo en la comparacion de ambos.
Para la comparacion de la eficiencia de ambos algoritmos, se considerara la
cantidad de operaciones (clasicas para el algoritmo GRASP y cuanticas para
el algoritmo de Grover) necesarias para terminar la ejecucion efectiva de cada
uno de ellos. A fin de, evitar detalles innecesarios en cuanto el tiempo de

ejecucion de ambos algoritmos, se plantea la siguiente hipétesis:
Hipotesis 2: El tiempo de ejecucion de una operacion cuantica del algoritmo

de Grover es igual al tiempo de ejecucién de una operacion clasica del
algoritmo GRASP.
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Esta hipotesis es necesaria aceptarla como verdadera, debido a la carencia

de una computadora cuantica sobre la cual ejecutar el algoritmo de Grover.

La complejidad de la implementacion de los algoritmos, es decir, cuan dificil
resulta ser la realizacién del proceso. Cada uno de los algoritmos tiene tras de
si una serie de fundamentos inherentes los cuales pueden hacer mas o
menos dificil su disefio e implementacion. De forma aparente, un algoritmo
GRASP es menos complejo de integrar en un algoritmo genético, dada la
cantidad de veces que esta integracién ha resultado exitosa en numerosos
estudios y casos de aplicacion. De forma contraria, la integracién del
algoritmo de Grover y un algoritmo de Grover es compleja dado el escaso
estudio al respecto y la nulidad de casos practicos del tema. Sin embargo, se
cuantificara la complejidad tanto del algoritmo GRASP como del algoritmo
cuantico de Grover, a fin de poder considerar este factor dentro del proceso
de comparacion. Esta cuantificacion estara basada fundamentalmente en la

experiencia de la implementacién que se seguira en esta tesis

Entonces cada uno de los tres criterios mencionados tendran asociados un
factor por cada uno de los algoritmos, estos factores permitiran hacer la

comparacion entre los dos algoritmos a utilizar. Es decir, se definen:

Reficacia: Factor de eficacia de la aplicacion del algoritmo GRASP.

Reficiencia: Factor de eficiencia de la aplicacién del algoritmo GRASP.

Rcomp|ejidad: Factor de complejidad de la implementacion del algoritmo

GRASP.

Geficacia: Factor de eficacia de la aplicacion del algoritmo cuantico de Grover.

Geficiencia: Factor de eficiencia de la aplicacion del algoritmo cuantico de

Grover.

Gcomp|ejidad: Factor de complejidad de la implementacién del algoritmo

cuantico de Grover.
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Y se definen ademas dos factores que representan en conjunto el grado de

bondad de cada una de las implementaciones de los algoritmos:

Rg: Factor de bondad de la implementacién del algoritmo GRASP.

RB= Reficacia + Reficiencia - Rcomplejida\d

Gg: Factor de bondad de la implementacion del algoritmo cuantico de Grover.

GB = Geficacia + Geficiencia - Gcomplejidad

Por tanto, estos seran los factores que indicaran si un algoritmo (y por
extension, su implementacién) es mejor que otra. Lo cual lleva al

planteamiento de la siguiente hipétesis:

Hipotesis 3: El grado de bondad de la aplicacion del algoritmo cuantico de
Grover es igual al grado de bondad de la aplicacion del algoritmo GRASP,
ambos aplicados a la seleccién de individuos 6ptimos de la poblacion inicial

de un algoritmo genético.

Re = Gg

Del planteamiento de esta hipétesis podria surgir la duda: ¢Por qué asumir
que ambos algoritmos tendran un igual grado de bondad? Esto tiene su
razon en que, a este punto, aun no se han llevado a cabo las
implementaciones de los algoritmos, y tampoco se han aplicado ambos a la
seleccion de individuos de la poblacion de un algoritmo genético. No se puede
asegurar, por tanto, precipitadamente que un algoritmo sera necesariamente
mejor que el otro. Por ello resulta mas sensato determinar que inicialmente
ambas implementaciones tienen igual grado de bondad, y, tras realizar la

experimentacion numérica, si esta hipotesis llega a ser descartada, se sabra
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en efecto que una es mejor que otra, lo cual llevara a la formulacion de una
nueva hipoétesis. Sin embargo es necesario recordar que podra plantearse esa

nueva hipétesis si y solo si en el caso la Hip6tesis 3 es rechazada.

Las tres hipotesis planteadas en esta seccion seran asumidas por ciertas
hasta la fase de Conclusién. En esta fase, los resultados de la
experimentacion numérica permitiran corroborar la verdad de estas hipotesis

o la falsedad de las mismas.
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3 Capitulo lll: Implementacion del Aporte

3.1 Definicion de los Experimentos

En este apartado, se definira cada uno de los experimentos que se realizaran
en la fase de experimentacion de la tesis. Esto incluye la experimentacion
numérica. Cada uno de los experimentos presupone una serie de requisitos
como las implementaciones del algoritmo de Grover y del algoritmo GRASP.

Estas seran detalladas en el siguiente apartado.

A fin de poder realizar el analisis comparativo entre el algoritmo GRASP vy el
algoritmo cuantico de Grover, primero se elaborara un experimento cuyo
objetivo sera aplicar ambos algoritmos a la seleccion de individuos éptimos en
la poblacion de un algoritmo genético. El resultado final del experimento sera

el grado de eficacia y eficiencia con la cual cada algoritmo realiz6 su
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seleccion. La eficacia dada por el valor de la funcion de fitness de los
individuos seleccionados, vy, la eficiencia hallada a partir de la cantidad de

operaciones que se necesitaron.

Posteriormente, se realizara la experimentacion numérica. Se usara una
prueba estadistica T-Student para contrastar los resultados numéricos de las
ejecuciones del experimento, primero usando el algoritmo de Grover y luego
el algoritmo GRASP. El objetivo de la experimentacion numérica es
determinar qué algoritmo es el mejor de ambos. La experimentacion numérica

cuenta con dos fases:

e En la primera fase, se plantea como hipotesis que el valor de bondad
de los individuos seleccionados por ambos algoritmos es el mismo. Es
decir que ningun algoritmo es mejor. Si se logra rechazar esta
hipotesis, se procede con la fase 2. Si no se logra rechazar la

hipétesis, se debe concluir que ningun algoritmo es mejor que el otro.

o Se llega a la segunda fase de la experimentacién numérica, si es que
en la fase 1 se garantizé que efectivamente un algoritmo es mejor que
el otro. En este caso, se compararan las medias de los grados de
bondad obtenidos por cada algoritmo a fin de determinar cual es el

mejor.

A continuacion se detallara la estructura de cada uno de estos experimentos:

3.1.1 Seleccion de Individuos 6ptimos (Experimento-1)

Este sera el experimento principal de la investigacién. Este experimento sera

aplicado a la fase de seleccidn de la poblacion inicial del algoritmo genético.
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ENTRADAS

Las entradas que se necesitan para la ejecucion de este experimento son:

N° de | Descripcion

Entrada

1 Algoritmos GRASP y  Grover implementados:
Evidentemente se necesita que los dos algoritmos estén

implementados antes de ejecutarlos.

2 Tamafno del Universo (N) : Esta cantidad permitira
determinar cuan grande es el universo de posibles

soluciones

3 Cantidad de Iteraciones (X): Este valor determinara
cuantas veces se ejecutaran los algoritmos GRASP y
Grover para seleccionar los individuos o6ptimos de la
poblacion inicial. Este valor debe ser grande para poder

obtener resultados objetivos y consistentes.

PASOS DEL EXPERIMENTO
Los pasos que se siguen en el experimento son los siguientes:
Repetir X veces

a. Formar el universo de posibles soluciones a partir del parametro N.

b. Aplicar el algoritmo GRASP y el algoritmo Grover al universo de
individuos generado en la parte a) para seleccionar los elementos
6ptimos.

c. Guardar el valor de fitness de los individuos seleccionados por cada

algoritmo. (Este es el resultado en eficacia de una ejecucion de uno

de los dos algoritmos)
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d. Guardar la cantidad de operaciones clasicas o cuanticas que usaron
el algoritmo GRASP y Grover respectivamente en la parte a). (Con
este resultado se hallara el grado de eficiencia en una ejecucion de

uno de los dos algoritmos).

Fin de Repetir

Resultado Final: Valores de eficacia y eficiencia de ambos algoritmos en

cada iteracién del experimento

3.1.2 Experimentacién Numérica

Este experimento jugara un papel muy importante al determinar qué algoritmo

es mas eficaz que el otro.

El nombre del experimento que se utilizara es: Prueba T-Student para Dos
Muestras relacionadas. Este experimento es muy usado para contrastar
resultados de diferentes procesos (por ejemplo un algoritmo) y determinar qué
proceso es mejor, siempre y cuando se trate de sélo dos procesos. Si se
tratara de mas de dos, la alternativa es usar un experimento como el Analisis
de Varianza (ANOVA). Como se van a comparar dos algoritmos, la prueba T-

Student resulta apropiada [19]

ENTRADAS

Los datos necesarios para la ejecucion de la experimentacion numérica seran

obtenidos de la ejecucion del primer experimento.
PASOS DEL EXPERIMENTO
Los pasos del experimento son los siguientes:
1. Se plantea la hipétesis inicial de la experimentacion numérica: “El
valor de bondad promedio obtenido de la seleccién del algoritmo

cuantico de Grover y el valor de bondad promedio obtenido de la

seleccion del algoritmo GRASP, son iguales”
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2. Se realiza la prueba de Contraste de Igualdad de Medias para

determinar si la hipétesis del paso 1 es cierta.

3. Sila prueba de Contraste de Igualdad de Medias da valor positivo:

a. Se concluye que los grados de bondad del algoritmo cuantico

de Grover y el algoritmo GRASP son equivalentes.

4. Sila prueba de Contraste de Igualdad de Medias da valor negativo:

a. Comparar los valores promedios de grado de bondad obtenido

de cada algoritmo a fin de determinar cual es el mejor.

3.2 Definicién de los Algoritmos

En este apartado se definiran los algoritmos que seran utilizados en el
proceso experimental. Se comienza con la definicién del algoritmo genético
genérico, enfocandose en la descripcidon del proceso de seleccion de su
poblacion inicial y la formulacién de la funcién de fithess a utilizar.

Luego se procedera a la definicion de las estructuras de datos y
consideraciones adicionales necesarias en el disefio del algoritmo GRASP.
Por ultimo se formulara el modelo matematico del algoritmo cuantico de
Grover y se detallaran las consideraciones necesarias para implementar este

algoritmo en un entorno clasico.

3.2.1 Definicion del Algoritmo Genético

En este apartado se definira las principales caracteristicas del Algoritmo
Genético, las cuales seran de suma importancia para la ejecucion del
experimento.

En lo sucesivo el algoritmo genético genérico sera identificado con las siglas
AGG.
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Seleccién de la poblacion inicial

Todo algoritmo genético cuenta con una poblacién, es decir un conjunto de
individuos, siendo cada uno de estos una solucion potencial al problema que
se busca resolver.

Todo problema que busca resolver un algoritmo genético tiene un universo
general de soluciones, las cuales son generalmente combinaciones de una
serie de elementos dados. La evaluacién de cada una de las posibles
combinaciones es una tarea excesiva que ocuparia una cantidad de tiempo
irracional en la mayoria de casos. Es por eso que los algoritmos genéticos
cuentan con una poblacion inicial, es decir, un subconjunto del universo de
soluciones, de preferencia, un subconjunto que incluya las mejores soluciones
candidatas. De ahi la importancia en la fase de seleccién de la poblaciéon

inicial de un algoritmo genético.

Esta fase de seleccién resulta ser un excelente caso en el cual aplicar el
algoritmo cuantico de Grover y el algoritmo GRASP, es por ello que el
experimento principal fue disefiado con el objetivo de seleccionar la poblacién

inicial a partir del universo total de soluciones candidatas.

Ahora es necesario definir cada individuo para poder definir, eventualmente,
el universo total de soluciones candidatas.

Cada individuo del universo contiene lo que se conoce como un cromosoma,
y un cromosoma viene a ser un conjunto de genes. A su vez, cada gen
contiene parte de la informacion del individuo, informacién vital para
determinar si el individuo es en realidad una posible solucién al problema y si

es asi, para determinar cuan buena es su solucion. [13]

Para facilitar la formulacién del algoritmo genético, se tratara de hacer de esta

tarea lo mas genérica posible.

Se define que un individuo cuenta con un cromosoma que incluye “N” genes y

tiene la siguiente estructura:

Gen1 | Gen2 | Gen3 | Gen4 | Gen5 | Gen6 | ... Gen N
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Ahora toca decidir la estructura que tendra cada gen. La estructura inicial
propuesta por John Holland (conocido como el padre de los algoritmos
genéticos) estaba dada por cadenas de bits [14]. Se usara una representacién
analoga, cada gen sera un bit, el cual podra tener el valor cero o uno. El valor
cero indica que el gen se encuentra “apagado”, es decir, no proporciona
informacién al cromosoma, por el contrario, si el valor es uno, el gen se

encuentra “prendido” y si contribuye a la informacion total del cromosoma.

Cada gen también tendra cierta informacion adicional, inherente a cada uno

de ellos. Se define lo siguiente:

Definicién 1:

“Cada uno de los genes de un cromosoma tiene asociado una triada de
tres valores: un factor positivo, un factor negativo y un factor de

ponderacion”.

Estos valores seran hallados de forma aleatoria pues no hay forma de
asignarles valores exactos sin el contexto de una aplicacion real. Ademas la
naturaleza aleatoria de estos valores permitira obtener resultados mas
objetivos en el experimento. Cabe resaltar que tanto el factor positivo y el
factor negativo seran reales dentro de un rango especifico, mientras que el

factor de ponderacion sera siempre un numero real entre cero y uno.

También se define lo siguiente:

Definicién 2:

‘Existe una funcién matematica F, la cual dado el valor de los genes de
un cromosoma, asi como los factores positivos, negativos y de
ponderacion de cada gen, puede calcular el grado de bondad del
cromosoma. Esta funcién sera llamada: funcién de fitness”

Ademas, el grado de bondad de un cromosoma es un valor numérico exacto

que determina cuan bueno es el individuo, es decir cuan buena es su

solucién.
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Ahora que ya se tienen definida la estructura de los cromosomas y genes, es
necesario resolver una pregunta de suma importancia que ha quedado
pendiente desde el principio: ¢ Cual es el problema que se esta tratando de

resolver?

Como se ha venido mencionando, no existe un problema real al cual se esté
aplicando el algoritmo genético, de ahi que se le agregue el adjetivo genérico.
Por tanto plantearemos el problema como: ¢Cual es el cromosoma que

tiene el mayor grado de bondad?

Sin embargo se colocara una restriccion a todos los candidatos para ser una
solucion real. Si no existiera esta restriccion, seria facil hallar la mejor
solucion, seria simplemente la suma de todos los genes con mayor factor
positivo. La restriccion que se colocara es: la suma de los factores de
ponderacion de los genes que tengan valor uno, no puede exceder el valor
promedio de factores de ponderacion de los N genes. El promedio de factores
de ponderacion se halla facilmente, dado que el menor valor posible es que
todos los genes tengan factor de ponderacion igual a cero, y el mayor valor,
que todos los factores de ponderacion sean igual a uno, el valor promedio de

factores de ponderacién es el siguiente:

Valor promedio de factores de ponderaciéon= (1 xN + 0 x N)/2 = N/2

En resumen, la restriccibn a toda verdadera solucion del “problema” en
cuestion, es que la suma de todos los factores de ponderacién de los genes
“prendidos” (con valor en uno), no exceda en valor a la mitad de la cantidad

total de genes.

Como puede verse, el valor de N determina la cantidad de posibles
soluciones y por tanto el tamafio del universo a considerar. Precisamente este
valor N es el parametro que se definid en el experimento principal para
delimitar el tamafio del universo sobre el cual trabajaran tanto el algoritmo

GRASP como el algoritmo de Grover.
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Definicion de la funcion de Fitness

En el apartado anterior se definié la estructura de un individuo del algoritmo
genético genérico. También se menciondé a la funcion de fitness en la
Definicién 2, se dijo que era una funcidon matematica que permitira calcular el
grado de bondad de un individuo, basandose en la informacién grabada en

Su cromosoma y por tanto, sus genes.

Se habia dicho que cada gen tenia asociada una triada de valores dada por:
{Factor positivo, factor negativo, factor de ponderacion}, ademas, cada gen

debia tomar un valor binario: cero o uno.
Entonces se definira la funcion de fitness de la siguiente manera:

Sea F una funcién real que recibe como entrada los valores de cada uno de
los “N” genes en el cromosoma de un individuo, y, devuelve un unico valor

real, el cual se llamara grado de bondad de dicho individuo.

N
F(Cromosoma) = Z((FactorPositivoi + FactorNegativo, ) * FactorPonderacion, )gi
i=1

Vale acotar que el factor positivo, factor negativo y factor de ponderacién de
cada gen, son constantes en cada iteracién del experimento. Son generados
de forma aleatoria al momento de generar el universo de posibles soluciones

(ver paso “a” del Experimento-1).
Puede deducirse de la formula que:

e Los genes que tengan el valor cero no contribuyen al valor final del

grado de bondad
e Si el valor absoluto del factor negativo es mayor al valor absoluto del
factor positivo, el gen contribuye negativamente al grado de bondad

total.

Queda entonces definida la funcion de fithess del algoritmo genético genérico

que se utilizara en el experimento principal.
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3.2.2 Definicion del Algoritmo GRASP

En este apartado se definiran las principales caracteristicas del Algoritmo
GRASP que se utilizara para calcular la poblacion inicial del algoritmo
genético. Tomando en cuenta las definiciones del algoritmo genético, toca
establecer las estructuras de datos a utilizar en el disefio y posterior
implementacién del algoritmo GRASP.

En lo sucesivo el Algoritmo GRASP sera identificado con las siglas AGR.

El algoritmo GRASP consta de una serie continua de iteraciones, en las
cuales trata de seleccionar una buena solucion al problema. Para no dejarse
llevar por lo que se conoce “criterio goloso” y elegir equivocamente un
maximo local, el algoritmo GRASP crea una lista restringida de candidatos
usando un factor aleatorio. Es precisamente esta aleatoriedad la que hace del
algoritmo GRASP una alternativa con superior eficacia respecto a una gran

cantidad de algoritmos heuristicos.

La cantidad de iteraciones “n” que se realizaran con el algoritmo GRASP sera
determinada antes de la ejecucién del experimento principal. Se realizara un
proceso de calibracion del algoritmo GRASP, esto supondra la ejecucion del
algoritmo GRASP varias veces, cada una con un diferente valor de “n” hasta
determinar en promedio, qué valor halla buenos resultados y en un tiempo

aceptable.

El algoritmo GRASP también hace uso de un parametro importante en la
creacion de la lista restringida de candidatos. Este parametro esta
simbolizado por la letra griega a y se le conoce como “factor de relajacion”.
El valor de este parametro también sera hallado con un proceso de
calibracion previo al experimento principal de la investigacion, pero se tendra

en cuenta valores previos utilizados en aplicaciones similares a la presente.
Finalmente, es necesario determinar las estructuras de datos que se

necesitaran para la implementacion del algoritmo GRASP, estas estructuras

de datos podran también ser utilizadas por el Algoritmo Cuantico de Grover.
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Definicion de las Estructuras de Datos

Para el correcto disefio e implementacion del algoritmo GRASP, es necesario

contar con las siguientes estructuras de datos:

a) Una estructura de Datos para representar los Genes. Esta es la
estructura de datos primaria y de mas bajo nivel. La entidad u objeto
Gen debera contar con los siguientes atributos: Numero de Gen
(numero entero), Valor (binario) y Grado de Bondad del Gen (un

numero real).

b) Una estructura de Datos para representar los Cromosomas: Esta
entidad representara cada individuo y simboliza una posible solucion.
La entidad u objeto Cromosoma debera contar con los siguientes
atributos: Una lista de Genes y el Grado de Bondad del Individuo (un

numero real).

c) Una estructura de Datos para los datos de la triada de cada Gen: Esta
entidad tendra los valores de los factores de la triada para cada Gen.
Esta estructura sera constante por cada ejecucion completa del
algoritmo GRASP y sera generada cada vez que se forme un nuevo
universo de soluciones. Esta estructura de datos, sera una lista de “N”
(nimero de genes) objetos Triada. Cada objeto Triada tendra los
atributos: Factor positivo, Factor Negativo y Factor de Ponderacion,

siendo todos, valores reales.

Estos son los factores necesarios para la futura formulacion del disefio en

pseudocdédigo del algoritmo GRASP.

3.2.3 Definicion del Algoritmo Cuantico de Grover

En este apartado se definiran las principales caracteristicas del Algoritmo
Cuantico de Grover, el segundo algoritmo candidato a utilizar para la
seleccion del a poblacién inicial del algoritmo genético. A partir de las
definiciones del algoritmo genético establecidas en el apartado anterior, se

definird el modelo matematico del algoritmo cuantico de Grover y las
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estructuras de datos necesarias para su disefno e implementacion en un

entorno clasico.

En lo sucesivo el Algoritmo Cuantico de Grover sera identificado con las
siglas ACG.

El ACG tiene un fundamento completamente diferente al del Algoritmo
GRASP. En esta seccién se comprendera los aspectos mas importantes que

se usaran en su disefio e implementacion.

Tanto en el AGR como en el ACG se parte de un universo total de posibles
soluciones. El objetivo es encontrar la mejor solucion, es decir realizar una
busqueda en todo ese universo hasta encontrar un unico resultado. Para
llevar a cabo esto, el algoritmo de Grover usa lo que se conoce como el

oraculo.

Por el momento, lo mas adecuado es considerar al oraculo como una caja
negra, que de una forma u otra, es capaz de identificar la solucién éptima al

problema [15].

Se definié antes que se tendra una cantidad de N genes en el cromosoma de
cada individuo, y que cada uno de esos genes podia tomar el valor de cero o
uno, vy, por ello, el universo total de posibles soluciones era de 2N elementos.
Utilizando algunos conceptos claves de computacion cuantica se puede

definir lo siguiente:

Definicién 4:

Si se tiene un universo de 2" elementos, es posible formular un sistema
cuantico que lo represente. Este sistema cuenta con una superposicién
de N estados, cada uno de los cuales es un qubit.

Ademas es necesario definir formalmente como se considerara un qubit. Se

tomara la definicibn mas general, encontrada en el libro de Nielsen y Chuang
[15]
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Definicion 5;

Un qubit es un estado cuantico que puede tomar el valor de cero o uno.
Usando la notacién de Dirac, un qubit puede estar en el estado |[0> 6 en

el estado |1>.

Entonces, si por ejemplo, N tuviera el valor de 2, se tendrian 4 elementos,

representados de la siguiente forma:

Ing> = [0>[0>
s> = [0>[1>
Inz> = [1>[0>

Ing> = [1>|1>

Una representacion bastante similar a la que se haria con conceptos de
computacion clasica, la Unica diferencia esta en la concepcién de qubits como

estados, en vez de bits convencionales.

Usando las definiciones anteriores, ahora es posible describir mejor la

naturaleza del oraculo:

Definicién 6:

Cada estado |n;> tiene asociado un oraculo O; tal que:

O; [ni>=-|n>

Oi [nj> = +|n;>, donde i #

Es decir, si se aplica el oraculo a su estado correspondiente, el oraculo
provoca un “cambio de fase” en dicho estado. Podemos considerar que este
cambio de fase se manifiesta como un cambio de signo.

Por otra parte, si se aplica el oraculo a algun otro estado, el oraculo no causa

ningun cambio.
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Con todos los conceptos mencionados anteriormente podemos establecer la

siguiente afirmacion:

Si se quiere buscar el estado |nj> y se conoce su funciéon oraculo O, es
posible encontrarlo aplicando dicho oraculo en cada estado del universo total,

dado que solamente el estado |n;> presentara un cambio de fase.

En consecuencia, en el problema de busqueda de individuos del algoritmo
genético, si se conoce la funcién oraculo del mejor individuo, es posible
determinar cual es el mejor individuo aplicando esa funcién oraculo a cada

elemento del Universo.

Entonces, hasta ahora, surgen dos inconvenientes al seguir el camino
cuantico en la busqueda de individuos, el primero, que es necesario calcular o
definir la funcidn oraculo del mejor individuo antes de proceder a buscarlo. Y
el segundo inconveniente radica en que no se esta logrando ninguna ventaja
en comparacion con el camino clasico: aun si se tiene definida la funcion
oraculo del mejor individuo, es necesario aplicar dicha funciéon oraculo a
todos los elementos del universo hasta ver cual de ellos presenta un

“cambio de fase”.

Es aqui donde aparece el Algoritmo Cuantico de Grover para evitar aplicar la
funcién oraculo a cada uno de los elementos del Universo, y, en cambio,
realizar una busqueda sumamente mas eficiente. Grover plantea una serie de

pasos, a través de los cuales, el nUmero de iteraciones necesarias para hallar

la respuesta, es del orden de +/N .
Usando los conceptos descritos podemos enunciar el modelo matematico del
algoritmo Grover en el cual se describen los elementos que usa y la relacion

entre estos:

Modelo Matematico del Algoritmo de Grover:

Sea “M” la cantidad de elementos del universo, tal que:

M=2"xeN
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Sea “N” la cantidad de qubits necesarios para representar el universo, donde:

N = |ng(|\/|)

Sea |@p> el estado inicial del universo:

|¢>:\/27N§ i

El sistema esta en una superposicibn con maxima probabilidad: puede

colapsar con igual probabilidad a cualquier estado.

Sea G, el operador de Grover:
G=2|p><¢|-1)O,

Donde | es la matriz identidad y O la funcién oraculo de elemento buscado.

Cada aplicacion de la funcién oraculo crea un desfase en el estado |n>. Por

tanto el estado del universo quedaria como:

/N_12N—1
o) >=|g,>= "> |n>-—"—|n >
k|¢ |(01 ﬂ ;l \/2T| K

ik
El nuevo estado del universo esta dado entonces por:

|9 >=G|p>=(2]|p><¢|-1)0, |¢p >

Reemplazando | ¢ >:

o >= QRle><p|-1)|¢, >
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o >=2]|p><o@|p,>—|¢ >

Dado que el producto interno de <@ |y | ¢ 1> es un escalar, sea:

C=<ol|p >
Entonces:
lp >=2C o> -], >

2N 1 2N 12”—1

|(0 >_r2|n

|(o'> r Z|n >+(r

Como se puede apreciar, la amplitud de todos los estados distintos al
buscado ha disminuido. Por el contrario la amplitud del elemento buscado ha

aumentado.

Conclusion: Sucesivas aplicaciones del operador de Grover hacen que la
amplitud del estado buscado |n> siga creciendo y que, por tanto, sea el valor

mas probable de obtener al hacer una medicién al sistema.

En cuanto a las estructuras de datos necesarias para la implementaciéon del
Algoritmo Cuéantico de Grover, una estructura indispensable es la que
represente un estado cuantico (qubit). Una alternativa inicial sera usar valores
binarios (cero o uno), dado que es imposible representar superposicion real
en una computadora clasica, se tratara de simular este comportamiento

durante la implementacién del algoritmo.
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Queda pendiente también, la formulacién de la funcion oraculo del mejor

individuo en el universo completo de soluciones candidatas.

3.3 Disefno de los Algoritmos

En este apartado, se procedera a realizar la formulacién en pseudocddigo del
Algoritmo GRASP y el Algoritmo Cuantico de Grover. En el caso del Algoritmo
Genético, no es necesario realizar un disefio, dado que los conceptos que se
utilizaran del mismo ya han sido definidos en el apartado anterior.

En el caso del algoritmo GRASP, su disefio sera bastante directo al no existir
mayor complicaciéon. Sin embargo, en el caso del Algoritmo Cuantico de
Grover, sera necesario presentar primero una formulacién cuantica del
algoritmo, y, luego, analizar la forma correcta de realizar una simulacion

clasica.

3.3.1 Diseno del Algoritmo GRASP
En el caso del Algoritmo GRASP, no existe ninguna consideracion en
particular a la cual atenerse. Es posible realizar la formulacion en
pseudocédigo partiendo de la propia definicion del Algoritmo GRASP vy los
conceptos establecidos en la definicion del Algoritmo Genético y del Algoritmo
GRASP de esta tesis.
La formulacién en pseudocédigo seria como sigue:
N: numero de genes
ListaFactoresBondadxGen: Lista con el valor resultante del siguiente calculo:
(Fpositivo + Fnegativo)*Fponderacién, por cada gen. El tamafio de esta lista
es N.
Inicio Algoritmo GRASP

1. Inicializa_ListaFactoresBondadGen()

2. Poblacionlinicial= Lista_Vacia_Cromosomas()
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3. Para i=0 hasta i=NumTotalDelteraciones
a. SumaFactorPonderacion=0
b. Inicializa_Nuevo_Cromosoma(cromosoma)
c. Mientras (SumaFactorPonderacion < N/2)
i. Ordenar_ListaFactoresBondadxGen()
ii. IndiceSuperior= N-1

iii. Indicelnferior= 0

iv. IndiceRCL= (Aleatorio() * ( Indicelnferior + Alfa *

(IndiceSuperior — Indicelnferior) ) + Indicelnferior

V. ElementoSeleccionado=ListaFactoresBondadGen

[IndiceRCL]
Vi. Cromosoma.ActivaGen(ElementoSeleccionado)
Vii. SumaFactorPonderacion+=

ElementoSeleccionado.FactorPonderacion

viii. ListaFactoresBondadGen.Remover( IndiceRCL)

d. Fin Mientras

e. Si (SumaFactorPonderacion > N/2)

i. Cromosoma.ApagaGen( IndiceRCL)

f. Fin Si

g. Poblacionlnicial.Agregar(Cromosoma)
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4. Fin Para

5. EliminarRepetidos (Poblacionlnicial)

Fin Algoritmo GRASP

3.3.2 Diseino del Algoritmo Cuantico de Grover

Ahora toca realizar el disefo del Algoritmo Cuantico de Grover. Esta es quiza
la parte mas compleja de esta investigacién pues comprende la simulacion de
un algoritmo eminentemente cuantico a un entorno clasico, en el cual podra

ser implementado.

Primero se describird el Algoritmo Cuantico de Grover desde la perspectiva

cuantica, y luego se planteara un enfoque clasico aceptable.

Formulacién Cuantica del Algoritmo de Grover

En el apartado de la definicion del Algoritmo Cuantico de Grover se
plantearon algunos conceptos basicos del funcionamiento de una busqueda
cuantica estandar. Se propuso representar el universo de soluciones como
una superposicion de distintos qubits. Cada una de estas posibles soluciones
tiene asociada una funcion oraculo, y esta funcién oraculo solo reacciona con
el estado al cual esta asociada, esta reaccion, como se mencioné antes, se
manifiesta en un “cambio de fase”, lo cual se visualiza en un cambio de signo

en el estado de dicha solucién candidata.

Sin embargo, hasta estos momentos, la busqueda cuantica no representa
ninguna mejora respecto a un algoritmo clasico, dado que de todas formas es
necesario aplicar la funcién oraculo del mejor individuo a todos los candidatos
del universo completo. El algoritmo de Grover proporciona una serie de
pasos, para realizar esta busqueda en una cantidad mucho menor de

iteraciones.

Los pasos del algoritmo de Grover son los siguientes:

Sea |n> el estado de la solucion con mayor valor de funcion de fitness
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Inicio del Algoritmo de Grover

1. Inicializar un estado base como una superposicion de todas las posibles

soluciones:

2N

1
|§0>:_§,|ni >
N =

2. Repetir \/W veces
a. Se aplica el operador de Grover (G) al estado base:
G=(2|p><9p|-1)O,

Donde | es la matriz Identidad y O es el operador Oraculo del estado que

se busca.
3. Realizar una medicién del sistema y se obtendra el estado |n> buscado.
Fin Algoritmo Grover.
Sin embargo, aqui surge el problema de que no es posible formular la funcién
oraculo de la mejor solucion candidata, porque simplemente no se conoce
este valor. Entonces, es necesario buscar una solucién alternativa para hallar
el mejor candidato a solucion 6ptima, utilizando el algoritmo de Grover.
Gracias a los estudios realizados en [16] y [17], podemos formular un
algoritmo mas completo, que presupone la ejecucion del algoritmo de Grover
una determinada cantidad de veces, lo cual reducira el grado de eficiencia,
pero, sin embargo, garantiza un alto nivel de eficacia.

Inicio Busqueda Cuantica

1. Elegir de forma aleatoria un indice “m” entre 0 y 2"-1. Este valor sera un

indice tentativo del estado con mayor valor de funcién de fitness.
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2. Repetir \/W veces

a. Ejecutar el algoritmo de Grover usando la siguiente funcién

oraculo

-1, si f(i) > f(m)
O (i) =

1, caso contrario

b.  Reemplazar “m” con el indice hallado por el algoritmo cuantico de

Grover en el paso a)

3. El ultimo valor de “m” tras las iteraciones del algoritmo de Grover es la

mejor solucién.

Fin Busqueda Cuantica

Resumiendo, el funcionamiento del algoritmo de busqueda cuantica
propuesto es como sigue: En cada iteracién se buscara usando el algoritmo

de Grover, un candidato a solucion mejor que el candidato anterior (el primer

candidato a solucion se selecciona de forma aleatoria). Finalmente, tras \/W
ejecuciones del algoritmo, se podra obtener la mejor solucion con una altisima
probabilidad (en mecanica cuantica no existen resultados cien por ciento
certeros, sino con altas probabilidades). Esto puede explicarse de la siguiente

forma:

Inicialmente todos los elementos del universo tienen asociada una misma
probabilidad, sin embargo al aplicar sucesivamente el operador de Grover, los
elementos mas cercanos en valor al elemento buscado adquieren un mayor
valor de probabilidad, y, en consecuencia, los elementos que se encuentran
lejos del valor buscado adquieren un valor de probabilidad menor (como se

dijo, la suma de probabilidades siempre debe mantenerse constante en 1).
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Tras todas las iteraciones, el elemento buscado tiene el valor de probabilidad
mas alto en todo el sistema, de forma que al realizar una medicién cuantica,

este elemento sea muy probablemente el encontrado.

Como no se sabe con exactitud cual es el valor buscado, la funcién oraculo
plantea que el valor que se busca es simplemente un valor mayor al de la
conjetura inicial. Una vez que se termina una ejecucion del algoritmo Grover,
el valor que se obtenga al medir el sistema pasa a ser la nueva conjetura y

asi sucesivamente.

Con esto quedaria terminada la formulacién del Algoritmo Cuantico de
Grover, todo desde una perspectiva cuantica, el siguiente paso consiste en
plantear la simulacion del algoritmo de busqueda cuantica para un entorno

clasico.

Formulacién Clasica del Algoritmo de Grover

Ya se ha definido de manera correcta el procedimiento necesario para
calcular los mejores individuos en un universo total de soluciones candidatas,
todo desde una perspectiva cuantica. El problema natural que surge es que
no se cuenta con una computadora cuantica en la cual realizar una
implementacién del pseudocédigo ya descrito. Entonces, es necesario
formular una simulaciéon clasica, si bien, no se podra emular la enorme
eficiencia del algoritmo, pues esta exclusivamente ligada a la naturaleza

cuantica (superposicion de estados), inexistente en una computadora clasica.

Es precisamente la carencia de elementos claves en la computacion cuantica
como la posibilidad de realizar superposicion de estados, o el colapso no-
deterministico a un estado tras realizar una medicién [12], lo cual hace
sumamente dificil, sino imposible, emular dicho ambiente en un entorno que

por su propia naturaleza es distinto.

Por fortuna, cada elemento usado en mecanica cuantica, (y por consiguiente,
en computacion cuantica) puede ser representado como una matriz, o de
forma genérica, por un tensor (una matriz de n dimensiones). Una
superposicion de estados puede representarse como un vector de N-estados.

Y un operador cuantico puede representarse como una matriz de N filas por N
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columnas. Aplicar un operador a una superposicion de estados se reduce al

producto de una matriz con un vector.

Naturalmente, el manejo de matrices y operaciones entre estas, es un
proceso computacionalmente costoso en una computadora clasica.
Razén por la cual la eficiencia no podra ser medida con el tiempo que
demora cada algoritmo dado que la simulacion de la busqueda cuantica
en un entorno clasico, elimina de forma aparente la enorme rapidez del
algoritmo de Grover. Por ello, el tiempo no sera una unidad de medicion
de eficiencia valida. En cambio se usara la unidad: cantidad de
operaciones necesarias por cada algoritmo. Es decir, una simple
operacién cuantica, podria demorar 5 segundos siendo simulada en una
computadora clasica (debido a las operaciones matriciales a realizar),

sin embargo esos 5 segundos contaran como una sola operacion.

Esto se vera a mas detalle en la ejecucion del experimento principal.

Para este caso necesitaremos una estructura de datos adicional para guardar

la informaciéon de un estado cuantico. La estructura se llamaria:

e EstadoCuantico, con los siguientes atributos: numeroEstado (un
numero entero), amplitudProbabilidad (un niamero real), valorFitness
(un numero real), conDesfasePorOraculo (un valor booleano), existe

(un valor booleano) y valorMatriz (un numero real).
Considerando la representacion vectorial y matricial de estados y operadores,
ahora si es posible definir el algoritmo de busqueda cuantica simulado en un
entorno clasico. Este es:
Inicio Algoritmo Cuantico de Busqueda
1. Elegir de forma aleatoria un indice “m” entre 0 y 2"-1. Este valor sera la

conjetura inicial del indice del estado con mayor valor de funcion de

fitness.
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2. Repetir\/ﬁ veces

a. inicializarEstadoBase (vectorEstadoslinicial,N):
Inicializar el estado base como una superposicion de todos los
posibles candidatos, vectorEstados es un vector unidimensional de N

elementos.

b. Repetir\/ﬁ veces

i. inicializarEstadoBase (vectorEstadosActual):
Es necesario inicializar nuevamente un estado base en cada

iteracion del algoritmo Grover.

ii. vectorEstadosOraculo = aplicarOraculo(vectorEstadosActual,m):
Este es el resultado de aplicar el operador cuantico representado
por el oraculo a la superposicion de todas las soluciones

candidatas.

iii. aplicarGrover
(vectorEstadoslnicial,vectorEstadosActual,vectorEstadosOraculo) :
Esta funcion simula la aplicacion del operador cuantico de Grover

a una superposicién de estados.

c. indiceResultado= simularMedicion (vectorEstados):
Una medicién cuantica supone el colapso no-deterministico del
sistema a uno de los estados que lo componen. Cada uno de estos
estados tiene asociada una probabilidad de ser medido. El algoritmo
de Grover hace que el estado solucion tenga el mayor valor de
probabilidad (muy cercana a 1). Por tanto, la funcién simularMedicién
simplemente buscara el estado con el mayor valor de probabilidad.
En computacion cuantica, esta medicion equivale a una sola

operacion.
d. m=indiceResultado:

El indice que se obtenga de la medicion pasa a ser la nueva

conjetura.
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3. El ultimo valor de indiceResultado es el mejor individuo del Universo total

de soluciones candidatas.

Fin Algoritmo Cuantico de Busqueda

Aun falta definir el pseudocdédigo de las siguientes funciones usadas:

Inicio inicializarEstadoBase (vectorEstados,N)

1. totalElementos=2"N

2.  probabilidad= 1/raizCuadrada(totalElementos)

3. Para i=0 hasta totalElementos

a. vectorEstados[i].amplitudProbabilidad=probabilidad
b. vectorEstados]i].valorMatriz=probabilidad
4. Fin Para

Fin InicializarEstadoBase

Inicio aplicarGrover(vectorinicial,vectorActual,vectorOraculo)

1.  coeficiente=2*productoEscalar(vectorlnicial,vectorOraculo)

2. vectorActual= productoVectorConEscalar(coeficiente,vectorlnicial)

3.  vectorActual=restaVectores(vectorActual,vectorOraculo)

Fin InicializarOperadorGrover
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Inicio simularMedicion(vectorEstados,N)

1. mayorProbabilidad=0

2. Para i=0 hasta N

a. Si (vectorEstados[i].amplitudProbabilidad > mayorProbabilidad )

i. mayorProbabilidad=vectorEstados][i]. amplitudProbabilidad

ii. indiceMayorProbabilidad=i

b. FinSi

3. Fin Para

4, Devolver vectorEstados[indiceMayorProbabilidad]

Fin SimularMedicion

Y asi quedan definidos tanto el algoritmo de busqueda cuantica principal, asi

como las funciones de las que hace uso. Otras funciones como

productoEscalar o restaVectores no han sido definidas pues se tratan de

operaciones matematicas conocidas.

3.4 Implementacién de los Algoritmos

En este apartado, se procedera a realizar la implementacion en codigo del

Algoritmo GRASP y el Algoritmo Cuantico de Grover.

El lenguaje de programacion que se usara sera JAVA, dadas las siguientes

razones:

1. Es un lenguaje de programacion conocido por el tesista y el cual ha

manejado durante mas de un afio tanto a nivel académico como laboral.
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2.  Cuenta con funciones graficas sencillas las cuales seran de gran utilidad
al momento de implementar el experimento principal y visualizar los

resultados de la ejecucion de los algoritmos.

3. Cuenta con una gran cantidad de librerias de apoyo para operaciones
matematicas, incluyendo operaciones entre matrices, las cuales seran

de ayuda al momento de implementar el algoritmo de Grover

4, Tiene soporte natural para el paradigma de programacion orientado a
objetos. Dadas las definiciones de las estructuras necesarias para la
implementacion de los algoritmos, el uso de objetos es altamente

deseable.

El proyecto que incluye cddigo fuente de los algoritmos implementados se

encuentra en el anexo digital de esta tesis.
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4 Experimentacién Numérica

En este apartado se describira la ejecucion de la experimentacion numérica.
Primero se explicaran los pasos que se deben seguir durante la ejecucion del
experimento y luego se analizaran los resultados finales obtenidos de esta

experimentacion numérica.

Como se menciond en el capitulo dos, el nombre del experimento es Prueba

T-Student para Dos Muestras relacionadas.
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4.1 Ejecucion de la Experimentacion Numérica

Una vez que el algoritmo GRASP vy el algoritmo cuantico de Grover ya han
sido implementados, ya se puede comenzar a pensar en ejecutarlos y
compararlos a través de los resultados que se obtengan. Es para ello que se
formula el experimento principal descrito en el capitulo tres: para comparar la
eficacia de los algoritmos (quién hallé las mejores soluciones) y su eficiencia

(quién lo hizo en la menor cantidad de operaciones).

Sin embargo, tras la ejecucion del experimento principal, solo se obtienen
resultados eminentemente numéricos. El experimento principal no tiene una
forma de decir si el algoritmo GRASP o el algoritmo cuantico de Grover
resulté ser mas eficaz o mas eficiente que el otro. Solamente puede decir a
simple vista quién fue el mejor en una iteracién, mas no qué algoritmo es en
promedio el mejor. Es necesario concebir por ejemplo el caso que el algoritmo
de Grover haya sido mejor que el GRASP en las diez primeras iteraciones, sin
embargo en la iteracion numero once, el algoritmo GRASP fue mejor por un
margen mucho mayor al que le sacé el algoritmo de Grover en las diez
iteraciones pasadas. Este caso puede seguirse repitiendo a lo largo de cada
una de las iteraciones del experimento principal, lo cual solo genera mayor

incertidumbre respecto a cual es el mejor algoritmo.

Es por esto que es necesario utilizar un método estadistico que tome como
datos de entrada estos resultados numéricos, y que con sus datos de salida
sea sencillo discernir qué algoritmo es el mas eficiente, que algoritmo es mas

eficaz, y en general, que algoritmo es mejor.

Para realizar la experimentacion numérica se utilizara el paquete estadistico
SPSS, el cual cuenta con poderosas herramientas que permitiran realizar los
analisis necesarios de una manera bastante rapida y sencilla. Solo habra que
ingresar los resultados del experimento principal, para que este software

realice su labor.

Sin embargo, hay algunas consideraciones que deben tratarse antes de la

ejecucion propiamente dicha de la ejecucidn numérica con el uso del SPSS.
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4.1.1 Antes de la ejecucion de la Experimentacion Numérica

Se deben tener las entradas listas, en este caso, seran los resultados
obtenidos de la ejecucion del experimento principal. Como el experimento
principal requiere dos parametros de entrada, se seleccionaron los valores
tentativos de: N=10 (cantidad de genes por cromosoma) y cantidad de
Iteraciones= 1000.

Se decidi6 que cada cromosoma tenga 10 genes debido a que las
operaciones matriciales y vectoriales de las que hace uso la implementacion
del algoritmo Grover se vuelven excesivamente pesadas en una computadora

clasica para valores de N mayores.

Cabe resaltar que la cantidad de iteraciones dentro del experimento principal
es un valor tentativo, y podria incluso aumentarse si los resultados de la

experimentacién numérica no fueran del todo concluyentes.

Existian dos puntos pendientes en la implementacién del algoritmo GRASP,
los cuales eran: la calibracion del valor del factor de relajacién (alfa) y la
calibracion de la cantidad de iteraciones (no confundir con la cantidad de

iteraciones del experimento principal).

En primer lugar, para calibrar el valor del factor de relajacién (alfa), se genero
una ftriada y se ejecutd el algoritmo GRASP sobre ésta cada vez con
diferentes valores del factor. Los resultados pueden apreciarse en la siguiente

grafica:
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Figura 4.1: Grafica: Factor de Relajacion (alfa) vs Valor de Bondad

Como se puede apreciar, el valor de bondad mas alto se obtuvo al usar el
valor de 0.35 como factor de relajacién. Por tanto este sera el valor que se

considerara en el algoritmo GRASP al ejecutar el experimento principal.

En segundo lugar, se realiz6 un proceso similar para calibrar la cantidad de
iteraciones del algoritmo GRASP. Se usé una cantidad diferente de
iteraciones en cada ejecucion del algoritmo GRASP, los resultados son los

siguientes:

Cantidad de Iteraciones vs Valor de
Bondad

600

500
400
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m Valor de Bondad
200

100 ~
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Figura 4.2: Gréfica: Cantidad de lteraciones vs Valor de Bondad
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Como puede verse, los valores de bondad hallados no muestran variacion
alguna al incrementar la cantidad de iteraciones. Esto se debe a que el
universo no tiene un tamafio muy grande y no son necesarias muchas
iteraciones para que el algoritmo GRASP llegue a una solucién definitiva. Por
tanto, se tomara el valor de 20 como la cantidad de iteraciones del algoritmo
GRASP, dado que no exhibe ninguna variacion frente a valores mas grandes,
y al ser el menor, permitird una mayor rapidez en la ejecucion del experimento

principal.

La hoja de calculo con los datos y las graficas de las calibraciones se

encuentran en el anexo digital de la tesis.

Ahora, como los algoritmos se encuentran totalmente definidos e

implementados, se puede pasar a la Experimentacion en si.

Como se habia descrito en el capitulo 3, la experimentacion numérica cuenta
con dos fases principales: siendo el objetivo de la primera fase demostrar
empiricamente que, en efecto, un algoritmo es realmente mejor que el otro.

Para ello, se plantea la siguiente hipotesis:
Sea Rpomedio €l grado de bondad promedio obtenido por el algoritmo GRASP
en la ejecucion del experimento principal, y sea Gyromedio €l grado de bondad
promedio obtenido por el algoritmo Grover en la ejecucion del experimento
principal. Se plantea la siguiente hipétesis:

HO Rpromedio = Gpromedio hlpétGSlS nUla

Ha: Hp es falsa hipotesis alternativa
Si se cumple la hipdtesis nula, no habra necesidad de realizar mas pruebas,
dado que eso quiere decir que ambos algoritmo tiene un grado de bondad

equiparable, es decir, ninguno es significativamente mejor que el otro.

Para evaluar si la hipétesis nula planteada es correcta o no, se realizara la

Prueba T-Student de dos muestras relacionadas.
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4.1.2 Prueba T-Student para dos muestras relacionadas

Esta prueba puede realizarse de una forma sencilla utilizando la herramienta
SPSS, las entradas de esta prueba son los valores de los grados de bondad
obtenidos en cada iteracion del experimento. Tanto los grados de bondad
obtenidos del algoritmo GRASP, como los grados de bondad obtenidos por el

algoritmo cuantico de Grover.

Lo que la prueba T-Student hace es evaluar en una distribucion de
probabilidad conocida, qué valores son los mas representativos respecto a la
media: si los valores obtenidos con la ejecucion del algoritmo GRASP o los
valores obtenidos bajo la ejecucién del algoritmo de Grover.

Como ya se ha mencionado, si la conclusién de la prueba es que los
resultados de cada algoritmo influyen de una forma igualmente significativa,
debe aceptarse la hipétesis nula y concluir que ninguno de los dos algoritmos
es superior al otro.

Cabe mencionar, que la prueba T-Student tiene un grado de confianza. En
este caso asumiremos un 95%, es decir, de darse el caso de rechazar la
hipotesis nula, se puede decir que existe un 95% de certeza de que un

algoritmo sea efectivamente mejor que el otro.

Si la prueba T-Student realizada en el SPSS da como resultado que la
hipétesis es falsa, quiere decir que en efecto, uno de los dos algoritmos
influye de forma mas significativa

Bajo la premisa anterior, es posible afirmar que el algoritmo cuyo valor de

bondad promedio sea mayor, tiene una ventaja significativa sobre el otro

algoritmo, y, puede ser considerado como el mejor de los dos.

4.2 Resultados

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos del experimento

principal. Se determiné que se realizarian 1000 iteraciones en el experimento
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y que el universo estaria determinado por una cantidad de diez genes por

cromosoma.

Durante cada iteracién del experimento principal se generaran los valores
aleatorios de las triadas correspondientes a cada uno de los genes. Es decir
los datos de entrada del algoritmo GRASP y el algoritmo de Grover van
cambiando durante cada iteracion del experimento principal. Si se pensara en
un contexto real, se podria decir que cada iteracion constituye un “problema”

distinto.

La aplicacion en la que se ha implementado el experimento principal cuenta
con una interfaz grafica en la cual se puede seleccionar la cantidad de
iteraciones con las que se desea trabajar, asi como la cantidad de genes por
cromosoma. Esta aplicacién muestra una simulacién de la ejecucién de cada
algoritmo graficando qué algoritmo fue mejor en eficacia y eficiencia en cada

iteracion.

Sin embargo, ademas, la aplicacién genera tres archivos de texto en los

cuales se encuentran los resultados del experimento realizado.

En el primer archivo se llama “resultadosExperimento.txt” y cuenta con un
resumen de los resultados obtenidos, indicando para cada iteracion: los
valores generados en las Triadas, el grado de bondad de los mejores
individuos seleccionados por cada uno de los algoritmos, la cantidad de
operaciones que se tomo cada algoritmo y una breve descripcion de cual fue

el algoritmo mas eficaz.

En el segundo archivo se llama “resultadosGrover.txt”, es mucho mas simple
y solo imprime el grado de bondad del mejor individuo seleccionado por el
algoritmo de Grover y la cantidad de operaciones cuanticas que se tomo en

hallarlo.

El tercer archivo es similar al segundo, se llama “resultadosGrasp.txt” e
imprime el grado de bondad del mejor individuo seleccionado por el algoritmo
GRASP, asi como la cantidad de operaciones clasicas necesarias para

hallarlo. Los datos de este archivo junto con los del segundo conforman las
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entradas que recibe el programa SPSS para realizar la experimentacion

numeérica.

A continuacion se muestra un ejemplo de los resultados obtenidos en cada

uno de los archivos descritos:

e Archivo 1: “resultadosExperimento.txt”

Iteracion: 0 de 1000

Datos de Entrada:

Triada O:
Factor Positivo: 55,225
Factor Negativo: -46,249

Factor Ponderacion: ,947

Triada 1:
Factor Positivo: 43,667
Factor Negativo: -32,427

Factor Ponderacion: ,995

Triada 2:
Factor Positivo: 76,130
Factor Negativo: -41,958

Factor Ponderacion: ,103

Triada 3:
Factor Positivo: 47,367
Factor Negativo: -44,115

Factor Ponderacion: ,969

Triada 4:
Factor Positivo: 92,646
Factor Negativo: -4,463

Factor Ponderacion: ,842
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Triada 5:
Factor Positivo: 29,254
Factor Negativo: -10,351

Factor Ponderacion: ,021

Triada 6:
Factor Positivo: 47,167
Factor Negativo: -27,754

Factor Ponderacion: ,754

Triada 7:
Factor Positivo: 58,565
Factor Negativo: -3,602

Factor Ponderacion: ,125

Triada 8:
Factor Positivo: 70,066
Factor Negativo: -7,403

Factor Ponderacion: ,598

Triada 9:
Factor Positivo: 61,946
Factor Negativo: -4,689

Factor Ponderacion: ,185

Datos de Salida:

Grado de Bondad Maximo - Algoritmo GRASP: 161,605
Grado de Bondad Maximo - Algoritmo Grover: 42,926

Algoritmo GRASP demoro: 1361 operaciones

Algoritmo Grover demoro: 1387 operaciones

Algoritmo GRASP gano por: 118,679 unidades
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e Archivo 2: “resultadosGrover.txt”

Algoritmo Grover:

42.926 1387
93.847 1387
5.975 1387

111.446 1387
103.416 1387
116.299 1387
Donde la primera columna representa los grados de bondad en cada

iteracion y la segunda columna, la cantidad de operaciones cuanticas

necesarias.

e Archivo 3: “resultadosGrasp.txt”

Algoritmo Grasp:

161,605 1361

20,640 1501
192,633 1361
90,586 1501
45,878 1501
81,499 1501

Los archivos completos que contienen los datos que se usaron para la

experimentacion numérica forman parte del anexo A de la presente tesis.

Si bien es posible usar los valores de bondad maximos como grado de
eficacia de cada algoritmo, existe una consideracion a tomar en cuenta. El
algoritmo de Grover no da respuestas con un cien por ciento de certeza, sino
que da respuestas con cierto valor de probabilidad. Por tanto existe una
probabilidad de que se equivoque, y es necesario reflejar este hecho en la

eficacia de este algoritmo.
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Una primera alternativa era multiplicar siempre el resultado obtenido por la
probabilidad de conseguirla, y que sea este valor el que represente la eficacia
del algoritmo de Grover. Sin embargo, existe un inconveniente con este

enfoque:

Asumiendo la cantidad de genes por cromosoma igual a 10, se tiene un
universo de 1024 elementos. Si aplicando el algoritmo de Grover se obtiene
un resultado con un 90% de seguridad, esto quiere decir que la suma de las
probabilidades de los 1023 elementos restantes debe sumar 0.10. Esto
significa que, en promedio, cada uno de esos 1023 elementos tiene una
probabilidad de:

(0.10/1023)*100 = 0.009 %

Es claro que una probabilidad de 90% contra 0.009% es estadisticamente
aceptable para decir que el algoritmo de Grover practicamente elegira la
respuesta correcta en una aplastante mayoria de veces.

Sin embargo, de seguir este enfoque, el valor de bondad del individuo
seleccionado por Grover se reduciria en un 10%. Como se puede notar, esta
reduccion en el valor de bondad obtenido por Grover no queda justificada,
pues aun con 90%, es practicamente seguro que este sera el resultado a

obtener.

Por tanto se plantea realizar una modificacién a este enfoque: multiplicar el
grado de bondad por la probabilidad, solo si la probabilidad asociada es

menor que el valor promedio de todas las probabilidades obtenidas.

En el Anexo B se puede apreciar la lista de las probabilidades asociadas a
cada iteracion del algoritmo de Grover durante la ejecucion del experimento

principal.

El valor promedio de todas las probabilidades obtenidas es aproximadamente
0.7.

Por tanto, el grado de eficacia del algoritmo de Grover estara dado por el

valor de bondad del individuo maximo que seleccione multiplicado por la

probabilidad de obtenerlo, sélo si esta probabilidad es menor que 0.7.
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En lo que respecta al grado de eficiencia de cada algoritmo en una iteracion,
éste sera calculado como el valor inverso de la cantidad de operaciones
utilizadas; dado que la cantidad de operaciones y la eficiencia estan en
relacion inversamente proporcional. Sin embargo para que los valores de
eficiencia no salgan muy pequenos se multiplicara ambos resultados por el

tamano del universo, es decir 2".

Ya se tienen los datos necesarios respecto a la eficacia y eficiencia de las
ejecuciones de ambos algoritmos, sin embargo queda un ultimo factor por
considerar y es el de la complejidad de ambos.

Este factor se ha determinado a partir de los siguientes criterios adicionales:
Cantidad de lineas de cédigo empleadas:

Algoritmo GRASP: 193 lineas de cddigo del algoritmo

Algoritmo de Grover: 169 lineas de codigo del algoritmo

Razon de lineas de codigo: (GRASP/Grover) 193/169

Dificultades durante la implementacion:

El algoritmo GRASP no tuvo mayor dificultad en ser implementado. Una vez
se realizd su disefio en pseudocddigo, la implementacién fue un trabajo

directo.

Por su parte el algoritmo de Grover tuvo las siguientes dificultades durante su

implementacion:
e Buscar una alternativa clasica con la cual representar sus operaciones
inherentemente cuanticas: Esto se resolvio a través del uso de

matrices y vectores

e Una vez se determind el uso de matrices y vectores, el siguiente

problema fue garantizar un alto grado de eficiencia en las operaciones
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que se realizarian dado que es conocido que las operaciones

matriciales son computacionalmente costosas.

e Garantizar continuamente que el funcionamiento del algoritmo fuera
aceptable. Era necesario hacer un seguimiento correcto al algoritmo a
fin de asegurar que efectivamente cumplia su labor: aumentar la
amplitud de probabilidad de los mejores individuos y reducia la

amplitud de probabilidad de los demas.

Razon de dificultades: (GRASP/Grover) 1/2

Producto de las razones de ambos criterios: 193 /169 *1/2 =193/ 338

Por lo tanto el grado de complejidad del algoritmo GRASP vy el algoritmo de

Grover estan en una razon de 193 a 388

Para que los factores de eficacia, eficiencia y complejidad contribuyan de
forma equitativa al grado de bondad a calcular, se tomara una misma escala
para cada uno de estos tres criterios y se asignaran los factores
proporcionalmente de acuerdo a los valores hallados en el experimento
principal.

Se tomara 1000 como valor maximo de la escala (este valor podria cambiar
sin afectar el resultado, es una escala arbitraria), dado que es la base decimal
superior mas cercana a los valores de bondad calculados en el experimento.
Entonces se repartira proporcionalmente los valores hallados de la siguiente

forma, por ejemplo:

Valor de bondad hallado por el algoritmo Grover: 128,78
Valor de bondad hallado por el algoritmo GRASP: 110.98

Entonces:

128.78 K+ 110.98 K=1000, K=4.17
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Por tanto:

Factor de Eficacia del algoritmo Grover: 537.120
Factor de Eficacia del algoritmo GRASP: 462.880

Como se puede ver, la relacién inicial entre los valores no ha cambiado,
128.78 es a 110.98 como 537.120 es a 462.880.

Sin embargo, es necesario hacer una observacion: los valores de bondad de
cada algoritmo (eficacia) y la cantidad de operaciones de cada algoritmo
(eficiencia) resultan en su mayoria de casos bastante cercanos, sin embargo,
la diferencia de los factores de complejidad es mucho mas pronunciada.

Por tanto para evitar que la diferencia entre complejidad influya de mas en el
factor de bondad, es necesario asignar un peso a cada uno de los factores.
Tanto la eficacia como la eficiencia son igualmente influyentes en el factor de
bondad que se desea obtener, por consiguiente deben tener el mismo peso, a
diferencia del factor de complejidad, el cual debe tener un peso
definitivamente menor. Bajo esta premisa se plantea reformular la definicién

del factor de bondad de la siguiente forma:

Rg. Factor de bondad de la implementacién del algoritmo cuantico de Grover.

_— *
RB_ 4 (Reficacia b Reficiencia) - Rcomplejidad

Gg: Factor de bondad de la implementacién del algoritmo cuantico de Grover.

_— *
GB =4 (Geficacia + Geficiencia)' Gcomplejidad

Entonces, ahora si ya quedan completamente definidos los factores que se

ingresaran al SPSS.

El archivo del programa SPSS con los datos de las 1000 iteraciones del

experimento principal se encuentran en el anexo digital de la presente tesis.
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Tras ingresar los datos al programa SPSS, se ejecuta la prueba de T-Student
tres veces: una para comparar la eficacia de los algoritmos, otra para
comparar la eficiencia de los mismos y la ultima para comparar sus factores

de bondad total. Se obtienen los siguientes resultados:

Comparacion de factores de Eficacia:
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Paired Samples Correlations
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EficaciaGrover

Pair 1
Pair1
Pair 1

Figura 4.3: Analisis de Eficacia

En el primer cuadro se detallan las medias de los factores de eficacia, asi
como su desviacion estandar y error estandar. En el segundo se muestra el
valor de la correlacion entre los datos. El tercer cuadro es el mas importante,
pues es el que indica si es posible rechazar o no la hipétesis nula. Es

necesario que el valor de significancia hallado por la prueba T-Student sea
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menor que el valor de significancia elegido antes del experimento, para poder
rechazar la hipdtesis nula. Como se dijo antes, el grado de confianza elegido
es de 95%, al cual le corresponde un valor de significancia de 0.05, y como se
puede ver en el grafico, el valor de significancia de la prueba es menor que
una diezmilésima. Luego, se rechaza la hipdtesis nula y es posible concluir
que un algoritmo es significativamente mas eficaz que el otro. Comparando
los valores promedio del primer cuadro, es posible afirmar que el algoritmo de
Grover es mas eficiente que el algoritmo GRASP, dado que el factor de
eficacia promedio del primero (523,004) es mayor que el del segundo
(461,618).

Comparacion de factores de Eficiencia:
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Figura 4.4: Analisis de Eficiencia
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El resultado de la prueba es bastante similar al anterior. En este caso, la
prueba también da como resultado que la hipdétesis nula debe rechazarse y
efectivamente un algoritmo es mas eficiente que el otro. Los datos del primer
cuadro revelan que el algoritmo Grover es mas eficiente que el algoritmo
GRASP.

Comparacion de factores de Bondad:
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Figura 4.5: Analisis de Bondad
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Esta es la prueba mas importante pues compara los factores de bondad, y es
la cual definitivamente permitira afirmar si uno de los dos algoritmos es mejor
que el otro.

Analizando los resultados del tercer cuadro se puede apreciar que el nivel de
significancia es de 0.3, el cual es mucho mayor que 0.05. En consecuencia,
NO es posible rechazar la hipétesis nula y se puede concluir que ningun

algoritmo es mejor que el otro.

Sin embargo, este resultado guarda poca coherencia con los dos resultados
anteriores. ¢Por qué ningun algoritmo es mejor que el otro, si el algoritmo
Grover es mejor en eficacia y eficiencia? La respuesta es: porque el factor de
complejidad del algoritmo GRASP es mucho mayor que el del algoritmo de
Grover, y la diferencia entre ambos compensa la ventaja en eficacia y
eficiencia que ya tenia el algoritmo de Grover.

Resulta evidente que si se asigna un peso mayor a los factores de eficacia y
eficiencia, el algoritmo de Grover eventualmente podria ser calificado como

mejor que el algoritmo GRASP.
Se realiz6 otra ejecucion de la prueba T-Student pero considerando el peso

del factor de complejidad como 0.5 en lugar de 1. Los resultados son los

siguientes:
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Figura 4.6: Analisis de Bondad tras ajuste en ponderacion

En este caso, la hipdtesis nula si puede ser rechazada y es posible concluir
que el algoritmo de Grover tiene un mayor factor de bondad que el algoritmo
GRASP, y por lo tanto resulta ser el mejor de los dos de acuerdo al

experimento planteado.
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5 Observaciones, conclusiones y recomendaciones

Este es el ultimo capitulo de la tesis y su contenido trata exclusivamente de
analizar los resultados obtenidos en la experimentacién numérica y a lo largo
del desarrollo de toda la investigacion. Es parte también del analisis formular
nuevas interrogantes que han surgido con esta tesis a fin de plantear una

serie de recomendaciones para posibles trabajos posteriores sobre este tema.

5.1 Contraste de Hipétesis

La primera parte de las conclusiones consiste en el contraste final entre los
resultados de la experimentacion numérica y toda la investigacion, y las

hipétesis planteadas inicialmente.
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A continuacién se listan las hipotesis planteadas y el analisis respectivo sobre

su verdad o falsedad.

Hipétesis 1: Es posible la implementacion del algoritmo cuantico de Grover
en un entorno clasico, de tal forma que pueda aplicarse de forma efectiva en

un algoritmo clasico, como es un Algoritmo Genético.

Analisis: El valor de esta hipotesis es verdadero. En efecto, uno de las
principales complicaciones durante la fase de disefio e implementacion fue la
formulacién del algoritmo cuantico de Grover en un entorno clasico. Al partir
de una formulacidon eminentemente cuantica, parecia imposible realizar un
algoritmo clasico equivalente que pudiera simular estructuras como estados
cuanticos superpuestos, aplicacién de operadores cuanticos y mediciones.

No obstante, la solucidon que se encontré a este problema fue representar
cada uno de los estados cuanticos y operadores cuanticos en su forma

matricial, un enfoque matematico muy util en la mecanica cuantica.

La repercusién de este enfoque fue perder la increible ventaja en eficiencia
que presenta el algoritmo de Grover, ya que esta intimamente relacionada
con muchos aspectos inherentemente cuanticos e imposible de recrear en
una naturaleza clasica. Sin embargo, el algoritmo cuantico de Grover
formulada matricialmente aun mantiene su légica y eficacia, y por tanto sigue
siendo aplicable al problema de busqueda de individuos en el algoritmo

genético.

Hipotesis 2: El tiempo de ejecucion de una operacién cuantica del algoritmo
de Grover es igual al tiempo de ejecucién de una iteracién del algoritmo
GRASP.

Andlisis: Como se mencion6é en el capitulo 2, esta hipétesis debe ser
considerada como verdadera. Y es vital al momento de comparar los factores
de eficiencia de ambos algoritmos. Como se mencion6 en el capitulo 3, no es
posible simular la eficiencia natural del algoritmo de Grover en un entorno
clasico, pues esta eficiencia es eminentemente cuantica y requiere de
factores cuanticos, los cuales no pueden ser simulados. Por tanto, se plantea
que una operacion cuantica del algoritmo de Grover es equivalente a una

operacién clasica del algoritmo GRASP, es gracias a esta condicion que la

Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_}\éELF:gEJAD

DEL PERU

cantidad de operaciones necesarias por cada uno de los algoritmos son

valores comparables.

Hipotesis 3: El grado de bondad de la aplicaciéon del algoritmo cuantico de
Grover es igual al grado de bondad de la aplicacion del algoritmo GRASP,
ambos aplicados a la seleccion de individuos 6ptimos de la poblacion de un

algoritmo genético.

Andlisis: Observando los resultados obtenido durante la experimentacion
numeérica, es posible concluir que esta hipotesis es falsa considerando el
peso de los factores de eficacia y eficiencia como 4 y el peso del factor de
complejidad como 0.5. Sin embargo, si se cambian estos valores de
ponderacion, la hipotesis 3 podria resultar ser verdadera. En definitiva, la
determinacion de que uno de los dos algoritmos sea mejor que el otro,
depende directamente del peso que se le otorgue a cada uno de los criterios

de eficacia, eficiencia y complejidad.

5.2 Conclusiones

Las principales conclusiones de esta investigacion son listadas a

continuacion:

. El algoritmo de Grover, y en general todo algoritmo cuantico, puede
ser simulado en un entorno clasico gracias a la representacion
matricial que cada uno posee por naturaleza. Sin embargo, esto
conlleva a un decremento considerable en su eficiencia real. Siendo,
entonces, facilmente superables por algun algoritmo clasico. Esto a
raiz que las operaciones entre matrices son altamente costosas

computacionalmente hablando.
° El algoritmo cuantico de Grover es mas eficaz y mas eficiente que el
algoritmo GRASP. Sin embargo, también es el mas complejo de

implementar de los dos.

. Existe un intervalo del valor de N (cantidad de genes por

cromosoma) en el cual el algoritmo cuantico de Grover es mejor que
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el algoritmo GRASP en la aplicacion planteada. Para valores
mayores fuera de este intervalo el algoritmo de Grover no se puede
explicar pues las necesidades computacionales se vuelven
demasiado altas. En esta tesis se utiliz6 el valor de N=10 (1024
elementos en el Universo) y el algoritmo de Grover funciond, sin
embargo, de usar valores cada vez mas grandes como 15 o 20, se
necesitaria una computadora con mayor capacidad de memoria.
Para valores como N=30 (mas de mil millones de elementos) la
cantidad de memoria necesaria por el algoritmo de Grover (en su
version clasica planteada aqui) excede las capacidades actuales de

una computadora promedio.

. Para que el algoritmo cuantico de Grover funcione en una busqueda
es necesario poder formular correctamente la funcién oraculo del
elemento que se desea buscar. Esto resulta altamente deseable
cuando se busca un elemento conocido en un universo grande. Sin
embargo se vuelve un poderoso inconveniente cuando no se puede
identificar el elemento deseado. Un claro caso de esto fue detectado
durante el desarrollo de la tesis, pues no hay forma de saber si
hemos encontrado el mejor individuo (o uno de los mejores) sin antes
compararlo con cada uno de los elementos de la poblacién. La
solucion a este problema es realizar varias ejecuciones del algoritmo
de Grover como se puede comprobar en el disefio e implementacion

de la busqueda cuantica.

. El algoritmo cuantico de Grover es una opcion altamente
recomendable para la realizacion de busquedas siempre y cuando
en el futuro pueda contarse con una computadora cuantica
completamente operacional. Esto a raiz de que el algoritmo cuantico
de Grover puede realizar busquedas en todo el universo y no en un

sub-conjunto de este universo, como hace el algoritmo GRASP.

. La implementacion del algoritmo de Grover usando matrices y
vectores como alternativa a la simulacion de un entorno cuantico,
restringe notablemente el campo de aplicaciones que podrian darsele

al algoritmo en un entorno clasico. Si el tamafio del universo de
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posibles soluciones crece, ésta implementacién clasica del algoritmo
de Grover requiere cada vez una mayor cantidad de memoria.

En la ejecucion del experimento principal se trabajo con el valor de N
igual a 10, lo cual significaba que cada cromosoma tuviera en total 10
genes. Ello también significaba que el algoritmo de Grover
necesitaba usar matrices de 1024 elementos por 1024 elementos
durante cada ejecucion. Si se tratara de trabajar con un valor de
N=20, el algoritmo de Grover necesitaria utilizar matrices de mas de
un millén de elementos por mas de un millén de elementos, una labor
computacionalmente muy costosa. Un problema real podria tener un
universo de billones de posibles soluciones, lo cual descarta de
inmediato la posibilidad de usar la implementacion clasica del

algoritmo de Grover.

5.3 Observaciones

Algunas observaciones que se notaron durante el desarrollo de esta tesis son

las siguientes:

. La simulacion de un algoritmo cuantico en un entorno clasico es una
tarea no trivial. Optar por la representacion matricial en estados vy
operadores cuanticos conllevé a un desgaste altamente significativo
de eficiencia real, caso que no fue previsto al inicio de la formulacién

de la tesis.

. El tamafo del universo escogido para las ejecuciones de los
algoritmos GRASP, algoritmo cuantico de Grover, y del propio
experimento principal, podria no ser optimo para establecer una
conclusion mas definitiva (el algoritmos GRASP podria ser mas
efectivo en un universo mas grande), pero este tamano estaba sujeto
a las restricciones de memoria de una computadora clasica. Dado
gue se usaba representacion matricial, solo teniendo 20 genes, se
podian tener 2%° combinaciones, y por tanto matrices de dimensiones
de mas de un millén. El gasto de memoria para representar y operar

estas matrices era muy alto.
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Las ponderaciones que se asignen a los factores de eficacia,
eficiencia y complejidad alteraran notablemente el resultado de la
experimentacion numérica. Inicialmente se considerd que el peso de
tanto los factores de eficacia y de eficiencia fuera 4, y el peso del
factor de complejidad fuera 1. En este caso, el resultado de la
experimentacién numérica fue que ningun algoritmo podia ser
considerado mejor que el otro. Sin embargo al reducir el peso del
factor de complejidad a la mitad, la experimentacion numérica dio
como resultado que el algoritmo de Grover era efectivamente mejor
que el algoritmo GRASP en las condiciones en las cuales ambos

fueron implementados y ejecutados.

Es facilmente deducible que si en lugar de reducir el peso del factor de
complejidad, se hubiera duplicado el peso de los factores de eficacia y
eficiencia, la experimentacion numérica hubiera dado el mismo
resultado: que el algoritmo de Grover tenia el mayor factor de bondad
promedio.

Para analizar mejor este hecho, se realizé una grafica donde se
visualiza la variacién del valor de bondad promedio de ambos
algoritmos respecto a la razéon entre el factor de eficacia y eficiencia
(ambos tienen el mismo factor, por influir igual en el factor de bondad)

y el factor de complejidad.

Factor de Bondad Promedio vs Razon Eficacia-
Eficiencia/Complejidad

12000
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Figura 5.1: Grafica Valores de Bondad Promedio vs Razén Eficacia-

Eficiencia/Complejidad
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El resultado es bastante claro, mientras mas grande sea la razén entre el
peso de los factores de eficacia y eficiencia, y el peso del factor de
complejidad, la diferencia entre los valores de bondad promedio también

aumenta, siendo el algoritmo de Grover el que alcanza los valores mas altos.

54 Recomendaciones y trabajos futuros

Durante el desarrollo de esta tesis surgieron algunas ideas que podrian servir
a investigaciones posteriores, las cuales estan intimamente relacionadas con

los temas tratados en esta tesis. Estas son enumeradas a continuacion:

. En la presente investigacion una de las labores principales que se
llevé a cabo fue la formulaciéon clasica del algoritmo cuantico de
Grover, sin embargo una interrogante que queda abierta, y se puede
abordar en trabajos futuros, tiene que ver con realizar la labor
inversa, representar un algoritmo clasico desde una perspectiva
cuantica. En este caso la pregunta mas importante a resolver seria:
ipueden un algoritmo de ordenamiento y uno de busqueda
implementados en un contexto cuantico superar la eficiencia del
algoritmo Grover? Una respuesta intuitiva podria ser no, dado que un
algoritmo clasico no hace uso de todas las caracteristicas ventajosas
de una computadora cuantica, como si lo hace el algoritmo de
Grover. No obstante, el inconveniente mas poderoso de una
investigacion de este tipo, seria encontrar un entorno cuantico real,
en el cual simular el entorno clasico necesario para ejecutar el
algoritmo de ordenamiento y el de busqueda. Esta labor seria mas
complicada que su inversa (simular un algoritmo cuantico en un
entorno clasico), y muy probablemente requeriria ya del uso de una

computadora cuantica.

. Asi como el algoritmo de Grover pudo ser representado en su forma
matricial, puede quedar en manos del lector la formulaciéon matricial
de otro algoritmo cuantico como el algoritmo de Shor aplicado a la

factorizacion de numeros. Es necesario recordar que no se podra
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aprovechar la eficiencia natural y real de un algoritmo cuantico
debido al entorno clasico en el cual uno se encuentra y sobre el cual

se realiza la implementacion.

. Un ftrabajo futuro que se podria realizar es la ejecuciéon del
experimento planteado en esta tesis, pero definiendo factores de
comparacion distintos. Un inconveniente que se encontrdé durante la
fase de la experimentacion numérica fue que las diferencias entre
eficacia, eficiencia y complejidad eran muy distintas entre si,
inconveniente que se soluciond asignando un peso a cada factor. Si
se pudieran definir nuevos factores o cambiar la definicién de los

planteados, se podrian obtener quiza resultados mas precisos.

. Es posible que existan otros enfoques respecto a la simulacién de
algoritmos cuanticos en un entorno clasico, tal es el caso de la
investigacion realizada en [2], en la cual se usaron estructuras
primitivas y compuestas del lenguaje de programacién funcional
Haskell para simular superposicion de estados. Seria interesante y
provechoso plantear en una futura investigacion, una simulacion del
algoritmo de Grover mas eficiente y contrastar los resultados
obtenidos, con los correspondientes a la simulacion del algoritmo de
Grover con representacion matricial, tal como se realizé en la

presente investigacion.
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