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Resumen

La presente tesis muestra una propuesta sobre el estudio de matrices de orden mxn, sus
operaciones, determinantes y la matriz inversa de matrices cuadradas de orden 2,
disefiada aplicando los criterios de la Teoria de la Idoneidad Didactica en el marco del
Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS), a ser
incluida en el sétimo ciclo de la Educacion Basica Regular (EBR) del Perd.

La pertinencia de este trabajo de investigacion radica en las caracteristicas del
curriculo: abierto, flexible, integrador y diversificado (ley general de educacion-28044,
articulo 33°). Estas caracteristicas permiten, a los docentes, trabajar temas que no se
consideran en forma especifica en el curriculo. Ademas, creemos que los conocimientos
previos que se requieren, para que emerja el objeto matematico matriz, estan al alcance

de los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

Esta propuesta se presenta a través de cinco tareas. En estas tareas los modelos
mediadores entre lo concreto (problemas contextualizados) y lo abstracto (objeto
matematico matriz) son grafos dirigidos y tablas (datos numéricos ordenados en forma
tabular). El docente a traves de los diversos itemes de las tareas dara la oportunidad
guiada a los estudiantes de “construir” el objeto matematico matriz y sus operaciones.
Una vez que los estudiantes se encuentren familiarizados con las matrices y sus
operaciones, usaremos algunos problemas de codificacion y de decodificacion de
mensajes de textos para hacer emerger el determinante de una matriz cuadrada y la

inversa de una matriz cuadrada de orden 2 (si existiese).

Las tareas han sido disefiadas (planificadas) de tal manera que, sean cercanas al
estudiante; es decir, puedan imaginarlas, conteniendo un lenguaje adecuado y una
dificultad manejable (respetando sus conocimientos previos). Estas tareas permitiran
problematizar al estudiante —que el desarrollo no sea siempre rutinario o algoritmico—,
manejar diferentes modos de expresion matematica como verbal, gréafica y simbolica
pudiendo transitar de un modo de expresion a otro para poder interpretar, generalizar y
justificar sus soluciones. También las tareas se presentan secuencialmente, de modo tal
que, los estudiantes vayan acoplando y enlazando los nuevos conocimientos con sus
conocimientos previos logrando asi que los estudiantes valoren el conocimiento

matematico y puedan aplicarlos en la vida cotidiana.
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De esta manera pretendemos impulsar algunos de los principios de la educacion
peruana, como la equidad, la inclusion, la calidad, la creatividad y la innovacion para

favorecer a la EBR.

Otro aspecto importante de esta tesis es dejar en evidencia la brecha que existe entre la
educacion secundaria y la educacion superior. Esto se percibe al tomar el objeto
matematico matriz, que solo se estudia en la educacion superior, de manera que pueda
ser estudiado en el sétimo ciclo de la EBR desde un punto de vista innovador
(cambiando su configuracién epistémica en diversos contextos). A la vez mostramos
que al planificar unas “buenas matematicas” contribuimos a articular de manera
coherente la educacion secundaria y la educacién superior logrando disminuir la brecha

existente entre ellas.
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Consideraciones Iniciales

Al hablar de innovacion matematica, no solo, nos referimos a estudiar “nuevos” objetos
matematicos, sino también el estudiar los mismos objetos matematicos desde otros
puntos de vista, es decir, estudiarlos bajo otras representaciones (grafica, tabular,
algebraica, etc.) en problemas contextualizados. En términos del EQS, innovacién
matematica es el cambio de configuracién epistémica de un objeto matematico (Rubio,
2012, p. 344).

En el presente trabajo tomamos el objeto matematico matriz, que se estudia en el nivel
superior, con la intencién de estudiarlo en el nivel secundario de la EBR bajo un
enfoque diferente. Creemos que al hacer esto, mostramos la brecha existente entre el
nivel secundario de la EBR vy el nivel superior. Asi mismo, mostramos una manera de

como disminuir dicha brecha.

La Educaciéon Bésica Regular (EBR) es una de las modalidades donde participan la
mayoria de estudiantes que conforman la educacion basica del sistema educativo
peruano. La razén de ser del sistema educativo es que los estudiantes aprendan a
comprender y actuar en el mundo. En ese sentido el presente trabajo pretende aportar,
con un estudio de las matrices, el cual va dirigido a los alumnos que forman parte del
sétimo ciclo de la EBR, pues ellos estan a portas de ingresar a la siguiente etapa del
sistema educativo, ofreciéndoles conocimientos que le serviran en la educacion

superior.

Para lograr todo esto, elaboramos este trabajo de investigacion que consta de 5 capitulos

que a continuacion describimos.

En el capitulo 1 presentaremos la problematica que subyace al presente trabajo de
investigacion, damos su justificacion y planteamos el problema, luego mostramos los
antecedentes y fijamos los objetivos de investigacion, finalmente definimos la
metodologia que permitiré el desarrollo de la investigacion.

En el capitulo 2 estableceremos aspectos tedricos del Enfoque Ontosemiético del
Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS), de la Educacion Matematica Realista

(EMR), y los principios psicopedagdgicos de la EBR, los cuales permitiran el desarrollo
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del presente trabajo de investigacion. Al inicio de este capitulo hacemos una breve

descripcion del sistema educativo peruano y definimos nuestro estudiante hipotético.

Para presentar las nociones tedricas que constituyen el EOS tomaremos como
referencia el articulo publicado por Batanero, Font & Godino (2008). Luego nos
centraremos en la Teoria de la Idoneidad Didactica y su sistema de indicadores
empiricos tomando como referencia el articulo publicado por Godino (2011).
Finalmente, analizaremos las coincidencias entre la EMR, el EOS y los principios

psicopedagdgicos de la EBR, determinando compatibilidad entre ellos.

En el capitulo 3 se establecera el significado institucional de referencia para el objeto
matematico matriz, lo que requiere realizar un estudio historico, epistemologico y
didactico de las matrices. Es decir, realizaremos una aproximacion historica y un

desarrollo tedrico del objeto matematico matriz y grafo.

En el capitulo 4 se analizardn los problemas, ejemplos, ejercicios y aplicaciones
relacionados con el estudio de matrices en diferentes textos, con el objeto de poder
identificar el significado institucional pretendido que reflejaran las tareas a elaborar en
el capitulo 5. Veremos qué modelo mediador (ver seccién 2.2.1) seré el que permita
“construir” mejor, a un estudiante del sétimo ciclo de la EBR, el objeto matematico
matriz. También, este modelo, debe permitir que emerja de forma intuitiva la mayor
cantidad de procedimientos, definiciones, y operaciones asociados al objeto matematico

matriz.

En el capitulo 5 se proponen cinco tareas que permitiran el estudio de las matrices en el
sétimo ciclo de la EBR. Estas tareas se disefiaran aplicando los criterios de la idoneidad
didactica. La primera tarea serd la mas importante o fundamental, pues sera la que
permita al estudiante “construir” el objeto matematico matriz y asi apropiarse de él. Una
vez que las matrices formen parte de los conocimientos previos del estudiante sera mas
sencillo adaptar y disefiar las cuatro tareas restantes que van a permitir al estudiante
“construir” las definiciones que involucran operaciones entre matrices, el determinante

y la inversa (si existiese) de matrices cuadradas de orden dos.

Finalmente, se presentan las conclusiones y cuestiones abiertas, donde se resalta la
implementacion de esta propuesta; es decir, aplicar esta propuesta al sétimo ciclo de la
EBR.
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Capitulo 1
La Problematica

Resumen

En este capitulo presentaremos la problematica que subyace al presente trabajo de
investigacion: Justificamos por qué estudiar matrices en el sétimo ciclo de la EBR y
planteamos el problema ¢Cdmo estudiar las matrices en el sétimo ciclo de la EBR?,
dejando notar su viabilidad. Luego, mostramos los antecedentes y fijamos los objetivos
de investigacion. Finalmente, definimos la metodologia que tendré como eje principal a

la Teoria de la Idoneidad Didactica y que permitira el desarrollo de la investigacion.

1.1.  Justificacién

Las matrices han sido utilizadas en diversas areas del conocimiento humano y han
demostrado su utilidad en los diversos campos aplicados, y no es exagerado afirmar,
como concluye Luzardo y Pefia (2006, p.167) en su trabajo histérico del Algebra Lineal
que las ideas y resultados relacionados con las matrices apareceran en casi todo el
desarrollo de la humanidad. Asimismo, en la educacion superior resulta ser un
contenido obligatorio pues las matrices tienen multiples aplicaciones en diversos
contextos de la actividad humana. Por lo tanto, consideramos necesario que el
estudiante de la EBR tenga saberes previos relacionados con el tema de matrices y asi

disminuir el impacto de la transicion de la EBR a la educacion superior.

También, las instituciones educativas privadas mas prestigiosas del Peru preparan a sus
alumnos para la insercion universitaria, especificamente las que forman parte del
Bachillerato Internacional (IB) cuyo programa de estudio (1B, 2013), a partir del 2012,
ha creado un nuevo curso denominado Ampliacion de Matematicas Nivel Superior
(NS), donde la unidad Algebra Lineal es una de las componentes del programa de
estudio. Esta unidad incluye una introduccion a las matrices y trata el tema de espacios
vectoriales y las aplicaciones a la geometria —transformaciones geométricas en el

plano-.
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Por otro lado, no se hace ningun tipo de estudio de estos temas en la Educacion Bésica
Regular (EBR) peruana. Esto se hace visible al revisar tanto el Disefio Curricular
Nacional (DCN) (Minedu, 2009) como los libros de matemética de quinto de
secundaria de Doroteo y Galvez (2005), Galvez (2008), que fueron proporcionados por
el estado a todos los alumnos que pertenecen a la EBR. EIl primero en el gobierno de

los afios 2001-2006 y el segundo en el gobierno de los afios 2006-2011.

En cambio, en otros libros de matematica de secundaria que son utilizados en la
educacion privada, como por ejemplo, Veiga et al (2000, pp. 138-141) y (2010, pp. 90-
93), se estudia la regla de Cramer y el método de Gauss como formas alternativas de
resolver sistemas de ecuaciones de dos Y tres incognitas. Sin embargo, no se estudia las
matrices en forma especifica. También, en el libro 5% pre de Chumpitaz et al (2004, pp.
341-368) se hace un estudio de matrices y determinantes, pero no, la inversa de una

matriz.

Notamos, y como ya lo afirmaba Ansién (2011, p. 62), que existen graves brechas
educativas entre la educacion publica y la educacion privada. Estas profundas brechas
se superponen a otra igualmente profunda entre la educacion urbana y la educacion rural

de nuestro pais.

Creemos necesario que los alumnos de la EBR, que llegan a la educacion superior y se
enfrenten a los temas de matrices o Algebra Lineal, tengan conocimientos previos sobre
estos temas, estén familiarizados con problemas contextualizados y modelos que
permitan comprender las definiciones y propiedades de las matrices y a la vez apreciar
la gran importancia de estos temas en la sociedad, pues se utilizan en diversos campos
de la ciencia; ya sea en el campo econdémico, por ejemplo, matriz de tecnologia; en el
campo cientifico, por ejemplo, matriz de adyacencia de grafos y digrafos; en el campo
social, por ejemplo, matriz de adyacencia de una grafica de dominancia, etc. Estos
ejemplos son estudiados en libros, como el de Algebra Lineal y Aplicaciones de Nakos
& Joyner (1999), Matematicas Aplicadas a la Administracion, Economia y Ciencias
Sociales de Harshbarger & Reynolds (2005), Introduccién al Algebra Lineal de Quiroga
(2005), entre otros. Ahi podemos encontrar diversas aplicaciones que pueden permitir

introducir el tema de matrices y su inversa.

Con respecto al uso de problemas contextualizados y modelos para promover el avance

de los estudiantes en la comprension de las matematicas Heuvel-Panhuizen (2009, p.
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41), afirma, en torno a la Matematica Realista (EMR), que los modelos deben percibirse
como representaciones de problemas contextualizados, que reflejan aspectos
fundamentales de conceptos y estructuras matematicas importantes para el problema
contextualizado, pero que pueden tener diversas manifestaciones. Ademas, deben estar
arraigados en contextos en que el estudiante los pueda imaginar, también deben de ser
lo suficientemente flexibles para aplicarlos en un nivel mas general o avanzado y
finalmente que los estudiantes puedan reinventarlos por si solos. Para que se cumpla
todo esto los modelos deben “comportarse” de forma natural, evidentes por si mismo,
ajustandose a las estrategias informales de los estudiantes como si hubiesen sido

inventados por ellos.

Esto esta incluido en el marco del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccién Matematica (EOS), donde se atribuye un rol principal a las situaciones
problemas, de tal manera que cuando el estudiante se enfrente a estas tareas
problematicas emerjan los objetos matematicos. Especificamente el EOS dispone de la
idoneidad didactica como una herramienta que permite el paso de una didactica
descriptiva-explicativa a una didactica que se orienta a una intervencion efectiva en el

aula para promover su mejora. Godino (2011, p. 5)

Es asi que Batanero, Godino & Font (2008), refiriéndose a la Idoneidad didactica,

afirman:

Las herramientas descritas se pueden aplicar al analisis de un proceso de estudio
puntual implementado en una sesion de clase, a la planificacién o el desarrollo de una
unidad didactica, o a un nivel méas global, como puede ser el desarrollo de un curso o
una propuesta curricular. También pueden ser Utiles para analizar aspectos parciales de
un proceso de estudio, como un material didactico, un manual escolar, respuestas de

estudiantes a tareas especificas, o “incidentes didacticos puntuales”. (p. 16)

Por otro lado, creemos que es viable incluir el estudio de matrices en la EBR pues el
curriculo es abierto, flexible, integrador y diversificado (ley general de educacion—
28044, articulo 33°). Estas caracteristicas permiten a las instituciones educativas

desarrollar temas Utiles que no se especifican en el DCN y que estén al alcance de los
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estudiantes. En ese sentido, creemos que los conocimientos previos necesarios para

estudiar las matrices estan al alcance de los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

De todo lo anterior, creemos que es pertinente preguntarnos ¢Coémo incluir el estudio de

matrices en el sétimo ciclo de la EBR del Peru?

Para dar respuesta a esta pregunta pretendemos elaborar una propuesta de instruccion
conformada por cinco tareas. Estas tareas seran elaboradas aplicando los criterios de
idoneidad propuestos por el EOS, y estarad dirigida a alumnos del sétimo ciclo de la
EBR del Peru. Las tareas estaran basadas en grafos, matrices de adyacencia de grafos
dirigidos, tablas y, la codificacion y decodificacion de mensajes de textos. Estas tareas
permitirdn guiar al alumno de modo que “construya” los objetos matematicos matriz,
sus operaciones, determinante e inversa de una matriz cuadrada de orden dos. Esta
propuesta instruccional serd planteada considerando las seis facetas de la idoneidad

didactica: epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica.

De esta manera pretendemos planificar unas buenas matematicas (idoneas) y asi
impulsar algunos de los principios de la educacion peruana, como la equidad, la
inclusion, la calidad, la creatividad y la innovacion para favorecer a la EBR en la que
participan la mayoria de estudiantes que conforman la educacién bésica del sistema
educativo peruano. Asi mismo, al estudiar en el nivel secundario de la EBR —de una
forma innovadora— un objeto matematico que solo se estudia en el nivel superior,
ponemos en evidencia la brecha existente entre la educacion secundaria y el nivel
superior. A la vez mostramos como este trabajo de investigacion aporta en beneficio de

la disminucién de dicha brecha.

1.2. Antecedentes

Es necesario precisar que no hemos encontrado investigaciones relacionadas al estudio
especifico de matrices en la EBR del Perd. Sin embargo, sabiendo que las matrices estan
relacionadas con sistemas de ecuaciones, matriz inversa, transformaciones lineales y
determinantes, que son temas tratados en cursos de algebra lineal, hemos revisado
investigaciones, enmarcados en teorias cognitivas, que se ocupan en determinar los
problemas en el aprendizaje de diversos temas tratados en un primer curso de algebra

lineal.
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Asi tenemos que, Wawro (2011) hace un analisis individual y colectivo de la génesis del
razonamiento de estudiantes de nivel superior sobre el Teorema de la Matriz Inversa

(TMI) en un primer curso de algebra lineal. EI TMI vincula conceptos de operaciones

matriciales, sistemas de ecuaciones lineales, determinantes, propiedades de R" como
espacio vectorial, propiedades de las transformaciones lineales inyectivas y
sobreyectivas. En esta investigacion Wawro coordind herramientas de analisis de
matrices de adyacencia de graficas y diagraficas en el contexto de redes Yy una
herramienta analitica para evaluar los argumentos que usan los estudiantes: el Modelo
de la Argumentacion de Toulmin. Se concluye en este estudio que la comparacién
cruzada de los resultados de las dos herramientas, proporciona una rica forma de
investigar el contenido y la estructura de los argumentos ofrecidos por los estudiantes en

forma individual y colectiva.

Sierpinska (2000) hace un estudio sobre algunos aspectos del pensamiento de
estudiantes relacionados con algunos conceptos tratados en algebra lineal, como la
matriz asociada a una transformacion lineal en determinada base. Sierpinska afirma que
la mayoria de estudiantes tienden a pensar méas en la practica que en la teoria lo cual
afecta adversamente su razonamiento en algebra lineal. En un plano mas especifico,
Sierpinska distingue tres modos de pensar que corresponden a tres tipos de lenguajes
interactivos: lenguaje visual geométrico, lenguaje aritmético de vectores y matrices
como listas y tablas de nameros, y un lenguaje estructural de espacios vectoriales y
transformaciones lineales; ilustrando con ejemplos que los estudiantes son reacios a
ingresar al modo de pensamiento estructural y principalmente muestra su inhabilidad

para moverse flexiblemente entre los tres modos de pensamiento.

Miranda (2002) se propone generar modelos de ensefianza — aprendizaje de conceptos
del algebra lineal a partir de la implementacion de practicas pedagdgicas que logren
articular los lenguajes y modos de pensar, introducidos por Sierpinska, de manera

dialéctica.

Existen aplicaciones de las matrices enmarcadas en la teoria de grafos, especificamente
en grafos y matrices de adyacencia de grafos de dominancia; también, aplicaciones de
la matriz inversa orientadas a la codificacion, por ejemplo, el trabajo presentado por
Calvo y Cortés (2003) donde se muestra la importancia de la matriz inversa para
codificar y decodificar mensajes de textos. Estos tipos de aplicaciones,

coincidentemente aparecen en el libro de Algebra Lineal y Aplicaciones de Nakos y
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Joyner (1999), Aplicaciones de Algebra Lineal de Grossman (1988), y en el texto de
Harshbarger &Reynolds (2005).

Las aplicaciones de Cortes, Nakos y Grossman sobre codificacion y decodificacion de

textos no tienen ningun enfoque basado en alguna teoria educativa; es decir, son solo

aplicaciones que permiten motivar y hacer notar al lector la importancia y la sencillez

de aplicar el uso de las matrices y sus inversas.

1.3.

Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Elaborar una propuesta de instruccién, conformada por cinco tareas, aplicando los
criterios de idoneidad en el marco del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y
la Instruccién Matematica para orientar los procesos de ensefianza y aprendizaje de

matrices en el sétimo ciclo de la EBR del Peru.

1.3.2 Obijetivos Especificos

Realizar una revision bibliografica de investigaciones y libros de matemaética de
educacién secundaria y de nivel superior que presenten un estudio de matrices y de
sus aplicaciones con el objeto de plantear la situacion problemética y buscar
informacion para elaborar el significado institucional de referencia del objeto
matematico matriz.

Delimitar el marco tedrico que permitira elaborar las herramientas que haran
posible disefiar (planificar) la propuesta de instruccion del objeto matematico
matriz.

Establecer y elaborar un significado institucional de referencia del objeto
matematico matriz, lo cual permitira realizar las configuraciones epistémicas de las
tareas que se consideraran en los diversos textos a analizar.

Realizar el analisis de textos para identificar y definir el significado institucional
pretendido que sera la base para las tareas a disefar.

Elaborar un conjunto de tareas que permitan el estudio del objeto matematico

matriz en el sétimo ciclo de la EBR.
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1.4. Metodologia

Definimos nuestra metodologia como un disefio abierto y flexible, cuyo desarrollo se
adaptara a las circunstancias propias que propone la Teoria de la Idoneidad Didactica y
su sistema de indicadores empiricos en el disefio de un proceso de estudio.

Con respecto a las circunstancias propias que propone la Teoria de la ldoneidad

DidActica, tenemos:

La Teoria de la Idoneidad Didéactica es una herramienta del EOS que orienta de manera
fundamentada la accién efectiva sobre la planificacion, implementacion y valoracion de
los procesos de ensefianza y aprendizaje de contenidos especificos, y a la vez promueve

su mejora.

Godino, Bencomo, Font & Wilhelmi (2007) la definen como la relacion coherente y
sistémica de seis componentes o idoneidades: idoneidad epistémica, se refiere a que las
matematicas que se planifiquen o implementen sean de calidad. Idoneidad cognitiva, es
decir que los conocimientos pretendidos estén en la zona de desarrollo préximo del
estudiante. ldoneidad interaccional, se refiere a prevenir y aclarar todo tipo de duda
potencial en un estudiante que puede surgir en un proceso de estudio planificado, o que
se origina en pleno proceso de instruccion. Idoneidad mediacional, se refiere a optimizar
los recursos materiales y temporales en la planificacion e implementacién de un proceso
de estudio. Idoneidad afectiva, se refiere al interés y motivacion del estudiante en un
proceso de estudio. Idoneidad ecoldgica, hace referencia a la adecuacion del proceso de
estudio al curriculo y a la formacidon socio-profesional del estudiante.

La Idoneidad Didactica se puede aplicar en dos momentos de un proceso de estudio
(Rubio, 2012, p. 343) A priori, en donde disefiamos (planificamos) el proceso de estudio
a implementar para un estudiante hipotético. A posteriori, en donde se valora el proceso
de estudio implementado para un estudiante especifico (real).

Para no perder de vista el objetivo general de nuestra investigacion, especificamos que
la metodologia se centrara en el disefio (planificacion) de un conjunto de tareas que
guiard el proceso de estudio del objeto mateméatico matriz. Para esta etapa de disefio
consideramos a la idoneidad epistémica, cognitiva y ecoldgica, pues las tareas a disefiar
giran en torno a unos conocimientos especificos del objeto matematico matriz y
debemos adecuarlos, de tal manera que se encuentren en la zona de desarrollo préximo

de nuestro estudiante hipotético, y a la vez le sean de utilidad. Cuando sea posible
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tendremos en cuenta las otras tres idoneidades restantes (interaccional, mediacional y

afectiva).

También, aplicar la Teoria de la Idoneidad Didactica exige a nuestra metodologia
realizar la reconstruccién de un significado institucional de referencia, es decir realizar
un estudio historico, epistemologico y didactico del objeto matematico matriz. El
significado institucional de referencia permitird, mediante un proceso inductivo,
realizar el analisis didactico de los textos que contengan ejemplos, problemas y

ejercicios relacionados con el objeto matematico matriz.

Los textos seleccionados para el analisis didactico, corresponden a textos que contienen

diversas aplicaciones del objeto matematico matriz y son los siguientes:

— Algebra lineal con aplicaciones. (1999)
— Introduccidn al &lgebra lineal. (2005)

— Matematicas aplicadas a la administracion, economia y ciencias sociales. (2005)

Para este analisis didactico desarrollaremos y analizaremos las configuraciones
epistémicas de diversos ejemplos, ejercicios y aplicaciones relacionados con el objeto
matematico matriz. Este proceso inductivo lo realizaremos hasta cuando ya no

encontremos informacion novedosa.

El andlisis de las configuraciones epistémicas sera de utilidad para identificar los
modelos mediadores entre lo concreto (problemas contextualizados planteados en las
tareas) y lo abstracto (el objeto matematico matriz), ademas sera Gtil para identificar y
definir el significado institucional pretendido que sera la base para las tareas a disefar.

Una vez establecido el significado institucional pretendido, utilizaremos la Idoneidad
Didactica y su sistema de indicadores empiricos para disefiar las tareas que permitan el

estudio del objeto matematico matriz en el sétimo ciclo de la EBR.

Teniendo en cuenta el desarrollo metodolégico descrito en los parrafos anteriores,
planteamos el proceso cualitativo de nuestra investigacion en seis fases, donde la
revision de la literatura se ha dado en todo momento del trabajo de investigacion y ha
sido el nexo entre las distintas fases, dejando notar que se ha tenido que regresar de
fases posteriores a fases anteriores. Esto se aprecia en la figura 1.1.
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Figura 1.1. Proceso cualitativo de la investigacién

A continuacioén describimos las fases:
Fase 1.
Idea e inmersién inicial en el campo.

Primero, realizaremos una revision bibliografica de la literatura existente, con la
finalidad de encontrar trabajos de investigacion, libros de matemaética de educacion
secundaria y superior relacionados con el estudio de matrices y sus aplicaciones, los
cuales formaran parte de nuestro objeto de estudio y de donde surgira el significado
institucional de referencia. En la literatura existente, también consideramos el DCN, la
Ley General de Educacién, las Rutas de Aprendizaje y articulos relacionados con la
Teoria de la Idoneidad Didactica, la Matematica Realista y matrices con sus

aplicaciones.
Fase 2.
Planteamiento del problema y concepcion del disefio.

En esta fase presentamos la probleméatica que subyace al presente trabajo de

investigacion, mostramos su justificacion y viabilidad para luego plantear el problema.
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También fijamos los objetivos de investigacion y definimos la metodologia que guiara

el desarrollo de nuestro trabajo de investigacion.
Fase 3.
Planteamiento del significado institucional de referencia.

En esta fase realizamos un estudio histérico y epistemologico sobre el origen y la
“evolucidn” de las matrices y los grafos, lo que permitira realizar las configuraciones

epistémicas.
Fase 4.
Analisis de textos y elaboracidn del significado institucional pretendido.

En esta fase realizamos las configuraciones epistémicas de ejemplos, ejercicios y
aplicaciones referentes a matrices en algunos libros de textos de matematicas de nivel
superior para establecer el significado institucional pretendido y elegir los modelos
mediadores. En esta fase se aprecia la diversidad de contextos de uso donde se pone en

juego las matrices y los grafos.
Fase 5.
Disefio de las tareas e interpretacion de resultados.

En esta fase disefiamos un conjunto de tareas aplicando la idoneidad didactica, estas
tareas permitiran el estudio del objeto matematico matriz a los alumnos del sétimo ciclo
de la EBR.

En esta fase, la herramienta a usar sera el sistema de indicadores empiricos de la

idoneidad didactica.
Fase 6.
Elaboracion del reporte.

En esta fase se sintetiza el trabajo realizado mostrando el logro del objetivo principal, se
elabora el reporte y el material adicional (Apéndices). Se muestran las conclusiones, asi

como algunas cuestiones abiertas y se dan algunas recomendaciones.
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Capitulo 2
Marco Tedrico

Resumen

Iniciamos este capitulo describiendo el sistema educativo peruano, definiendo nuestro
estudiante hipotético y dando los principios psicopedagdgicos dela EBR, pues es el
contexto donde se desarrolla la investigacion. También definimos los aspectos tedricos
de la EMR y de la Teoria de la Idoneidad Didactica los cuales permitiran el desarrollo
del presente trabajo de investigacion. La EMR nos permite entender, elegir y explicar
cémo los modelos mediadores hacen posible el transito, al estudiante, del mundo real al
mundo matematico, lo cual consideramos importante en el disefio (planificacién) de las
tareas. Asi mismo la Teoria de la Idoneidad Didactica proporciona un sistema de
indicadores, que no solo permite valorar un proceso de estudio, sino también permite
disefarlo, el cual es el objetivo de nuestra investigacion. Finalmente, analizaremos las
coincidencias entre la EMR, la Teoria de la Idoneidad Didéactica y los principios

psicopedagdgicos de la EBR, determinando compatibilidad entre ellos.

2.1. Principios psicopedagogicos de la EBR

Antes de presentar los principios psicopedagogicos de la EBR haremos una breve
descripcién del sistema educativo peruano, tomando como referencia la Ley General de
Educacion 28044.

El sistema educativo se divide en periodos progresivos llamados etapas. La primera

etapa es la Educacion Bésica, seguida de la Educacion Superior.
La etapa de educacion basica comprende tres niveles:

— Nivel de educacion inicial.
— Nivel de educacién primaria.

— Nivel de educacion secundaria.
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Existen tres modalidades de atencidon educativa que se organizan en funcion de las
caracteristicas especificas de las personas a quienes se destina el servicio de educacién

basica; estas modalidades son:

Educacion Basica Regular (EBR)

Educacién Basica Especial (EBE)
Educacion Basica Alternativa (EBA)

La EBR esta constituida por procesos educativos que se desarrollan en funcién de
logros de aprendizaje llamados ciclos. Cada ciclo comprende una organizacion por afios

cronoldgicos y grados de estudio, como se muestra en la siguiente figura.

EDUCACION BASICA REGULAR
| VELEs | mical | pimaa | Secundana |

CICLOS 1] ‘ v ‘ v ‘ Vi ‘ Vil

10 20 30 40 50 60 -ID 20 30 40

GRADOS 5o

Figura 2.1. Niveles, ciclos y grados de la EBR
Fuente: DCN (2009, p. 11)

El documento que norma y orienta la educacién en todo el pais es el DCN. EI DCN esta
organizado en &reas que se complementan para garantizar el aprendizaje integral de los
estudiantes. Una de estas areas es la de Matematica, y esta presente en los tres niveles.

En este trabajo de investigacion nos ocuparemos de la etapa que corresponde a la
Educacién Basica, en la modalidad de EBR, centrandonos en el nivel de educacion
secundaria, especificamente en el &rea de matematica del sétimo ciclo que comprende

los grados de 3°, 4°y 5°,

Los cuatro dominios del area de matematica son: nimeros y operaciones, cambio y

relaciones, geometria, y estadistica y probabilidad.

En el sétimo ciclo los estudiantes, tienen como conocimientos previos, en los dominios
de numeros y operaciones y cambio y relaciones: operaciones con los numeros
racionales; radicacién exacta; variable y simbolizacion de enunciados verbales mediante
el lenguaje algebraico; teoria basica de exponentes; operaciones con polinomios;

factorizacion de expresiones algebraicas por el factor comun; funcién lineal afin;
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modelos lineales; representacion verbal, tabular y grafica de funciones lineales, y

proporcionalidad directa e inversa.

Ademas, en el sétimo ciclo, una de las caracteristicas del pensamiento del estudiante es
de ser mas abstracto que el del ciclo anterior, lo que significa que esta en condiciones de

desarrollar aprendizajes mas complejos (DCN, 2009, p. 15).
Los parrafos anteriores permiten definir a nuestro estudiante hipotético.
El estudiante hipotético

— Es un estudiante para quien se disefia el proceso de estudio.

— Pertenece al sétimo ciclo de la EBR. Al inicio de este ciclo su edad oscila entre 14 a
15 afios y al finalizar este ciclo su edad oscila entre 16 y 17 afios.

— Esta en condiciones de lograr aprendizajes mas complejos que un estudiante de los
ciclos anteriores.

— Tiene los siguientes conocimientos previos

Dominios
NUmeros y operaciones Cambio y relaciones
— Operaciones con los ndmeros | — Funcidn lineal afin.
racionales. — Modelos lineales.
— Radicacion exacta. — Representacion verbal, tabular vy
— Variable 'y  simbolizacion  de grafica de funciones lineales.
enunciados verbales mediante el | — Proporcionalidad directa e inversa.
lenguaje algebraico.
— Operaciones con polinomios.
— factorizacion de expresiones
algebraicas por el factor comun.

Principios Psicopedagdgicos

En la EBR, las decisiones sobre el curriculo se han tomado sobre la base de los aportes
cognitivos y sociales del aprendizaje; las cuales sustentan el enfoque pedagogico, que

se resumen en los siguientes principios (DCN, 2009, p. 18-19):
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Principio de Construccién de los Propios Aprendizajes.

El aprendizaje es un proceso de construccion: interno, activo, individual interactivo
con el medio social y natural. Los estudiantes para aprender usan como base sus
conocimientos previos y sus experiencias.

Principio de Necesidad del Desarrollo de la Comunicacion y el Acompafiamiento

en los Aprendizajes.

El uso del lenguaje permite interactuar al estudiante con sus pares, con el docente y
el entorno; recogiendo los saberes de los demas y aportando ideas y conocimientos
propios que le permiten ser consciente de qué y como esta aprendiendo. Es por eso
que en el aula se debe propiciar situaciones reales, pertinentes y graduadas que
promuevan la reflexion y autonomia en sus conclusiones, de modo que aprendan a
aprender.

Principio de Significatividad de los Aprendizajes.

Los aprendizajes deben estar interconectados con la vida real y las précticas
sociales de cada cultura, lograndose asi la motivacién del alumno. Despertando la
capacidad de crear nuevos aprendizajes teniendo como base sus conocimientos
previos.

Principio de Organizacién de los Aprendizajes.

La relacion, en el tiempo, entre los diferentes conocimientos, permite que estos se
amplien y que se puedan aplicar en la vida.

Principio de Integralidad de los Aprendizajes.

Los aprendizajes deben abarcar el desarrollo integral de los estudiantes, de acuerdo
con las caracteristicas individuales de cada persona para consolidar las capacidades
adquiridas por los estudiantes en su vida cotidiana y el desarrollo de nuevas
capacidades a través de todas las areas del curriculo.

Principio de Evaluacion de los Aprendizajes.

Los estudiantes requieren actividades pedagogicas que les permitan reconocer sus
avances Yy dificultades; acercarse al conocimiento de si mismos, aceptarse y
superarse permanentemente. Es por eso que la evaluacién y metacognicion son
necesarias en sus diferentes formas, estas pueden ser aplicadas por los estudiantes,
los docentes o algin agente externo.
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Los seis principios anteriores se aplican a los procesos de estudio que se dan en el

desarrollo de todas las areas de la EBR. Pero especificamente para el area de

Matematica se asume el enfoque centrado en la Resolucién de Problemas (Minedu,

Rutas del Aprendizaje, pp. 10-11), que surge como alternativa para pasar de un

aprendizaje memoristico de conocimientos matematicos, a un aprendizaje enfocado en

la construccion de conocimientos matematicos a partir de la resolucion de situaciones

problematicas. Este enfoque es asumido por dos razones:

La resolucion de situaciones problematicas es la actividad central de la matematica.
Es el medio principal para establecer relaciones de funcionalidad matematica con la

realidad cotidiana.

2.1.1. Caracteristicas del Enfoque Centrado en la Resolucion de Problemas

Los rasgos mas importantes de este enfoque son los siguientes:

La resolucion de problemas debe impregnar integramente el curriculo de

matematica.

La resolucion de problemas es el eje vertebrador alrededor del cual se organiza la
ensefianza, aprendizaje y evaluacion de la matematica.

La matematica se ensefia y se aprende resolviendo problemas.

La resolucion de problemas sirve de contexto para que los estudiantes construyan
nuevos conceptos matematicos, descubran relaciones entre entidades matematicas y
elaboren procedimientos matematicos.

Las situaciones problematicas deben plantearse en contextos de la vida real o

contextos cientificos.

Los estudiantes se interesan en el conocimiento matematico, le encuentran
significado, lo valoran mas y mejor, cuando pueden establecer relaciones de
funcionalidad matematica con situaciones de la vida real o de un contexto
cientifico. En el futuro ellos necesitaran aplicar cada vez mas matematica durante el
transcurso de su vida.

Los problemas deben responder a los intereses y necesidades de los estudiantes.

Los problemas deben ser interesantes para los estudiantes, planteandoles desafios
que impliquen el desarrollo de las capacidades y que los involucren realmente en la

busqueda de soluciones.
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— La resolucion de problemas sirve de contexto para desarrollar capacidades

matematicas.
Es a través de la resolucion de problemas que los estudiantes desarrollan sus
capacidades matematicas tales como: la matematizacion, representacion,

comunicacion, utilizacion de expresiones simbolicas, la argumentacion.

Estas seis capacidades sustentan la competencia matematica de resolucion de problemas

y deben abordarse en todos los niveles y modalidades de la EBR.

A continuacion presentamos una breve descripcion de la EMR, pues en este trabajo la
EMR permitira describir y definir “la dindmica” que presentaran las tareas a elaborar,
es decir, como el estudiante transitara de lo “concreto” a lo “abstracto”.

2.2. La Educacién Matematica Realista (EMR)

La EMR es un enfoque en el cual se utilizan situaciones cotidianas o problemas
contextuales como un punto inicial para aprender matematica. Estas situaciones
cotidianas son matematizadas pasando de un lenguaje coloquial a un lenguaje formal
(matematico). Al tratar de dar solucion a un problema contextualizado, el alumno trata
de identificar aspectos matematicos, descubriendo ciertas regularidades que relaciona
con sus conocimientos previos, los alumnos hacen uso de lo que Treffers (1987 citado
en Heuvel-Panhuizen, 2009) denomina “matematizacién horizontal”, y ésta permite dar
solucion al problema y asi transitar del mundo concreto al mundo abstracto de las
matematicas. Ya en el mundo abstracto de las matematicas se utiliza la “matematizacion

vertical” para desarrollar y profundizar conceptos matematicos.

2.2.1. Modelos

Dentro de la EMR, los modelos son vistos como representaciones de situaciones
problematicas que necesariamente reflejan aspectos esenciales de conceptos vy
estructuras matematicas que son relevantes para la situacion problema, pero que pueden
tener diferentes manifestaciones. Pueden servir como modelos los materiales,
situaciones paradigmaticas, esquemas, diagramas, simbolos, etc. (Heuvel-Panhuizen,

2009).En el presente trabajo los llamaremos modelos mediadores.
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La EMR se apoya en dos pilares fundamentales: el uso de modelos, mediadores entre lo
concreto y abstracto, y la interaccidn en el aula entre los alumnos y entre el docente con
los alumnos. Esta interaccion, que debe ser intensa, permitird a los docentes construir
sus clases teniendo en cuenta las producciones de los alumnos (Fauzan, Plomp y
Slettenhaar; 2002, citados en Alsina, 2009).

Otro aspecto importante de la EMR es la posibilidad que se le da al alumno de
reinventar las matematicas bajo la guia de un adulto en lugar de intentar trasmitirles una
matematica pre-construida. En otras palabras, se trata de crear oportunidades para que
los alumnos puedan simular actividades similares a la de los matematicos; a estructurar
contextos que inviten a ser organizados por medio de herramientas matematicas.
(Struik, 1987; De Corte, Greer Y Verschaffel, 1996, citados en Alsina, 2009).

Freudenthal reconocié que la humanidad habia desarrollado a la matematica para
resolver todo tipo de problemas précticos. Asi mismo sostenia que los alumnos deberian
ser guiados para poder recorrer un proceso similar al que conduciria a la matematica
formal que hoy conocemos —proceso muy largo en el tiempo que se reduciria a algunos
afos en la escuela—, donde en algunos casos perdieron muchas de las relaciones obvias
con la vida cotidiana (Struik, 1987; De Corte, Greer Y Verschaffel, 1996, citados en
Alsina, 2009).

2.2.2. Matematizacion Horizontal

Dentro del proceso de matematizacion horizontal, los alumnos generalizan herramientas
matematicas, las cuales los ayudan a organizar y a solucionar de manera informal una
situacion problematica presentada dentro de un contexto de la vida real. Identificar o
describir la matematica especifica que es relevante dentro de un contexto general,
esquematizar, formular y visualizar un problema de diversas maneras, descubrir
relaciones y regularidades en diversos problemas son ejemplos de actividades de
matematizacioén horizontal. Para Treffers (1987 citado en Alsina, 2009) lo anterior

implica convertir un problema contextual en un problema matematico.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32-}‘65;_'}?;?‘“0

DEL PERU

2.2.3 Matematizacion Vertical

La matematizacion vertical es el proceso de reorganizacién dentro del mismo sistema
matematico. Representar una relacion como férmula, probar regularidades, mejorar,
ajustar, combinar e integrar modelos, formular un modelo matematico y generalizar son
ejemplos de las actividades de matematizacion vertical. Por esta razon se dice que la
matematica vertical es tomar una situacion matematica y elevarla a un nivel mas alto de
abstraccion. Al proponer en la clase problemas que admitan soluciones en diferentes
niveles matematicos, se puede inducir a los alumnos a realizar este tipo de

matematizacion vertical (Freudenthal ,1991 citado en Alsina, 2009).

Freudenthal (1991 citado en Alsina, 2009) explica que la matematizacion horizontal
implica ir del mundo de la vida cotidiana al mundo de los simbolos, mientras que la
matematizacion vertical significa moverse dentro del mundo de los simbolos
matematicos. El agrega a su vez que la diferencia entre estos dos “mundos” no es
siempre clara, sus fronteras estan vagamente marcadas. Lo cual provoca una dificultad

debido a que no es facil determinar lo que uno comprende por realidad.

2.2.4. Principios de la EMR

En su etapa inicial la EMR, segin de Lange (1996 citado en Alsina, 2009), se sustentd

en las siguientes caracteristicas:

— El uso de contextos como vehiculos para el acercamiento entre lo concreto y lo
abstracto.

— El uso de modelos como columna vertebral para el avance de los estudiantes en la
comprension de las matematicas.

— El uso de las construcciones y producciones libres de los alumnos en los procesos
de ensefianza/aprendizaje.

— El entrelazado de los diversos ejes en el curriculum de matematicas.

Actualmente, la EMR se fundamenta en seis principios fundamentales, que se presenta

en la siguiente tabla.
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Principio

¢ Qué?

¢ Como?

De actividad

Las matematicas se consideran

una actividad humana.

La finalidad de las matemaéticas es
matematizar (organizar) el mundo
que nos rodea, incluyendo a la

propia matematica.

La matematizacion es

actividad de busqueda y de

una
resolucion de problemas, pero
también es una actividad de

organizacién de un tema.

Matematizar involucra

principalmente  generalizar vy

formalizar.

Formalizar implica modelizar,
simbolizar, esquematizar y definir,

y generalizar conlleva reflexion.

De realidad

Las matematicas se aprenden

haciendo matematicas en

contextos reales.

Un contexto real se refiere tanto a
situaciones problematicas de la
vida cotidiana y situaciones
problematicas que son reales en la

mente de los alumnos.

El contexto de los problemas que
se presentan a los alumnos puede
ser el mundo real, pero esto no es
necesariamente siempre asi. Es
necesario que progresivamente se
desprendan de la vida cotidiana
para adquirir un caracter mas
general, o sea, para transformarse

en modelos matematicos.

De niveles

Los estudiantes pasan  por

distintos niveles de comprension:

— Situacional: en el contexto de
la situacion.

— Referencial: esquematizacion

de

descripciones, etc.

a través modelos,

— General: exploracion,

Esquematizacion progresiva
(profesor) y reinvencién guiada
(aprendiz): las situaciones de la
vida cotidiana son matematizadas
para formar relaciones mas
formales y estructuras abstractas
(definiciones, teoremas,

propiedades, etc).
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Principio ¢ Qué? ¢Coémo?

reflexion y generalizacion.
— Formal: Procedimientos
estandares y notacién

convencional.

Proceso de aprendizaje que | Presentar situaciones
permite reconstruir el | problematicas abiertas que

conocimiento matematico formal. | ofrezcan una  variedad de

De estrategias de solucion.
reinvencion Permitir que los estudiantes
guiada muestren  sus  estrategias e

invenciones a otros. Discutir el
grado de eficacia de las estrategias

usadas

La ensefianza de las matematicas | La negociacion explicita, la
es considerada una actividad | intervencion, la discusion, la
social. cooperacion y la evaluacion son

La ihtfaRsion B los elementos esenciales en un

estudiantes y entre los estudiantes | Pr¢€s0 de aprendizaje

y los profesores puede provocar constructivo en el que los métodos

De que cada uno reflexione a partir Wiglpdles  del  aprendiz  son

interaccion | de 1o que aportan los demés y asi usados como una plataforma para

poder alcanzar niveles mas altos alcanzar los formales.
de comprension. En esta instruccion interactiva, los
estudiantes son estimulados a
explicar, justificar, convenir y
discrepar, cuestionar alternativas y

reflexionar.

De Los bloques de contenido | Las situaciones problematicas

interconexion | matematico (numeracion  y | deberian incluir ~ contenidos
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Principio ¢ Qué? ¢Coémo?

calculo, algebra, geometria, etc.) | matematicos interrelacionados.
no pueden ser tratados como

entidades separadas.

Fuente: (Alsina, 2009, p. 121)

Ahora nos centraremos en la Teoria de la Idoneidad y estableceremos algunos aspectos
tedricos del EOS, pues en este marco surge la idoneidad didactica, la cual nos permitira
disefiar (planificar) las tareas.

2.3.Teoria de la Idoneidad Didéctica.

En esta seccion resaltamos el enfoque que se le da a la Didactica de las Matematicas
como “ciencia de disefio”, es decir, considerar a la Educacion Matemética como una
ciencia orientada al disefio de procesos y recursos para mejorar los procesos de
ensefianza y aprendizaje.

Tomamos al EOS, en particular la nocion de Idoneidad Didactica, como una teoria de
disefio instruccional, apropiado para guiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas y otras areas curriculares. No se pretende dar recetas de actuacién para
ciertas circunstancias, pero si criterios generales para los cuales existe consenso en la
comunidad cientifica. (Godino, 2011, p. 3).

Antes de tratar la nocion de Idoneidad Didactica, describiremos algunas herramientas

del EOS que permitiran el desarrollo de nuestra investigacion.
Algunas herramientas tedricas que componen el enfoque ontosemiotico

El EOS es una teoria educativa de la Didactica de la Matematica que tiene por objetivo
vincular diferentes teorias educativas sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y
aprendizaje. EI EOS considera a la matematica como una actividad humana que permite
resolver problemas, como un lenguaje simbolico y como un sistema conceptual

I6gicamente organizado.

Tomando como punto de partida a la situacion-problema, se definen los conceptos
tedricos de practica, objeto (personal e institucional) y significado. A continuacion

presentamos en forma breve algunas de las herramientas tedricas que componen el EOS.
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2.3.1. Sistemas de practicas operativas y discursivas ligadas a tipos de problemas

Préctica matemaética es toda actuacion o expresion (verbal, gréfica, etc.) realizada por
alguien para dar solucion a problemas matematicos, comunicar la solucion obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos. Las practicas pueden ser propias de una
persona o compartidas en el interior de una institucion. Una institucion esta constituida

por las personas relacionadas con una misma clase de situaciones problematicas.

En el estudio de las matematicas interesa considerar los sistemas de practicas
(operativas y discursivas) que realizan las personas ante tipos de situaciones

problematicas.

Respecto a los significados institucionales y personales se debe tener en cuenta los

siguientes tipos:

Tabla 2.2. Resumen de la tipologia béasica de significados personales e institucionales.

Significados Institucionales Significados Personales

— Implementado: en un proceso de estudio | ~ Global: corresponde a la totalidad del

. . - istem racticas personal
especifico es el sistema de practicas sistema de gLt Personales que es

. : z manifestar potencialmente el
efectivamente  implementadas por el celagle FeITELagEntencialmente ¢

docente. sujeto relativas a un objeto matematico.

— Evaluado: el subsistema de practicas que | ReRLLS” Aa e las practicas

- fectivamen Xpr ropési
utiliza el docente para evaluar los gieaivanCRESTesadas a proposito

.. de las ruebas de evaluacion
aprendizajes. P

— Pretendido: sistema de practicas incluidas propuestas, incluyendo tanto  las

e ' correctas como las incorrectas desde el
en la planificacion del proceso de estudio.

L - unto de vista institucional.
— Referencial: sistema de practicas que se usa P

. A — Logrado: corresponde a las préacticas
como referencia para elaborar el significado g P P

. manifestadas que son conformes con la
pretendido. q

pauta institucional establecida

Observacion Observacion

En una institucion de ensefianza concreta el | En el analisis del cambio de los significados
significado de referencia serd una parte del | personales que tiene lugar en un proceso de
significado holistico del objeto matematico. La | estudio interesard tener en cuenta los
determinacion de dicho significado global | significados iniciales o previos de los
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Significados Institucionales Significados Personales

requiere  realizar un estudio historico- | estudiantes y los que finalmente alcancen.
epistemoldgico sobre el origen y evolucién del
objeto en cuestion, asi como tener en cuenta la
diversidad de contextos de uso donde se pone en

juego dicho objeto.

( SIGNIFICADOS ) . . (~ SIGNIFICADOS
PERSONALES Participacién - INSTITUCIONALES

— - - Referencial
Declarado == Pretendido

Implementado

. Evaluado
| Aprendizaje
Apropiacién
SISTEMA DE PRACTICAS
Operativas Discursivas

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)

Figura 2.2: Tipos de significados institucionales y personales
Fuente: Batanero, Font & Godino (2008, p.6)

En el centro de la figura 2.2 se observa las relaciones dialécticas entre ensefianza y
aprendizaje, que supone el acoplamiento progresivo entre los significados personales e
institucionales. También, la ensefianza implica la participacion del estudiante en la
comunidad de practicas que soporta los significados institucionales, y el aprendizaje, en

Gltima instancia, supone la apropiacion por el estudiante de dichos significados.

2.3.2. Emergencia de los objetos matematicos

En el EOS se considera que los objetos matematicos son emergentes de sistemas de
practicas. Dicha emergencia es un fendmeno complejo cuya explicacion exige
considerar, como minimo, dos niveles de objetos que surgen de la actividad matematica.
En el primer nivel tenemos aquellas entidades que se pueden observar en un texto

matematico (problemas, definiciones, proposiciones, etc.). En un segundo nivel tenemos
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una tipologia de objetos que surge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc.
sobre los objetos del nivel anterior; nos referimos a objetos personales o institucionales,
ostensivos 0 no ostensivos, unitarios o sistémicos, etc., 1o que se conoce como las

facetas duales.

Primer nivel: Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los

sistemas de Practicas

En este nivel tenemos: las situaciones problemas (tareas), los procedimientos necesarios
para su solucidn, lenguajes, conceptos, proposiciones y argumentos, que en su conjunto
se denomina configuracion epistémica. Estos objetos primarios se encuentran

articulados como se muestra en la figura 2.3.

i SITUACIONES - PROBLEMAS ]
L : - —
E I MOTIVAN I e =
N —_—— RESUELVEN |
G
u
A
.l EXPRESA Y [ DEFINIGIONES (CONCEPTOS) ]
E SOPORTA
M
A
PROCEDIMIENTOS
sl | L 1
E REGULAN EL
U] uso
A
T PROPOSICIONES
1
¢ INTERVIENEN Y l —_‘- =" | ===
o h_“(‘% AUSTIFICAN |
L ARGUMENTOS
—_—

Figura 2.3. Configuracion de objetos primarios
Fuente: Batanero, Font & Godino (2008, p.7)

Segundo nivel: Atributos contextuales

Las nociones de juego del lenguaje e institucion son los elementos contextuales que
relativizan los significados de los objetos matematicos y atribuyen a éstos una
naturaleza funcional. Los objetos matematicos que intervienen en las practicas
matematicas y los emergentes de las mismas, segun el juego de lenguaje en que
participan, pueden ser consideradas desde las siguientes facetas o dimensiones duales
(Godino, 2002, citado en Batanero et al, 2008):
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— Personal - institucional.

— Ostensivo — no ostensivo.

— Expresion — contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcién semidtica.
— Extensivo - intensivo (ejemplar — tipo).

— Unitario — sistémico.

Estas facetas se presentan agrupadas en parejas que se complementan de manera dual y

dialéctica.

2.3.3. Procesos

Las dualidades como la configuracion de objetos primarios se pueden analizar desde un
enfoque proceso-producto. La emergencia de los objetos primarios se da mediante los
respectivos procesos matematicos de comunicacion, problematizacion, definicion,
enunciacion, elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion, etc.) y

argumentacion.

2.3.4. La Nocion de Idoneidad Didéactica

Dentro de las labores de un docente destacan el disefio (planificacion), implementacion
y valoracion de un proceso de estudio. Los criterios de idoneidad proporcionan un
conjunto de directrices claras y explicitas para guiar esta labor docente permitiendo la

mejora progresiva de la ensefianza, como se aprecia en la figura 2.4.

Proceso de estudio

: ><1 Rediserio
( Valoracion
( Implementacion
( Diseiio

Figura 2.4. Mejora progresiva de la ensefianza usando Idoneidad Didéctica
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Los criterios de idoneidad son aplicables en dos momentos. A priori, los criterios de
idoneidad son principios que orientan “como deben hacer las cosas”, es decir sirve de
pauta para planificar un proceso de estudio. A posteriori, los criterios de idoneidad
sirven también para valorar un proceso de estudio, es decir, valorar que tan idonea fue

su implementacion. (Rubio, 2012, p. 343)

La nocidn de idoneidad didactica ha sido introducida en el EOS como herramientas que
permiten el paso de una didactica descriptiva-explicativa a una didactica normativa, es

decir, una didactica que se orienta hacia la intervencion efectiva en el aula.

La idoneidad didactica de un proceso de instruccion se define como la articulacion
coherente y sistémica de las seis componentes siguientes (Godino, Batanero & Font,
2007):

— ldoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de

referencia.

— ldoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la
proximidad de los significados personales logrados a los significados pretendidos/

implementados.

— ldoneidad interaccional. Un proceso de ensefianza-aprendizaje tendrd mayor
idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y trayectorias
didacticas permiten, por una parte, identificar conflictos semioticos potenciales, y
por otra parte permitan resolver los conflictos que se producen durante el proceso

de instruccion.

— ldoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza —

aprendizaje.

— ldoneidad afectiva, grado de implicacion (interés, motivacion, etc.) del alumnado

en el proceso de estudio. La idoneidad afectiva esta relacionada tanto con factores
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que dependen de la institucién como con factores que dependen basicamente del
alumno y de su historia escolar previa.

— ldoneidad ecoldgica, grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno

en que se desarrolla.

Dialogo Sociedad
Interaccion Curriculo
Comunicacion Escuela
ECOLOGICA
INTERAC CIONAL by
(Negociacién) ospi=ciog)
EMOCIONAL A ONAL

MEDIACI
(Disponibilidad)

(Implicacién)

Actitudes
Afectos

Motivacione Tiempo
COGNITIVA EFISTEMICA
(Proximidad) (Representatividd

I

o, 7

Participacion
Apropiacion

Figura 2.5. Idoneidad Didactica.
Fuente: (Godino, 2011, p. 6)

La figura 2.5 resume las principales caracteristicas de dicha nocion. Se representa
mediante el hexagono regular la idoneidad correspondiente a un proceso de estudio
pretendido o planificado, donde a priori se supone un grado méximo de las idoneidades
parciales. EI hexagono irregular interno corresponderia a las idoneidades efectivamente
logradas en la realizacion del proceso de estudio implementado. Se sitlan en la base las
idoneidades epistémica y cognitiva al considerar que el proceso de estudio gira

alrededor del desarrollo de unos conocimientos especificos.

El primer paso para poder confeccionar un programa de estudio es determinar qué es
idoneo desde los puntos de vista epistémico y cognitivo. La ontologia (junto con las
facetas duales) propuesta por el EOS permite describir las idoneidades epistémica y
cognitiva en términos de configuraciones epistémicas y cognitivas. El centro de dichas
configuraciones son las situaciones-problemas seleccionadas para contextualizar y

personalizar los significados, aunque ello no signifique dejar de reconocer un papel
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importante al empleo de tareas rutinarias, necesarias para el desarrollo de competencias

procedimentales y algoritmicas.

En las definiciones de las idoneidades epistémica, cognitiva e interaccional juega un
papel central la nocion de significado. De aqui se deriva que la idoneidad didactica es

relativa a las circunstancias locales en que tiene lugar el proceso de estudio.

El logro de una idoneidad alta en una de las dimensiones, por ejemplo, la epistémica,
puede requerir unas capacidades cognitivas que no posean los estudiantes a los que se
dirige la ensefianza. Se debe lograr un equilibrio entre las dimensiones epistémica y
cognitiva. También es necesario que la trayectoria didactica optimice la identificacion y
solucion de conflictos semidticos y se creen las condiciones para el desarrollo de
competencias comunicativas. Los recursos técnicos y el tiempo disponible también

interaccionan con las situaciones-problemas, el lenguaje, etc.

2.4. Indicadores de Idoneidad Didactica

Para realizar una accion educativa idonea se requiere disponer de directrices claras y
explicitas sobre los fines y lineas generales de actuacion. La investigacion educativa
proporciona los sistemas de referencia, las metas a lograr y los medios, pero las
decisiones locales estan bajo la responsabilidad del docente. La accidn instruccional esta

sujeta a variaciones locales, frecuentemente cadticas.

El logro de una alta idoneidad didéctica de un proceso de estudio, como también su
valoracién, es un proceso sumamente complejo puesto que, como hemos visto,
involucra diversas dimensiones, que a su vez estan estructuradas en distintas
componentes. Ademas, tanto las dimensiones como los componentes no son
observables directamente y, por lo tanto, es necesario inferirlos a partir de indicadores
empiricos. En las secciones 2.4.1 a 2.4.8 se presentan algunos indicadores de las
distintas idoneidades parciales y de las interacciones entre las mismas, los cuales nos

servirdan de guia para el disefio de las tareas.

2.4.1. ldoneidad Epistémica

Como se ha indicado, se entiende que un proceso de estudio matematico, tienen mayor

idoneidad epistémica en la medida en que los significados institucionales
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implementados (o pretendidos) representan bien a un significado de referencia. Dicho
significado de referencia sera relativo al nivel educativo en el que tiene lugar el proceso
de estudio y debera ser elaborado teniendo en cuenta los diversos tipos de problemas y
contextos de uso del contenido objeto de ensefianza, asi como las practicas operativas y

discursivas requeridas.

En la tabla 2.3 se incluye los componentes y algunos indicadores relevantes que

permiten hacer operativa la nocion de idoneidad epistémica (o matematica).

Tabla 2.3. Componentes e indicadores de la idoneidad epistémica.

COMPONENTES INDICADORES

— Se presenta una muestra representativa y articulada de
o situaciones de contextualizacion, ejercitacion y aplicacion.
Situaciones-Problema o »
— Se proponen situaciones de generacion de problemas

(problematizacion)

— Uso de diferentes modos de expresion matematica (verbal,
gréfica, simbolica...), traducciones y conversiones entre las

i mismas.

Lenguajes ] . o .

— Nivel del lenguaje adecuado a los nifios a que se dirige.

— Se proponen situaciones de expresion matematica e

interpretacion.

— Las definiciones y procedimientos son claros y correctos, y

estan adaptados al nivel educativo al que se dirigen.
Reglas

— Se presentan los enunciados y  procedimientos

(Definiciones, fundamentales del tema para el nivel educativo dado.

roposiciones, o
Prop — Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que

procedimientos) . . -
generar o negociar definiciones proposiciones o

procedimientos.

— Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones son
adecuadas al nivel educativo a que se dirigen.

Argumentos ) )

— Se promueven situaciones donde el alumno tenga que

argumentar.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

TESIS PUCP

COMPONENTES INDICADORES

— Los objetos matematicos (problemas, definiciones,

Relaciones o ] )
proposiciones, etc.) se relacionan y conectan entre si

Fuente: Godino (2011, p.8)

En el marco del EOS se atribuye a las situaciones problemas un papel central, ya que se
asume una concepcién antropoldgica de la matematica, de modo que los objetos
matematicos emergen de las practicas de los sujetos al enfrentarse a determinadas
“tareas problematicas”.

2.4.2. ldoneidad Cognitiva

Se define la idoneidad cognitiva como el grado en que los contenidos implementados (o
pretendidos) son adecuados para los alumnos, es decir, estan en la zona de desarrollo
potencial de los alumnos. La tabla 2.4 incluye los componentes e indicadores para esta

idoneidad.

Tabla 2.4. Componentes e indicadores de la idoneidad cognitiva.

COMPONENTES

INDICADORES

Conocimientos previos

(Se tienen en cuenta los
mismos elementos que
para la idoneidad

epistémica)

Los alumnos tienen los conocimientos previos necesarios

para el estudio del tema (bien se han estudiado
anteriormente o el profesor planifica su estudio).
Los contenidos pretendidos se pueden alcanzar (tienen una

dificultad manejable) en sus diversas componentes.

Adaptaciones
curriculares a las

diferencias individuales

Se incluyen actividades de ampliacion y de refuerzo.

Se promueve el acceso y el logro de todos los estudiantes.

Aprendizaje:

(Se tienen en cuenta los

mismos elementos que

Los diversos modos de evaluacion indican que los alumnos
logran la apropiacion de los conocimientos pretendidos
(incluyendo comprension y competencia).

Comprension conceptual y proposicional; competencia
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COMPONENTES INDICADORES
para la idoneidad comunicativa y argumentativa; fluencia procedimental;
epistémica: situaciones, comprensidn situacional; competencia metacognitiva.
lenguajes, conceptos, | — La evaluacion tiene en cuenta distintos niveles de
procedimientos, comprension y competencia.
proposiciones, — Los resultados de las evaluaciones se difunden y usan para
argumentos y tomar decisiones.
relaciones entre los
mismos )

Fuente: Godino (2011, p.10) Componentes e indicadores de idoneidad cognitiva

En el marco del EOS se asume que el aprendizaje implica la apropiacion de los
significados institucionales pretendidos por parte de los estudiantes, mediante la
participacion en la comunidad de practicas generada en la clase. Supone el
acoplamiento progresivo entre los significados personales iniciales de los estudiantes y

los significados institucionales planificados.

2.4.3. ldoneidad afectiva

La emision de un juicio sobre la mayor o menor idoneidad afectiva del proceso en
cuestion se basa en el grado de implicacion, interés y motivacion de los estudiantes. La
tabla 2.5 incluye los componentes e indicadores para esta idoneidad.

Tabla 2.5. Componentes e indicadores de la idoneidad afectiva.

COMPONENTES: INDICADORES:

— Las tareas tienen interés para los alumnos.

— Se proponen situaciones que permitan valorar la utilidad de

Intereses y necesidades " . - .
las matematicas en la vida cotidiana y profesional.

Actitudes — Se promueve la participacion en las actividades, la

perseverancia, responsabilidad, etc.
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— Se favorece la argumentacion en situaciones de igualdad,;

el argumento se valora en si mismo y no por quién lo dice.

— Se promueve la autoestima, evitando el rechazo, fobia o
_ miedo a las matematicas.

Emociones ] . L
— Se resaltan las cualidades de estética y precision de las

matematicas.

Fuente: Godino (2011, p.11)

La resolucion de cualquier problema matematico lleva asociada una situacion afectiva
para el sujeto implicado, quien pone en juego no solamente practicas operativas y
discursivas para dar una respuesta al problema, sino también moviliza creencias,
actitudes, emociones o valores que condicionan en mayor o menor grado y diferente

sentido la respuesta cognitiva requerida.

Los objetos y procesos afectivos son usualmente considerados como entidades
psicoldgicas, que refieren a estados o rasgos mentales mas o menos estables, 0 a
disposiciones para la accion de los sujetos individuales. Pero desde el punto de vista
educativo el logro de unos estados afectivos que interaccionen positivamente con el
dominio cognitivo tienen que ser objeto de consideracion por parte de las instituciones
educativas, y, en particular, por el profesor. EI dominio afectivo conlleva, por tanto, una
faceta institucional y se concreta en normas de indole afectivo que condicionan el

trabajo del profesor.

2.4.4. ldoneidad Interaccional

Es el grado en que los modos de interaccion permiten identificar y resolver conflictos de
significado, favorecen la autonomia en el aprendizaje y el desarrollo de competencias
comunicativas. En la tabla 2.6 se incluye algunos indicadores de idoneidad referidos a
las interacciones entre el profesor y los estudiantes y entre los propios estudiantes.
Teniendo en cuenta principios de aprendizaje socio-constructivista ampliamente
asumidos se valora positivamente la presencia de momentos en que los estudiantes

asumen la responsabilidad del aprendizaje.
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Tabla 2.6. Componentes e indicadores de la idoneidad interaccional.

COMPONENTES: INDICADORES:

— El profesor hace una presentacion adecuada del tema
(presentacion clara y bien organizada, no habla demasiado
rapido, enfatiza los conceptos clave del tema, etc.)

— Reconoce y resuelve los conflictos de los alumnos (se hacen

Interaccion docente- preguntas y respuestas adecuadas, etc.)

discente — Se busca llegar a consensos con base al mejor argumento

— Se usan diversos recursos retéricos y argumentativos para
implicar y captar la atencién de los alumnos.

— Se facilita la inclusion de los alumnos en la dindmica de la

clase.

— Se favorece el didlogo y comunicacion entre los estudiantes

. — Tratan de convencerse a si mismos y a los demas de la
Interaccion entre _ _ _ _
validez de sus afirmaciones, conjeturas y respuestas,

alumnos ) | |
apoyandose en argumentos matematicos
— Se favorece la inclusion en el grupo y se evita la exclusion.
— Se contemplan momentos en los que los estudiantes asumen
la responsabilidad del estudio (plantean cuestiones y
) presentan soluciones; exploran ejemplos y contraejemplos
Autonomia

para investigar y conjeturar; usan una variedad de
herramientas para razonar, hacer conexiones, resolver

problemas y comunicarlos).

. ) — Observacion sistematica del progreso cognitivo de los
Evaluacién formativa
alumnos.

Fuente: Godino (2011, p.12)

La toma de decisiones sobre la progresion del estudio, tanto por parte del docente como
de los estudiantes, requiere la puesta en practica de procedimientos de observacion y

encuesta para una evaluacion formativa de los aprendizajes.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




S TENEZ,

& + of "'(,?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs 32-}‘65;_'}?;?‘“0

DEL PERU

La importancia del discurso, el dialogo, la conversacion en la clase es resaltada por
diversos autores como Frankle, Kazemi & Battey (2007 citados en Godino, 2011) que

afirman:

La naturaleza del discurso matematico es una caracteristica central de la
practica de la clase. Si aceptamos seriamente que los profesores necesitan
oportunidades para aprender a partir de su practica, el desarrollo de
conversaciones matematicas permite a los profesores aprender continuamente
de sus estudiantes. Las conversaciones matematicas que se centran sobre las
ideas de los estudiantes pueden proporcionar a los profesores una ventana sobre
el pensamiento de los estudiantes de manera que el trabajo individual de los

estudiantes no lo permite.

2.4.5. ldoneidad Mediacional

Se entiende la idoneidad mediacional como el grado de disponibilidad y adecuacion de
los recursos materiales y temporales para el desarrollo del proceso de ensefianza-

aprendizaje.
Godino (2011) afirma:

El uso apropiado de la tecnologia es uno de los principios formulados por el
National ~ Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (2000, p.24),
indicandose, “La tecnologia es esencial en el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas. Este medio puede influenciar positivamente en lo que se ensefia y,
a su vez, incrementar el aprendizaje de los estudiantes”. Esta organizacién
profesional sostiene que la tecnologia es una herramienta esencial para el
aprendizaje matematico en el siglo 21, y todas las escuelas deben asegurar que
todos sus estudiantes tengan acceso a la tecnologia. Los profesores efectivos
maximizan el potencial de la tecnologia para desarrollar la comprension de los
estudiantes, estimular su interés, e incrementar su proficiencia en matematicas.
Cuando la tecnologia se usa estratégicamente, puede proporcionar acceso a las
matematicas para todos los estudiantes. Se considera, asi mismo, que las
calculadoras y demas herramientas tecnoldgicas, como sistemas de calculo
algebraico, software de geometria dinamica, applets, hojas de calculo y
dispositivos de presentacion interactiva, son componentes vitales de una

educacion matematica de alta calidad.
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En la tabla 2.7 se incluye algunos componentes e indicadores de idoneidad en el uso de
recursos tecnoldgicos, incluyendo artefactos manipulativos. También se debe considerar
como factor determinante de la idoneidad mediacional las condiciones ambientales de la
clase y el tiempo asignado a la ensefianza y el aprendizaje.

Tabla 2.7. Componentes e indicadores de la idoneidad mediacional.

COMPONENTES: INDICADORES:

— Se usan materiales manipulativos e informaticos que
. permiten introducir buenas situaciones, lenguajes,
Recursos materiales

procedimientos, argumentaciones adaptadas al contenido

(Manipulativos, pretendido.

calculadoras, — Las definiciones y propiedades son contextualizadas y

ordenadores g . "4
) motivadas usando situaciones y modelos concretos y

visualizaciones.

— El nimero y la distribucion de los alumnos permite llevar a

] cabo la ensefianza pretendida.
Numero de alumnos, ) _ )
) - — El horario del curso es apropiado (por ejemplo, no se
horario y condiciones ) \ v
imparten todas las sesiones a ultima hora)

del aula o
— El aulay la distribucion de los alumnos es adecuada para el
desarrollo del proceso instruccional pretendido.
— El tiempo (presencial y no presencial) es suficiente para la
Tiempo ensefianza pretendida.
(De ensefianza — Se dedica suficiente tiempo a los contenidos mas
colectiva /tutorizacion; importantes del tema.
tiempo de aprendizaje) | — Se dedica tiempo suficiente a los contenidos que presentan

mas dificultad de comprension.

Fuente: Godino (2011, p. 14)

2.4.6. ldoneidad Ecoldgica

La idoneidad ecoldgica se refiere al grado en que un proceso de estudio para aprender

matematicas resulta adecuado dentro del entorno en que se utiliza. Por entorno se
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entiende todo lo que esta fuera del aula, condicionando la actividad que se desarrolla en
la misma. El proceso de estudio tiene lugar en un contexto educativo que fija unos fines
y valores para la educacion de los ciudadanos y profesionales que se deben respetar.
Dichos fines y valores son interpretados y especificados dentro del proyecto educativo
del centro o departamento que coordina la accion de los distintos profesores implicados.
El docente forma parte de una comunidad de estudio e indagacion que aporta
conocimientos Utiles sobre practicas matematicas y didacticas idoneas que se deberan

conocer y aplicar.

Tabla 2.8. Componentes e indicadores de la idoneidad ecoldgica.

COMPONENTES INDICADORES

y ] — Los contenidos, su implementacion y evaluacion se
Adaptacion al curriculo : _ )
corresponden con las directrices curriculares.

— Innovacion basada en la investigacion y la préactica
Apertura hacia la reflexiva.
innovacion didactica — Integraciobn de nuevas tecnologias (calculadoras,

ordenadores, TIC, etc.) en el proyecto educativo.

Adaptacion socio- — Los contenidos contribuyen a la formacion socio-

profesional y cultural profesional de los estudiantes.

. — Se contempla la formacion en valores democréaticos y el
Educacion en valores . -
pensamiento critico.

Conexiones intra e — Los contenidos se relacionan con otros contenidos intra e

interdisciplinares interdisciplinares.

Fuente: Godino (2011, p. 15)

Las matematicas se deben ensefiar de manera que sean Utiles para el ciudadano y los
profesionales, no como un sistema cerrado ajeno a las aplicaciones que constituyen su

origen y razon de ser.
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2.4.7. Interacciones Entre Facetas

Los indicadores de las de las seis facetas, anteriormente mencionadas, no deben
considerarse como factores independientes, pues se producen interacciones entre las
mismas. En la tabla 2.9 incluimos algunos indicadores de idoneidad relativos a

interacciones entre facetas.

Tabla 2.9. Componentes e indicadores relativos a las interacciones entre facetas.

COMPONENTES INDICADORES

o o — El curriculo propone el estudio de problemas de dmbitos
Epistémica-ecoldgica _ _ o )
variados como la escuela, la vida cotidiana y el trabajo.

— EIl contenido del estudio (fendmenos explorados en las
diferentes areas de contenido, formulando y justificando
conjeturas) tiene sentido para los estudiantes en los
distintos niveles y grados.

— Los estudiantes tienen confianza en sus habilidades para
enfrentar problemas dificiles y mantienen su perseverancia

Epistémica-cognitiva- aun cuando la tarea sea compleja.

afectiva — Se estimula a los estudiantes a reflexionar sobre sus
razonamientos durante los procesos de resolucion de
problemas de manera tal que son capaces de aplicar y
adaptar las estrategias que han desarrollado en otros
problemas y contextos.

— Las tareas que los profesores seleccionan para evaluar son

representativas de los aprendizajes pretendidos.

o o — El uso de recursos tecnoldgicos induce cambios positivos
Epistemica-cognitiva . . . y
en el contenido de ensefianza, en los modos de interaccion,

mediacional L o )
motivacion y en el aprendizaje de los estudiantes.
— Las explicaciones dadas por los estudiantes incluyen
Cognitiva-afectiva- argumentos matematicos y racionales, no solamente
interaccional descripciones de procedimientos.

— Se incluyen contenidos motivadores, con adaptaciones
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COMPONENTES INDICADORES

razonables y apropiadas, que promueven el acceso y el

logro de todos los estudiantes.

— El profesor es comprensivo y dedicado a sus estudiantes.

— EI profesor conoce y entiende profundamente las

Ecoldgica-instruccional mateméticas que ensefla y es capaz de usar ese
(papel del docente y su conocimiento con flexibilidad en sus tareas de ensefianza.
formacion) — ElI profesor tiene amplias oportunidades y apoyo para

incrementar y actualizar frecuentemente sus conocimientos

didactico — matematicos.

Fuente: Godino (2011, p. 16)

2.4.8. ldoneidad Temporal y su Relacidn con las Restantes Facetas

El tiempo dedicado a la ensefianza y el aprendizaje, y su gestion por parte del profesor y
de los estudiantes, es un componente determinante de la idoneidad didactica de un
proceso de estudio. Este factor se incluye como un recurso mas en la faceta
mediacional, junto con los recursos tecnoldgicos. Sin embargo, el tiempo interacciona
también con las diversas facetas. En la tabla 2.10 se incluye algunos indicadores de
idoneidad temporal en relacion a las facetas epistémica, cognitiva, instruccional y

ecoldgica.

Tabla 2.10. Componentes e indicadores de la idoneidad temporal y su relacion con las demas facetas.

COMPONENTES INDICADORES

— El contenido y sus diversos significados se distribuyen de

Temporal-epistémico manera racional a lo largo del tiempo asignado al estudio.

- — Los objetivos de aprendizaje tienen en cuenta las etapas
Temporal-cognitivo ) )
de desarrollo evolutivo de los estudiantes.

Temporal-instruccional | _ | 3 gestién del tiempo instruccional tiene en cuenta los
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COMPONENTES INDICADORES

diversos momentos requeridos para el desarrollo de los
distintos tipos de aprendizajes (exploracion, formulacion,
comunicacion, validacion, institucionalizacion,

ejercitacion, evaluacion).

— EI tiempo asignado al proceso de estudio en el disefio
Temporal — ecoldgico curricular es adecuado para lograr el aprendizaje del

contenido programado.

Fuente: Godino (2011, p.17)

2.5.Compatibilidad entre los principios psicopedagdgicos de la EBR, los principios
de la EMR y la teoria de idoneidad didactica.

A continuacion mostraremos la compatibilidad entre los principios psicopedagdgicos de
la EBR —que incluye a la Resolucion de Problemas como marco pedagdgico en el area
de matematica— con la idoneidad didactica y los principios de la Matematica Realista.
Esta compatibilidad permite poder aplicar la Teoria de Idoneidad Didactica y la EMR
en el contexto de la EBR para poder disefiar, valorar y redisefiar procesos de instruccion
sin crear conflictos o contradicciones con los principios psicopedagdgicos de la EBR y
la Resolucion de Problemas. A la vez establecemos algunos requerimientos que deben
cumplir las tareas a disefiar, y que también se puedan considerar en una futura

implementacién o en un futuro redisefio.

Idoneidad epistémica
Como se afirmd en la seccién 2.3 en el marco del EOS se atribuye a las situaciones
problemas un papel central lo cual coincide con lo visto en la seccion 2.1.1, es decir esta
posicion es coincidente con el primero de los rasgos principales del enfoque centrado en
la resolucion de problemas: donde se destaca que la resolucion de problemas debe
impregnar integramente el curriculo de matematica de la EBR, es decir, la resolucion
de problemas es el eje vertebrador alrededor del cual se organiza la ensefianza,
aprendizaje y evaluacién de la matematica. Lo anterior también coincide con la EMR.
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En esta teoria se propone el uso de situaciones-problemas como medio para
contextualizar las ideas matematicas y generarlas a partir de la actividad de resolucion,

comunicacion y generalizacion de las soluciones.

Los principios de actividad y de realidad de la EMR apoyan la consideracion de los
indicadores recogidos en la Tabla (2.3) como indicadores de idoneidad epistémica. Para
Freudenthal (1991 citado en Godino, 2011) las matematicas son una actividad humana.
“No hay matematicas sin matematizacion”, actividad que puede ser de aplicacién a
resolver problemas del entorno, o problemas de reorganizacion del propio conocimiento

matematico.

Lo importante para el logro de una alta idoneidad epistémica serd la seleccion y
adaptacion de situaciones-problemas o tareas “ricas”. Sin embargo, aunque las
situaciones problemas constituyen un elemento central, el logro de una idoneidad
epistémica alta requiere también atencion a las diversas representaciones o medios de
expresion (cambio de configuracion epistémica), las definiciones, procedimientos,
proposiciones, asi como las justificaciones de las mismas. Entonces, las tareas a
elaborar deben proporcionar a los estudiantes diversas maneras de abordarlas, implicar
diversas representaciones, requerir que los estudiantes conjeturen, interpreten,

generalicen y justifiquen las soluciones.

También se debe prestar atencion a las conexiones entre las distintas partes del
contenido matematico, y la articulacion de los diversos significados parciales de los
objetos en estudio. Las matematicas son un campo de estudio integrado. Esta posicion
concuerda con el “Principio de interconexion” de la EMR. Los contenidos matematicos
(numeracion y calculo, algebra, geometria, etc.) no pueden ser tratados como entidades
separadas. La resolucién de problemas de contexto “ricos” con frecuencia significa que
se tiene que aplicar un amplio rango de herramientas y comprensiones matematicas.
Entonces las situaciones problematicas a elaborar deberan incluir contenidos

matematicos interrelacionados.

Idoneidad cognitiva

Como se afirmo en la seccién 2.4.2 el aprendizaje supone el acoplamiento progresivo
entre los significados personales iniciales (saberes previos) de los estudiantes y los

significados institucionales planificados (nuevo conocimiento). Esto coincide con el
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principio de significatividad de los aprendizajes y el principio de construccién de los
propios aprendizajes de la EBR: el aprendizaje significativo es posible si se relacionan
los nuevos conocimientos con los que ya se poseen, lograndose asi la motivacién del

estudiante.

La idoneidad cognitiva comprende también el principio de evaluacion de los
aprendizajes de la EBR, donde la metacognicién y la evaluacion, en sus diferentes
formas, son necesarias para promover la reflexion sobre los propios procesos de

ensefianza y aprendizaje.

Idoneidad afectiva

Como se afirmé en la seccion 2.4.3. el dominio afectivo conlleva una faceta
institucional y se concreta en normas de indole afectivo que condicionan el trabajo del
profesor.

Esto coincide con una de las caracteristicas del enfoque centrado en la resolucion de
problemas de la EBR, que afirma que los problemas deben responder a los intereses y
necesidades de los estudiantes. También coincide con el principio de realidad de la
EMR, en donde se afirma que los estudiantes deben ser capaces de poder imaginarse el

problema a desarrollar como un primer paso en su solucion.

Idoneidad interaccional

La idoneidad interaccional coincide con el principio de necesidad del desarrollo de la
comunicacion y el acompafiamiento en los aprendizajes de la EBR, también con el
principio de interaccion de la EMR. La ensefianza de las matematicas es considerada
una actividad social. La interaccion entre los estudiantes y entre los estudiantes y el
profesor puede provocar que cada uno reflexione a partir de lo que aportan los demas y
asi poder alcanzar niveles mas altos de comprension. Los estudiantes, en lugar de ser
receptores de una matematica ya elaborada, son considerados como participantes
activos del proceso de enseflanza-aprendizaje, en el que ellos mismos desarrollan
herramientas y comprensiones, y comparten sus experiencias unos con otros. La
negociacion explicita, la intervencion, la discusion, la cooperacion y la evaluacion son

elementos esenciales en un proceso de aprendizaje constructivo en el que los métodos
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informales del aprendiz son usados como una plataforma para alcanzar los métodos
formales. En esta instruccion interactiva, los estudiantes son estimulados a explicar,

justificar, convenir y discrepar, cuestionar alternativas y reflexionar.

Uno de los principios principales de la EMR para la educacion matematica es que se
debe dar a los estudiantes una “oportunidad guiada” de “reinventar” las matematicas.
Esto implica que, en la EMR, tanto los profesores como los programas educativos

tienen un papel fundamental en cémo los estudiantes aprenden los conocimientos.

Lo anterior se corrobora con las sugerencias dadas para mejorar la practica pedagodgica
en la EBR (Rutas del aprendizaje, p. 4)

Por lo tanto, los docentes debemos convencernos de que todos los nifios sin excepcion
tienen capacidades de aprender. Esta certeza es el punto de partida de nuestro trabajo

pedagogico y un requisito indispensable para el éxito de nuestros esfuerzos.

Idoneidad mediacional

Esta idoneidad va acorde con uno de los propésitos de la EBR, que es el dominio de las

tecnologias de la informacién y comunicacion (TIC).

Adicionalmente, creemos necesario adicionar los siguientes requisitos a los materiales
informaticos a usar: el material informatico debe ser potente para el algebra
computacional, debe poder aplicarse en todos los niveles educativos y debe tener
licencia publica general (GNU), es decir usar software libre pues garantizaria a docentes
y estudiantes de la EBR la libertad de usar, estudiar, compartir y modificar el software.
Para el manejo de matrices sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los

requisitos mencionados anteriormente.

Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla la posibilidad de usar las horas de
libre disponibilidad. Se puede tomar las seis horas de libre disponibilidad para el area
de matematica. (DCN, 2009, p.50)

Idoneidad ecoldgica

Esta idoneidad es compatible con algunas caracteristicas del curriculo de la EBR:
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Abierto

Esta concebido para la incorporacion de competencias: capacidades, conocimientos y
actitudes que lo hagan pertinente a la realidad, respetando la diversidad. Se construye

con la comunidad educativa y otros actores de la sociedad de modo participativo.
Flexible

Permite modificaciones en funcion de la diversidad humana y social, de las
particularidades, necesidades e intereses de los grupos poblacionales y etarios a quienes

se dirige y de los cambios que la sociedad plantea.

Integrador

Los contenidos de las diferentes areas se relacionan entre si. Se contemplan temas

transversales que responden a problemas nacionales y de alcance mundial.

Adicionalmente, para que un curriculo cumpla bien su funcion, debe tener las siguientes

caracteristicas: (rutas del aprendizaje, p. 3)

Adecuada gradualidad

Cada competencia debe desarrollarse de manera continua y progresiva a lo largo de los

ciclos y niveles.

Baja densidad

La cantidad de contenidos debe ser proporcional al tiempo disponible durante el periodo

de ensefianza.

Pertinente

Las competencias y capacidades deben aplicarse para resolver problemas cotidianos en

contextos y escenarios reales.
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De esta manera evidenciamos las coincidencias entre los principios psicopedagdgicos de
la EBR con los principios de la EMR y la Teoria de la ldoneidad Didactica
determinando compatibilidad entre ellos. Ademas, creemos que es pertinente aplicar la
Teoria de Idoneidad Didéactica en el disefio (planificacion) de tareas que permitan el

estudio del objeto matematico matriz en el sétimo ciclo de la EBR.

Es importante volver a aclarar que para el presente trabajo de disefio (planificacion) de
tareas, que guiaran el proceso de estudio del objeto matematico matriz, consideraremos
como base a la idoneidad epistémica, cognitiva y ecoldgica, pues las tareas a disefiar
giran en torno a unos conocimientos especificos del objeto matematico matriz y
debemos adecuarlos, de tal manera que se encuentren en la zona de desarrollo préximo
de nuestro estudiante hipotético, y a la vez perciban la utilidad de estos conocimientos.
Cuando sea posible tendremos en cuenta las otras tres idoneidades restantes
(interaccional, mediacional y afectiva).
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Capitulo 3

Significado Institucional de
Referencia

Resumen

En este capitulo caracterizamos un significado institucional de referencia para los
objetos matematicos matriz y grafo. Esto implica realizar un estudio historico,
epistemoldgico y didactico de dichos objetos matematicos. Este significado institucional
de referencia nos permitira realizar las configuraciones epistémicas de los diversos

ejemplos y ejercicios referentes a aplicaciones de matrices de los textos seleccionados.

3.1. Matrices y determinantes de matrices.
Iniciamos esta seccion realizando una aproximacion al desarrollo histérico del algebra
de matrices. Se tratan los inicios de los conceptos de matriz y determinante, tomando

como referencia el trabajo histdrico realizado por Luzardo y Pefia (2006).
Historia de las matrices y Determinantes

Los matematicos ingleses James Joseph Sylvester (1814-1897) y Arthur Cayley (1821-
1895) son considerados entre los mejores matematicos de sus tiempos. Ambos
ejercieron la abogacia y compartieron, a parte de una gran amistad, un gran interés por

la matematica.

Sylvester, en 1850, fue quien acufio la palabra matriz y la defini6 como un “arreglo
cuadrilongo de términos”. Su intencién fue que su significado fuera “madre de los

determinantes” (Grossman, 2008, p. 203).

Cayley, en 1853, publica una nota en donde aparece por primera vez la inversa de una
matriz. Afios mas tarde, Cayley publica su Memoir on the theory of matrices, la cual
contiene la primera definicion abstracta de matriz y el desarrollo del algebra matricial.
Define las operaciones basicas de suma, multiplicacion y multiplicacion por escalares,

asi como la inversa de una matriz invertible.
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Es por eso que Arthur Cayley es considerado como el fundador de la teoria de matrices.

Es necesario mencionar que histéricamente fueron los matematicos chinos los pioneros
en esta materia. Asi mismo, indicios de las operaciones basicas de suma y

multiplicacién de matrices aparecen en trabajos anteriores de Euler, Lagrange y Gauss.

Por otro lado, los inicios de la teoria de los determinantes de matrices se remontan
hasta el siglo Il a. C. con los matematicos chinos. La idea de determinante surge en

Japdn y Europa casi al mismo tiempo.

En Japon fue Takakasu Seki Kawa (1642-1708) el primero en publicar un trabajo sobre
determinantes. En 1683 Seki escribié un manuscrito titulado Método de resolver los
problemas disimulados. En este manuscrito Seki es capaz de calcular el determinante de
matrices cuadradas de hasta orden cinco pero no cuenta con un término que corresponda

a la idea de determinante.

La aparicion de la nocion de determinante en Europa fue en 1693, en una carta de
Leibniz a Guillaume de I"Hbpital (1661-1704). Leibniz usé el término “resultante” para

ciertas sumas combinatorias de términos de un determinante.

En 1730, Colin Maclaurin (1698-1746) escribi6 su Tratado de algebra, y fue publicado
en 1748, dos afios después de su muerte. En este trabajo aparecen los primeros
resultados de determinantes, se prueba la regla de Cramer para sistemas pequefios de
2x2'y 3x3.

Gabriel Cramer (1704-1752) anuncio la regla general para sistemas nxn; sin embargo,
ésta solo aparece enunciada y sin ofrecer prueba alguna de este hecho.

Mas adelante, en 1764, Etienne Bézout (1730-1783) muestra métodos novedosos para
calcular determinantes, lo mismo hace Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-796)
en 1771. Estos métodos novedosos son criticados por Pierre-Simon de Laplace (1749-
1827) sefialandolos de impracticos. Laplace usa el término “resultante” para sefialar lo

que se conoce hoy como determinante, coincidiendo con el término usado por Leibniz.

Por su parte, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), en un articulo publicado en 1773

presenta por primera vez la interpretacion del determinante como un volumen.

El término “determinante” fue usado por primera vez por Gauss en sus Disquisitiones

arithmeticae publicadas en 1801 en donde estudia las formas cuadraticas. Gauss uso

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ER}EEL'}?;?AD

DEL PERU

este término pues éste “determina” completamente las propiedades de la forma

cuadrética. Pero este concepto no es el mismo que hoy se conoce.

En 1812, Cauchy introduce el término “determinante” en el sentido moderno y prueba
que det (A B) = det (A) det (B). En 1841, Jacobi publica tres tratados sobre
determinantes, en ellos aparecen por primera vez una definicion algoritmica del
determinante y con la novedad que las entradas en el determinante pueden ser numeros
o funciones. En ese mismo afio Cayley, publicé la primera contribucion en inglés de la
teoria de determinantes. En esta publicacion se usan dos lineas verticales sobre ambos
lados del arreglo de los coeficientes de la matriz para denotar el determinante. La
definicion axiomatica del determinante que hoy se conoce se debe a Kronecker y
Weierstrass. Las conferencias de Weierstrass fueron publicadas en 1903 después de su

muerte.

De esta breve aproximacion historica observamos que los determinantes de matrices
aparecieron en los textos matematicos mucho antes que las matrices. Hecho que es
contradictorio con la secuencia en que se ensefian estos objetos matematicos en la

actualidad.

3.1.1. Objeto matemético matriz.

El proposito de esta seccién es catalogar brevemente, sin pruebas o demostraciones, un
numero de conceptos y hechos dtiles, que formaran parte del significado institucional de
referencia del objeto mateméatico matriz de nuestra investigacion, especificamente la
parte epistémica del objeto matematico. También incluimos un nimero de conceptos
Gtiles que no son encontrados comunmente en otra bibliografia; para este propdsito
elegimos el capitulo 0 del libro de Horn y Jhonson (1985) que ofrece un contenido
“robusto” sobre analisis matricial. Para especificar algunos resultados usaremos también
a Quiroga (2005) y a Joyner & Nakos (1999). Todo este desarrollo nos permitird

realizar las configuraciones epistémicas que mostramos en el capitulo 4.

3.1.1.1.Espacio Vectorial.

El concepto de espacio vectorial es el marco fundamental para el desarrollo de la teoria
de matrices. Asi mismo, lo que subyace a un espacio vectorial es el campo o cuerpo de
escalares, donde ocurre la multiplicacién. Para nuestro proposito, el cuerpo subyacente

sera casi siempre los nimeros reales R 0 los nimeros complejos ¢ bajo la adicion y
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multiplicacion usual, pero puede ser los numeros racionales o algin otro. Cuando el

cuerpo no se especifica usamos el simbolo F.

3.1.1.2.Cuerpo de Escalares — Definicion.

Un conjunto de escalares Fdotado de dos operaciones binarias es un cuerpo si es
cerrado bajo las dos operaciones binarias, la adicién y multiplicacion, ambas
operaciones son asociativas y conmutativas y tienen un elemento identidad en el
conjunto; todo elemento del conjunto tiene inverso aditivo e inverso multiplicativo,
excepto la identidad aditiva O; la operacion de multiplicacion siempre es distributiva

sobre la operacion de la adicion.

3.1.1.3.Espacio Vectorial — Definicion.

Un espacio vectorial V sobre un cuerpo Fes un conjunto V de objetos (llamados
vectores) que es cerrado bajo la operacion binaria de la adicidén, asociativo,
conmutativo, tiene elemento identidad O e inverso aditivo en el conjunto.

Ademas el conjunto V es cerrado bajo la operacién de multiplicacion por un escalar, con
las siguientes propiedades,

Paratodo a,beFy x,y eV secumple:

a(x+y)=ax+hy

- (a+b)x=ax+bx

a(bx) = (ab)x

- ex=X, eel (identidad multiplicativa)

3.1.1.4.Subespacios y Generadores.
Un subespacio U de un espacio vectorial V sobre un cuerpo F es un subconjunto de V

que es, por si mismo, un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo F.
Si S= {vl,vz,---,vk} es un subconjunto de un espacio vectorial, el generado por S es el

conjunto que se denota y define como

Gen(S) = {aV, +aV, +---a\V, &, 8 eFVv,---v, €S};

notese que Gen(S) es siempre un subespacio vectorial ain si S no lo es.

El conjunto S se dice que genera el espacio vectorial V si Gen(S) = V.
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3.1.1.5.Dependencia e independencia lineal.

Un conjunto de vectores {vl,vz,---,vk}que pertenecen a un espacio vectorial se dicen
que son linealmente dependientes si existen coeficientes a,,---,a, no todos nulos, en el
cuerpo F tal que av, +a,v, +---a,v, =0.

Un conjunto de vectores {vl,v2,~--,vk}que pertenecen a un espacio vectorial que no es

linealmente dependiente se dice linealmente independiente, esto significa que si

av,+a,v, +---a,v, =0, entonces a, =a, =---=4a, =0.

3.1.1.6.Bases.

Un subconjunto S de un espacio vectorial V se dice que genera V si cada elemento de V
puede ser representado por una combinacién lineal de los elementos de S.

Un conjunto linealmente independiente que genera un espacio vectorial V se llama una

base para V.

3.1.1.7.Extension a una base.
Cualquier conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial V de dimension

finita puede ser extendido a una base de V; es decir, dado un conjunto linealmente
independiente {v;,v,,---,V, }en V, existen v, ;,V,,,,---,V, €V tal que {v,,v,,---,v,} es

una base de V.

3.1.1.8.Dimensién.
Si alguna base del espacio vectorial V consiste en un numero finito de elementos,
entonces todas las bases tienen el mismo nimero de elementos; este niimero es llamado

la dimensién del espacio vectorial V' y es denotado por dim V.

3.1.1.9.1somorfismos.

Si U y V son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F, y si f:U —»V es una
funcion invertible tal que f(ax+by)=af (x)+bf(y) para todo x,yeUy abeF,
entonces f es un isomorfismo y se dice que U y V son isomorfos.

Los espacios vectoriales de dimension finita sobre el mismo cuerpo son isomorfos si y

solo si tienen la misma dimension, asi, un espacio vectorial n — dimensional sobre el
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campo F es, por lo tanto, isomorfo a F". Cualquier espacio real n — dimensional es

isomorfoa R".

Especificamente, si V es un espacio vectorial n — dimensional sobre el campo F con

base especifica B ={v,,v,,---v,}, entonces, cada elemento veV puede ser escrito
Unicamente como v=aV, +a,v, +---a,v,,a,,a,,-:-,a, € F, podemos asociar x con un n
— vector [x], =(a,,a,,---,a,) relativa a la base. EI mapeo x —[x] es un isomorfismo

entre Vy F" para cualquier base 8.

3.1.2. Matrices.

El objeto fundamental de estudio aqui puede considerarse de dos maneras importantes:
como un arreglo rectangular de escalares o como una transformacién lineal entre dos
espacios vectoriales, teniendo en cuenta las bases especificas para cada espacio

vectorial.

3.1.2.1. Arreglos Rectangulares.
Una matriz es un arreglo de m filas por n columnas de escalares de un cuerpo F. Sim =
n, la matriz se dice cuadrada. El conjunto de todas las matrices m por n sobre F es

denotado por M, (F);y M, (F) es abreviado por M (F). En el caso mas comdn en

que F=cC, los nameros complejos, M (C) es abreviado por M, y M (C) por M, |

El conjunto de todas las matrices m por n sobre F,M_ . (F), es un espacio vectorial

sobre el cuerpo F.

Las matrices son usualmente denotadas por letras mayusculas, por ejemplo si

3
2 —— 0

A= 2
-1 =~ 4

entonces, Ae M,,(R). Una submatriz de una matriz dada, es un arreglo rectangular

formado por subconjuntos especificos de filas y columnas de la matriz dada, por

ejemplo [z 4] es una submatriz de la matriz A.

Una matriz puede considerarse como un arreglo rectangular que permite almacenar

informacion de manera ordenada (Quiroga, 2005, p. 2), especificamente una matriz A de
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orden mxn (m, n son nameros enteros mayores o0 iguales que uno) es un conjunto de

mxn elementos a; ; perfectamente ordenado en m filas y n columnas

91 % H3 74y

81 B F3 T By,
A =la.|= a a a - a
mxn {u} 31 32 33 3n

_aml am2 am3 amn_

El elemento a; j se llama elemento genérico (entrada) de la matriz A; esta situado en la
fila iy en la columna j de dicha matriz. EI primer subindice i nos indica la fila a la que
pertenece el elemento; y el segundo subindice j nos sefiala la columna en la que esta
situado.

Se conoce con el nombre de diagonal principal de una matriz cuadrada Anx, al conjunto

de elementos a i tales que i = j, esto es
{88,858, }
La diagonal secundaria de una matriz cuadrada Anxn €s el conjunto de elementos a
tales que i +j = n+1. (Quiroga, 2005, p.7)
Se llama traza de una matriz cuadrada A,(R)a la suma de los n elementos de la

diagonal principal

n
i &1

3.1.2.2. Transformaciones Lineales.

Una  transformacion  lineal es una  funcion T:U -V tal  que
T(ayv,+a,Vv,)=aT(v)+a,T(v,) paraescalares arbitrarios a,,a,y vectores v,,V,.

Sea U un espacio vectorial n — dimensional y V un espacio vectorial m — dimensional
sobre el mismo cuerpo F; sea B, una base de Uy ‘B, una de base de V. Podemos usar

el isomorfismo x —[x],, ¥ y—[Y],, Para representar vectores en Uy V como unn -

vector y un m — vector sobre F, respectivamente.

Una matriz Ae M, (F) corresponde a una transformacion lineal T:U —V en la

forma siguiente:

El vector y=T(x) siysolosi [y],, =A[X]

U BY
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Se dice que la matriz A representa a la transformacion lineal T con respecto a las bases
B,y B, .

La representacion de la matriz A depende de las bases elegidas; cuando estudiamos la
matriz A, estudiamos la transformacion lineal relativa a las bases particulares elegidas,
pero mencionar a las bases generalmente no es necesario, debido a que se asume que se

ha elegido una base estandar.

3.1.2.3.Espacios Vectoriales Asociados con una Matriz o una Transformacion
Lineal.

No hay perdida de generalidad en la asociacion de un espacio vectorial n — dimensional
sobre F con F", y que se piense en AeM_  (F) como una transformacion lineal de
F" a F" (y también como un arreglo). El dominio de tal transformacion lineal es F",

su rango es el conjunto {ye]F’“ Y= Ax,XEIE‘”}, el espacio nulo o ndcleo de A es
{x eF": Ax= O} . El rango de A es un sub espacio de F™, y el espacio nulo de A es un

subespacio de F".
Tenemos la relacion

n = dimension del espacio nulo de A + dimension del rango de A

3.1.3. Operaciones con Matrices

La adicion de matrices esta definida para arreglos de la misma dimension y es denotada
por A+B; esto corresponde a la adicion de transformaciones lineales (relativas a las
misma base), y hereda la conmutatividad y asociatividad del cuerpo de escalares.

Especificamente, sean las matrices A e M, (R) ¥y B e M (R), la suma (diferencia)
de AyBesotramatrizCeM, . (R) (DeM, ,(R) ) cuyo elemento genérico cij (dij)

se obtiene como resultado de sumar (restar) los elementos ajy b j;

Amxn+Bmxn:men:[Cij]:[aij+bij]
Amxn—Bmxn:Dmxn:[cij]:[aij—bij]

La matriz cero (todas sus entradas son cero) es la identidad de la adicion, y M, . (F) es

un espacio vectorial sobre F.
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La multiplicacion de matrices estd definida de la manera usual, es denotada por la
yuxtaposicién, AB y corresponde a la composicion de transformaciones lineales.
La multiplicacion de matrices esta definida solo cuando Ae M (F), BeM  (F) y
p=n
el producto A.B es

Amxn.Bixg=Cmxq=1[Cij]
donde el elemento genérico, c;j, de la matriz producto C se obtiene mediante la formula

de Binet-Cauchy
Gj = Z by

K=1,2,+-,n
La multiplicacion de matrices es asociativa.

En general, la multiplicacién de matrices no es conmutativa; por ejemplo:

I E P

Pero esta, puede ser conmutativa cuando restringimos a ciertos subconjuntos de

M,, ,(F), como vemos a continuacion.

La matriz identidad bajo la multiplicacion de matrices, se denota por | =M (F) y es de

la forma:

Esta matriz y todos sus multiplos escalares de esta (llamadas matrices escalares)

conmutan bajo la multiplicacion con todas las matrices en M  (F) y son las Unicas

matrices que lo hacen. La multiplicacion de matrices es distributiva respecto a la adicion
de matrices.

Notemos que el simbolo 0 es usado para denotar: al cero escalar, al vector cero (todas
sus componentes iguales a cero), y la matriz nula (todas las entradas iguales al cero
escalar).

Generalmente, el contexto dejara claro lo que representa o habra confusién. También
usamos el simbolo | para denotar la matriz identidad de cualquier tamafio; si existe la

posibilidad de confusion, se indicara la dimension.
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Gracias a la multiplicacion matricial, es posible definir la potencia de matrices solo

para matrices cuadradas. Sea A, (F),F=Q,RoC una matriz cuadrada se define
(Quiroga, 2005, pp. 16 — 17)
A =, A'=A A= AA A"=AAA A ATAT = AT
Si AZ=A,, lamatriz A se llama idempotente.
Si A2=1,, lamatriz A se llama involutiva.
Si A? =0, la matriz A se llama nilpotente de indice 2.

Si AZ#0,,A>=0,, lamatriz A se llama nilpotente de indice 3.

Si A>#0,,A2%0,,---,A"t 0, A" =0, la matriz A se llama nilpotente de indice n.

3.1.4. Matriz Traspuesta.
Si A:[a”} eM,, . (F), la traspuesta de A, denotada por A", es la matriz en M, . (F)

cuyas entradas son a; es decir las filas son intercambiadas por las columnas y

J
viceversa. Por ejemplo,
2 W
Z g8 SG7" o

w N -
o 01 b~

Es claro que (A" )T =A.

La traspuesta obedece a la ley del orden contrario, es decir, [AB]T =B"A", asumiendo

definido el producto.

3.1.5. Una Clasificacién de Matrices

Sea M, ,(F) el espacio vectorial de matrices de orden m por n sobre el cuerpo F.

— Matriz fila o vector fila

Es aquella matriz rectangular que tiene una sola fila y se denota por A ,,

AneM,(F)
— Matriz columna o vector columna

Es aquella matriz rectangular que tiene una sola columna y se denota por A, ,,

Any € Mo (F).
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— Matriz triangular
Es aquella matriz cuadrada Ae M (F) = [aij } tal quea; =0, paratodoi>jo para
todo i <j.

— Matriz simétrica

Es toda matriz cuadrada Ae M (FF) = [aij] tal quea; =a;, 0 (An = Al ) :
— Matriz antisimétrica o hemisimétrica

Es toda matriz cuadrada Ae M (F) = [aij] tal quea; =—-a;, 0 (An =—A ) .

Se destacan las siguientes propiedades: Toda matriz cuadrada sumada con su
traspuesta genera una matriz simétrica. La diferencia de toda matriz cuadrada con
su traspuesta genera una matriz antisimétrica. Toda matriz cuadrada es la suma de
una matriz simétrica y de una matriz antisimétrica. El producto de toda matriz por

su traspuesta es una matriz simétrica.

— Matriz estocastica
Una matriz estocastica es una matriz cuadrada con elementos reales no negativos,
en la cual la suma de los elementos de cada columna es uno. Y se dice que es
doblemente estocastica cuando también cada una de sus filas suma uno.
Tiene aplicaciones en procesos de Markov, donde recibe el nombre de matriz de
transicion o matriz de Markov (Quiroga, 2005, p.211).

3.1.6. Determinantes

A menudo en matematicas es util resumir un fendmeno multivariable con un simple
numero, y el determinante es un ejemplo de esto. El determinante es definido sélo para
matrices cuadradas Ae M (F) y puede ser presentado de dos formas: mediante la
expansion de Laplace y por permutaciones (sumas alternadas), aparentemente
diferentes, pero que realmente son equivalentes.

Denotamos el determinante de Ae M (IF) por det (A) o |A|.
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3.1.6.1.Expansion de Laplace

El determinante puede ser definido inductivamente para A:[aij]eMn(]F) de la

siguiente manera.

Asumamos que el determinante es definido sobre M, (F) y A;;e M, (F),n>1 denota

las submatrices de Ae M (F) que resultan de la eliminacion de la fila i y columna j,

entonces

n (-)"a, det A, :Zn:(—l)”"aijdetAij

j=1 i=1

Paratoda i <n;j<n,y este valor comdn es el det A. La expresion del lado izquierdo es
la expansion de Laplace por menores a lo largo de la fila i, y la expresion del lado
derecho es la expansion de Laplace por menores a lo largo de la columna j. Para alguna
eleccion de fila o columna, cualquiera de las dos expansiones produce el determinante.
Esta presentacion inductiva comienza por definir el determinante de una matriz 1 por 1,

que es el valor de la Unica entrada, por lo tanto,

det [all] =a;,
dEt|:all 312} =,,.8,, — 8,8y,
ay 22
d; &, &y
det Ay 8y 8y | = Q885 + 8,858y + 838,85, —8y;8,38;, —8,8,,85; — 38,83
8y 8y g

y asi sucesivamente.

Si Ae M, (F), se cumple que det A" =det A

3.1.6.2.Sumas Alternadas

Antes de dar esta definicion veremos que es una permutacion, una sucesion, una
inversion y la clase de una permutacion (Quiroga, 2005, pp. 37 — 45), pues en términos
de ellas definiremos el determinante como una suma alternada.

Se llama permutacion principal a la que sigue el mismo orden de los nimeros naturales
1,2,3,...,n).

Dos elementos forman sucesion cuando, prescindiendo de los demas, estan colocados en
el mismo orden que la permutacion principal. Por ejemplo en 1 2 3 4 forman sucesion:

el1conel2,ellconel3yellconel4;el2conel3yel2conel4;el3conelAl.
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Dos elementos forman inversion cuando, prescindiendo de los demas, estan colocados
en orden distinto al de los numeros naturales.

Para hallar el nimero de inversiones de una permutacion, basta comparar cada elemento
con todos los que le siguen. Por ejemplo en 1 4 3 2 las inversiones son: el 4 conel 3y el
4 con el 2; el 3 con el 2. Hay por tanto tres inversiones.

Una permutacion es de clase par si el nimero de sus inversiones es par.

Una permutacion es de clase impar si el nimero de sus inversiones es impar.
Si el nimero de inversiones es i, el signo de la permutacion seré: (—1) . De esta

expresion se desprende que las permutaciones de clase par son positivas y las de clase
impar son negativas.
Si en una permutacion se cambian dos elementos entre si, la permutacion cambia de
clase.

n! n!
Entre las n! permutaciones de n elementos hay yoe pares, y > impares.
Determinante (sumas alternadas)

A toda matriz cuadrada de A orden n le corresponde un polinomio Ilamado

Determinante de A, y denotado por det (A), o |A|, cuyos términos estan formados por

los productos posibles (permutaciones de n elementos, n! ) de n elementos de A,
tomados de tal manera que no haya en ningun producto (permutacién) nada mas que un
elemento (factor del producto) de cada fila y de cada columna. Todo producto va
precedido del signo mas o menos segun que las permutaciones de los subindices de los

elementos de A sean de clase par o impar, respectivamente.

Teniendo esto en cuenta tendremos la regla de Sarrus, que solo es valido para matrices

cuadradas de orden tres.

Regla de Sarrus

Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a; &, a5
A= Ay Ay Ay
4y dp Ay

Se agregan las dos primeras columnas a la derecha de A
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Se forman los productos de los elementos que atraviesan las flechas. A los productos
que van de la izquierda superior a la derecha inferior se les asigna el signo méas pues
corresponde a permutaciones de clase par. A los otros se les asigna el signo menos pues
corresponden a permutaciones de clase impar.

Obteniéndose:

det A= a11-3-223'33 + a12a23331 + a13a21a32 = a11a23a32 - a12a21a33 - a’13a22a31

Al aplicar la definicion a matrices cuadradas de orden uno, dos, tres, etc. tenemos los

mismos resultados obtenidos con la expansion de Laplace:

det[a,]=ay,

detl:an 312:| = 838y — 8,8y

a21 22

a; dp a;
det Qy Ay Ay | = 885855 +8),8,38y + 8138585, — 8,838,383, —8,8,,833 — 81388
8y 8y g

Esto hace evidente porgue la regla de Sarrus no se puede aplicar a matrices cuadradas
cuyo orden es diferente a tres.

En el caso de un determinante de orden 4, es muy complicado aplicar la definicion de
sumas alternadas, pues la obtencion de los 4! = 24 términos del desarrollo es muy
penosa (Rojo, 1995).

Propiedades de los determinantes
— Si los elementos de una fila o columna son todos nulos, el determinante es cero.
— Si se multiplica por un nimero h a cada uno de los elementos de una fila o

columna, el determinante queda multiplicado por ese nimero h.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP | gz_}\gﬁgﬁmo

DEL PERU

— Si se cambian entre si dos filas o dos columnas, el determinante cambia de signo
pero conserva su valor absoluto.

— Si dos filas o columnas son iguales, o proporcionales, el determinante es nulo.

— Un determinante no varia si se intercambia la i—ésima fila con la i—-ésima columna.

— Un determinante se puede descomponer en suma de otros determinantes del mismo
orden.

— Si a una fila o columna se le suma una combinacién lineal de las demas filas o
columnas respectivamente, el determinante no varia.

— Si una fila (o columna) es combinacion lineal de las demés filas (0 columnas) el

determinante es nulo.

3.1.7. Matriz Inversa (Definicion)

Se dice que la matriz A= [aij] € M, (R) es invertible, si existe una matrizB € M_ (R),

Ilamada la inversa de A tal que

AB=BA=1

Si A:[aij]eMn(]R) es una matriz cuadrada de orden n, se conoce como menor

complementario del elemento a; j al determinante que resulta de suprimir la fila iy la

columna j de la matriz a la que pertenece. Lo designamos por M ;.

A cada menor complementario M;j le corresponde un adjunto (o cofactor de a;;), Ajj, tal
que:

L L I

La matriz adjunta de la matriz A es la matriz cuadrada, de orden n,
Adj(A):[Aji]eMn(R) siendo el elemento genérico A;i el adjunto o cofactor del
elemento a;i de A.

Es decir, la matriz adjunta de una matriz cuadrada es la traspuesta de la matriz que

resulta de sustituir cada elemento por su cofactor.
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3.1.7.1. Teorema

Una matriz cuadrada Ae M (R) es invertible si y solo si su determinante es distinto de

ceroy

-1 1 .
A -=——Adj(A
det A I(A)

A las matrices invertibles se les conoce como regulares o no singulares.

3.1.7.2. Teorema (Joyner & Nakos, 1999, p. 185)
Sea A B,CeM, (R)matrices cuadradas, beR". Las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

A es invertible.

A ~ I, (A es equivalente con la matriz identidad)
A es producto de matrices elementales.

Hay una matriz B, tal que AB = I,.

Hay una matriz C, tal que CA = I.

Cada columna de A es columna pivote.

Cada fila de A tiene un pivote.

Las columnas de A son linealmente independientes.

© o N o g bk~ w D RE

Las filas de A son linealmente independientes.

[EN
o

. Las columnas de A generana R".

[EEN
[EEN

. Las filas de A generana R".

[EN
N

. El sistema A X = b tiene al menos una solucion para todo vector nb.

[EEN
w

. El sistema A X = b tiene solamente una solucion para todo vector nb.

[EEN
IS

. El sistema homogéneo AX = 0 sélo tiene la solucion trivial.

En la siguiente seccion estudiaremos el objeto matematico grafo tomando como
referencia a Joyner & Nakos (1999, pp. 197 — 204). Este estudio nos permitira realizar

las configuraciones epistémicas que realizaremos en el capitulo 4.
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3.2. TEORIA DE GRAFOS

El algebra de matrices tiene una estrecha relacion con la teoria de grafos. Estas
representaciones, que seran definidas en la seccion (3.6.1), sirven para estudiar las
interrelaciones entre los componentes de redes de actividades que se presentan en el
comercio, en las ciencias sociales, en la medicina y en muchas otras areas. Por ejemplo,
los grafos son utiles para estudiar las relaciones familiares en una sociedad tribal, la
difusion de una enfermedad contagiosa o, una red de vuelos que conectan un ndmero

dado de ciudades.

A continuacién presentamos una breve historia del inicio de la teoria de grafos. Para

este propdsito tomamos como referencia a Menéndez (1998).

Breve historia de los grafos

El primer articulo conocido sobre la teoria de grafos fue escrito por Euler y publicado
en 1736 para dar solucién al célebre problema de “Los puentes de Konigsberg”. El
problema se resume en la pregunta siguiente ¢Es posible encontrar una ruta en la ciudad
de Konigsberg que recorra los siete puentes, cruzando cada uno de ellos una sola vez y
regresando al punto de partida? Euler solucion6 el problema, afirmando que no era
posible. Asi surgio el concepto de grafo euleriano que, en un lenguaje coloquial, es
“aquel grafo que puede ser dibujado sin levantar el l1apiz del papel, sin pasar dos veces
por la misma linea y acabando en el punto de partida”.

Desde ese momento muchos matematicos importantes han realizado contribuciones. En
los siglos XVIII y XIX se puede citar a Vandermonde, Cauchy, Cayley, Hamilton,
Kempe, Tait, Heawood, Kirchoff y Petersen, entre otros. En 1936 aparece el primer
texto sobre este topico escrito por D. Konig. Desde sus origenes la teoria de grafos se
uso para la resolucion de juegos matematicos, para el estudio de circuitos eléctricos y en
diversas aplicaciones en una multitud de campos diferentes. La teoria de grafos esta
estrechamente ligada a otros campos de las matematicas como la topologia (topologia
monodimensional), la teoria de grupos, la teoria de matrices, la teoria de conjuntos y la

combinatoria.
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Los grafos pueden ser representados mediante matrices. La matriz asociada a un grafo
se le llama matriz topologica o matriz de adyacencia de los veértices. La ventaja de la
representacion matricial es que las matrices poseen una estructura algebraica de espacio
vectorial, permitiéndose la manipulacion de las matrices para extraer cierta informacion

caracteristica del grafo.
3.2.1. Definicion (Grafo)

Una grafo G es un conjunto de n puntos llamados vértices o nodos denotados por Vi, V,,
..., V; junto con un conjunto finito de “lineas” llamadas aristas que unen pares de

nodos.

Dos nodos P y Q conectados por una arista e se llaman adyacentes o vecinos, y se dice

que Py Q son incidentes a e.
Una arista e que parte de un nodo y regresa a este mismo se llama lazo o bucle.

Los nodos pueden estar conectados con mas de una arista, en cuyo caso se dice que

tienen arista multiple.
Ejemplo 3.1

Observamos los grafos G;, Gz, y G3 con sus respectivos nodos y aristas.

P € 0 escuela e, tienda
e; e,
ej
e e
4 = casa
eﬁ
eA
R e S » trabajo
3
G,
G, G,

Figura 3.1 Grafos
Fuente: Joyner & Nakos (1999, p.197)

3.2.2. Definicién (Matriz de un grafo)

La matriz de un grafo G de n nodos o vértices es de orden nxn, cuyo (i, j)—€ésimo

elemento es la cantidad de aristas que unen el V; — ésimo con el V; — ésimo nodo.
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Ejemplo 3.2

Para obtener las matrices de los grafos del ejemplo 3.1, primero ordenamos (de forma
arbitraria) los nodos de G;, G, y Gs de la figura 3.1 como A, B,C,D,E,F,P,Q,R,Sy
escuela, tienda, casa Yy trabajo, respectivamente. Entonces, las matrices

correspondientes son

P e 0 escuela e, tienda

R 7 B + trabajo

G,
G, G,

1300 0 1]
302011 0111 D gly=y O
020000 A 1010
00000O0O 11 —0\1 1101
010001 0010 0010
1100 1 1]

3.2.3. Definicion (Matriz de adyacencia)

La matriz de adyacencia A(G), de un grafo G es aquella cuyo (i, j) - ésimo elemento

es 1 si los nodos V; — ésimo con el V; — ésimo nodo son adyacentes, y 0 si no lo son.
Ejemplo 3.3

Para construir la matriz de adyacencia de la grafica G;, primero hay que ordenar los
nodos (en forma arbitraria). En este caso elegimos el orden A, B, C, D, E y F. Luego los
ubicamos en una tabla. Si los nodos son adyacentes, colocamos 1 en la interseccién de
la fila y columna donde se encuentren dichos nodos, caso contrario colocamos cero.

Finalmente, suprimimos los encabezados y obtenemos la matriz de adyacencia.
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Es

adyacente

A |1/1/0]0|0]|1

G,
D o(0o|(0l0|0|O
E oO(1/0(0]0(12 2 L 0000
1 01011
010000
F 1/1/|0|10|1|1 AG,) =
0 00 O0OO0TO O
010001
Observacion 3.1 11001 1]

La matriz de adyacencia de un grafo es simétrica.

3.2.4. Definicion (digrafo)

Un digrafo o grafo dirigido es un grafo cuyas aristas son lineas dirigidas.
Ejemplo 3.4

La figura 3.2 muestra un digrafo.

Dl
Figura 3.2 Digrafo D,
Fuente: Joyner &Nakos (1999, p. 200)

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP | gz_}\gﬁgﬁmo

DEL PERU

3.2.5. Definicion (cadena de longitud m)

Fijemos dos vértices P y Q, una cadena de longitud m de P a Q es una sucesién de

vértices o nodos
P=V,V,,..V,,V,,=0Q

De manera que Vi, V 41 son adyacentes para toda i entre 1y m.
Teorema 3.1

La cantidad de cadenas de longitud m del nodo V; al nodo V; en un grafo G es igual al
(i, j) — ésimo elemento de A(G)".

Otro resultado, relacionado con cadenas de longitud m, es el siguiente:

La cantidad de cadenas de longitud 1, 62,063, ..., 6 mde P a Q es igual al (i, j) — ésimo
elemento de la matriz A(G) + A(G)® + A(G)® + ... + A(G)™. Esto también se interpreta

como como la cantidad de accesos del j — ésimo nodo desde el i — ésimo nodo en 1, 6

2,..., 6 m etapas.
3.2.6. Definicion (Matriz de adyacencia de un digrafo)

La matriz de adyacencia A(D), de un digrafo D es aquella cuyo (i, j ) — ésimo
elemento es 1 si hay cuando menos una arista dirigida que conecte al V; — ésimo con el

V;j — esimo Vértice son adyacentes, y sera 0 si no estan conectados.
Ejemplo 3.5

El proceso para construir la matriz de adyacencia de un digrafo es el mismo que el
explicado en el ejemplo 3.3. Ordenamos los vértices del digrafo D; (en forma

arbitraria), en este caso como A, B, C y D. Entonces la matriz de adyacencia del digrafo

D es
01 00
1 0 0 1
A(D,) =
(B) 0101
1 000
Teorema 3.2

La cantidad de cadenas de longitud m del nodo V; al nodo V; en un digrafo D es igual al

(i, j) — ésimo elemento de A(D)".
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Ejemplo 3.6

Verifique que las cadenas de longitud 4 desde cualquier nodo de D, para regresar al

mismo es 1.
P € 0
64 ez
R e, S
DZ

Figura 3.3 Digrafo D,
Fuente: Joyner &Nakos (1999, p. 200)

Solucion

Primero obtenemos A(D>)

A(Dz) =

o O O
o O O -
= O O O
o O +» O

Calculamos la potencia 4 de la matriz cuadrada A(D-)

1000
PerEDN [0

A(D,)* =

() 0010
000 1

Que es la matriz identidad de orden 4.

Lo anterior se puede explicar de la siguiente manera: debido a la direcciéon de las
aristas, se necesita recorrer las cuatro aristas para rodear una vez y regresar al mismo

vértice.
3.2.7. Grafos de dominancia

Los socidlogos y sicdlogos emplean grafos para determinar la comunicacion en grupos,
los diversos tipos de relaciones, como la influencia, la dominancia entre individuos; este

dominio o influencia puede ser fisico, intelectual o emocional.
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3.7.1. Definicién (Grafo de dominancia)

Supongamos que en un grupo de individuos, para cada par de miembros Vi, Vj, Vi
influye en (o domina a) Vj, 0 V; influye en V;, o bien no hay influencia directa entre V; y
V.

Un grafo de dominancia es un digrafo D que tiene cuando mucho una rama dirigida que

une a dos nodos cualesquiera.
Ejemplo 3.7

La figura 3.4 muestra las relaciones de dominancia entre 7 individuos, Vi, Vo, ..., V7.

Figura 3.4 Un grafo de dominancia D

Fuente: Joyner & Nakos (1999, p. 204)
3.7.2. Definicion (Matriz de adyacencia de un grafo de dominancia)
Es la matriz de adyacencia A(D) del digrafo D.
Ejemplo 3.8

La matriz de adyacencia del digrafo D es

A(D) =

O O O O o o o
o O O O O B+
o r O O O O B+
O Ok O O O O
O O O O o o+
R O Fr O O O O
OO O O O O O

La matriz de adyacencia, en este caso, muestra la informacion acerca de las relaciones

de influencia en un grupo de individuos.
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Las filas con méas unos representan a los miembros del grupo con mayor influencia.

Las columnas con mas unos representan a los miembros del grupo con menor

influencia.

Las cadenas de longitud 1 (en este caso, la dominancia esté representada con una arista
dirigida que va del nodo V; al nodo V;) simbolizan una influencia directa, mientras que
las de longitud mayor que 1 representan una influencia indirecta. Entonces, la n — ésima
potencia de la matriz de adyacencia de un digrafo de dominancia expresa la influencia
indirecta de un miembro sobre otro en n etapas (es decir, usando n aristas). Por
ejemplo, Vs influye en V,, V3 'y V7 en dos etapas (usando dos aristas dirigidas); mientras
que V; influye en dos etapas en V4 y Vs ; V4 influye en dos etapas en Vg; y V7 influye en

dos etapas en V. Esto se aprecia en A%(D).

A*(D) =

O O O O O o o
o O rpr O O O O
P O B O O O O
O O O O o o -
O O O O o o o
o O O O O B+
o O rpr O O O O

Observacion 3.2

La matriz de adyacencia de un digrafo de dominancia no siempre es simétrica.
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Capitulo 4

Significado Institucional
Pretendido

Resumen

En este capitulo se analizaran los problemas, ejemplos, ejercicios y aplicaciones
relacionados con el estudio de matrices en los textos fijados en la metodologia (ver
p.10), con el objeto de poder identificar el significado institucional pretendido que
reflejaran las tareas a elaborar en el capitulo cinco. También, veremos qué modelo
mediador sera el que mejor permita ““construir”, a un estudiante del sétimo ciclo de la
EBR, el objeto matematico matriz. Ademas, este modelo mediador, debe permitir que
emerja de forma intuitiva la mayor cantidad de procedimientos, definiciones, y

operaciones asociados al objeto matematico matriz.

4.1.Andlisis de textos

Para elaborar el significado pretendido para el objeto matematico matrices
consideraremos tres textos de nivel superior (Joyner, 1999, pp. 153 — 224); (Quiroga,
2005); C: (Harshbarger 2005, pp. 197 — 269). El analisis de textos serd un proceso
inductivo basado en las configuraciones epistémicas y su respectivo analisis. Este
proceso inductivo se detendra cuando ya no haya informacion novedosa (para evitar

saturacion de informacion).

Es necesario precisar que los diversos problemas mostrados son ejemplos que se han

transcrito tal cual aparecen en los textos. Cuando no ocurra esto lo dejaremos indicado.

Analisis Primer Texto (Joyner & Nakos, 1999, pp. 153 — 224)

Descripcion general

El libro titulado Algebra Lineal con Aplicaciones es un texto de nivel superior y esta
dividido en ocho capitulos. El estudio de matrices se proporciona en el capitulo tres
titulado matrices, y esta dividido en ocho secciones que son: introduccidn, operaciones

matriciales, matriz inversa, matrices elementales e invertibles, factorizacion LU,

71
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aplicaciones, miniproyectos Y ejercicios de computadora. EI tema matrices se introduce

con un tema histérico sobre los fundadores de la teoria de matrices.

En este texto encontramos un estudio de la teoria de grafos (p. 197), matrices
estocasticas y doblemente estocasticas, procesos de Markov (p. 204), aplicaciones a la
economia: modelos de entrada y salida de Leontief (p. 208), formas de codificar usando

matrices (p. 211), y los nimeros de Fibonacci (p. 213).

De todas estas aplicaciones, y en una primera impresion, consideramos a la teoria de
grafos y cédigos como aplicaciones que pueden ser adaptadas en tareas que permitan
realizar el estudio de matrices en el sétimo ciclo de la EBR.

Primero desarrollaremos algunos itemes del problema titulado caminatas en diagréaficas,
y luego haremos la configuracion epistémica del problema. En este texto se le Ilama
gréafica a un grafo, diagrafica a un digrafo y caminata a una cadena. Debemos indicar
que el problema propuesto lo hemos transcrito tal cual, pero hemos omitido tres itemes.

La solucién mostrada es propuesta por el investigador.
Problema: Caminatas en digrafos (Joyner, 1999, p. 214)

La empresa Helados Regios hace entregas a cuatro tiendas. Las tiendas y las rutas de
entrega (algunas de un solo sentido) forman una diagrafica cuya matriz de adyacencia es

0 0
1 1
A=
1 0
1 1

[« =W W
EOUEED T o

a. Trace la diagréfica D.

b. Determine las matrices que representan la cantidad de rutas que pueden ser
recorridas de una a otra tienda, de modo que un camion de entrega pase
(i) Sélo por una tienda.
(if) Solo por dos tiendas.

c. ¢Puede ser A la matriz de adyacencia de un digrafo (a diferencia de un grafo)?
Solucion T,

a. Digrafo D
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b. (i). Aplicando el teorema 3.1 (Ver p. 67).

0101
1011
Al =
1100
1010

(i1). Aplicando el teorema 3.1 (Ver p. 67), debemos hallar

2 02 1
2 2 11

A2 =
111 2
120 1

c. A no puede ser una matriz de adyacencia de un grafo pues no es simétrica.

4.2.Configuracion Epistémical
(Caminatas en digrafos)
Situacién
El problema consiste en un problema contextualizado donde se presenta una matriz
de adyacencia que representa un grafo formado por 4 tiendas y las rutas de entrega
(algunas de un solo sentido) de camiones repartidores de helados.

Lenguaje
Lenguaje verbal
Digrafo, matriz de adyacencia

Lenguaje gréafico

Digrafo D
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Lenguaje simbdlico

0101 0101 2 0 21
1011 1 11 011 2 |2 211
A= , A= , A=
1100 1100 111 2
1010 1 010 1 2 01
Conceptos

Conceptos previos
Matriz de adyacencia, grafo, digrafo, nodos, aristas, linea dirigida.
Conceptos emergentes

Cadena de longitud 1, cadena de longitud 2, matriz simétrica.

Procedimientos

Para que emerja el objeto matematico digrafo
Previos
Etiquetar

- Ordenar los nodos como Ty, Ty, T3y Ta.

Enlazar

- Unir dos nodos con una flecha dirigida si su correspondiente entrada es uno, por
ejemplo la entrada a;; igual a cero significa que no debe salir ninguna linea
dirigida de T, a Ty, también la entrada a4 igual a uno significa que debe salir una

linea dirigida del nodo T, al nodo Ts.
Emergente

Digrafo D

Proposiciones

Tesis
A no es una matriz de adyacencia de un grafo
Argumento

Porque A no es simétrica.
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Teorema
La cantidad de cadenas de longitud m del nodo V; al nodo V; en una digrafo D es

igual al (i, j) - ésimo elemento de A(D)".

4.3.Analisis de la configuracion epistémica 1

Contrastando el significado de referencia (definicion 3.2.6) y la configuracion
epistémica 1 observamos que para cada digrafo existe una matriz llamada matriz de
adyacencia y viceversa, y que se comportan como modelos matematicos que
representan una situacion concreta. Problemas con digrafos pueden ser adaptados
en problemas contextualizados que permita problematizar al estudiante del sétimo

ciclo de la EBR —que el desarrollo no sea siempre rutinario o algoritmico-.

Entonces si se pretende hacer emerger el objeto matematico matriz, es suficiente
con dar un problema contextualizado que pueda ser modelado por una digrafo y

automaticamente emergeria una matriz.

Notemos que la matriz de adyacencia de una digrafo no siempre es simétrica, a
diferencia de la matriz de adyacencia de un grafo que si lo es (observacion 3.1).
Este hecho es importante porque al intercambiar el sentido de las flechas estaria
emergiendo la matriz transpuesta, lo que nos induce a hacer variantes al problema y

darle una interpretacién donde emerja la matriz transpuesta.

Nos preguntamos: ¢es pertinente una situacion contextualizada que involucre
digrafos para alumnos del sétimo ciclo de la EBR para introducir el objeto

matematico matrices?

AUn dejamos sin responder la pregunta mientras buscamos otras aplicaciones.

Continuando con el analisis del libro, encontramos el miniproyecto “cddigos” que

a continuacion presentamos y analizamos.

1 mCddigos (Joyner, 1999, p. 211)

Con frecuencia los gobiernos, las agencias nacionales de seguridad y las empresas

se interesan en la transmision de mensajes codificados que sean dificiles de
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descifrar por otros, en caso de ser interceptados, pero que se decodifiquen con
facilidad por quienes lo reciben. Hay muchas formas interesantes de cifrar o
codificar un mensaje, y en su mayor parte usan la teoria de los niameros o el algebra
lineal. Describiremos uno que es eficaz, en especial cuando se usa una matriz

invertible de gran tamafio.

Comenzaremos con una matriz M invertible, que so6lo la conocen quienes

transmiten y quienes la reciben. Por ejemplo,

-3 4
M =
-1 2
Supongamos que se desea codificar el mensaje
ATTACK NOW
Reemplazamos cada letra con el nimero que le corresponde a su posicion en el
alfabeto. Un espacio se representa por 0.

A T T A C K N O W

T NN S R
1 20 20 1 3 11 0 14 15 23

El mensaje se ha convertido en la sucesion de nameros 1, 20, 20, 1, 3, 11, 0, 14, 15,

23, que agrupamos como una sucesion de vectores columna,

ol 2 e

Y multiplicamos por la izquierda a M:

o]l ) ) e )

Con lo que se obtiene la sucesion de numeros 77, 39, — 56, —18, 35, 19, 56, 28, 47,
31. Este es el mensaje cifrado. Para decodificarlo, quien lo recibe necesita calcular
M~ 1

<

iR

|

[N
Njw N
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- 77||-56||35]||56]| |47
Y multiplicamos por los vectores ) , : : para obtener los
39| (-18||19||28| |31

numeros originales.

[ L 2

4.4.Configuracion epistémica 2

(Del miniproyecto codigos)

Situacion
Se describe una manera de codificar mensajes de texto usando matrices
invertibles cuadradas de orden 2.

Lenguaje
Lenguaje verbal

Matriz M invertible, sucesién de nimeros, sucesion de vectores columna.

Lenguaje simbdlico

-3 4 1 200 (3|0 (15
M = 1, 20, 20, 1, 3, 11, 0, 14, 15, 23, , , , ,

-1 2 20 1 |11||14]|23

Conceptos

Conceptos previos

Relacion, matriz M invertible, matriz columna, producto de la matriz M por las

matrices columna
Conceptos emergentes

La inversa de la matriz M, producto de la matriz M ~* por las matrices columna.

Procedimientos
Para codificar

- Mensaje de texto a codificar: ATTACK NOW
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- Reemplazar cada letra con el nimero que le corresponde a su posicion en el
alfabeto. Un espacio en blanco se representa por cero.

- El mensaje se ha convertido en una sucesion de numeros 1, 20, 20, 1, 3, 11, 0,
14, 15, 23.

) . i 1 20| |3 01115
- Se forma matrices columna con dichos nimeros , , , ,

20 1(]11| (14| |23
o 1 20 3 0 15
- Se multiplica M , M M M M
20 1 11 14 23
- Se obtiene el mensaje codificado como una sucesion de numeros 77, 39, - 56, -
18, 35, 19, 56, 28, 47, 31.

Para decodificar

- Hallarm !

- V| 7 _4| 56 4|35 _4| 56 _q| 47
- Se multiplica M , M , M , M , M
39 -18 19 28 31

- oo [l

- El mensaje decodificado se ha convertido en una sucesion de nimeros 1, 20, 20,
1,3,11, 0, 14, 15, 23.

- Reemplazar cada namero con la letra que le corresponde segun la posicion en el
alfabeto. Un espacio se representa por cero.

- Mensaje de texto original ATTACK NOW.

Proposiciones

Tesis

La matriz M es invertible

Argumento

Pues su determinante es diferente de cero

Tesis

M es la matriz inversa de M ~* y M ™! es la matriz inversa de M.
Argumento

Pues MM '=M"*M =1
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4.5.Analisis de la configuracion epistémica 2

Contrastando el significado de referencia y la configuracion epistémica 2
observamos que podemos adaptar esta situaciébn a una tarea, donde los
conocimientos previos sean las matrices, producto de matrices, y sistemas de
ecuaciones de dos ecuaciones y dos incognitas, matriz identidad, igualdad de
matrices y hacer emerger el determinante y la matriz inversa para matrices
cuadradas de orden 2. Aqui las matrices cuadradas de orden dos que son invertibles
se convierten en un modelo mediador que permite codificar y decodificar mensajes,
esta situacion es muy cercana al estudiante de quinto de secundaria pero los
conceptos previos son distantes a sus conocimientos, por eso es conveniente
indagar sobre otras aplicaciones que permitan introducir las matrices de forma

natural para que los estudiantes no la rechacen.

De lo anterior, notamos que es fundamental en este trabajo de investigacion, que la
primera tarea disefiada debe hacer emerger todos los conocimientos previos que se

han mencionado en el andlisis de la configuracién epistémica 2.

Mostramos otra aplicacion de matrices que consiste en un ejemplo sobre

actualizacién de existencias.

Actualizacion de existencias (Joyner & Nakos, 1999, p. 163)

Una empresa tiene tres librerias, y cada una de ellas tiene libros de ficcion, de
viajes y de deportes. Las cantidades de libros se tabulan como sigue en la siguiente

matriz:

Libreria Ficcion Viajes Deportes

1 300 300 100
2 300 100 240
3 50 150 200
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Suponga que todas las entregas estan representadas por D. Calcule las existencias

actualizadas

60 40 20
D={60 40 30
60 40 30

Solucion

Basta con sumar las dos matrices

360 340 120
360 1400 270
110 190 230

4.6.Configuracion epistémica 3
(Actualizacion de existencias)
Situacion
El problema consiste en un problema contextualizado donde se actualiza una
matriz de existencia.
Lenguaje
Lenguaje verbal
Matriz

Lenguaje simbdlico

Libreria Ficcion Viajes Deportes

1 300 300 100 60 40 20| (360 340 120

2 300 100 240 ,D=[60 40 30|, |360 1400 270

3 50 150 200 60 40 30| ({110 190 230
Conceptos

Conceptos previos
Matriz.
Conceptos emergentes

Suma de matrices
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Procedimientos

Sumar las respectivas entradas

4.7.Analisis de la configuracion epistémica 3

Contrastando el significado de referencia (capitulo 3) y la configuracion epistémica
3 observamos que este problema de existencia se puede adecuar en una tarea donde
emerja la suma y resta de matrices, de tal manera que el estudiante pueda imaginar
la situacion y que al interactuar el estudiante con la tarea, pase de lo concreto hacia
lo abstracto es decir hacer una matematizacion horizontal y una vez dentro del
mundo matematico profundizar los conocimientos sobre suma y resta de matrices

en un proceso de matematizacion vertical.

También podemos observar en este problema a una matriz como un medio que
permite el almacenamiento de datos numéricos en forma tabular y ordenada tal

como lo habiamos afirmado en la seccion (3.1.2.1) del significado de referencia.

Mostramos otra aplicacion de matrices que consiste en un ejemplo sobre escalamientos.

Escalamientos (Joyner&Nakos, 1999, p. 163)

Suponga que las distancias, en millas, entre Annapolis, Baltimore y Washington, D. C.,

se expresan como sigue:

Ciudad Annapolis Baltimore Washington

Annapolis 0 30 25
Baltimore 30 0 18
Washington 25 18 0

Si deseamos trazar un mapa cuya escala sea tal que 1 pulgada en el papel corresponda a

5 millas de distancia real, ¢ Cual es la matriz de las distancias del mapa?
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SOLUCION Por ejemplo, una distancia de 30 millas se representa con

. 1in i -
30m|.gmz6pul. De modo, que necesitamos multiplicar todos los elementos de la

. 1 . )
matriz por E =0.2. Este es el producto de la matriz por el escalar 0.2.

0 30 25 0O 6 5
02|30 0 18|=/6 0 36
25 18 O 5 36 0

4.8.Configuracion epistémica 4
(Escalamiento)
Situacion
El problema consiste en un problema contextualizado donde se dan las distancias
en millas de tres ciudades, y se desea trazar un mapa teniendo en cuenta cierta

escala y se pide hallar la matriz de las distancias del mapa.

Lenguaje
Lenguaje verbal
Escala, matriz, distancia real, distancia en el mapa, pulgadas, millas.

Lenguaje simbdlico

0 30 25 LeauSURNRE. LUNP6 45
1/5;0.2;{30 0 18|;0.2{30 O 18;|6 0O 3.6

25 18 O 25 18 0|5 36 O
Conceptos

Conceptos previos

Matriz, escala

Conceptos emergentes

Producto de una matriz por un escalar
Suma de matrices

Procedimientos

Multiplicar cada entrada de la matriz por el escalar 0.2
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4.9.Analisis de la configuracion epistémica 4

Observamos que este problema de escalamiento se puede adecuar en una tarea
donde emerja la operacién producto de un escalar por una matriz de tal manera que
el estudiante pueda imaginar la situacion y que al interactuar el estudiante con la
tarea, pase de lo concreto hacia lo abstracto es decir hacer una matematizacion
horizontal y una vez dentro del mundo matematico profundizar los conocimientos
sobre producto de un escalar por una matriz en un proceso de matematizacion

vertical.

Nuevamente, podemos observar en este problema a una matriz como un medio que
permite el almacenamiento de datos numéricos en forma tabular y ordenada tal

como lo habiamos afirmado en la seccion (3.1.2.1)

Mostramos otra aplicacion de matrices que consiste en un ejemplo sobre ingresos

procedentes de diversas fuentes.

Ingresos procedentes de diversas fuentes (Joyner & Nakos, 1999, p. 164)

Cada una de las tiendas, 01 y 0, reciben diariamente televisores (t) y videocaseteras (v)

de dos fabricantes, f; y f,. Las recepciones 0 ventas se representan como sigue:
t v
f,| 40 50
f,| 70 80
El precio en ddlares, por aparato en cada tienda, es como sigue:

0 0
t |:200 250}

v| 300 280

Si las matrices A y B son las matrices asociadas a las tablas anteriores calcule e
interprete el producto AB.

SOLUCION

40 507[200 2507 [ 23,00 24,000
|70 80|/300 280| |38,000 39,900
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El elemento (1,1) es 40.200 + 50.300 = 23 000, y representa los ingresos de la primera
tienda por vender todos los electrodomésticos que provienen de la primera fabrica. De

igual forma,

AB - $eno def, $eno, defl}

“|$enoldef, $eno,def,

4.10. Configuracion epistémica 5
(Ingresos precedentes de diversas fuentes)
Situacion
El problema consiste en un problema contextualizado donde las tiendas 0; y 0,
reciben diariamente televisores (t) y videocaseteras (v) de los fabricantes f;y f »,
se presenta una matriz de ventas y otra matriz donde se visualiza el precio en

ddlares por aparato en cada tienda.

Lenguaje
Lenguaje verbal
A'y B matrices.

Lenguaje simbdlico

[40 50} {200 250}
70 80| |300 280

Conceptos

Conceptos previos

Matriz

Conceptos emergentes

Producto de matrices

Suma de matrices

Procedimientos

Multiplicacién de fila por columna
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El elemento (1,1) es (40)( 20) + (50) (300) = 23 000
El elemento (1,2) es (40)( 250) + (50) (280) = 24 000
El elemento (2,1) es (70)( 20) + (80) (300) = 38 000
El elemento (2,2) es (70)( 250) + (80) (280) = 39 000

4.11. Analisis de la configuracion epistémica 5

Observamos que este problema de Ingresos procedentes de diversas fuentes se
puede adecuar en una tarea donde emerja la operacion producto de matrices, de tal
manera que el estudiante pueda imaginar la situacion y que al interactuar el
estudiante con la tarea, pase de lo concreto hacia lo abstracto es decir hacer una
matematizacion horizontal y una vez dentro del mundo matematico profundizar los
conocimientos sobre producto de matrices en un proceso de matematizacion

vertical.

En este ejemplo se reitera a una matriz como un medio que permite el
almacenamiento de datos numéricos en forma tabular y ordenada tal como lo

habiamos afirmado en la seccién (3.1.2.1)

De todo lo anterior, podemos concluir lo siguiente: Es fundamental, en este trabajo de
investigacion, que la primera tarea que se disefie permita que emerjan los conceptos de:
matriz, matriz fila, matriz columna, igualdad de matrices, matriz traspuesta. Ademas, se
debe tener en cuenta a una matriz como un “objeto” que permite almacenar informacion

de datos numéricos en forma tabular y ordenada.

Analisis del Sequndo Texto (Quiroga, 2005)

Descripcion general

El texto se titula Introduccion al Algebra Lineal. Esta organizado en seis capitulos:
matrices, determinantes, matriz inversa y matriz ortogonal, sistema de ecuaciones
lineales, diagonalizacion de matrices cuadradas, formas cuadraticas. En la parte final se
proporciona muchos ejemplos de aplicacion donde se usan las operaciones con matrices,
la diagonalizacion de matrices y la potencia de matrices diagonalizables con la intencion

de motivar al lector. En la exposicion de los temas se usa la intuicion y rigor, evitando

85

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




S TENEZ,

& + of "'(,?‘ PONTIFICIA
TESIS PUCP = gs 32-}‘65;_'}?;?‘“0

DEL PERU

demostraciones que pudieran ser muy complicadas. Previamente antes de cada capitulo
se hace una introduccién mostrando al lector un panorama sobre las aplicaciones en
diversos campos cientificos del tema a desarrollar. Uno de los objetivos principales del
texto es ahondar en el concepto de matriz como almacén de informacion ordenada en

forma tabular y como operador.
A continuacion analizamos un par de ejemplos.
Ejemplo 1 (Quiroga, 2005, pp. 2 - 3)

Una fabrica de pantalones y camisas dispone de tres establecimientos A, B 'y C de
ventas en una ciudad. En la tienda A se vendieron, en el mes de enero, 20 pantalones y
50 camisas. Las ventas de la tienda B fueron, en el mismo mes, de 25 pantalones y 40
camisas. En C se vendieron 40 pantalones y 60 camisas. Esta informacion se puede

expresar en la siguiente tabla:

A B C Total Total articulos
Pantalones 20 25 40 20 +25 + 40 85 pantalones
Camisas 50 40 60 50 + 40 + 60 150 camisas

. 20 25 40
Podemos elaborar la matriz de ventas en el mes de enero V =

50 40 60

El precio de los pantalones es de 60 euros/unidad y el de las camisas de 50

euros/unidad. Tendremos un vector de precios P =[60 50] que, multiplicado por la

matriz de ventas V, nos dara los ingresos en euros de las mercancias vendidas en cada

una de las tiendas:

20 25 40

PV =[60 50].{50 0 60

} =[3700 3500 5400]

Un estudio de mercado refleja que el establecimiento A conserva, de afio en afio, el 80%
de sus clientes, y pierde el resto repartido a partes iguales entre B y C. La tienda B
mantiene el 70%, yéndose el 10% a Ay el resto a C. Por ultimo, C cede el 10% a Ay el

20% a B. Esta informacion se puede expresar de la siguiente forma:
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A B C
A 0.8 0.1 0.1
B 0.1 0.7 0.2
C 0.1 0.2 0.7

Escribamos la matriz de transicion T que describe estos datos

08 01 0.1
T=(01 07 02
01 02 0.7

En el afio t los clientes de A, B y C fueron, respectivamente, 60, 50 y 50. Podemos
calcular el nimero de clientes de cada una de las tiendas en el afio t + 1, suponiendo que

el total de clientes es el mismo del afio t.

08 0.1 0.1} 60 58
TP=/01 07 0.2]50(=|51
0.1 0.2 0.7 50 51

4.12. Configuracion epistémica 6

Situacion

El problema consiste en un problema contextualizado referente a las ventas en un
mismo mes de pantalones y camisas en tres tiendas A, B y C. Se elabora la matriz de
ventas de ese mes. Luego, se halla la matriz de ingresos de las tres tiendas, sabiendo el
vector de precios de los pantalones y camisas. En este problema también se determina la
cantidad de clientes que tendrd las tiendas A, B 'y C en el afio t + 1, sabiendo de
antemano las tendencias de permanencia de los clientes en cada tienda descritos en una

matriz de transicion.

Lenguaje
Lenguaje verbal
Matriz de ventas, vector de precios, multiplicacion de matrices, matriz de transicion,

porcentajes.
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Lenguaje simbdlico

A B C Total Total articulos
Pantalones 20 25 40 20 +25 + 40 85 pantalones
Camisas 50 40 60 50 + 40 + 60 150 camisas
20 25 40
= ;P=[60 50];
50 40 60
20 25 40
PV =[60 50]. =[3700 3500 5400]80%; 70%; 10%, 20%;
50 40 60
A B C
A 0.8 0.1 0.1
B 0.1 0.7 0.2
C 0.1 0.2 0.7
08 01 01 08 0.1 0.1(60 58
T=/01 07 02|;TP=|01 07 02| 50|=|51].
0.1 0.2 07 0.1 0.2 0.7]|50 Sil

Conceptos

Conceptos previos

Matriz, porcentaje, vector, multiplicacion de matrices
Conceptos emergentes

Matriz doblemente estocastica, matriz de clientes de las tiendas A, B y C para el afio
t+1.
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Procedimientos
Multiplicacién matricial

20 25 40]

PV =180 50l gy 4o 6o

~[3700 3500 5400]

0.8 0.1 0.1|[60] [58
TP=101 07 02 50|=|51
0.1 0.2 0.7(|50 51

Proposiciones

Tesis

La matriz T de transicion es una matriz doblemente estocastica.
Argumentos

Pues la suma de los elementos de cada columna y cada fila suman uno.

4.13. Analisis de la configuracion epistémica 6

En este problema observamos que los conocimientos previos son matrices, vector,
multiplicacién de matrices y porcentajes. Se trata a las matrices como un medio para
almacenar las cantidades de ventas, precios y porcentajes (matriz de transicion T) de las
cuales emerge el concepto de matriz estocastica, especificamente matriz doblemente
estocastica. Lo rescatable de esta descripcion, es el tratamiento que se le da a las
matrices. Podemos adaptar problemas de tal manera que los estudiantes relacionen una

tabla, formada por datos numéricos, con una matriz.

Problema de aplicacion 1 (Quiroga, 2005, pp. 205 — 207)

A una persona le pagan 10 euros por hora trabajando en una empresa arreglando
ordenadores, 8 euros por hora escribiendo cartas en un ordenador, 5 euros por hora
repartiendo cartas y 6 euros por hora cuidando nifios. EI numero de horas que ha

trabajado en el afio 2003 en cada ocupacion esta reflejado en la tabla siguiente
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Horas Horas )

Meses Horas en la escribiendo repartiendo roras .CNwdando

Smpresa cartas cartas ines
Enero 30 10 20 12
Febrero 20 30 20 10
Marzo 17 12 40 20
Abril 40 10 20 11
Mayo 20 30 22 12
Junio 22 12 29 11
Julio 38 10 20 30
Agosto 19 29 20 20
Setiembre 30 23 25 13
Octubre 32 12 32 14
Noviembre 15 32 24 10
Diciembre 12 13 24 30
Calculese:

a) EIl numero de horas trabajadas cada mes en el afio 2003.

b) El ndmero total de horas trabajadas en cada una de las actividades.

c) La matriz de ingresos totales por meses.

Solucion

La matriz o vector de precios por horaes P =
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La matriz de horas trabajadas corresponde a la tabla anterior que la Ilamaremos H

a) Las horas trabajadas cada mes se obtiene al sumar las filas de la matriz H
72 horas en enero
80 horas en febrero
89 horas en marzo
81 horas en abril
84 horas en mayo
74 horas en junio
98 horas en julio
88 horas en agosto
91 horas en setiembre
90 horas en octubre
81 horas en noviembre
79 horas en diciembre. Lo que da un total de 1007 horas en el afio 2003
b) EIl ndmero total de horas trabajadas en cada una de las actividades se obtiene
sumando las columnas de la matriz H. Asi, las horas trabajadas en la empresa son
295, escribiendo cartas fueron 223, las horas dedicadas a repartir cartas son 296, y
en cuidar nifios emple6 193 horas.
c) Los ingresos seran iguales al producto de la matriz H por P, que vendria a ser una
matriz columna de orden doce por uno. Pues H tiene 12 filas y P una columna.
552 euros en enero
600 euros en febrero
586 euros en marzo
646 euros en abril
622 euros en mayo
527 euros en junio
740 euros en julio
642 euros en agosto
687 euros en setiembre
660 euros en octubre
586 euros en noviembre

524 euros en diciembre
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4.14. Configuracion epistémica 7

Situacion

Se trata de un problema contextualizado, donde se presenta una tabla de horas
trabajadas en un afio por actividad y los precios que se pagan por hora y por actividad.

Se pide calcular el namero de horas trabajadas cada mes en al afio 2003, el numero total

de horas trabajadas por actividad y la matriz de ingresos totales por mes.
Lenguaje
Verbal

Tabla, matriz de ingresos, matriz o vector de los precios, matriz de horas, matriz H,

producto de la matriz H por P.

Simbolico
Meses Horas en la Horas escribiendo | Horas repartiendo Horas cuidando
empresa cartas cartas nifios
Enero 30 10 20 12
Febrero 20 30 20 10
Marzo 17 12 40 20
Abril 40 10 20 11
Mayo 20 30 22 12
Junio 22 12 29 11
Julio 38 10 20 30
Agosto 19 29 20 20
Setiembre 30 23 25 13
Octubre 32 12 32 14
Noviembre 15 32 24 10
Diciembre 12 13 24 30
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Conceptos previos

Suma de nameros reales, producto de nimeros reales, tabla.
Conceptos emergentes

Matriz, fila, matriz columna (vector), producto de la matriz H por P.
Procedimiento

Producto matricial HP = |

Proposicion

Tesis

La matriz ingresos totales es una matriz columna

Argumentos

Pueselordende Hes12x4yelordende Pes4 x 1

4.15. Analisis de la configuracion epistémica 7

Observamos que toda informacion de datos numéricos ordenados de forma tabular
(tabla) corresponde a una matriz.

Es posible hacer emerger el objeto mateméatico matriz al inducir al estudiante, via un
problema contextualizado, a ordenar datos numéricos en forma de tabla. Luego el
docente al institucionalizar el objeto matematico matriz comunicara al estudiante que
dicha tabla es una matriz.

Un inconveniente seria que el estudiante considerara que la matriz asociada a dicha
tabla es igual a su traspuesta, pues seria la misma tabla representando la misma
informacion.

Consideraremos a una tabla, formada por datos numéricos, como un modelo, que
permite almacenar informacion numérica en forma tabular y que esta asociada a una

matriz.
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Anadlisis Tercer Texto (Harshbarger & Reynolds, 2005, p. 197 — 269)

Descripcién general

El texto se titula “Matematicas Aplicadas a la Administracion, Economia y Ciencias
Sociales”. Esta organizado en catorce capitulos y un capitulo cero. El texto va dirigido a
estudiantes de nivel superior. Los temas se exponen de forma intuitiva con muchos
problemas contextualizados aplicados a distintas disciplinas cientificas. Antes de cada
capitulo se indican los conocimientos previos necesarios para el desarrollo del capitulo.
Las matrices se estudian en el capitulo 3 y los conocimientos previos que se exigen son
operaciones combinadas de nimeros reales y sistema de ecuaciones. En este texto se da
importancia a la tecnologia (software matematico) para dar solucion a ciertos problemas

con la intencidn de complementar y ampliar la teoria.

Vista preliminar de la aplicacion (Harshbarger & Reynolds, 2005, p. 197)

Suponga que los precios de compra y cargos de entrega (en ddlares por unidad) para
madera, tablas de forro y techado usados en la construccion se dan en la tabla *. Si el
proveedor decide aumentar los precios de compra en $ 0.60 por unidad y los cargos de
entrega en $ 0.05 por unidad, la matriz que describe los nuevos cargos por unidad sera
la matriz de la suma de los cargos, formada a partir de la tabla *, y la matriz que

representa los aumentos.

Tabla *

Madera Tablas de forro Techado
Compra 6 4 2
Entrega 1 . 0.5

Como comentamos en la introduccion de este capitulo podemos utilizar las matrices

para almacenar datos y realizar operaciones con los datos. La matriz

6 4 2
C=
[1 1 0.5}

Representa los cargos unitarios originales; contiene el nucleo de la informacion a partir
de la tabla *, sin los encabezados. La matriz que representa los aumentos se determina

por medio de
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[06 06 06
0.05 0.05 0.05

4.16. Configuracion epistémica 8
Situacion
Se trata de una introduccion al tema matrices donde se resalta su formato

organizacional, y su utilidad para resolver diversos tipos de problemas como el que se

ha descrito.
Lenguaje
Verbal

Tabla, Matriz C, Matriz H

Simbolico
Madera Tablas de forro Techado
Compra 6 \ 2
Entrega 1 a 0.5
0{6 4 2 } = =[0.6 0.6 0.6}
1 1 05 0.05 0.05 0.05
Conceptos
Previos
Tabla
Emergente
Matriz

Procedimiento

Para asociar una tabla de datos numéricos a una matriz hay que suprimir los

encabezados.
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Proposicion

Tesis

Toda tabla que contiene datos numéricos puede asociarse a una matriz.
Argumento

Basta con suprimir los encabezados.

4.17. Analisis de la configuracion epistémica 8

Como ya hemos visto en configuraciones epistémicas anteriores toda tabla constituida
por nimeros reales puede ser asociada a una matriz. Seria una forma intuitiva de
presentar matrices a los estudiantes, pues solo hay que suprimir los encabezados para

obtener una matriz.
Ejemplo 8 Poder de influencia (Harshbarger & Reynolds, 2005, p. 203)

Suponga que un organismo de gobierno, el papeleo fluye constantemente entre oficinas

de acuerdo con el diagrama.

Y

A

a) Construya la matriz A con los elementos

N {1 si el papeleo fluye directamente dei a j
ij =

" |0si el papeleo no fluye directamente de i a j

b) Construya la matriz B con los elementos

1 si el papeleo puede fluir dei a j a traves
bi; =4 de no mas de un intermediario, con i # j
0 en caso contario
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c) La persona en la oficina i tiene mayor poder de influencia si la suma de sus
elementos de la fila i en la matriz A + B es la mayor ¢Cual es el nimero de oficina

de esta persona?

Solucién

1
1

o O O O -
O B O O -
SO O B O
o O B O

I

o O O +— O o O O +— O

b) B=

O O O O Kk
O B O Bk
O O R Kk
I N o

c) A+B=

o O O N O
O O O O N
O N O P DN
O O NN DN -
O R NN PP

Puesto que la suma de los elementos en la fila dos es la mayor (7), la persona en la
oficina dos tiene mayor poder de influir en otras personas. Ya que la fila cinco tiene

la menor suma (0), la persona en la oficina cinco tiene el menor poder.

4.18. Configuracion epistémica 9

Situacion
Problema contextualizado que trata sobre el poder de influencia en un organismo
gubernamental.

Lenguaje
Verbal
Diagrama, matriz A, Matriz B, Matriz A+ B, aij, bij, 1, 0, #=.
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Simbolico
0 1 1 0 0] [0 1 1 1 1]
1 0011 1 0111
A B,A+B ,aij;,bi;1,0 #£=A=00011|,B=000 1 1|,
0 01 00O 0 01 01
0 0 00 O] 10 0 0 0 O]
0 2 2 1 1]
2 01 2 2
A+B=|0 0 0 2 2
0 02 01
0 0 0 0 O]
Grafico
1 [ o2
5
3 | 4
Conceptos
Previos

Matriz, matriz implicita, suma de matrices, digrafo, caminata de longitud dos, nodos
vertices
Emergente

Matriz de adyacencia de un digrafo.

Procedimientos

Si el nodo i se relaciona con el nodo j entonces a i = 1, caso contrario ajj =0

Proposicion

La persona en la oficina i tiene mayor poder de influencia si la suma de sus elementos

de la fila i en la matriz A + B es la mayor
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4.19. Analisis de la configuracién epistémica 9

Este problema se puede modificar de tal manera que sea mas evidente la obtencion de
las matrices A y B. Para esto es conveniente, construir previamente una tabla de doble
entrada etiquetando las columnas y filas con los nUmeros que corresponde a cada nodo
(dependiendo del problema contextualizado) luego dar una relacion en forma literal para

completar la tabla,

Luego podemos alterar el sentido de las flechas, lo cual generaria la matriz transpuesta,
y esto puede ser interpretado por un estudiante, dandole significado a la matriz

traspuesta.

Entonces las tablas serdn un nexo entre los digrafos y las matrices. Esto formaria parte
de una adaptacion de estos tipos de problemas para estudiantes del sétimo ciclo de la
EBR.

Debemos dejar indicado que no continuamos con el analisis de este texto debido a que
ya no encontramos informacion novedosa. Observamos, en el texto, tipos de problemas
que ya hemos analizado y consideramos que debemos detener nuestro proceso inductivo

de andlisis para no saturar la informacion.

4.20. Recapitulacion del andlisis de las configuraciones epistémicas

— Creemos que una tabla constituida por datos numéricos —numeros reales—
ordenados en forma tabular que representa, de manera simplificada, una situacion
problemética es un modelo. Tal como se indica en la seccion 2.2.1 del capitulo 2.

— De igual manera digrafo (grafo dirigido) es un modelo que representa situaciones
problemaéticas relacionadas con dominancia, poder de influencia, etc.

— Ambos modelos estan relacionados con las matrices. Para nuestro trabajo de
investigacion, las tablas y digrafos, seran los modelos mediadores entre lo concreto
(problema contextualizado) y lo abstracto (objeto matematico matriz).

— Hemos visto problemas de codificacion; de ingresos diversos; de escalas; de
actualizacion de existencias. Todos estos problemas pueden ser adaptados, a
estudiantes del sétimo ciclo de la EBR, en situaciones probleméticas donde emerja

el determinante y matriz inversa de una matriz cuadrada de orden dos, la
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multiplicacion matricial, el producto de un escalar por una matriz, y la suma y resta
de matrices.

Pero todas estas situaciones problematicas necesitan como conocimiento previo a
las matrices, las cuales todavia no forman parte de los saberes previos de un
estudiante del sétimo ciclo de la EBR.

Es fundamental adaptar una tarea inicial que permita al estudiante “construir” el
objeto matematico matriz y asi apropiarse de él.

Esta tarea inicial debe ser una situacion problematica real (que lo pueda imaginar),
generar variantes de la situacion problematica que puedan ser interpretadas.
Ademas, esta situacion problematica pueda expresarse en forma verbal, gréfica y
simbodlica, pudiéndose regresar de lo simbolico a lo gréfico, y de lo grafico a lo
verbal con su respectiva interpretacion. Esta situacion problematica debe requerir
de conocimientos previos que el estudiante posea y de una dificultad manejable por
el estudiante del sétimo ciclo de la EBR.

Creemos que esta tarea inicial debe ser una situacion problematica que involucre un
digrafo, pues es cercana al estudiante. En esta tarea el docente debe guiar (usando
diversos itemes) al estudiante, de tal manera que este construya un digrafo, luego
construya una tabla y finalmente asociarla a una matriz (matriz de adyacencia del
digrafo). Esta tarea debe considerar los conocimientos previos del estudiante y tener
un grado de dificultad manejable. Cada item de esta tarea hard que el alumno
problematice e intérprete sus respuestas —que el desarrollo no sea siempre rutinario
o algoritmico-.

Luego se hard una variante al digrafo, transponiendo el sentido de las flechas
(aristas dirigidas del digrafo) y asi emergera la matriz traspuesta, la cual puede ser
interpretada por el estudiante.

Asi esta tarea permitird al estudiante transitar del problema contextualizado a lo
abstracto, en este caso al objeto matematico matriz y viceversa. Una vez dentro de
lo abstracto, el profesor debera institucionalizar los conceptos de matrices para
profundizar en el tema. Finalmente el docente evaluara al estudiante.

Con respecto al significado institucional pretendido, esta tarea inicial permitira al
docente abarcar los siguientes temas:

— Matriz

— Orden de una matriz
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— Matriz fila, columna y rectangular

— Matriz Cuadrada

— lgualdad de matrices

— Traspuesta de una matriz

Luego en la institucionalizacion se puede considerar los temas
— Matriz implicita.

— Matriz nula

— Matriz simétrica

— Matriz antisimétrica.

— Una vez que las matrices forman parte de los saberes previos del estudiante, el
profesor puede adaptar tareas para poder hacer emerger las operaciones con
matrices, el determinante y la inversa de una matriz cuadrada de orden dos (si
existiese).

— En la etapa de institucionalizacion, el profesor debe insistir en que los alumnos
entiendan que una matriz es una herramienta atil para almacenar informacion
numeérica en forma tabular y ordenada. Dicha informacion se puede manipular para
poder tomar decisiones de acuerdo al problema contextualizado al que se asocie la
matriz. Esto se debe de tomar en cuenta en una futura implementacion de este

trabajo de investigacion.
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Capitulo 5

Diseno de las tareas

Resumen

En este capitulo se disefiaran cinco tareas que permitiran el estudio de las matrices en
el sétimo ciclo de la EBR. Estas tareas se disefiaran aplicando los criterios de la
idoneidad didactica del EOS. La primera tarea seré la mas importante o fundamental,
pues sera la que permita al estudiante hipotético ““construir” el objeto matematico
matriz y asi apropiarse de él. Una vez que las matrices formen parte de los
conocimientos previos del estudiante hipotético serd més sencillo adaptar y disefiar las
cuatro tareas restantes que van a permitir al estudiante hipotético “construir” las
definiciones que involucran operaciones entre matrices, el determinante y la inversa de

matrices cuadradas de orden dos (si existiese).

5.1. Disefo de las tareas

Entre las principales tareas del profesor se encuentra la planificacion e implementacion
de procesos de estudio y la valoracion de la propia practica docente con la intencién de

favorecer el aprendizaje de los estudiantes.

La planificacion de un proceso de instruccion, que es el objetivo de este trabajo, implica
caracterizar un significado de referencia para el objeto matemético matriz, lo que
requiere realizar un estudio histérico, epistemoldgico y didactico de las matrices.
Especificamente, la idoneidad didactica requiere la reconstruccién de un significado de
referencia,(\Ver capitulo 3) para los objetos matematicos y didacticos pretendidos como
los realizados en los capitulos 3 y 4 respectivamente.

En el proceso implementado (que no es considerado en este trabajo) los elementos de
referencia, para valorar la idoneidad epistémica, corresponden al significado
institucional pretendido por el docente, En cambio para la idoneidad epistémica del
proceso de planificacion (que es considerado en este trabajo) habra que indagar los

elementos del significado del andlisis elemental de datos en textos e investigaciones
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publicadas que corresponde al estudio historico, epistemolégico de las matrices y

gréficas, (Ver capitulo 3).

Como establecimos en la dltima seccién del capitulo 4 usaremos como modelos
mediadores, para hacer emerger al objeto matematico matriz, a los digrafos y a las

tablas.

Para elaborar la tarea n° 1 se ha considerado a los digrafos o grafos dirigidos, que
permiten, al alumno, transitar de lo concreto (problema contextualizado asociado a un
digrafo) a lo abstracto (objeto matemético matriz), permitiendo que el estudiante

reconstruya el objeto matematico matriz.
Como ya lo anticipamos esta tarea es fundamental, es la base para las tareas restantes.

Como lo hemos anticipado al final del capitulo 4, el significado institucional pretendido

de esta tarea es:

— Matriz

— Orden de una matriz

— Matriz fila, columna y rectangular

— Matriz Cuadrada

— lgualdad de matrices

— Traspuesta de una matriz

Luego en la institucionalizacion se puede considerar los temas
— Matriz implicita

— Matriz nula

— Matriz simétrica

— Matriz antisimétrica

Para elaborar la tarea n° 2 se utilizan matrices de existencia e inventario, que permitan al
alumno reconstruir las operaciones matriciales de suma y diferencia de matrices del

mismo orden.
El significado institucional pretendido de esta tarea es:

— Suma de matrices.
— Diferencia de matrices.
Luego en la institucionalizacion se puede considerar los temas

— Propiedades de la adicion de matrices.
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Para elaborar la tarea n° 3 aplicamos el objeto matematico escala a un problema
contextualizado donde damos una matriz formada por distancias entre tres ciudades,

permitiendo asi al estudiante entender el producto de un escalar por una matriz.
El significado institucional pretendido de esta tarea es:

— Producto de un escalar por una matriz.
Luego en la institucionalizacion se puede considerar los temas
— Propiedades del producto de un escalar por una matriz.

— Resolver sistemas matriciales de la forma

a, B, 5, A son escalares y X, Y matrices del mismo orden.

aX+pY=A
OX+AY=B"

Para elaborar la tarea n° 4 utilizamos un problema contextualizado sobre produccion de

muebles induciendo al alumno a que multiplique matrices.
El significado institucional pretendido de esta tarea es:

— Multiplicacion de matrices.

Luego en la institucionalizacion se puede considerar los temas
— Matriz identidad.

— Propiedades del producto matricial

— Desarrollar sistemas de ecuaciones compatibles de dos incdgnitas

Para elaborar la tarea n° 5 consideramos un problema de codificacion y decodificacion
de textos, donde se induce al estudiante a seguir las operaciones planteadas haciendo

emerger el determinante de una matriz cuadrada de orden dos y su matriz inversa.
El significado institucional pretendido de esta tarea es:

— Inversa de una matriz cuadrada de orden dos.

— Determinante de una matriz cuadrada de orden dos.

Luego en la institucionalizacion se puede considerar los temas

— Definir el determinante de una matriz cuadrada de orden dos.

— Propiedad basica del determinante det (AB) = det A det B.

— Definir la inversa de una matriz cuadrada de orden dos.

— Caélculo de la inversa de una matriz cuadrada de orden dos cuando su determinante

es diferente de cero.
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En todas las tareas se induce al estudiante a transitar de lo concreto a lo abstracto,
permitiendo que el estudiante reconstruya el objeto matematico matriz, sus operaciones,

determinante e inversa de las matrices cuadradas de orden 2 y sus propiedades basicas.

Una vez dentro del mundo matemético el profesor institucionaliza y profundiza el
estudio del objeto matematico matriz; y finalmente se evalta al alumno con la intencién

de verificar si él se apropio del objeto matematico matriz.

5.2.Caracteristicas de las tareas de acuerdo a la Teoria de la Idoneidad Didactica

Considerando que el objetivo general del presente trabajo de investigacion es la
planificacion y disefio de tareas que permitan estudiar al objeto matematico matriz
aplicando los criterios de idoneidad, consideramos que es fundamental describir las
caracteristicas que deben cumplir las tareas a planificar y disefiar. Teniendo en cuenta
que no es parte de los objetivos de este estudio implementar las tareas disefiadas, en
consecuencia se aplicara parcialmente los indicadores descritos en las tablas (2.3). a

(2.10) en la planificacion de las tareas, excepto para la idoneidad epistémica.

Entonces en esta etapa de disefio de tareas situaremos como base a las idoneidades
epistémicas y cognitivas, pues el proceso de estudio de las matrices gira alrededor del
desarrollo de unos conocimientos especificos del objeto matematico matriz los cuales
deben ser adaptados respetando los conocimientos previos de nuestro estudiante
hipotético logrando un equilibrio entre lo epistémico y cognitivo. Ademas, nuestro
estudiante hipotético debe percibir la utilidad de estos conocimientos especificos en
situaciones cotidianas.

— Para lograr la idoneidad epistémica, elegiremos y adaptaremos tareas que sean
ricas, es decir que permitan la matematizacién (horizontal y vertical), estas tareas
deben proporcionar al alumno diversas formas de afrontarlas, transitar por diversas
representaciones, requerir que los estudiantes conjeturen, interpreten, generalicen y
justifiquen las soluciones; también dichas tareas deben relacionarse con otros
objetos matematicos diferentes al de matriz.

— Para lograr la idoneidad cognitiva se debe tener en cuenta, que para desarrollar las
tareas, los estudiantes deben poder entenderlas, imaginarlas, partir de sus
conocimientos previos Yy experiencias, y asi construir el nuevo conocimiento. En el

proceso de instruccion la evaluacion debe comprender distintos niveles de
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comprension 'y competencia y se deben incluir diversas actividades de
reforzamiento y ampliacion.

Para lograr la idoneidad afectiva, se requiere que las tareas interesen al alumno, que
mediante ellas aprecien y valoren la importancia de las mateméticas en la vida
cotidiana.

Para lograr la idoneidad interaccional, se debe tener en cuenta que la tarea permita
al alumno una oportunidad guiada de reinventar el objeto matematico matriz y las
operaciones matriciales. También debe favorecer el dialogo y comunicacion entre
los estudiantes, que ellos mismos desarrollen herramientas y comprensiones, y
compartan sus experiencias, donde sus métodos informales son usados como la
base para alcanzar métodos formales.

Para lograr la idoneidad mediacional, las tareas deben comportarse como modelos
concretos por ejemplo diagréficas, tablas y deben poder desarrollarse en un tiempo
suficiente ya sea por el estudiante, el profesor o por ambos.

Si se pretende usar en el disefio de tareas material informatico, creemos necesario
adicionar los siguientes requisitos a los materiales informaticos a usar: el material
informatico debe ser potente para el algebra computacional, debe poder aplicarse en
todos los niveles educativos y debe tener licencia pablica general (GNU), es decir
usar software libre pues garantizaria a docentes y estudiantes de la EBR la libertad
de usar, estudiar, compartir y modificar el software. Para el manejo de matrices
sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los requisitos
mencionados anteriormente.

Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla usar horas adicionales, tomando
las seis horas de libre disponibilidad para el area de matematica.

Para lograr la idoneidad ecoldgica, las tareas deben contribuir a la formacién
profesional y social de los estudiantes, también deben contemplar la formacion en
valores democraticos y el pensamiento critico. Las tareas también deben
relacionarse con contenidos de otras disciplinas. Las tareas deben ser pertinentes,
deben tener adecuada gradualidad y baja densidad de contenidos.

Finalmente, y en términos de la EMR, para lograr relacionar aspectos
mediacionales, epistémicos, cognitivos e instruccionales, las tareas deben generar
modelos que sirvan como nexo entre las “matematicas informales”, por ejemplo
tablas, relacionadas con el contexto y “las matematicas mas formales”, por ejemplo

el objeto matematico matriz.
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Esto debido a que en primer lugar, los estudiantes desarrollan estrategias
estrechamente relacionada con el contexto. Mas tarde, algunos aspectos de la
situacién de contexto se pueden generalizar, lo que significa que el contexto mas o
menos, adquiere el caracter de un modelo y como tal puede dar apoyo a la solucién
de otros problemas relacionados entre si. Finalmente, los modelos permitiran el
transito de los estudiantes al conocimiento “matematico mas formal”. A fin de
cumplir la funcién de puente entre los niveles formales e informales, los modelos
han de pasar de un "modelo de" una situacion particular, a un "modelo para” todos
los tipos de situaciones equivalentes. Por ejemplo, como hemos visto en el capitulo
4, un problema contextualizado asociado a un digrafo, genera siempre una matriz
(matriz de adyacencia del digrafo).

A continuacion presentamos las tablas A1 y A2 que muestran las componentes e
indicadores de idoneidad epistémica y cognitiva que cumplirdn las tareas a

desarrollar.

Tabla Al. Componentes e indicadores de idoneidad epistémica para el disefio de las tareas

COMPONENTES INDICADORES
o - Presenta un problema contextualizado que permite
Situaciones —
problematizar al estudiante. Se generan variantes del
Problemas
problema contextualizado y se interpreta estas variantes.
- Uso de diferentes modos de expresion de una matriz, como
verbal, grafico y simbolico, pudiéndose realizar traducciones
y conversiones entre los mismos.
Lenguajes - Nivel del lenguaje adecuado para estudiantes del sétimo ciclo
de la EBR.
- En los diferentes itemes, se proponen situaciones de
expresion matematica y se las interpreta.

Reglas - Las propiedades del objeto matematico matriz,
(Definiciones, procedimientos que se exigen en el desarrollo de cada item
propiedades, son claros y correctos, y estan adaptados para estudiantes del

procedimientos y sétimo ciclo de la EBR.
ejemplos) - Se presentan los enunciados, procedimientos, operaciones
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COMPONENTES INDICADORES

basicas y ejemplos del objeto matematico matriz para
estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

- Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que
generar 0 negociar definiciones  proposiciones 0

procedimientos.

- Las explicaciones y comprobaciones que exige cada item son
adecuadas para estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

Argumentos o
- Se promueven situaciones donde el alumno tenga que
argumentar.
- El problema contextualizado tiene relacion con el objeto
Relaciones matematico matriz y otros objetos matematicos.

- Los itemes se relacionan entre si.

Tabla A2. Componentes e indicadores de idoneidad cognitiva para el disefio de las tareas

COMPONENTES INDICADORES

- Los alumnos tienen los conocimientos previos
o _ necesarios para el desarrollo de la tarea.

Conocimientos previos ? -
- El desarrollo de la tarea tiene wuna dificultad

manejable.

_ ) - Se incluyen itemes de ampliacion y de refuerzo.
Adaptaciones curriculares a
) o - Se promueve el acceso y el logro de todos los
las diferencias individuales )
estudiantes.

- Los diversos itemes logran que los alumnos
manipulen matrices.

. - Los diversos itemes permiten al alumno comunicar,

Aprendizaje

realizar procedimientos, argumentar en torno al

objeto matematico matriz.

- Los diversos itemes tiene en cuenta distintos niveles
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COMPONENTES INDICADORES

de comprension y competencia en torno al objeto
matematico matriz.

- Los estudiantes construyen el objeto matriz, sus
operaciones y conceptos relacionados con el objeto

matematico matriz.

Como ya lo anticipamos, en esta etapa de disefio de tareas situaremos como base a las
idoneidades epistémicas y cognitivas, pues el proceso de estudio de las matrices gira
alrededor del desarrollo de unos conocimientos especificos del objeto matematico
matriz que seran introducidas mediante tareas. Previamente se debe lograr un equilibrio
entre la idoneidad epistémica y cognitiva. A la vez los conocimientos especificos sobre
matrices deben ser Utiles, para el estudiante, en el desarrollo de problemas relacionados

con situaciones cotidianas.

5.3. Descripcion de la practica matematica asociada a la tarea n°l

La sesion de clase se inicia por el docente entregando hojas impresas con la tarea n°1 a
cada alumno del aula (ver p. 112). El profesor indica a los alumnos que traten de dar
solucién a la tarea individualmente en un tiempo de 20 minutos aproximadamente. En
esta etapa los alumnos no deben consultar a sus comparieros ni al profesor. (La

intencion es que los estudiantes lean y traten de entender la tarea).

Terminada esta etapa, el docente forma grupos de manera arbitraria y reparte
nuevamente la misma tarea e indica que deben desarrollarla grupalmente en un tiempo

de 15 minutos.

El profesor en todo momento hace sentir a alumno que no esta siendo evaluado, pero

induce al alumno a que trabaje con responsabilidad.

En esta etapa grupal el profesor resolverd las diversas interpretaciones (conflictos
semioticos, como por ejemplo, fila columna que usualmente se confunden) que los

grupos dan a los itemes de la tarea n°l, la etapa grupal culmina con la entrega, al
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profesor, de la tarea parcialmente desarrollada o desarrollada en su totalidad ya sea en

forma correcta o incorrecta.

Luego de la etapa grupal el profesor resuelve la tarea n°1l o propone al grupo que la
resolvié correctamente, la comunique a sus compafieros. Indicandose que la situacion
problema de la tarea n°1 es un caso particular de la teoria de grafos, especificamente es
un gréfico de dominancia. No detalla que es un grafo pues se pretende institucionalizar
el objeto matematico matriz (mas no la de grafo). El profesor deja abierta la posibilidad

de que el alumno interactte con él y también con la tarea.

Indica que toda gréfica o grafo puede ser representado por una tabla de doble entrada,
previamente ordenada la informacién, y esta tabla de doble entrada es un objeto

matematico llamada matriz y en particular es una matriz de adyacencia.

Continua desarrollando la tarea n°1 hablando en forma general de submatrices de una

matriz como la matriz fila, matriz columna, el orden de una matriz.

Al desarrollar el item h de la tarea n°1 menciona las caracteristicas que deben tener dos
matrices iguales. Al desarrollar los itemes i, j, k, el profesor hace hincapié en la palabra
transponer y le da un significado de acuerdo al contexto de la situacion problema de la
tarea n° 1, haciendo notar, como surge la matriz transpuesta al intercambiar el sentido de
las flechas y la interpreta. Esta parte concluye cuando el profesor comunica a los

alumnos que en esta unidad se estudiara matrices.

En la etapa de institucionalizacién (Ver Apéndice Al), el profesor define el objeto
matematico matriz, su notacion y proporciona algunos ejemplos para aclarar la
definicion. Hace notar que los elementos de la matriz pueden ser cualquier nimero real
o complejo, explica quiénes son las filas y las columnas de una matriz y luego define el

orden de una matriz.

El profesor debe insistir en que los alumnos entiendan que una matriz es una
herramienta util para almacenar informacion numérica en forma tabular y ordenada.
Dicha informacion se puede manipular para poder tomar decisiones de acuerdo al

problema contextualizado al que se asocie la matriz.

Luego, el profesor proporciona algunas observaciones sobre la notacion de matrices
cuando la cantidad de filas es diferente o igual a la cantidad de columnas. En estas

observaciones explica la forma general de una matriz, como es un elemento generico a
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y como definir matrices implicitas a partir de su elemento genérico, ejemplifica cada

una de las observaciones.

Después de esto, el profesor clasifica algunos tipos de matrices, definiendo matriz fila,
columna, nula, cuadrada, rectangular y la igualdad de matrices, dando sus respectivos

ejemplos para aclarar las definiciones.

A continuacion define la transpuesta de una matriz y via un ejemplo se induce al
alumno a intuir que la transpuesta de la transpuesta de una matriz A es la matriz A, luego
se enuncia esta propiedad. Luego, el profesor proporciona un ejemplo donde el alumno
aplica la propiedad anterior.

A continuacion, el profesor aprovecha la propiedad anterior en un ejemplo donde
proporciona al alumno una matriz de tal manera que al transponerla siga siendo la
matriz original con el objetivo de que emerja el concepto de matriz simétrica. El
profesor concluye la parte de institucionalizacion definiendo matriz simétrica,

antisimétrica, y dando su respectivo ejemplo.

El profesor proporciona a los alumnos una lista de ejercicios (Ver Apéndice A2) para
que apliquen las definiciones, observaciones y propiedades estudiadas. Si se dispone de
recursos informaticos el profesor puede desarrollar algunos de los ejercicios usando el
programa MAXIMA (Ver Apéndice F). Finalmente, el profesor evallGa a los alumnos.
La evaluacion consiste en un examen escrito que consta de dos preguntas, la primera
pregunta trata de una gréfica de dominancia, esperando que el alumno encuentre su

matriz de adyacencia, la interprete; luego que halle la transpuesta y la interprete.

La pregunta dos pretende que el alumno encuentre la matriz explicita, dada su
definicion implicita de un elemento genérico, la transponga y que identifique algunas de

sus entradas para luego sumarlas (Ver Apéndice A4).
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5.3.1. Propuesta de latarea n°1

TAREAN°1

En muchas situaciones de la vida diaria, ciertas personas dominan, influyen o se
comunican con otras. Estas relaciones pueden ser fisicas, intelectuales o emocionales, y
pueden ser determinadas por pruebas sicoldgicas, por medio de cuestionarios o, por

simple observacion.

El sicélogo de una institucion educativa estudia “quien ayuda a quien” en un trabajo
grupal. Este trabajo se lleva a cabo en el aula y por alumnos de quinto de secundaria
conformado por cinco alumnos: Angel, Braulio, Cesar, David y Edgar, y ha observado

que:

Angel ayuda a César.
Angel es ayudado por David.
Braulio ayuda a David.

Edgar es ayudado por Braulio.

AN NEENEEN

César es ayudado por Edgar.

a) Complete la gréafica con flechas que expresen la relacion “quien ayuda a quien”,
considerando que si una persona ayuda a otra se representarda por una flecha que

“sale” del que ayuday llega al ayudado.

David Edgar

Angel Braulio César
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b) Complete la tabla de doble entrada, considerando que si una persona ayuda a otra se

indica con 1y si no con 0.

Ayuda
Angel Braulio César David Edgar

Angel

Braulio

César

David

Edgar

c) Escriba la columna con més unos completando en los espacios punteados.

d) Escribe la fila con mas unos completando en los espacios punteados.

[... o o oo ] éAquién le corresponde? ...,

¢Qué indica esta fila con relacion al enunciado?

e) Escriba el nUmero que esta en la interseccion de la fila cuatro y la columna cinco

¢qué indica este nimero con relacion al enunciado?
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f) Escriba el numero que esta en la interseccion de la fila dos y la columna ¢qué indica

este nimero con relacién al enunciado?

g) Responda, ¢Cuantas filas y columnas tiene la tabla llenada en la parte b? y ¢ Cuantos
elementos tiene?

h) Observe la siguiente grafica

O

D

A continuacion complete la tabla que corresponde a la grafica (como en el item b)
Vet A B C D E

A

w

o O

Compare el contenido de esta tabla con el contenido de la tabla obtenida en el item

(b) ¢Son iguales las tablas? Justifica tu respuesta.
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i) Vuelva a hacer la grafica del item (a) después de transponer (cambiar) el sentido de
las flechas. Luego teniendo en cuenta los cambios, reescriba el problema inicial y

explique qué ha cambiado.

j) Elabore la tabla que represente la grafica anterior.

Angel Braulio Cesar David Edgar

Angel

Braulio

Cesar

David

Edgar

k) Luego de comparar las columnas de la tabla obtenida en el item (b) con las filas de

la matriz obtenida en el item (j) ¢Qué puede afirmar?
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5.3.2. Solucién de la Tarean®1

a) Luego de comprender el texto

David Edgar

VAN

Angel Braulio Cesar

/

b) Después de comprender lo que se pide, tenemos:

/ Angel Braulio Cesar David Edgar
Angel 0 0 1 0 0
Braulio 0 0 0 1 1
Cesar 0 0 0 0 0
David 1 0 0 0 0
Edgar 0 0 1 0 0

c) Lacolumna que tiene mas unos es:

1

, le corresponde a Cesar y representa al que es mas ayudado.

R O O

d) Las filas que tienen mas unos son:

[0 001 1], corresponde a Braulio

y
[1 010 0], Corresponde a David.

Son las personas que mas ayudan en el grupo.

e) El nimero es 0 e indica que David no ayuda a Edgar.
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f) Elnumero es 1 e indica que Braulio ayuda a David.

g) Tiene 5 columnas e igual namero de filas, indica que la tabla tiene 25 elementos.

h) Después de haber comprendido lo que se pide, tenemos

A 0 0 1 0 0
B 0 0 0 1 1
c 0 0 0 0 0
D 1 0 1 0 0
E 0 0 1 0 0

Después de compararlas se diria que son iguales.

i) Después, tenemos:

David Edgar
Angel Braulio Cesar
),
Angel Braulio Cesar David Edgar
Braulio 0 0 0 0 0
Cesar 1 0 0 1 1
David 0 1 0 0 0
Edgar 0 1 0 0 0
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k) Las columnas de la tabla obtenida en el item b) son iguales a las filas de la tabla

obtenida en i).

5.3.3. Configuracién Epistémica de la Tarea 1

Situacion
La tarea 1 consiste en un problema contextualizado con la que se pretende que
surjan los objetos matematicos, matriz, matriz fila, matriz columna, matriz
cuadrada, matriz rectangular, orden de una matriz, igualdad de matrices y la
transpuesta de una matriz.
El contexto de la tarea 1, esta enmarcado en graficos de dominancia y matrices de
adyacencia de una diagrafica y es muy cercano a los conocimientos previos del

estudiante.

Lenguaje
Lenguaje verbal

Relaciones, matriz, columna, fila, interseccién, orden de la matriz M, matrices,

transponer.

Lenguaje grafico

Digrafo o grafo de dominancia de la relacion “quien ayuda a quien”
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Lenguaje simbdlico

1

0
M,m,nmxn5x500011,10100,0

1

1

/ Angel Braulio Cesar David Edgar
Angel 0 0 1 0 0
Braulio 0 0 0 1 !
Cesar 0 0 0 0 0
David 1 0 ! 0 0
Edgar 0 0 1 0 0
Conceptos

Conceptos previos

Relaciones, contar nimeros enteros, suma de nimeros reales, interseccion,

multiplicacion de nameros reales, flecha (linea dirigida).
Conceptos emergentes

Matriz, matriz fila, matriz columna, matriz cuadrada, matriz rectangular, orden

de una matriz, igualdad de matrices traspuesta de una matriz.

Procedimientos
Para que emerja el objeto matematico matriz
Previos

- Complete la gréafica con flechas que expresen la relacién “quien ayuda a
quien”, considerando que si una persona ayuda a otra esto se representara
por una flecha que “sale” del que ayuda y llega al ayudado.

- Complete la tabla de doble entrada (matriz), considerando que si una

persona ayuda a otra se indica con 1y si no con 0.
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Emergente

Matriz cuadrada de orden cinco (Matriz de adyacencia del digrafo)
Para que emerja el objeto matematico matriz traspuesta

Previo

Elabore la matriz que represente la gréfica del item a) después de trasponer

(cambiar) el sentido de las flechas.
Emergente

Matriz traspuesta

Proposiciones
Para el orden de una matriz

Si M es una matriz de “m” filas y “n” columnas, entonces el orden de la matriz

Mes mxn.
Para la igualdad de matrices

Sean dos matrices A y B, se dicen que son iguales si cumplen las siguientes

condiciones:

a) Son del mismo orden,

b) Sus correspondientes elementos son iguales; y se denota como A =B

5.3.4. Grado de idoneidad de la tarea 1.

Para la elaboracion de la tarea n°1 nos centramos en el cumplimiento de todas las
componentes e indicadores de la idoneidad epistémica y cognitiva de la tabla Al y A2
respectivamente.

Veremos a continuacion que la tarea n® 1 cumple con la idoneidad epistémica y

cognitiva que se dan en las tablas A1y A2y lo hacen en un alto grado.

Idoneidad epistémica

Situaciones — Problema

— La tarea 1 es una situacion problema donde un grupo de cinco estudiantes se

relacionan entre si ayudandose a realizar un trabajo grupal.
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Esta tarea presenta once itemes y en cada una se generan problemas al estudiante
que debe resolver. Todos estos problemas tienen que ver con la manipulacion de las
entradas de una matriz, sus filas y columnas, comparar y trasponer sus filas y
columnas interpretando estos procedimientos.

En el item (i) se modifica el problema inicial, al inducir al alumno a trasponer el
sentido de las flechas del digrafo, emergiendo asi la matriz traspuesta. Notemos que
esta trasposicion puede ser interpretado afirmando que los alumnos que ayudan
ahora pasaron a ser ayudados. Notemos que este item permite, al alumno, generar
un procedimiento para hallar la traspuesta de una matriz. También en el item (a), el
estudiante, sin conocer que es una matriz, construye una matriz siguiendo las

indicaciones de este item.

Es evidente que la tarea n° 1 cumple con todos los indicadores de la componente
Situacion-Problema dada en la tabla Al (Ver p. 107).

Lenguajes

En el primer item (a), el estudiante construye una grafica (digrafo) siguiendo las
indicaciones que se dan. Luego en el segundo item (b) construye una tabla que
representa a la grafica anterior. En los siguientes itemes el alumno, resolviendo
cada item, manipula los elementos de la tabla sin saber que estd manipulando una
matriz cuadrada de orden cinco. En el item (i) el estudiante altera la direccion de las
flechas y construye otra gréfica, y pasa de la grafica a un problema contextualizado.
En el item (j) el estudiante pasa de la grafica a la tabla (matriz traspuesta)
interpretando estos resultados. Se evidencia asi que el estudiante usa diferentes
modos de expresion matematica haciendo traducciones y conversiones entre las
mismas.

En todos los itemes el nivel del lenguaje es adecuado para los estudiantes del
sétimo ciclo de la EBR. Caso contrario el profesor solucionara cualquier conflicto

semiotico presente.

Asi se verifica el cumplimiento total de los indicadores de la componente lenguaje dada
en latabla Al.

Reglas

El estudiante al resolver la tarea construye un digrafo, una matriz, ademéas manipula

los elementos de una matriz, trabaja con matrices fila y columna, decide si dos
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matrices son iguales (tablas) y finalmente traspone una matriz. Notamos también
que todos los procedimientos anteriores son interpretado por el estudiante de

acuerdo al contexto inicial de la tarea y son adecuados para su nivel.

Verificamos, asi, el cumplimiento total de los indicadores de la componente reglas
dadas en la tabla Al.

Argumentos

— Los argumentos que se necesitan para dar solucion a cada item, estan al alcance de
los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

— Desde el item (c) el alumno tiene que argumentar y justificar sus conclusiones.

Observamos que se cumplen todos los indicadores, de la componente argumento, dados

en latabla Al.

Relaciones
Observamos en el desarrollo de toda la tarea que el objeto matematico matriz se

relaciona con el objeto matematico digrafo. Ademas todos los itemes se relacionan para
poder hacer emerger el objeto matemtico matriz, matriz fila y columna, matriz
traspuesta.

Es asi que corroboramos que la tarea 1 tiene una alta idoneidad epistémica.

Idoneidad cognitiva

Conocimientos Previos

— La tarea | requiere de conocimientos previos basicos, como podemos verificar al
observar la solucién y configuracién epistémica de la tarea 1.
Los conocimientos previos son:
Relaciones
Contar numeros enteros
Suma de nameros reales, multiplicacion de nimeros reales
Interseccidn, flecha (linea dirigida).
Ademas las argumentaciones, interpretaciones y justificaciones que exige cada item
al estudiante hipotético estan a su alcance. Esto lo corroboramos en la seccion 2.1
del capitulo 2 donde definimos nuestro estudiante hipotético: “En el sétimo ciclo,

una de las caracteristicas del pensamiento del estudiante es de ser mas abstracto que
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el del ciclo anterior, lo que significa que estd en condiciones de desarrollar
aprendizajes mas complejos”.
De esta manera los contenidos pretendidos se pueden alcanzar pues tienen una

dificultad manejable.

Cumpliéndose asi con los indicadores de la componente conocimientos previos de la

idoneidad cognitiva de la tabla A2.

Adaptaciones curriculares a las diferencias individuales

Se incluyen itemes de ampliacion y de refuerzo, esto se evidencia en los itemes (c)
y (d) donde el estudiante tiene que extraer una columna de la tabla obtenida en el
item (b) e interpretar lo que indica. Lo mismo se amplia y refuerza en los itemes (e)
y (), con la diferencia que se extrae una fila de la tabla obtenida en (b). Esto se
puede observar en la solucion de la tarea 1. De esta manera se promueve el acceso y
el logro de todos los estudiantes a desarrollar la tarea logrando asi que el estudiante

construya el objeto matematico matriz.

Cumpliéndose asi todos los indicadores de la componente adaptaciones curriculares a

las diferencias individuales que compone la idoneidad cognitiva de la tabla A2.

Aprendizajes

En el primer item (a), el estudiante construye un digrafo siguiendo las indicaciones
que se dan. Luego en el segundo item (b) construye una tabla que representa a la
grafica anterior. En los siguientes itemes el alumno, resolviendo cada item,
manipula los elementos de la tabla sin saber que estd manipulando una matriz
cuadrada de orden cinco. En el item (i) el estudiante altera la direccion de las
flechas y construye otra gréafica, y pasa de la gréafica a un problema contextualizado,
en el item (j) el estudiante pasa de la grafica a la tabla (matriz traspuesta)
interpretando estos resultados. Se evidencia asi que el estudiante usa diferentes
modos de expresion matematica haciendo traducciones y conversiones entre las

mismas.
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Ademas manipula los elementos de una matriz, trabaja con matrices fila y columna,
decide si dos matrices son iguales (tablas) y finalmente traspone una matriz.
Notamos también que todos los procedimientos anteriores son interpretados por el
estudiante de acuerdo al contexto inicial de la tarea.

El segundo item permite al alumno construir la matriz asociada a la grafica
obtenida en el primer item.

Los itemes tienen diferentes niveles de comprensién y competencia, por ejemplo
los dos primeros estan diseflados para guiar al alumno, el sélo debe seguir
instrucciones, pero en los restantes debe analizar, justificar e interpretar sus

procedimientos.

Cumpliéndose la idoneidad cognitiva especificada en la tabla A2 en un alto grado (Ver
pp. 108-109).

Con respecto al resto de idoneidades consideraremos las que se han elegido en la

seccion 5.2 de este capitulo.

La idoneidad afectiva se logra cuando el estudiante, al final del proceso de estudio
de la tarea 1, observa que una tarea relacionada con la vida cotidiana puede
involucrar diagraficas y matrices que son objetos matematicos Utiles para
solucionar estos tipos de problemas que estan relacionados con profesiones que
aparentemente no aplican la matematica, como la de un sic6logo o soci6logo.

La idoneidad interaccional, se logra, pues la tarea ha permitido al alumno una
oportunidad guiada de reinventar el objeto matematico matriz y las operaciones
matriciales. Se espera, ademas (Ver seccion 5.3) que se favorezca el dialogo y
comunicacion entre los estudiantes, compartiendo lo hecho en forma individual,
donde sus métodos informales son usados como la base para construir el objeto
matematico matriz.

La idoneidad mediacional, se cumple pues la tarea se comporté como tres modelos
concretos por ejemplo digrafo, tablas y matrices. Se espera que deben poder
desarrollarse en un tiempo suficiente ya sea por el estudiante, el profesor o por
ambos.

Si se pretende usar en el disefio de tareas material informatico, creemos necesario
adicionar los siguientes requisitos a los materiales informaticos a usar: el material
informatico debe ser potente para el algebra computacional, debe poder aplicarse en
todos los niveles educativos y debe tener licencia publica general (GNU), es decir
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usar software libre pues garantizaria a docentes y estudiantes de la EBR la libertad
de usar, estudiar, compartir y modificar el software. Para el manejo de matrices
sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los requisitos
mencionados anteriormente. (Ver Apéndice F).

Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla usar horas adicionales, tomando
las seis horas de libre disponibilidad para el area de matematica.

a) La idoneidad ecoldgica de la tarea 1 se logra, pues contribuye a la formacion
profesional y social de los estudiantes, también contempla la formacion en valores
al relacionarse la tarea con la ayuda entre compafieros y fomenta el pensamiento
critico en cada item. La tarea se relaciona una disciplina “ajena” a las matematicas.
En resumen la tarea ha sido pertinente, adecuada, gradual. Si bien es cierto que la
densidad de contenidos ha sido alta, estos han surgido de manera espontanea al
desarrollarse cada item.

De todo lo anterior podemos afirmar que el disefio de esta tarea cumple con los
criterios de la idoneidad didactica y permiten “introducir” a un estudiante de la EBR en

el estudio de las matrices.

5.4.Descripcion de la practica matematica asociada a la tarea n° 2

La sesion de clase es iniciada por el docente entregando hojas impresas con la tarea n° 2
a cada alumno del aula (Ver p.127). El profesor indica a los alumnos que realicen la
tarea individualmente en un tiempo de 20 minutos aproximadamente, en esta etapa los

alumnos no deben consultar a sus compafieros ni al profesor.

El profesor en todo momento hace sentir a alumno que no esta siendo evaluado, pero
induce al alumno a que trabaje con responsabilidad, les comenta que la idea es que ellos
descubran ciertas regularidades al desarrollar la tarea y traten de construir nuevos

conceptos matematicos y ver la manera de definir operaciones con ellos.

Terminada la etapa individual, el docente forma grupos de manera arbitraria y reparte
nuevamente la misma tarea, e indica que deben desarrollarla grupalmente en un tiempo

de 15 minutos.

En esta etapa grupal el profesor resolvera las diversas interpretaciones (conflictos

semidticos) que los grupos pueden dar a los itemes de la tarea n°2, la etapa grupal
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culmina con la entrega, al profesor, de la tarea parcialmente desarrollada o desarrollada

en su totalidad ya sea en forma correcta o incorrecta.

Luego de la etapa grupal el profesor resuelve la tarea n°® 2 o propone al grupo que la
resolvié correctamente, la comunique a sus comparfieros. Indicandose que dicha tarea es
un caso particular de suma y resta de matrices. También, se indica en forma general las
condiciones que deben tener dos matrices para poder sumarlas y restarlas, y como
realizar estas operaciones. En esta etapa queda abierta la posibilidad que el alumno, el

profesor y la tarea 2 interactden.

En la etapa de institucionalizacion (Ver Apéndice B) el profesor define la suma de
matrices (Definicion 2.1), da una primera observacion (Observacion 2.1) donde afirma

que dos matrices se pueden sumar si son del mismo orden.

Luego, el profesor da el ejemplo 2.1 donde el alumno observa que la suma de matrices
es conmutativa y luego la da como observacién. (Observacion 2.2), el profesor da otro
ejemplo (Ejemplo 2.2.) donde se suman tres matrices y se verifica la propiedad
asociativa y luego la da como la observacién 2.3, también da dos ejemplos consecutivos
(Ejemplos 2.3y 2.4) donde se aprecia la existencia del elemento neutro e inverso aditivo
para luego darla como la observacion 2.4.

Continuando con la institucionalizacion, el profesor define la diferencia de matrices
(definicion 2.2), luego muestra un ejemplo donde se verifica que (A+B) "= AT £ B'
para luego darla como la propiedad 2.1, resume las observaciones 2.2, 2.3, 2.4y 2.5 en

una sola propiedad, la propiedad 2.2 (propiedades de la adicion de matrices).

El profesor concluye la parte de institucionalizacion dando dos ejemplos donde se
aprecia una forma practica de construir matrices simétricas y antisimétricas y las
institucionaliza en las propiedades 2.3 y 2.4 en donde se afirma que dada una matriz
cuadrada de orden n, entonces la suma de Ay AT es una matriz simétrica y la diferencia

entre Ay A” es una matriz antisimétrica.
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5.4.1. Propuesta de la tarea 2
TAREA N° 2

Edinson es un comerciante de revistas, su negocio esta conformado por tres librarias; en

cada libreria vende revistas de deportes, moda y actualidad.

Las cantidades de revistas que existen en sus tres librerias las ha organizado en una

tabla, llamada tabla de existencia

Tabla 5.1 Tabla de existencia.

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 50 30 31
Libreria 2 80 40 20
Libreria 3 25 33 15

Parte 1
Responda:

a) ¢Cuantas revistas de actualidad existen en la libreria 3?
b) ¢Cuéntas revistas de moda quedan en la libreria 2?

c) ¢Cuantas revistas de cada tipo existen en la libreria 1?

Edinson, después de una buena semana de ventas, observa que necesita hacer un pedido

urgente a su proveedor y elabora la tabla de pedido

Tabla 5.2 Tabla de pedido.

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 100 100 100
Libreria 2 150 130 100
Libreria 3 200 200 150

127

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




] i PONTIFICIA
TESIS PUCP gz_}\gﬁgﬁmo

DEL PERU

Una vez que el proveedor entrega al pedido a Edinson, él las distribuye a cada una de

sus librerias.
Parte 2
Elabore o responda, segun sea el caso:

a) La nueva tabla de existencia.

b) ¢Cuantas revistas de moda hay en cada libreria?

c) Latabla 5.1 (tabla de existencia) y tabla 5.2 (tabla de pedido) ¢se relacionan con
matrices?

d) Si la respuesta de la pregunta en el item (c) es afirmativa, elabore dichas
matrices y llamelas E y P respectivamente.

e) Para hallar la nueva tabla de existencia del item (a) ¢Qué operacion, considera,
que se ha originado entre las matrices E 'y P?

f) Describa una regla que permita realizar dicha operacion entre dos matrices.

Edinson, observa la tabla de ventas que tiene registradas las ventas hasta la mitad de

Semana

Tabla 5.3 Tabla de ventas.

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 30 10 18
Libreria 2 10 17 14
Libreria 3 15 22 13
Parte 3

Elabore o responda, segun sea el caso:

a) La nueva tabla de existencia.
b) Para hallar la nueva tabla de existencia en el item anterior ;Qué operacion,

considera, se ha originado entre matrices?
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c) Describa una regla que permita realizar la operacion, que cree Ud. se ha

originado.

Edinson, observa las tablas de ventas por semana del mes de junio.

Tabla 5.4 Tabla de ventas semana 1.
Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 50 40 48
Libreria 2 60 37 64
Libreria 3 55 37 60
Tabla 5.5 Tabla de ventas semana 2
Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 40 39 54
Libreria 2 41 34 60
Libreria 3 80 66 57
Tabla 5.6 Tabla de ventas semana 3
Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 33 54 47
Libreria 2 41 63 85
Libreria 3 87 31 53
Tabla 5.7 Tabla de ventas semana 4
Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 52 50 60
Libreria 2 65 32 40
Libreria 3 33 40 50
129

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP | gz_}\gﬁgﬁmn

DEL PERU

Parte 4

Resuma en una sola tabla las ventas realizadas, y responda.

a)  ¢Enqué libreria se ha vendido mas revistas de deportes?

b)  ¢Enqué libreria se ha vendido menos revistas de moda?

c) Enlalibrerial, 2y 3 ¢qué tipo de revistas son las méas vendidas?

d)  Para resumir en una sola tabla las ventas realizadas ¢ Qué operacion entre matrices
se ha originado?

e)  Describa una regla que permita realizar la operacién que se ha originado en el

item (d) entre de dos matrices.

5.4.2. Solucion de la tarea 2

Parte 1

a) Existen 15 revistas de actualidad

b) Quedan 40 revistas de moda

¢) 50 de deportes, 30 de moda 31 de actualidad

Parte 2

a) La nueva tabla de existencias

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 150 130 131
Libreria 2 230 170 120
Libreria 3 225 233 165

b) Hay 130 revistas en la libreria 1, 170 en la libreria 2 y 233 en la libreria 3.

c) Si.
d)
50 30 31 100 100 100
E=|80 40 20|y P=|150 130 100
25 33 15 200 200 150

e) Se han sumado las matrices E'y P.
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50+100 30+100 31+100
f) E+P=|80+150 40+130 20+100
25+200 33+200 15+150

Parte 3

a) Lanueva tabla de existencia

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 120 12 113
Libreria 2 220 153 106
Libreria 3 255 211 152

b) Diferencia de matrices

c)
150-30 130-10 131-18
230-10 170-17 120-14
225-15 233-22 165-13
Parte 4

Tabla de ventas totales

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 175 183 209
Libreria 2 207 166 249
Libreria 3 210 174 220

a) Enla libreria 3 se han vendido mas revistas: 210.

b) En la libreria 2 se han vendido menos revistas de moda: 166

c) En la libreria 1 la revista mas vendida es de actualidad con 209 unidades, en la
libreria 2 la més vendida es la revista de actualidad con 249 unidades, y en la

libreria 3 la revista mas vendida es también la de actualidad con 220 unidades.
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d) Se ha originado una suma de matrices asociadas a las tablas 5.4 a 5.7

e) Se debe sumar sus correspondientes entradas de las matrices asociadas a las tablas.

5.4.3. Configuracion epistémica de la tarea 2
Situacion
El problema consiste en un problema contextualizado donde se actualiza una tabla o

matriz de existencia de revistas, luego de que se hace un pedido de revistas y luego que

se realizan ventas. También se obtiene una tabla de las ventas totales.
Lenguaje

Lenguaje verbal

Tabla, matriz

Lenguaje simbolico

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 50 30 31
Libreria 2 80 40 20
Libreria 3 25 33 15

Tabla 5.1 Tabla de existencia.

Deportes Moda Actualidad
Libreria 1 100 100 100
Libreria 2 150 130 100
Libreria 3 200 200 150

Tabla 5.2 Tabla de pedido.

Deportes Moda Actualidad

Libreria 1 30 10 18
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Libreria 2 10 17 14

Libreria 3 15 22 13

Tabla 5.3 Tabla de ventas.

Conceptos
Conceptos previos

Tabla, matriz, elemento o entrada de una matriz, suma de numeros reales, resta de

numeros reales.

Conceptos emergentes

Suma de matrices, Diferencia de matrices.
Procedimientos

Para la suma de matrices
Sumar las respectivas entradas
Para la diferencia de matrices
Restar las respectivas entradas
Proposiciones

Si dos matrices tienen el mismo orden, entonces se puede realizar entre ellas una suma
resta de matrices.

5.4.4. Grado de idoneidad de la tarea 2.
Idoneidad epistémica

Situaciones — Problema

— El problema consiste en un problema contextualizado donde se actualiza una tabla
0 matriz de existencia de revistas, luego de realizar un pedido de revistas y luego
que se realizan ventas. También se obtiene una tabla de las ventas totales.

— Esta tarea presenta cuatro partes, en la primera parte se insiste en manipular las
entradas de una matriz interpretandolas de acuerdo al contexto de la situacion
problema. En la segunda parte se induce al alumno a sumar dos matrices, la matriz
de existencia con la matriz de pedidos. Y nuevamente se interpreta algunas de sus

entradas.
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En la parte tres se induce al alumno a restar dos matrices. Finalmente en la parte
cuatro se induce a sumar mas de dos matrices

Observamos que la tabla de existencia se modifica debido a la actualizacion de
existencias tanto al sumar la tabla de pedidos, como al restar la tabla de ventas.

Lenguajes

En este caso las expresiones matematicas usadas en la solucion de la tarea solo son
dos, la tabla y su respectiva matriz. Ya sea de existencia, de pedido o de ventas.

El profesor debe aclarar que es una tabla de existencia, pues consideramos que es
un conflicto semidtico potencial en esta tarea. De esta manera el lenguaje sera
adecuado para los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

Como hemos visto, se induce al alumno a sumar y restar matrices, ademas se insiste
en la manipulacion de entradas de las matrices, pidiendo al estudiante que interprete
el significado de las entradas de la matriz de existencia de acuerdo al contexto

inicial de la tarea.

Reglas

Se induce al alumno a aplicar reglas o procedimiento a la suma y resta de matrices.
Se incluyen itemes (a), (c), (d), (e) y (f) de la parte dos donde el estudiante tiene
que definir con sus propios recursos la suma de matrices. Lo mismo se realiza en
los itemes (a), (b) y (c) de la parte tres. Donde el estudiante, usando sus propios
recursos, debe definir la resta de dos matrices.

También estos procedimientos estan al alcance de estudiantes del sétimo ciclo de la

EBR, pues solo tiene que sumar restar y organizar datos numéricos.

Argumentos

Como ya hemos visto, los argumentos que se necesitan para dar solucion a cada
item, estan al alcance de los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

En las cuatro partes de la tarea 2 el estudiante tiene que interpretar los resultados
obtenidos. En el item (c) de la parte 2 el estudiante tiene que argumentar porque las

tablas de pedidos y existencias representan matrices.

Relaciones
Observamos en el desarrollo de toda la tarea que el objeto mateméatico matriz se

relaciona con el modelo tabla. Ademas todos los itemes se relacionan para poder hacer

emerger el procedimiento que permite sumar y restar matrices.
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Es asi que corroboramos que la tarea 2 satisface la idoneidad epistémica en un alto

grado.

Idoneidad cognitiva

Conocimientos Previos

— La tarea 2 requiere de conocimientos previos que el estudiante ya posee, como
podemos verificar al observar la configuracidn epistémica de la tarea 2.
Los conocimientos previos son:
Matrices.
Sumar nameros reales.
Restar nUmeros reales.
Ademas las argumentaciones, interpretaciones y justificaciones que exige cada item
al estudiante estan al alcance de los estudiantes.
De esta manera los contenidos pretendidos se pueden alcanzar pues tienen una
dificultad manejable.

Adaptaciones curriculares a las diferencias individuales

— Se incluyen itemes de ampliacion y de refuerzo, esto se evidencia en los itemes (a),
(c), (d), (e) y (f) de la parte dos. Donde el estudiante tiene que definir con sus
propios recursos la suma de matrices. Lo mismo se amplia y refuerza en los itemes
(@), (b) y (c) de la parte tres. Donde el estudiante, usando sus propios recursos,
debe definir la resta de dos matrices. De esta manera se promueve el acceso y el
logro de todos los estudiantes a desarrollar la tarea logrando asi que el estudiante

construya, entienda y aplique la suma y resta de matrices.

Aprendizajes

— Los diversos itemes en la parte dos tres y cuatro garantizan que el estudiante
aprenda a sumar y restar matrices sin conocer dichas operaciones.

— También los diferentes itemes inducen al estudiante a interpretar las entradas de las
matrices que han resultado de la suma y resta de matrices.

— Los itemes tienen diferentes niveles de comprension y competencia, por ejemplo
los que corresponden a la parte uno son basicos pues se limitan a interpretar las
entradas de las tablas. En cambio en la parte tres y cuatro el estudiante tiene que

“construir” las operaciones matriciales correspondientes.
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Cumpliéndose asi la idoneidad cognitiva especificada en la tabla A2 en un alto grado
(Ver pp. 108-109).
Con respecto al resto de idoneidades consideraremos las que se han elegido en la

seccion 5.2 de este capitulo.

La idoneidad afectiva se logra cuando el estudiante, al final del proceso de estudio
de la tarea n° 2, observa que una tarea relacionada con la vida cotidiana puede
resolverse usando tablas o matrices y que éstas, si son del mismo orden, se pueden
sumar o restar.

La idoneidad interaccional se logra, pues la tarea ha permitido al alumno una
oportunidad guiada de reinventar las operaciones matriciales de suma y resta. Se
espera, ademas (Ver seccion 5.4) que se favorezca el dialogo y comunicacion entre
los estudiantes, compartiendo lo hecho en forma individual, donde sus métodos
informales son usados como la base para construir la suma y resta de matrices.

La idoneidad mediacional, se cumple pues la tarea se comporta como dos modelos
concretos por ejemplo tablas de existencia (pedidos) y matrices. Se espera que
deben poder desarrollarse en un tiempo suficiente ya sea por el estudiante, el
profesor o por ambos.

Si se pretende usar en la planificaciéon y disefio de tareas material informatico,
creemos necesario adicionar los siguientes requisitos a los materiales informéticos a
usar: el material informatico debe ser potente para el algebra computacional, debe
poder aplicarse en todos los niveles educativos y debe tener licencia publica general
(GNU), es decir usar software libre pues garantizaria a docentes y estudiantes de la
EBR la libertad de usar, estudiar, compartir y modificar el software. Para el manejo
de matrices sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los requisitos
mencionados anteriormente. (Ver Apéndice F).

Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla usar horas adicionales, tomando
las seis horas de libre disponibilidad para el area de matematica.

La idoneidad ecoldgica, en la tarea n° 2 se logra pues contribuye a la formacion
profesional y social de los estudiantes, y fomenta el pensamiento critico en cada
item. La tarea se relaciona con tablas y éstas, en el futuro, seran relacionados con
matrices por los estudiantes. En resumen la tarea ha sido pertinente, adecuada,

gradual y una baja densidad de contenidos.
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De todo lo anterior podemos afirmar que el disefio de esta tarea cumple con los criterios
de la idoneidad didactica y permiten “introducir” a un estudiante de la EBR en el

estudio de suma y resta de matrices.
5.5. Descripcidn de la practica matematica asociada a la tarea n°® 3

La sesion de clase es iniciada por el docente entregando hojas impresas con la tarea n° 3
a cada alumno del aula (Ver p. 139). El profesor indica a los alumnos que realicen la
tarea individualmente en un tiempo de 20 minutos aproximadamente, en esta etapa los

alumnos no deben consultar a sus compafieros ni al profesor.

El profesor en todo momento hace sentir a alumno que no esta siendo evaluado, pero
induce al alumno a que trabaje con responsabilidad, les comenta que la idea es que ellos
descubran ciertas regularidades al desarrollar la tarea y traten de construir nuevos
conceptos matematicos, y ver la manera de definir operaciones con estos nuevos

conceptos.

Terminada la etapa individual, el profesor forma grupos de manera arbitraria y reparte
nuevamente la misma tarea, e indica que deben desarrollarla grupalmente en un tiempo

de 15 minutos.

En esta etapa grupal el profesor resolverd las diversas interpretaciones (conflictos
semioticos) que los grupos pueden dar a los itemes de la tarea n°3, la etapa grupal
culmina con la entrega, al profesor, de la tarea parcialmente desarrollada o desarrollada

en su totalidad ya sea en forma correcta o incorrecta.

Luego de la etapa grupal el profesor resuelve la tarea n° 3 indicando que dicha tarea es
un caso particular del producto de un escalar por una matriz, explicando que un escalar
es cualquier numero real, y que al multiplicarlo por una matriz o viceversa, este escalar
ingresa a multiplicar a cada entrada de la matriz. . En esta etapa queda abierta la opcion

que el alumno, el profesor y la tarea interactden.

La institucionalizacion (Ver Apéndice C) empieza cuando el profesor define el
producto de un escalar por una matriz (definicion 3.1) y aclara via el ejemplo 3.1 que el
producto de un escalar por una matriz es el mismo si se da por derecha o por izquierda,
es decir ¢ A = A c, aca también el profesor hace notar que el inverso aditivo de cualquier

matriz A puede considerarse como el producto de la matriz A por el escalar -1.
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A continuacién el profesor proporciona el ejemplo 3.2 donde el alumno visualiza que el
producto de un escalar por una matriz es una operacion distributiva respecto a la suma
de matrices para luego darlo como una observacién (observacion 3.2). Luego, el
profesor formaliza la observacion 3.2 y el ejemplo 3.3 en la propiedad 3.1 donde se
afirma que el producto por un escalar es distributivo con respecto a la suma de matrices,
también que el producto del escalar uno por cualquier matriz es la misma matriz, y que

el producto del escalar cero por cualquier matriz es la matriz nula.

Continuando con la institucionalizacion, el profesor hace notar, via el ejemplo 3.4y 3.5
que las propiedades 2.2 y 3.1 permiten dar solucién a ecuaciones matriciales de la

forma:
a X = A, donde o es un escalar y X, A son matrices del mismo orden.

Y que también, las propiedades 2.2 y 3.1 permiten dar solucion a sistemas de

ecuaciones matriciales de la forma:

aX+pY=A . :
a, B, 6, A son escalares y X, Y matrices del mismo orden.

OX+A1Y=B"

Esto es ilustrado por el profesor en el ejemplo 3.6 finalizando asi la fase de

institucionalizacion.
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5.5.1. Propuesta de la tarea 3
Tarea N° 3

Wilson es un aficionado a la elaboracién de mapas. Sabe que las distancias reales, en
kilometros, entre tres ciudades A, B y C, se expresan como sigue:

Tabla 5.8 Tabla de distancias en kilometros entre las ciudades A, By C

distancia
A B C
/->
A 0 30 25
B 30 0 18
C 25 18 0

Wilson desea trazar un mapa cuya escala sea tal que 1 cm en el papel corresponda a 5

km de distancia real.

a) ¢Cudl es la distancia real entre la ciudad C y la ciudad A?

b) ¢Cual es la distancia real entre la ciudad B y la ciudad C?

c) ¢Cudl es la distancia en el mapa entre la ciudad A y la ciudad C? Dar la
respuesta en centimetros

d) Elabore la matriz de las distancias en el mapa correspondientes a las ciudades A,
By C. Dar las distancias en centimetros.

e) Describe como ha obtenido cada entrada de la matriz obtenida en el item (d).
¢por quién se ha multiplicado cada entrada de dicha matriz?

f) ¢Como definiria la regla que permite la operacion que surge en el item (€)? ¢ Qué

nombre le daria?

5.5.2. Solucion de la tarea 3
a) Ladistancia real entre la ciudad C y A es 25 km.
b) La distancia real entre la ciudad By C es 18 km.

_ long.mapa __ Icm. long.mapa

long.real  5kfi  RkmM

que corresponde a la longitud real (sin unidades)

E

R ,
= long.mapa = Ecm , donde R es el numero

Entonces la longitud en el mapa entre Ay C es (25/5) cm. = 5cm.

d) ladistancia en el mapa entre las ciudades A, By C, en cm.
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Tabla 5.9 Tabla de distancias en centimetros entre las ciudades A, By C

distancia
= A B C
A 0 6 cm. 5cm.
B 6 cm. 0 18/5 cm.
C 5cm. 18/5 cm. 0

e) Cada entrada se ha obtenido multiplicando por 1/5 cm.
f) Producto de la matriz por un escalar.

5.5.3. Configuracion epistémica de la tarea 3

Situacion

El problema consiste en un problema contextualizado donde se dan las distancias reales
en kilometros de tres ciudades, y se desea determinar las distancias en un mapa

teniendo en cuenta cierta escala. Se pide hallar la matriz de las distancias del mapa en

centimetros.

Lenguaje

Lenguaje verbal

Escala, matriz, distancia real, distancia en el mapa, centimetros, kilometros.

Lenguaje simbolico

distancia

A B C
>
A 0 30 25
B 30 0 18
C 25 18 0
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distancia
e A B C
A 0 6 cm. 5cm.
B 6 cm. 0 18/5 cm.
C 5cm. 18/5 cm. 0

_long.mapa __ Icm. long.mapa

~ long.real :>5J>'<rﬁ_ R ki

Conceptos

= long.mapa = %cm =0.2Rcm.

Conceptos previos

Escala, matriz, distancia real, distancia en el mapa, fracciones, razon, proporcion,

igualdad, centimetros, kilometros.
Conceptos emergentes

Producto de una matriz por un escalar

Procedimientos

Multiplicar cada entrada de la matriz por el escalar 0.2

5.5.4. Grado de idoneidad de la tarea 3
Idoneidad epistémica

Situaciones — Problema

— EI problema consiste en un problema contextualizado donde se dan las distancias
reales en kildbmetros de tres ciudades Yy se desea determinar las distancias en un
mapa teniendo en cuenta cierta escala. Se pide hallar la matriz de las distancias del
mapa en centimetros.

— Esta tarea presenta seis itemes, en el primer y segundo item se interpretan las
entradas de la tabla de distancias reales en km. En el tercer item el estudiante debe
aplicar el objeto matematico escala para poder hallar la longitud en el mapa de la

correspondiente distancia real.
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— En el resto de itemes permite problematizar al estudiante —que el desarrollo no sea
siempre rutinario o algoritmico—, pues tiene que aplicar la escala a cada entrada de
la tabla de distancias reales en km.

— Observamos que la tabla de distancias reales se modifica debido a la escala

empleada y esta puede ser interpretada por el estudiante.

Lenguajes

— En este caso las expresiones matematicas usadas en la solucion de la tarea son tres,
la tabla, su respectiva matriz y la escala.

— El profesor, si fuese necesario, debe aclarar qué es una escala y como se aplica,
pues consideramos que es un conflicto semidtico potencial en esta tarea. De esta
manera el lenguaje sera adecuado para los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

— Como hemos visto, se induce al alumno a multiplicar cada entrada de la matriz por
el escalar 0.2, ademas se insiste en la manipulacién de entradas de las matrices,
pidiendo al estudiante que interprete el significado de las entradas de la matriz de

acuerdo al contexto inicial de la tarea.

Reglas

Se induce al alumno a aplicar reglas o procedimiento que corresponden al producto

de una matriz por un escalar.

En el item (e) se pide describir el producto de un escalar por una matriz.

En el item (f) el estudiante tiene que definir con sus propios recursos el producto de
un escalar por una matriz y se le pide que nombre esta operacion.

— También estos procedimientos estan al alcance de estudiantes del sétimo ciclo de la
EBR, pues solo tiene que multiplicar y organizar datos numéricos.

Argumentos

— Como ya hemos visto, los procedimientos que se necesitan para dar solucion a cada
item, estan al alcance de los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

— En todos los itemes el estudiante puede interpretar los resultados obtenidos pero en
el Gltimo debe argumentar dando la definicion, en sus propios términos, del

producto de un escalar por una matriz.
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Relaciones
Observamos en el desarrollo de toda la tarea que el objeto matematico matriz se

relaciona con el modelo tabla y el objeto matematico escala. Ademas estos se relacionan

para poder hacer emerger el procedimiento que permite multiplicar una matriz por un

escalar.

Es asi que corroboramos que la tarea 3 satisface la idoneidad epistémica en un alto

grado.

Idoneidad cognitiva

Conocimientos Previos

La tarea 3 requiere de conocimientos previos que el estudiante ya posee.

Los conocimientos previos son:

Escala, matriz, distancia real, distancia en el mapa, fracciones, razon, proporcion,
igualdad, centimetros, kildmetros.

Ademas las argumentaciones, interpretaciones y justificaciones que exige cada item
al estudiante estan al alcance de los estudiantes.

De esta manera los contenidos pretendidos se pueden alcanzar pues tienen una

dificultad manejable.

Adaptaciones curriculares a las diferencias individuales

Se incluyen itemes de ampliacion y de refuerzo, esto se precia en los itemes (c),
(d), (e) y (f). Para ello el estudiante tiene que definir en sus propios términos el
producto de una matriz por un escalar. De esta manera se promueve que de todos
los estudiantes desarrollen la tarea, logrando asi que ellos construyan, entiendan y

apliquen la operacién producto de una matriz por un escalar en un problema real.

Aprendizajes

Los itemes (c), (d), (e) y (f) garantizan que el estudiante aprenda a multiplicar una
matriz por un escalar.

Los itemes tienen diferentes niveles de comprension y competencia, por ejemplo
los dos primeros son basicos pues se limitan a interpretar las entradas de la tabla
que contiene las distancias reales entre las tres ciudades. En cambio en los itemes

restantes el estudiante tiene que realizar, describir, definir el procedimiento que le
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ha permitido encontrar la matriz de distancias en el mapa. La cual corresponde al

producto de una matriz por un escalar.

Cumpliéndose asi la idoneidad cognitiva especificada en la tabla A2 en un alto grado
(Ver pp. 108-109).

Con respecto al resto de idoneidades consideraremos las que se han elegido en la

seccion 5.2 de este capitulo.

La idoneidad afectiva se logra cuando el estudiante, al final del proceso de estudio
de la tarea 3, observa que una tarea relacionada con la vida cotidiana puede
resolverse usando matrices, apoyandose de otro objeto matematico, en este caso la
escala.

La idoneidad interaccional, se logra, pues la tarea ha permitido al alumno una
oportunidad guiada de reinventar el producto de un escalar por una matriz. Se
espera, ademas (Ver seccion 5.5) que se favorezca el dialogo y comunicacion entre
los estudiantes, compartiendo lo hecho en forma individual, donde sus métodos
informales son usados como la base para construir el procedimiento que permita
hallar el producto de una matriz por un escalar. Si los alumnos tienen dificultades al
aplicar la escala el profesor debe explicar como se aplica, pues caso contrario la
tarea no tendria razén de ser.

La idoneidad mediacional, se cumple pues las matrices se comportan como
modelos concretos al representarse en una tabla de distancias tanto reales como en
el mapa gracias al uso del objeto matematico escala. Se espera que las tareas
puedan desarrollarse en un tiempo suficiente ya sea por el estudiante, el profesor o
por ambos.

Si se pretende usar en el disefio de tareas material informatico, creemos necesario
adicionar los siguientes requisitos a los materiales informaticos a usar: el material
informatico debe ser potente para el algebra computacional, debe poder aplicarse en
todos los niveles educativos y debe tener licencia publica general (GNU), es decir
usar software libre pues garantizaria a docentes y estudiantes de la EBR la libertad
de usar, estudiar, compartir y modificar el software. Para el manejo de matrices
sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los requisitos
mencionados anteriormente. (Ver Apéndice F).
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Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla usar horas adicionales, tomando
las seis horas de libre disponibilidad para el area de matematica.

g) La idoneidad ecoldgica, en la tarea n°® 3 se logra, pues contribuye a la formacion
profesional y social de los estudiantes, y fomenta el pensamiento critico en cada
item. La tarea se relaciona con tablas y éstas, en el futuro, seran relacionados con
matrices por los estudiantes. En resumen la tarea ha sido pertinente, adecuada,

gradual y presenta una baja densidad de contenidos.

De todo lo anterior podemos afirmar que el disefio de esta tarea cumple con los criterios
de la idoneidad didactica y permiten “introducir” a un estudiante de la EBR en el

estudio del producto de un escalar por una matriz.
5.6. Descripcién de la practica matematica asociada a la tarea n°® 4

La sesion de clase es iniciada por el docente entregando hojas impresas con la tarea n° 4
a cada alumno del aula (Ver p. 147). El profesor indica a los alumnos que desarrollen la
tarea individualmente en un tiempo de 20 minutos aproximadamente, en esta etapa los
alumnos no deben consultar a sus comparieros ni al profesor. La idea es que se

concentren para que se puedan imaginar el problema.

El profesor en todo momento hace sentir al alumno que no esta siendo evaluado, pero
induce al alumno a que trabaje con responsabilidad, les comenta que la idea es que ellos
descubran ciertas regularidades al desarrollar la tarea y traten de construir nuevos
conceptos matematicos, y ver la manera de definir operaciones con estos nuevos

conceptos.

Terminada la etapa individual, el profesor forma grupos de manera arbitraria y reparte
nuevamente la misma tarea, e indica que deben desarrollarla grupalmente en un tiempo

de 15 minutos.

En esta etapa grupal el profesor resolverd las diversas interpretaciones (conflictos
semidticos) que los grupos pueden dar a los itemes de la tarea n°4, la etapa grupal
culmina con la entrega, al profesor, de la tarea parcialmente desarrollada o desarrollada

en su totalidad ya sea en forma correcta o incorrecta.

Luego de la etapa grupal el profesor resuelve la tarea n° 4 indicando que dicha tarea es
un caso particular del producto de matrices, hace notar a grandes rasgos, que la

ubicacion de las matrices es importante al multiplicarlas (AB#BA).
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El profesor afirma que para multiplicar matrices se debe tener en cuenta el orden de las
matrices de tal manera que el nimero de columnas de la primera matriz sea igual al

numero de filas de la segunda matriz. Caso contrario no existiria el producto matricial.

Luego, detalla el producto de las matrices A y B de la tarea 4. En esta etapa queda

abierta la posibilidad que el alumno, el profesor y la tarea interactuen.

En la etapa de institucionalizacion (ver Apéndice D), el profesor define el producto
matricial (definicidn 4.1) e inmediatamente se hace la observacién 4.1 donde se afirma
que para que se defina el producto matricial AB, el nimero de columnas de la matriz A
debe ser igual al numero de columnas de B, ademas el orden de C = AB esta dado por el
numero de filas de A y el numero de columnas de B. El profesor ilustra la explicacion

anterior con el siguiente esquema.

Amxp Bpxn=cmxn

TSNS

»
y

Para reforzar la explicacion anterior, el profesor muestra el ejemplo 4.1.

A continuacion el profesor proporciona el ejemplo 4.2 para que el alumno verifique que
el producto matricial no es conmutativo, a pesar que el item (a), (b), (e) y (f) son
particularmente conmutativos por tratarse de una matriz cuadrada y la matriz identidad

de orden dos.

Luego, el profesor define la matriz identidad (definicion 4.2) y en seguida muestra la
propiedad 4.1 que afirma que toda matriz multiplicada por la matriz identidad resulta la

misma matriz.

En el ejemplo 4.3 y 4.4 el profesor hace notar al estudiante las propiedades de la
multiplicacién matricial para luego institucionalizarlo en la propiedad 4.2 que presenta

la propiedad asociativa, distributiva derecha e izquierda y la identidad multiplicativa.

Como los estudiantes ya estan familiarizados con la matriz transpuesta y el producto
matricial, el profesor utiliza el ejemplo 4.5 para verificar que la transpuesta del
producto matricial AB es igual al producto de la transpuesta de B por la transpuesta de A

y luego el profesor lo institucionaliza en la propiedad 4.3

El profesor muestra al alumno en el ejemplo 4.6 que el producto matricial y la igualdad

de matrices puede generar un sistema de ecuaciones. También el profesor en el siguiente
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ejemplo (ejemplo 4.7) desarrolla una ecuacion matricial utilizando el producto de

matrices que le va a ser de utilidad en la tarea siguiente.

Finalmente, el docente termina la etapa de institucionalizacion definiendo la potencia
de matrices (definicién 4.3) y aclara la definicion desarrollando el ejemplo 4.7.

5.6.1. Propuesta de la tarea 4
TAREA N°4

Roberto es un fabricante de muebles, produce tres modelos de escritorios, los tres
modelos llevan chapas y manijas de metal. La cantidad de chapas y manijas de metal

por modelo se especifican en la siguiente tabla:

Tabla 5.10 Tabla de partes por modelo.

Modelo
A B C
partes
Cantidad de chapas 3 2 1
Cantidad de
- 7 5 2
manijas de metal

Responda:

a) ¢Cuantas manijas de metal y chapas requiere el modelo B?

b) Si Roberto fabrica cinco escritorios del modelo A ¢Cuantas manijas de metal y
chapas necesita?

c) Si Roberto fabrica tres escritorios del modelo B ¢Cuantas chapas y manijas de

metal necesita?
Roberto tiene pedidos para los meses de marzo y abril como se indica a continuacion:
Para el mes de marzo

) 7 escritorios del modelo A.
i) 18 escritorios del modelo B.

iii) 10 escritorios del modelo C.
Para el mes de abril
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i)
i)
i)

10 del modelo A.
22 del modelo B.
31 del modelo C.

Con la informacion anterior, elabore o responda, segiin corresponda:

d) Una tabla cuyas filas sean la cantidad de modelos de escritorio y cuyas columnas

sean los meses en los cuales tiene pedidos. (De un nombre a esa tabla).

e) ¢Con cuantas chapas debe abastecerse Roberto en el mes de marzo para poder

cumplir con el pedido?

f) ¢Con cuéntas chapas debe abastecerse Roberto en el mes de abril para poder

cumplir con el pedido?

g) ¢Con cuantas manijas de metal debe abastecerse Roberto en el mes de marzo

para poder cumplir con el pedido?

h) ¢Con cuantas manijas de metal debe abastecerse Roberto en el mes de abril para

poder cumplir con el pedido?

i) Resuma lo obtenido en el item (e), (f), (9) y (h) en una tabla donde se muestre la
cantidad de chapas y manijas de metal que se necesitan para el mes de marzo y

abril.

j) Escriba la matriz asociada a la tabla 5.10 y lldmela A. ¢ De qué orden es?

K) Escriba la matriz asociada a la tabla encontrada en el item (d) y llamela B. ¢(De

qué orden es?

I) Escriba la matriz asociada a la tabla encontrada en el item (i) y llamela C. ¢{De

qué orden es?
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m) Si las matrices A y B han originado la matriz C ;Qué operacion matricial cree

Ud. que ha originado la matriz C?

n) Describa una regla que permita realizar la operacion matricial entre las matrices

Ay B para originar C. Sugerencia: tome en cuenta los itemes (e ), (f), (g)y

(h).

5.6.2. Solucion de la tarea 4

a)
b)

c)
d)

f)

9)
h)

)

k)

El modelo B requiere 2 chapas y 5 manijas.
Para producir cinco escritorios del modelo A se requiere 15 chapas 'y 35 manijas.
Para producir tres escritorios del modelo C se requiere 6 chapasy 15 manijas.
Tabla de pedidos.
Marzo Abril

A 7 10

B 18 22

C 10 31

En marzo debe abastecerse con 3x7 + 2x18 + 1x10 = 67 chapas
En abril debe abastecerse con 3x10 + 2x22 + 1x31 = 105 chapas
En marzo debe abastecerse con 7x7 + 5x18 + 2x10 = 159 manijas de metal
En abril debe abastecerse con 7x10 + 5x22 + 2x31 = 242 manijas de metal
Marzo Abrll
Chapas 67 105
Manijas de metal 159 242

{3 2 1}
A:
75 24,4
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(7 10
B=|18 22
10 31,
1)
(67 105
C:
159 242], ,

m) La operacion es un producto de matrices AB=C
n) Cada entrada de C se obtiene multiplicando una fila de A por una columna de C
Cui=ay1.b11 + arz.br+ags.bss
Cro=a11.012 + a12.b22+a13.032
C21=a21.011 + @22.022+823.031
C22=a21.D12 + @22.022+823.03,
5.6.3. Configuracion epistémica de la tarea 4
Situacion
El problema consiste en un problema contextualizado relacionado a la fabricacion de
tres modelos de muebles, cada modelo requiere de partes constituidas por chapas y
manijas de metal. Se presenta una tabla donde se visualiza la cantidad de partes por
modelo y otra tabla que contiene la cantidad de pedidos por modelo y mes. Se desea

saber con cuantas chapas y manijas de metal se debe abastecer el fabricante para

cumplir con los pedidos.

Lenguaje

Lenguaje verbal

Matriz, Tabla de partes por modelo, filas, columnas, orden de una matriz.

Lenguaje simbdlico

Modelo
A B C
partes
Cantidad de chapas 3 2 1
Cantidad de
i 7 5 2
manijas de metal
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Marzo Abril
A 7 10
B 18 22
C 10 31
3x7 +2%x18 + 1x10 = 67
3x10 + 2x22 + 1x31 = 105
7x7 +5x18 + 2x10 = 159
7x10 + 5x22 + 2x31 = 242
Marzo Abril
Chapas 67 105
Manijas de metal 159 242
3 2 1 e 67 105
A={7 c ZL 3, B=|18 22| ,C ZLSQ 242}2 2, AB=C
x 10 31, ~

Ci1=ai1.b11 + a12.bxtass.ba
C12=a11.012 + A12.020+a13.032
Co1=a1.011 + @22.022+a23.031

C22=a21.012 + @22.022+823.032
Conceptos
Conceptos previos
Tabla, matriz, filas, columnas, orden de una matriz, suma y producto de nimeros reales.
Conceptos emergentes
Producto de matrices
Procedimientos
Cada entrada de la matriz C se obtiene calculando

Ci1=au1.0b11 + ar2.bp+ass.ba

Cip=a11.012 + @12.bp0+a13.032
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Co1=a21.011 + @z2.Dpo+a23.031

C22=a21.012 + @22.022+823.032
Proposicion
Tesis
El producto AB existe.
Argumento
Pues el numero de filas de la matriz A es igual al namero de columnas de la matriz B.

5.6.4. Grado de idoneidad de la tarea 4
Idoneidad epistémica

Situaciones — Problema

— El problema consiste en un problema contextualizado relacionado a la fabricacion
de tres modelos de muebles, cada modelo requiere de partes constituidas por chapas
y manijas de metal. Se presenta una tabla donde se visualiza la cantidad de partes
por modelo y otra tabla que contiene la cantidad de pedidos por modelo y mes. Se
desea saber con cuantas chapas y manijas de metal se debe abastecer el fabricante
para cumplir con los pedidos.

— Esta tarea presenta veinte itemes, cada uno de ellos permite problematizar al
estudiante al determinar la cantidad de partes para producir cierta cantidad de un
determinado modelo de escritorio.

— Las tablas y matrices obtenidas en los itemes (d), (j) y (I) pueden ser interpretadas
por el estudiante en relacion a lo que se pregunta en su respectivo item, por ejemplo
la tabla encontrada en el item (l) representa la cantidad de chapas y manijas de
metal con las que el fabricante debe abastecerse para poder cumplir con los pedidos

del mes de marzo y abril.

Lenguajes

— En este caso las expresiones matematicas usadas son sélo dos: tabla y matriz.

— Como hemos visto en la solucién, en el item (a) se pide interpretar algunas entradas
de la tabla de partes por modelo, en los itemes (b) y (c) se induce al alumno a
multiplicar algunas columna de la tabla 5.10 por el nimero de modelos de mueve a
fabricar. En el item (d) se pide elaborar una tabla indicandose quien debe ser las

filas y quien las columnas. En el resto de itemes se induce al alumno a encontrar el
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producto matricial de las matrices A y B. En toda la tarea el lenguaje empleado es
adecuado para los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR y propone en forma clara

expresiones matematicas.

Reglas

Se induce al alumno a aplicar reglas o procedimientos que corresponden al
producto de matrices, como se muestra en los itemes (d) a (n).

En el item (m) se pregunta al estudiante ¢intuya qué operacién matricial se ha
realizado en los itemes (d) a (i)?

En el item (n) se pide describir una regla que permita realizar el producto matricial
entre las matrices Ay B.

También estos procedimientos estan al alcance de estudiantes del sétimo ciclo de la

EBR, pues solo tiene que multiplicar y organizar datos numéricos.

Argumentos

— Como ya hemos visto, los procedimientos que se necesitan para dar solucion a cada
item, estan al alcance de los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

— En todos los itemes el estudiante puede interpretar los resultados obtenidos pero en
el tltimo debe argumentar dando la regla, en sus propios términos, del producto de
las matrices Ay B.

Relaciones
Observamos en el desarrollo de toda la tarea que el objeto matematico matriz se

relaciona con el modelo tabla y via los itemes (d) a (i) se obtiene el producto matricial
de Ay B.
Es asi que corroboramos que la tarea 4 satisface la idoneidad epistémica en un alto

grado.

Idoneidad cognitiva

Conocimientos Previos

— Latarea 3 requiere de conocimientos previos que el estudiante ya posee.

Los conocimientos previos son:

Tabla, matriz, filas, columnas, orden de una matriz, suma y producto de numeros

reales.
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— Como hemos visto, los procedimientos que exige cada item al estudiante estan a su
alcance. De esta manera los contenidos pretendidos se pueden alcanzar pues tienen
una dificultad manejable.

Adaptaciones curriculares a las diferencias individuales

— Se incluyen itemes de ampliacion y de refuerzo, esto se precia en los itemes (d) a
(i). En donde el estudiante obtiene sin darse cuenta el producto de las matrices A 'y
B. Esto se refuerza en los itemes (k) a (n) donde el estudiante tiene que describir
una regla, en sus propios términos, para el producto de las matrices Ay B. De esta
manera se promueve que los estudiantes a desarrollen la tarea logrando asi que cada
estudiante construya, entienda y aplique la multiplicacién de matrices en un

problema real.

Aprendizajes

— Toda la tarea en si garantiza que el estudiante intuya y aprenda cuando multiplicar
matrices.

— Los itemes tienen diferentes niveles de comprension y competencia, por ejemplo
los dos primeros son basicos pues se limitan a interpretar las entradas de la tabla
partes por modelo. En cambio en los itemes (d) a (n) el estudiante tiene que
realizar, intuir y describir, el procedimiento que le ha permitido encontrar la matriz
C construyendo asi la operacion matricial de producto de dos matrices en un caso
particular.

Cumpliéndose asi la idoneidad cognitiva especificada en la tabla A2 en un alto grado.

Con respecto al resto de idoneidades consideraremos las que se han elegido en la

seccion 5.2 de este capitulo.

— Laidoneidad afectiva se logra cuando el estudiante, al final del proceso de estudio
de la tarea 4, observa que una tarea relaciona con la vida cotidiana puede resolverse
usando el producto de matrices.

— La idoneidad interaccional se logra, pues la tarea ha permitido al alumno una
oportunidad guiada de reinventar el producto matricial. Se espera, ademas (ver
seccion 5.6) que se favorezca el dialogo y comunicacion entre los estudiantes,
compartiendo lo hecho en forma individual, donde sus métodos informales son
usados como la base para construir la el procedimiento que permita el producto

matricial.
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h)

La idoneidad mediacional se cumple pues, las matrices se comportan como
modelos concretos al representarse en tabla de modelos por partes y en otra tabla de
pedidos, y ademas el producto de matrices se aprecia en la tabla C. Se espera que
deben poder desarrollarse en un tiempo suficiente ya sea por el estudiante, el
profesor o por ambos.

Si se pretende usar en el disefio de tareas material informatico, creemos necesario
adicionar los siguientes requisitos a los materiales informaticos a usar: el material
informatico debe ser potente para el algebra computacional, debe poder aplicarse en
todos los niveles educativos y debe tener licencia publica general (GNU), es decir
usar software libre pues garantizaria a docentes y estudiantes de la EBR la libertad
de usar, estudiar, compartir y modificar el software. Para el manejo de matrices
sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los requisitos
mencionados anteriormente. (Ver Apéndice F).

Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla usar horas adicionales, tomando
las seis horas de libre disponibilidad para el area de matematica.

La idoneidad ecoldgica, en la tarea 4 se logra, pues contribuye a la formacion
profesional y social de los estudiantes, y fomenta el pensamiento critico en cada
item. La tarea se relaciona con tablas y estas, en el futuro, seran relacionados con
matrices por los estudiantes las cuales, el alumno, sabra cuando multiplicar
matrices para dar solucién a un problema contextualizado o a en una simple
multiplicacién matricial. En resumen la tarea ha sido pertinente, adecuada, gradual

y presenta una baja densidad de contenidos.

De todo lo anterior podemos afirmar que el disefio de esta tarea cumple con los criterios

de la idoneidad didactica y permiten “introducir” a un estudiante de la EBR en el

estudio del producto de matrices.

5.7. Descripcion de la préactica matematica asociada a la tarea n® 5

La sesion de clase es iniciada por el docente entregando hojas impresas con la tarea n°® 5

(ver p. 157) a cada alumno del aula. Una vez entregado el material el profesor explica a

todos los alumnos que la tarea 5 consta de 3 partes. En la parte 1 y 2 los alumnos solo

deben seguir las instrucciones, y trabajaran de manera individual. La parte 3 sera

desarrollada en forma grupal.
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El profesor indica a los alumnos que empiecen con la parte individual, y que tienen 10
minutos aproximadamente para esta etapa, en esta etapa los alumnos pueden realizar
consultas desde sus asientos, y en voz alta al profesor, mas no a sus compareros, el
profesor aclarara la duda del alumno dirigiéndose a toda el aula. La idea es resolver los

conflictos semioticos que presenten los alumnos y mantener el orden en el aula.

El profesor en todo momento hace sentir al alumno que no esté siendo evaluado, pero
induce al alumno a que trabaje con responsabilidad, les comenta que la idea es que ellos
descubran ciertas regularidades al desarrollar la tarea y traten de construir nuevos

conceptos matematicos.

Terminada la etapa individual, el profesor forma grupos de manera arbitraria e indica

gue empiecen a desarrollar la parte 3 de analisis de la tarea 5.

En esta etapa grupal el profesor seguira resolviendo las dudas y las diversas
interpretaciones (conflictos semidticos) que los grupos pueden dar a los itemes de esta
tercera parte, la etapa grupal culmina con la entrega, al profesor, de la tarea
parcialmente desarrollada o desarrollada en su totalidad ya sea en forma correcta o

incorrecta.

Luego de la etapa grupal el profesor resuelve la tarea n° 5 indicando que el concepto
matematico que esta detras de la codificacion y decodificacién de matrices es la matriz

inversa de una matriz cuadrada de orden dos.

El profesor desarrolla detalladamente el item 6 y el item 7 de la tarea 5 haciendo
recordar el ejemplo 4.7 de la clase anterior, en este desarrollo es indispensable la

interaccion entre el docente y el alumno.

Luego el docente empieza con la institucionalizacién (Ver Apéndice E). Empieza
definiendo el determinante de una matriz cuadrada de orden dos (definicién 5.1) y
explica sus diversas notaciones, hace hincapié que el determinante es un namero real

asociado a una matriz cuadrada.

El profesor invita al alumno a desarrollar el ejemplo 5.1, donde se destaca la importante
propiedad de los determinantes: det(AB) = det A det B, para luego generalizarlo en la
propiedad (5.1). A continuacion el profesor presenta la definicidn de la inversa de una
matriz cuadrada de orden dos, indica al alumno que aplique la definicion en el ejemplo

5.3 para verificar la definicion anterior.
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El profesor, continua la institucionalizacion y muestra la propiedad 5.3, indicando a los
alumnos que practicamente es la conclusion del desarrollo de los itemes 6 y 7 de la
tarea 5, en esta propiedad muestra una manera practica de obtener la matriz inversa de
una matriz cuadrada y la condicién que debe cumplir una matriz para que sea

invertible.

Esta condicién la generaliza en la propiedad 5.4 en donde se afirma que una matriz
cuadrada de orden dos es invertible si y s6lo si su determinante es diferente de cero.
Hace notar al alumno que la matriz inversa también es Gtil para desarrollar ecuaciones

como las del ejemplo 5.5.

El profesor finaliza la institucionalizacién con el ejemplo 5.6 donde los alumnos

aplican lo aprendido.

5.7.1. Propuesta de la tarea 5

TAREA N°5

En la década de los afios ochenta se establece formalmente el uso de claves o codigos
para enviar mensajes. Este uso de codigos estaba restringido al campo militar, ellos se
interesaban en la transmision de mensajes codificados que sean dificiles de descifrar por

otros, en caso de ser interceptados.
Supongamos que se tiene que enviar codificado el mensaje
ATAQUEN
El emisor codificaba el texto y enviaba la siguiente secuencia de nimeros:
22,21,19, 18,47, 26, 28, 14

El receptor, recibia la secuencia de nimeros y realizaba el proceso de decodificacion y

obtenia otra secuencia de nimeros:
1,2,1,17,21,5,14,0

Estos nuameros los relacionaba con las letras del abecedario que ocupan la posicion

indicada por cada namero.
Asi culminaba su decodificacion obteniendo el mensaje original

“ATAQUEN”
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Ahora descubriremos y reconstruiremos los objetos matematicos que estan detras de

este proceso de codificacion y decodificacion.
Inicio
Codifiquemos el mensaje de texto

ATAQUEN

Sean las matrices cuadradas de orden 2

el el ]

Fase de codificacion — Primera parte

Paso 1 (primera codificacion)

a) Asigne a cada letra del mensaje de texto el nimero que le corresponde segln la
tabla 5.11. Considere iguales las letras mayusculas y minusculas, y al nimero cero

para el espacio en blanco.

Tabla5.11
A|B|C|D|E|F|G|H[I|J|K|L|MI|N[O|P|Q|R|S|T|U|V|IWIX|Y]|Z
tfafefefafafefefafzf2]2f2]2]2]2]2],
1]2]3|4a]5|6[7|8]9
ol1(2|3|4|5|6|7|8|9|0|1]|2|3|4]|5]|F%6
Tabla5.12

A T A Q U E N

b) Forme matrices columna de orden 2x1 con los nimeros obtenidos en la tabla 5.12, y
Ilamelas Cy, C,, C3 y C4 Si queda alguna entrada libre en las matrices columna

llénela con cero pues significa un espacio en blanco.

Paso 2 (segunda codificacion)

c) Calcule ACy, AC,, AC3y ACy
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d) El mensaje de texto codificado se obtiene al extraer los nimeros de las matrices

columna en forma ordenada, considerando primero a AC;, AC,, AC3y ACy

Fase de decodificacion — Parte dos

El receptor recibe el mensaje codificado como una secuencia de nimeros
22,21,19, 18,47, 26, 28, 14

a) Forme matrices columna de orden 2x1 con la secuencia de numeros, y llamelas D;,
D2, D3y Dy

Paso 1 (primera decodificacion)
b) Calcule BD1, BD,, BD3y BD4
Bq:{ ...... :IBDZZ{ ...... }Bsz{ ...... }BD4:{ ...... }
c) La primera decodificacién se obtiene al extraer los nimeros de las matrices columna

en forma ordenada, considerando primero a BD1, BD,, BD3y BD4

Paso 2 (segunda decodificacién)

d) Asigne a cada numero obtenido en el item anterior (c) la letra del alfabeto que le

corresponde segun la tabla 5.11. EI nimero cero indica espacio en blanco
Tabla 5.13

1 20 1 17 21 5 14

e) Finalmente el mensaje decodificado se obtiene al extraer las letras de la tabla 5.3
Del proceso anterior — Parte tres

1. Calcule A.B y responda ¢Quién es la matriz producto?
2. Describa las caracteristicas que cumplen A y B para que permitan codificar y
decodificar mensajes de textos.
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3. Si la matriz A permite codificar el mensaje de texto y la matriz B decodifica el
mensaje, 0 sea hace el proceso inverso de A ;Qué nombre le darias a la matriz
B?

4, SiC = [g é] también permite codificar mensajes de texto y la matriz Doxo,

permite decodificar mensajes de texto ¢Puede saber de antemano a qué es igual
el producto CD?

2 1

5. S|C=5 3

], permite codificar mensajes de texto y la matriz D, permite
decodificar mensajes de texto ¢Puede calcular la matriz D = [‘z Z ?

6. Para toda matriz P = [? Z] ¢siempre existird una matriz X cuadrada de orden

2 tal que al multiplicarlas se obtenga la matriz identidad? ¢ Cuando no existiria?

7. En el item anterior ;qué fue lo que determing la existencia de la matriz X?

5.7.2. Solucion de la tarea 5
Codifiquemos el mensaje de texto
ATAQUEN

Sean las matrices cuadradas de orden 2
2 1 1 -1
A= y B=
11 -1 2

Paso 1 (primera codificacion)

Fase de codificacion

e) Asigne a cada letra del mensaje de texto el nimero que le corresponde segln la
tabla 5.1. Considere iguales las letras mayusculas y mindsculas, y al numero cero
para el espacio en blanco.

f)

Tabla 5.11
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A T A Q U E N
1 20 1 17 21 5 14
Tabla 5.12

g) Forme matrices columna de orden 2x1 con los niUmeros obtenidos en la tabla 5.2, y
llamelas C;, C,, C3 y Cy4. Si queda alguna entrada libre en las matrices columna

llénela con cero pues significa un espacio en blanco.

S A

Paso 2 (segunda codificacion)

h) Calcule AC;, AC,, AC3y AC,
22 19 47 28
AC, = ,AC, = ,AC, = NACH=
21 18/ 26 14

i) El mensaje de texto codificado se obtiene al extraer los nimeros de las matrices
columna en forma ordenada, considerando primero a AC;, AC,, AC3y ACy
22 ,21,19, 18 ,47 ,26,28, 14

Fase de decodificacién
El receptor recibe el mensaje codificado como una secuencia de numeros
22,21, 19, 18, 47, 26, 28, 14

f) Forme matrices columna de orden 2x1 con la secuencia de numeros, y llamelas D;,

D2, D3y Dy
22 19 47 28
D, = .D,=|_|,D, = D, =
21 18 26 14

Paso 1 (primera decodificacion)

g) Calcule BDy, BD,, BD3y BD4

1 1 21 14
BD,=| _ |,BD,=| _ |,BD,=|" |,BD, =
20 17 5 0
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h) La primera decodificacion se obtiene al extraer los nimeros de las matrices columna
en forma ordenada, considerando primero a BD;, BD,, BD3 y BD,
1,20,1,17,21,5,14, 0

Paso 2 (segunda decodificacion)

i) Asigne a cada numero obtenido en el item anterior (c) la letra del alfabeto que le

corresponde segun la tabla 5.11. EI nimero cero indica espacio en blanco

1 20 1 17 21 5 14
A T A Q U E N
Tabla 5.13

J) Finalmente el mensaje decodificado se obtiene al extraer las letras de la tabla 5.13
Del proceso anterior

1. Calcule A.B, B.A y responda ¢Quién es la matriz producto?
A.B=B.A=I, la matriz producto es la matriz identidad de orden dos.
2. Describa las caracteristicas que cumplen A y B para que permitan codificar y
decodificar mensajes de textos.

Para que permitan codificar y decodificar mensajes de textos su producto debe
ser la identidad.

3. Si la matriz A permite codificar el mensaje de texto y la matriz B decodifica el
mensaje, 0 sea hace el proceso inverso de A ¢Qué nombre le darias a la matriz
B?

B seria la matriz inversa de A.

4, SiC = [g é] también permite codificar mensajes de texto y la matriz Doxo,

permite decodificar mensajes de texto ¢Puede saber de antemano a qué es igual
el producto CDy DC?
Si, el producto debe ser la identidad de orden dos.

2 1

5. S|C=5 3

], permite codificar mensajes de texto y la matriz D, permite

decodificar mensajes de texto ¢Puede calcular la matriz D = [Ccl Z ?
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2 1ljla b 10
H I
2a+c=1 (-3) 2b+d =0 (-3)
{5a+3c:0 {5b+3d:1
luego
—6a— 3¢ =-3 —6b-3d =0
{ S5a+ 3¢ =0 {5b+)3a’=1
-a=-3 -b=1
a=3 b=-1
reemplazando en sus respetivos sistemas obtenemos
d=2
Entonces D :{ 3 _1}
-5 2

6. ¢Siempre existird una matriz P = [‘Cl 219 Para toda matriz X cuadrada de orden 2

tal que al multiplicarlas se obtenga la matriz identidad? ;Cuando no existiria?

Sea lamatriz X = [; Z] se debe cumplir que X P =1
[t 2l al=lo il

ra+sc=1ta+uc=0,rb+sd=0,tb+ud=1

de dénde
u —s —t r
Tur—st' ur—st’" ur—st’"  ur—st
u -s
pP— ur —st ur —st| _ 1 [u —S]
—t r ur—st =t r

ur —st ur —st

Luego, no siempre existira la matriz P.

No existira cuando ur — st = 0.
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7. Enel item anterior ;qué fue lo que determin0 la existencia de la matriz P?
La expresion ur — st =0 determina la existencia de P.
5.7.3. Configuracion epistémica de la tarea 5
Situacion
Se describe una manera de codificar y decodificar mensajes de texto usando matrices.
Lenguaje
Lenguaje verbal

Secuencia de numeros, matrices cuadradas de orden dos, matrices columna de orden dos

por uno, entrada, numeros, matriz producto, matriz identidad.

Lenguaje simbdlico

2 1 1 -1
22, 21,109, 18,47, 26, 28,14, 1, 2,1, 17, 21, 5, 14, O; A:[l } y B :{ };

c_ 1 o 1 C_21 C_14_
Yloo 27! st o
22 19 47 28
AC, = ,AC, = AC, = ,AC, = :
21 18/ 26 14

22 19 47 28
Dl = f D2 = y D3 = ] D4 = 1
21 18 26 14

164

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




* i PONTIFICIA
TESIS PUCP gx{_\ée'_l}glxmn

DEL PERU

A.B, B.A; AB=B.A=I; AB=B.A=I ;CD ;DC ; A.B=B.A=l,

P

2a+c=1  (=3) 2b+d =0 (=3)
{5a+3c:0 {5b+3d =1

luego

—6a—3€ =-3 —6b—3d =0
{ S5a+ 3¢ =0 {5b+}d=1

—a=-3 -b=1 ;D:L?’5 _21};P=[Ccl Z;
a=3 b=-1

reemplazando en sus respetivos sistemas obtenemos

d=2
o=l il

-t r

[0 =l Yerassesriasuesnrnssomossuans
—_“ =__5

= = c = =
ur—st’ ur—st’ ur—st’ ur—st’
u -5
ur—st ur-—st 1 u —sj.
P=|"_; - | = [ yur—st=0
ur-st L—t r
ur—st ur-—st

Conceptos
Conceptos previos

Relacién, matrices, matriz columna, producto matrices, sistema de ecuaciones de dos

variables
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Conceptos emergentes

La inversa de la una matriz cuadrada, determinante de una matriz cuadrada de orden

dos.
Procedimientos

Para codificar

Mensaje de texto a codificar: ataguen

- Reemplazar cada letra con el nimero que le corresponde a su posicion en el
alfabeto. Un espacio se representa por cero.

- El mensaje se ha convertido en una sucesion de nimeros 1, 20, 1, 17, 21, 5, 14

- Se forman matrices columna con dichos nimeros

c_ 1 c 1 C_21 C_14
S Yo ) R I v 2 R -0 e )

8 22 19 47 28
- SemulnpncaAcl{ },ACZ:{ },ACsz{ },Aq{ }

21 18/ 26 14

2 1

Donde A= .
11

- Se obtiene el mensaje codificado como una sucesion de nimeros 22, 21, 19, 18,
47, 26, 28, 14

Para decodificar

]_ _
- Setoma B = )
-1 2

- Se forman matrices columna de orden 2x1 con la secuencia de niumeros, Di, D,,
Ds Yy D4

22 19 47 28
D, = ,D,=|""|,D, = D, =
21 18 26 14

- 1 1 21 14
- Se multiplica BD, = 20 ,BD, = 17 ,BD, = 5 ,BD, = 0

- Asigne a cada numero obtenido en el item anterior (c) la letra del alfabeto que le
corresponde segun la tabla 5.11. EI nimero cero indica espacio en blanco
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1 20 1 17 21 5 14
A T A Q U E N
Tabla 5.13

- Finalmente el mensaje decodificado se obtiene al extraer las letras de la tabla 5.13
Proposiciones

Tesis

La matriz C es invertible.

Argumento

Pues su determinante es diferente de cero.

Tesis

M es la matriz inversa de M~y M ~* es la matriz inversa de M.

Argumento

Pues MM '=M ‘M=

Tesis

La matriz inversa de C es D y viceversa.
Argumento

PuesCD =DC =1

5.7.4. Caracteristicas de la tarea 5 con relacion a los criterios de idoneidad.
Idoneidad epistémica

Situaciones — Problema

— Se describe una manera de codificar y decodificar mensajes de texto aplicando
matrices.

— La tarea esta formada por tres partes, en las dos primeras partes el estudiante solo
debe seguir instrucciones, llenar los espacios en blanco aplicando el producto
matricial entre la matriz A y las matrices columna formadas con el texto codificado.
Lo mismo se hace en la segunda parte de decodificacién, pero aca se usa la matriz
B.

— La tercera parte permite problematizar al estudiante, se induce al estudiante a
analizar y descubrir porque las matrices A y B permiten codificar y decodificar

mensajes de textos.
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Lenguajes

En este caso las expresiones matematicas usadas son solo, matriz y relacion en
forma de tabla (tabla 5.11).

La parte uno y dos involucra expresiones matematicas de producto matricial cuya
interpretacion es la codificacion y decodificacion de mensajes de textos. La
justificacion de este proceso se da dentro de la misma matematica. Esta debe
descubrirse en la parte tres. En toda la tarea el lenguaje empleado es un lenguaje
matricial, pero el alumno tiene una idea clara de que es lo que ha hecho hasta la
parte dos (ha codificado y decodificado un mensaje de texto). Consideramos que el
lenguaje es adecuado para los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR, pues ya
conoce el lenguaje matricial aprendido hasta el momento y solo estd operando
matrices cuadradas de orden dos y matrices columna de orden dos por uno.

Reglas

En la parte tres se induce al alumno en encontrar una regla que garantice cuando
dos matrices cuadradas de orden dos pueden codificar y decodificar textos.

En el item dos de la parte tres se induce al estudiante a deducir que dos matrices
pueden codificar y decodificar matrices solo cuando su producto matricial es la
matriz identidad.

En el item 3 de la parte tres se refuerza la idea anterior.

En el item 4 se induce al alumno que la matriz B seria la inversa de A.

En el item 5 se induce al alumno a encontrar un procedimiento para poder
encontrar matrices cuadradas de orden dos que permitan codificar y decodificar
textos.

Una vez que ha encontrado un procedimiento para obtener matrices cuadradas de
orden dos para codificar y decodificar textos, se le hace ver en el item 6 y 7 que no
siempre sera posible. El estudiante sin darse cuenta ha obtenido la matriz inversa de
Cenelitem5 yen item 6 y 7 el determinante de una matriz cuadrada de orden
dos.

Estos procedimientos estan al alcance de los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR,
pues ellos ya conocen todas las operaciones matriciales, aparte saben desarrollar
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sistema de ecuaciones con dos incognitas pues se ha visto en el ejemplo 4.7 (ver
Apéndice D).

Argumentos

— Como ya hemos visto, los procedimientos que se necesitan para dar solucion a cada
item, estan al alcance de los estudiantes del sétimo ciclo de la EBR.

— Toda la tarea es interpretada como una forma de codificar y decodificar mensajes
de textos. Y como hemos visto en la componente anterior (Reglas) el estudiante
puede dar los argumentos necesarios que explican el proceso de decodificacion y
decodificacion sin saber que es una matriz inversa y conocer el determinante de una
matriz cuadrada de orden dos.

Relaciones
Observamos en el desarrollo de toda la tarea que el objeto mateméatico matriz se

relaciona con el objeto matematico relacion (tabla 5.11) para poder codificar y

decodificar mensajes de textos.

Es asi que corroboramos que la tarea 5 satisface la idoneidad epistémica en un alto
grado.

Idoneidad cognitiva

Conocimientos Previos

— Latarea 3 requiere de conocimientos previos que el estudiante ya posee.

Los conocimientos previos son:

Relacion, matrices, matriz columna, producto matrices, sistema de ecuaciones de

dos variables.

— Como hemos visto, los procedimientos que exige cada item al estudiante estan a su
alcance. De esta manera los contenidos pretendidos se pueden alcanzar pues tienen
una dificultad manejable.

Adaptaciones curriculares a las diferencias individuales

— Se incluyen itemes de ampliacion y de refuerzo, esto se aprecia en la parte tres. En
donde él encuentra los argumentos que explican cuando dos matrices pueden
codificar y decodificar mensajes de textos. De esta manera se promueve el acceso y
el logro de todos los estudiantes a desarrollar la tarea logrando asi que el estudiante

construya, entienda y aplique la multiplicacion de matrices Yy las relaciones para
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construir el objeto matematico determinante y la matriz inversa de una matriz

cuadrada de orden dos. Luego poder aplicarlos en un problema real.

Aprendizajes

Toda la tarea en si garantiza que el estudiante intuya y aprenda que las matrices
invertibles permiten codificar y decodificar mensajes de texto.

Los itemes tienen diferentes niveles de comprensién y competencia, por ejemplo
los dos primeras partes son basicas pues el estudiante solo sigue instrucciones. En
cambio en los itemes de la parte tres el estudiante tiene que analizar, intuir y
demostrar, el procedimiento que le ha permitido encontrar la matriz X y argumentar
cuando esta existe, construyendo asi el objeto matematico determinante y a su vez
la obtencidn de una regla para encontrar la matriz inversa de una matriz cuadrada

de orden dos.

Cumpliéndose asi la idoneidad cognitiva especificada en la tabla A2 en un alto grado
(Ver pp. 108-109).

Con respecto al resto de idoneidades consideraremos las que se han elegido en la

seccion 5.2 de este capitulo.

La idoneidad afectiva se logra cuando el estudiante, al final del proceso de estudio
de la tarea, observa que puede codificar y decodificar cualquier mensaje de texto
pues ya sabe encontrar matrices inversas de orden dos.

La idoneidad interaccional se logra, pues la tarea ha permitido al alumno una
oportunidad guiada de reinventar el objeto matemético determinante y matriz
inversa de una matriz cuadrada de orden dos. Se espera, ademas (ver seccion 5.7)
que se favorezca el dialogo y comunicacién entre los estudiantes, compartiendo lo
hecho en forma individual, donde sus métodos informales son usados como la base
para construir el procedimiento que permita obtener el determinante y la matriz
inversa de orden dos.

La idoneidad mediacional se cumple pues, las matrices Yy la relacion (tabla 5.11)
se comportan como modelos concretos que permiten codificar y decodificar
mensajes de texto. Se espera que deben poder desarrollarse en un tiempo suficiente

ya sea por el estudiante, el profesor o por ambos.
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Si se pretende usar en el disefio de tareas material informatico, creemos necesario
adicionar los siguientes requisitos a los materiales informéticos a usar: el material
informatico debe ser potente para el algebra computacional, debe poder aplicarse en
todos los niveles educativos y debe tener licencia publica general (GNU), es decir
usar software libre pues garantizaria a docentes y estudiantes de la EBR la libertad
de usar, estudiar, compartir y modificar el software. Para el manejo de matrices
sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los requisitos
mencionados anteriormente. (Ver Apéndice F).

Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla usar horas adicionales, tomando
las seis horas de libre disponibilidad para el area de matematica.

La idoneidad ecoldgica, en la tarea 5 se logra, pues contribuye a la formacién
profesional y social de los estudiantes, y fomenta el pensamiento critico del
estudiante en cada item. La tarea se relaciona con matrices, determinantes y
relaciones que se pueden aplicar en situaciones concretas. En resumen la tarea ha

sido pertinente, adecuada, gradual y presenta una baja densidad de contenidos.

De todo lo anterior podemos afirmar que el disefio de esta tarea cumple con los criterios

de la idoneidad didactica y permiten “introducir” a un estudiante de la EBR en el

estudio de determinantes y matrices inversas de matrices cuadradas de orden dos.
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Conclusiones

Para lograr el objetivo general de este trabajo ha sido fundamental adaptar una
tarea inicial que permita al estudiante “construir” el objeto matematico matriz y asi
apropiarse de él. Esta tarea inicial, que es la tarea n°® 1, estd asociada a una
situacién problematica real (susceptible a la imaginacién del estudiante)
recomendado por el EOS, la EMR, y las caracteristicas del enfoque centrado en la
resolucién de problemas de la EBR. En esta tarea inicial se usan diferentes modos
de expresiones matematicas como digrafos, tablas y matrices. Los digrafos y tablas
se han comportado como modelos mediadores entre lo concreto (problema
contextualizado) y lo abstracto (objeto matematico matriz). Ademas, la situacion
problemética que comprende la tarea n° 1, puede expresarse en forma verbal,
grafica y simbodlica, pudiéndose regresar de lo simbdlico a lo gréfico, y de lo
gréfico a lo verbal, es decir se puede hacer traducciones y conversiones entre los
mismos. La tarea n°l requiere de conocimientos previos que el estudiante posee y
tiene una dificultad manejable por el estudiante del sétimo ciclo de la EBR.

En esta tarea el docente guia (usando diversos itemes) al estudiante, de tal manera
que este construya un digrafo, luego construya una tabla y finalmente asociarla a
una matriz (matriz de adyacencia del digrafo). Cada item de esta tarea induce a que
el alumno problematice —que el desarrollo no sea siempre rutinario o algoritmico-
e intérprete sus respuestas.

Luego se hace una variante al grafo de dominancia, transponiendo el sentido de las
flechas (aristas dirigidas del digrafo) y asi emerge la matriz traspuesta, la cual
puede ser interpretada por el estudiante de acuerdo al problema contextualizado.
Asi esta tarea permitird al estudiante transitar del problema contextualizado al
objeto matematico matriz y viceversa. Una vez dentro de lo abstracto, el profesor
deberd institucionalizar los conceptos de matrices para profundizar en el tema y
evaluar al estudiante.

Con respecto al significado institucional pretendido, esta tarea inicial permite al
docente abarcar los siguientes temas:

— Matriz.

— Orden de una matriz.
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— Matriz fila, columna y rectangular.

— Matriz cuadrada.

— lgualdad de matrices.

— Traspuesta de una matriz.

Luego en la institucionalizacion se puede considerar los temas

— Matriz implicita.

— Matriz nula.

— Matriz simétrica.

— Matriz antisimétrica.

Una vez que las matrices forman parte de los saberes previos del estudiante, se ha
adaptado cuatro tareas mas para poder hacer emerger las operaciones con matrices,
el determinante y la matriz inversa de una matriz cuadrada de orden dos (si
existiese).

En la etapa de institucionalizacion, el profesor debe insistir en que los alumnos
entiendan que una matriz es una herramienta Gtil para almacenar informacion
numérica en forma tabular y ordenada. Dicha informacion se puede manipular para
poder tomar decisiones de acuerdo al problema contextualizado al que se asocie la
matriz.

Creemos que una tabla constituida por datos numéricos —numeros reales—
ordenados en forma tabular que representa, de manera simplificada, una situacion
problematica es un modelo mediador.

De igual manera un digrafo (grafo dirigido) es un modelo mediador que representa
situaciones problematicas relacionadas con dominancia, poder de influencia, etc.
Ambos modelos mediadores estadn relacionados con las matrices. Para nuestro
trabajo de investigacion, las tablas y digrafos, son el “puente” que permitié el
transito entre las tareas y el objeto matematico matriz.

Una vez que las matrices ya forman parte de los conocimientos previos del
estudiante se ha estudiado problemas de codificacion, de escalas, de actualizacion
de existencias. Todos estos problemas fueron adaptados, para los estudiantes del
sétimo ciclo de la EBR, en situaciones problematicas donde emerge el determinante
y matriz inversa de una matriz cuadrada de orden dos, la multiplicacion matricial, el

producto de un escalar por una matriz, y la suma y resta de matrices.
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Como se ha indicado en las secciones (5.3.4), (5.4.4), (5.5.4), (5.6.4) y (5.7.4) del
capitulo 5, todas las tareas cumplen, en un alto grado, la idoneidad epistémica y
cognitiva establecidos en la seccion 5.2 y las tablas Al y A2.

Para lograr la idoneidad epistémica, se han disefiado tareas que permitan la
matematizacion, estas tareas proporcionan al alumno diversas formas de
afrontarlas, induciendo a que los estudiantes conjeturen, interpreten, generalicen y
justifiquen las soluciones, también dichas tareas se han relacionado con otros
objetos matematicos diferentes al de matriz, como digrafos, tablas, escalas,
relaciones.

Para lograr la idoneidad cognitiva se ha tenido en cuenta, que para desarrollar las
tareas, los estudiantes deben poder entenderlas, imaginarlas, partir de sus
conocimientos previos y experiencias, y asi construir el nuevo conocimiento. Esto
se evidencia al resolver una a una las cinco tareas propuestas (Ver secciones
(5.3.2), (5.4.2), (5.5.2), (5.6.2) y (5.7.2)).

Para lograr la idoneidad afectiva, se ha procurado que las tareas interesen al
alumno, que mediante ellas aprecien y valoren la importancia de las matematicas en
la vida cotidiana. Todas las tareas cumplen ese requisito, pues todas son cercanas al
estudiante de tal manera que ellos puedan imaginarlas.

Para lograr la idoneidad interaccional, se ha tenido en cuenta que cada tarea permita
al alumno una oportunidad guiada de reinventar el objeto matematico matriz y las
operaciones matriciales. Esto se comprueba al observar y desarrollar cada una de
las tareas propuestas a lo largo del capitulo 5. En una futura implementacion de este
trabajo el docente debe favorecer el dialogo y comunicacién entre los estudiantes,
que ellos mismos desarrollen herramientas y comprensiones, y compartan sus
experiencias, donde sus metodos informales son usados como la base para alcanzar
métodos formales.

Para lograr la idoneidad mediacional, las tareas han sido elaboras de tal manera que
contengan modelos mediadores concretos por ejemplo digrafos, tablas, relaciones.
En una futura implementacion se deben desarrollar en un tiempo suficiente ya sea
por el estudiante, el profesor o por ambos.

Si se pretende usar en el disefio de tareas material informatico, creemos necesario
adicionar los siguientes requisitos a los materiales informaticos a usar: el material
informatico debe ser potente para el algebra computacional, debe poder aplicarse en

todos los niveles educativos y debe tener licencia pablica general (GNU), es decir
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usar software libre pues garantizaria a docentes y estudiantes de la EBR la libertad
de usar, estudiar, compartir y modificar el software. Para el manejo de matrices
sugerimos el uso del programa “MAXIMA” pues cumple los requisitos
mencionados anteriormente. (Ver Apéndice F).

Con respecto al tiempo, en la EBR se contempla usar horas adicionales, tomando
las seis horas de libre disponibilidad para el area de matematica.

Para lograr la idoneidad ecoldgica, las tareas han sido disefiadas de tal manera que
contribuyan a la formacion profesional y social de los estudiantes, también
fomentan el pensamiento critico. Las tareas se relacionan con contenidos de otras
disciplinas como por ejemplo lenguaje y comunicacion (codificacion y
decodificacion). En una futura implementacion, las tareas deben ser pertinentes,
deben tener adecuada gradualidad y baja densidad de contenidos.

Es necesario mencionar la importancia que tiene el significado institucional de
referencia del objeto matematico matriz para nuestra investigacion, pues nos ha
permitido apreciar la estrecha relacion de las matrices con las diferentes ramas de la
matematica, como la topologia (matriz topoldgica), la matematica discreta (matriz
de adyacencia de un grafo), la estadistica (matriz estocéstica), el algebra lineal
(matriz asociada a una transformacion con sus respectivas bases) y en estas ramas
de la matematica indagar qué modelos matematicos se pueden adaptar en
aplicaciones sencillas y en situaciones concretas para estudiantes del sétimo ciclo
de la EBR. Es asi que logramos identificar el objeto matematico grafo, y su estrecha
relacion con su correspondiente matriz de adyacencia, en los diferentes textos
analizados.

El analisis realizado a los textos seleccionados ha permitido seleccionar
aplicaciones, ejemplos o problemas relacionados con el objeto matematico matriz y
mediante su respectiva configuracién epistémica elegir el modelo mediador digrafo
o grafo dirigido pues es un modelo flexible que se comporta de manera natural
facilitando la matematizacion. También las tablas han jugado un papel muy
importante en el disefio de las tareas.

De la teoria de grafos, los grafos de dominancia constituyen una buena manera
para crear situaciones problematicas relacionados con el objeto matematico matriz,
permiten interactuar al estudiante, el docente y la tarea, y en esta interaccion
emerge el objeto matematico matriz. También estas tareas proporcionan al alumno

diversas formas de afrontarlas, implicar diversas representaciones, requerir que los
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estudiantes conjeturen, interpreten, generalicen y justifiquen las soluciones,
también dichas tareas se relacionan con otros objetos matematicos y modelos
diferentes al de matriz, como por ejemplo, la escala y las tablas conformada por
nameros reales.

Ha sido muy ventajoso para nuestra investigacion considerar a la Educacion
Matematica como una ciencia de disefio, especificamente, la Teoria de la Idoneidad
Didactica nos ha dado las directrices claras y un sistema de indicadores para lograr
disefiar las tareas en nuestra investigacion. También, la EMR nos ha permitido
describir y definir “la dinamica” que presentan las tareas, es decir, como el
estudiante transita de las tareas al objeto matematico matriz mediante los modelos
mediadores.

La limitacion que ha restringido nuestra investigacion ha sido el factor tiempo, pues
fue lo que influyo en no poder implementar las tareas disefiadas. Creemos que esta
implementacion debe hacerse en un segundo estudio.

Finalmente, el cumplimiento del objetivo general del trabajo, pone en evidencia que
existe una brecha entre la Educacion Secundaria y la Educacion Superior. Esto se
percibe al tomar el objeto matematico matriz, que solo se estudia en la educacién
superior, y se propone estudiarlo en el sétimo ciclo de la EBR desde un punto de
vista innovador (cambiando su configuracion epistémica en diversos contextos). A
la vez, mostramos que al disefiar unas “buenas mateméticas” contribuimos a
articular de manera coherente la educacion secundaria y la educacion superior

logrando disminuir la brecha existente entre ellas.

Cuestiones abiertas

Queda como una cuestién abierta implementar y valorar el proceso de estudio de
matrices en el sétimo ciclo de la EBR, considerando que la tarea n°® 1 se puede
aplicar a estudiantes del tercer afio de secundaria, la tarea n° 2 y n° 3 a estudiantes
de cuarto afio de secundaria y la tarea n® 4 y n° 5 a estudiantes del quinto afio de
secundaria. Planteamos esto para no ir en contra de la gradualidad de los
contenidos, y de la baja densidad de los contenidos.

Una vez valorado el proceso de estudio, y si hay la necesidad de hacer reajustes, es

pertinente hacer un redisefio usando, nuevamente, la Idoneidad Didactica.
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Queda como otra cuestion abierta el poder estudiar en forma exclusiva al objeto

matematico grafo, tratar de incluirlo en la educacion basica regular, pues posee
multiples aplicaciones, y aprovechar su estrecha relacion con las matrices.

La dltima conclusion permite afirmar que es pertinente elaborar programas
educativos (por ejemplo Bachillerato) para “reforzar”, “nivelar” o “preparar” a los
estudiantes que egresan de la educacion secundaria y pretenden ingresar al nivel
superior de estudios y asi disminuir o superar la brecha mencionada. Ademas, esto
es respaldado por la Ley General de Educacion en su articulo 22. Todo esto

permitird disminuir el impacto de la transicién de la EBR a la educacion superior.
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APENDICE Al

Institucionalizacion - Matrices

Definicion 1.1 (Matriz)

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros complejos, estos ndmeros estan
ordenados en filas (lineas horizontales) y columnas (lineas verticales) y encerrados entre

corchetes o paréntesis y para nombrarlas se utilizan letras mayusculas A, B, ..., Z.
Ejemplo 1.1

La tabla de doble entrada obtenida en el item (b) de la tarea n°1 es un ejemplo de matriz
y la podemos llamar A, y observamos que tiene 5 filas y 5 columnas y esta formada por

Ceros y unos.

00100
00011
A=/0 0 0 0 O
10000
FORIaA1_0)\\0\

Observacion 1.1

Esta matriz recibe el nombre particular de matriz de dominancia pues estd asociada a

una grafica de dominancia.
Ejemplo 1.2

Segun la definicion, los elementos o entradas de una matriz pueden ser cualquier
namero y el nimero de filas puede ser diferente que el nimero de columnas, en este

caso la matriz B tiene 4 filas y 3 columnas.

7z 2
3 0
B:

1 100 7
3
11 1]
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Definicion 1.2 (Orden de un matriz)

Sea A una matriz conformada por m filas y n columnas, el orden de una matriz A es la

representacion: m x n.

Observaciones 1.2

Para denotar a una matriz se debe especificar el orden de una matriz de la siguiente

manera: B, ,; Notandose que la matriz B esta formada por 4 filas y 3 columnas

(como la del ejemplo 1.2).

Para denotar a una matriz A cuyo namero de filas n es igual al nimero de columnas

n, se abrevia A, . En el caso de la matriz del ejemplo 1.1 su notacion abreviada es

Es conveniente dar una forma general de una matriz de cualquier orden, por

ejemplo, sea una matriz A, (de m filas por n columnas), entonces la forma general

en forma explicita es:

a, &, ;3 -

am3 cee a

L “m1 m2 mn _|mxn

Observemos que el elemento genérico o entrada genérica de la matriz Aes a. ., que

ij?
se ubica en la interseccidn (cruce) de la fila i y la columna j.

El elemento genérico o entrada genérica a;; permite definir una matriz en forma
implicita

A=|a, ]m , donde i varia desde 1 hastamy j varia desde 1 hasta n.

Ejemplo 1.3

Dada la matriz

300 300 100
P=|{300 100 240
50 150 200

Calcule:
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Ps, ( Pri-Pag = Pay- p13)

Solucion

150(300%240 — 300x100) = 6 300 000
Ejemplo 1.4
Dada la matriz X de forma implicita o definida por comprension:

)(:[x”.]zX3 tal que X, =3i—]j

Encuentre X en forma explicita (determinela por extension).

Solucion

« :{Xu X xm}

X21 X22 X23
Luego
x11=3(1)-1=2; x12=31)-2=1; x3=3(1)-3=0

X21:3(2)—1=5; X22=3(2)—2:4; X23:3(2)—3:3

finalmente, obtenemos X en forma explicita
2 10
Mo
4 g
Algunos Tipos de Matrices
Definicion 1.3 (Matriz Columna)
Es aquella matriz conformada por una columna y dos o mas filas.

Se denota por A m>2

m x1?
Ejemplol.5

Matriz columna de orden 4x1.
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100

Definicion 1.4 (Matriz Fila)
Es aquella matriz conformada por una fila y dos 0 mas columnas.

Se denota por A n>2.

1xn?
Ejemplol.5

Matriz fila de orden 1x7

F=[0.5 1350 3.14 2.7182 1? 0 0i|

Definicion 1.5 (Matriz Cuadrada)

Es aquella matriz cuyo numero de filas es igual al nimero de columnas.
Se denota por A, n>1, nes el numero de filas o de columnas.
Ejemplo 1.6

Matriz cuadrada de orden 2.

Observacion 1.3

En una matriz cuadrada de orden n, la diagonal principal estd conformada por los

elementos aj1, ay, ass, ..., ann.
Ejemplo 1.7

Halle la suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz

1 0 7 3

-2 2 4 1
T=

1 3 3 2

9 6 0 4
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Solucion

Segun la observacién (1.3) los elementos de la diagonal principal son: 1, 2, 3, 4,

entonces susumaes: 1+2+3+4=10
Observacion 1.4

La suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada A de orden n

se llama traza de la matriz A.

Ejemplo 1.8

Latraza de la matriz T del ejemplo 1.7 es 10

Definicion 1.6 (Matriz Rectangular)

Es aquella matriz cuyo numero de filas es diferente al nimero de columnas.

Se denota por A m=n.

Ejemplo 1.9

Matriz rectangular de orden 4x3.

_—7r \/E 1T

3 0
B=

1 100 7

3

L 1 1]

Definicion 1.7 (Matriz Nula o Matriz Cero)

Es aquella matriz de cualquier orden donde todos sus elementos son iguales a cero.

Ejemplo 1.10

Matriz nula de orden 3x2.

=

Il
o O O
o O O

Definicion 1.8 (Igualdad de Matrices)
Sean dos matrices A 'y B, se dicen que son iguales si cumplen las siguientes condiciones:
a) Son del mismo orden,

b) Sus correspondientes elementos son iguales; y se denota como A = B.
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Ejemplo 1.11

Sean
0 O 0 0O

N={0 O y M={0 0 0], las matrices M y N son diferentes. A pesar
0 0 0 00O

de que sus correspondientes elementos son iguales, no cumplen la condicion de tener el

mismo orden; y se denota M # N.
Definicion 1.9 (Transpuesta de una matriz)

La transpuesta de una matriz A de orden m x n, es la matriz denotada por A" de orden

n x m, que resulta de intercambiar las filas por las columnas de A.

La definicion anterior se representa como

Az[aij]mxn :>AT =|:aji:|n><m

Ejemplo 1.12
- V2 1] _—7r 3 4 1_
3 0

Sea B=| 1 ,entonces B" =[v2 0 100 1
3 2 i O
|1 1 1} L i

Observe que la primera fila de B constituye la primera columna de B, la segunda fila
de B constituye la segunda columna de B, y asi se continia hasta que la cuarta fila de B

constituye la cuarta columna de B
Ejemplo 1.13
Halle la transpuesta de la matriz B" del ejemplo 1.10

Solucién

Debemos hallar (BT )T .
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3
T\ _ _
(B)_% 100 7 °
1

El ejemplo anterior permite observar y generalizar el siguiente resultado.
Propiedad 1.1

Sea A una matriz de orden m x n, la transpuesta de la transpuesta de la matriz A es

nuevamente la matriz A.

Simbodlicamente

(A7) =A
Ejemplo 1.14
1 0 6 P
4
0 ™ &
Sea S = , halle su transpuesta
6 3 -5
3 T 5 4
L4 |
Solucion
1 0 6 i
4
a0 N
S = =S
6 1 3 -5
3 T 5 4
L4 J

Definicion 1.10 (Matriz simétrica)

Sea una matriz cuadrada A de orden n, se dice que A es una matriz simétrica si A es

igual a su transpuesta.

A es simétrica <> A=A
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Ejemplo 1.15
1 2 3

Si L=|x 6 z|esunamatrizsimétrica. Calcule x’-z.
y 4 5

Definicion 1.11 (Matriz antisimétrica)

Sea una matriz cuadrada B de orden n, se dice que B es una matriz antisimétrica si se

cumple
[bii]nxn:[‘bii]nxn
Ejemplo 1.16
0 2 -3 0 -2 3
Si L=/-2 0 1 |tenemosque L'=| 2 0 -1|y comparando las respectivas
3 -1 0 -3 1 0

entradas, se verifica [I;;] =[~l;;]  como lo podemos observar
nxn nxn

an = 0=-an
ar=—-2=-ap
az =3 =-a
ap=0=-ax
ap=-1=-az

a=0=-as;

Observacion 1.5

Los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son ceros.
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APENDICE A2

Ejercicios

1. Una diagrafica o grafica dirigida es un conjunto finito de nodos (o vértices) unidos
con flechas dirigidas llamadas aristas dirigidas (o ramas dirigidas).

Considere la siguiente diagrafica de un ecosistema.

Una flecha dirigida que

xg.OsEpOlar . 4 A Sale de un n0d0 Vl y
Ballena

llega a otro nodo V;

indica que la especie
del nodo V; se alimenta
directamente de la

especie del nodo V,.

a) Ordene los nodos como bacalao, ballena, foca, krill, pingtino, orca, 0so polar, y

elabore la matriz A de adyacencia de la diagrafica.

b) ¢Qué tipo de matriz es?

c) ¢Qué indica la entrada o elemento a 24 ?

d) ¢Qué indica la fila con mas unos?

e) ¢Qué indica la columna con méas unos?

f) Estudios realizados indican que la contaminacion de las aguas estan acabando
rapidamente con el Krill.
¢Cudles son las especies afectadas directamente?

188

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

g) ¢Como quedaria la matriz de adyacencia a largo plazo si se mantiene la
contaminacion de las aguas? ¢Qué puede afirmar si se extingue el Krill de este
ecosistema?

Una gréfica o grafo es un conjunto finito de nodos unidos con lineas llamadas

aristas (o ramas), si dos nodos estan unidos por una arista se llaman adyacentes.

Considere el siguiente grafo donde las aristas v,

representan puentes sobre el rio Pregel (actualmente

Illamado Pregolya) que unen diferentes puntos (nodos)

de la ciudad de Konisberg (actualmente ciudad de

Kaliningrado en Lituana).

La matriz de adyacencia A de un grafo se define como

a .
1 0 , en cuelquier otro caso

_{1 .V, y V, son adyacentes

v
a) Ordene los nodos como V1, Va, V3, V4, y elabore la matriz A de adyacencia de la

gréfica.

b) ¢Qué tipo de matriz es?

c) ¢Qué indica la entrada o elemento a 13 ?
d) ¢Qué indica la fila con méas unos?

e) ¢Qué indica la columna con méas unos?

f) ¢Por qué el item (d) y (e) tienen la misma interpretacion?

-1 0
-1 0 -2
Sean A=| 2 3|y B=
2 2 1
-2 1

a) Identifique el orden de Ay B.
b) Calcule 3.11(6[21 .dzx—ado. a31)

C) Calcule bys . by + by
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4. Dada la matriz Y de forma implicita

1, i=]
Y:[yii}sxs tal que yij:{o, ij

Exprese Y de forma explicita

5. Dada la matriz R de forma implicita:

R:[r

ij

], tal que r;=2j-i

Calcule: rll( Mo .IN33—1I32. r23)

6. Escriba explicitamente
a) A:[aij]zX3 tal que a;=2i- ]
0 ,si i>]
b) B—[bij]%talque b”_{i+j ey

2i-3j ,si i<
c) C :[ci J.]Mtal que C;; {

1 0 L sii>|

2i-3] ,si i=j

) I:'J:|4x4aque ij { 0 . si Iij
6,si i=]j
e) E=[e,] talquee, {o CSii# |

7. Determine los valores de X, y, ze R de tal manera que las matrices sean iguales.

g [P0 x 01
0 2 -3] |x+y 2 x+z
10 1] [x+z 0 1

b) =
02 3] |-y 2 -z

8. Justifique las siguientes desigualdades x, y, z e R

1 0 X y-=2
a) *
10 2] |[x-y 2

11
) }{x+y x+y}
11 3] |-y+z Xx+z
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APENDICE A3

Evaluacion

1. Lafigura muestra las relaciones de dominancia entre 7 personas, Vi, Vo, ..., V7.

a) Halle la matriz de dominancia.

b) Interprete la matriz de dominancia diciendo quien es el dominante y el mas
dominado del grupo.

c) Halle la transpuesta de la matriz hallada en (a) y explique qué significado le

puede dar.

2. Dada la matriz A en forma implicita

A=[a;], tal que a;=j-i

a) Halle la matriz A en forma explicita.
b) Halle B=A".
C) Calcule 7bi,+ 3bya
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APENDICE B

Institucionalizacidon - suma de matrices

Definicion 2.1 (Suma de matrices)
Dadas dos matrices A=|a,;] 'y B=|b;| ,se llamasumadeAy B a otra matriz
C=[C;] talque
¢, =a,+b, Vie{L23 -l Vje{l23 - m)
Observacion 2.1

Para que dos 0 mas matrices se puedan sumar, deben ser del mismo orden.

Ejemplo 2.1
50 30 31 100 100 100
Sean A={80 40 20|y B=|150 130 100
25 33 15 100 200 150
Calcule
a) C=A+B
by D=B+A

c) ¢Como son las matrices Cy D?

Solucion

50 30 31] [100 100 100| [150 130 131]
a) C=|80 40 20|+150 130 100|=|230 170 120
25 33 15) |100 200 150 |125 233 165

100 100 100] [50 30 31| [150 130 131]
b) D=|150 130 100|+|80 40 20|=|230 1/0 120
100 200 150 |25 33 15| [125 233 165

c) Las matrices Cy D son iguales.
Observacion 2.2

La suma de matrices es una operacién conmutativa.
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Ejemplo 2.2

50 40 48} _{52 50 60} y R_F? 43 60}

Dadas las matrices P =
60 37 64 65 32 40

Calcule

a) X=(P+Q)+R
b) Y=P+(Q+R)
c) ¢Cuadl es la relacion entre las matrices X e Y ?

Solucién
9 X= 50 40 48+52 50 60 +87 43 60| [102 90 108+87 43 60
|60 37 64| |65 32 40 66 53 41| 125 69 104| |66 53 41
X_‘189 133 168
191 122 145

B y _[50 40 48] ([52 50 60] [87 43 60|) [50 40 48] [139 93 120
|60 37 64] ||65 32 40| |66 53 41|) |60 37 64 [131 85 81
(189 133 168

1191 122 145

c) Las matrices X e Y son iguales.

Observacion 2.3

La suma de matrices es una operacion asociativa.

Ejemplo 2.3
Sean las matrices H 123
| =
4 5 6 y Q 2x3

Encuentre la matriz Q , , talqueH+ Q, ,=H

Solucion

a b c
SeaQZxSZ d e f

H40 _123+abc_123:>Q _ooo_0
> 14 5 6| |d e f| |4 5 6 >1o0 o o *°
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Q ,.; es lamatriz nula de orden 2x3.

Observacion 2.4

Para toda matriz A de orden mxn existe la matriz nula 0, . del mismo orden tal que si

las sumamos se obtiene la misma matriz A.

Ejemplo 2.4

Sean las matrices J = Y K;.,

0o 00 O
N 00
= W ©
D W -

Encuentre la matriz K, , talque J+ K, , =0, ,

3x4

Solucion
a b c
SeaK=je f ¢
ij ok
9 7 91 a b c d 0 00O -9 -7 9 -1
J+K,,=|8 8 3 3|+|/le f g h|=/0 0 0 O|=K,,=|-8 -8 -3 -3|=-J
8 2 16| |i j k I|][00O0°0O -8 -2 -1 -6
Observacion 2.5

Para toda matriz A de orden mxn existe su opuesto o inverso aditivo del mismo orden

tal que si las sumamos se obtiene la misma matriz nula 0,,_, .
Definicion 2.2 (Diferencia de matrices)
Dadas dos matrices A=[a,; | 'y B=[b;]| se llama diferencia de Ay B a otra

matriz C=[C,; | tal que

mx

Cij:aij_bij ,Vi6{1,2,3,-..,n},Vj6{1,2,3’...'m}
Ejemplo 2.5
14 -36 5 9 52 60 10 57
Sean S = yT = .
-4 3 -7 8 12 3 14 80

Calcule
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U=T-S
Solucion
- S_52 60 10 57| |14 -36 5 9| |52 60 10 57+—14 36 -5 -9
|12 3 14 80| |-4 3 -7 8| |12 3 14 8] | 4 -3 7 -8
38 96 5 48
T-S=
16 0 21 72
Ejemplo 2.6
13 7 15 9 14 3
Sean X = yY=
5 8 10 8 2 1
Calcule
a) Z=XT+Y'
b) W=(X+Y)T
c) U=(X-Y)T
d v=xT-YT
e) ¢Qué puede observar en las operaciones anteriores?
Solucion
5 13| (8 9 13 22
a) Z={8 7 |+|2 14|=|10 21
10 15| |1 3 11 18
r [13 22
22 21 18
by W= =110 21
13 10 11
11 18
; [-3 4
4 -7 12
c) U= =6 -7
-3 6 9
i 12
5 13| (8 9 -3 4
d Vv=8 7|-|2 14|=|6 -7
10 15| |1 3 9 12
e) ¢Qué puede observar en las operaciones anteriores?
Se observa que
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(A+B)' =AT+BTy(A-B)' =AT-BT
Propiedad 2.1

La transpuesta de la suma o diferencia de dos matrices A y B es igual a la suma o

diferencia de la transpuesta de A y la transpuesta de B.
Simbolicamente.
Sean A xn, B mxn dos matrices del mismo orden, entonces se cumple que
(A+B) =AT+BT
Las observaciones (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5), son propiedades de la suma de matrices
Propiedad 2.2 (Propiedades de la adicion de matrices)
Sean Amxn, B mxnY Cmxnentonces se cumplen las siguientes propiedades

i) Propiedad de cerradura o clausura
La suma de dos matrices del mismo orden es otra matriz del mismo orden
i) Propiedad conmutativa
A+B=B+A
iii) Propiedad asociativa
A+(B+C)=(A+B)+C
iv) Propiedad del elemento neutro aditivo

Para toda matriz A de orden mxn existe la matriz nula 0,, , del mismo orden tal

que si las sumamos se obtiene la misma matriz A.
Simbolicamente

VA,.,»30,.,:A+0=0+A=A

V) Propiedad del elemento inverso aditivo
Para toda matriz A de orden mxn existe su opuesto aditivo del mismo orden tal

que si las sumamos se obtiene la misma matriz nula 0, _, .

Simbodlicamente

Ll
>
>
+
|
=z
I

(-A)+A=0

A continuacién veremos una forma practica de construir matrices simétricas y

antisimétricas, conociendo una matriz cuadrada.

196

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx{_\ée'_l}glxmn

DEL PERU

Ejemplo 2.7
1 9 56
4 9 7 7
Sea X =
3 20 8
52 1 4
Calcule
a) X'
by Y=X+XT

c) ¢Qué tipo de matrizesY ?

Solucion
1956 [1 4365
;149 77 9 9 2 2
32 0 8 Sl i
5 2 1 4 6 7 8 4
195 6][195%6] [195¢6][1 435 ([2 13811
4 9 7 7 4 9 7 7 4 9 7 7 9 9 2 2 13 18 9
32 0 8 32 0 8 3 2 0 8 5 7 0 1 8 9 0
5 2 1 4 5 2 1 4 5 2 1 4 6 7 8 4 11 9 9
c) ¢Qué tipo de matriz es Y ? Observamos que Y es una matriz simétrica.
Propiedad 2.3
Si X es una matriz cuadrada de orden n, la matriz X + X T es simétrica
Ejemplo 2.8
2 1 3
SeaZ=|5 6 9
7 2 8
Calcule
a) Z'
by W=z-2T
c) ¢Qué tipo de matrizes W ?
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Solucion

a) Z' =

~N o1 N
(ep]
0 ©O© w
Il
w N
© o O
oo N N

3| 12 5 7 0 4 -4
91-11 6 2|=/4 0 7
8| |3 9 8 4 -7 0

2 1 3] [2 1 3
b) W=|5
7 28| (7 28

(op}

©

|

o1

(op}

©

Il
~N o1 N
N O -

c) ¢Qué tipo de matriz es W ? W, es una matriz antisimetrica

Propiedad 2.4

Si X es una matriz cuadrada de orden n, la matriz X — X " es antisimétrica.
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Institucionalizacién — Producto de un escalar por una matriz

Definicion 3.1 ( Producto de un escalar por una matriz )
Sean A cualquier matriz de orden mxn y ¢ un nimero real, Ilamado escalar, el
producto de c¢ por A se define por

cA=Ac :c[aij]:[caijJ Vie{l2,,n},Vje{l2,-,m}
Observamos que cada entrada de A se multiplica por el escalar c.
Ejemplo 3.1

) 13 92
Sic=-1y A:{ }

68 1

CalculecAyAc

Solucién

13 921 [-13 -92
cA= Ac = (-1) _ &
68 1| |-68 -1

Observacion 3.1

Sic=-1y A cualquier matriz entoncesc A=-1A =—-A, el opuesto o inverso aditivo

de A.
Ejemplo 3.2
1 -3 -2 4
SiA=|0 1 |yB=-1 3
-2 2 4 1
Calcule
a) X=2A+2B

b) Y=2(A+B)
c) ¢Cdémo son las matrices X e Y ?

Solucion
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1 -3 -2 4 2 6| |4 8 -2 2
a) X=2/0 1|+2/-1 3|=|{0 2 |+|-2 6|=|-2 8
-2 2 4 1 -4 4 8 2 4 6
1 3| |2 4 -11 -2 2
b) Y=2{| 0 1 |(+|-1 3||=2|-1 4|=|-2 8
-2 2 4 1 2 3 4 6

c) Lamatriz X es igual a la matriz Y.
Observacion 3.2

El producto de una matriz por un escalar es distributiva con respecto a la suma.

Ejemplo 3.3
6 3 -7 -1
12 5 -6
Sean los escalaresk=1,c=0y D =
-1 14 10
3 1 -2
Calcule
a) X=kD
b) Y=cD
Solucion
6 3 -7 -1
12 5 -6 9
a) X=kD=1D= =D
-1 14 10 1
13 1 2
0 0 00
0 00O
b) Y=0D=0D= =04,
0 00O
0 00O

A continuacion formalizamos la observacion 3.1y el ejemplo 3.3 en una propiedad.
Propiedad 3.1

Sean Ay B matrices de orden mxn 'y ¢ un escalar
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)] Propiedad distributiva
La multiplicacién de una matriz A por un escalar c es distributiva con respecto a
la suma.
Simbolicamente
c(A+B)=cA+cB
i) A=A
i) (0)A=0mxn

Las propiedades (2.2) y (3.1) permiten dar solucion a ecuaciones matriciales simples

de la forma o X = A, donde a es un escalar y X, A son matrices del mismo orden.

Ejemplo 3.4

1 2 0 01 3
Sean A= y B=
0 0 1 1 0 -1

Determine la matriz X tal que

2X-4B=3A
Solucion
2X-4B+4B=3A+48B (sumamaos 4 B a ambos miembros de la ecuacion)
2X+0=3A+48B (propiedad 2.2 (v) elemento inverso aditivo)
2X=3A+4B (propiedad 2.2 (iv) elemento neutro aditivo)
% (2X) =% (3A+4B) (multiplicamos por % a ambos miembros)
X = % (3A+4B)

Finalmente reemplazamos datos y calculamos

5 6

36 0] [0 4 12 3 10 12] |3

x =1(aarap)=1 ; L _| 2
2 2([0 0 -3]7[4 0 —4])72[4 0 77|, 7
2

Ejemplo 3.5

1 -2 0 1 8 -2
Sean A= , B= y C=
-3 4 5 2 -6 4
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Determine la matriz X tal que
1 y_
0C+ 5 X=2A-4B
Solucion

OC+%X:2A—4B

0+ % X=2A-4B (propiedad 3.1 (iii) elemento neutro aditivo)
% X=2A-4B (propiedad 2.2 (iv) elemento neutro aditivo)

2( % X)=2(2A-4B) (multiplicamos por dos a ambos miembros)

X=4A-8B

Finalmente reemplazamos y obtenemos X

4 -8 0 8 4 -16
X =4A-8B= - =
-12 16| |20 -8| |8 24
Las propiedades (2.2) y (3.1) también permiten dar solucion a sistemas de ecuaciones

matriciales simples de la forma

aX+pY=A g .
, a, B, 6, Ason escalares y X, Y matrices del mismo orden.
OX+AY=B
Ejemplo 3.6
. -5 3 16 -40
Si A= y B=
16 -6 21 23
Resuelva
2X+3Y=A
5X-2Y=8B
Solucion

Cancelamos la matriz X
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2X+3Y=A (x5)
5X-2Y=B (x-2)

10X +15Y = 5A
—10X + 4Y =-2B
19Y =5A-2B

Obtenemos la matriz Y
-25 15 32 -80 -57 95 -3 5
Y=1(5A-2B)== - _1 _
19 19| 80 -30 42 46 19| 38 -76 2 -4
2X+3Y=A (x2)
5X-2Y=B (x3)
Cancelamos la matriz Y
4X + 6 =2A
15X - 6X =3B

19X =2A+3B

Obtenemos la matriz X

1 1([-10 6 7] [48 -120]) 1[38 -114] [2 -6
X =—(2A+3B)=— + == y
19 19| 32 -12] |63 69 |) 19|95 57 | |5 3
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APENDICE D

Institucionalizacién - Producto matricial

Definicion 4.1 (Producto de matrices)
Si A=[a;;] 'y B=[b;;]| ., el producto AB, en este orden, es la matriz
mx p pxn
C=[c,| talque
cijzailblj+ai2b2]+-~-+aipbpj

En términos sencillos, la definicion anterior afirma que el elemento c,; es el resultado

de la suma de los productos cada elemento de la i —ésima filade A por los elementos

correspondientes de la j — ésima columna de B.

Observacion 4.1

Sean las matrices A m xp Y B p x n, €ntonces el producto AB esta definido si el nimero de
columnas de A y el nimero de filas de B son iguales, y se dice que A y B son
conformables para la multiplicacion, caso contrario no existe el producto de matrices.

Ademas el orden de ABesm x n

Graficamente xp Bpxn=Cmxn

A -
>

Ejemplo 4.1.

) 2 3 1 -2 3
Si A= y B=
1 2 4 1 2

Determine y responda

a) Si C = AB ;existira C?, si existe C ;De qué orden es C?
b) Si D = BA ¢existira D?, si existe D ¢De qué orden es?

c) Halle el producto de matrices donde esté definido.
Solucion
a. Como el numero de columnas de A es igual al nimero de filas de B, entonces existe

C=AB, y el orden de la matriz producto C es 2x3.
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b. Como el nimero de columnas de B es 3 y el nimero de filas de A es 2, son

diferentes, entonces no existe la matriz D.

C.
CoAB- 2 3|1 -2 3 B 2x1+3x4 2x-2+3x1 2x3+3x2 B 14 -1 12
1 2]|4 1 2] |1x1+42x4 1x—2+2x1 1x3+2x2| |9 0 7
Ejemplo 4.2
8 5 10 2 3
Sean A= , = yC=
7 -3 01 1 2
Calcule
a) Al
b) 1A
c) AC
d) CA
e) Cl
fy IC
g) ¢Se puede afirmar gque el producto de matrices es conmutativo?
Solucién
8 511 0 8 5
a) Al= =
7 -3]|0 1 7 -3
1 0]|8 5 974>
b) 1A= =
01 -3 7 =3

el ]

d) CA=

e) Cl=

f) IC=

ol

2
1

5

118
7 -3

I\JOH
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21 34
11 15

37 1
22 -1

2
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g) Como AC es diferente a CA, se concluye que el producto de matrices no es

conmutativo.
Observacion 4.2
El producto de matrices no es conmutativo.
Definicion 4.2 (Matriz identidad)

Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde todos elementos de la diagonal

corresponden al nimero uno y los demas son cero.
Se denota por | , y se define implicitamente como

1,i=]j
0,1#]

1, =[5 j]n,éij:{

Propiedad 4.1
Si A, es cualquier matriz cuadrada, | la matriz identidad de orden n, se cumple que
Al=1A=A

Ejemplo 4.3

2 3 1 -1 1 2
Sean A= ,B = = ya =3
1 2 -2 3 -3 4

Calcule

a) A(BC)

b) (AB)C

c) A(B+C)
d AB+AC
e) (B+C)A
f) BA+CA
9) a(BC)

h) (aB)C

i) B(aC)

Solucion

I A N B
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(S0 ) P I P
b) (AB)C = = =
1 2|2 31)|-3 4| |-3 5||-3 4| |-18 14
[P P S S
c) A(B+C)= + _ _
1 2|2 3] |-3 4 1 2||-5 7| | -8 15
[2 3}{1 —1} {2 3}[1 2} [—4 7} (-7 16} -11 23}
d) AB+AC = + _ N _
1 2||-2 3] |1 2||-3 4] |-3 5] |-5 10| |-8 15
(e e T
e) (B+C)A= + =5 —
-2 3| |-3 4])|1 2] |5 71 2| |-3 -1]
{1 —1}{2 3} [1 2}[2 3} [1 1} [4 7} {5 8}
f) BA+CA= + = + =
-2 3|1 2| |-3 4||1 2| |-1 0] |-2 -1] |-3 -1
BC—3_1 11 2 4 2] [ -
9 «BO)=3| 3[—3 4} ) {—11 8}{—33 24}
[‘1 —1‘}{1 2] [3 —3}[1 2} [12 —6}
h) (aB)C=|3 = =
2 3|)|-3 4] |-6 9 -3 4] |-33 24
LN P C P | P A e
i) B(aC)= 3 = =
-2 3|\"|-3 4)) |-2 3]-9 12| |-33 24
Ejemplo 4.4

Con respecto al ejemplo anterior, relacione convenientemente.

i) A(BC)=(AB)C
i) A(B+C)=AB+AC
i) (B+C)A=BA+CA
VY in A=Al =A
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(b) Propiedad distributiva derecha.
(c) Propiedad asociativa.

(e) Elemento neutro aditivo.

(d) Propiedad distributiva izquierda.
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Propiedad 4.2 ( Propiedades de la multiplicacion matricial )

Si A es una matriz de orden mxn, B y C tienen tamarfios tales que las operaciones

siguientes estan definidas, y si a es cualquier escalar, entonces

i) A(BC)=(AB)C Propiedad asociativa
i) A(B+C)=AB+AC Propiedad distributiva izquierda
iii)(B+C)A=BA+CA Propiedad distributiva derecha

iv) a(BC)=(aB)C=B(aC)

V) InA=Al,=A Identidad multiplicativa
Ejemplo 4.5

. 2 3 1 -2 3
Si A= y B=

1 2 4 1 2

Calcule

a) AB.

b) X=(AB)'

c) Y=BTAT

d) ¢Como son las matrices X e Y ?Solucion

2 3|1 -2 3 14 7 12
1 2j|4 1 2 9 0 7

w7y [2Y
b) X =(AB)T = =lo 7
9 0 7
ALY
4 1 9 14
1 1 =2 32 3] 1 2
) Y=BTAT = “[1 -2 -0 7
4 1 2] |1 2 2 3
2 3 7 12

d) Observamos que las matrices X e Y son iguales.
Propiedad 4.5

Si Ay B son conformables (Ver Observacion 4.1) para la multiplicacion, se cumple

(AB) ' =BTAT
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Ejemplo 4.5
3 2 4
i 2 01
Si A= yB=|-2 4 5
2 1 2
0 3 -2

Calcule la tercera columna del producto AB.
Solucion

Basta con calcular
4
2 01 s |- 2x4+0x5+1x(-2) |6
2.1 2\, | 2x4+1x5+2x(=2) | |9

Ejemplo 4.6

1 3 X : 5
Si B= , O™ X, y son numeros reales,y D =
2 8 y 12

a) Calcule B C, ¢{De qué orden es BC?
b) Halle los valores de x, y si BC = D.

Solucion

{1 3}[x} [x+3y}
a) BC-= =
2 8|y 2X+8y

b) SiBC =D, entonces
X+3y | |5
2x+8y | |12
por igualdad de matrices

X+3y=5
2X+8y =12
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multiplicando por —2 la primera ecuacion del sistema

— 2% -6y =-10

2%+8y: 12
2y =2
y=1

luego reemplazando "y™" en cualquiera de las ecuaciones obtenemos

X=2

Ejemplo 4.7
o 4 5 :
Sea | la matriz identidad de orden 2, A= 3 4 y X una matriz cuadrada de orden 2.

Encuentre X si se cumple que A X = 1.

Solucién

Sea X ={X y}
Z W

Luego, como AX = |

4 5x y| |10
{3 4}L w}{o J
{4x+52 =1 (3 {4y+5w =0 (3)

3x+4z=0 (-4) 3y+4w=1 (-4)
luego

{ 125 +152 =3 { 12§ +15w= 0

tenemos

—12% -162=0 ~12¢ -16w=—4
-7=3 -w=-4
w=4
reemplazando en sus respetivos sistemas obtenemos
X=4
y=-5
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Finalmente,

Definicion 4.3

Sea A una matriz cuadrada de cualquier orden se define la potencia de una matriz
cuadrada

A" = AA--- A, n un entero positivo

n— factores

Ademas, se define

Ejemplo 4.7

Halle, A%, AL, A% A3

Solucion
Por definicion A°=1, Al = A.

eanls 55 S

3 .2 3 4] 1 -1 Y =15
A =AA= =
-8 11| -2 3 -30 41
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APENDICE E

Institucionalizacidon — determinante y matriz inversa

Definicion (5.1) (Determinante de una matriz cuadrada de orden 2)

a b
Sea A= L d} una matriz cuadrada de orden 2

El determinante de A es un numero real definido y denotado por

det(A) =ad —bc
El determinante de A, también se denota por |A|

Ejemplo 5.1

. 5 7 8 5
Si A= y B=
4 6 9 6

Calcule

a) det(AB)
b) det(A)det(B)
c) ¢Qué observa en los resultados anteriores?

Solucion

32+54 20+36

40+63 25+42
a) det(AB)=|AB|= AN

103 67
=103.56-86.67 =5768-5766 =6

5 7|8 5
b) det(A)det(B)=|A||B|:‘4 6H9 6

‘: (30-28)(48-45) = 6

Propiedad (5.1)

Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 2, entonces
det(AB) = det Adet B

Ejemplo 5.2

De dos matrices Ay B, diferentes a las del ejemplo 5.1, cuadradas de orden 2 verifique

si se cumple que
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det(AB) = det A det B
Definicion (5.2) ( Inversa de una matriz cuadrada de orden 2)

Se dice que la matriz A cuadrada de orden 2 es invertible o tiene inversa, si existe una

matriz B del mismo orden de A tal que
AB=BA=1
Ejemplo 5.3
. 2 7 i 4 -7
Verifique que es la inversa de .
1 4 -1 2

Solucion

Aplicando la definicién tenemos que verificar que
4 -7l[2 7] [2 7][4 -7] 1 0
<0 4715 WV N I o SR N A 0 € 1
4 72 7] [1 0
-1 2|1 4| |0 1
2 714 -7] [1 0
1 4j|-1 2] |01

27

Veamos

—1s 2

2 4 -7
De lo anterior verificamos que L es la inversa de { } .

4 -7 2 7
También podemos afirmar lo contrario, es decir [ N . } es la inversa de L 4} .

Propiedad 5.3 (Calculo de la matriz inversa de una matriz cuadrada de orden 2)

a b
Sea AzL d} una matriz cuadrada de orden 2, cuyo determinante es diferente de

cero.

Si A es invertible, la matriz inversa de A es una matriz cuadrada del mismo orden de A

definida y denotada por
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Ejemplo 5.4

. 2 3
Si F=

Halle F 1

Solucion:

2 3
Primero calculamos el determinante de F = L 8} ,

2@B)-4@B)=16-12=4
Como es diferente de cero, se puede encontrar su inversa,

Luego aplicamos la propiedad 5.3 y obtenemos

Sl _E
IF|l4 2| 4/-4 2 4 2 oy
4 4 2
Finalmente
, 3
Ffl_ 4
4 1
2
Ejemplo 5.5

Sea la siguiente ecuacion matricial

: iﬂ__ﬂ{ﬂ

. 1
a) Encuentre la matriz inversa de L
b) Usando la inversa hallada en el item (a) ;Cémo podria dar solucion a la ecuacion
matricial?
Solucion

a) Primero calculamos el determinante

-3+ 4 =1, por ser diferente de cero existe su matriz inversa
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1 4
La matriz inversa de L } es

-3 4
-1 1
1 4] x 2
b) L SMJ = L} multiplicamos (por la izquierda a ambos miembros

de la ecuacion matricial) por la inversa

3 2R

1 0][x] [-8x2+4x1
0 1|ly| |-1x2+1x1

luego

Propiedad 5.4

Una matriz cuadrada de orden 2 es invertible si y sélo si su determinante es diferente de

cero.
Ejemplo 5.6

Dadas las matrices

1 el
-3 -2][1 27[1 4]| 3 3
-5 -3|'|-2 -4]'|2 8] 2 1
3 3

En caso de ser posible calcule la matriz inversa de las matrices dadas.

Solucién

) -3 2 3 2
Su inversa es: -1 5 =

-3 2
Para [ c 3} primero calculamos su determinante: 9 —10 = —1, entonces tiene inversa.
-3 |-5 3
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1 2
Para { 5 4} primero calculamos su determinante: -4 +4 = 0, entonces no tiene
inversa.
1 4 ) ) ) )
Para 5 g primero calculamos su determinante: 8 — 8 = 0, entonces no tiene inversa.
__1 1_
3 3 . . 1 2 1 ) )
Para 5 1 primero calculamos su determinante: §+§=§,entonces tiene inversa
| 3 3]
1 1
) -1 -1
Su inversa es: 3 3 3 =
2 _nile
L 3 3
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APENDICE F

En este apéndice vamos a desarrollar algunos ejercicios de las tareas usando el
programa MAXIMA. La intencion es que el estudiante utilice este programa para
verificar los resultados que obtenga. También el empleo de este programa permite al
estudiante afianzar y ampliar sus conocimientos relacionados con el objeto matematico
matriz. El docente puede planificar tareas para poder explicar, afianzar y ampliar las
propiedades de las matrices, sus operaciones, de determinante y la inversa de una

matriz.

Es necesario recalcar que este programa es “muy potente” para el algebra
computacional y se puede aplicar en todos los niveles educativos. Fue el que inspird
otros programas conocidos como Maple, y Mathematica. La gran ventaja es ser software
libre (licencia GNU) pudiéndose descargar y difundir. Las versiones y su manual, tanto
para Windows o Linux, estan en espafiol y se pueden descargar en

http://maxima.sourceforge.net/es/

Algunos comandos basicos para manipular matrices

Toda linea de comando se ejecuta al presionar simultaneamente las teclas shift + enter.

Es el operador de fin de linea de comando y que al ejecutarse con shift + enter permite

mostrar el resultado. Si no se quiere mostrar el resultado se debe usar “$”.
Los dos puntos es el operador de asignacion.

Por ejemplo, A : 8; asigna a la variable A el valor de 8.

Es el operador de definicion de funciones. Usaremos este operador para definir las

entradas de una matriz en forma implicita.
Por ejemplo. a[i,j]:= 3*i — 2%j;
Para las operaciones aritméticas son

+ para la suma de nimeros.
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— para resta de nimeros.

* para el producto de nimeros.

A para la potenciacion de numeros.

Para las operaciones matriciales son

+ para la suma de matrices.

— para la resta de matrices.

. para el producto de matrices. (note la diferencia con *)

" para la potenciacion de matrices.

Operador condicional “if”

if condicionl then expresionl else expresion0.

En pseudocodigo

Si se cumple la condicidn 1 entonces hacer expresion 1 sino hacer la expresion 2.
Este operador va a permitir controlar las condiciones para generar matrices implicitas.
Funcion “lambda”

Es una funcion anénima que va a permitir no asignar valores a las variables y asi poder

generar las matrices implicitas.
“genmatrix”

Esta funcién permite generar matrices.
“matrix”

Permite definir matrices.

Con estos operadores y funciones desarrollaremos algunos ejemplos de las tareas.

Notemos que no estamos dando la sintaxis de estas funciones, pues el lector puede
consultar el manual del programa MAXIMA que viene incluido en el programa. Este

manual puede encontrarlo en el menu ayuda.
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Ejercicio 4 del Apéndice A2

0 wxMaxima 12.04.0 [no gu

Archivo Editar Celda Mawma Ecuaciones ﬁ\lgel_}ra Analisis  Simplificar  Graficos  MNumérnico  Ayuda
(@ ex D0 6@ > o @

- (%11) Y:genmatrix(lambda([i,3J],1if 1=3 then 1 else 0),5,5);

1000 0
01000
(%c01) |0 0 1 0 0

O 0 0 1 0

o 0 0 0 1

(%i1) hace referencia que se ha ingresado la primera linea de comando. (input)

(%01) indica que se ha obtenido la primera salida asociada a la primera linea de
comando. (output)

Ejercicio 5 del Apéndice A2

[ (3i2) r1i,j1:=2%3-i$

L (%314) R:genmatrix(r,4,4);

1 3 5 7

(%04)

7 (3i5) rl1,11*(r[2,2]%r([3,3]-x(3,21%r(2,3]);
(%03) 2

Ejercicio 6 c) del Apéndice A2

L (%17) C:genmatrix(lambda([i,]],1f 1<=] then 2%*i-3%7 else 0),3,3);
-1 -4 -7

(5207) | 0 -2 -5

0 [

Mostraremos otros ejemplos donde se ingresen matrices, se sumen, resten, se

multipliquen por un escalar, se multipliquen matrices.
Haremos la diferencia entre el operador “ * ” y “.” Para evitar calculos incorrectos.

El operador * se usa solo para el producto de nimeros y para el producto de un nimero

con una matriz (producto por un escalar).
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El operador “.”” Se usa solo para la multiplicacion matricial.

También calcularemos potencias de matrices, determinantes de matrices cuadradas, y la
inversa de una matriz cuadrada si existiese. No importando si se ingresan simbolos en

una matriz.

1 wxblaxima 12.04.0 [no guardado ] N

Archive Editar Celda Maxima Eguaciones ﬁ\lgel_}ra Analisis  Simplificar  Gra

(@¥dex XDa| 6 e|>o
L - .

™

($i8) A:matrix([a,b,c]l,[d,e,f],[h,i,3]1);

a b &

(%08) |d & £

(%198) Brmatrix([1,2,3]1,[4,5,61,[7,8,91);
12 3

(309) |4 5 &

T &8 39

7 (2i10) n+B;
a+l b+2 o+3
(%010) |d+4 =+5 f£+6@

k+7 1+8 J+9

(%¥111) R-B;
z2-1 -2 g£o-3

(%0l1l) |d-4 =-5 f£-8

¥ (si12) 5*B;
5 10 1:5
(%012} |20 25 30

35 40 45

(%112) A.B;
Tec+db+a Beo+5b+2a3 9 c+6b+3a
(%01l3) |TFf+d4e+d B8F4+524+42d 9 Ff+6=+3d

TJ+4i+h BJ+51i+2h 9J+61+3h

" (2i14) arnz;
chibd+al ci+betab cj+bf+ac

(2014) |fh+det+ad fit+el+bd fi+efi+cod

nj+di+ah ij+ei+bh ji+fitch

Bienvenido a wxMaxima
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Observemos en la salida (%012) como se ha usado el operador “*” para realizar el

producto del escalar 5 por la matriz B.

En la salida (%014) se ha calculado la potencia de grado dos de A.

i wxMaxima 12.04.0 [no gua

Archive Editar Celda Maxima Ecuaciones f-\lgel_)ra Andlisis  Simplificar  Graficos MNumérico  Ayuda
IEd ek XDO|G > o @

" (zi1e) B~~10;

132476037840 162775103256 193074168672
(%0l6) 300005963406 368621393481 437236823556

467535888972 574467683706 681399478440

_7 (%117) determinant (&);
(2017) a(e j-f i)-b(dj-f h)+c(d i-eh)

I (%118) determinant (B);
(%c18) 0

4 (%120) transpose (%0l6);
132476037840 300005963406 467535888972
(%020) |162775103256 368621393481 574467683706

193074168672 437236823556 6E1399478440

¥ (siz21) a~~-1;

ej-fi bhij-ci hf-ce

(ae-bd)j+{cd-af)yi+(bf-ce)h _{a e-bd)yj+(cd-af)yi+{bf-ceyh (ae-bd)j+{cd-af)i+(bf-ce)h

dj-fh aj-ch af-cd

%02l - -
(Fezt) (ae-bd)j+(cd-af)yi+{bf-ce)h (ae-bd)j+{cd-af)i+{bf-cejh (gae-bd)j+{cd-af)yi+(bf-ce)h

di-eh ai-bh ae-bd

(de-bd)j+(cd-af)i+(bf-ce)h (ae-bd)j+(cd-af)yi+{bf-ce)h (ae-bd)j+(cd-af)i+(bf-ce)h

7 (2i22) BA~-1;
solve: singular matrix.
—— an error. To debug this try: debugmode (true) ;

' (3i23) a.B;
Tec+4b+a Be+5b+2a Y9c+6b+3a
(%023) |Tf+4e+d 8f+5e+2d 9Ff+6e2+3d

Tj+41i+h 87+51+2h 897+61+3h

¥ (siz4) n*B;
a 2k 3¢

(%024) |4d 5e 6F

Th 81 97

En la salida (%017) se ha calculado el determinante de B, siendo su valor cero esto
indica que no tiene inversa.

En la entrada (%i22) se ha pretendido calcular la matriz inversa, cuya salida indica que

es un error calcularla pues es una matriz singular y no existe su inversa.
En la salida (%021) se ha calculado la inversa de la matriz A.

En la salida (%020) se halla la traspuesta de la matriz obtenida en (%016).
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Finalmente se observa que el operador “*” no debe usarse para el producto matricial
pues no cumple con la definicion. En cambio el operador “.” Es el que permite el

producto matricial.
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