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Introduccion

La teoria de Morse estudia propiedades analiticas y topoldgicas de campos
vectoriales gradientes. Esta es una disciplina variada y rica, que tiene conec-
ciones con diversas areas de las matematicas y sus aplicaciones. Para nuestro
proposito, es el concepto de indice de Morse donde encontramos mayor utili-
dad, visto que su estudio en flujos empezé con el trabajo de C. Conley [8]. Su
afan era hallar una forma de generalizar el indice de Morse de un punto critico no
degenerado con respecto al flujo gradiente en una variedad compacta.

El objetivo de este trabajo sera probar la existencia de soluciones periddicas
de una ecuacion hamiltoneana asintoticamente lineal especifica. Esto es llevado a
cabo mediante la aplicacién de la teoria de Morse en el sentido de C. Conley; tal
teoria tiene la ventaja que no requiere que los puntos criticos de la funcional sean

no degenerados.

La tesis tendra un primer y segundo capitulo introductorio, en donde haremos
un estudio de algunos resultados necesarios para nuestro objetivo.

Comenzamos con el estudio del indice de una solucién periédica de un sistema
hamiltoneano lineal y algunos conceptos enmarcados en el dlgebra simpléctica,

material que podemos encontrar en Mc. Duff y Salamon [11].

En segundo lugar, hablaremos de la teoria de Morse para flujos: acd presen-
tamos el concepto de pareja de indice para un conjunto invariante aislado; el cual
juega un papel imprescindible en la definicién del indice de Morse de conjun-
tos invariantes aislados. Asi, también enunciamos un resultado que establece la
equivalencia de parejas de indice (Apaza, A., [5]). Por otra parte introducimos la
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definiciéon de la descomposicion de Morse de un conjunto invariante aislado. Tal
descomposiciéon permite ademas construir en forma discreta sucesiones exactas de
grupos de cohomologia, los cuales relacionan el indice del conjunto invariante ais-
lado con los indices de los elementos de la descomposiciéon de Morse. No obstante,
el indice de Morse (segin Conley) resulta ser invariante bajo continuacién. Ver
Smoller, J. [13].

En tercer lugar, planteamos y analizamos un problema concreto, referente a la
existencia de soluciones periddicas de una ecuacién hamiltoneana asintéticamente
lineal. La existencia de tales soluciones es una de las interrogantes que general-
mente se estudian en mecdanica clasica. No obstante, el problema en estudio es
la simplificacién de un problema de mayor complejidad enmarcado dentro de las
variedades simplécticas. Asimismo, se denominan simplectomorfismos a aquellas
aplicaciones entre espacios simplécticos que preservan la estructura de dichos es-
pacios. Y ejemplos de simplectomorfismos proviene de las soluciones de ecuaciones
diferenciales hamiltoneanas. Por consiguiente la busqueda de 6rbitas periddicas
de una ecuaciéon diferencial hamiltoneana es un caso particular del problema de
existencia de simplectomorfismos. Para mejor detalle, consultar Mc. Duff y Sala-
mon [11].

De aqui, en esta linea de investigacién concretamente, planteamos el problema
de la existencia de soluciones periddicas de sistemas hamiltoneanos. En tal sentido,
el problema que tratamos generaliza resultados ya obtenidos anteriormente dado
que se trabaja con una funcional indefinida; el cual es un resultado obtenido por

Conley y Zenhder (ver [7]), cuyo articulo es la base principal del presente trabajo.

Por otro lado, inmersos en el problema, presentamos el método debido a
Amann (ver[2]) de reduccién a puntos silla, mediante el cual el problema original
de buscar puntos criticos de la funcional definida sobre un espacio de dimensién
infinita se reduce al caso mas simple de encontrar puntos criticos de una fun-
cién definida sobre un espacio de dimensién finita. Finalmente, haciendo uso de
la herramientas topoldgicas de la teoria de Morse presentadas en el Capitulo II,
demostramos al final del Capitulo III la existencia de soluciones peridédicas de

nuestra ecuacion diferencial hamiltoneana.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Indice de wuna Solucién Periédica de un

Sistema Hamiltoneano Lineal

En esta seccion presentaremos algunas definiciones y resultados de la teoria de
Floquet para sistemas lineales con coeficientes periddicos. Dichos conceptos seran
de importancia fundamental, especialmente cuando lleguemos a nuestro resultado

central en el Capitulo 3.

A fin de adaptar una teoria de Morse al estudio de soluciones periddicas,
necesitaremos una relacion entre soluciones periddicas de ciertos sistemas hamil-
toneanos y un punto critico de una funcional a ser definida. Con este propoésito
introducimos un indice, aproximadamente el signo del Hessiano de una funcional
variacional en el correspondiente punto critico. Para ello escogeremos cualquier

solucién periddica xq(.) de la ecuacién
&= JD,h(t,z),
y analizaremos su influencia sobre el sistema linealizado

y = JD.h(t, xo(t))y.
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Si hacemos A(t) = D,.h(t,zo(t)), la ecuacién anterior queda reescrita cual
y=JA)y,

donde A(t) es simétrica, continua y, bajo ciertas condiciones en h, también perio-
dica, digamos de periodo T'. Si ahora Y (¢) es la solucién fundamental del sistema
anterior, es decir satisface Y (t) = JA(t)Y (t) e Y/(0) = I, entonces Y (t) es un arco
en el grupo de las matrices simplécticas que comienza en la identidad.

La matriz simpléctica Y (T') encarna un papel protagénico, y sus autovalores
son llamados multiplicadores de Floquet asociados con la solucién periédica xo(t)

de la ecuacién original.

Definicién 1.1 Sea la funcién h = h(t,z) € C*(IR x IR*", IR), periédica en el
tiempo, es decir que satisface h(t+T,z) = h(t, z) para algin 7' > 0. Una solucién
periédica x(t) de la ecuacion & = JD,h(t,z) del mismo periodo es llamada no

degenerada si ella no admite multiplicador de Floquet igual a 1.

Observacién 1.1 La definicion anterior, expresada como tal, no es mas que una
forma concisa de decir que el sistema lineal y = JA(t)y, con coeficientes periédicos,
admite soluciones periddicas no triviales de periodo T', como es bien conocido de
la teoria de Floquet.

Ahora consideremos el conjunto de lazos continuos A(t) de matrices simétricas,
periédicas de periodo 7', con la propiedad adicional de que la ecuacién y = JA(t)y
no acepta mutiplicador de Floquet igual a 1. Llamemos a este conjunto P. In-
troducimos ahi una relacién de equivalencia del siguiente modo. Dos lazos Ay(t)
y A;(t) son equivalentes cuando uno puede ser deformado continuamente en el
otro sin abandonar el conjunto P de lazos bajo consideraciéon. En otras palabras,
existe una familia continua de lazos A,(t), con 0 < o < 1, tal que A, (t) = Ao(t)
parac =0y A, (t) = A;(t) para o = 1, y tal que 1 no es autovalor de Y, (T") para
ningtiin 0 < ¢ < 1, donde Y, (?) es la solucién fundamental del sistema deformado;
es decir, satisface Y, (t) = JA,(t)Y,(t), con Y(0) = I.

Resulta que el conjunto P se descompone en una cantidad enumerable de clases
caracterizadas por un entero, el cual definiremos primero para un lazo constante.
Sea A(t) = S un lazo constante en P. La solucién fundamental de la ecuacién
y = JA(t)y es la exponencial Y (t) = e/, Notemos que la existencia de soluciones
-no triviales- de periodo T equivale a que 1 sea autovalor de e””/%. Asi A = 1 no
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S

es un multiplicador de Floquet precisamente cuando e’”® no acepta autovalor

1. Para un autovalor A\ de JS tenemos, en el caso de interés, por lo tanto, la
condicion A\ & i%”Z.

Ahora consideremos los distintos -en caso existan- autovalores de JS que
son imaginarios puros. Primero notemos que como A es un autovalor de J.S,
entonces su conjugado \ también lo es, pues tratamos con matrices de entradas
reales. Si consideramos e y € como los vectores propios complejos, correspon-
dientes a los autovalores A, A, se tiene que (€, .Je) # 0 es un niimero imaginario
puro, y escribimos a(A) = sign(—i (€, Je))im(A). Observemos que se obedece
a()\) = a()\). Dado que, por suposicién, a()) ¢ 2%27 existe un entero m tal que

m % < a(X) < (m+1) 5. En este caso ponemos [a(\)] = m + %, y definimos
§(8) = > e, (11)

donde A recorre los autovalores imaginarios puros de JS; ntmero que resulta
entero, pues, como hemos anticipado, los autovalores imaginarios puros aparecen
en parejas. Si no detectamos tales autovalores, por consistencia, ponemos
j(S) = 0. Con el indice del lazo constante A(t) = S a mano, definimos

ind (A(t)) = j(S). (1.2)

Con esta notacién formulamos un teorema estructural que muestra que solo
es necesario definir el indice para la clase especial de lazos constantes escogidos
arriba. El teorema expresa que el indice estd bien definido y discrimina entre las
distintas componentes de P.

Teorema 1.1 Cada clase de equivalencia del conjunto P contiene, inequivocamente,
lazos constantes A(t) = S. Todos los lazos constantes en la misma clase de equiv-
alencia arrojan el mismo indice, y lazos constantes en diferentes componentes de
P tienen diferente indice. Para cada j € 7 existe eractamente una clase de

equivalencia con indice j.

La prueba de este resultado se ofrecera en la proxima seccion.

Observaciéon 1.2: El interés del Teorema 1.1 radica en el hecho de que
nos permite asociar a cada solucién peridédica no degenerada xzo(t) de la

ecuacién & = JD,h(t, ), un nimero, el indice j de la correspondiente ecuacién
linealizada ¢ = J D, h(t, zo(t))y.
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1.2 Arcos en el Grupo Simpléctico

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema 1.1. Para ello revisamos

algunos pormenores del algebra lineal simpléctica.

Definicién 1.2  Una matriz M € L(IR*") se llama simpléctica si satisface
MTJM = J. Como de costumbre

e I es la matriz identidad de tamano n x n.

El grupo de las matrices simplécticas en IR*" es denotado en breve cual
Sp(2n, R) = {M € L(IR*"), tal que M"JM = J}.

En la secuela usamos la abreviacién W = Sp(2n, IR).
Por W*, que no debe confundirse con el dual, denotamos el subconjunto

W*={M € W, tal que 1 no es autovalor de M}.
Ahora consideremos una ecuacién diferencial lineal tipo
T =JA(t)x (1.3)

en IR?", donde A(t + 1) = A(t) es continua, simétrica y periédica con periodo

unitario. Si X (¢) es la solucién fundamental de la ecuacion, es decir satisface

X)) = JADX(®), X(0)=1,

entonces X(t) es un arco en W. Consideremos lazos A(t) con la propiedad
X (1) e W
Resulta que existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de tales

ecuaciones (1.3) y el conjunto de curvas diferenciables X (¢), en W, que satisfacen

X(0) = I, X(1)ewr,
X'(1) = X'(0)X(1),

donde la correspondencia se establece mediante JA(t) = X' ()X (¢)!.
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A fin de establecer el Teorema 1.1 debemos investigar cudndo dos caminos
en W pueden ser deformados continuamente uno en otro sin violar la condicién
impuesta. Al igual que en la seccién anterior, definimos el conjunto de caminos

continuos
P={v:[0,1] = W, talquev(0) =1y ~(1) € W*}.

Impongamos en el conjunto P la topologia compacto abierto (topologia de conver-

gencia uniforme), y consideremos la relacién de equivalencia definida como sigue.

Dos caminos 7; v 72 € P son equivalentes, en simbolos v; ~ s, si existe una
deformacién continua ¢ : [0, 1] x [0,1] — W que satisface:

5(t’ O) = 'Vl(t)7 y 6(t7 1) — 72(t)a
5(1,0) € W*, (1.4)
y 5(0,0) =1, paraoe€|0,1]

Un ejemplo de camino en W es el exponencial, definido via y(t) = e/

, siem-
pre que S sea una matriz simétrica. Este camino se encuentra en P si y sélo si
e’ € W*, o lo que es lo mismo, si y sélo si 2min no es autovalor de JS para

ningun entero n € Z.

Antes de formular nuestro primer resultado, introducimos un indice para
un camino exponencial inspirados en la seccién anterior. Asumiendo por dado
e’ € W* y que los autovalores imaginarios puros de J.S son distintos, para el

camino exponencial v(t) = ¢/ definimos

ind(v) = 5(5), (1.5)
donde el término de la mano derecha es dado por la férmula (1.1).

Teorema 1.2 C(Cada clase de equivalencia de P contiene un camino exponencial
v(t) = €75 con indice definido por (1.5). Todos los caminos exponenciales en la
misma clase de equivalencia arrojan el mismo indice, y caminos exponenciales
en diferentes componentes tienen diferente indice. Para cada entero j € Z existe
exactamente una clase de equivalencia con indice j.

La demostracién del Teorema 1.2 se organiza en varias partes.
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1.2.1 Lazos Contractibles en Sp(2n, IR)

Cada matriz simpléctica real M puede descomponerse cual
M =P O, (1.6)

su forma polar, donde P = (MM7)'/? es una matriz simpléctica y simétrica
definida positiva, y O = P~1M es una matriz simpléctica ortogonal. La matriz P

tiene una representacion unica tipo

P =¢t, (1.7)
al as

donde los bloques de A = estdn sujetos a a; = al vy
as —ap

as = al € L(IR™). En particular, el conjunto de matrices simétricas y simplécticas
definida positiva es contractible.

Cada matriz O, a su vez simpléctica y ortogonal, tiene la forma

Uy —U2

0= : (1.8)

Uz Uy

donde @ = uy + iup es una matriz unitaria en £(C"). En ambos casos, la prueba
es elemental y puede encontrarse en Mc. Duff y Salamon [11], pag. 42, 43.

Sea 7y : [0,1] — Sp(2n, IR) un arco continuo de matrices simplécticas y sea u(t)
el arco de matrices unitarias asociado.

Sea A(t) una funcién continua tal que det u(t) = e*®. Entonces A(1)— A(0)
depende exclusivamente de 7. Este niimero es denotado por A(y). Si+y es un lazo
tal que (0) = (1), entonces A(7) es un entero miltiplo de 27.

Lema 1.1 El lazo 7y es contractible en Sp(2n, IR) si y sélo si A(y) = 0.

Prueba. Reducimos la prueba del Lema 1.1 al grupo de matrices unitarias U(n)
del siguiente modo.

De la ecuacién (1.6) se observa ~y(t) = P(t)O(t), donde P(t) es un camino ce-
rrado de matrices simplécticas y simétricas definida positiva, de aqui contractible,
mientras O(t) corresponde gracias a (1.8) a un lazo de matrices unitarias, el cual
es contractible si y s6lo si A(y) = 0. n
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1.2.2 Bases Simplécticas

Definicién 1.3 Un espacio vectorial simpléctico (V,w) es un espacio vectorial real
finito dimensional V' dotado de una forma bilineal w antisimétrica y no degenarada,
es decir, w(u,v) = —w(v,u), para todo u,v € V, y para cada u # 0 € V existe un

v € V que satisface w(u,v) # 0.

El ejemplo tipico es el espacio vectorial simpléctico estandar (IR*",w,) con
wo(u,v) = (Ju,v), para todo u,v € IR*".

Como la dimensién del espacio vectorial simpléctico IR?" es el niimero par 2n,
existe una base ortonormal (ey,€ea,...,en, f1, fo,---, [n) = (e, f) de R*™ que

satisface, para i,7 = 1,...,n, las igualdades

1, sii=j
wle,e)=0 , w(fi,f;)=0 , w(fi,e)=
0, siisj

Una tal base es llamada una base simpléctica de IR?", y es tal que para la
matriz M = (e, f) tenemos MTJM = J y MTM = I. Es decir M es una matriz
simpléctica ortogonal. Dado que el grupo de matrices unitarias U(n) es conexo,
el conjunto de bases simplécticas también lo es.

Sea @ la matriz unitaria asociada con una matriz M € Sp(2n, R) y Oy una
matriz simpléctica ortogonal. Bajo estas condiciones la matriz unitaria asociada
con Oy ' MOy € Sp(2n, IR) es 1y "utiy, donde iy corresponde a Opy. Puesto que se
tiene det(u, 'utig) = det (1), el siguiente resultado no oculta misterio alguno.

Lema 1.2 Si O(t) es un arco de matrices ortogonales simplécticas, y
v(t) = O~H(t)MO(t), donde M € Sp(2n, IR), entonces A(y) = 0. Asi, siy es un
arco, arbitrario ahora, que finaliza en M, y si ademds O es una matriz ortogonal
simpléctica, entonces ~ puede ser extendido a un arco ¥ finalizado en O~*MO
de modo tal que A(y) = A(7). u

Si M es simpléctica, los autovalores de M ocurren en grupos; es decir, si
A es un autovalor, igualmente lo son A™', A y A™%. Ver Mc Duff y Salamon [11]
pag. 42.

Ahora consideramos E, como el espacio propio generalizado asociado al auto-
valor o de M, es decir, el espacio nulo de (M — ol)".

7
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Lema 1.3 Siaf # 1, entonces (JE,, Ez) = 0.

Prueba. Sea E! el espacio nulo de (M — al)*, para que de este modo se
tenga 0 = E2 C E! C ... C E* = E,. Es suficiente probar que se satisface
(JEF, E%> = 0, para todo k,l > 0, y procederemos por induccién con respecto a
k + 1. Para k + [ = 0 la expresion es trivial, pues no hay vectores con los cuales
trabajar. Lo mismo es cierto si k 6 [ valen 0. Y por lo tanto asumiremos en
lo sucesivo k,l > 0. Asumamos entonces que (JEQ’,E%> = 0 se satisface para
K +1 < k+1 Seas, € By y sz € B}y hagamos s, = (M —a)s, € B}y
s% = (M — B)sz € E’%‘l. Entonces as, = Ms, — sk y Bsz = Msz — s%, y por lo
tanto, debido a que M es simpléctica, se concluye

af(Jsa,55) = (JSa, S5) — (JMSQ,S%) — (Jsh, Msg) + <Jslll,s%)

Dado que se cumple M's, € E¥ y M sg € EL. los dos términos centrales son iguales
a cero por la hipétesis inductiva, y como s} € EF=1 sé = E,l@’l, el dltimo también
lo es. Por consiguiente (a8 — 1)(Jsqa, s3) = 0, lo cual prueba el lema. n

Ahora describamos como se modifica los autovalores de un grupo de autovalores
de una matriz simpléctica de modo tal que los espacios propios permanezcan inal-
terados. Para ello escogemos un autovalor A de M. Para cada niimero complejo
no nulo v, definimos sobre E, una matriz M, via M, = M si v & {\, A7, \, A7}
En caso de tenerse v € {\, \™', A\, A=} pondremos

Myl By = ¢(V) M| E@x))s

1 Z 0 z7!: de modo que para z € E

donde ¢(z) toma los valores complejos z, 2z~
se tiene ¢(z) = z; analégamente para z € Fy-1, FE5 6 E5-1.

Obsérvese que en la definicion, si A es real, entonces v también lo
es, y ademds, si A = A1, entonces © = v~'. A continuacién verificamos que la
matriz M, es real y también es simpléctica. En efecto, si z € E, e y € Eg,
entonces, por el Lema 1.3, se cumple (JM,z, Myy) = (Jz,y) = 0 siempre que
se cumpla «af # 1. Asumamos aff = 1y a € {\, A1, A\, A7!}. Entonces
(JMyz, Myy) = (JMz, My) = (Jz,y).

Si, por el contrario a € {\, A7, A\, A\7!}, entonces por construccién nueva-
mente (JM,z, M,y) = (JMz, My) = (Jx,y) y por consiguiente MI JM, = J.

Por lo tanto M, es simpléctica.
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Lema 1.4 Sea W** C W™ el subconjunto de matrices cuyos autovalores de
modulo unitario son todos iguales a -1. Entonces W** es un retracto de deforma-
cion fuerte de W*

Prueba. Si en la mitad superior del disco unitario cerrado en el plano complejo
suprimimos los puntos 0 y 1, obtenemos un conjunto que admite una deformacién
fuerte r(z,t) hacia un arco, el cudl es interior en la mitad del disco excepto en los
puntos —1y %, y que conecta ademas estos dos puntos. Escogemos esta retraccion
de deformacion de modo que preserve modulos unitarios. A fin de construir un

tal r(z,t) obsérvese que el esquema

Figura 1.1

es equivalente a

Figura 1.2

Extendemos la deformacién r al plano complejo menos los puntos 0 y 1 haciendo
r(z,t) =r(z,t) y r(z75t) =r(z, )7L

La deformacion 6 = 6(M,t) de W* es realizada deformando el espectro de
M € W* por medio de r, dejando sélo el autoespacio 0(M,t) = [[, My, donde
v(A,t) = r(\,t)A7!, y donde el producto recorre el grupo de autovalores de M.
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Lema 1.5 Clalquier vecindad de M € W contiene un arco que conecta M a una

matriz cuyos autovalores son todos diferentes y ninguno de ellos igual a —1.

Prueba. Asumamos que A es un autovalor en el grupo de autovalores
AL A A} de M. Por el Lema 1.3, si € € Ey\ y n € E,, entonces (&, Jij) = 0
o en su defecto it = A~!. Escogamos una base ortogonal &, ..., &, para E) tal que
M¢& = N, y una base dual ny, ..., 7, para Ex-: tal que (§;, Jm) = 6. Dado un
nimero complejo v, definimos M, como sigue:

M=o\, M& =01,

Mym =0""Ay, M, = v " Mjy;
si ¢ es uno cualquiera de los restantes &»,...,& 0 Mo, ..., Mk, 081 (€ Ey,
& I A5 A AT ponemos M,¢ = (. Se ve facilmente que M, es una matriz
real y simpléctica. Ahora sea B, = M, M. Entonces v es una autovalor de B,, y
sip & {\ A5 X A7) es autovalor de M, es también un autovalor de B, con el
mismo espacio propio.

Se puede verificar que la dimensién del espacio propio generalizado de B,

correspondiente a A, comparada con el mismo objeto asociado a M se reduce en
uno. Una construcciéon similar es posible cuando A es real y esta sobre el circulo

¢/ con e pequeiio, si fuese necesario,

unitario. Finalmente, multiplicando A por e
podemos arreglar que —1 no sea autovalor. Usando induccién se sigue la prueba

del lema en toda su generalidad. [ ]

1.2.3 Forma Normal para Autovalores Distintos

Asumamos que M € Sp(2n, IR) tiene autovalores distintos, ninguno igual a —1.
Entonces, existe una base simpléctica en la cual la matriz M tiene forma de bloque
diagonal. Cada bloque corresponde a un grupo de autovalores y tiene una de las

siguientes tres formas normal, donde usamos la abreviacién

COs ¥ -senc

R(a) =

sena Cos «

A continuacién de cada forma normal, los bloques correspondientes de la des-

composicion polar M = PO y la estructura simpléctica J estan indicados.

10
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1. Par Hiperbdlico: Si consideramos el grupo de autovalores (3, 371), donde 3

es real, entonces

2. Par Eliptico: Si el grupo de autovalores es (\,\), A = ¢® y «a es real, ten-

dremos

3. Grupo de Autovalores Complejos: Cuando(A, A™%, A\, A™1) es un grupo de
autovalores donde A = pe®, para p # 0, 1 se logra

M= , P= , 0=
0 p'R() 0 p? 0 R(0)

Para la matriz unitaria correspondiente %, obtenemos, determinante 1 en el
caso 1y 3, y € en el caso 2.

Notamos adicionalmente que en el caso 2 el vector propio e = (1, —i) corres-
ponde al autovalor ¢ y satisface (€, Je) = 2i. Si O es la matriz ortogonal
simpléctica que conjuga la matriz M con un bloque diagonal M; = O~'MO,
entonces se puede conectar la identidad y la matriz O a través de un arco O(t) en
el conjunto de las matrices ortogonales simplécticas, y deducimos, con ayuda del

Lema 1.2, el siguiente resultado.

Lema 1.6 Si M es una matriz simpléctica que tiene autovalores distintos, ninguno
igual a -1, entonces M estd conectada a través de un arco v(t) a una matriz M,

en forma de bloque diagonal, tal que, en adicion, cumple A(vy) = 0. ]

Ahora, usando el Lema 1.6, probamos el siguiente resultado.

11
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Lema 1.7 FEl subconjunto W* consta de dos componentes simplemente conexas
en W. Una componente, llamémola W7, contiene la matriz W, = —id, y el grado
del punto fijo 0 de la aplicacion x — Mx es +1 (siempre que M € W); la otra
componente, W*  contiene la matriz

N

0 > b

donde en esta ultima expresion I representa la matriz identidad de dimension
(n—1). El grado de x — Mz para M € W* en 0 es igual a -1.

Prueba. Elegimos una matriz simpléctica M € W* y la conectamos por un
arco en W* a una matriz en forma de bloque diagonal usando el Lema 1.5 y
Lema 1.6 en conjuncién. Ahora, si # < 0 en el caso 1, asi como en los casos 2
y 3, los bloques estan obviamente conectados a bloques —/ mediante un arco en
W*. También el bloque del caso 3 esta conectado a dos bloques de tipo 1 con
£ > 0. Reciprocamente dos pares hiperbdlicos positivos pueden ser traidos juntos
y luego conectados a —I, haciendo escala previa en un bloque de tipo 3. Asi,
dependiendo de la paridad del nimero de pares hiperbélicos positivos, la matriz
M € W* puede ser conectada a W_ 6 W,. Pero estas dos matrices no pueden
estar en la misma componente de W* puesto que ellas tienen diferente grado para
el punto fijo 0. Que el subconjunto W* sea simplemente conexo en W se sigue del
Lema 1.4. En efecto, si v es cualquier lazo, entonces, como vemos de las formas
normales descritas arriba, se tiene que A(7y) depende solamente de la variacién
de los argumentos de los autovalores en el par eliptico, dado que por el Lema 1.2
de cambio de bases no contribuye. Por el Lema 1.4, cualquier lazo en W* puede
ser deformado en otro donde los autovalores de mdédulo uno son todos iguales a
—1, por consiguiente para un lazo donde A(y) = 0. Por el Lema 1.1, el lazo es

contractible en W. ]

En el Teorema 1.2 unicamente se define el indice para la clase especial de
caminos en P. Ademas este resultado indica que el indice depende exclusiva-
mente de la componente de P que contiene tal camino.

12
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Prueba del Teorema 1.2 Sea ~(t) un camino en P. FExtendamos 7(t) por
un arco en W*, usando el Lema 1.7, hacia una trayectoria 4 que conecta 1 con
W_ o W+. Como el tratamiento es similar, nos limitamos al caso W_.

Suponiendo n > 2, se observa que la matriz W_ tiene un conjunto enumerable
de logaritmos reales. Es decir, si definimos para un entero [ € Z la matriz simétrica
A; € L(IR*™) mediante

0 0 log 2 0
20+ )7 0
T
0 T 0 0
A=
log 2 0 0 0
0 20+ 1)m
T
0 0 0 T
entonces
W_ = e/,
Para los arcos exponenciales 4, € P definidos por 4;(t) = e/, donde

t € ]0,1], los cuales conectan 1 con W_, encontramos, por lo expuesto arriba, la
relacion A(9;) = 2wl 4+ w(n — 1). Escogemos | € Z y definimos el lazo 7, primero
por v de 1 hacia W_ y luego el camino inverso 4; de W_ hacia 1. Entonces
A(v) = A(R) — A(4;) = 2mm para cierto entero m. Por lo tanto, si ponemos
s = I + m, vemos para el nuevo lazo 7., definido por 4 hacia W_ y el camino
inverso 95 hacia 1, que se satisface A(y2) = 0. De aqui, por el Lema 1.1, el la-
70 7o es contractible en W. KEsto muestra que v € P y el camino exponencial

4s(t) = e/4s pertenecen a la misma componente de P.

13
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(1)
V(1)
id
St w-
Figura 1.3

A continuacién consideremos el camino exponencial v(t) = e/5, parat € [0, 1],
donde JS € L(IR*) tiene autovalores distintos. Si los autovalores imaginarios
puros A de JS son +iay, ..., +icy, normalizados de modo que /¢ = €®¢ im-
plica (£, J€)i™t > 0, entonces, por medio de la forma normal del caso 2, dado

anteriormente, obtenemos
k
A(y) =) ay
j=1

Extendamos ahora v hacia el camino 7, que conecta 1 a W_, de tal modo que
los autovalores de médulo no unitario permanezcan tales hasta el punto final, y asi,
ellos no contribuyen al A del camino extendido. Si «; estd en el intervalo abierto
comprendido entre 2n7 y 2(n + 1)7 para algin entero n, entonces es cambiado
a (2n + 1), es decir, lo convertimos en el miltiplo impar més cercano de 7 por
deformacion. Por lo tanto, si A = i« denota los autovalores imaginarios puros de
JS, se tiene

AF) =7y [a(N)] = mj(S).

Naturalmente, dado que W* es simplemente conexo, cualquier método de ex-
tender el camino y(t) = e”% hacia W_ por un arco en W* produce un camino 7,
sujeto a A(¥;) = wj(9).

Sabido que todos los caminos exponenciales en la misma componente de P
tienen el mismo indice, dado por A(%), y que dos caminos exponenciales tienen el
mismo indice, concluimos que ellos pertenecen a la misma componente de P. En

JAt JSt

efecto, sea e el arco que conecta 1 con W_ hacia el cual el camino e’”* es

deformado, entonces A(e’4) = 7j(S).

14
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JSit JSt

estd en la misma componente de y(t) = e’

éste puede también ser deformado en el mismo camino e/, y por

Si ahora 7(t) = e
consiguiente A(y) = 7j(51), de donde concluimos j(S1) = j(5). Inversamente,
si j(S1) = j(S) para dos caminos exponenciales, ellos pueden ser deformados hacia

el mismo camino e’4* y estar, por lo tanto, en la misma componente de P. Esto
concluye la prueba del Teorema 1.1. [ ]

15
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Capitulo 2

Teoria de Morse para Flujos

La idea central en este capitulo es el concepto de pareja de indice (N7, Ny) para
un conjunto invariante maximal S en una vecindad aislante N; tal concepto juega
un papel imprescindible en la definicién del indice de Morse (segiin Conley) de

conjuntos invariantes aislados.

Si (N1, No) y (N1, Ny) son dos parejas de indice en N, mostraremos que los
espacios topoldgicos puntuales N; /Ny y N;/Ny son homotépicamente equiva-
lentes, y de este modo el indice de Morse h(S) = [N1/Ny] queda definido por las
clases de equivalencia homotépicas del espacio puntual asociado Ny /Ny. Ademas,
el indice de Conley h(S) resulta ser invariante bajo continuacion.

También introducimos el concepto de descomposicién de Morse de un conjunto
invariante aislado S y construimos nuestra pareja de indice a este nivel de gene-
ralidad. Asi, la descomposicion de Morse permite instalar, en forma directa,
sucesiones exactas de grupos de cohomologia, los cuales relacionan el indice del
conjunto invariante aislado S con indices de los elementos de la descomposicién
de Morse.

Indicamos también que en nuestro trabajo el indice de Conley sera usado para
probar la existencia de soluciones peridédicas de los sistemas hamiltoneanos, y
ademas, puesto que es un indice tipo Morse, resulta ser un invariante que carga
informacion sobre la estabilidad del sistema.

El indice de Conley generaliza el indice clasico de Morse. Por ejemplo, si p

16

Tesis publicada con autorizaciéon del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




\‘\ﬁNEg&
& _T_ - PONTIFICIA
N
=

TESIS PUCP & 22}‘&":2?“"

DEL PERU

es un punto critico no degenerado con respecto a un flujo gradiente presente en
una variedad compacta, y n el indice clasico de Morse en p, entonces el indice de

Conley del conjunto invariante S = {p} es una n-esfera puntual, denotada por
S

2.1 Descomposiciéon y Pareja de Indices

Sea I un espacio topolégico. Un flujo sobre I' es una aplicaciéon continua de

[' x IR sobre I, tal que (v,t) — ~.t satisface

i) 0=v
i) y.(s+t)=(y.9)1
para todoy € I'y 5,t € IR.
Un subconjunto I C I" se denomina invariante si satisface /. IR = I.

Si N C I', denotamos por I(N) el conjunto invariante maximal contenido en

N, es decir
IIN ={yeN/v-IRC N} CN. (2.1)

Definicién 2.1 Asumamos que [ es un conjunto invariante, de Hausdorff y

compacto en I'. Una descomposicion de Morse de I es una coleccién fini-

ta {M; : 1 < i < n} en subconjuntos invariantes, compactos y disjuntos entre

si, que pueden ser ordenados (Mj, Ms,...,M,) de modo tal que para cada

vyel|l—- UMZ> existen ¢ < j tal que w(y) C M;, y a(y) C M;; aqui w(y), a(7)
i=1

son respectivamente el w y a-limite de 7.

Este es el momento de intercalar un lema de caracter trivial que necesitaremos

posteriormente.

Lema 2.1 Siw(y) C M;UM;1U.. .UM, entonces a(y) C M;UM; 1 U...UM,.
Similarmente, si a(y) C My U ...UM, entonces w(y) C My U...UM;. n

Ejemplo 2.1 Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
T = vy,
y = —z(x— %)(1 — ).
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Claramente los puntos (0,0), (1/3,0), (1,0) son las singularidades del sistema.
Por el Teorema de Hartman es suficiente estudiar localmente la parte lineal aso-

ciada a las singularidades hiperbdlicas dada por la matriz

Asi en (0,0) obtenemos

cuyos valores propios asociados son :I:?, y entonces (0,0) es un punto de silla.

De igual manera para (1,0) se tiene la matriz

0 1
2
0

donde j:\/g son los valores propios correspondientes a dicha matriz.

Anal6gamente para (1/3,0) los valores propios asociados a tal matriz son imagi-
narios puros dados por :i:z'?, y ello implica que el punto (%, 0) no es hiperbdlico.
Sin embargo no es dificil convercerse de que (%, 0) representa un atractor.

De todo lo anterior obtenemos que el retrato de fase esta conformado por la

lagrima sombreada y la singularidad (1,0),

donde las componentes

18
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(el punto es (1/3,0) al interior de la curva) son conjuntos de Morse, los cuales

pueden ser ordenados para obtener la descomposicion de Morse siguiente

Una tal jerarquizaciéon es llamada admisible. Los elementos M; de tal des-
composicion son denominados conjuntos de Morse en 1.

Dada una ordenada admisible (M, My, ..., M,) definimos subconjuntos
M;; C I, con j > 7, mediante

Mij = {’)/ el: w(v), Oé(’)/) C MZ U Mi+1 u..u MJ} (22)
El siguiente Lema se desprende inmediatamente de la definicién anterior.

Lema 2.2 Sea (M, My, ..., M,) una ordenada admisible de una descomposicion
de Morse. Entonces lo mismo es cierto de (M, ..., M;_y, M;;, Mjq, ..., M,).

Ademds la ordenacion (M;, M;iq, ..., M;_q, M;) es admisible como descomposicion
de Morse para M;;. [ ]

Observacién 2.1 En la teoria clasica de Morse el espacio topoldgico en estudio
[' = M es una variedad compacta, y el flujo bajo consideracién es el gradiente
de una funcién, asumida con apenas con un numero finito de puntos criticos.
Estos puntos criticos sirven de descomposiciéon del conjunto invariante
I = M, el cual en este caso abarca la variedad completa. La exposicién de la
teoria de Morse entonces relaciona las dimensiones de las variedades invariantes
inestables de estos puntos criticos con invariantes algebraicos globales. En un
contexto mas ambicioso, el conjunto invariante I es un subconjunto de I', y el
flujo no necesariamente proviene de un gradiente. Nuestro objetivo es emular
este proceder e introducir invariantes algebraicos para los conjuntos Morse de
una descomposicién de I, y asi relacionarlos con invariantes topoldgicos. Estos
invariantes dependen del comportamiento del flujo en una vecindad de I. A fin
de ser flexibles en las aplicaciones, introducimos la nocién de flujo local.
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Definicién 2.2 Sea X C I' un subespacio de Hausdorff localmente compacto en
I'. El espacio X es llamado un flujo local si para cada v € X existen, una
vecindad U C I'dey, yune > 0 tal que

(X NU).[0,e) C X.

Definicién 2.3 Sea N C X un subconjunto compacto de un flujo local X.
Si I(N) C int N (interior relativo a X), entonces N es llamado una vecindad
aislante en X e I(N) un conjunto invariante aislado.

Teorema 2.1 Sea I(N) = S un conjunto invariante aislado en el flujo local
X, y sea {M;} una descomposicion de Morse para S. Entonces cada M; es un
conjunto invariante aislado en X .

Prueba. Por hipdtesis, existe un conjunto compacto N D S tal
que I(N) =S Cint N. Sea N; C N una vecindad compacta de M; en X tal
que N; N My = ¢ sii # j. Afirmamos que N; es una vecindad aislante de M;.
En efecto, si v € I(1V;), entonces . IR C N; C N y consecuentemente v € S.
Como w(vy) y a(y) pertenecen a N;, se sigue que el tnico entre los conjuntos
de Morse {M;} que contiene alguno de ellos es M;. Asi, por la definicién de
descomposicién de Morse, tenemos v € M, y se cumple I(N;) C M; C int N;
relativo al flujo X. Como M; es invariante y estd incluido en N;, se sigue
M; C I(N;) y por consiguiente I(N;) = M; C int N;. ]

Ahora nos volcamos al importante concepto de pareja de indice para una des-
composicion de Morse. Antes de presentar su definicién formal necesitamos ciertos

preliminares.

Si Z CcY CT, llamamos a Z positivamente invariante relativo
aY,cuando vy € Z y 7.[0,t] C Y (cumpliéndose al mismo tiempo) implican
7.10,t] C Z. Por un par compacto (7, Zs) nos referimos a una pareja ordenada

Z1 D Zy de conjuntos compactos . El siguiente concepto es crucial en el desarrollo.

Definicién 2.4 Sea I(N) = S un conjunto invariante aislado en el flujo local
X. Un par compacto (N1, Ny) en X es llamado una pareja de indice para S, si
cumple las siguientes condiciones:

(i) la clausura cl(N1\Np) de Ny \ Ny es una vecindad aislante para S;

(ii) el conjunto Ny es positivamente invariante relativo a Ny;
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(iii) siy € Ny y v. IRT ¢ Ny, entonces existe un ¢ > 0 tal que la porcién compacta
de la 6rbita satisface 7.[0,t] C Ny y 7.t € Np.

En lo sucesivo los conjuntos N; y Ny reciben el nombre de bloque aislante y
conjunto de salida respectivamente, ya que en términos practicos Ny representa
la tinica puerta de escape para abandonar la regién Nj.

Ejemplo 2.2 Consideremos X = IR*, y el flujo

y:_ya

en el cual el conjunto S = {0} es un conjunto invariante aislado. Un cuadrado
cerrado Np, centrado en 0, y Ny, la union de las paredes laterales pueden, en
conjuncién, ser tomadas como los constituyentes de una pareja de indices (N, Ny)
para el conjunto S.(Ver Figura 2.1)

Y

Figura 2.1: El conjunto de salida consta de dos segmentos verticales

Observacién 2.2 Los invariantes algebraicos de un conjunto invariante aislado .S
referidos antes, incidentalmente, se asocian a una pareja de indice para S. Resulta,
sin embargo, que estos invariantes no dependen de la eleccién particular de tal
pareja de indice para S. En ese sentido ellos agradecen su existencia solamente al
flujo local.

El indice de Morse (segin Conley) de S es definido como una unica clase
de equivalencia homotépica asociada a S. Sobre este particular trataremos mas
adelante.
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En lo concerniente a la existencia de parejas de indice, presentamos un teo-
rema, mas general, que trata acerca de la existencia de parejas de indice para
cada elemento en una descomposicion de Morse de S; es decir, obtendremos una
filtraciéon de Morse para un conjunto invariante aislado.

Teorema 2.2 Sea S un conjunto invariante aislado y (My, Ms, ..., M,) una or-
denada admisible de una descomposicion de Morse de S. FEntonces existe una
sucesion creciente de conjuntos compactos (una filtracion de Morse para S), diga-
mos

Ny C Ny C ... C N, (2.3)

tal que para cualquier i < j, el par (N;, N;_1) es una pareja de indice para M;;.
En particular (N, Ny) es una pareja de indice para S, y (Nj, N;_1) es una pareja
de indice para M;. Adicionalmente, dada cualquier vecindad aislante N de S y
cualquier vecindad U de S, los conjuntos N; pueden ser escogidos de modo que
cl(N,\No) C U y cada N; sea positivamente invariante relativo a N.

Prueba. Organizaremos la demostracién en varias partes.

Antes, sea N una vecindad aislante de S, de modo que I(N) = S, y dados
j =1,2,...,n, con la finalidad de distinguir adecuadamente cémo una Orbita
positiva y negativa puede encontrarse dentro de N definimos los conjuntos

If= {yeN:vR"CNy wr) CMuUMU---UM,}

I; = {YeN:7.R" CN y a(y) CMUMU---UM}.

Afirmacién 1.- Sii < j, entonces My; = I;F N I;.

Si v eIt NI;, entonces 7.JR C N y por lo tanto y € S. También
w(y) € M; U ...UM, implica a(y) C M; U...U M, por el Lema 2.1. Pero
a(y) € My UM,U...UMj; de donde se logra «(y) € M;U...U M;. Similarmente,
w(y) € M;U...UM;, y asi v € Mj;. Esto prueba I;" N I, C M;;.

Si vy € M;;, entonces v €S y ademds w(y) C M;U...UM; y
a(y) C M;U...UM;, apartede v.IR C N;asi vy € I;'N I;. Por consiguiente
My C I nlI;.

De este modo hemos logrado la igualdad I;" N I = M. [ ]
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Afirmacion 2.- Los conjuntos ]Ji son compactos.
Comprobaremos primero que los conjuntos I;” y I son compactos.

Como If = {y € N:4.R" C N}, se sigue que v ¢ I; implica 7.t ¢ N para
cierto t > 0. Usando la compacidad de N y la continuidad del flujo, existe una
vecindad abierta U C T' de v tal que (Ut) N N = @. Por lo tanto, cuando
v € UNN, se logra v ¢ I7, y N\I; resulta abierto relativo en N. Asf I es
cerrado, y por ser subconjunto de un compacto de Hausdorff resulta compacto; lo
mismo vale para [ .

Detallemos ahora la prueba para el caso particular cuando n = 2. Sea
(M, Ms) una ordenada admisible de una descomposicion de Morse de S. Por
definicién 17 C I} y por lo volcado en el parrafo anterior I} es compacto. Debe-
mos mostrar que I es cerrado. Si v, — 7, donde 7, € I,"; entonces v € I y de
alll w(y) C My U M,, y resta por mostrar w(y) C M,. Supongamos w(y) C M.
Como M;NM,; = @ y ambos conjuntos son compactos, disponemos de vecindades
abiertas Uy y Uy de My y M,, respectivamente, con cl(Uy) N cl(Us) =

Dado que se satisface w(7,) C My y w(y) C M, existe una sucesién t!, tal
que y,.[thoo) C U y otra sucesion t! tal que ~,.t! € U, esto tdltimo debido
a la continuidad del flujo, quiza pasando a una subsucesién de los n. Asi por
el teorema del valor intermedio, podemos encontrar una sucesion t, tal que
Yn-[tn, 00) C N\U1 ¥ Yn-tn € N\(U1 U Uy).

Escogamos un refinamiento tal que hm (% t,) = 7 exista. Entonces se tiene
¥ & My UM,y 4.]0, 00) CN\Ulyconellow( ) C Mo.

Si la  sucesién {t,} es acotada, entonces 7§ € v.IR y de aqui
w(y) = w(§) C Ms, contradiciendo w(y) C M, nuestra hipétesis de trabajo.

Si {t,} no es acotada, entonces, para cualquier t > 0, se tiene que 7.[—t, 0]
es un limite de segmentos 7,.t,.[—t,0] = v,.[t, — ¢, ,]. Para n grande, estos seg-
mentos estdn en 7,. IRT C N, y asi 7.[—¢,0] C N. Desde el instante que esto se
mantiene para cada t > 0, se cumple 7. IR~ C N, y como también se satisface
5. IR* C N, se deduce ¥ € S. Dado que (My, Ms) es una ordenada admisible de
una descomposicién de Morse de S, la contencién w(y) C My implica 5 € M, y
esto contradice 7 ¢ M; U My, nuestra asuncién original acerca de 4.

Ahora trabajemos el caso general: notemos que si j > 1, entonces [ J+ es el
conjunto I donde I corresponde al conjunto de Morse My = Mj, de la nove-
dosa descomposiciéon (M1 M-y, M, = Mjn) de S. Aplicamos una observacién
similar a I;_; para j < n; el resultado se desprende del caso particular trabajado
para n = 2. [
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Para un subconjunto Z C N, definimos
P(Z)={y €N :existey' € Z,t' >0 con+.[0,'] CN y~t =~} (2.5)

Asi P(Z) consiste de puntos en N que pueden ser alcanzados en un tiempo ¢ > 0
por segmentos de 6rbitas contenidas en N e iniciadas en Z. Obviamente P(Z) es

positivamente invariante relativo a N, y contiene a Z.

Afirmacién 3.- Sea V'~ una vecindad abierta de I=(N) en I'. Entonces, existe
una vecindad compacta Z C V= de 1= (N) en N tal que P(Z) es compacto y
contiene a I = I(N)

Prueba: Ver Apaza, A., [5], pag. 32, 33 y 34.

Observacién 2.3 La Afirmacién 3 senala que para cada vecindad abierta en I'
de I, existe una vecindad compacta de I~ (N) en N con ciertas propiedades.
Recordemos que una vecindad compacta sea positivamente invariante, significa
que mientras un punto parta de la vecindad compacta y se mantenga en N, en-

tonces debera encontrarse en dicha vecindad.

Ahora construimos la pareja de indice (N, Ny) para S = I(N). Conocemos
la relacién I;" NI = S C int N. Asi, puesto que los conjuntos I;” y I, son
compactos, podemos escoger vecindades abiertas UT de I}t en N y U~ de I, en
N tal que (Ut NU™) C UNint N para una vecindad dada U de S. Definimos

NOZP(N\U+)>

y entonces, por definicién, N es positivamente invariante relativo a N. Nétese
que U™ contiene a S y por ser este ultimo invariante, se sigue que Ny y S son
disjuntos.

Mostraremos que Ny es compacto.

Dado que N \ Ut es compacto y disjunto de I}, existe un ¢ > 0 tal que
v € N\ UT implica 7.[0,#] ¢ N. Sea 4 un punto de acumulacién de N;
entonces existe una sucesion v, € Ny con v, — 7. Por definicién v,, = 7/,.t,, con
v € N\U* y~+..[0,t,] C N. Asi 0 <t, <ty puesto que N \ U" es compacto,
existe un vy € N\ U, yt>0tal que ¥y =~tcony e N\U"' y~.[0.t] C N.
Consecuentemente 7 € Ny, y Ny resulta compacto.
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A fin de definir N,,, usamos la Afirmacién 2.3, y encontramos una vecindad
compacta N/ C U~ del conjunto I, positivamente invariante relativo a N, y
definimos

N, = N UN,.

Por construccién, N, es positivamente invariante, y (N, Ny) es un par compacto.

Afirmacidén 4.- Con la notacion anterior (N,, Ny) es una pareja de indice para
S y cl(N,\Nog) C U.
Verificaremos las tres condiciones de la definicién (2.4).

El conjunto cl(N, \ Ny) es una vecindad aislante de S. En efecto, que S
y Ny sean compactos y disjuntos implica que N\Ny es una vecindad de S. Lo
mismo es cierto para N/, y asi N, es una vecindad de S por construccion.
En consecuencia, N,\Ny es una vecindad de S. Ademds, dado que se
obedece N\U* C Ny y N/ C U™, concluimos N,\Ny C U~ NU" y de aqui
(N, \No) C (U NU™) CcUnint N. Asi, cl(N,,\No) es una vecindad aislante
de S.

El conjunto Ny es positivamente invariante relativo a N,. Si v € Ny y
v.10,t] C N,, entonces 7.[0,t] C N de modo que 7.[0,t] C Ny, pues Ny es
positivamente invariante relativo a N. Asi Ny es positivamente invariante relativo
a N,.

Ahora probemos si que v € N, y 7. IR* € N, entonces existe ¢t > 0 tal que
v.[0,t] C N, y 7.t € Ny. Siy € Ny, no hay nada por probar. En caso contrario,
es decir, si v ¢ Ny, definimos

= sup {t >0: ’7.[0,t] (= Nn\NO};

de modo que .t € cl(N,\Ny) C int N (interior relativo a X). Ahora usemos
el hecho de que X es un flujo local; es decir, puesto que .t pertenece a X,
disponemos de una I'- vecindad W de ~.t, y un € postivo tal que WNX.[0,¢] C X.
Dado que se tiene 7.t € int N, existe un € > 0 tal que ~.[t,t+¢] C N. Sin embargo
el hecho de que N, es positivamente invariante relativo a N permite hallar un
segmento de drbita sujeto a 7.[t,f + €] C N,, y, aprovechando la definicién de

t, vemos que existe ¢ que obedece t < ¢ < t + € con 7.t € Ny. Al cumplirse
7.10,t'] C N,, la tercera condicién de la definicién queda satisfecha. [ ]

Recién estamos en capacidad para presentar la filtracion anunciada en el

Teorema 2.2. Aplicando la Afirmacién 3 y las definiciones (2.4) y (2.5) a N,, C N
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en lugar de N, encontramos, para cada j, entre 1 y n — 1, una vecindad compacta
Nj de I tal que

e [ C NI CN,,

+
o N J’ ay) =9,

e NV} positivamente invariante relativo a N,,.

Antes de proseguir recordemos que se cumple I, N ] j++1 = @. Ahora definimos

sucesivamente N; = N]’- UN,_q,paral <j<n-—1

NN

n-1

N1\ N

Figura 2.3

Afirmacién 5.- El par (N;, N;_1), coni < j es una pareja de indice para M;;.

Prueba: Primero probemos que ¢l(N;\NV;_1) es una vecindad aislante de M;;.
Supongamos 7. IR C cl(N;\N;_1). Gracias al Lema 2.1, entonces v € S, y visto
v ¢ I, se tiene a(y) C M; U...UM,. Puesto que v ¢ I}, (lo cual se debe
a N;NIf
definicién, y como consecuencia de la discusién logramos I (cI(N;\N;_1)) C M;;.

= @), se cumple w(y) C My U...U M;, y por lo tanto v € M;; por

Obviamente, por un resultado anterior, se cumple
MijC];CNj, M”CI:F, y IfﬂNi,lzﬁ,

y por lo tanto M;; C N;\N;_1; motivo por el cual cl(N;\N;_1) es una vecindad

aislante de M;;.
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Ahora toca mostrar que N;_; es positivamente invariante relativo a N;. Por
construccién N;_; es positivamente invariante relativo a V,,, y dado que se satisface
N; C N, se concluye también que N;_; es positivamente invariante relativo a Nj;.

Finalmente si v € N; y ~.IR" ¢ N;, entonces existe un ¢ > 0 tal que
7.[0,t] C N;j y 7.t € N;_;. En efecto, supongamos que se tiene simultdneamente
v € N\N;_1 yv.R* ¢ N;. Entonces . R" ¢ N, puesto que N, es positivamente
invariante relativo a N,. Asi, debido a la Afirmacion 4, existe ¢ > 0, tal que
7.[0,t] € N, y vt € Ny. De v € N; se sigue 7.[0,t] C N;. También, por
construccién Ny C N;_1; hechos que en coordinaciéon implican lo deseado.

Asi culmina la prueba de la Afirmacién 5, y por lo tanto la prueba completa
del Teorema 2.2. m

2.2 Desigualdades de Morse para una Filtracion

Las desigualdades de Morse para una filtracién Nog C N; C ... C N,, de espacios
compactos es una consecuencia inmediata de los axiomas de la teoria elemental
de cohomologia. Si (X, A) es cualquier par compacto, denotamos por H(X, A)
la cohomologia de Cech con coeficientes en algin anillo fijo. (Recomendamos
Spanier [14] al lector poco familiarizado con estos conceptos). Asi, si A D B D C
son espacios compactos, consideramos la secuencia exacta larga de cohomologia

0 — H°(A,B) — HYA,C) — HYB,C) >
2, HY(A,B) — HY(A,C) — HYB,C) 5 (2.6)
2, HY(A,B) — H*A,C) — H*(B,C) %
2 H¥A,B) —

Asumiendo que estos modulos son todos finitamente generados, denotemos
por r*(XY) el rango de H*(X,Y), y por d*(A, B, C) el rango de la imagen de §*
(es decir, el rango de [H*1(A, B)/Imagen(6¥)]). Si (X,Y) es un par compacto,
podemos definir la siguiente serie de potencias formales con coeficientes enteros
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no negativos:

pt, X,Y) = > (X, Y)t
n>0

(2.7)
q(t,A,B,C) = Y d"(A B,CO)".

n>0

Ahora, de la exactitud de la secuencia 2.6, para cada n > 0, se tiene

(A, B) —r%(A,C) +1°(B,C) —r'(A,B) +r'(A,C) — (B, C) +
+-+ (=1)""™(A,B) - (-1)"r"(A,C) + (-1)"r"(B,C) —
—(=1)"d"(A,B,C)=0
Esto se resume en
(-1)"d"(A,B,C) = (-1)"'d" YA, B,C)+ (-1)"r"(A, B)
— (=1D)"r"(A,C)+ (-1)"r™(B,C).
Multiplicando por (—1)™¢" logramos
(=)™ [(-1)"d"(A,B,C)] = (=1)"t"[(-1)"'d"""(A,B,C) + (-1)"r"(A, B)
— (=1)"r"(A4,C) + (=1)"r"(B, O],
lo que conduce a
d"(A, B,C)t" = —d" (A, B,C)t" +1r"(A, B)t" — r"(A, O)t"
+r" (B, C)t",

y por lo tanto sumando sobre n también a

Y dMAB,OY = =Y d"(AB,OW" 4> r (A B)t"

n>0 n>1 n>0
- Z (A, C)" + Z (B, C)t",
n>0 n>0
alternativamente
q(t,A,B,C) = —tq(t,A,B,C)+p(t,A B)—p(t,AC)+p(t,B,C),

o lo que es lo mismo
p(t A, B) + plt, B,C) = p(t, A,C) + (1 + t)q(t, A, B,C).  (28)

Haciendo uso de la igualdad (2.8), probaremos el siguiente resultado.
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Proposicion 2.1 Asumamos que Ng C Ni C ... C N, es una filtracion de la
descomposicion de Morse (M, My, ..., M,,) del conjunto invariante aislado S. En-

tonces

Zp(tv NjaNjfl) = p(taNna NO) + (1 + t)Q(t)a

donde

3

Qt) = q(t,Nj, Nj_1, Ny).

=2

Prueba. Aplicando (2.8) al triple N; D N;_1 D Ny, con j > 2, obtenemos
p(t, Nj, Nj-1) + p(t, Nj_1, No) = p(t, Nj, No) + (1 +t)q(t, Nj, Nj_1, No).

Al sumar desde 7 = 2 hasta n obtenemos como respuesta

n

> It Ny Njoa) + o, Nj—1, No)] = ) pl(t, N, N
=2

Jj=2

(L+1) ) qlt, Ny, Nj_y, No);
=2
asi, cancelando términos repetidos, logramos

Zpt N;, N;_1) = p(t, No, No) + (1 +)Q(1). n

2.3 Indice y Desigualdades de Morse para un

Conjunto Invariante Aislado

Ahora enunciamos un resultado que establece que si (N7, Np) es una pareja de
indice para el conjunto invariante aislado S, entonces el tipo de homotopia del

cociente Ni/Ny depende exclusivamente de S.

Teorema 2.3 Sean (Ny, No) y (N1, No) dos parejas de indice para el conjunto
invariante aislado S. Entonces los espacios topoldgicos puntuales N1/Ng y N1/ Ny
son homotopicamente equivalentes. [ ]
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Prueba: Ver Apaza, A., [5].

El Teorema 2.3 establece que las aplicaciones en la definicién del indice de
Morse inducidas por inclusién o flujo son equivalencias homotopicas. Si denotamos
por [ ] la clase de equivalencia de espacios topolégicos puntuales, el Teorema 2.3
debe leerse cual [Ny /No] = [N1/No], donde (Ny, Ny) v (N1, No) son dos parejas de
indice para un conjunto invariante aislado S contenidas en la vecindad aislante

N. Podemos por lo tanto asociar a S' la unica clase de equivalencia
h(S) = [N1/No],

donde (Ny, Ny) es cualquier pareja de indice para S y llamar a h(S) el indice de
Morse (de tipo homotépico) del conjunto invariante aislado S (llamado

también indice de Conley).

Observacién 2.4 Podemos apelar al Teorema 2.3 para obtener invariantes alge-
braicos asociados con un conjunto invariante aislado S. Para esto, notemos que

si (X, A) es cualquier par con A no vacio, entonces una construccién tipica de

cohomologia de Cech establece H(X, A) = H(X/A) (Ver Spanier, E., [14]).

Si usamos el hecho de que las cohomologias de dos pares homotépicamente
equivalentes son isomorfos (Ver Smoller, J., [13], Capitulo 23), obtenemos la si-

guiente consecuencia del Teorema 2.3.

Corolario 2.1 Sean (N, No) y (N1, No) dos parejas de indices para el conjunto
invariante aislado S. Entonces H(Ny, No) es isomorfo a H(Ny, Ny). n

Asi, los grupos de cohomologia H (N7, Ny) son invariantes algebraicos asociados
con el conjunto invariante aislado S. Ellos son independientes de la pareja de
indice que escogamos para S. Ahora, en uso del Corolario 2.1 definimos

p(t, h(S)) = p(t, Nn, No), (2.9)

donde h(S) es el indice de Conley del conjunto invariante aislado Sy (N, Np) es
cualquier pareja de indice para S.

Con ello en mente formulamos el resultado principal de esta seccién como
consecuencia de la Proposicién 2.1. Por supuesto, esto generaliza las desigualdades
clasicas de Morse.
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Teorema 2.4 Sea S un conjunto invariante aislado en el flujo local X y
(My, My, ..., M,,) una ordenada admisible de una descomposicion de Morse de S.

Entonces se guarda la relacion
> p (M) = p (t,h(S)) + (1 +HQ(1);
j=1

acd Q(t) es una serie como la exhibida en la Proposicion 2.1. En particular, los

coeficientes de Q(t) son enteros no negativos.

Prueba: Por el Teorema 2.2, existe una filtracion Ng C Ny C ... C N, para
la. descomposicién de Morse tal que (N, Ny) es una pareja de indice para S y
(Nj, Nj_1) es una pareja de indice para M;, donde 1 < j < n. El resultado se
sigue ahora de la Proposicién 2.1 y la férmula (2.9). ]

2.4 Continuacion de Conjuntos Invariantes

Aislados

Para motivar la siguiente definicién, tomemos J = [0, 1], y consideremos
un subconjunto abierto X de IR", y una funciéon f : X x J — IR" continua.
Asumamos también que para cada A\ € J fijo, f(.,A) satisface una condicién
de Lipschitz con respecto a la variable x € X. Entonces existe una tunica

curva, digamos v,(t;z), en I'(X) tal que dfy;l\;t) = f(7a(t),A), con y,(0) = =x.
Sig: X xJ— I'(X), donde ¢(z,\) = 7a(.,x) es el flujo usual, la continuidad
de la solucién con respecto a la condicién inicial y parametro muestran que ¢ es
continua. El rango de ¢, denotado por R(¢), es un flujo local en I'(X): a saber,
¢ :T(X) x R — T'(X), definido mediante

(7('>x>7t) = &[(7('71%15)] = (V't)('ax)

donde (v.t)(s,x) = (s + t,z). Ahora escribimos el rango de ¢ cual
R(¢) = U{®, : X\ € J}, donde &\ = {7\ (.,x) : * € X} es también un flujo
local que consiste de la curvas solucion de la ecuacion para A fijo. Por otra parte,
si A, € J, entonces @, y ®, son homeomorfos puesto que la aplicacién ¢ es un
homeomorfismo de X en I'(X) cuando A es fijo.
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Usando el homeomorfismo entre ®, y &®,, es claro que si N, es una vecin-
dad aislante en @, y p es cercano a A, entonces el correspondiente N, (bajo el
homeomorfismo) es una vecindad aislante en ®,,, y resulta natural que los corres-
pondientes conjuntos invariantes aislados tengan el mismo indice de Conley.

Ahora reemplazamos J por cualquier espacio topolégico de Hausdorff conexo
A, a la vez que I'(X) es reemplazado por I'(X x A), y v(.), por (7(.),A). En
este caso la aplicacién de X x A en T'(X, A) definida via (z,A) — (y(.), A), donde
v(0) = z, es ademds un homeomorfismo. Esto conduce a la siguiente definicién.

Definicién 2.5 Una parametrizacién producto de un flujo local
® C I'(X x A) es un homeomorfismo ¢ : X x A — & tal que para cada A,
P(X x A) = @y es un flujo local. Escribimos ¢ = ¢|xxqx}-

Ejemplo 2.3 Supongamos que la ecuacion dx = f(x), sobre IR", admite una
integral primera G. Sea X un subconjunto abierto relativamente precompacto de
la superficie integral G = 0 y asumamos VG # 0 sobre ¢l(X). Entonces existe
un intervalo abierto A alrededor de A = 0 y un homeomorfismo ¢ : X x A — IR"
tal que (X x {A}) C {z: G(z) = A\}. Si ¢ : R" — I'(IR™) es el homeomorfismo
definido por la ecuacién diferencial, entonces ® = ¢ o (X X A) es un flujo local

en I'(IR") y ¢ = ¢ 01 es una parametrizacién producto de ®.

De ahora en adelante, asumimos que X es un subconjunto localmente com-
pacto de un espacio métrico, y A es un espacio de Hausdorff conexo.

Lema 2.3 Sea ¢ : X X A — ® una parametrizacion producto de ®, K un subcon-
Jjunto compacto de X, y U un abierto en I'. Entonces el conjunto

A(K,U) = (A 62(K) € U}
es abierto en A.

Prueba. Si \g € A(K,U), entonces ¢p(K, \g) C U; es decir, ¢(k, A\g) € U, cuando
k € K. Dado que ¢ es continua y U es abierto, para cualquier k& € K existe
una vecindad V; de ky un & > 0tal que, si k € Vi, v |A— Xo| < e,
entonces ¢(k, \) € U. Un niimero finito de los V}, cubren K, digamos V4, ..., Vi
Poniendo € = minegy,, si se cumple |A — \g| < ¢, donde k € K y k € V}, para

n

algiin ¢ de modo que |A — A\g| < €;, entonces se concluye ¢(k, \) € U. u
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Lema 2.4 Sean K, y Ky subconjuntos compactos de X. Sea ademds () un sub-

conjunto compacto de IR. Entonces el conjunto
T ={X € A: 45(K1).Q N GA(K>) = T}
es abierto.

Prueba. Elijjamos A € T, para de este modo tener que ¢)(K3) y ¢r(K7).Q son
ambos compactos, puesto que ¢ es continua. Dado que estos son disjuntos al
estar A en T, existen conjuntos abiertos disjuntos Uy y Uy con ¢y (K1) C Uy, v
Ox(K32).QQ C Us. Por el lema anterior, podemos encontrar 1 > 0y 5 > 0 tal que si
|A—Ao| < &1, entonces ¢y, (K1) C Uy, y si |A—Xg| < g2, entonces ¢y, (K3).Q C Us.
Si tomamos € = min(ey, £2), entonces |\ — A\g| < € implica A\g € T u

Ahora definamos el espacio de conjuntos invariantes aislados de una familia de
flujos local. Si ¢ : X x A — ® es una parametrizacién producto del flujo local @,

definimos
L =L(¢) ={(Sx,Py), tal que S\ es un conjunto invariante aislado en ®,}.

Para adoptar una notacién escueta, escribimos (S, \) para referirnos al conjunto
invariante aislado en ®,.

Si N es un subconjunto compacto de X, pongamos
A(N) = {X € A, tal que ¢,(NN) es una vecindad aislante en ®,},

y definamos
ON . A(N) — L

mediante la relacion

on(A) = (5, A),

donde S es el conjunto invariante maximal contenido en ¢,(N). Imponemos la
topologia cociente sobre L, generada por los conjuntos oy (U), donde U C L es
abierto si y sélo si o' (U) es abierto en A(N).

Finalmente definimos la proyeccién 7 : £ — A via 7(S,\) = .

Presentamos a continuacién la definicién que motiva esta seccién.
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Definicién 2.6 Dos puntos p; = (S1, A1), v p2 = (52, A2) en L estdn relaciona-
dos por continuacion si ellos pertenecen a la misma cuasicomponente de L; es
decir, £ no puede ser escrita como la unién disjunta de dos conjuntos abiertos,

cada uno de los cuales contiene uno de los elementos en consideracién.

De aqui en adelante los espacios sobre los cuales trabajaremos seran espacios
puntuales de la forma N;/Ny, donde (Nj, Ny) es una pareja de indice para el
conjunto invariante aislado S contenido en la vecindad aislante N. Para t > 0
arbitrario, definimos el bloque aislante positivo por

En otras palabras, N} es la imagen bajo el flujo local X (revirtiendo el tiempo) de
aquellos puntos que permanecen en el bloque aislante N7 por un tiempo t. Intui-
tivamente, el bloque aislante positivo N{ es aproximadamente el bloque aislante
N atraido hacia adelante por un tiempo t. El efecto practico es reducir el conjunto
N elimando de este aquellos puntos cuya 6rbita estd circunstancialmente (durante
un lapso menor a [—t,0]) en N;. De forma idéntica, cuando (N1, Ny) es una pareja
de indice para S en N y t > 0, dispondremos de un conjunto de salida negativo

Nyt ={y € N,: existey € Nyyt €0,t] con v'.[-t,0] C Ny y v .(—=t) =~}

Vale observar que N, " es aproximadamente igual al conjunto de salida Ny que
fluye hacia atras por un tiempo t. El efecto practico esta vez es engrosar el con-
junto Ny, anadiendo aquellos puntos que eventualmente (dentro del intervalo [0, ¢])
caen en él. Ademds, claramente se tiene NY C Ny, Ny C Ny* C N, y estos son
subconjuntos de la vecindad aislante V.

Lema 2.5 Sea (S,\) € L, y N un subconjunto compacto de X tal que ¢(N)
es una vecindad aislante para S. Entonces existen subconjuntos compactos Ny,
Ni, Noy Ny de N, con N; C int N; (interior relativo a N), parai = 0,1, y
(N, \ No) Cint N, tal que (px(No), d2(N1)) ¥ (9a(No), ¢a(N1)) son parejas de
indices para (S, \).

Prueba. Dado que A esta fijado y ¢, es homeomorfismo, de entrada suprimimos
toda referencia a él. Usando el Teorema 2.2 (ver también Afirmacién 4), podemos
encontrar una pareja de indice (N7, N}) en N con cl(N]\ Nj) C int N.

Ahora escogamos una pareja de indice (Ny, No) en cl(N] \ N}) (la cual es una
vecindad aislante para S), con Ny D Ny, que sin pérdida de generalidad satisface
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Ny C int N} (interior relativo a N). (Esta tltima condicién puede ser forzada
reemplazando N/ por (N}])~" para t suficientemente grande). Elegimos una pareja
de indice (Ny,No) en  cl(Ny \ Ny) C int Ny, y definimos (Ny, No) = (Ny, No)
vy (N1, Ng) = (N1, Nj). De la construccién misma se obtiene Ny \ Ny C int N,
N, Cint Ny y Ny C int N,.

Para verificar que (N7, Ny) es una pareja de indice, notemos que Ny y Ny son
positivamente invariantes relativo a N. Ademas S C int N \ Ny = int Ny \ N, y
siy € Ny, con .t € N, entonces v € Np; asi existe ¢ tal que v.[0,t'] C N =Ny
y .t € Ny C Np.

Para ver que (N;, Ny) es una pareja de indice, nuevamente anotamos que N,
y Ny son positivamente invariantes relativo a N, y S C int Ny \ N} = int Ny \ Np.
Por lo tanto, si v € Ny, 7.t € N, entonces existe un t' tal que 7.[0,#] C Ny, y
v.t' € Nj = Ny. Esto completa la prueba. [ |

Consideramos ahora
P(Z)Y) = ﬂ{K D Z: K compacto y positivamente invariante relativo a Y},

donde Z CY CT.

En lo que a este conjunto concierne, tenemos la siguiente informacion.

Lema 2.6 Si Y es compacto y Z C Y, entonces P(Z,Y) contiene a Z, y es el
menor subconjunto compacto de Y positivamente invariante relativo a 'Y .

Prueba. El conjunto P(Z,Y’) es compacto por ser la interseccién de compactos,
y por construccion es el menor de los compactos positivamente invariantes en Y.

Lema 2.7 Si (S,n) € L y N, ¢.(N), N1, No, N1 y Ny son como en el Lema 2.5

(con X reemplazado por p). Entonces se cumple lo siguiente.
(i) Ewxiste una vecindad W de pn en A tal que W C A(N).

(ii) Si ponemos
Pi(X) = ¢ ' P(¢x(N;), pa(N)),

para i = 0,1, entonces, si A € W, con Pj(\) C N;, se consigue que
(OA(P1), Ox(Fy)) es una pareja de indice para Sy = oy () en ¢ (N).
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Prueba. Si z € cl(N \ Ny), entonces si a,(z) C N, se logra a,(x) C S C Ny,
y de la invarianza positiva de N, se cumple z € N;. Asf a,(z) ¢ N, y existe
un ntmero t, > 0 con ¢,(z).(—t,) € ¢,(N). De la invarianza positiva de Ny,
se tiene ¢, (x).[—t;, 0] N ¢, (N1) = @, y por la continuidad del flujo junto con la
compacticidad de Ny, podemos encontrar una vecindad compacta K, de = en N
tal que se cumple

Gu(Ko). [, 0] N Gu(N1) = @

y (2.10)

¢N<Km)'(—t$) N qu(N) = .

Del Lema 2.5, para cada x existe una vecindad W, de p en A tal que A € W,
implica que las relaciones dadas por (2.10) se mantienen, al reemplazar A por p.
Puesto que c/(N \ N;) es compacto, un ntimero finito de los K, cubre cl(N \ N;);
digamos K, ..., K,, . Entonces Wi = N{WW,, : 1 <i < n} es una vecindad de p
en A tal que (2.10) se cumple para todo A € W;.

Afirmamos que si A € Wi, entonces P(px(N1),da(N)) C ¢a(Ny). Para
ver esto, sea x € P(Pr(N1),pA(N)). Entonces =z estd en cualquier conjunto
compacto K O N; que es positivamente invariante para A relativo a N. Si
mostramos que N; es positivamente invariante para A, relativo a N, entonces
tenemos probado la afirmacién puesto que N; es compacto vy N; O N;. Asi,
supongamos = € Ni y ¢(2).[0,#] C N. Si ¢r(x).s € Ny, para 0 < s < ¢, se sigue
Pa(7).5 € cl(N '\ Ny), y de (2.10), existe un t, > 0 con ¢y (z).[s — t,, s] N N} = @,
y oa(z).(s —t,) NN = &. Pero s —t, < 0, pues de lo contrario, tendriamos
Pa(7).(s — t,) € N; asf ¢a(x).[s — tz, 8] N Ny = @ implica ¢(z) € Ny, lo cual es
una contradiccién. De aqui, se deduce que N es positivamente invariante para A
relativo a N; lo cual prueba nuestra afirmacion. Asi, Wi es una vecindad de pu
en A tal que si A € W entonces P(¢x(Ny), ¢ox(N)) C ér(Ny), de donde se logra
Pi(\) = ¢y P(oa(N1), ¢a(N)) C M.

Si ahora x € Ny, obtenemos ¢, (z).IRy ¢ Ny (puesto que SN Ny = @), de
modo que por la invarianza positiva de Ny existe un ¢, > 0 con ¢, (z).t), & Ny
¢ (2).10,t:]Ncl(¢,(N)\ ¢, (No)) = @. Como arriba, existe una vecindad compacta
K, de x en N con

Ou(K) [0, N l(B,(N) \ 6,(Vh)) =

Ou(x)-ty & Pu(N).
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Asi, nuevamente como antes, existe una vecindad Wy de p en A tal que de A € W,
y x € Ny, se infiere

O [0, 8] N cl(pa(N) \ 92(No)) = @

Ox(2).L, & Au(N), (2.11)
y con ello Py(\) C Ny. Si hacemos W=w;n Wo; entonces p € W, de donde W
es una vecindad de p en A. Si A € W, entonces P,(\) C N, para i = 0,1, donde
(2.10) y (2.11) se mantienen. Por consiguiente, se cumple (i).

Ahora P; C N;, y por definicién, P, O N; para i = 0,1. De aqui
P\ Py C Ny \ Ny y consecuentemente cl(P; \ Py) C cl(Ny \ No) C int N.

A continuacién encontramos una vecindad W de p en A tal que (ii) se cumple.
La vecindad W obtenida esta en Wy NWs; de aqui todo los resultados dados arriba
son vélidos para W,y N; C P; C N; también se cumple.

Six ¢ (int N)\ Ny, entonces z € Ny de modo que x ¢ S. Asi existe un t,
tal que ¢, (z).t, € ¢.(N), 6 en su defecto ¢,(x).(—t;) & ¢.(N). Como antes,
existe una vecindad compacta K, de x en N tal que ¢,(K;).t, N ¢ (N) =@ 6
Ou(Ky).(—ty) N¢u(N) = @. Argumentando como antes, existe una vecindad Ws
de pen A tal que si A € Wy o & int(pr(N1) \ ¢a(No)) entonces se cumple

OA(2).te & OA(N)
o bien (2.12)

Oa(w).(—t:) & a(NV).

Si W = W N Ws; mostraremos que A € W implica que (¢x(Py), d»(Pp)) es una
pareja de indice para Sy = on(A) en ¢r(N). A continuacién verificamos las

condiciones de la Definicién 2.4

1. Para ver que A € W implica que on(A) = Sy estd en int(px(Pr) \ or(F)),
procedemos de la siguiente manera. Sea A € Wy xz € S\. Si z € ¢)\(P),
entonces Py = Py(\) C Ny implica © & ¢r(Ng). Pero de (2.11), existe un
t’. > 0 tal que ¢r(x).t, &€ N, y esto contradice el hecho de que = € S,.
Asi x € Sy implica = & ¢\(P,). Para probar x € int ¢,(Py), supongamos
x & int(dx(N7)); entonces x & int(dx(N1)) \ oA(No), de modo que por
(2.12), se tiene ¢ (x).JR ¢ N. Esto es una contradiccién, y por consiguiente
S\ Cint gA(N1) Cint P(pr(N1), pa(N)) = int ¢»(P;), donde se ha usado el
Lema 2.6. En consecuencia, hemos establecido Sy C int(¢x(Pr) \ ox(Fp))-
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2. Puesto que se cumple ¢5(P;) = P(ér(N;), oa(N)), por el Lema 2.6 mostra-
mos que ¢,(P;) es positivamente invariante relativo a ¢,(N), para i = 0, 1.

3. Supongamos ¢y(z) € pA(Py), con t >0 y ox(z).t & ¢(IN). Probaremos
que existe ¢ >0 tal que ¢)(x).[0,t'] Cor(P1) v ox(x).t' € Or(F).
Sea t; = sup{t > 0 : ¢x(2).[0,t] C ¢»(N)}. Por compacticidad se
observa  ¢y(x).t1 € pA(N), v en efecto, ¢,(z).t; € ON por definicién de
t;. Afirmamos se cumple ¢y (x).t; € ¢5(Ny). Esto se obedece puesto que
PA(x) € P(Ox(N1), 0x(N)) vy éa(2).[0, 2] € ¢a(N); por  consiguiente
dado que P(¢pr(N1),¢r(N)) es positivamente invariante relativo a
PA(N), se sigue ¢x(x).[0,t1] C P(dx(N1),9r(N)) = da(Pr) C da(N1). Asi
Pa(x) .t € Px(INY).

Ahora si ¢y ().t € ¢x(No), entonces ¢y (x).t; € da(Ny) \ ¢a(No) C int N es
imposible. Asi ¢y (x).t; € ¢pa(No) C dr(Py). También, ¢y (x).[0,t1] C PA(N), con
ox(x) € PA(P1) puesto que ¢,(P1) es positivamente invariante relativo a ¢, (V),
lo cual implica ¢y (z).[0,t1] C ¢x(P1). Asi la tercera condicién para una pareja de
indice se cumple, y la prueba estd completa. [ ]

Teorema 2.5 La proyeccion m : L(¢p) — A es un homeomorfismo local. Para
ser precisos, si N es un subconjunto compacto de X, entonces m|,ya(n)) €5 un
homeomorfismo con inversa oy .

Prueba. Mostraremos que para (S, ) = (S,, ®,) existe un conjunto abierto U
que contiene (S, u) tal que 7|y es un homeomorfismo sobre su rango.

Sea (S, 1) cualquier punto en £. Tomemos N un subconjunto compacto de X
tal que ¢, (V) es un vecindad aislante para S en ®,. Ahora 1 € A(N), y por el
Lema 2.7 vemos que oy (A(NN)) es un subconjunto abierto de £ con (S, i) en su
interior. Pongamos U = on(A(V)), y mostraremos que U tiene las propiedades
requeridas.

Si hacemos w(on(A1)) = w(on(A2)), con A, Ao € A(N), entonces
m(Sy,, Px,) = w(Sh,, Py,) implica A\ = Ay, Asi 7|y es uno a uno. También 7
es continua por la definicién de la topologia sobre L; es decir, si V' es abierto en
U, entonces 7 (V') = o (V) es abierto en L.

La prueba estard completa tan pronto mostremos que 7|y es abierto. Para
este fin, es suficiente mostrar que cuando V; = 0;(U;) = oy, (U;) son dos conjuntos
abiertos subbdsicos en £, donde i = 1,2, entonces m(V; N V,) es abierto en A. Si
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este fuere el caso, entonces 7|y serfa abierto si V' es cualquier conjunto abierto en
L,y asi V = UW,, donde W, son conjuntos abiertos basicos en L, y (V') resulta
abierto. Por consiguiente, si w(z) € 7(V), entonces z € W, para algin «, asi
m(z) € 7(W,) C w(V), y puesto que w(W,) es abierto, entonces (V') debe ser
abierto.

Por dicho motivo, tomemos V; = 0;(U;), para i = 1,2, donde U; es abierto en
A(N;), y N; es compacto, es decir, o0; = oy,. Ahora, si V) NV, = @, entonces
m(V1NV3) es abierto en A; motivo por el cual podemos asumir (Sy, ®,) € V1N V5.
Sea ahora ¢,(NV;), donde ¢ = 1,2, vecindades aislantes para S\ en ®,. Si
Ny = N3N Ny; entonces ¢(Ny) es una vecindad aislante para Sy en ®,. También
por el Lema 2.7, existe una vecindad W de A en A tal que si v € W, entonces el
conjunto invariante maximal en ¢,(N;) estd recluido int ¢,(Np).

A fin de concluir con la prueba del Teorema 2.5, necesitamos probar el siguiente

resultado.

Lema 2.8 Sea C cerrado en A y supongamos que ¢\(N) es una vecindad aislante
para cada X en C. Si A={(\z): A€ C,x € S\}; entonces A es cerrado.

Prueba. Si el lema fuera falso, existira una secuencia (\,,z,) € A tal que
(A, zn) — (N\yz) € A. Asi x € Sy y por tanto ¢,(z). R ¢ N. Se sigue que, para
n grande, se cumple ¢y, (z). IR ¢ N; lo cual es imposible. [ |

Retornando al Teorema 2.5, conocemos Sy = o,(N1) = ox(No), v No ;Cé Nj.
Afirmamos que esto implica la existencia de una vecindad W de A
tal que si v € W, entonces 0,(N;) = 0,(Ny). Para confirmar este hecho
proseguimos por contradicciéon: asumamos que existe A\, € A con A\, — Ay
S = oy, (No) # o, (N1) = Sy. Escogemos un xz,, € S, \ S/,. Por la compacidad
de Ny, aceptamos x,, — T, y por el Lema 2.8 ha de obedecerse T € S; también por
hipétesis tenemos = € S’. Asi, para n grande z,, € ¢, (Ny). También z,, € S,\S/,
implica que existe ¢, > 0 tal que z,,.t,, € Ny\int Ny, y por compacticidad, podemos
asumir que {z,.t,} converge; es decir x,.t, — x € Ny \ int Ny. Otra vez gracias
al Lema 2.8, notamos x € S, y por tanto z € S’ C Ny, lo cual es una contradiccién.
Esto prueba nuestra afirmacién.

Es ahora fécil ver que las aplicaciones oy, todas concuerdan sobre W, para
i=0,1,2. Es decir, si v e W, se cumple on(v) = (S, ®), y on,(v) = (5, D),
y por nuestra afirmacién S, = S., por tanto oy, (v) = op,(v); similarmente
on, (V) = on, (V) = o, (v). De esto sigue oy, (W) C Vi NV; (dado que siv € W,
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entonces oy, (v) = on,(v), para i = 1,2). Pero v € W, implica oy, (v) € V; y
on, (v) = on,(v); por consiguiente oy, (v) € V1NV, motivo por el cual oy, € ViNV;
y asi on, (W) C ViNV,. Por lo tanto W C w(ViNV4), de modo que 7|y es abierto y
esta aplicacién es un homeomorfismo. Esto demuestra que 7 es un homeomorfismo

local y completa la prueba del Teorema 2.5. [ ]

Observacién 2.5 El proposito del Teorema 2.5 es que permite reconocer cuando
dos puntos (S,A) = (Sx,Py), v (S,pn) = (Su, P,) estdn relacionados por con-
tinuacién; por ejemplo cuando A y p estdn en la misma componente de A(N),

entonces on(\) y ony(p) estdn relacionados por continuacion.

Ahora presentamos el teorema central de esta seccién: la invarianza del indice
de Conley bajo continuacion.

Teorema 2.6 Si Sy y S, estdn relacionados por continuacion, entonces ellos
tienen el mismo indice de Conley.

Prueba. Afirmamos que sélo es necesario mostrar que el conjunto de puntos
en £ con un indice homotépico dado es abierto. Para ver esto, supongamos
(Su, ®,) € Ly que U ={(5,P,) € L: h(S,) =h(S,)} es abierto. Si h(S,) #
h(S)), entonces (S, P, ) claramente no puede estar en cl(U), por tanto (S,, ) €
L\cl(U), (Sx,®,) € Uy puesto que L\ cl(U) y U son conjuntos abiertos disjuntos,
deducimos que (Sa, ®o) ¥ (Su, ®,) no estan relacionados por continuacién. Esto
prueba nuestra afirmacion.

Sea ahora (S,,®,) € L y N un subconjunto compacto de X tal que ¢,(IV) es
una vecindad aislante para S, en ®,. Escogamos conjuntos N, y N; parai=0,1
como en el Lema 2.7. Entonces existe una vecindad Wi de pu, y Wi C A(N) tal
que si A € W se tiene (Ny, Ng) C (P, P3) C (N1, No), donde (¢, (Ny), ¢.(No)) y
(¢,(N1), ,.(No)) son parejas de indice para S, en @, y (¢r(P), oa(Fy)) es una
pareja de indice para S en .

Ahora S, Cint Ny \ Ny C int Ny, y por tanto N; es una vecindad aislante
para S, en ¢y(Ny). Tomemos N/, y N/, para i = 0,1, como en el Lema 2.7, donde
(0u(ND), u(NG)) v {Du(N]), ¢ (NG)) son parejas de indice para S, en N;. De
nuevo usando el Lema 2.7, podemos encontrar una vecindad Wy de p en A(Ny)
tal que si A\ € W, entonces (N}, N)) € (P}, B}) C (N{, N}), donde los P* son los
anal6gos “P’s” asociado con estas dos parejas de indice ultimas.

Sea W = Wy N Wy  entonces p € W, y W es abierto en A, y
W C A(N)NA(N;) C A(N). Para completar la prueba, mostramos que si A € W,
entonces h(Sy) = h(S,).
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Para A\ € W, consideremos la sucesion de aplicaciones
NNy — BB — NNy — Ni/No — P},
19 3

donde i1, 75 y 23 son aplicaciones inclusion inducidas, y 1 es la aplicacion equi-
valencia homotdpica entre parejas de indice (N7, N}) v (N1, No) (para el conjunto
invariante aislado S,), cuya existencia fue probada en el Teorema 2.3. Ahora

reescribimos la sucesién anterior cual

1301 O i3
Nj/Nj —— PA/pOA Nl/No P — P} P
Poizoi (2.13)

Por simplicidad en notacién, reescribimos la sucesién (2.13) en la forma

/
/\
A p—o . p
ZW
g

donde 7 y j son aplicaciones inclusién inducidas, f y g son equivalencias ho-
motdpicas y fi es escogida tal que f = f; o, mientras que g; es elegida de modo
que g = gy o j. Por técnicas estandarizadas (ver Proposicién 12.25 en Smoller,
J. [13] Capitulo 12) se sigue que i es una equivalencia homotépica. Refiriendo a
(2.13), éste implica

NN BB,

de modo que h(S,) = h(S)), con lo cual completamos la prueba. n
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Capitulo 3

Existencia de Soluciones
Periodicas de una Ecuacion
Hamiltoneana Asintoticamente

Lineal

Nuestro objetivo en este capitulo es presentar un teorema que muestra la
existencia de soluciones periédicas de una ecuacion hamiltoneana asintéticamente
lineal. Las soluciones periédicas son encontradas como puntos criticos de un
problema variacional en un espacio de Hilbert real H. Mediante una reduccién a
un punto de silla, este problema se cine al estudio de los puntos criticos de una
funcién a, definida sobre un subespacio Z de dimension finita de H. Los puntos
criticos son entonces hallados usando la teoria de Conley para flujos, material

desarrollado en el Capitulo 2.
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3.1 Planteamiento del Problema y su Solucién

Una funcién h = h(t,z) € C?*(IR x IR*", IR), con n > 2, periédica en el tiempo, es
decir que satisface h(t + T, x) = h(t,z) para algin T > 0, serd denominada en el
contexto una funcién hamiltoneana periédica. Consideremos sélo n > 2 para
el problema en consideracion, pues el caso n = 1 es conocido por el trabajo de
Poincaré. (Ver Mc. Duff y Salamon [11]).

Consideremos el campo vectorial hamiltoneano

& = JD,h(t,z), (3.1)
con (t,z) € (IR x IR*"), donde
0 -1,
J pu
I, 0

es la matriz simpléctica estdndar en IR*". Estas ecuaciones suelen ser llamadas
sistemas hamiltoneanos dependientes del tiempo. Nuestro objetivo es probar la
existencia de soluciones periédicas (de periodo T') de la Ecuacién 3.1 incluso cuan-
do el campo vectorial hamiltoneano es de tipo no auténomo.

. Cdémo conseguiremos esto? Para lograrlo, denotamos por C7(IR) el espacio
de funciones periédicas de perfodo T > 0 y clase C*; es decir, para este mismo 7,

escribimos
Cr(R)={z: R— R /zeC"', z(0)==xz(T)}.

Lo que buscamos son funciones z(-) € Cr(IR) que sean soluciones de la
ecuacion (3.1). Se sabe que tales soluciones corresponden biunivocamente a los
puntos criticos de la funcional

1

£(z) = /O {§<Ji(t),$(t)>+h(t,x(t)) dt (3.2)

definida sobre Cr(IR). (Ver Agapito, J. [1], Capitulo 2).

Aunque la estructura dual del problema sugiere que potencialmente mejores

resultados se obtienen a través de un acercamiento variacional, los progresos en
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esa direccion en el pasado fueron lentos. Esto se debe al hecho de que la funcional
£ introducida en (3.2) es indefinida en el sentido que no es acotada superior ni
inferiormente. En efecto, si consideramos

zk(t) = (cos M\gt)e — (sen Axt)Je,

donde A\, = %T’r? k es entero y ¢ € IR* un vector de norma unitaria, se tiene
simultdneamente xy € Cr(IR), ||lzx]| =1 v (Jz(t), 2x(t)) = \x para todo tiempo

t. Reemplazando xj en (3.2) obtenemos

y como x(t) tiene cota independiente de k, el integrando permanece estancado
mientras %”, se dispara hacia infinito. En resumen £(xy) tiende a oo cuando k
tiende a +o0.

En consecuencia, no podemos hablar de minimos ni de maximos de la funcional
(3.2) y de alli que los puntos criticos a ser localizados sean por lo general puntos
de silla. De ahi la necesidad de aproximaciones mas sofisticadas al problema; co-
mo por ejemplo el método de minimaz o el método dual del principio de accion

minima.
El presente trabajo consistira en demostrar el siguiente teorema que tra-
ta sobre la existencia de soluciones peridédicas de una ecuaciéon hamiltoneana

asintoticamente lineal apelando a la teoria de Morse generalizada, en el sentido
de Charles C. Conley. (Ver Conley, Charles C. [8])
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Teorema 3.1 Sea h = h(t,z) € C*(IRx R*,IR), con n > 2, una funcion

periodica en el tiempo y de periodo T > 0. Asumamos

1. el hessiano de h es acotado, es decir, existe un 0 > 0 tal que para todo
(t,x) € IR x IR*™ se tiene | Dyh(t, z)| < B;

2. el campo vectorial hamiltoneano es asintoticamente lineal, en el sentido de
satisfacerse

JD:h(t, x) = JAx(t)z + o(||z]])

uniformemente en t cuando ||z|| — o0, donde Ax(t) = Au(t +T) es un

camino continuo y periodico de matrices simétricas;

3. la solucion trivial de la ecuacion & = JAx(t)x es la unica solucion periddica,

la cual es no degenerada y tiene indice Joo.
Entonces se verifican las siguientes afirmaciones.

(a) La Ecuacion (3.1) arroja una solucion periddica de periodo T'. Si esta solu-
cion periodica es no degenerada con indice jo # jeo, entonces existe una
sequnda solucion T-periddica, con indice diferente de jo. Ademds, si hay
dos soluciones periodicas no degeneradas, entonces existe también una ter-

cera.

(b) Asumamos que todas las soluciones periddicas sean no degeneradas. En-

tonces aparece apenas un numero finito de ellas y esta cantidad es impar. Si
Jk denota el indice de cada una, donde k =1, ..., m, estos valores se sujetan
a la igualdad

D ot =g 1741+ £)Qu(t),

k=1
donde d > 0 es un entero, y Qq(t) es un polinomio de coeficientes enteros
no neqativos.

Observacién 3.1 La Condicién 2 en el teorema anterior debe interpretarse de la
siguiente manera: para todo L > 0 existe K tal que

(DI = (1T Dahi(t, ) — J Ao (t)z]| < L[| + K,

lo cual se expresa también como

lim C(||])) 0
lzll—oo |||
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Asimismo, la Condicién 3 puede ser refraseada diciendo que 1 no es un multi-
plicador de Floquet de la ecuacién & = JA(t)x, lo cual por defincién ya significa
que la solucién trivial es no degenerada.

Las soluciones periddicas mencionadas arriba son encontradas como puntos
criticos de un problema variacional en un espacio de Hilbert real H. Debido
a la suposicion 1 del Teorema 3.1, el problema original se reducird a encontrar
puntos criticos no triviales de una funcién a, definida sobre un subespacio finito
dimensional Z C H. Ademaés, debido al supuesto 2 del Teorema 3.1, la condicién
3, de no resonancia, implica un comportamiento cualitativo conocido de la funcién
en una vecindad de oo.

Los puntos criticos son entonces encontrados mediante el uso de las herra-
mientas topoldgicas de la teoria de Morse generalizada desarrollada por C. Conley
[8].

Primero reformulamos el problema (3.1) como un problema variacional abs-
tracto para una funcional en el espacio de funciones periddicas.

Lo que haremos en adelante serd estudiar el problema (3.1) en forma abstracta

y para ello extenderemos Cr(IR) a un espacio més grande.

3.2 El Problema Variacional Abstracto

Sea H'(0,T;IR*™) el espacio de Banach formado por funciones u en
L*(0,T; IR*™) para las cuales 1, su derivada en el sentido de Sobolev, tam-
bién pertenece a L2(0,T; IR*"). Denotando por I el intervalo [0, 7], este espacio
comprende todas aquellas v € L? para las cuales existe g € L? que satisface
Ji(u, ") = — [,{g, p), siempre que ¢ sea una funcién de clase C' que se anula en
los extremos del intervalo.

Por teoria de los espacios de Sobolev esta g es tnica y por lo tanto podemos
denotarla por ¢ sin ambiguedad. Ademds, toda funcién en H'(0,T; IR*") admite
un representante absolutamente continuo (Ver Brézis [6], Capitulo 8). Este hecho
nos permite definir la funcional ® : H' — IR via

T
o) = [ hit.u) dr
0
sin ningin problema.
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Sea ahora D = {u € HY(I;IR*) : u(0) = u(T)}. Asi definido, D es un
subespacio cerrado de H' y por lo tanto un espacio de Banach. A partir de ahora,
esta D es la ampliacién de Cr(IR) a la que antes hicimos referencia. Por lo tanto,
nuestro problema se reduce a encontrar © € D que verifique

i = JDh(t, ). (3.3)

Por otro lado, para cada v € H' tenemos

O(u+ M) — D(u)

(VO(u),v) = lim

A—0 A
o [ h(t,u(t) + Xo(t)) dt — [ h(t,u(t)) dt
-\ S A '

Notemos que la imagen (u + Av)[0,T] es compacta por ser u y v continuas.
Asi, para A cercano a 0y u,v fijos, el conjunto (u + A\v)[0, 7] esta acotado. Por
ser h continua, la imagen h([0,T] X (u 4+ Av)[0,T]) también permanece acotada.
Por lo tanto, por el teorema de convergencia de Lebesgue, la anterior expresion

es igual a

/T 2 h(t, u(t) + Mv(t)) — h(t, u(t)) "

A—0 A

= /O(th(t,u(t)),v(mdt
= (D,h(t,u),v),

de manera que se tiene V®(u) = D,h(t,u) por dualidad.

Si en L?(0,T; IR*™) definimos el operador lineal A : L? — L? por Au = —J1
y el operador potencial continuo F : H' — H' por F(u)(t) = D.h(t,u(t)),
podemos reescribir las relaciones de interés de forma simplificada cual

Au = F(u), (3.4)

donde v € D. Notemos que el operador F' es continuo pero no lineal, por lo que
la ecuacién desplegada es no lineal.

Observacién 3.2 Si escribimos la ecuacién (3.1) en forma
_Ji = Duh(t, ),

observamos que cada solucion u € D de la Ecuacion 3.4 define una solucién
T-peridédica clasica de (3.1). Reciprocamente cada solucién T-periédica de (3.1)

define por restriccién una solucién u de la Ecuacién (3.4). Entonces, al menos
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formalmente, la Ecuacién (3.4) es la ecuacién de Euler del problema variacional
siguiente:

Dada la funcional £(u) = (Au,u) — ®(u), donde u € D, encontrar sus puntos
criticos.

Por lo tanto, conviene establecer un paralelo entre ellos.

Por este motivo es pertinente el estudio individual en cada factor involucra-
do en la Ecuacién (3.4). El andlisis del miembro izquierdo proporcionard in-
formacién valiosa sobre el espacio L? en el cual estamos trabajando. Posterior-
mente analizaremos el segundo miembro, y finalmente combinaremos los resulta-
dos obtenidos para solucionar nuestro problema. Primero detallamos informacién

sobre el operador A.
Lema 3.1 FEl operador A es autoadjunto cuando se restringe a D.

Prueba. Para u y v, dos elementos cualquiera de D, se tiene
T
(i) + G 8) = [ (G0, 0 + Gule) o)
T d
S ORI
= (u(T),v(T)) — (u(0),v(0)) = 0.
Aprovechando el hecho de que J© = —.J y lo observado arriba, deducimos
<AU,,U> = <_‘]u7 U> = <U’7 JU> = <U,, _‘]U> - <U’7 AU>

lo cual es lo deseado. ]

Antes de abordar problemas no lineales, nos interesa discutir el simple
problema periédico lineal Au = Au con la condicién de frontera u(0) = u(T") para
A € IR. Por la definicién de A, esto equivale a analizar la ecuacion diferencial
U = AJu sujeta a condiciones de frontera u(0) = u(T"), cuyas soluciones son de la

forma
u(t) = eMe
L (AR E
- (24)-
0 (—1)k()\t)2kf S (_1)k()\t)2k+1J
(; (2k)! +}; 2k 1 1)1 )C

= [(cos A\t)I + (sen At)J]e,
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donde ¢ es el vector ¢ = u(0).
Esta solucién satisface la condicién de T-periodicidad u(0) = u(T") si y sélo si

[(1 —cos AT)I — (sen AT')J]c = 0. (3.5)

Aprovechamos el hecho de que (Je,¢) = 0 para tomar a su vez producto interno
con ¢y Je, y obtener respectivamente

([(1 = cos AT)I — (sen AT)J]e,c) = (1 — cos AT)||c||* = 0

([(1 = cos AT)I — (sen \T")J]c, Jc) = (—sen )\T)HJCH2 =0.

Dado que una solucién no trivial estd asociada con ¢ # 0, se debe cumplir
simultaneamente 1 — cos AT = 0 y sen AT" = 0, condiciones que pueden ser satis-
2k

fechas sélo por A = A\, = =&, con k € Z. Resumimos lo anterior en la siguiente

proposicion.

Proposicién 3.1 El problema uw = AJu con condiciones de frontera u(0) = u(T),

admite solucion no trivial si y solo st A = N\, = 2’“7” De ser ese el caso el
problema de frontera posee un espacio vectorial de soluciones de dimension 2n,

especificamente hablamos de
u(t) = (cos At)c + (sen At)Jc,

donde ¢ € IR*™ es arbitrario. n

Como en la formula u(t) = (cos \t)c+ (sen At)Jc el pardmetro ¢ € IR es arbi-
trario, inferimos que los espacios propios E(\;) = Ker(A — A\x) tienen dimensién
2n. Si m(\g) denota la multiplicidad de Ay, se tiene m(\;) = 2n. En particular,
Ker(A) = IR consiste de caminos [cerrados] constantes.

Si escribimos vg;(t) = (cosAgt)e; + (senAit)Je; para cada k € Zy
1 <j < 2n, donde (€;)1<j<2, es la base canénica de IR*™, se verifica trivialmente
vg; € L*(0,T; IR*™). Por contener todos los términos trigonométricos, el sistema
{vk;} es una base ortogonal de L?(0, T; IR*"). Por lo tanto L? acepta la siguiente
descomposiciéon ortogonal

L? = @Ker(A — k).
k
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Ademas, como

T
(Vj, Vgj) = / ((cos Agt)e; + (sen Ait)Je;, (cos Agt)e; + (sen Agt)Je;) dt
0

T T

= (ej,ej>/ COSQ/\ktdt+<J6j,J€j>/ sen” \gt dt
0 0

- T

Uk

VT

. . V4
Para simplificar las cuentas denotaremos por wy; el vector % Podemos entonces

concluimos que { } es un sistema ortonormal completo para L*(0,T; ]Rzn).

brindar una caracterizacién de los elementos de L?(0,T; IR*") en términos de sus
coeficientes de Fourier.

Para u € L2(0,T; IR*"), los ntimeros ay,; = (u,wy;) son llamados coeficientes
de Fourier asociados a u respecto de la base ortonormal {wy;}. Derivado de lo
anterior se tiene

u € L? siy solo si Z |axi|* < 0.
k.j

Observemos que v € IR*" se puede descomponer cual (x,y), donde z € IR" e
y € IR", o con el abuso de notaciéon v = x + iy € C". Con esta nomenclatura,
resulta obvia la relacion Jv = v, es decir, la accion de J sobre cualquier vector v

de IR*" se resume en una rotacién de 90 grados. De este modo

il — ((cos Agt)e; + (sen Axt)Je;)

1
VT
1
= — (cos A\it +isen \it) e;

VT

i 1 piMnt

VT

Luego, si u € L?(0,T; IR*") se tiene

1 .
ut) =Y agwg(t) = ak‘jﬁew\ktejy

k?j k’j

Gj.

y entonces

. i\ ; .
u(t) = Z \/—%akje Mo = Z@)\kakjwkj (t).

k,j k,j

Como consecuencia, brindamos la siguiente caracterizacién del espacio H*.

Lema 3.2 Sea u =) ayjwy; € L?. Entonces u € H* siy sdlo si

k.j
Z |iakj)\k|2 < 00

k.j
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Prueba. Para los detalles faltantes, ver Agapito, J. [1]. n

A fin de abstraer el comportamiento asintético de la funcién hamiltoneana h,
introducimos algunos operadores lineales en H. Sea b = b(t) una matriz simétrica
2n x 2n que depende continua y periédicamente en ¢ con periodo T' > 0, es decir,
b(t) = b(t + T'). Definimos B € L(H) por

(Bu)(t) = b(t)u(t), (3.6)

operador claramente autoadjunto merced a la simetria de b.

Para cada A € 0(A) = ZZ, sea E(\) = Ker(A — X) el espacio propio del

autovalor A. Entonces se tiene

E(\) 4+ E(=\) = {\/g cos(\t)@ + \/%sen()\t)cf/ tel0,1], ¢de ]R2”} .

Este es el momento de indicar que si b es constante entonces B deja invariante
E(X) + E(—)), pues este espacio se compone precisamente de aquellas funciones

en cuyas entradas aparece tan solo sen\t y cos At.

El siguiente lema resume algunas propiedades del operador B necesitadas des-
pués. En lo sucesivo o,(+) denotard el espectro puntual del operador de referencia.

Lema 3.3 El operador A — B definido sobre dom(A) es autoadjunto y tiene re-
solvente compacto. Ademds el espectro del operador A — B es puntual.
Es mas, para una matriz constante b, el espectro de A— B queda caracterizado

por la propiedad

2
A€ o(A—B) siysdlo sio(J(b+N)N i%Z # 0.

Adicionalmente, sib(t) = b no depende de t, entonces para cada o > 0 el opera-

dor B conmuta con P = Z E\, la proyeccion ortogonal sobre el subespacio Z
—a<i<a
de H generado por los autovectores de A, que pertenecen a los autovalores en el

intervalo cerrado [—a, a.

Prueba: Por argumentos estandar (ver [4]) y el Lema 3.1 se tiene que
A — B es autoadjunto y tiene resolvente compacta, puesto que A goza esta misma
propiedad.

Si\€og(A—B),la ecuacién (A — B)u = Au arroja una solucién no trivial
u € dom(A). De la igualdad —Ji = (b + A)u se obtiene

u(ﬂ ::eUJ@+Aﬂu<O%

ol
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y puesto que u(0) = u(7T') para u € dom(A), concluimos se cumple A € o(A — B)
si y s6lo si 1 es un multiplicador de Floquet tal que

leo (e[TJ(b+A)}) — {0} = MUV _ fo},

donde la igualdad se debe al teorema espectral.

La restriccién del operador A — B al subespacio E(\) + E(—\) C H define
una forma cuadrética (i, (A — B)ii) sobre IR*" x IR*", la cual es representada por
una matriz denotada por Q(\, B), donde obviamente B es un operador simétrico
acotado que aplica E(A) + E(—\) en si mismo. De donde se concluye que el
operador B conmuta con P. [ ]

Ahora determinamos el indice cldsico de Morse de A — B, restringido a
E(X\) + E(—)) denotado por m%(A — B) que a su vez representa la dimensién m
de un subespacio maximal Z* del espacio finito dimensional Z tal que A — B es
definido positivo.

Para @ = \/gcos()\t)5+ \/gsen(At)dj que pertenece a E(\) 4+ E(—\), se tiene

(A—B)i = At — Bi=—Ji— Bi,
— —cos(A){NJd + B&} + sen(At){\Jd — Bd}.

Luego reemplazando en la forma cuadratica dada lineas arriba y teniendo en
cuenta las igualdades

T T Ok
/ cos?(At)dt = / sen’(\t) = —
0 0 2

i
/ cos(At) sen(At)dt = 0,
0
se concluye que en términos de la base canénica usual de IR?" x IR*" se tiene
(it, (A — B)i) = —(\Jd + B&,& + (\Jd — Bd, d),

donde la matriz asociada a esta forma en la base natural de IR*" x IR*" es

0 —J B 0
J 0 0 B

Resulta que para esta matriz el indice ha sido calculado en [4], Lema 12.6, y es
igual a 2n.
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3.3 El Problema Variacional Finito Dimensional

Ahora aprovecharemos que el hessiano de h fue asumido acotado; esto es,

existe algin 8 > 0 con el cual
[ Deah(t, )| < B

para cada (t,r) € IR x IR*".
Para el operador continuo F', definido con anterioridad, tenemos, directamente

de la definicién y el teorema del valor medio usual, la cadena de desigualdades

I1F(u) — F(o)|* = /0 IF (u)(t) = F(v)(t)||* dt
_ /0 IDuh(t, u(t)) — Duh(t, o(t)| dt
S i B ult) — v(t)]|* dt

= Bllu—oll;

lo cual indica que F' es globalmente Lipschitz. Por otro lado, de la definicién de
F' se tiene

(F(u) = F(v),u—v) = /O (F(u)(t) — F(v)(t),u(t) —v(t)) dt
- /O (D, h(t, u(t)) — Doh(t, v()), u(t) — v(t)) dt,

y debido a la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el teorema de valor medio, se
cumple

[(F(u) — F(v),u—v)| = /0 (D h(t,u(t)) — Doh(t,v(t)), u(t) —v(t)) dt

< / (Dbt u(t)) — Doh(t, v(t)), u(t) — v(t))| dt
< / |Dah(t,u(t)) — Dyh(t, ()| u(t) — v()| dt

0

< / sup{|[ Dash(t, 2)||}u(t) — v(t)|? dt
< [ Allute) — ooy o

= Bllu—v|*.
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En resumen, se satisface

[(F(u) = F(v),u—v)| < Bllu—v|* (3.7)

Consideremos ahora a y 7 en IR tales que o« < —( < (3 < . Entonces, por
(3.7), tenemos

afu —v|* < (F(u) = F(v),u—v) < 7llu—o|*. (3.8)

Ahora ordenamos o(A) = {\; = %Tﬂ? k € Z}, el espectro de A, como

21 2T
---A_2<>\_1:——T—<)\0:0<)\1:T<)\2<---.

Sin pérdida de generalidad asumimos que a y 7 no pertenecen a o(A), de modo
que o(A) N (a,7) consta a lo mucho de un nimero finito de autovalores. Por lo
tanto, ellos satisfacen la siguiente relacion,

<A ) A< Ay < <A< <A <Y< A <0 (3.9)

sl asumimos o = —7.

Observacion 3.3 Por ser {wy;} base de L?, todo u € L? acepta representaciéon

u =Y apwgj. Esta notacién no es muy afortunada porque lo que en realidad
k?j
queremos expresar con ella es

[e's) 2n
U = E E Ay Wiy -
k=—o0 j=1
2n
Si para cada k € Z definimos uy = ) aj;wy;, tenemos uy, € E(\;) y ahora si, en
i=1
o0
u= Y. wu encontramos una descomposicién mas acorde.
k=—o00

Para i # k, los espacios propios E();) y E(Ax) son ortogonales. Por lo tanto,
y puesto que A es un operador lineal autoadjunto, se cumple

Convengamos en llamar P, a la proyeccién de L? sobre Ker(A — \;), es decir,
Pi(u) = ug. Por lo observado en el parrafo anterior, para k # j, las proyecciones

o4
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oo
P, y P; son ortogonales. Por lo tanto, con ) P se recupera la identidad, y
k=—o00

(o]
el operador A admite descomposicion A = > A P;. En verdad, todo esto es
k=—o00
parte de una teoria mucho mas general para operadores normales. Lo que hemos

detallado se llama la descomposicion espectral del operador A.

A continuacién definamos las proyecciones ortogonales P_, P, y P, de L? en

L? dadas por

—(m+1) 0o m
P u= E ug, Pyou= g ug, Pzu= E Uy,
k=—00 k=m+1 k=—m

Si ponemos también X = Im(P-), Y = Im(P,) y Z = Im(Py), conse-
guimos L? = X ®Y & Z. Notemos que Z es un subespacio de L? de dimensién
dim Z = >, m(\) finita, donde m(\;) denota la multiplicidad de A;. Es fécil

k=—m

ver que X, Y y Z son espacios de Hilbert y por lo tanto también lo es X x Y x Z.
Junto a ellos, definimos los operadores lineales autoadjuntos
—(m+1)
1
R:L* — X dado por Ru= Z (v — A\p) "2 Peu,

k=—o00
oo

S:L?> —Y dadopor Su= Z (e — a)_%Pku,

k=m-+1
m

T:L*— Z dadopor Tu= Z (e — oz)_%Pku,
k=—m
donde P, denota la proyeccién ortogonal de L? sobre el espacio Ker(A — \;,) aso-

ciado con Aj.

Lema 3.4 Los operadores R,S y T son autoadjuntos. Ademds, restringidos a
X, Y y Z respectivamente, son inyectivos. También se cumplen las siguientes

relaciones

IA

| R|? (= A(min)
1S < (A1 — @)1,

N

y para cada z € Z se tiene

(e — @)zl < 172" < (Ao — )7l

95
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Prueba: Por (3.9), para cualquier entero k¥ < —(m + 1) se tiene @« — Ay > 0y
para k > —m se cumple A\, —a > 0. Ello implica (v — A_gny1)) ™ > (@ — Ap) ™
para todo k < —(m+1)y (Ap1 —a)™t > (M —a) ! para k> m+ 1.

Presentaremos la prueba sélo para S puesto que el trabajo es analogo para T’
y R. Primeramente, probemos que S es autoadjunto. Por la Observacion 3.3, el
producto interno (Su,v) se expresa cual

(Su,v) = < Z ()\k—oz)_%Pku, Z ka>

k=m+1 k=—o0
k=—o00 k=m+1
= (1, Sus

y por lo tanto S es autoadjunto.

Ahora, si Su = 0, entonces (A — a)_%Pku = 0 y por lo tanto P,u = 0 para
k>m+ 1. Si ademas u € Y, entonces Pyu = 0 para k > oo y asi u = 0, lo que
prueba la inyectividad de S cuando se restringe a Y.

Ademds, debido a que los P, son ortogonales entre si y P? = P, se satisfacen

las siguientes relaciones

= Y n-a)'R
k=m+1
—(m+1)
R2 = Z (a - )\k)_lpk
k=—o00
T2 = Z ()\k = O_/>_1Pk
k=—m
Luego, para u € L? se cumple
(Su, Su) = (S%u,u) - por ser S autoadjunto -
< ‘ Z (M — @)ty || || - por Cauchy-Schwartz -
k=m+1
o0 3
= Z Il A — a)luk]|2> ||| - identidad de Parseval -
k=m+1
56

@ Tesis publicada con autorizaciéon del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




\\ﬁNEg,E,
*—‘T : PONTIFICIA

=
-
=

TESIS PUCP & 22}‘&":2?“"

DEL PERU

< (Z <Am+1—a>-2||uk||2> Jull - por (39) -

k=m+1

= (Am+1—a)_1(z Hwe\l2> i

k=m+1
< (A — @) %

o lo que es idéntico

IS < (Amga — )™ n

Observacién 3.4 Notemos que la igualdad

(F(u) = F(v) — a(u—v),u—v) = (F(u) - F(v),u—v) — afu—v]?

junto con (3.8) y (3.7), implica

0 < (F(u) = F(v) — a(u—v),u—v) < (8- a)llu—ol,

de donde, si definimos G € C(H*', H') por G(u) = F(u)—au, ésta resulta continua
y fuertemente monodtona segun la definicion 1 del Apéndice. De lo desarrollado
en el Apéndice, se obedece ademas que G es un operador cuyo potencial, definido
por I'(u) = ®(u) — $||ul|*, para v € H', donde ®(u) es el potencial del operador
continuo F', cumple G = VI, y gracias a lo realizado arriba, el efecto de G queda
resumido en

0 <(G(u) = G(v),u —v) < (B = a)llu—o|?

para todo u,v € H*.

Por otro lado, de la definiciéon de G, la ecuacién Au = F(u) es equivalente
a (A — al)u = G(u). Por el Teorema 1 del Apéndice, la ecuacién anterior tiene
solucién tnica, y como « no se situa en el espectro de A, la restriccién de A — ol

al espacio D es inyectiva.

Ahora, probaremos la igualdad

R+ S+ T =(A—-a)". (3.10)
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En efecto, se cumple

(—R*+S*+T%)(A—-a) =

—(m+1)

= | — Z (Oz — )\k)_lpk + Z (>\k — &)_1Pk + Z ()\k — Oé)_lpk
k=—o00 k=m+1 k=—m
( > NP - aI)
k=—o00
—(m+1) 00 00
— | = Z (a0 — M) Py + Z (A —a) 'R, Z Mo Py — a1>
k=—oc0 k=—m k=—0o0
—(m+1) o —(m+1)
= | - Z (a—)\k)ilpk—i- Z ()\k—a)’lpk Z e Py + Z Ne P — ol
k=—o00 k=—m k=—o00 k=—m
—(m+1) () —(m~+1)
= Z —)\k(a—)\k)_lPk—i— Z )\k()\k—oz Pk—f— Z O[—Ak Pk
k=—00 k=—m k=—00
—|— Z —Oé(/\k — Oé)_lpk
k=—m

Anélogamente se prueba (A — a)(—R? + 5% + T?) = I, y podemos concluir
—R?+ 8%+ T?=(A— )™, siempre y cuando trabajemos sobre D.

Observaciéon 3.5 Utilizando la relacién (3.10) se llega a
—R'=-P R =P (-R+ S+ 1) =P (A-a)” =(A-a)'P,

y consecuentemente

—(A—a)R*=P_. (3.11)
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Similarmente encontramos las relaciones

(A—a)S* =P, (3.12)

(A—a)T? = Py. (3.13)

Debemos recordar que andamos tras soluciones periédicas. Por lo tanto, de
ahora en adelante trabajaremos en D C L2 Asi por ejemplo, cuando hablemos
de X,Y o Z, realmente nos referiremos a X N D, Y NDy ZND.

Para  exhibir la  estructura de punto silla de la  funcional
£(u) = (Au,u) — ®(u), introducimos una nueva funcional f, la cual si estd defini-
da sobre todo H, y cuyos puntos criticos estan en correspondencia uno a uno con
las soluciones de la Ecuacion 3.4.

Definamos f: X xY xZ — IR por

1
f(z,y,2) = S(l2l® = lyll® = l121°) + T(Re + Sy + T2).

Debido al teorema de representacion de Riesz, para v € Y se logra la
identidad [VI'o S|(v) = [VI](Sv) = (VI,Sv), y porser S autoadjunta,
[VI](Sv) = (VI', Sv) = (SVI',v) = (SG,v). Por analogia, se obtienen resultados
similares cuando derivamos respecto de la primera y tercera variables, y traba-
jamos con Ry T respectivamente. De este modo, para todo (z,y,2) € X XY x Z

se obedece
Dif(z,y,2) = x4+ RG(Rx+ Sy+Tx2)
Dyf(x,y,2) = —y+ SG(Rx+ Sy+T2) (3.14)
Dsf(x,y,z) = —z+TG(Rx+ Sy+1Tz).

Como G € C(H'), se tiene f € CH(X x Y x Z;IR). Ademds G es Lipschitz ya
que F'lo es, y ello hace la propiedad extensiva a D; f, parat =1, 2, 3.

Con todo lo expuesto no es dificil verificar el siguiente lema, el cual reduce el
problema original a encontrar puntos criticos de f.

Lema 3.5 El punto (xo,y0,20) € X XY X Z es critico para f si y sélo si

Rxo + Syo + Tz es solucion de la ecuacion funcional Au = F(u).

29
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Prueba. Supongamos primero que (g, %o, 20) €s un punto critico de f, es decir,

se cumple
Dy f(z0,Y0,20) = xo+ RG(Rxg+ Syo+ T2) =0,
Dy f(x0,90,20) = —yo+ SG(Rxo+ Syo+ Tz) =0, (3.15)
Dsf(xo,Y0,20) = —20+ TG(Rxo+ Syo+ T2) =0.

La aplicacion de —R, S T, en ese orden, nos conduce a
—R.TO — RZG(R.I'O + Syo + TZO) =0
—Sy() + S2G(RJJ0 + Syo -+ TZ()) =0
—TZO -+ TQG(Rl'Q + S’yo -+ TZ()) = 0.

Sumando miembro a miembro llegamos a

—(RIQ + Syo + TZ()) + (—R2 + 52 + T2)G(RJZ0 + Sy() + TZ()) =0.
Como (Rxo+ Syo+T2y) € D, podemos aplicar (A — al) a ambos lados y obtener
(A = al)[=(Rzo + Syo + T20) + (—R* + 5* + T*)G(Rao + Syo + T'20)] = 0,

de donde
(A —al)(Rxo+ Syo + T'z0) = G(Rxzo + Syo + T'20).

En consecuencia Rz + Sy + T2 es solucién de (A — al)u = G(u), y por tanto
también de Au = F'(u).

Reciprocamente, puesto que u = Rxg + Sy + T2y es solucién de Au = F(u)
reemplazamos y logramos

—(Rzo + Syo + Tz) + (—R2+ S? + T*)G(u) = 0,
o lo que es lo mismo
(~Reo — R3G(u)) + (—Syo + S2G(w)) + (~Tz0 + T2G(w)) = 0.

Pero como R, S y T son ortogonales, cada uno de los sumandos anteriores se anula,

y asi

Zo —f-RG(Rl‘O +Sy0 +TZO> € KerR,
—yo + SG(Rxo+ Syo + Tz) € KerS,
—20+TG(Rxo+ Syo + Tz) € KerT.

Finalmente, por el Lema 3.4 los operadores R|x,S|y y T|z son inyectivos, y

concluimos que (3.15) queda satisfecha. ]
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Observacién 3.6 Recordemos que en nuestro contexto X e Y son espa-
cios de Hilbert, y por consiguiente tendremos Dif(-,y,2) : X — Xy

N
Dyf(x,-,2) : Y — Y. También, definamos p = )\m+1777 el cual, en vista de
m+1 — &

(3.9), cumple
0<p<l

Lema 3.6 Sea p como arriba. La aplicacion Dif(-,y,z) : X — X es
p-mondtona para cada (y,z) € Y X Z; lo mismo es vdlido para el operador
—Dsf(z,-,2) con (z,2) € X x Z fijo.

Prueba. Probaremos que D;f(-,y,z) es p-mondétona. La prueba para el ope-
rador —Ds f(x, -, z) es andloga.
Debemos verificar se satisface

(le(u,y,z) — le(U,y,Z),U - U> > pHu = U||2

para cada u,v € X. Para todo (y,2) € Y x Z fijo se tiene

<D1f(u,y,z) - le(’U,y,Z),U o U> =

= (u+RG(Ru+Sy+Tz) —v—RG(Rv+ Sy+Tz),u—v)
= (u—v+ RG(Ru+ Sy+Tz) — RG(Rv+ Sy +T=z),u —v)
= |lu—v|® + (RG(Ru+ Sy +Tz) — RG(Rv + Sy + Tz),u — v),

y puesto que R es autoadjunto, la expresion anterior se reduce a
lu—v||* + (G(Ru+ Sy +Tz) — G(Rv + Sy + Tz), Ru — Rv).
Luego, por las Observaciones 3.4 y 3.6, tenemos
(G(Ru+ Sy+Tz)— G(Rv+ Sy+Tz), Ru — Rv) >0
y con ello
(Dif(u,y,2) = Dif(v,y.2),u —v) > [lu—v[* = pllu —v|*.

Por lo tanto, para (y,z) € Y x Z, la derivada D, f(,y, z) es p-monétona. [
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Lema 3.7 Existe una funcion (z(-),y(-)): Z — X XY globalmente Lipschitz
tal que para cada z € Z, el punto (x(z),y(2)) es el dnico punto de silla de

f(,2): X XY — IR; es mds, con ellas se satisface

#(2) + RG(Re(=) + Sy(z) +T2) =
—y(z) + SG(Rz(z) + Sy(z) + Tz) =

o o

Por otro lado, la funcion g : Z — IR definida por g(z) = f(z(z),y(z),2) es
de clase C' y para cada z € Z su derivada Dg : Z — Z wviene dada por
Dg(z) = =2+ TG(Rx(z) + Sy(z) + Tz). Ademds para (z,y,z) € X XY x Z se
cumple

f(x(2),y,2) < g(2) < f(z,y(2), 2).

Prueba. Esto es una consecuencia directa de haber probado que Dy f y Dy f son
p—mondtonas junto con las relaciones en (3.15) y los resultados que se desarrollan

a continuacion.

Lema 3.8 Si M es una funcion fuertemente mondtona en un espacio vectorial

finito dimensional V', entonces M es sobreyectiva.
Prueba: Si M es fuertemente mondtona, entonces, si u # v se tiene
(Mu — Mv,u—v) > pllu—v|*>>0

y por tanto Mwu # Mwv. De este modo M es inyectiva, y por el teorema de rango
también es sobreyectiva. [ ]

Teorema 3.2 Sea f € CH(X XY x Z;IR) y p > 0 tales que
i) Dif(,y,2z): X — X es p-mondtona, para todo (y,z) €Y X Z.
ii) —Dof(x,-,2) 1 Y — Y es p-mondtona, para todo (x,z) € X x Z.

Eziste una funcion (z(-),y(:)) € C(Z,X xY) tal que (x(z),y(z)) es el inico

punto de silla de f(-,-,

definida por g(z) = f(z(z),y(z2),2) es de clase C' y su derivada estd dada por
y(z

Dg(z) = D3 f(x(2),y(2), 2).

z), para cada z € Z. Ademds, la funcion g : Z — IR

Prueba. De las hipétesis i) y ii) y la primera parte del Lema 2 del
Apéndice, se concluye que f(-,y,2z) vy —f(z,-,z) son p-convexas para cada
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(y,2) € Y X Z v (x,2) € X x Z respectivamente. Asi, por definicién de
p-convexidad, las aplicaciones x — f(z,y, z) — &]|z||* y y — —f(x,y,2) — &||y[|?
son convexas. Por lo tanto, para cada z € Z la funcién f, : X xY — IR,
definida por f, = f(z,y,2) — & (||z[|* = ||y|[*), en el lenguaje del Apéndice, es
concava - convexa. De la parte ii) del Lema 3 del Apéndice, la funcién

x lep(maywz) T le(l’,y,Z)
T, = +p =

Yy _Dpr(x>y7z) Yy _D2f<x7y72)

es p-mondtona. Asi definida, para todo z € Z se tiene T, € C(X x YV, X xY) y
como ademas se cumple p > 0, resulta ser fuertemente mondtona.

Por el Teorema 1 del Apéndice, para todo z € Z, la funciéon T, arroja exac-
tamente un cero, el cual denotaremos por (z(z),y(z)). Ahora, como f(-,y,z2) es
p-convexa y p > 0, por el Lema 2, f(-,y, z) es convexa. Similarmente — f(z, -, 2)
también es convexa. En consecuencia f(-,-,2) es céncava - convexa, y, por el

Lema 3, el par (x(z),y(z)) es su tnico punto de silla. Por dicho motivo se satisface

fx(2),9,2) < g(2) < f(2,9(2),2)

paratodor € X, yeY yz e Z.

Probaremos ahora (z(.),y(.)) € C(Z,X xY). Sea u(z) = (z(2),y(2)) con
z € Z. Recordemos que por definicién se satisface T, (u(z)) = 0. Consideremos
una secuencia z; € Z que tiende a z. Como la funcién 7, es p-mondtona, se

observa

pllu(z) —u(z)|I* < (T, (u(2)) = Tx, (ul(z), ulz) —u(z)) = (T, (u(2)), u(z) —u(z)),

de donde, merced de los estimados de Cauchy-Schwarz, se logra
pllu(z) —u(z)| <I| T, (u(z)) |-

Puesto que z + T.(u) es continua, se tiene T, (u(z)) — T.(u(z)) = 0, y ello
implica u(z;) — u(2); es decir, confirmamos la continuidad de w.
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Probaremos ahora que la funcién ¢ : Z — IR definida por
g(z) = f(z(2),y(2),2) es de clase C' con derivada Dg(z) = Dsf(z(2),y(2), 2).
Por el teorema de representacion de Riesz, basta caracterizar la accion de la

derivada mediante un producto interno. Sean z y h arbitrarios en Z. Por la

relacion de silla se tiene

9(z+h) = g(2) = (D3 f(2(2),y(2), 2), h) =
= Sz +h),y(z+h), 2+ h) = f(2(2),4(2), 2) = (Dsf(2(2),y(2), 2), h)
< fl@(2),y(z+h), 2+ h) = f(2(2),y(z + h), 2) = (Dsf(2(2),y(2), 2), h)

1

/(Dgf(x(z) y(z+ B), 2+ th) — Dsf(2(2),y(2), 2), h)dt

< /HDgf y(z + h),z+th) — D3 f(x(2),y(2), z)[dt | [|A].

Dividiendo entre ||h| y haciendo tender h a 0 se logra

mg(z + h) = g(Z) — <D3f(x(z),y(z), Z)v h>
h—0 172

<tiny | [ 1Daf(olz), e + ).+ th) = Daf(a(a),p(2), =)

Sin embargo, tanto D3 f y como y(.) son continuas, y por lo mismo, el miembro

derecho se anula en el limite, obteniéndose asi

md ) —g(2) — (Dsf(a(2),y(2),2). ) _
h—0 7] T

Apelando a la misma técnica, pero ahora utilizando la minoracién de la férmula

de silla, se logra

limg(z +h) —g(z) — (D3f(x(2),y(2),2),h) >0
h—0 1A T
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Por consiguiente
DQ(Z) - D3f(:v(z),y(z), Z)7

y g resulta de clase C*. m

Con esta ultima afirmacion hemos concluido la prueba del Lema 3.7.

Observacién 3.7 Siendo el operador T lineal y autoadjunto, su inversa
T-!:Z — Z también lo es.

Si introducimos las funciones

a=—goT ' €CYZ, R) (3.16)

u(z) = Re(T~'2) + Sy(T~'2) + 2, (3.17)

entonces, por el Lema 3.7 ocurre que u(-) : Z — H es globalmente Lipschitz, y
u(z) € dom(A) para todo z € Z. Ademas, a tiene derivada globalmente Lipschitz
dada por

= — el el (3.18)

Asi, el Lema 3.7 implica que z es un punto critico de asi y sélo si T7!(z)
es un punto critico de g, lo cual ocurre siy sélosi (x(T712),y(T12), T '2)
es punto critico de f, lo cual, segiin el Lema 3.5 equivale a que

u(z) = Re(T™'2) + Sy(T~'2) + T(T'2),

es soluciéon de Au = F(u).

Por lo tanto, hemos reducido el problema original de encontrar una soluciéon
no trivial de la ecuacién Au = F(u) al problema equivalente de hallar puntos
criticos de una funcién a = a(z) definida sobre el subespacio de dimensién finita

Z =PH C H, donde P = Z E)\ es la proyeccién sobre el espacio propio del

—B<A<B
operador autoadjunto A perteneciente a los autovalores en (—(,3). Aqui E) es

la resolvente espectral del operador A. Recuérdese que hemos asumido 5 & o(A).

Condensamos esta reduccion del problema variacional de dimensién finita en

el siguiente enunciado.
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Lema 3.9 FEuziste una funcion a € C*(Z, R) y una aplicacién de clase C' e in-
yectiva u : Z — H tal que u(z) C dom(A) e Im(u'(z)) C dom(A) para cada
z € Z, la cual goza de las siguientes propiedades.

i) Un elemento z € Z es punto critico de la funcion a, esto es a’(z) =0, si y
sdlo siu(z) es solucion de la ecuacion Au = F(u), vale decir, una solucion
T-periddica de la ecuacion Hamiltoneana (3.1).

i) La aplicacion u tiene la forma u(z) = z +v(z) con Pv(z) =0. Acd P es la
proyeccion sobre H.

iii) La funcion a estd dada por

a(2) = —f(u(2)) = {Au(=),u(z)) — B(u(2));
su derivada es globalmente Lipschitziana, continua y ademds satisface
d(z) = Az— PzF(u(z)) = Au(z) — F(u(z)),
a'(z) = (A=F'(u(2))) u'(z) = Alz — PzF'(u(z)) - u'(2).

iv) Si F es lineal, es decir F'(u) = Bu, donde B es una matriz simétrica inde-
pendiente del tiempo, entonces a'(z) = (A — B)z.

v) Si N es un espacio topoldgico, y si F : N x H — H es una aplicacion con-
tinua tal que, para cada o € N, la funcion F(o,-): H — H es un operador
potencial continuo que satisface (3.7), y la constante (3 es independiente de

o, entonces la correspondiente aplicacion u = u(o, z) es continua.

Prueba. La primera parte es una consecuencia directa del Lema 3.7.
A continuacion detallamos la segunda parte, la cual equivale a probar que la
ecuacion

Av(z) = (Ig — P)F(v(2) + 2)

tiene solucion v(z), donde v(z) = u(z) — z obedece Pv(z) = 0.
En efecto, por lo observado en la pagina anterior, se tiene

v(z) = u(z)—=z
= Ra(T'2) + Sy(T '),

para todo z € Z. Dado que (Rz(T7'2),Sy(T~'z)) € X X Y esta caracterizado

por las ecuaciones
ARz(T™'2) — P_.F(u(z)) = 0
ASy(T™'z) = PyF(u(z)) = 0,
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se infiere la cadena de igualdades
Av(z) = A[Rx(T 'z)+ Sy(T~'2)]
= ARxz(T 'z) + ASy(T '2)
— P_F(u(2)) + Py Flu(2))
= (Iy — P)F(v(z) + 2).

Conocido este hecho, aplicamos el operador proyeccion P = P, a v(z) para
lograr

Pv(z) = P[Rx(T ')+ Sy(T '2)] =0,

pues el rango de tanto R como de S caen fuera de Z.
Pasemos a la tercera parte. Probaremos ahora que para cada z € Z se obedece
a(z) = —g(T'2) = $(Au(z),u(z)) — ®(u(z)). Si ponemos

R'=(Rlx)':im(R)c X — X

STt=(Sly)':im(S)cY —Y,

entonces, por la relacién (3.11) obtenemos, para todo x € X tal que Rz pertenece

al dominio de A, lo siguiente:
lz||> = |R'Rz||> = (R ?Rz,Rx) = — (P '(A - a)Rx, Rx)
= —((A— a)Rz, Rx).
De igual manera, de (3.12) llegamos a
lyll> = 11S~1Syl|> = (S7%Sy,Sy) = (P;'(A — a)Sy, Sy)
= ((4—=a)5y,5y),

para todo y € Y tal que Sy pertenece al dominio de A. Finalmente de (3.13) se
logra
|z||> = |T7'Tz||> = ((A — )Tz Tz), paratodo z¢€ Z.

Consecuentemente, podemos desplegar
flxy,2) = % (Ill* = lyll* = 1211*) + T'(Rz + Sy + Tz)
[=((A = )Rz, Rx) — ((A — a)Sy, Sy) —
(A= )Tz, T2z)|+T'(Rx+ Sy+T%)
= —% (A(Rt + Sy+Tz),Re + Sy+Tz)+ T'(Rx + Sy +Tz)

N | —

(%
+§||Rx + Sy +Tz|*.
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para todo (x,y,z) € X XY x Z tal que Rx, Sy pertenecen al dominio de A.
Ahora la representacion aseverada de a(z) sigue de (3.16) y (3.17), y es

a(:) = SlAu(z)u(z)) — D(u(z).

Ahora calculemos la derivada, cual se obtiene a partir de (3.18) con la ayuda
de (3.14) de la siguiente manera

a(z) = [—T*I Og/ ° Tfl]( ) =-T"'[g(T"2)]

T 12) +TT '2)] -por (3.14)-

= P;Y(A - a)z — Fu(2) + ou(z) -por (3.13)-

Aplicando el operador proyeccion Py a la igualdad anterior, obtenemos la cadena
de igualdades

Pzd'(z) = P[P, (A—a)z— F(u(2)) + au(z)]

= Az —az— PzF(u(2)) + aPzu(z)

= Az—az— PzF(u(2)) +az

= Az — PzF(u(z)).
Si aprovechamos que como en a(z), el valor z pertenece por definiciéon a Z lo
mismo es valido para a'(z), de la igualdad Pza'(z) = d/(z) concluimos lo de-
seado. Si ademds recordamos Av(z) + PF(u(z)) = Fu(z) logramos la segunda
caracterizacion.

Para la segunda derivada, nos basamos en lo desarrollado al inicio. De
Av(z) = (I — P)F(u(z)) se logra

Av'(2) = (I = P)F'(u(2))u'(2),

lo cual equivale a poner

A(u'(2) = Iz) = F'(u(2)u'(z) = PF'(u(2))u'(2),

o lo que es lo mismo

Au'(2) — Alz = F'(u(2))u'(2) — PF'(u(2))u'(2).
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Reordenando llegamos a
Au'(2) — F'(u(2)u/(2) = Alz — PF'(u(2))u'(2).
Finalmente al derivar la caracterizacién de a’ se llega a
a’(z) = Au'(z) = F'(u(2))u'(2) = [A = F'(u(2))]v'(2).
Por lo expuesto atrds ésta expresion es igual a A|z — Pz F'(u(z))u/(2).
Para la cuarta parte se tiene
a'(z) = Az— PzF(u(2)) = Az — PzBu(z) -por hipdtesis-
= Az — BPju(z) = Az — Bz -por el Lema 3.3-,
y por tanto
a'(z) = (A - B)z.
Finalmente supongamos que NN es un espacio topélogico, y F': N x H — H
una aplicacién continua tal que, para cada ¢ € N, la funcién F(o,.) : H - H

satisface (3.17) (con @ independiente de o). Entonces, denotando por ®(o,.) el
potencial de F'(o,.), y definiendo f(o,.): X XY x Z — IR mediante

1
f(o,2,9,2) = S(llzl° = llyl* = 121*) + (o, Rz + Sy + T=),

segin el Lema 3.7, para cada (0,z) € N X Z, existe un tnico punto si-
la (z(o,2),y(0,2)) de f(o,.,.,2) : X xY — IR, de modo tal que se cumple
(z(.,.),y(.,.) € C(N x Z, X xY). Ademés,

(2(0,2),4(0,)) : Z — X x ¥
es globalmente Lipschitz, uniformemente con respecto a o € N. Sea

9(0,2) = f(o,(2(0,2),y(0, 2)), 2)
para todo (0,z) € N x Z. Entonces ¢(o,.) € C'(Z, IR) para cada o € N,
y Dag(o,.) : Z — Z es globalmente Lipschitz, uniformemente con respecto
a o € N. De este modo, z es un punto critico de g(o,.) si y solo si
Rx(o,2) + Sy(o,z) + Tz es una solucién de la ecuacién Au = F(o,u), donde
o€ N.

Por lo tanto la aplicacién u(o,.) : Z — Z es continua. u

En conclusion, mediante el Lema 3.9 las soluciones peridédicas requeridas de
(3.1) estdn en correspondencia uno a uno con los puntos criticos de la funcién a

definida sobre el espacio Z de dimension finita.
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3.4 Teoriade Morse para el Problema Reducido

A fin de encontrar los puntos criticos de la funcién a aplicamos la teoria de

Morse descrita en el Capitulo 2 al flujo gradiente del sistema
z=ad(z2), (3.19)

el cual, segin el Lema 3.9, estd bien definido (Ver también [7]). Primero mostramos
que el conjunto S de soluciones acotadas de (3.19) es compacto, siempre que las
suposiciones del Teorema 3.1 sean satisfechas. Recordemos que estamos asumien-
do, en adicion a ||D,.h(t,z)|| < 5, que nuestro campo vectorial hamiltoneano es

asintoticamente lineal, vale decir cumple
JD h(t,z) = JAx(t)x + o(||z|]) (3.20)

uniformemente en ¢, cuando ||z|| — oo, donde A, (t) = A (t + T) es un lazo

continuo de matrices simétricas.

Lema 3.10 Asumamos que se wverifica (3.20) y la ecuacion hamiltoneana lineal
& = JAx(t)x es no degenerada. Denotemos el indice de esta ultima por jso.
Entonces el conjunto S de soluciones acotadas de (3.19) es compacto, y tiene

indice del tipo homotopico de una esfera puntual S™> de dimension my,, es decir
: 1
ademds p(t, h(S)) = t™=.

Prueba. De acuerdo con el Teorema 1.1 existe una familia continua de lazos
B,(t), 0 < o <1, tal que B,(t +T) = B,(t) con la propiedad que 1 no es un
multiplicador de Floquet de & = JB,(t)x para todo 0 < o < 1, y que, parao = 1
se cumple By (t) = A (t) v, para o = 0, el lazo constante By(t) = Ay tiene indice
Joo = (AO)

Definamos la familia continua de operadores potencial F,, via

F,(u) = Bou+ o(F(u) — Asou), (3.21)

donde 0 < ¢ < 1y u € L*0,T;IR*™). Notemos que para ¢ = 1 se cumple
Fy(u) = F(u), mientras para ¢ = 0, se tiene Fy(u) = Apu. Ademads F, satisface
(3.7) para algun > 0 independiente del valor adoptado por o, y por lo tanto da

origen, por el Lema 3.9, a una familia continua de sistemas gradiente

z=al(z). (3.22)
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Con u = u(o, z) tenemos, por el Lema 3.9 (iii) y por (3.21), que se cumple
a,(z) = Au— F,(u) = (A — By)u — o(F(u) — Ax(u)). (3.23)

En el Lema 4 del Apéndice probamos que existen constantes A\ > 0y § > 0,
independientes de o, tal que

lag (2)[| = Allz]] =6, (3.24)

para z € Z.

Si S, denota el conjunto de soluciones acotadas de la ecuacién (3.22), entonces
la desigualdad (3.24) implica la existencia de un conjunto compacto K que con-
tiene a S, en su interior para todo o € [0, 1]. (Ver también Conley, C. [7], Seccién
I1.4.3.A). Por lo tanto K es una vecindad aislante para los conjuntos invariantes
aislados S, o € [0, 1], los cuales estan por lo tanto relacionados por continuacién.

Asi, por la invariancia del indice homotoépico, el indice homotépico de S, es
independiente de o € [0, 1], es decir, h(S,) = h(S).

Para 0 = 0, el campo vectorial a, viene dado, gracias al Lema 3.9 (iv), por

ag(z) = (A — Ap)=. (3.25)

Dado que 0 no pertenece al espectro de A — Ay (aplicar con A = 0 el Lema 3.3;
comparar también la discusién que antecede a la definicién de j(Ay), despeglada
en la Férmula (1.1)), el conjunto invariante aislado Sy del sistema (3.25) consiste
exactamente del punto de reposo hiperbdlico z = 0 del flujo definido por ay; de
aqui Sy = {0}. Pero el indice homotépico de un punto de reposo hiperbdlico es el
tipo homotdpico de una esfera puntual S™, cuya dimensién, m es igual al ndmero
de autovalores positivos de a; (Ver Conley, C. [7], Seccién 1.4.3).

Asi, el indice homotépico h(S;) de S es tipo [S™], donde m corresponde al
indice clésico de Morse positivo de (A — Ag)|Z; vale decir, m es la dimensién del
subespacio maximal Z, de Z para el cual (A — Ag)|Z es un operador positivo.
En efecto, denotado por j(Ay) el entero introducido en el Capitulo 1, los calculos
finales de la Seccién 3.2 respecto al ejemplo considerado permiten concluir
m = %dz’mZ — j(Ap). Poniendo j. = j(Ap), el Lema 3.10 queda probado. [ |

Consideremos en adelante una solucién periédica especial de la ecuaciéon (3.1),
es decir un punto de equilibrio xy del campo vectorial hamiltoneano, el cual por

simplicidad asumimos el origen; de modo que JD, h(t,0) = 0 para todo t € IR.
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Lema 3.11 Asumamos que zo(t) = 0 sea una solucion periddica no degenerada
de la ecuacion (3.1) con indice jo € Z. Entonces el correspondiente punto critico
20 =0 € Z de a, por si solo, constituye un conjunto invariante aislado cuyo indice

viene dado por
X 1
h({z0}) = [9™)], donde my= 5 dim Z — jo,

y por lo tanto p(t,h({z0})) = t"°.

Prueba. Gracias al Teorema 1.1 existe una deformacion peridédica B, que
conecta el lazo de matrices Ag(t) = Bj(t) con un lazo constante By(t) = Ay
para el cual el indice estd dado por j(A;) = jo. Por definicién, no existe un
multiplicador Floquet igual 1 para el sistema lineal © = JB,(t)z, si 0 € [0,1].
Definimos la familia F,, de operadores potencial por:

F,(u) = By(u) + o(F(u) — Agu).

Entonces Fi(u) = F(u) y Fo(u) = Aju, donde los operadores B,, A1y Ag € L(H)

son definidos como en (3.6) por medio de las matrices correspondientes. El

operador F, satisface un estimado idéntico al presentado en (3.7) para o € [0, 1]

con una constante ( independiente de o, y por el Lema 3.9, da origen una familia

al. de sistemas gradiente sobre Z con la correspondiente familia u(c, z), tal que
/

a (0) = 0y u(o,0) = 0 para o € [0,1]. Explicitamente tenemos u = u(o, 2),

al(z) = (A — By)u — o(F(u) — Apu). Como en la prueba del Lema 3.10, aparece
un A > 0 tal que, para ¢ € [0,1], ain se cumple [(A — B,)u| > A|u| para
u € dom A = D. Ademds, como F(0) = 0y F'(0) = Ay € L(H), tenemos
F(u) — Apu = o||u]|]) cuando ||u|]] — 0 en H. A partir de |u(o,z)| > |z|
concluimos que existe ¢ > 0, independiente de o, tal que si |z| < e, entonces
lal(2)] > A|z|. Por consiguiente z = 0 es un punto critico aislado para cada
o € [0,1] y por lo tanto, un conjunto invariante aislado del correspondiente flujo
gradiente asociado. Nosotros vemos, como en la prueba del Lema 3.11, que el
indice de este conjunto invariante aislado no depende de o € [0,1] y también es
el indice del punto critico de al (z) para o = 0, funcién que por el Lema 3.9 (iv),
viene dada por a/ (z) = (A— A;)z. Dado que 0 no pertenece al espectro de A— Ay,
el punto critico z = 0 es hiperbdlico y por lo tanto su indice es de tipo homotodpico
de una esfera puntual de dimensién mg = % dim Z — jo, con jo = j(Ao). [ |
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Lema 3.12 Sea x(t) una solucion T-periddica no degenerada de la ecuacion
hamiltoneana (3.1) con indice j. Entonces zy, el correspondiente punto critico
de la funcional a sobre el espacio de lazos Z es un conjunto invariante aislado; su
indice estd dado por

h{z}) =[S™], donde m = % dim Z — j,

por lo tanto p(t,h({z0})) = t™. Ademds, el signo del Hessiano de a en zy es igual
a 2j. El grado local de a’' en una vecindad de zy es igual a (—1)"".

Prueba. Sea z; el punto critico de a, correspondiente a la solucién periddica
xo(t), tal que u(zo)(t) = zo(t), y hagamos ug = u(zp). Por el Lema 3.9 tenemos
a"(z0) = (A — F'(up))u'(20), donde F'(ug) € L(H) estd definida por la matriz
D,.h(t,x¢(t)). Debido a la no degeneracién de la solucién periédica tenemos, el
estimado (A — F'(ug))u| > A|u| para u € dom A. Ademas, como u(z) = z+v(z)

con Pv(z) =0, concluimos

[/ (20)C1* = ICI* + [V (20)¢1* = [C]°

para cada ¢ € Z, y por lo tanto |a”(z)(| > A|¢| para todo ¢ € Z. De todo ello
deducimos que zy es un punto critico aislado.
Para determinar su indice reducimos el problema a la situaciéon de los lemas

previos y definimos, la familia de operadores potencial
Fy(u) = F(u+ ouy) — aF(up), (3.26)

los cuales contintan sujetos a (3.7) para o € [0, 1].

Claramente se cumple Fy(u) = F(u) y Fi(u) = F(u + uy) — F(up), asi como
Fi(0) =0y F/(0) = F'(up). Hagamos v, = (1 — o)ug. Ahora probaremos la
igualdad

Av, = F,(vg). (3.27)

En efecto, como ug es una solucién periddica, satisface Aug = F'(ug) y por lo
tanto tenemos Av, = A(1 — o)ug = (1 — 0)Aug = (1 — o) F(up).
El miembro derecho de (3.26) puede ser reescrito cual

F,(v,) = F(vs+oug) —oF(ug) = F(ug— oug+oug) — o F(ug) = F(up) — o F(up);

de donde, junto con lo desarrollado en el parrafo anterior, se llega a (3.27).
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Denotemos por a, v u, la familia de funcionales y aplicaciones presentes en la
férmula (3.26). Virtud al Lema 3.9 existe, para cada v, como en (3.27), un tnico
punto critico z, de a, tal que

vy = u(o, 2,).

Ahora comprobemos que los puntos criticos z, son aislados. Puesto que

F!(vy) = F'(up), tenemos, para el Hessiano de a, en el punto z,, la igualdad
ay(25) = (A = F'(uo))uy (25).

Por tal motivo, para o € [0, 1], el estimado |a/(z,)(| > A|¢| se mantiene intacto
para todo ¢ € Z y para algin A > 0 independiente de 0. Por consiguiente los
conjuntos invariantes aislados S, = {z,}, asociados con a,, estdn relacionados
por continuacién, y asi h({z,}) es independiente de oy por lo tanto igual
al indice del punto critico z; = 0 del flujo correspondiente al parametro
o =1. Este fluyjo es definido por da/(z) en el problema Au = G(u), donde
G(u) = F(u+up) — F(up). Dado que se cumple G(0) =0y G'(0) = F'(up), el
problema queda reducido a la prueba de los lemas previos, donde en este momento
Ap(t) es reemplazado por D, h(t,zo(t)), vy zo(t) es la solucién periddica.

La primera expresién ahora se sigue por una nueva deformacién del gradiente
a) al sistema lineal (A — A;)(z) para algin lazo constante con indice dado por
J(A1) = J.

Para probar la segunda mitad del lema observamos, por definiciéon del espacio
Z y por el Lema 2.1 de Conley Zendher [7], la igualdad dim Z = 2n + 4l para
algin entero positivo [.

Por lo tanto, para alguna vecindad abierta U de zj, se cumple
grad (d'(z),U,0) = sign(det a"(z)) = (=1)"* m

En conclusién, el Lema 3.12 permite establecer un paralelo entre el indice de
una solucién periédica no degenerada de la ecuacién (3.1) y el indice del punto
critico correspondiente del flujo gradiente sobre el espacio de lazos (funciones).

3.5 Prueba del Teorema 3.1

Al poner d = % dim Z, resulta que d es un entero pues dim Z es par. Sea

S el conjunto de érbitas acotadas del flujo gradiente 2 = Va(z), el cual consiste
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de puntos criticos de a y de conecciones entre ellos. Por el Lema 3.9, los puntos
criticos estan en correspondencia uno a uno con las soluciones periddicas de la
ecuacion hamiltoneana (3.1).

Por el Lema 3.10 el conjunto invariante S C Z es compacto y de tipo ho-
motépico h(S) = [S™=] con me = d— juo. Este no es el indice del conjunto vacio,
pues tal corresponde al de un espacio puntual de un punto y de aqui que tenga
indice del tipo homotépico [({p},p)] para un punto arbitrario p. Por lo tanto
concluimos S # ). Ya que el conjunto w-limite de drbitas acotadas de un sistema
gradiente consiste de puntos criticos, se infiere que la funcién a posee al menos un
punto critico y consecuentemente la ecuaciéon hamiltoneana admite al menos una
solucién T-periddica.

Si la 6rbita periddica encontrada arriba es no degenerada, a ella, por el Teorema
1.1, le corresponde un indice, denotado por j € Z. Por el Lema 3.12, el corres-
pondiente punto critico z de a es entonces un conjunto invariante aislado de indice
h({z}) = [S™], donde m = d — j. Asumamos que z es el tnico punto critico de
a; entonces S = {z} puesto que estamos tratando con un sistema gradiente y, por
lo tanto, h(S) = [S™], el cual, por otra parte, es igual a [S™=] y en consecuencia
m = M.

Por lo tanto, cuando j # j. (y por consiguiente m # me,) debe aparecer méas
de un punto critico para a.

Asumamos ahora que el sistema hamiltoneano posee dos orbitas peridédicas no
degeneradas de indices j; v jo. Ahora probaremos que hay al menos una tercera.

En efecto, de no ser ese el caso, el conjunto invariante aislado S contendria
exactamente dos puntos criticos aislados z; y 2, con idices h({z}) = [S™],
my = d — ji, y h({z}) = [S™], my = d — jo. Si nosotros los rotulamos de
modo que a(z;) < a(z), entonces (z1,29) es una ordenada admisible de una
descomposicion de Morse de S. Del Teorema 2.4 concluimos la identidad

p(t, h({z1})) + p(t, h({z2})) = p(t, h(S)) + (L + 8)Q(2),
lo cual, por el Lema 3.12, conduce a la identidad
4T = 4 (1 4+1)Q(1).

Al hacer t = 1 obtenemos la ecuacién 2 = 1 + 2Q(1) la cual es incompatible con
el hecho de que Q(t) tenga coeficientes enteros. Asi, debemos tener al menos tres
puntos criticos para a.

Asumamos por ultimo que todas las soluciones periddicas son no de-
generadas y denotemos sus respectivos indices por ji. Ellas corresponden a los
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puntos criticos de a, los cuales son aislados. Al ser S compacto, hay una canti-
dad limitada de ellos, es decir (z1, 29, . .., 2,). Ahora los ordenamos de modo que
a(z) < a(z;) sii < j. Entonces (21, 22, ..., 2,) es una ordenada admisible de una
descomposicion de Morse de S, y por el Teorema 2.4 y Lema 3.10 se tiene

S plts (=) = £ + (14 HQ(0),

con My, = d — Joo. Por suposicion, las soluciones periddicas son no degeneradas;
por consiguiente, debido al Lema 3.12, conocemos la igualdad p(t, h(z)) = t™*,

donde my = d — ji, y de ese modo

y asi, después de multiplicar por t~¢, donde d = % dim Z, arribamos a la identidad
del Teorema 3.1 parte b). Los detalles se desprenden de las relaciones

FIS = (4 0Q(),

n

D ot = gmemd oy 1741 4 £)Qu(t),
k=1

ot = e 1+ 5)Qu(t).
k=1
De este modo se concluye la existencia de al menos una solucién periédica de
indice j. (Recuérdese del Teorema 2.4 que los coeficientes de Q(t) son enteros
no negativos)
Por dltimo, hacemos ¢ = 1 para obtener m = 1+ 2Q(1). Asi el nimero de
soluciones periddicas es impar como habiamos adelantado en el enunciado del

Teorema 3.1. [ ]
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Apéndice

Definicién 1 Sean H un espacio de Hilbert, p € R vy M : H - H
una funcién continua.  Decimos que M es p—mondétona si satisface
(M(u) — M(v),u —v) > p || u—uv|? para cada u,v € M. Si p > 0, diremos que
M es fuertemente mondtona.

La trascendencia de los operadores p—mondtonos se aprecia en el Teorema 1,
que es una generalizacién del conocido teorema de Lax - Milgram para oper-
adores lineales y continuos. A continuacion presentamos algunos lemas.

Lema 1.- Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, r > 0 y A un operador
continuo de V' en V. Entonces, existe u, € B(r) tal que para todo v € B(r), se
cumple la relacion (Au,,v—u,) < 0. En particular si ||u.|| < r entonces Au, = 0.

Prueba. Sea II, la proyeccion radial sobre la bola B(r), definida por

x , sz <,
II,(x) =
r—— , caso contrario.
[l

Obviamente esta funcién es continua y por lo tanto la composicién II,. o (A + Id)
definida sobre B(r) es también una funcién continua que lleva B(r) en si mismo.
Por el teorema del punto fijo de Brouwer, ésta admite un punto fijo u,, es decir,
que satisface u, = II.(A + Id)u,.

Notemos que si (A + Id)u, € B(r) entonces u, = Au, +u, y de aqui Au, = 0.
De lo contrario ||u,|| =7y (A+ Id)u, = Au, con A > 1. Asi,

(Aup, v —up) = (Aup + up — Uy, v — ) = (A= Dy, v — )
= (A= D{up,v—u,) = A= 1)({up,v) —1*) <0

7
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pues A > 1y v € B(r). u

Teorema 1.- Sea H un espacio de Hilbert y M un operador continuo de H en
H. Supongamos que existe p > 0 tal que M es p—mondtona. Dado f € H, existe
un unico u € H tal que Mu = f.

Prueba: Primero observemos que si V' C H es finito dimensional y si existe
uy € V tal que (f — Muy,v —uy) = (Ily(f — Muy),v — uy) = 0, para todo
2||f1l

v € V, entonces ||uy || estd acotado por + K, donde K es una constante, y

por lo tanto, es independiente del espacio V.

Ahora, sea V; C V5 C ... una sucesion creciente de espacios de dimensién
—_— 2
finita tales que |JV,, = H. Asi, en cada V; existe u; con ||u;] < 271 + K tal
p

que si v € V;, se tiene (f — Mu;,v — u;) < 0. La sucesién u; es acotada y por
lo tanto se puede extraer una subsucesion débilmente convergente u; — u. Asi
(f — Mu,v—u) <0 parav € |JV,. Pero como [JV,, es denso en H, el resultado
se cumple para todo v € H.

Ahora, si hacemos v = u + w y despejamos v = u — w, se sigue
(f — Mu,w) = 0 para todo w € H y por lo tanto, Mu = f. La unicidad se
desprende de la monotocidad fuerte de M. [ ]

Para funciones diferenciables definidas sobre un espacio de Hilbert arbitrario
a IR, presentamos una caracterizacion de convexidad.

Sea g una funcion de H en IR. Diremos que g es convexa siempre que se
cumpla

9(v) = g(u) + (Dg(u),v — u) (1)
para cadauy v € H.
Definicién 2 Sea H un espacio de Hilbert y p € IR. Una funcién f de H en
IR se llama p—convexa si la funcién u — f(u) — 5||ul[* es convexa en el sentido
anterior.
Lema 2.- Sea f: H — IR una funcion diferenciable.

i) La funcion f es p—conveza si y solo si Df es p—mondtona.

11)Si f es p—convexa y p > 0 entonces [ es conveza.
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Prueba: Probemos la primera parte. Teniendo en cuenta la definicién, decir que
f es p—convexa es lo mismo que afirmar que g(u) = f(u) — §[|u||* es convexa.
Notemos primeramente la igualdad Dg(u) = Df(u) — pu. Por ser g convexa, se
cumple (1). Usando dos veces esta relacion y la definicién de g, podemos obtener

las dos desigualdades

(Df(u),u—wv) > f(u) = f(v) + g(Hvll2 — [lull®) + (pu,u — v)
(=Df(v),u—v) > f(v) = fu) — g(Hvll2 — [lull?) = (pv,u —v),
de donde sumando miembro a miembro se obtiene

(Df(u) = Df(v),u—v) > pllu—vlf*.

Es decir, D f es p—mondtona. El reciproco es analogo.
Analizemos ahora con la segunda parte. Como f es p—convexa,

g(u) = f(u) — &||ul|* es convexa. Reescribiendo la relacién (1) en términos de f

se obtiene
F0) = @) +Elll? = Slul? + (Df(w), v —w) = {pu,v - u)
> )+ (D), = u) + Eflell” + Eflul” = plu,v)
= f(u) + (Df(w),v—u)+ S fu—v|?
> f(u) +(Df(u),v =),
y por lo tanto, f es convexa. n

Definicién 3 Sean X e Y dos espacios de Hilbert. Una funcién & : X x Y — IR

se llama concava-convexa si
i) Para cada y € Y, la funcién ®(.,y) : X — IR es convexa.
ii) Para cada x € X la funcién —®(x,.) : Y — IR es convexa.

Un punto (Z,7) se llama punto de silla de ® si se cumple
(z,y) < (z,9) < ®(z,7)

sean cual fueran x € X, y € Y.
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Lema 3.- Sea ® : X x Y — IR una funcion diferenciable concava-conveza.

i) El par (z,y) es un punto silla de ® siy sélo si
D(I)(J_Z, g) = (qu)(ja y)> D2(I)(:E> g)) =0.
ii) La funcion T : X xY — X XY definida por

T(I7y) = (qu)(l’,y), —D2CI)((L',y)) + p(xvy)

es p—mondotona.

Prueba: Por ser (Z,y) un punto de silla de &, la aplicaciéon céncava
y — ®(Z,y) asume su maximo en y. Y por dicho motivo se cumple
Dy®(z,y) = 0. Del mismo modo, la aplicacién convexa z — &®(z,y) tiene un
minimo en z, de donde se obtiene D;®(z,y) = 0.

Por otro lado, por ser convexas las aplicaciones y — —®(z,y) y z — ®(x,7),

se tienen las siguientes relaciones,

ademas de

Por lo tanto, si (D1®(z,y), D2®(Z,y) = 0, se obtiene
o(z,y) < 0(z,7) < O(z, 7).

Detallamos ahora la prueba de la segunda parte. La convexidad de ®(.,y)
y —®(z,.) para cada y € Y y cada z € X, por separado, permite deducir las
siguientes desigualdades,

v

(x1,y1) + (D1®(21,41), 22 — 21),
(22, y2) + (D1®(22,42), 71 — T2),
—@(z1,y1) + (=D2®(1,91), Y2 — Y1),
— (22, 92) + (= D2®(22,52), Y1 — ¥2),

Vv

K
~—~~ I~
8
[y
<
DN
~— o ~—r
Vv

v

de las cuales, al sumar miembro a miembro se obtiene

0> (D1®(z1,y1) — D1®(22,y2), 22 — 1) + (—D2® (21, y1) + D2P (2, y2), Y1 — Y2),
o equivalentemente

(D1®(x1,y1) — D1®(22,¥2), ©1 — T2) + (—Da® (21, 41) + Da®(22,92), y1 — y2) > 0.

30
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De este modo se logra

(T(x1,y1) — T(22,92), (21, 91) — (¥2,92)) =

= (D1®(x1,91) — D1®(22,y2) + pr1 — pTo, 21 — T2)+
(=D2®(z1,y1) + Da®(x2,92) + py1 — py2, 1 — ¥2)
= (D1®(21,91) — D1®(x2,y2), 21 — x2) + pllay — 2>+
+(=Da®(z1,91) + Da®(x9,92), y1 — 2) + pllyr — val?
> pll(1,91) — (2, 92) I
desigualdades que permiten concluir que 7" es p—mondtona. ]
Consideremos la siguiente hipotesis concerniente al comportamiento asintético

del operador F' cerca del infinito. (Ver Capitulo 3).
Supongamos existe un operador simétrico B tal que

O-(B)C[Oéaﬁ] y OQ/O-(A_B>7

y constantes § > 0y 0 < roo < min{|A|: A € 6(A — B)} sujeto a

1F(u) = Bul| < rooflull +9, (2)

para todo v en H.
Obviamente, la condicién 0 ¢ (A — B) es mds bién una condicién de no
resonancia. Ademas, como B es simétrico y acotado, A — B es autoadjunto. Por

lo tanto
min{|A[: A € o(A - B)} = [[(A—-B)7'|7, (3)

donde la restriccion
Too < min{|A| : A € 0(A— B)}

es equivalente a la condicién
Tool|(A = B)7H| < 1. (4)

Recordemos que F' es asintéticamente lineal si existe un operador al que llamar
F'(c0) tal que

1F'(w) — F*(c0)ull _
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Entonces F’(00) estd unicamente determinada, y es llamada la derivada de F' en

el infinito.

A continuacién enunciamos una consecuencia importante de la hipétesis (2).

Lema 4.-5i se cumple la hipdtesis (2) entonces
la'(2)[| = Allz]] =6,

para todo z € Z. Donde A = |[(A— B)™}||7! —ro > 0.
Prueba: De (4), se tiene A > 0.

a'(z) = Au(z) — F(u(z)) = (A — B)u(z) — (F — B)(u(z)) -Lema 3.9-
y la condicién (2) implica

la’() = (A= B)u(2)|| = [I(F = B)(u(2))]
> [[(A=B) I u()]l = recllu()ll - 0

> )
= Ju()lIA—-B) ™ —re) =0
= Alu(z)] =9,

ahora por la ortogonalidad y de la relacién (3.17) obtenemos

= A|z]| - &. -
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