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Introduccion

La teoria de Floquet estudia las soluciones de una ecuacién diferencial no
auténoma del tipo 2’ = A(t)x, donde A(t) es una funcién matricial continua,
de periédo T' > 0 (T'—periédica) y mediante un cambio de variable conveniente
transforma la ecuacién original en un sistema lineal[9, 3]; de este modo se
reduce la dificultad del problema y es posible obtener alguna informacién sobre
la estabilidad de las soluciones por medio del teorema de Hartman—Grobman,
segun el cual el comportamiento cualitativo de la ecuacién diferencial y la
de su parte lineal son localmente equivalentes cuando en la matriz jacobiana,
todos sus autovalores tienen la parte real distinta de cero. Pero jqué sucede
cuando algin autovalor es imaginario puro, como en el sistema diferencial
' = —y, y = x, donde sus soluciones llenan el plano con circunferencias
concéntricas, centradas en el origen? Por ejemplo, la expansion de una
aplicacién de Poincaré para una pertubacién sin parte lineal de 2’ = —y, ¢/ =«
permite ver que el origen o bien es un foco debil o continia siendo un centro.
Sin embargo, nos gustaria saber si después de una pertubacion particular de
¥’ = —y, y' = x es posible encontrar una érbita periddica aislada (ciclo limite).
En otras palabras, se estudiara la bifurcaciéon de un centro para entender si
el comportamiento de las soluciones cambian drasticamente con respecto a
las soluciones del sistema sin perturbar y acotar el nimero de ciclos limites,
pequenos que aparecen en la perturbacién. En este trabajo se usa la teoria
del promedio (Averaging Theory), cldsica y la mas reciente variante que usa el
grado de Brouwer. La teoria del promedio via el grado de Brouwer, [1] relaciona
el nimero de soluciones T'—peridédicas de un sistema diferencial, cuyo campo
de vectores depende de un parametro pequeno € > 0, y el nimero de ceros de
una funcion a la que se denomina funcién promedio o funcién de bifurcacién.
De este modo, el problema de acotar las soluciones T'—periddicas se reduce a

estudiar los ceros de alguna funcién entre espacios euclidianos.
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presentai algunos CONCEpPtos preliminares, COIO por ejemplo e
existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, los sistemas
lineales de dos dimensiones, el mencionado teorema de Hartman-Grobman
y el teorema de Poincaré-Bendixson que brinda una clasificacién de muchos
conjuntos a—limite y w—limite, en el plano.

El capitulo dos empieza con un resumen de la teoria de Floquet, seguido
de la version clasica de la teoria del promedio que usa conceptos como funcién
orden y los simbolos de Landau: o y O, [12]. Este segundo capitulo incluye
una breve introduccién del concepto de grado para funciones en espacios de
dimensién finita, el cual se usa para probar el teorema del promedio via el
grado de Brouwer [1], y concluye con una aplicacién de la teoria del promedio
para sistemas auténomos en el plano.

El capitulo tres comienza con el teorema de reduccién de Lyapunov—
Schmidt que permite obtener el clasico teorema del promedio como el corolario
de un resultado general y presenta una perturbacién de los sistemas que
admiten un centro isécrono. Este capitulo termina con algunas aplicaciones
como la bifurcacion de Hopf (cero) del sistema de Michelson y el ntimero
de orbitas peridédicas para la ecuacién diferencial de tercer grado de tipo

" — pz" + ' — pxr = eF(z, ', 2").
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se desarrollan los teoremas basicos de las
ecuaciones diferenciales ordinarias. Por linealizacion y cuando sea
posible se compara el sistema diferencial con el sistema lineal asociado.
Se presenta el teorema del flujo tubular que permite entender el
comportamiento de las soluciones cerca de los puntos regulares. La
ultima seccién incluye el teorema de Poincare-Bendixon que clasifica los
conjuntos « y w—Iimite en el plano; en la demostracion de éste teorema
es fundamental el clasico teorema de la curva de Jordan. [3, 4, 19, 18].

1.1 Definiciones y Notaciones

1.1. Se consideran ecuaciones diferenciales de la forma

= f(tv Z‘),
dx

donde 2" = % indica la derivada de x con respecto a t,— por lo general, ¢ se
relaciona con el tiempo.— La funcion f : 2 C RxR™ — R” se asume continua,
para garantizar la existencia de la soluciéon que es una funcién diferenciable

R >t — z(t) € R" tal que

d
580 = f(t,2(1)), (1.1)

para todo t en el dominio de x. Para obtener la unicidad de la solucién es
necesario que f sea localmente Lipschitz con respecto a la segunda variable.
Cuando se fija [tg — a,tp + a] x D con a > 0 y D abierto, se dice que f es
de Lipschitz con respecto a la segunda variable si existe una constante

L >0 que depende de [ty — a,ty + a] x D tal que:
| f(t,x1) — f(t,z2) |[< L || xy — 22 || porcada zy,29 € D.

L > 0 es la constante de Lipschitz de f en [ty — a,to + a] x D.

3
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para cada @ > Uy T X0, T KT, L — Lo
[to—a,to+a] x B(xg,r) C Q siempre existe L > 0, una constante de Lipschitz de
fen [to—a,to+a] x B(xg, 7). En efecto, como f es continuamente diferenciable
existe L > 0 tal que la norma de la derivada |f’(z)] < L. Por la desigualdad
del valor medio [23, Pg. 237] se obtiene

1 f@ ) = fity) IS Lz =yl

para todo (t, ), (t,y) € [to—a,to+a] x B(zo,). Por lo tanto, f es de Lipschitz

con respecto a la segunda variable en [tg — a,to + a] X B(zq,7).

Teorema 1.3. (Ezistencia y unicidad) Sea f : Q@ — R™ una funcion continua
definida en un abierto 2 C R x R". Dadas las constantes a > 0 y d > 0 se

define el siguiente problema de valor inicial:
¥ =f(t,z), =x(th) = (1.2)

con |t —to] < a y B(wo,d) tal que [ty — a,to + a] x B(xe,d) C Q. Si ddemas

f(t, x) satisface las siguientes condiciones:
(a) f(t,7) es continua en G = [ty — a,ty + a] x B(xg,d) C Q.
(b) f(t,z) es de Lipschitz con respecto a la sequnda variable en G.

Entonces (1.2) tiene una tnica solucion' definida cuando |t — to] < inf(a, L),

donde M = Sup{|f(t,z)|; (t,x) € G} y cuya imagen estd en G.

Idea de la demostracion. A partir de (1.1), no es dificil ver que resolver (1.2)

es equivalente a encontrar una funcién x(t) para la cual se cumple

x(t) = xo + /ttf(s,x(s))ds.
0
La prueba usa C([ty — a, t + a}, B(xo, d)), el espacio de las funciones continuas
{f : [to — a, to + a] — B(wg, d); fes continua},
con la distancia

d(g,h) =sup{|g(t) — h(t)|,t € [to — a,to + a]}.

Solucién tnica: Por cada z¢ pasa una tinica curva, imagen de una solucién de (1.2).

4
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sucesion aucny en este espaclo €s convergente). Se considera la aplicaclon

F:C(to — a,to + a], B(xg,d)) — C([to — a,to + a], B(xg,d)) definida como:

H@®=%+[f@wm-

La demostracion consistird en dar un punto fijo para F'. Esto es posible pues

para n, grande la composicién F™ es una contraccién?. [19, Pg. 13] O

Ejemplo 1.4. La ecuacion diferencial

satisface las condiciones de 1.1 (vea el Ejemplo 1.2). Por cada z, € R, esta

ecuacion induce el problema de valor inicial
' =2, 2(0) =z

cuya solucién:

Zo
t =: o(t R xR
— T o(t,z) € R x

es unica y satisface ¢(0,2) = z. Si xyp > 0 la solucién tnica correspondiente

existe en el intervalo I(tg, 79) = (—o0,75'). Observe que
|p(t, 0)| — oo cuando t — x5

Teorema 1.5. (Soluciones mazximales) Sea f continua en el abierto Q@ C

R x R™. Suponga que por (ty,xo) € Q exista una inica solucion de

t = f(tv I)v x(tO) = To, (13)

definida en un intervalo abierto I = I(tg,z0)>. Si (tg,z0) € 0 entonces
existe una tunica solucion ¢ = (t,xg,ty) de (1.3) definida en un intervalo
M (to, zo) = (w_(to, z0),w(to, x0)) tal que toda solucion v de (1.3) definida en
I satisface I C M(tg, xo) y ¥ = @|r (la restriccion de ¢ al intervalo I ).

2F : X — X es una contraccién en un espacio métrico X, si existe una constante A < 1
tal que
d(F(z), F(y)) < Ad(z,y)
para cada x, y en X, donde d es la métrica en X.
3Vea el Teorema 1.3. Por ejemplo si f es localmente lipschitziana ésta condicién es

satisfecha.
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definicion de alguna SOIucClon 3. » se demne Q(r) : :
esta definicion no depende de la solucién usada, . En efecto, el conjunto
C = {t € Ly, N Ly (t) = ¢a(t)} es abierto en I, N I, pues para todo ¢,
I(t',¢1(¢')) € C. También es cerrado en Iy, NIy, ya que C'= (1) — 1y)~(0).
Como Iy, N1y, es conexo entonces I, NIy, = C. Por lo tanto, la definicién de

© no depende de la solucion v usada. O

1.6. Se llama soluciéon maximal de

¥ = f(t,x) (1.4)

a toda solucién ¢ definida en (w_, w, ), el intervalo méximal de ¢. Esto significa
que si 9 es otra solucién en un intervalo J con (w_,wy) C Jy ¢ = ¢|(w_,w,),
entonces (w_,w;) = J. En otras palabras ¢ es solucién maximal cuando no

admite una extension a otra solucién.

Corolario 1.7. Sea f: Q C R xR" — R" una funcion. Si ¢ es una solucion
mazximal de (1.4), definida en (w_,wy). Entonces la aplicacion g(t) = (t, p(t))
tiende a 02 cuando t — wy. Es decir, por cada compacto K C ) existe una

vecindad V' de wt tal que g(t) ¢ K para todo t € V.

Demostracion. Aqui solo se demuestra para el caso asociado a wy. Suponga
que para algin compacto K existe una sucesiéon ¢, — wy con g(t,) € K.
En consecuencia, existe una subsucesién de t,, tal que g(¢/,) converge. Para
(to,mo) = (wy,m) = nh_)Ilolog(t;L) € K considere a > 0y d > 0 tal que
G = [to—a, to+a|x B(xg,d) C Q. Ahora defina la vecindad V' = [tg—a, to+a] X
B(xg,d) C G con 0 < o < inf{a, £} y M = sup{|f(t,z)| : (¢t,z) € G} (como
en el Teorema 1.3). Sea Vi = I,/3(to) X Bass(xo), Lass(to) = (to—a/3,to+a/3).
Para todo (t1,x1) € V; existe una solucién definida en I, (1) con 0 < a; <
inf{%, 4} En efecto, aplicando el Teorema 1.3 al punto (¢, ;) de vecindad
V' = I,,(t1) X Bq,(x1), dy = %% contenida en V encontramos una solucién
pasando por (t1,21) definida para todo t € I,,(¢1). Tomando t; = ¢ con
n suficientemente grande de modo que g(#,) € Vi tenemos que ¢ puede ser

prolongada hasta t;, + § >ty = wy, lo que es una contradiccion. O

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_:_\éel_l}g}\mn

DEL PERU

maxima ¢ cuando W4, aun cuando wi . Por ejemplo:
cos (1/t
x’:—i( /), t>0
t2

que tiene como solucién maxima la funcién

1
(0,400) >t sin(=) e R, ¢ >0

~

Teorema 1.9. (Gronwall) Sean o, ¢, : [a,b] — (0,00) funciones continuas

ya<b SiaesClconad(t) >0y ademds

entonces:

para todo t € |a, b].

Idea de la demostracion. Si se supone que «(a) > 0, entonces se tiene que

a(t) > a(a) > 0 en el intervalo [a, b]. Pasando a dividir se tiene:

<1

—_ I

o(1)
alt) + / (5)$(s)ds

multiplicando por (t) a ambos lados, sumando y restando o/(t) en el
numerador del lado izquierdo de la desigualdad y utilizando la estimacién

dada como hipotesis e integrando se obtiene:

In(a(t) +/ Y(s)p(s)ds) — In(afa)) < / P(s)ds + In(a(t)) — In(a(a)).

Se concluye usando la exponencial a ambos lados. [3, Pg. 147]. O

1.1.1 Ecuaciones autéonomas

1.10. Una ecuacion auténoma no involucra la variable ¢, es decir

¥ = f(x). (1.5)

Usualmente, la aplicacion f = (f1, ..., f,) se identifica con

Tesis publicada con autorizacién del autor
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Sy SOlO sl @' (L), su vector velocidad
©(t). Las soluciones pueden no estar definidas para todo t € R pero es posible
reparametrizarlas al multiplicar por una funcién positiva a f(z). Se obtiene un
vector paralelo con la misma direccion y orientaciéon de forma que la solucion
estarda definida en todo R, Lema 1.11. Si este es el caso, cada solucién es

llamada completa. La ecuacién (1.5) induce el problema de valor inicial

7' = f(x), x(0) = xo, (1.6)

para el cual se pregunta jcémo se comportan las soluciones de (1.6) cuyos
valores iniciales estan cerca, es decir cuando tales valores se eligen dentro de
una determinada B(xg,0)? Sucede que las soluciones dependen continuamente
de la condicion inicial y se puede encontrar un estimativa de la variaciéon, tal

como se describe en el Teorema 1.13.

Lema 1.11. Si en (1.5) f de clase C' entonces la ecuacion diferencial

1
REENTIEE |f(x)|2f(93) (1.7)

también estd definido en R™ y cada solucion es completa.

:L,I

Demostracion. La funcién f es C! y estd definida en R™. Si ¢ es una solucién

maximal con valor inicial ¢(0) = xzy, entonces se tiene:

p(t) = ¢(0) + /Ot ! |2f(g0(s))ds.

1+ 1£((s))

fp(t))
L+ |f(p(@))]?

()] < [o| + 1.

Por la desigualdad triangular y | < 1, se cumple

Se concluye por el Corolario 1.7 que ¢(t) esta definida en todo R. O
Observacién 1.12. Las imagenes de las soluciones maximales dadas por (1.5)

y (1.7) son iguales cuando se intersectan (i.e. definen la misma curva).

Teorema 1.13. Sea U C R"™ un abierto, xg € U y f € CYU). Si (1.6)
tiene una solucion definida en |a,b] entonces existe 6 > 0 y K > 0 tal que

y € B(xg,0) implica que

o= f(x), =(0)=y (1.8)
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lo(t, y) — (t, )| < |y — zole™,

ademdas

lim o(t,y) = @(t,x0), uniformemente, Vt € [a,b] (1.9)

Yy—xo
Demostracion. Como [a, b] es compacto y t — ¢(t, x) es continua, el conjunto
{z e R": 2z = ¢(t,x9) y a <t < b} es un compacto del abierto U. Ademas,

existe € > 0 tal que el conjunto compacto
A={z eR": |z —p(t,z))| <eya<t<b} CU.

Como f € CYU) entonces por el Ejemplo 1.2 f es localmente Lipschitz
en U y puesto que A C U es compacto f es lipschitziana en A. (i. e

0 < K <sup,ey||Df(2)]]). Se toma § > 0 tal que
0<e y 0< o e (1.10)
donde K > 0 es la constante de Lipschitz de f en A. Asi, se cumple:

(a) Siy € B(xp,0) y ¢(t,y) es la solucién de (1.8), definida en su intervalo

maximal («, 3) entonces [a, b] C (a, 3)

Demostracion de (a). Si B < b, se afirma que ¢(t,y) € A para todo t € (a, ).
De lo contrario existird algin ¢ € (a,f) tal que p(t',y) ¢ A y ademés

o(t,xy) € A para t € (a,t']. En consecuencia,

ot y) = olt,z0)] < Jy—zol+ /Ot|f<so<s,y>>—f(so(s,xomds

t
< ly—xo| + K/ lo(s,y) — o(s,x0)|ds, Vit € (a, t'].
0

Por el Teorema 1.9 y al evaluar en ¢ = ¢’ se obtiene:

(' y) — (', 20)] < |y — wo|eX1"].

Comot' < f<by |y—zo| <0 (pues y € B(xg,d)), por (1.10) se cumple
(', y) — @(t',20)| < |y — aoleXI" < 5eXC™) < ¢,

es decir p(t',y) € A, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto z(t,y) €
A para t € (a, 3). Por el Corolario 1.7, («, ) no serfa el intervalo maximal de
©(t,y). Esta contradiccion muestra que b < . Por lo tanto, (a) es verdadero

porque el caso a < a es similar. O
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o(ty) — olt.ao) < ly— ol + / Fols,9)) — Flo(s,20))|ds

<y — x| + K/Ot lo(s,y) — @(s,x0)|ds, Vt € [a, b].
Por el Teorema 1.9
lo(t,y) — p(t, 20)| < |y — xole™" para todo t € [a, b]
de esto sigue (1.9). Para mds detalle, vea [18, Pg. 91]. O

Teorema 1.14. Considere (1.6) con f : U C R" — R" continuamente
diferenciable en el abierto U. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1.- Existencia y unicidad de soluciones maximales: Por cada x € U
existe un intervalo I, = I(x) donde esta definida una unica solucion mdzimal
@, de (1.5) tal que ¢.(0) = .

2.- Propiedad de grupo: Como f € CY(U) entonces para todo xg € U,
cuando t € I(xo) y s € I(i(x0)), se cumple

s+te I(xo) Y 905+t(330) = st(gpt(xo))

3.- Diferenciabilidad: FEl conjunto D = {(t,z);x € U,t € I(x)} es abierto
en R"Y 4 la aplicacion
o —s dRF
tx) = pa(t)
es de clase C', en las dos variables.
Demostracion. Se dard una descripcién de la prueba, dada en [18, Pg. 96].
1.- Sigue de los teoremas: 1.3 y 1.5. (Vea Ejemplo 1.2).

2.- Seas > 0,t € I(xg)ys € I(pixg)),y el intervalo maximal I (zg) = (a, ).

Se define la funcién z : (o, s +t] — U dada por

o(r, zo), sia<r<t;
z(r) =
o(r —t, o)), sit<r<s+t.

Se observa que x(0) = xy y asi z(r) serd la solucién de (1.6) definida en («, s+t].

Por lo tanto, s +t € I(xg), y por la unicidad de soluciones se tiene

(s +1t) =x(s+1) = (s, 0:(r0)) = @s(pi(20)).
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) U~ dada por

o(r, zo), sit<r<f;

o(r —t,o(x0)), sis+t<r<t.

3.- D es abierto en R". En efecto, si (ty,z9) € D; por la definicién de D
se tiene que la solucién z(t) = ¢(z,ty) estd definida en [0,%y]. Como ¢, es
finito, () se extiende a un intervalo de la forma [0,¢y + €]. Asi, p(x,to) esta
definida en un intervalo [ty — €, tg + €] y del Teorema 1.13 existe una vecindad
de xy B(xg,0) tal que ¢(t,y) estd definida en [tg — €, to + €] x B(xg,6), es decir
(to — €,to + €) x B(zo,d) € D por lo tanto D es abierto en R x U.

Por otro lado, Teorema 1.13 implica que ¢ € C((tg — €, 1o + €) X B(xo,9)),

pero como (g, T9) son arbitrarios se tiene que ¢ € C1(D). O
Definicién 1.15. La funcién ¢ : I x U — R"™ dada por (t,z) — &(t,z) es
llamada flujo si

e $(0,z) =uz.

i ¢(t + va) | ¢(t7 ¢(8,$)),

siempre que ambos lados de la igualdad estan bien definidos. La parte 3 del

teorema anterior da un ejemplo de flujo para el cual se cumple

9 (pa(t)) = Flga(t)) para todo (t,2) € D.

Este es llamado el flujo asociado a la ecuacién (1.6), dada por el campo

vectorial f: U C R" — R" y D, su dominio, es abierto.

Ejemplo 1.16. Considere la ecuacién de segundo grado
2 +x=0 zeR

Por un cambio de variable, 2” + 2 = 0 induce una ecuacién auténoma con dos

variables (en general esto se puede hacer siempre). Especificamente, al hacer

y = 2’ se obtiene y' = 2" = —z, junto al siguiente sistema equivalente
x’ 0 1\ [=x
= , (1.11)
y -1 0/ \y
11
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El flujo asociado al sistema esta dado por
¢: RxR? — R2
t,z) — ot ),

donde
cos(t) sin(t)\ [z

o(t,x) = . (1.12)
—sin(t) cos(t)) \z2
El retrato de fase se describe en la figura 1.1.
f B S ]
Pl " . > L - . A ' N\
. > — a0 \
a4 ,(, - > = ~ \k N ‘\
WL 4‘//,/ g ,’:>_ a \\\ “ ]
ay Ve ,//’ R T LN . N
4 (‘//"«{ " B R N Y
1+ 1 4 A7 7 RN 3 q
4 o a N\ \
f 4 44“'4 O\ ‘\,“w‘
BENEIEVE, |
ofo+\?H‘\‘H\"';Hv'\v\YT‘—
pA LA A AN
A LA A\ YAy -
AL y A \l L »‘: *‘:/,; Y/l
e N g \\: - “ /, K r/r
Y O\ % T & / Y,
N O\ ‘\\ :\\ O~ ~ <:*,4 : //,//, Y. 4
-2F % N < ~ . - “ KT
AN \ > SN
. N T - &« K/
N ~ o - . y 4/
AN ~ ~ - - ¥
_3| \ - > / il
3 2 ) 0 N 2 3
Figure 1.1: Centro
Ejemplo 1.17. Considere
' —z=0.
De forma similar, y = 2’ induce la siguiente ecuacién de primer orden
x 0 1\ (=
= (1.13)
Y 10/ \y

Sea el sistema lineal homogéneo 2’ = A(t)z, € R". Una funcién matricial t — ®(¢),
definida en un intervalo abierto J, es llamada matriz solucion del sistema si cada una de sus
columnas es una solucién. Esta matriz solucién es la matriz fundamental si sus columnas
definen funciones linealmente independientes. Ademds tal solucién ¢ — ®(¢) se denomina
matriz fundamental basada en to cuando la imdgen ®(ty) es la matriz identidad. Observe

que ®(t) = ' es la matriz fundamental basada en cero de 2/ = Az
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El flujo asociado al sistema esta dado por
¢: RxR? — R?
t,x) = ot =),

donde

2 2 o
o(t,x) = (1.14)
et —et et+4et
2 2
y el retrato de fase se describe en la figura 1.2.

Figure 1.2: Silla

1.18. Si ¢(t) es una solucién de (1.5) entonces t — ¢(t —ty) también lo es, por
cada constante ty. En efecto, si se hace el cambio 7 =t —tg, ¢'(1) = f(o(7)) vy
al volver a la variable original se obtiene ¢/(t —tq) = f(p(t—1g)), asi ¢p(t—to) es
solucién de (1.5). En particular, si sen(t) es solucién de (1.5) entonces también
lo serd cos(t) la razén es que se obtiene cos(t) de sen(t) por la transformacion

t — t — 7, se nota que ¢ — 7 debe caer en el dominio de la funcion.

1.19. En la Observacién 1.12, las soluciones maximales de algunos sistemas

autonomos distintos definen la misma curva.
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equivalente (respectivamente C”"—equivalente) a X, cuando existe

(7, Tespectivaimente.  oe dice que opologicamente

1
un homeomorfismo (respectivamente un difeomorfismo de clase C")
h : Uy — U, que lleva las orbitas de X; en orbitas de X, preservando
la orientacién. Es decir, cuando p € U; y v'(p) es la érbita orientada®
de X; pasando por p entonces h(v'(p)) es la drbita orientada de X
pasando por h(p). Esta definicién establece una relacién de equivalencia

y el homeomorfismo h se llama equivalencia topoldgica entre X; y Xos.

e Considere ¢y : D1 — R" y @9 : Dy — R" los flujos inducidos por
X, :U; — R"y Xy : Uy — R”, respectivamente. Se dice que el campo X,
es topolégicamente conjugado (respectivamente C"—conjugado) a

X3 cuando existe un homeomorfismo (respectivamente un difeomorfismo

de clase C") h : Uy — U, tal que

h(e1(t, ) = a2(t, h(z)) V(¢ z) € D

Ejemplo 1.20. Considere los siguientes ejemplos.

(a) La aplicacién h : R? — R2?, definida por h(z,y) = (z,y + %3) es una
conjugacién topolégica entre X (x,y) = (z,—y) y Y(z,y) = (z, —y + z%).

(b) Sean A = (0 a) y B = (O b) dos matrices con a > 0y b > 0.

—a 0 -b 0

Los sistemas 2’ = Ax y 2/ = Bz definen centros cuyas Orbitas periddicas
tienen periodo 27 /a y 27 /b, respectivamente. Si a # b estos sistemas no son
conjugados, pero h(x) = x genera una equivalencia topoldgica entre ellos.

(c) Hartman probé en [10] que si a > b > 0 y ¢ # 0 entonces no existe una

C'—conjugacién en una vecindad del origen para el sistema

¥ =ax, v =(a—0by+crz, 2=—bz

y su parte lineal. Ademads, presento los siguientes resultados:

®La é6rbita orientada o trayectoria de X; pasando por p es la imagen (curva

parametrizada) de la solucién maximal ¢ — ~}(t) del problema de valor inicial
!

' =Xi(z), z(t,) =p paraalgin ¢y € R.

Observe que se identifica la solucién con la curva orientada +'(p) : t — ~,(t).
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autovalores tiene la parte real negativa (O la parte real positiva) €ntonces

el campo es localmente C''—conjugado a su parte lineal.

e Si un campo vectorial planar tiene un punto singular hiperbdlico

(Definicién 1.31), el campo es localmente C' —conjugado a su parte lineal.

Lema 1.21. Sean X; : Uy — R" y Xy : Uy — R™ campos vectoriales C" y
h : Uy — Us un difeomorfismo de clase C" con r > 1. FEntonces h es una

conjugacion entre X1 y Xo si y solamente si
Dh,X;(p) = Xa(h(p)) para todo p € Uy.

Demostracion. Sean ¢y : Dy — Uy yv s @ Dy — Us los flujos de X y
X, respectivamente suponga que h satisface la relaciéon. Dado p € U; sea

W(t) = h(p1(t,p)), entonces ¥ es solucién de 2/ = Xo(z), x(0) = h(p) ya que

V() = Dherlt,p))ei(t,p)

Por lo tanto h(py(t,p)) = ¢a(t, h(p)). Reciprocamente, si se asume que h es
una conjugacién para p € U se tiene h(py(t,p)) = ¢a(t, h(p)) al derivar esta

relacién y evaluar en ¢t = 0 se concluye. Vea [19, Pg. 221]. O

1.22. Sean X : U — R" de clase C", r > 1, U C R" abierto y A C R*! un
abierto. Una aplicacién f: A — U, de clase C" se llama seccién transversal
local de X (de clase C", r > 1) si para todo a € A, Df(a)(R" 1)y X(f(a))
generan R™. Por ejemplo cuando {vy,...,v,-1, X(p)} es una base de R™. Para

0 > 0 suficientemente pequeno, f : B(0,6) — U dada por

n—1
fl@r, .. 2 1) :p+2$ivi
i=1

es una seccién transversal local de X en p, definida en la bola abierta B(0, ).

6Sea X : U — R™ un campo vectorial, p € U es llamado punto singular de X, si

X (p) = 0. En caso de que esto no ocurra, el punto p se denomina punto regular el campo.
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campo de de clase e X (D ]
de X de clase C" con f(0) = p. Entonces existe una vecindad V de p en U y
un difeomorfismo h -V — (—¢,€) x B(0,¢) de clase C" tal que:

(a) h(SNV) = {0} x B(0,2):

(b) h es una C"—conjugacion entre la restriccion X |V y el campo constante
Y :(—€€) x B(0,e) - R", Y =(1,0,...,0) € R™.

Figure 1.3: Flujo tubular

Demostracion. Sea ¢ : D — U el flujo asociado (ver Definicién 1.15) de X. Sea
Dy :={(t,u): (t, f(u)) € D} (es abierto yaque Dy Alosson)y F : Dy — R"
definida por F(t,u) = gp(t, =2 (u)) F aplica lineas paralelas en curvas integrales
de X. Se probard que F' es un difeomorfismo local en 0 = (0,0) € R x R* 1.
Por el teorema de la funcién inversa es suficiente probar que DF(0) es un
isomorfismo. Se tiene que D1 F(0) = Lo(¢, £(0))]im0 = X(¢(0,p)) = X(p) ¥
D;F(0) = D;_1f(0) para todo j = 2,...,n pues ¢(0, f(u)) = f(u),Vu € A.
Como f es transversal, los vectores D;F(0), j = 1,...,n generan R" y DF(0)
es un isomorfismo.

Por el teorema de la funcion inversa existe € > 0 y una bola abierta
B = B(0,¢) en R™! con centro en el origen tal que F : (—¢,€) X B es un
difeomorfismo sobre el abierto V = F((—¢,€) x B). Sea h = (F|(—¢,¢€) x B)™!
entonces h(X NV) = {0} x B pues F(0,u) = f(u) € X para todo
u € B lo que prueba la parte a), por otro lado h~! conjuga X e Y pues
DY (t,u)Y (t,u) = DF(t,u).(1,0,...,0) = DiF(t,u) = X(¢(t, f(u))) =
X(F(t,u)) = X(h'(t,u)). Vea [19, Pg. 222] O
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clase C* tales que T(VNY) =0y

U, una vectnaaa V dep en K™ y una juncion 7 .V

(a) Para todo q € V, la curva integral ¢(t,q) de X|V estd definida y es
biunivoca en J, = (— e+ 7(q), €+ 7(q)).

(b) &£(q) = @(1(q),q) € X es el tunico punto donde ¢(-,q)|J, intercepta a X.
En particular ¢ € XNV siy solo si 7(q) = 0.

(c) €:V — X de clase C* y DE(q) es sobreyectiva para todo q € V. Ademds
Dé&(q).v =0 si y solo si v =aX(q) para algin a € R.

Demostracion. Sean h, V y € como en el Teorema 1.23. Se denota h =
(—=7,7m). El campo Y de este teorema satisface el corolario. Como h es una

C"—conjugacién, X satisface las afirmaciones. [19, Pg. 223|, [4, Pg. 10] O

1.1.2 Estabilidad y linealizacion: Hartman - Grobman

1.25. Considere la ecuacion
P () (1.15)

conx € U C R". U es llamado espacio-fase, y si f tiene un ceroen x = a € U,
a es llamado punto singular de la ecuacién. Por ejemplo (1.11) y (1.13)

admiten al origen como punto singular.

Definicién 1.26. Sea zy; un punto en el dominio de la ecuacién diferencial
(1.15) cuyo flujo inducido se denota por ¢(t, x) = ¢(x). La solucién t — ¢y(x)
es estable (en el sentido de Lyapunov) si para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal
que |¢(x) — d(xo)| < €, ¥t > 0 siempre que |x — | < J; si ademds existe una
constante a tal que |x — x| < a implica tllglo |pr(z) — ¢dr(z0)| = O entonces la

solucién se denomina asintdoticamente estable.

Ejemplo 1.27. Se considera los siguientes ejemplos
(a) Considere 2’ = —x,t > 0 = 0 es un punto singular de la ecuacion,
ademas z(t) = 0,¢ > 0 es una solucién de equilibrio. Se tiene que la funcién

z(t) = zoe™t

es una solucion del sistema y ademés tlim z(t) = 0, lo que nos
—00
dice que x = 0 es estable en el sentido de Lyapunov.

(b) El ejemplo anterior es asintéticamente estable.
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asintoticamente estable ya que Sus trayectorias soll ClrCullerencias concentricas
con centro el origen, es decir la soluciéon siempre va a pertenecer a la
circunferencia para todo t ya que es compacta, luego el limite de la trayectoria

cuando t — 00 no es cero.

1.28. En el andlisis de las singularidades se considera la parte lineal de la
ecuacion en una vecindad del punto singular y se asume la existencia de una
expansion de Taylor. Si por ejemplo, si se supone f(a) = 0 entonces, alrededor

de la singularidad, (1.15) se escribe como

¥ =Df(a)(x —a)+ %D2f(a)(x—a)2+ e

Despreciando los términos de orden mayor, se obtiene

y' = Df(a)(y —a).

Para simplificar se hace z = y—a obteniendo 2z’ = D f(a)z donde Df(a) = A es
una matriz con coeficientes constantes. La linearizacion consiste en esperar
que el comportamiento del sistema no lineal @’ = f(z), cerca de = a sea

aproximado por el comportamiento de su parte lineal en = a, i.e 2’ = D f(a)z.

Ejemplo 1.29. Considere la ecuaciéon z” 4 sen(z) = 0,—7 < o < 7. Si se

hace y = 2’ entonces y' = 2" = —sen(x), y se obtiene:

T gl S g ST e

Los puntos singulares son (0,0), (—,0), (7, 0). La expansién en (0, 0)

¥ =y, 3y =—x+ términos de orden mayor.

La expansion alrededor de (£, 0) es
=y, y =(xr+m)+ términos de orden mayor.
Ejemplo 1.30. (Lotka—Volterra) En [0, 00)x [0, 00) C R?, considere el sistema:
¥ =ax —bry, vy =bry— cy,

donde a > 0,b > 0 y ¢ > 0 son constantes. Las singularidades son (0,0) y

(7. %), ademas:

f(x,y>:<“"’xy) ny(cc,w:(“_by b )

bxry — cy
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cuyas soluciones son de la forma

z(0)exp(at) y y(0)exp(—ct).

En una vecindad de (7, §) se obtiene

a C

z' = —¢( _Z)’ ?/Za(x—g)

~

y sus soluciones son combinaciones de cos(y/act) y sin(y/act).

Definicién 1.31. Un punto singular xg € R™ de f es hiperbdlico si la matriz
D f(z0) tiene todos sus autovalores con parte real distinta de cero (i.e la matriz
es hiperbdlica). Sitodos los autovalores de D f(zy) tienen la parte real negativa
es llamado atractor. Si todos tienen parte real positiva es llamado repulsor.
Si la singularidad hiperbdlica tiene al menos dos autorvalores cuyas partes

reales tienen signos distintos, el punto serd llamado silla.

Ejemplo 1.32. Sea 2’ = f(x) donde f(x) = (27 — 23 — 1,2x,), se tiene que
f(z) =0 cuando z = (1,0) y =

(—1,0) y ademds

Df<1,0>=<(2) 2) ny<—1,0>:<_§ 2)

Por lo tanto (1,0) es repulsor y (—1,0) es silla. Figural.4.

Figure 1.4: Repulsor y silla
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vecindad de un punto singular obteniendo como resultado la ecuaclon:
/
y' = Ay, (1.16)

donde A es una matriz constante de orden n x n y el punto singular fue
trasladado al origen. En esta seccion se excluye el caso en que det(A) =0y
en andlisis de (1.16) se usan A, Ao, ..., A, los autovalores de A, dados por la

ecuacion caracteristica
det(A — \I) = 0.

1.34. Si f(p) # 0 con f de clase C" y r > 1. Por el Teorema 1.23, el flujo
inducido por (1.15) es localmente conjungado a un campo constante. Por esta
observaciéon se describe el comportamtieno local cualitativo de las érbitas de
un campo vectorial en torno a sus puntos regulares, pues apenas existe una
clase de conjugacién. Si f(p) = 0, la situacién se complica. Por ejemplo, solo
en R? aparecen sillas, centros, nodos, etc. Sin embargo, cuando p es un punto

singular hiperbdlico existe una conjugacion entre el campo y su parte lineal.

Teorema 1.35. (Hartman—Grobman) Sea X : U — R™ un campo vectorial de
clase C' tal que X(0) = 0. Si A = Df(0), la derivada de X en el origen es

hiperbolica entonces X es localmente conjugado a A en el origen.
Demostracion. Ver Chicone [3, Pg. 359] O

Corolario 1.36. Si A es una matrz de orden n X n, son equivalentes:

1.- Eziste una norma |- |, en R™ y pn > 0 tal que
e ), < exp(—pt)|v]a, VYo € R™Vt > 0.
2.- Por cada norma | - |, en R"™ existen p >0 y C > 0 tal que
e o], < Cexp(—put)|v],, Vo€ R™Vt>0.

3.- La parte real de cada autovalor de A es negativa.

Demostracion. Ver Chicone [3, Pg. 174] O
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reparamecrizar el tlempo de modo que el Hujo este dennido para
afectar el espacio de fase, por eso para estudiar los conjuntos que no cambian
basta considerar las ecuaciones z' = f(z),x € U C R" que inducen flujos
completos y dar la siguiente definiciéon. FEl conjunto M C U es llamado
invariante si z(0) € M implica que la solucién z(t) estd contenida en M
para t € R. Si esta propiedad solo se cumple para t > 0 (¢ < 0) el conjunto M

serd llamado positivamente invariante (negativamente invariante).

Ejemplo 1.38. Los puntos singulares y las trayectorias son ejemplos triviales

de conjuntos invariantes. Un ejemplo no trivial es construido con el sistema

/ / 2
Ty = —X1, TyH=Ty+ ]
con la condicién inicial z(0) = ¢, ¢ = (cq, ¢2). Su solucién viene dada por:

2

¢t(c) = ¢(t7 C) = <016_t7 C2@t + %(e—t _ 6—2t>> ‘

Sico = 3 , en las coordenadas de la solucién solo hay términos que dependen

de e7! y estos tienden a cero cuando ¢ — +oo, por ello se toma el conjunto
i

o]

2
. . . . C .7
S es invariante por el flujo, en efecto: Sic € S, entonces c; = —= y la solucion

S:{xERQ:x

2

di(c) = <cle_t, —%e_%),

por lo tanto S es invariante por el flujo para todo ¢t € R.

1.39. Muchas ecuaciones diferenciales puede ser ‘integradas’ construyendo
relaciones entre las componentes de la solucion. Por ejemplo, en 2" + 2z = 0
integrando se tiene ; 2 + = F, donde E > 0 puede ser determinada por
la condicion inicial. En el espacio fase esta relacion associa a cada F > 0 una
circunferencia centrada en el origen. En general, si F': R" - Ry X : R — R"

son diferenciables, la derivada L; de F' a lo largo de X parametrizada por t es:

OF OF oF OF
L F — r_ == I, . /
¢ (9xx (9x1 1 + 8x2 2 + + 8«rnxn
donde w1, xs,...,x, son las componentes de X. Si X es una solucién del

sistema 2’ = f(z), la funcién F' es llamada integral primera de la ecuacién
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5172 y2
Fl(x,y)=5+§ y  Fy(z,y) =

son integrales primeras de los respectivos sistemas.

Definicién 1.40. Sea F' : R" — R de clase C* Si DF(a) = 0, a es llamado
punto critico de F. Este punto critico de F' es no degenerado si ademas
I %(a) |# 0. F' es una funcién de Morse cuando todos sus puntos criticos
son no degenerados. Por ejemplo, el origen es un punto critico no degenerado

de las siguientes funciones

2

4yt oy 2® — 2%

Proposicién 1.41. (Lema de Morse, [16]) Sea F : R™ — R de clase C” con
r > 2. Si el origen es un punto critico no degenerado con indice” k, entonces

en una vecindad del origen existe un difeomorfismo que transforma F en:
G(y) =G(0) —yi — - — Y + Yyr + - + 40
Demostracion. Vea [22, Pg. 513] O

Ejemplo 1.42. Considere z” + f(z) = 0 con f(x) de clase C*. Siy = a’

entonces 3y’ =’ = — f(z) induce

=y, y=-f().

Si f(a) = 0,(a,0) es una singularidad, si se traslada a al 0 la linealizacién
produce:

=y, y =—f.(0)r+ terminos de orden mayor

cuyos autovalores son: A\ = £/—f,(0)z. Asi se tiene que:
Si f.(0)z < 0 entonces (0,0) es un centro.
Si f.(0)z > 0 entonces (0,0) es un punto silla.

La integral primera de la ecuacion es

Fla) =+ [ fs)ds

"El indice de p inducido por F : R” — R es la dimensién maximal del subespacio donde

la Hessiana, D?F(p) es definida negativa.
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una vecindad de (U,U) es una runcion de VIorse con expansion:

1 1
F(z,y) = §y2 + éng(O)x2 + terminos de orden mayor.

Si fz(0)z > 0 entonces por el lema de Morse existe una transformacién a la
forma cuadrética 27 + 23 indice k = 0 asi también se tiene en el sistema no
lineal 6rbitas homemorfas a S* (centro no lineal). Si f,(0)z < 0 entonces por
el lema de Morse existe una transformacién a la forma cuadratica 22 + 27 de

indice k = 1 asi se obtiene un punto silla.

Ejemplo 1.43. Considere las ecuaciones de Lotka—Volterra del Ejemplo 1.30.

La ecuacion de sus Orbitas en el espacio fase es:

e (2)aby
dy  \y)br—c

Si se integra se tiene para x,y > 0:

br — cln(x) + by —aln(y) = C

donde C' es una constante determinada por las condiciones iniciales. La
expresion
F(z,y) =bx — cln(z) + by — aln(y)

es la integral primera de las ecuaciones de Volterra-Lotka. Ademas, F(z,y)

a

es una funciéon de Morse en una vecindad de (7, §) con expansién :

¢ca b f)2+b_2( ~ D2y

El punto critico tiene indice cero y por el lema de Morse las érbitas son
homeomorfas a S*.

Lema 1.44. Considere la ecuacion & = f(x) en R" y un dominio D(0) en R"
que suponemos tiene por volumen v(0). El flujo define una funcién de D(0)

en R™, o' : R" — R™, D(t) = ¢"D(0). Para el volumen v(t) en D(t) tenemos:

= div(f)dx,

donde div(f) es la divergencia de f, 90 4 922 4 ... 4 Oin

) Oxy Oxo Oxyp”
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Expandiendo en una vecindad del origen se tiene: ¢(z) = z + f(x)t + O(t?)

para t > 0, de lo cual resuta:

dp'(z) of 2
=1+ —t t
ox o Ox + 0,
donde I es la matriz identidad de orden n x n, y
0¢' () _ of 2y _ of 2
| o | =1+ %tn +0(t°) =1 +Tr(a—xt) + O(t%).

Pero como TT(%) = div(f), entonces:

v(t) =v(0) + /D(O) tdiv(f)dx + O(t?).

Lo que nos da el lema. O

Teorema 1.45. (Liowville)El flujo generado por un sistema Hamiltoniano®

independiente de tiempo preserva volumen.

Demostracion. Se tiene que div(f) = 0, luego por el lema anterior resulta que
V'(tp) = 0 para to =0y Vtg € R. O
1.1.3 Sistemas lineales de dimension dos

1.46. Aqui la matriz A es cuadrada de orden 2, en el caso que los autovalores

A1, Ag sean reales o complejos conjugados, si A\; # Ay y la forma de Jordan

real TYAT es de la forma:
A O
0 Ao

entonces la solucién general es dada por:

At
ci1e
z(t) = ( . )
coe™?

Segtn las elecciones de A1, Ay se tiene los siguientes casos:

8Un sistema Hamiltoniano inducido por las derivadas parciales de H : R? — R es

a' = —Hy(z,y), v = H(z,y).
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Si \; # Ay entonces 2 (t) = c1eM! y zy(t) = cpe??t.
Si A1, A2 < 0, entonces (0,0) es llamado nodo atractor.
Si A1, A2 > 0, entonces (0,0) es llamado nodo repulsor.

Si A\ = Ag, la forma de Jordan es en general de la forma:

Al
0 A

Donde las soluciones del sistema son:

2 (t) = e 4 eote™ g 2 (t) = coteD)

| |
|| |
CLUL LTy vy rrrr )y )/
| |
| NALY YTyt
\
AR URE R y

\
W\ | /¥
NN\ ALy ?,,'/4/,
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A
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=) 7 = o T 2 3

(a) )\1 = —1,)\2 = —2.

Figure 1.5: Nodos

Punto silla. Los autovalores A\;, Ay son reales y tienen signo distinto las

soluciones estan dadas por:

cred)

t) =
2(t) £yelhen)

El comportamiento de las orbitas es hiperbdlico. Figura 1.2.

El foco (fuerte). Los autovalores son complejos conjugados con la parte real

distinta de cero.

Las soluciones complejas son de la forma:

6(u+wi)t
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mdependientes de la lorma:
e cos(wt), e sin(wt)

Las 6rbitas son espirales entrando o saliendo (segin sea el signo de w)

de (0,0) y llamamos a (0,0) un foco. Figura 1.6

Figure 1.6: Foco repulsor A\y =1 —4, Ay =1 +1.

El centro. En el caso especial en que los autovalores son imaginarios puros,
(0,0) es llamado centro. Las drbitas en R? \ {(0,0)} son compactas,

homeomorfas a una circunferencia. Vea la figura 1.1

1.1.4 Puntos singulares de ecuaciones no lineales

1.47. Hasta aqui se estudié los puntos singulares de 2’ = f(x) por andlisis

lineal. La singularidad se traslada al origen y se estudia:
¥ = Av+ g(z) = f(2), (1.17)

donde se asume que A es una matriz no singular de orden n X n y que

@l

Jall=o || |
Asi, algunas propiedades de 2’ = Az se mantienen para ' = f(x).

Teorema 1.48. En R"™, considere la ecuacion
¥ =Ar+ Bt)x + f(t,x); x(to) =0, tER, (1.18)
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continua, lipschitz en la sequnda variable, en una vecindad de v =0 y

)l

m ———— =0, uniformemente en t
a0 |||

(ésta ultima condicion afirma que © = 0 es una solucidn) entonces existen

constantes positivas C, §, p tal que ||xo|| < 0 implica que
lz(@)]] < Cllzolle 7t > t.
Demostracion. Sea ®(t) una solucién de
O = AD, D(ty) = I.
Los autovalores de A poseen parte real negativa, existen C' > 0 y o > 0 con
()] < Cem#ot=t0)it > ¢,

De la condicién dada a f se tiene que para ¢ > 0 suficientemente pequeno

existe b(d) tal que si ||z]| < 4, entonces
Lf (&)l < b))l ¢ > to,
(vea Corolario 1.36). Adem’as para t, suficientemente grande
1B < b(9), t = to.

Por el Teorema 1.3, en una vecindad de z = 0 la solucién del problema (1.18)
existe para tg < t < tq, pero esta solucién puede ser prolongada para t > t.

El problema de valor inicial (1.18) es equivalente a la ecuacién integral

2(t) = B()ao + / Ot — s+ to)[B(s)x(s) + f(s,2(s))] (1.19)

to

al usar las desigualdades para ®(t), B(t) y f se tiene para ty <t <ty

=@ < @@l +/t 1Bt = s + 1) [l B(s) 12 (s)I] +
1/ (s, 2(s))|l]ds
< C'e_“O(t_tO)onH—f-/ Ce " t=99p||x(s) || ds

t
6—M0(t—to)”x(t)” < C”x0|‘—|—/ Oe—uo(s—to)Qbe(s)Hds.

to
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lz()]] < Claglle* P rot=), (1.20)

Si 0 y consecuentemente b son suficientemente pequenos entonces p = pg —
2Cb > 0 y se obtiene la desigualdad deseada para ¢ty < ¢ < t;. Cuando, ||zo||
satisface C||zo|| < ¢ la desigualdad (1.20) vale para t > t. O

Observacién 1.49. Considere la ecuacion (1.17). Si la matriz A tiene algin
autovalor con parte real positiva, entonces el punto singular x = 0 no es un

atractor positivo para la ecuacién no lineal (1.17)

1.50. El conjunto invariante del Ejemplo 1.38 es una parabola. Si se hace
lo mismo pero cuando ¢ — +oo se obtiene U = {(x1,25) € R? : 2y = 0},
invariante. Graficamente, S y U son tangentes en la silla (0,0). Esto no es
casualidad, en cada punto hiperbdlico existen estos tipos de conjuntos a los que
se denominan variedad estable e inestable. En general, si X : U C R" — R",

¢ el flujo asociado y S un conjunto invariante por X. Al conjunto
Ws={xeU:d(p(tz),S) — 0 cuando t — oo}
se denomina conjunto estable de S. De manera analoga se define
Wg ={xeU:d(p(tz),S) — 0 cuando t - —o0},
el conjunto inestable de S.

Observacién 1.51. Si h : Uy — Uy es una conjugacién entre X; y Xs, por

cada conjunto invariante de X; su imagen h(S) = S’ es invariante para X, y
h(WZ) = W3, h(Wg) = W¢.

Para los sistemas lineales hiperbdlicos, S = {0} es invariante y el conjunto

9 E*, cuya dimensién es el indice'® de estabilidad.

Wg es el subespacio
Analogamente, W' = E" tiene dimensién complementaria n — i(p). Por
el Teorema 1.35, W7 y W son imdgenes homeomorfas de E° y EY,

respectivamente, ademas son subvariedades diferenciables de R".

9 (E*) es el espacio generado por los autovectores asociados a los autovalores con la

parte real negativa (positiva) de DX (p).
10A partir del Lema 1.21 es facil observar que si X; y X5 son conjugados por hy X;(p) = 0

entonces ¢ = h(p) es un punto singular de Xo y det(DX1(p)) = det(DX2(q)), es decir dos
campos conjugados tienen los mismos autovalores. Al nimero de autovalores con la parte

real negativa, i(p) se le llama indice de estabilidad de X en p.
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en un abierto de K.
a) Wi (X[v) ={z eV :ptx) eV, vt >0}
b) WX X|y)={x €V ¢t z) e V,Vt >0}

c) W;(X|v) es una subvariedad diferenciable de clase C™ y su dimension es el
indice de estabilidad de p. El espacio tangente de W3 (X|y) en p coincide
con E*, el espacio estable de A = DX (p).

d) W(X|y) es una subvariedad diferenciable de clase C" y su codimension
es igual al indice de estabilidad de p. El espacio tangente de W3 (X|y)
en p coincide con E, el espacio inestable de A = DX (p).

Demostracion. Vea [19, Pg. 299] o [3, Pg. 326] O

1.2 Soluciones peridodicas

1.53. Sea ¢(t) una solucién de o’ = f(z),z € U Cc R™. Si 3T > 0 tal que
ot +T) = ¢(t),Vt € R entonces ¢(t) es llamada solucién periédica de la

ecuacion con periodo T'. Para simplificar se dird T'—periddica.

Lema 1.54. Cada solucién periddica de ' = f(x) genera una trayectoria

compacta y viceversa.

Demostracion. = Una solucién T—periddica no es inyectiva. Asi la
trayectoria se cortara, por unicidad de soluciones que debe ser una érbita
compacta homeomorfa a S*, cuando 7' > 0.

< Sea C, una trayectoria homeomorfa a S' y xy € C. Si ¢(t) es la
soluciéon de 2/ = f(z) con ¢(0) = xzy, por unicidad de soluciones C' no
contiene singularidades, esto es || f(x)|| > a > 0 para z € C. Esto implica que
|2'|| > a > 0 ademés luego de un cierto tiempo ¢ = T se retorna a x,. Resta
probar que ¢(t + T') = ¢(t) para todo t € R es posible escribir ¢t = nT + t;
conn € Zy0 <t <T. Por1.18, si ¢(t) es una soluciéon con ¢(t1) = x;
entonces también ¢(¢t + nT') es una solucién con ¢(t; +nT’) = x;. Por lo tanto
¢(t1) = ¢(t1 +nT) y puesto que t; es cualquier valor en (0,7") se tiene que
o(t) es T—periddica. O
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1.55. Sea v = {¢(t,p) : 0 <t < T} C U una trayectoria T'—periddica de
X :UCR"—= R" C" conr > 1, y sea X una secciéon transversal a X
en p. Por la continuidad del flujo ¢ de X, para cada punto ¢ € X cercano a
p la trayectoria t — ¢(t,q) estd cerca de 7 con t en un intervalo compacto
prefijado como por ejemplo [0,27]. Se define la aplicacién de Poincaré,
T Yy C X — X eligiendo 7(q) como el primer punto donde t — ¢(t,q)
intercepta a X, en particular p € ¥y y m(p) = p. Las 6rbitas periédicas de X
vecinas de «y corresponden a los puntos peridédicos de m que son puntos q € ¥
para los cuales 7"(q) = ¢ para algtin entero n > 1. Con las notaciones dadas,
7 C R™ es un atractor periédico (entonces se dice v orbitalmente estable)

cuando tlim d(p(t,q),v) = 0 para todo ¢ en una vecindad de =
—00

Observacién 1.56. La secciéon transversal > es una hipersuperficie
diferenciable de dimensién n — 1 del abierto U C R"™. Se puede suponer que la

variedad ¥ es un disco de un subespacio vectorial o afin de R".

1.57. 7 : ¥y — X1 = () es un difeomorfismo de clase C". Sea V una
vecindad de p dada por el Corolario 1.24. Como ¢(T,p) = p, existe una
vecindad ¥ de p en ¥ tal que p(T,q) € V para todo ¢ € ¥g. Si £ :V — Y es

la aplicacién del Corolario 1.24 entonces

m:% =8, w(q)=E&((T,q)

Otra expresion para m es

7(q) = (T + 7(2(T,q)), q),

donde 7 : V. — R es el tiempo 7(x) que lleva la 6rbita por x en V para
interceptar a Y. Del teorema de la funcién implicita 7 es C" y 7 tiene la
misma regularidad de X. La inversa, 71 : ¥; — Y se define con —X. Por lo

tanto 7 es un difeomorfismo.

1.2.2 Ciclos limites en el plano

Definicién 1.58. Un ciclo limite 7 de un sistema planar es una orbita
periédica no—degenerada (de periodo positivo) que es un conjunto limite («

o bien w) de cada trayectoria en una vecindad de 5. Observe que basta
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as trayectorias en un ablerto que contiene la orolta periodica.

Proposicion 1.59. Con las notaciones de arriba existen apenas los siguientes

tipos de ciclos limites*! (disminuyendo V' si fuera necesario)
(a) Estable, cuando tlim d(p(t,q),v) =0vq € V.
—00
(b) Inestable, cuando tlim d(e(t,q),7)=0Vqg e V.
——00

(c) Semiestable, cuando tlim d(p(t,q),y) = 0 Vg € V N Exty y
—00
tlim d(p(t,q),v) =0Vq e VNiInty olo contrario.
——00

Demostracion. Disminuir la vecindad V si fuera necesario se puede suponer
que ésta no posee singularidades. Sean p € + y ¥ una seccién transversal

a X en p. Sea m : Xy — X la transformacién de Poincaré. Suponga

que Y estd ordenada (note que es posible ya que X tiene dimensién 1)
siendo el sentido positivo del exterior de v Exzty al interior de v Inty. Dado
q € XN Exty, se tiene que 7(q) > ¢ 0 m(q) < g. Se supone que 7(q) > q.
Considere la regién A limitada por v, por el arco de trayectoria —~ gm(q) y
por el segmento qw_(q) € Y. A es positivamente invariante, es decir dado
r € A entonces p(t,z) € AVt > 0. Ademds ¢(t,x) intercepta a ¥ en una

secuencia estrictamente monotona de puntos x,, que convergen a p. Por lo tanto

tlim d(p(t,x),v) = 0. Las otras afirmaciones se prueban de manera similar. [
—00

HPara una orbita compacta v, no-degenerada R? \ v = Exty U Inty, donde Inty es la

componente compacta.
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CICIO 1IIte SI y SOlO SI p s ull Punto 1jo aislado de 7. Ademas se tiene
1.- 7 es estable si y solo si |7(x) — p| < |x — p| Va # p préximo de p.
2.- v es inestable si y solo si |7(z) — p| > |z — p| V& # p préximo de p.

3.- v es semiestable si y solo si |w(x) — p| < |x — p| Yx € ¥ N Exty préximo
de py |m(x) —p| > |x — p| Yo € ¥ N Inty préximo de p o lo contrario.

En particular si 7’(p) < 1 se puede aplicar el teorema de valor medio y concluir

que 7 es estable. Analogamente, v es inestable si 7'(p) > 1.

Teorema 1.61. Sea X : U C R? — R? un campo vectorial de clase C*. Sea ~y
una trayectoria T—periodica y 7 : Yo — % la transformacion de Poincaré en

una seccion transversal X en p € . FEntonces
T
7' (p) = exp (/ divX (y(t))dt).
0

En particular, si fOT divX (y(t))dt < 0 entonces vy es estable y en caso contrario

es inestable.

Demostracion. Para cada t se tiene A(t) = DX (vy(t)). Sea Phi(t) la matriz
fundamental de 2’ = A(t)x, con ®(0) = I por la formula de Liouville se tiene

que
det®(T) = exp (/0 divX (y(t))dt).

Solo basta probar que 7'(p) = det®(T"). Sea ¢ el flujo de X. entonces se tiene
que ®(T") = Dyp(T, p). Se afirma que

(@) Dyp(T,p).X(p) = X(p)

Demostracion de (a). Como 2£p(t,p)|—o = X (p), entonces se tiene

Dyp(T,p). X(p) = (T, ¢(t,p))|t=0

ESO

d
= %SO(T +t,0) =0

d
%W(tapﬂt:o

= X(p).
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7.(9())ls=0 = D1g(T, p).a + Dap(T, p).g'(0) = aX(p) + Dap(T, p).g'(0),

donde a es la derivada de 7(¢(7T, g(s)) en s = 0. Por lo tanto de esto junto

con (a) se tiene que la matriz de Dyp(T, p) en la base B es

(o)
0 7(p)

de donde se obtiene que 7’'(p) = det®(T). Las ultimas observaciones del

teorema siguen de la Observacién 1.60. O

1.2.3 Criterio de Bendinxson

1.62. Un sistema autonomo planar, las érbitas compactas se corresponden
con soluciones periddicas. Una manera de ver la no existencia de soluciones

periédicas en el plano es el criterio de Bendinxson.

Teorema 1.63. (Criterio de Bendixson) Sea el sistema auténomo:

' = f(z,y), v = 9(z,9), (1.21)

en un dominio D C R? simplemente conexo y (f,g) continuamente
diferenciable en D. La ecuacion (1.21) puede tener dérbitas periddicas solo

st la diwvergencia
div(f,9) = fo + gy

cambia de signo en D o si div(f,g) es cero en D.

Demostracion. Sea una C una 6rbita homeomorfa a S* en D por el Lema
(1.54) se corresponde con una solucién de (1.21), el interior de C' es G, por el

Teorema de Green'? se tiene:

//dw f.g da—/(fdy gda) = /( Z‘Z %)ds

el integrando en la tltima integral es cero ya que la érbita homeomorfa a S*
corresponde con la solucién de (1.21), entonces la integral es cero, esto significa

que la divergencia de (f, g) no puede estar con signo constante. O

12Para una prueba del Teorema de Green vea [23, Pg. 237].
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"+ p(x)r’ +q(x) =0

Sean p(z) y g(x) suaves y p(z) > 0, z € R, si se hace y = 2’ se tiene que

y' = 2 asi resulta la ecuacién equivalente:

luego div(f,g) = —p(x), es decir la divergencia es negativa siempre. Del
criterio de Bendixson la ecuacién no posee soluciones periddicas.
Ejemplo 1.65. Sea en R? la ecuacién de Van Der Pol:
"+ = u(l—aha
Donde u es constante, sea y = 2’ se tiene 3y’ = 2 luego:
/

=y, y=-z+u(l-2z%y,

div(f,g) = u(l — z%). Por lo tanto, por el criterio de Bendixson la solucién

periodica si existiese tendria que intersectar ax =1 o x = —1 0 a ambas.

Observacién 1.66. El teorema ha sido formulado en R?, lo que harfa suponer

que se puede generalizar, pero esto no es asi. En el sistema
/ / /
=z, y=-y,2=0

se tiene que div(f,g,h) = div(z,—y,0) = 0 y se deberia concluir que existe
solucion periddica, sin embargo las soluciones del sistema — que vienen dadas

por v(t) = (kie', kee 1), k # 0 constante — no son periédicas.

1.2.4 Conjunto limite: Teorema de Poincaré-Bendixson

1.67. Sea ¢(t,p) el flujo inducido por ' = f(x) con f : U C R* — R,
Definicion 1.15. Asi, ¢(t) = ¢(t,p) es la solucién definida en su intervalo

maximal [, = (w_ (p), w+(p)) y ©(0,p) = p. El conjunto w-limite de p es
w(p) ={q € U:3(t,), con , t, = wi(p),y, o(t,) — q, si, n — oo}
y el conjunto a-limite de p se define como
alp) ={q€U:3(t,), con , t, = w_(p),y, ¢(t,) = q, si, n — o0}.

En general, para una trayectoria 7, su conjunto w-limite, w(y) es w(p) para

cualquier p € . De forma similar, a(y) = a(p) para cualquier p € 7.
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mtegral ™ asoclada a —J PO €l PULLO P, entonces W(t, p) = pl—1L, P)-
tenemos que w-limite de 1 (t) es igual al a-limite de () y también de manera

reciproca el w-limite de ¢(t) es igual al a-limite de ) (t).

e Si p es un punto singular de f, entonces p € a(p) Nw(p), pues en este

caso p(t) = p para todo t € R.

o Siy,={p(t,p) :tel,}yqer,entonces w(p) = w(q). En efecto: si
q € 7p, existe ¢ € R tal que p(t,p) = p(t + ¢, q).

Ejemplo 1.69. Sea el sistema:

Las soluciones son: o(t) = (e',0) y p(t) = (0,e7"), asi: Si p = 0, entonces
w(p) =0y a(p) =0.Sip e aleje X — 0, entonces w(p) = 0y a(p) = 0. Si
p € alejeY —0, entonces w(p) =0y a(p) =0.Sip ¢ a(XUY)—0, entonces
w(p) = a(p) = 0.

Ejemplo 1.70. Si ¢(t) = ¢(t,p) es T—periédica entonces:

w(p) =7, = {e(t,p) tal que0 <t < T} = a(p).

En efecto: si g € v, existe t' € [0,7] tal que p(t',p) = ¢q. Sit, =t +nTl
tenemos que t, — 00y ¢(t,) = @(t' + nT,p) = 7(t') = ¢. De manera andloga
para probar que ¢ € a(p).

Teorema 1.71. Sea ¢(t,p) el flujo inducido por ' = f(z) con f: U C R" —
R" de clase C* k> 1 y T (p) = {p(t,p) : t > 0} la semi-trayectoria positiva.
Siyt(p) C K, donde K es un subconjunto compacto de U se cumple:

1.- w(p) #0.
2.- w(p) es compacto.
3.- w(p) es invariante por f.

4.- w(p) es conezo.

13Sea el sistema diferencial 2/ = f(x) tal que 2(0) = p se llama curva integral a la imagen

de solucién maximal, es decir al gréfico del flujo asociado p(t,p).
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Sea t, = n,n € N, por hipétesis tenemos que (t,) C K, K compacto entonces
existe una subsucesién ¢(t,,) que converge aun punto ¢ € K. Por lo tanto,
q € w(p) pues t,, — 00, si ng — o0y p(tsy,) — g

2.-w(p) es compacto.

Como w(p) C v*(p) C K entonces w(p) esta acotado. Solo resta probar que
w(p) = w(p). Sigq € w(p), existe una sucesion ¢, en w(p) tal que ¢, — q.
Queda probar que ¢ € w(p), como cada ¢, € w(p) para cada ¢, existe una
secuencia t" tal que t" — ooy p(t",p) — ¢, cuando m — oo. Escojamos

para cada secuencia t” un punto t, = t" > n tal que d(¢(t,,p), q,) < % Asi,

d(p(tn,p),q) < d(p(tn; p); gn) + d(gn, q) < % + d(gn, q),

es decir d(p((tn,p),q) — 0 cuando n — oo esto es ¢(t,,q) — ¢, como t, — o0
cuando n — oo se sigue que ¢ € w(p).

3.-w(p) es invariante por f.

Sea ¢ € w(p) y ¥ : I(q) — R"™ la curva integral que pasa por ¢. Sea
¢ = ¢(to,q) = ¥(ty), como g € w(p), entonces existe una secuencia t,, tal

que t, — oo cuando n — oo y @(t,,p) — q. Como ¢ es continua tenemos:

Asi hemos encontrado una secuencia s, = (to + tn) tal que s, — o0y
©(8n,p) = q cuando n — oo, es decir ¢; € w(p).

4.- w(p) es conexo.

Supongamos que w(p) no es conexo, entonces w(p) = AU B donde A, B son
cerrados no vacios y disjuntos. Como A es no vacio, existe un elemento a € A
y existe una secuencia t!, tal que t/, — ooy ¢(t!) — a cuando n — oo. De
forma similar existe una secuencia t! tal que t!! — ooy ¢(t!) — b € B cuando
n — oo.Luego podemos construir una secuencia t,, tal que t, — oo cuando
n — oo tal que d(¢(ty), A) < 4y d(¢(tni1), A) > ¢ (donde d = d(A, B) > 0)
para todo n impar.

Como la funcién g(t) = d(p(t), A), t, <t < t,41 para todo n impar es continua
y g(tn) < %l Y g(tnt1) > %

Spytn < 8 < tpiq tal que

luego por el teorema del valor intermedio existe
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P = lim, 00 ©(Sn).
Entonces p' € w(p) , pero p’ € A, pues d(p', A) = g > 0, también p’ ¢ B, pues
d(p',B) > d(A,B) — d(p/, A) = £ > 0, asf se llega a una contradiccién. O

Observacién 1.72. En las condiciones del teorema anterior si ¢ € w(p), la
trayectoria de f por ¢ es completa. Como w(p) es compacto e invariante, la
érbita de f pasando por g esta contenida en el compacto w(p) luego la solucién

estd definida para todo t € R, tal como muestra el Corolario 1.7.

Teorema 1.73. (Poincaré - Bendizson). Sea p(t) = ¢(t,p) definida para
todo t > 0 tal que 7; esta contenida en un compacto K. Suponga que el
campo [ posee un nimero finito de singularidades en w(p) entonces tenemos

las siguientes alternativas:
1.- Si w(p) solo contiene puntos regqulares, w(p) es una orbita periddica.

2.- Siw(p) contiene puntos requlares y singulares, w(p) consiste de un conjunto
de orbitas cada una de las cuales tiende a sus puntos singulares cuando

t — too.
3.- Siw(p) no contiene puntos requlares, w(p) es un punto singular.

Lema 1.74. Sip € ¥Nw(y), siendo ¥ una seccion transversal a f y~v = {o(t)}
orbita de f, entonces p puede ser expresado como limite de una secuencia de

puntos ¢(t,) de ¥ donde t, — o0

Demostracion. Seay = {p(t)} = {p(t,q)} y p € ¥Nw(y), ademds se considera
la vecindad V' y la aplicacién 7 : V' — R dada por el Corolario 1.24. Como

p € w(v) entonces 3(t,) tal que t,, — ooy lim ¢(t,) = p, luego existe ng € N
n—o0

o X o(ta)
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por la definicién de 7 resulta que ¢(t,) € X, como T es continua sigue

Tim p(t,) = lim o(7(e(tn)), ¢(tn))
= #(0,p)
= p
pues ¢(t,) v 7(¢(t,)) = 7(p) = 0 cuando n — oo. O

Observaciéon 1.75. Notamos que la seccion transversal ¥ a f tiene dimension
uno ya que se considera el campo en R?, luego ¥ es difeomorfa a un intervalo
de la recta, asi X tiene un orden total inducido por el orden total del intervalo,

entonces es posible hallar sucesiones monotonas en .

Lema 1.76. Sea X una seccion transversal a f. Si vy es una orbita de f yp €

>Ny, entonces 7; intersecta Y en una Secuencia monotona P, Pz, - - -, Pns - - -

Demostracion. Sea D = {t € R*; p(t,p) € ¥} por el Teorema del flujo tubular

D es discreto. Por lo tanto podemos ordenar el conjunto
D={0<ty < - <tp,<---}.

Sea p; = p. Definamos ps = (1, p) por induccién definimos p,, = ¢(t,_1,p).

Notamos tres casos:

e Si p; = po, entonces 7y es una trayectoria cerrada de periodo t; y la

sucesion seria constante.

e Sip; > po considere la curva I' formada por {¢(t,p);t1 <t < t3} con el
segmento de X que une p; y po. I' es una curva cerrada que no presenta
autointersecciones ya que si se autonintersectase p, no seria el segundo
punto donde corta X a 7;{ . Luego I' desconecta al plano, si existiese ps3
entonces ps pertenece al interior o al exterior de I' pero no puede estar
en el exterior ya que cambiaria la direccion del flujo, asi ps esta en el

interior de I' y asi sucesivamente se tiene p; > py > ... > p, > ...
e Si p; < py de manera analoga al item anterior.
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O
Lema 1.77. Si ¥ es una seccion transversal a f, 3Nw(p) es a lo mds unitario.

Demostracion. Se supone que Y intercepta w(p) en dos puntos x,y. Luego,
existe una sucesiéon monétona p(t,) de X tal que ¢(t,) — x de forma similar
existe una sucesion monétona ¢(s,) de 3 tal que ¢(t,) — y esto es una

contradiccion con la monotonia del lema anterior. O

Lema 1.78. Sea v, contenida en un compacto K, v una drbita de f con

v C w(p). Siw(y) contiene puntos requlares, entonces y es una drbita cerrada

y w(p) =1

Demostracion. Sea ¢ € w(7y) punto regular y sea V la vecindad de ¢ dada
por el Corolario 1.24 y ¥, la seccién transversal correspondiente. Por el Lema
1.74 existe una secuencia t, — oo tal que ¥(t,) € X,. Como () € w(p) la
secuencia {7(t,)} se reduce aun punto por el lema 1.77. Esto prueba que 7 es
periédica. Resta probar que v = w(p), como w(p) es conexo y 7 es cerrado y
no vacio basta probar que 7 es abierto en w(p). Sean p € v, V, una vecindad
de p dada por el Corolario 1.24 y ¥; la seccién transversal correspondiente.
Se afirma que Vz N~y = V5 Nw(p), en efecto como Vz Ny C V3 Nw(p) para
mostrar la otra inclusién se procede por contradiccion, se supone que existe
g € VzNw(p) tal que g ¢ ~. Por el teorema del flujo tubular y por la invarianza
de w(p), existe t € R tal que ¢(t,q) € w(p) N 35 v ¢(t,q) # g. De alli existen

dos puntos distintos de w(p) en 25 lo que no puede ocurrir por el Lema 1.77.
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w(p). Entonces 7 es abierto en w(p). O
Demostracion del teorema de Pincaré-Bendixson. .

1.- Si se cumple la hipdtesis de a) y como ¢ € w(p); entonces la drbita
7y C w(p), y como w(p) es compacto se tiene que w(vy,) # 0. Luego

por el Lema 1.78 resulta que w(p) = 7, =6rbita cerrada.

2.- Si se cumple la hipétesis de b) y v es una 6rbita contenida en w(p) que
no se reduce a un punto singular, entonces por el Lema 1.78 y como
a(7), w(y) son ambos conexos se tiene que (), w(7y) son ambos puntos

singulares del campo f.

3.- Como w(p) es conexo y el campo f posee un nimero finito de singularidades

en w(p) se obtiene c).

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32-}‘65;_'}:‘;;'}3“"

DEL PERU

Capitulo 2

Sistemas Periddicos

En este capitulo se desarrolla la teoria de Floquet que permite estudiar
un sistema lineal periédico por medio de un sistema lineal con coeficientes
constantes. Se introduce la teoria de aproximacion asintotica para
observar que tan lejos se encuentran las soluciones de un sistema
diferencial perturbado del sistema diferencial sin perturbar. Se presenta
el método del promedio primero en su forma clasica, continuando con
una introduccion a la teoria de grado en espacios de dimension finita aqui
se muestra que el grado de Brouwer es invariante mediante homotopia,
esto permite que el grado de una funcion dada sea el mismo que el
grado del su desarrollo de Taylor. Luego se estudia el método del
promedio via grado de Brouwer, en este ultimo se debilita las hipotesis
del primero. Finalmente se usa tal teoria en los sistemas auténomos
planares. [3, 9, 21].

2.1 Teoria de Floquet

2.1. Aqui se estudia sistemas lineales de la forma
¥ =A(t)x, x € R" (2.1)

donde t — A(t) es funcién continua T'—periddica, este sistema es denominado
sistema T'—periédico de periodo T si A(t +T) = A(t). El Teorema de
Floquet en esta seccién da una forma candnica para la matriz fundamental del
sistema (2.1), este resultado serd usado para demostrar que existe un cambio de
coordenadas el cual transforma el sistema (2.1) en un sistema lineal homogeneo

con coeficientes constantes. Para ello serd necesario el siguiente lema.

Lema 2.2. Si C es una matriz no singular n X n, entonces existe una matriz
B (que puede ser compleja) tal que e? = C. Si C' es una matriz no singular

real n X n, entonces existe una matriz B tal que e = C?.
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Teorema 2.3. (Teorema de Floquet). Si ®(t) es matriz fundamental solucion

de el sistema T—periddico (2.1), entonces para todo t € R,
Ot +T)=d(t)d 1 (0)D(T),
ademds existe una matriz B que puede ser compleja tal que
e’? = o71(0)®(T)

y una funcion matricial T—periddica t — P(t), tal que ®(t) = P(t)e'P para
todo t € R. También existe una matriz R y una funcion matricial t — Q(t)

2T —periddica, tal que ®(t) = Q(t)e!f para todo t € R.

Demostracion. Como t — A(t) es periédica y existe para todo t € R entonces

todas las soluciones estan definidas en R. Si se hace U(t) = ®(t + 1)),
V)= t+T)=At+T)o(t+1T) = A(t)¥(t),

es decir U(t) es solucién de (2.1), ademds ¢ — ®(¢)®~1(0)®(T) también es
solucién de (2.1) y ambas cumplen con la condicién inicial z(0) = ®(7). Por

tanto, por unicidad de soluciones, se obtiene
Ot +T) = d(t)d 1 (0)D(T).

Como ®(t+T) = ®(t)P~1(0)®(T), entonces ®(t+2T) = ®(t+T)P>~1(0)D(T) =
O(H)d1(0)D(T)P1(0)P(T) luego ®(t + 2T) = ®(¢)[®1(0)P(T)]? si se llama
C = o 10)®(T) se ve que C es no singular, entonces por el Lema 2.2 existe
una matriz B tal que e? = C tal que e = ®=1(0)®(T"), por lo mismo existe una
matriz R tal que 2T = [®@~1(0)®(T)]? para concluir si se hace P(t) = ®(t)e 8
y Q(t) = ®(t)e'E, entonces

Pt+T)=®t+T)eBe ™™ =0(t)Ce P8 = d(t)e P = P(1),

Q(t+2T) = &t +2T)e e = d(t)e ™ = Q(1).

esto es se tiene P(t +7T) = P(t), Q(t +2T) = Q(t) y
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€ Floquet para la matriz tundamental ©(7). Ademas, por cada 7

el operador de monodromia
M, v+ ®(T +7)0 (1)v; v eER",

sus autovalores son los multiplicadores caracteristicos del sistema (2.1)

Observacién 2.5. El sistema (2.1) puede ser visto como un sistema auténomo

¥ o= AW
' = 1modT

en el cilindro de fase R" x T donde 7 es una variable angular de médulo 7'

Proposicién 2.6. Las siguientes afirmaciones son vdlidas para (2.1)

1.- Cada operador de monodromia es invertible o de manera equivalente cada
multiplicador caracteristico es distinto de cero.

2.- Todos los operadores de monodromia tienen los mismo autovalores, en
particulares existen exactamente m multiplicadores caracteristicos contando

multiplicidades.

Demostracion.

1.-La funcién v — M, (v) es inyectiva pues las soluciones del sistema auténomo
son disjuntas entre si, como la aplicacién entre espacios de la misma dimension
entonces también es sobre, luego existe la inversa.

2.- Sea ®¥(t) matriz fundamental basada en cero, sea W(t) otra matriz
fundamental, entonces W(t) = ®(¢)¥(0) ya que P(t) estd basada en cero.
Por el Teorema 2.3 ®(t + T) = ®(t)@ 1 (0)®(T) = ®(¢)®(T) y el operador
de monodromia para U esté dado por M. (v) = U(t + 7)1 (¢).v, pero como
U(t) = ®(t)¥(0) al reemplazar se obtiene

YT+ () = BT +7)(0)T(0)2(7)
)27 (7)
= 2(M)O(T)e7 (1),

= T+

en particular los autovalores del operador ®(7") son los mismos que del operador
de monodromia M, es decir todos los operadores de monodromia tienen los

mismos autovalores. O
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O(T)d(0) = P(T)e'Bd7(0)

es decir (®71(0)®(T)) tiene los mismo autovalores que el operador de

monodromia dado por v — ®(T)®~1(0).v

Definiciéon 2.8. Un nimero v € C se dice que es un exponente

caracteristico o exponente de Floquet de (2.1) si €*? es algtin multiplicador

caracteristico. Observe que si e*? = \ satisface lo anterior entonces u + %
también es un exponente caracteristico si k € Z, entonces, aun cuando existen
a lo mas n multiplicadores caracteristicos, estos generaran infinitos exponentes

caracteristicos.

Teorema 2.9. Si A es una matrizn xn y st Ay, ..., A, son los autovalores de A
repetido de acuerdo a su multiplicidad, entonces \¥, ..., \F son los autovalores

de Ak y e, ... eM son los autovalores de e”.
Demostracion. Ver [3, pg. 193] O

Teorema 2.10. Si la matriz fundamental de soluciones del sistema
T—periédico ¥’ = A(t)x en cero esta dada por ®(t) = Q(t)e'®, entonces el
cambio x = ®(t)y transforma el sistema a' = A(t)x en y' = Ry, ademds si
los multiplicadores caracteristicos del sistema x' = A(t)x todos tienen mddulo
menor que uno o equivalentemente si todos los exponentes caracteristicos tienen

parte real negativa, entonces la solucion cero es asintoticamente estable.

tR

Demostracion. Se tiene que como ®(t) = Q(t)e", entonces x(t) puede verse

como z(t) = Q(t)e! al tomar en cuenta el cambio se tiene Q(t)y = Q(t)e'Fz(0)
al tener que Q(t) es inversible y(t) = efx(0) al derivar se obtiene 3’ = Ry.

Por el Teorema 2.3, existe Ry Q(t) una aplicacién 27 —periédica tal que ®(t) =
Q(t)e', por lo mismo existe una matriz B y una aplicacién T —periédica P(t)
tal que ®(t) = P(t)e!? y los multiplicadores caracteristicos son los autovalores

de e'B. Como ®(0) = I = Q(0), entonces ®(2T) = e*' = T8 en particular
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multiplicadores caracteristicos. lenen modulo menor que
uno, por el Teorema 2.9 todos los autovalores de la matriz R tienen parte real
negativa, es decir la solucién cero es asintéticamente estable para iy = Ry

luego existen constantes C' > 0, A > 0 tal que
ly(t)] < Ce |y(0)| para todo t > 0 y para todo y(0) € R,

puesto que Q(t) es periddica, entonces es acotada y por la relaciéon x = ®(t)y

se tiene que la solucién cero es asintGticamente estable para 2’ = A(t)x. O

Observacién 2.11. El teorema anterior dice que si se tiene un sistema
periédico del tipo =’ = A(t)z es posible mediante un cambio de variable
volver el sistema en uno del tipo ¢y = Cy con C' una matriz con entradas
constantes, ademas brinda informacion sobre la estabilidad de la solucién nula.
Sin embargo, ; Existe un método para determinar los exponentes caracteristicos
sin encontrar las soluciones, explicitamente? Un ejemplo de Lawrence Markus
and Hidehiko Yamabe que tal método no puede ser construido naturalmente a
partir de los autovalores de A(t). Considere el sistema m—periddico 2’ = A(t)x

donde
At) = ( —1 4 5 cos?(t) 1 — 5 sin(t) cos(t) ) ‘

—1—2sin(t) cos(t) —1+ 2sin(t)

Los autovalores de A(t) son 1(—1+v/7)i. En particular, la parte real de cada

autovalor es negativa. Por otro lado,

: [ —cos(t)
x(t) = ez
© ( sin(t) )

es una solucién y asi jla solucién nula no es estable! (vea Corolario 1.36).

Lema 2.12. Si p es un exponente caracteristico del sistema x' = A(t)x
y ®(t) es la matriz fundamental basada en cero, entonces existe B tal que

®(t) = P(t)e'B tal que p es un autovalor de B.

Demostracion. Sea ®(t) = P(t)e'? la forma normal de Floquet de ®(t),
como  es un exponente caracteristico por definicién se tiene que existe un

multiplicador caracteristico A tal que A = e#T, asi por el Teorema 2.9 existe
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2 ) ~ T
TR Py = P(1)e

es claro que g es un autovalor de B, en efecto det(B — ZE] — pul) =
det(B — (2% + j))I) = det(B — vI) = 0, ademds

P(t)e'P = P(t)e T P50 = P(t)eP = d(t)
0

Teorema 2.13. Si A es un valor caracteristico de ¥’ = A(t)x y e'*, entonces
existe una solucion no trivial de la forma x(t) = e''p(t), donde p(t) es una

aplicacion T'—periodica y ademds para esta solucion se tiene x(t + 1) = \x(t)

Demostracion. Sea ®(t) la matriz fundamental de 2’ = A(t)z, ®(0) = I,
entonces por el Lema 2.12 se puede tomar la forma normal de Floquet
®(t) = P(t)e'? tal que p sea un autovalor de B. Por lo tanto existe un vector
By = ez y al multiplicar ambos lados por

P(t) resulta P(t)e!Px = P(t)e'*z pero como P(t)e!? = ®(t) se obtiene

x # 0 tal que Bx = ux, entonces e

d(t)x = P(t)e s = ™ P(t)x

y si al nombrar p(t) = P(t)x, entonces z(t) = ®(¢)x por lo tanto x(t) = e*p(t).
Ademis z(t + T) = e Dep(t + T) = et Dep(t) = eTra(t) = M (t). O

Teorema 2.14. Sean A\, Xy multiplicadores carateristicos del sistema
¥ = A(t)z tal que et = X\ y eTF2 = Xy, Si Ay # Ay entonces existen

funciones T—periodicas p1 y ps tales que

z1(t) = e'pi(t), @o(t) = e"'py(t),
son soluciones linealmente independientes.

Demostracion. Por el Lema 2.12 se tiene que existe una matriz B tal que
O(t) = P(t)e!? con ®(0) = I y ademds ju; es autovalor de B y sea v,
un autovector correspondiente a 1, como Ay es un autovalor de la matriz
de monodromia ®(7") (puesto que ®(0) = I), por el Teorema 2.9 existe un
autovalor 1 de B tal que eT# = \y = eT#2 (pues ®(T) = P(T)e’? = eT'B) pero
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que [t 7 [i1, SI Uy €S ULl autovector de > correspondliente a i, entonces vy y vUs

son linealmente independientes. Por el Teorema 2.13 esas soluciones son de la

forma

x1(t) = "' P(t)vy, xo(t) = e P(t)vy,
y como z1(0) = vy y 22(0) = vy entonces las soluciones son linealmente
independientes. O

2.2 Perturbaciones y aproximacion asintdética

2.15. Se estudiardn algunas perturbaciones del sistema (1.1). Especificamente

se usa una familia e—paramétrica de la forma:
' = f(t,z,€); x(to) = o, (2.2)

donde f es continua con respecto a €, (t,z) — f(-, -, €) satisface el Teorema 1.3,
z,xg € R" ¢ € [tg,00) y € € (—€g,€9). Si f fuese suave en una vecindad de
(xo,to), el sistema (2.2) tendria solucién unica z.(t) para valores pequenos
de € fijados. La pregunta es ;Como se comportan las soluciones del sistema
perturbado con respecto al sistema sin perturbar o que tan lejos estan estas?
los siguientes ejemplos ilustran que cuando se quiere aproximar soluciones
de problemas de valor inicial se tiene que mirar en que intervalo se esta

aproximando y que tan grande puede llegar a ser este.

Ejemplo 2.16. Sea el problema de valor inicial
¥=-z+¢€ z(0)=1. (2.3)

Se tiene que la solucién es x(t) = e *(1 — €) + ¢, mientras que el sistema sin
perturbar
y'=—y; y(0) =1, (2.4)

t

tiene como solucién y(t) = e~* ademds |z(t) — y(t)| = € — ee™*, y para todo

t>0; |2(t) —y(@)| <

se puede decir que el error en aproximar x(t) por y(t) nunca excede a €.
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¥=x+¢ x(0)=1 (2.5)

Se tiene que la solucién es x(t) = e'(1 + €) — €, mientras que el sistema sin

perturbar
y =y y(0) =1, (2.6)

tiene como solucién y(t) = e' ademds |z(t) — y(t)| = ele’ — 1|, y para
t<1; |a(t) —y(t)] > €

se puede decir que el error en aproximar z(t) por y(t) excede a e cuando
0<t<1.

Definicién 2.18. Una funcién o(e) serd llamada funcién orden si J(e)
es continua, positival en (0,¢] y ademés lin%(S(e) existe mientras d(e) es
e—

decreciente cuando e — 0.

Observacién 2.19. En el caso en que f(t,z,€) se pueda expresar en su
expansion de Taylor con respecto al parametro pequeno € > 0, las funciones

ordenes usadas son

{" o
Definicién 2.20. Para comparar funciones se usa el simbolo de Landau [12].
e 01(¢c) = O(d2(€)) para e — 0 si existe una constante k tal que d;(¢) < k(da(e€))

para € — 0;

¢ (0 = o(6(0) par e = 0.3 1 219

Ejemplo 2.21. Sean los siguientes ejemplos

=0.

(a) Sin > m, entonces " = o(e™) para € — 0.
n

En efecto lim £ 0.
e—0 €M

(b) esin(1) = O(e) para e — 0
En efecto

.1 !
esin(2)] < [ellsin(-)]| < Jel.

(c) 2loge = o(e?log”® €) para ¢ — 0.

15(€) es positiva si §(e) > 0 en (0, o)
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1 5 = H—— = U
=0 ¢e2log”e e=0loge

(d) e =o(c")

En efecto
-1 -1

. € e . € e . =1
lim = lim =lime™
e—0 " e—0 e™ Ine e—0

Definicién 2.22. Se dice que §;(€) = O;(d2(€)) para e — 0 si 01 (€) = O(d2(¢))
y d1(€) # 0(d2(€)) para € — 0

—nlne =0

Ejemplo 2.23. Sean los ejemplos
(a) esin() = O,(e).
(b) eloge = O4(2¢loge + €?)

Definicién 2.24. Sea la funcién f(t,z,¢),t € I CR, z € D C R,
0 < e < €, d(€) una funcién orden, entonces:
of(t,z,e) = O(0(€)) si existe una constante positiva k tal que ||f]| < kd(e)

cuando € — 0 donde || f|| es la norma del supremo.

_ | Jaiil
o f(t,z,e) =0(d(e)) si 11_1)15% =1

o f(t,7,€) = Ou(6(€)) si [|f(t, 2, )| = O(€)) y f(E,2,€) # 0(d(€)).
Ejemplo 2.25. Se quiere estimar el orden del tamano del error que se obtiene
al aproximar sin(¢ + et) por sin(¢) en un intervalo I.

Si I = [0,27] se tiene que

sup |sin(t + et) —sin(t)| = O(e).
te[0,27]

En efecto si se usa serie de Taylor se obtiene:

sin(t + et) = sint + r, donde lim T
e—0 €

Asi sup |sin(t+ et) —sin(t)| = sup |r|, entonces
te[0,27] te(0,27]

sup |sin(t + et) — sin(t)| sup ||
te[0,27] t€[0,27]
= — 0,

€ €

cuando € — 0. Luego sup |sin(t + et) —sin(t)| = o(e) y por lo tanto
te[0,27]

sup |sin(t + et) —sin(t)| = O(e).
te(0,27]
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puede convertirse en ilmitado cuando e . Por ejemplo cuando se trata de
aproximar sin(¢+et) por sin(¢) en un intervalo I, = [0, 2], (es decir el intervalo
no es uniforme) se nota que cuando € — 0 el intervalo se vuelve ilimitado, pero

con la norma del supremo se tiene
sin(t + et) — sin(t) = Og(1).

Se esta interesado en problemas con valor inicial, donde la variable t juega
un papel importante. Se quiere estudiar la solucién o su aproximacion en un
intervalo, este se quiere que sea el mas grande posible por ello no se puede fijar

apriori un intervalo del tiempo. Por ejemplo
etsinz = O(e), t € [0,1], z € R,

pero O(¢€) no es una estimativa cuando ¢t > 0 o cuando ¢ < 0. Por ello resulta
util caracterizar el tamano del intervalo del tiempo en funcién de e.

Definicién 2.27. (Tiempo-escala) Sea la funcién f (¢, x,€),t > 0,z € D C R",
y las funciones orden d,(€) y da(€); f(t,z,¢) = O(d;1(€)) cuando € — 0 en el

tiempo escala si la estimativa es valida para © € D, 0 < §(e)t < C

donde C es ung 20(51)18tante que no depende de €. La definicién para el simbolo
0 es como sigue:

f(t,xz,€) = 0(d1(€)) cuando € — 0 en el tiempo escala 52—16)
Si la estimativa es vélida para x € D, 0 < dy(e)t < C, donde C' es una

constante que no depende de e.

Ejemplo 2.28. Considere los siguientes ejemplos:

(a) Sea fi(t,x,e) = etsinz, x € R, entonces fi(t,z,€) = O(e) en el tiempo
escala 1y fi(t,z,¢) = O(e) en el tiempo escala 1/e.

(b) folt,z,€) = *tsinz, x € R, t > 0, fo(t,z,€) = O(e) en el tiempo escala
1/ey fat,x,€) = O(e/?) en el tiempo escala 1/€%/2.

Definicién 2.29. Sean las funciones f(¢,x,¢€), g(t,z,€),t > 0, z € D C R™;
g(t,z,€) es una aproximacién asintética de f(¢,z,€) en tiempo escala 1/§(e)

Si:

f(t,z,e) —g(t,xz,€) = 0(1) cuando € — 0 en tiempo escala 1/d(e)
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de aproximaciones asintoticas sobre algun mtervalo

ft,x,¢) 2(5 ) fu(t,x,€) + 0(0n(€)),

con d0,(€), n = 0,...,N, funciones orden tales que &,41(€) = 0(d,(€)),
n=mn=20,...,N — 1, los coeficientes f,(t,x,€) son acotados e iguales a
O(1) cuando ¢ — 0 donde (t,z) € I x D. Para una funcién f(¢,z,€) en el
intervalo I la serie asintdtica f(¢,z,¢) es llamada aproximacién asintética

de orden m de f(t,z,€) en [ si

ft,z,€) — f(t,z,€) = 0(d,n(€)) en [
Ejemplo 2.31. Considere

f(t,z,e) = sin(t +et) en I =]0,27]
L 1
f(t,z,e) = sint+ etcost — §e2t2 sint

las funciones de orden son d,(¢) = ¢!, n = 1,2,3,-,-,- y es claro que
ft, 2 €) — f(t,z,€) = o(e?), es decir f(t,z,€) es una aproximacién asintética

de tercer orden de f(t,z,€) en I.

Observaciéon 2.32. Las aprozimaciones asintoticas no son unicas.

= sin(et) cost
En efecto f(t,z,€) = sint + ega(t) — 22t sint con ¢o(t) = % es otra

aproximacién asintética de f(t,x,€) = sin(t + et) en I = [0, 27|

Ejemplo 2.33. Considere

_ [T exp(=t)
f(t,a:,e)—/o mdt e € (0, e,

ésta integral esta bien definida ya que 1J£ t) < exp(t), Vt > 0,€ € (0, &), como
fo exp(—t) es convergente, entonces por el criterio de comparaciéon f(t,z, €)
converge. Sea el cambio de variable 7 = et, se obtiene:
1 [ exp(==
f(t,x,e):—/ MdT
0

€ 1+7

luego integrando por partes:

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_:_\éel_l}g}\mn

DEL PERU

luego de repetir la integracion por partes se obtiene:

-_T
€

* exp
t,x,e) =1—€+ 2¢ ——<dr,
ut ) /0 (1+71)3

al seguir este proceso se define:

m

ft.ze) =) (—1)"nle"

n=0

ademsds se tiene que f(t,z,¢) = f(t,x,¢) + R, con
> exp =L
Ry, = (=1)"* 1!’”/ﬁ ————dr,
( ) (m+ )E 0 (1+7—)m+2 T

regresando a la variable z se tiene

— (—1)™H o1 [0 _exp(=t)
Ry = (—1)™(m + 1)te /0(1+et)m+2

se nota que R,, = O(e™*1), asi f(t,z,¢€) es una aproximacién asintética de
f(t,x,e€).

Observaciéon 2.34. Cuando una aproximacion asintotica dada por una serie
asintética converge, esto no implica que converja a la funcién dada, para ello

se observa el siguiente ejemplo sea
) 1
f(t,z,e) =sine + exp(—-),
€

la expansion de Taylor de la funcién sin e da la serie:

L n 2n+1

ft.z,¢) E: 2n+1"

n=

la cual es convergente para m — oo. f(t,x,€) es una aproximacion asintotica

de f(t,z,€) con
ft,z€) — f(t,z,¢) = O(#""?) para todo m € N,

sin embargo la serie no converge a f(t,z,¢€).
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2.35. El método del promedio es un método mediante el cual se trata de
encontrar soluciones aproximadas para ecuaciones diferenciales que puedan
expresarse en cierta forma, denominada forma estandar. FEstas soluciones
aproximadas seran medidas que tan lejos se encuentra de la solucion exacta
por medio de la aproximacién asintotica estudiada en la seccién anterior. La
idea del método del promedio como una técnica computacional se origind en
el siglo XVIII, pero fue bien formulada por Lagrange (1788) en su estudio del
problema de los tres cuerpos como una perturbacién del problema de los dos

cuerpos, vea [11].
Ejemplo 2.36. Sea la ecuacién
"+ =¢f(z, ). (2.7)

Si e = 0, entonces las soluciones estarian dadas por combinaciones lineales de

cost, sint que también puede ser escrita como

1o cos(t + 1)

la amplitud o y la fase 1y son constantes que pueden ser determinadas por
las condiciones iniciales. Para estudiar el comportamiento de las soluciones
cuando € # 0 Lagrange introduce variacion de constantes. Asume que para
€ # 0 la solucién aun puede ser escrita de la misma forma, pero ahora con 7,

1o funciones que dependen del tiempo, se asume que

z(t) = r(t)cos(t+ (1)) (2.8)
() = —r(t)sin(t + (1)) (2.9)

como x(t) es solucién de (2.7), debe satisfacerla y al reemplazar se obtiene
—r"sin(t+1) —r cos(t+1)(14+9") +r cos(t+1)) = ef(r cos(t+), —rsin(t+1)))
que al simplificarlo resulta

—r'sin(t + ) — rcos(t + ) = ef (rcos(t + ), —rsin(t + 1))  (2.10)

ademds se debe tener en cuenta que la derivada de x(t) debe coincidir con

2'(t) = —rsin(t + ¢), con ello se obtiene
r'cos(t + ) — rsin(t + ¢)(1+¢") = —rsin(t + ),

93
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' cos(t + 1) — rsin(t + )Y =0, (2.11)

las ecuaciones (2.10) y (2.11) pueden tratarse como dos ecuaciones algebraicas

donde las incégnitas vendrian a ser v’ y v)’, al resolver este sistema se obtiene:

' = —esin(t + ) f(rcos(t + ), —rsin(t + 1)) (2.12)
Y = —; cos(t + ) f(rcos(t + 1), —rsin(t + 1)) (2.13)

al hacer las transformaciones x,x’ — r,1 se supone que r # 0, si existiese
to tal que 7(to) = 0 se hace una transformacién distinta. El razonamiento de
Lagrange fue que el lado derecho del sistema (2.12) puede ser expandido de la

forma
e[go(r,v) + g1(r, ) sint + hy(r, ) cost + - - -]

lo que hoy se conoce como serie de Fourier del lado derecho de (2.12)

2.4 Forma estandar del promedio

2.37. Considere para x € R", t > 0 el siguiente problema de valor inicial
' = A(t)x + eg(t, z); z(0) = zo, (2.14)

donde A(t) es una matriz n X n continua, g(t, x) es una funcién suficientemente
suave de t y x, cuando € = 0, el sistema sin perturbar se vuelve 2/ = A(t)z el
cual tiene n soluciones linealmente independientes y cuya matriz fundamental

viene dada por ®(t), sea el cambio de variable
z=P(t)y
derivando y reemplazando en (2.14) se tiene
'ty + D)y = A)P(t)y + eg(t, ®(t)y)
y como ®'(t) = A(t)®(t), entonces
O(t)y" = eg(t, D(t)y),
despejando y’ se obtiene

y' = ed (t)g(t, D(t)y); y(0) = 2~ (0)xo (2.15)
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y = ef(t,y).
Ejemplo 2.38. Considere la ecuacion
1" +w?r = eg(t,r,2'), w> 0.
Las transformaciones amplitud-fase son

z(t) = r(t)cos(wt+(t)) (2.16)
2(t) = —r(t)wsin(wt + (1)) (2.17)

y se encuentran las siguientes ecuaciones
I— sin(wt 4+ 1) g(t, r cos(wt + 1), —rwsin(wt + ¥)) (2.18)
w
o= 2 cos(wt + 1) g(t, r cos(wt + ), —rwsin(wt + 1))  (2.19)
wr

lo que seria la forma estandar.

2.4.1 Meétodo del promedio en el caso periédico

2.39. Considere el problema de valor inicial
7'(t) = ef(t, ) + €2g(t, z,€), £(0) = xo. (2.20)

Se asume que f(¢,x) es T-periddica en t y sea el promedio

P =7 | s

Ahora considere el nuevo problema de valor inicial para la ecuacién promediada

y'(t) = ef*(y) y(0) = 0. (2.21)

La funcién y(t) representa una aproximacion de z(t) medido por la
aproximacion asintotica en el siguiente sentido
Teorema 2.40. Considere los problemas de valor inicial (2.20) y (2.21) con

x,y,x9 € D CR™ t >0, suponga que

(a) las funciones f, g y % son definidas continuas y acotadas por una

constante M (independiente de €) en [0,00) x D;
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(c) f(t,z) is T-periédica en t con promedio f°(z); T es una constante

independiente de e,
(d) y(t) estd contenido en un subconjunto interno de D.

Entonces se tiene x(t) — y(t) = O(e) en la escala X
Demostracion. Vea los libros [20, pg. 22], [21, pg. 150] O

Observacién 2.41. Note que el problema de encontrar una soluciéon para
la ecuacion diferencial (2.20) se ha reducido en encontrar una solucién de la
ecuacién diferencial (2.21) que es un sistema auténomo y esto en teoria debe
resulta mas facil. La solucién del sistema (2.20) esta cerca del sistema (2.21)
en el sentido de aproximacién asintdtica en el intervalo 0 < £ < C' donde C
es una constante que no depende de € ademas se puede observar que cuando

¢ — 0 dicho intervalo crece.

Ejemplo 2.42. Considere la ecuacién

! /
T =T = —€ex +€JJ2

2

si se identifica f(x,2') = x* — 2/ y se trabaja de manera andloga al Ejemplo

2.36 se tiene:

7 = —esin(t + ) (r? cos?(t + ¥) + rsin(t + )
T —; cos(t + 1) (r? cos?(t + 1) + rsin(t + 1)),

luego las funciones promedio estarian dadas por

) = 1 / ' sin(t +¢)(r* cos®(t + ¢) + rsin(t + ¢))dt = —rm
2w Jo

1 2

fir) = o /. TCOS(t+w)(7’2cos2(t+¢)+rsin(t+¢))dt:O

lo que da origen a las siguientes ecuaciones diferenciales

dr
dt
dy
dt
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obtiene la expresion

24(t) = r(0)e 2 “ cos(t + 16(0)),

asi por el Teorema 2.40 se concluye que
1
x(t) — z4(t) = O(e) en el tiempo escala —
€

donde x(t) representa la solucién del sistema diferencial original, los valores
iniciales 7(0), ¢(0) son supuestos para ser O(1) con respecto a e. Esta

estimativa no es valida si se inicia cerca de un punto silla.

Ejemplo 2.43. Considere el sistema 2" + x = €(1 — 2%)2’

al comparar con el Ejemplo 2.36 se tiene que f(z,2') = (1 — %)z’

1 2
T g 567"@(1—%)
Yo = 0.

Al resolver la ecuacion diferencial se tiene donde

r(0) exp(g)

Ta(t) = [1 + irg(exp(d) - 1)]

3 talt) = $(0)
Como z,(t) = 74(t) cos(t + 14(t)) por el Teorema 2.40 se tiene que
x(t) = x4(t) + O(e) en tiempo escala %
Se observa que cuando 7(0) = 2 se tiene una solucién periédica con la cualidad

z(t) = cos(t) + O(e) en la escala 1
€

Observe la figura 2.1.

2.4.2 Teoria clasica del promedio

Si se observa el Ejemplo 2.43 se ha obtenido una solucién periddica cuando
r(0) = 2, en lo siguiente se trata de mostrar la existencia de érbitas periddicas
de un sistema del tipo (2.22). En la demostracién de la existencia de érbitas
periddicas la hipotesis resaltante es que el determinante del jacobiano de la
funcién promedio evaluada en punto singular de la misma es distinto de cero,
esto permite hacer uso de el teorema de la funcién implicita, ademas de ello la

periodicidad en las funciones involucradas F'y R juegan un papel importante.

o7
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Figure 2.1: e =0.1

Teorema 2.44. Considere el siguiente sistema diferencial
7' (t) = eFy(t, 7) + €R(t, T, €) (2.22)

donde F1 : Rx D — R", R:Rx D X (—¢f,e5) = R son funciones continuas,
T-periodicas en la primera variable y D es subconjunto abierto de R"™. Se

define f1 : D — R"™ como:

fulz) = /0 Friao (2.93)

Y se asume que:’

(a) Fi, R, D,F, D?F, D,R son definidas, continuas y limitadas por una
constante M (independiente de €) en D x [0,00); —€f < € < €.

(b) para a € D con fi(a) =0, se tiene Jg, (a) # 0.

Entonces para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe una solucion

T—periodica (-, €) del sistema (2.22) tal que ¢(-,€) — a cuando € — 0.
Demostracion. Vea el libro [21, pg. 168] O

Ejemplo 2.45. Sea la ecuacién 2 + x = €(1 — 2?)2’, haciendo el cambio de

variable y = 2’ se tiene:

y = —x+el-2a%)y
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de periodicidad del problema para €llo Se realiza un calnblo de coordenadas

x =rcos(), y = rsin(f), derivando se obtiene:

7 = esinf(1 —r*cos®f)rsinf

0 = —1+e(l—r*cos®f)sinfcosb
asi

dr esin@(1 —r?cos®0)rsin 6

d0 ~ —1+e(l—r2cos20)sinfcosf’
el desarrollo en serie alrededor de € = 0 del lado derecho de la ecuacién esta

dado por:

dr - . ) 2 .
i esin (1 — r*cos” 0)rsinf

donde identificando con las hipotesis del teorema se tiene que

27
fi(r) = / sin §(1 — r? cos® §)r sin 6d6,
0

3
1

r=2 f(2) =0y ademés f'(2) = —7 # 0, por lo tanto cumple las hipépesis

luego fi(r) = m — 7r? + 3272 y encontrando los ceros de f se tiene que en

del teorema, asi se concluye que existe una solucién 27— periddica del sistema.

Teorema 2.46. Suponga que las hipotesis del Teorema 2.44 son satisfechas
y que todos autovalores dados por el jacobiano tienen parte real negativa,
entonces la correspondiente solucion periodica obtenida al aplicar el Teorema
2.44 es asintoticamente estable. Si existe al menos un autovalor con parte real

positiva la solucion periddica inestable.?

Demostracion. Vea el libro [21, pg. 169] O

2.5 Teoria del promedio via grado de Brouwer

2.47. Para la presente seccién se sigue el articulo [1], se puede decir
que el método de promedio clasico brinda una relaciéon cuantitativa entre
las soluciones de el sistema original el cual es un sistema diferencial no
autonomo y el sistema diferencial promediado el cual es un sistema auténomo.

Ademas al aplicar el Teorema de la funcién implicita el método del promedio

2Vea la Proposicién 1.59.
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se trata este problema por medio de ulla nerramienta topologica
especificamente el grado de Brouwer. El Teorema 2.73 es el teorema central,
en este se trata de encontrar los ceros de una funcion relacionada directamente

con el sistema.

2.5.1 Grado de Brouwer

2.48. La diferencia entre el método de averaging clasico y el método que aqui
se desarrolla es el concepto de grado topdlogico el cual es una herramienta

optima para estudiar el nimero de soluciones para la ecuacion:

f(z) =p.

Se utiliza en este sentido esta herramienta ya que el problema que surge en
el teorema de averaging es encontrar los ceros de una funciéon definida en un
espacio de dimension finita para determinar el niimero de ciclos limite que un

determinado sistema posee.

Definicién 2.49. (Grado para funciones de clase C') Sea V un conjunto
abierto y acotado de R, f : V — R" tal que f € CY V), ademés
Zy =A{x € V|Jp(z) = 0} 3, dado p ¢ f(OV)U f(Z;). Se define el grado

de f en p relativo a V' como:

ds(f,Vip)= Y sgn(Js(x)),

zef~1(p)

donde la funcién signo se denota por sgn y esta dada por:

1, t>0
sgnit) = —1 t<0

Observacién 2.50. Se nota que la funcion
dp: C1(V) x R" x B — R\(f(dV) U £(9))

estd bien definida pues f~'(b) es una cantidad finita [5]. En efecto sea
x € f~(p), entonces Jp(x) # 0 asi por el Teorema de la funcién inversa f

es un difeomorfismo de una vecindad U de x sobre una vecindad V de b es

3J¢(x) representa el determinante de la matriz jacobiana de f en x
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D) es cerrado y Como D V' se tiene que P) es acotado por 10
tanto f~!(p) es compacto. Sea x € f~!(p), tome la bola abierta B,, de x se
tiene:
Moc U B
zi€f~1(p)
Por el Teorema de Borel-Lebesgue como {B,,(z;)} es una cobertura abierta
de f~1(p) se tiene:

() C U B, (z;)

7=1
asi f~!(p) es finito luego f~1(p) = {@1, -, -y} con Jy(x;) 0V € {1,2,-,-, -k}
Ejemplo 2.51. Sea f : D — R" una funcién de clase C' donde D es un
subconjunto abierto de R", a € D'y f(a) = 0, si se tiene que J¢(x) # 0 por el
teorema de la funcién implicita existe un abierto V' que contiene a a tal que

f(z) # OVx € V — a, entonces dg(f,V,0) € {1,—1}

Teorema 2.52. Sea ¢ € CYD) yp ¢ &(Zy) U $(OD) y existe § > 0,
dependiendo de p y ¢, tal que si || Y — ¢ |[1< 0, entonces p ¢ Y(Z,) U (0D)
y d(v, D,p) = d(¢, D, p)

Demostracion. ver [15, Pg. 4] O

Ejemplo 2.53. El grado de la funcién f(x) = 22 en alguna vecindad del origen
es cero.

En efecto: f tiene un tnico cero en a = 0 y se tendria que f’(0) = 0, asi no
se puede aplicar la definicion de grado directamente, si se considera la funcién
g(z) = 2% — A\? donde \ es un ntimero positivo arbitrario y g est4 definida en
V = (—2),2)), se tiene que g posee dos ceros A y —A, ademds ¢'(A) =2\ >0
y ¢'(=X) = —2X < 0, entonces dg(g,V,0) = 0. Luego por el Teorema 2.52 se
tiene que dg(g,V,0) =dg(f,V,0) = 0.

Teorema 2.54. Sea ¢ € C*(D), p ¢ ¢(Z4) U$(OD). Dada f. : R" — R una
funcion continua, ademds suppf. = {x € R*: f.(z) # 0} tal que :

K. = suppf. € B(0,¢), fe(z)dr =1
R
eziste €y, dependiendo de p y ¢, tal que si 0 < € < €y, entonces

d(6,D.p) = /D 1(6(x) — p)Jy(a)da
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a1, - Ay, €S decil Soll puntos alslados por ello para € sullclentemente

pequeno se tiene vecindades disjuntas A;(e) de a; en D tal que para cada
i, 9(Ai(e)) = B(p,€) vy ¢|a, es inyectiva, ademas es posible elegir € de tal modo
que cada A;(e) sea disjunto de dD y en ellas J, # 0 (esto se debe a que cuando
e = 0 se tiene que en cada Jy(a;) # 0 luego por la continuidad de la derivada
de ¢, pues es de clase C' se tiene que Jy(a;) # 0 en una vecindad de a; en este

caso denotada por A;(e€),) asi se tiene

k

suppfo(¢(z) —p) C | As,

i=1

de donde:

k
|, 0@ = Dot =3 [ 50(0) = phate)is
pero J, tiene solo un signo en cada A;(€); entonces

Ke

Por lo tanto

k
| 1:6(a) = plJato)dz = 37 sgno(as) = (6. D.p)

0

Teorema 2.55. Sea ¢ € C'(D). Suponga que p; y py estin en la misma
componente conexa de R™ \ ¢(0D), y p1,p2 ¢ Z,. Entonces:

d(¢> D7pl) = d(¢a Dap2)
Demostracion. Ver [15, pg. 14] O

Es posible remover la restriccién ¢ ¢ Z, en la definicién de grado

Definicién 2.56. Si ¢ € C'D y p & ¢(9D) pero p € Z, se define d(¢, D, p) =
d(¢, D, q) donde ¢ es algin punto tal que ¢ ¢ Zy y |¢ — p| < p(p, (0D)).

Observacién 2.57. (justificacién de la definicién) Por el teorema de Sard*

cada bola B(p,r) contiene puntos q ¢ Z,.

4Teorema de Sard: Sea ¢ € C*(D), entonces ¢(Z,) tiene medida cero en R"
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una runcion H : : K tal que Sl
entonces Hy = ¢ y H, = ¢, H, € C*(D) Vt € [0,1], y H, — H; en C'(D)

cuando s — t (esto es |H; — Hg|; — 0 cuando s — t)

¢+ denota la runcion r Z,

Teorema 2.59. Sea ¢ € CY(D).

1.- d(¢, D,p) es constante en cada componente de R™\ ¢(0D).

2.- Sip ¢ @(0D), existe € > 0 dependiendo de p y ¢ tal que d(¢,D,p) =
d(v, D,p) cuando |p — )]y < e.

3.- Sea H(x,t) una homotopia de clase C' entre ¢ y 1, si p ¢ H(OD,t)
Vit € [0, 1], entonces d(¢, D,p) = d(v, D, q).

Demostracion. Ver [15, Pg. 16] O

Definicién 2.60. (Grado para funciones continuas) Suponga que ¢ € C(D) y
p & ¢(0D). Se define d(¢, D, p) := d(¢, D, p), donde ¢ € C*(D) que satisface

|6(x) — ¥ ()| < p(p, $(0D));z € D

Observacién 2.61. (justificacion de la definicién) En cada vecindad de ¢ en
C(D) existen funciones C'. Sea p(p, p(0D)) = n y suponga que para i = 1,2,
Y; € CY(D) y ||¢ — || < n. Considere ala homotopfa C"

hi(z) = thy(z) + (1 — t)iho(x); (x € D,0<t < 1)
ademds |hy(x) — ¢(x)| = [t () + (1 = 1)a(2) — d(2) + to(z) — to(x)
|he(z) — o(2)] = [t (z) + (1 —t)a(z) — d(x) + to(z) — to(2)]

= [ti(z) — ¢(2)) + (1 = 1) (Y2(z) — &(2))|
< tn+(1—=t)np=n

asi si z ¢ 0D

p = hu(2)| = |p = ¢(2)| = |o(2) — hu(2)] > 0

asi p ¢ h(0D)paraO < ¢t < 1 de donde por el Teorema 2.59 se tiene
que d(¢1, D,p) = d(i2, D, p). Por lo tanto d(¢, D,p) es el mismo para todo
b € C'(D) con [p— ] <7

Teorema 2.62. Suponga que ¢ € C(D). Si d(¢, D, p) estd bien definido y es
distinto de cero entonces existe ¢ € D tal que ¢(q) = p
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d(¢, D,p) = 0 (definicién 2.60). Por lo tanto p € ¢(D) si d(¢, D,p) # 0 O

2.63. Hasta el momento solo se ha hecho cambios en ¢ y p ahora se tratara

de hacer cambios en el conjunto D, para ello se considera subdivisiones de D.
Teorema 2.64. Suponga que p ¢ $(0D) y ¢ € C(D).

1.- Si D es la unidn disjunta de conjuntos abiertos D; (i =1,2,--+), entonces:

d(¢, D,p) = Zd ¢, Dy, p).

2.- Si K C D es cerrado yp & ¢(K), entonces

d(¢, D,p) = d(¢,D\ K, p).

Demostracion.

1.- Se afirma que 0D; C 0D Vi.

Se demuestra por contradiccién como dD; C D; C D. Sea y € 0D, con
y ¢ 0D se tiene que y € D, por lo tanto y € D; para algin j # i, pero como
D; es abierto existe una vecindad U de y tal que y € U C D; ademas los Dy,
son disjuntos asf U N D; = () esto contradice la hipdtesis de que y € 9D;. Se
concluye que 9D; C 9D. Tome ¢ € CY(D) tal que p & Zy y

l¢ =l < p(p, $(0D)).
Como 0D; C 9D, p ¢ (0D;) y
|9(x) — ¥(x)] < p(p, 9(OD;)),

x € D; Por lo tanto d(¢, D;,p) = d(v, D;,p) para todo i. Asi d(¢,D,p) =
d(¢, D,p), ademés

d(¥,D,p) = Y sgndy(x)
rev 1 (p)

LY Y
J zeyp~H(p)ND;

= Zd(zp,Dj,p)
= Zd<¢, Dj,p)
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d(¢,D,p) = d(v,D,p)
= Z sgnJy(z)

z€y~t(p)ND

— Z sgnJy(x) para v~ (p) N K
z€p~ 1 (p)N(D\K)

Ahora ||¢ — ¢|| < p(p, p(O(D \ K))) por la eleccién de ), de donde

d(¢, D\ K,p) = d(¢,D \ K, p)

0

Lema 2.65. Considere las funciones continuas f; : V. — R", para i =0, ...,k

y f,9,7:V x [—€y, €] — R", donde V es un subconjunto abierto y acotado de
R™ y0 ¢ f(OV,€) dadas por

g(e) = fol) +efi() +Ef() + ...+ f() (2.24)
A G s ) (2.25)
Ademads se asume que

g(z,€) # 0 para todo z € OV, € € [—e€p, ]\ {0}, (2.26)

entonces para |e| > 0 suficientemente pequenio dg(f(-,€),V,0) estd bien

definido y dp(f(-,€),V,0) = dp(g(-,€), V. 0).

Demostracion. Se usa la invarianza mediante homotopia del grado de Brouwer.

Para cada € € [—¢g, ¢]\{0} considere la homotopia continua

gi(,6) =g, e) +t(f(-,€) — g(-,€)), para 0 <t < 1.

Solo se tiene que probar es que cuando € es suficientemente pequeno 0 ¢
9:(0V,€) pues por el Teorema 2.59 se tendria la igualdad de grados. Por
contradiccién se asume que para algin ty € (0, 1] y algin xzy € OV gy, (20, €) =

0. Sea M > 0 tal que |r(z,¢)] < M para todo z € V (este M existe
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g, € Xo,€) — (Lo, €)) asl despejando se tlene que
g(z0,€) = —te"1r(2, €) luego como [t| < 1 se tiene que |g(xg, €)] < MeF+! esto
es una contradiccion ya que tomando limite para e suficientemente pequeno se

tiene que g(xo,€) =0y |g(wo, €)] = |folwo) + efi(xo) + -+ -+ fr(xo)| #0 O
2.66. Se considera el sistema diferencial
¥ =F(tx,¢) (2.27)

donde F': R X D x (—€f,€7) — R™ es una funcién continua, T' periédica en
la primera variable, localmente lipschitziana en la segunda variable y D un
subconjunto abierto de R". Para cada z € D se denota por z(-, z,€) : [0,t,) —

R™ la solucién de 2.27 con x(0, z,€) = z. Se asume que
t, > T para todo z € D. (2.28)

Considere la funcién f : D x (—eg, €f) — R™ dada por:

f(z,e):/o F(t,x(t, z,€), e)dt (2.29)

cada solucién de (2.27) puede ser extendida a R por peridiocidad asi se obtiene

el siguiente lema.

Lema 2.67. Sea 2’ = F(t,x,¢) donde F : R x D X (—¢€g,€7) — R" es una
funcion continua, considere la funcion dada en (2.29), entonces f(z,€) =
z(T, z,€)—x(0, z,€) ademds cada (z, €) tal que f(z,€) = 0 provee una solucién
periddica de (2.27) y cada solucion periddica es un cero de la funcion f dada

n (2.29).
Demostracion.
T
f(z,€) = / F(t,x(t, z,€),e)dt
0
= /T dx (t,z,€)d
A dt
= x(T,z¢) —x(0, z,¢)

asi se tiene que si f(z,e) = 0, entonces x(T, z,¢) = x(0, z,¢€), es decir cada
cero de f nos da una solucién periddica x(-, z,€) de (2.27). La reciproca es
vélida también ya que si tenemos una solucién periddica entonces x (7, z, €) =

z(0, 2z, €) de esto se concluye que f(z,€) = 0, es decir (z,0) es un cero de f. O
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soluciones
encontrar los ceros de la funcién f de (2.29) la cual estd definida en un espacio
de dimension finita, es decir se ha reducido a encontrar los ceros de la funcién
f D x (—€f,€e) = R™ con el propdsito de utilizar el Lema 2.65 para dar
respuesta a este problema, se asume que f y g son de la forma dada en (2.65)
yr: D x (—€f,€er) = R" continua. Lo primero que se debe hacer es encontrar
los ceros de fy, suponga que a es un cero de fy, si existe una vecindad V'
de a tal que dp(fy,V,0) # 0, entonces se tiene que para |e| suficientemente
pequeno f(-,€) tiene al menos un cero en V. Si el grado de Brouwer de fj es
cero en una vecindad pequena de a o si no puede ser calculado (fy puede ser
idénticamente cero), se procede a estudiar fy 4+ €f; en una vecindad de a y
para € suficientemente pequeno. Asuma que existe a;. un cero de fo + €f; y
suponga V subconjunto abierto y acotado tal que a;. € V para cada € # 0
suficientemente pequeno y dg(fo+ €f1, V,0) # 0, entonces por el Lema 2.65 se
tiene que dg(fo+e€f1,V,0) = dp(f(-,€),V,0) # 0 luego por 2.62 f(-,€) tiene al
menos un cero en V. Se nota que existe la posibilidad de encontrar otro cero
distinto de ay. de fo + €f; en V. En el caso en que dg(f(-,¢€),V,0) # 0 no se

cumpla se estudia de manera andloga la funcién fy + efi + €2 fs

Ejemplo 2.69. Sea f : R? — R, f(z,¢) = 22 — €2 + €’r(z, €) identificando

como en la Observacion 2.68

o] &2z
fl(Z) = O
flz) = -1

como por el Ejemplo 2.53 se tiene que en una vecindad de cero el grado de fy
es cero, esto nos conduce a analizar fo+ef; +€%fo = 22 — €2, esta funcién tiene
dos ceros en —e, €. Sise fija g > 0y sean V = (0,¢y), U = (—¢p,0) se tiene
que dp(fo+efi +€f2,V,0) # 0 para 0 < e < ey dp(fo+efi+efo,U,0) #0
para 0 < € < ¢y luego por el Lema 2.65 se tiene que f(-,€) tiene por lo menos

dos ceros, uno en V' y otro en U.

Observacién 2.70. Asuma que las hipdtesis del Lema 2.65 se satisfacen

cuando k = 0, es decir f(-,€) = fo(:) + er(-, €), ademds se asume que:
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Como fo(z) # 0 para todo z € V\{a} por el item (2) del Teorema 2.64 se
deduce que dp(fo,V\{a},0) # 0 se deduce que dp(fo,V,,0) # 0 para cada
vecindad V,, C V de a, es posible elegir V, tal que V,, — a cuando p — 0,
como por el Teorema 2.64 dg(fo, V,,0) = dp(f(-,€),V,,0) # 0, entonces f(-,€)
tiene al menos un cero a. € V, y se puede elegir a. — a cuando € — 0. En este
caso se dice que al menos una rama de ceros bifurcan de a si ademéas se supone

que Jg,(a) # 0 por el teorema de la funcién implicita esta rama es tnica.

2.5.2 Formula de Maclaurin

2.71. Con la finalidad de aplicar el Lema 2.65 se tiene que f : D x (—eyf, ef) —

R” es continua y de clase C* en € y se escribe
F(2,6) = glz,6) + &41r(z,€) (2.30)

donde g estd dada por: g(z,€) = f(2,0) + eaf(z 0)+---+ ekk‘?afk A estas
igualdades se le conoce como formula de Mac-Laurin. Excepto en € = 0, la
funcion r estd bien definida y es continua. Si se puede probar que r es acotada
en algin conjunto de la forma K x [—¢g, €], con K un subconjunto compacto
de D entonces tenemos que 7 es continua en D X (—é¢y, €f) la continuidad de
r es necesaria en el lema y en este caso con r de manera explicita se usa el

simbolo de Landau y se tiene en K X [—¢g, €]

f(z, €)= g9(z,€) +T10()

Ejemplo 2.72. Si % es Lipschitz en K x [—ep, €], entonces r es acotada en
este conjunto. En efecto como % es Lipschitz se tiene:

ok f ok f

——(x,6) — —(y,¢)| < |xr —

5ok (@ €) = 5y )l < o~y
para todo z,y € K, € € [—¢€g, €g]. Como K es compacto existe M > 0 tal que

|x —y| < M, asi se tiene:

ok f ok f
s L <M
‘aek’ (z,¢€) Dok (y,€)] <

k
Luego % es acotada.
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7' (t) = eF(t,x) + ER(t, ) €) (2.31)

donde F1 : Rx D — R", R:Rx D X (—¢f,e5) = R” son funciones continuas,

T-periodicas en la primera variable y D es subconjunto abierto de R"™. Se

define f1 : D — R"™ como:

T
fulz) = / Fi(s, 2)ds (2.32)
0
Y se asume que:’

(a’) Fi y R son localmente Lipschitz con respecto a x;

(b’) para a € D con fi(a) =0, existe una vecindad V' de a tal que fi(z) # 0
para todo z € V\{a} y dp(f1,V,0) # 0.

Entonces para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe una solucion

T—periodica (-, €) del sistema (2.31) tal que p(-,€) — a cuando € — 0

Observacién 2.74. Comparando el teorema de promedio clasico y el teorema
de promedio mediante grado de Brouwer en la hipdtesis (a) pide que Fj, R,
D,F, D?F, D,R son definidas, continuas y limitadas por una constante M
(independiente de €) en D x [0,00); —ef < € < €5 en ves de (b’), asi como
también que Jy, (a) # 0 para cada a € D con fi(a) = 0. Vemos que la hipdtesis
(ii) del teorema de averaging cldsico implica la hipdtesis (b’) del teorema de
averaging mediante grado de Brouwer. En efecto: Como para a € D con
fi(a) = 0 se tiene Jy, (a) # 0, entonces por el teorema de la funcién inversa se
tiene que existe una vecindad V' de a tal que fi(z) # 0, es decir solo existe un

tnico elemento a en V' tal que fi(a) = 0, por ello d(f1,V,0) = sgn(Jy, (a)) # 0.

Demostracion del Teorema 2.73. Para todoz € V, existe ¢ tal que
siempre que € € [—ep, €], z(-, z,€) estd definida en [0, 7], es decir la relacion
2.28 es valida. En efecto por el teorema de existencia y unicidad t, > h, y
h, = inf(T, %) donde M(¢) > |eFi(t,x) + ¢R(t,z,€)| para todo t € [0,T],
para cada = con |x — z| < by para cada z € V. Cuando |e| es suficientemente
pequeno, M(€) puede ser arbitrariamente grande, tal que h, = T para todo

z€V.Paratodot €[0,T], 2 €V y e € [—e, €] se tiene la siguiente relacién
t t

x(t,z,€) =z + (—:/ Fi(s,z(s,z,€)) + 62/ R(s,x(s,z,¢€),€)ds (2.33)
0 0
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€) =¢€ tFl, L 2, € € tR, ,2,€),€)d .34
f(z,¢€) /0 (s,z(s,z,€)) + /0 (s,x(s,2,€),€)ds (2.34)
Se probara que

f(z,€) = efi(2) + €0(1) en V x [—eg, €], (2.35)

con f1 dada por 2.41 primero se nota que existe un conjunto compacto K C D

tal que x(t,z,€) € K para todo t € [0,T],z € V y € € [—¢0, €0], luego se tiene:

f(z,€) —efi(z) = 6/0 [Fi(s,2(s,2,€)) — Fi(s, 2)]ds + €0(1) (2.36)

utilizando que F} es de Lipschitz con respecto a x en [0.7] x K y de (2.33) se
obtiene: |Fi(s, (s, z,€)) — Fi(s,2)| < Li|z(s, z,€) — z| = €0(1). Asi junto con
(2.35) y usando la observacion se tiene que la hipétesis (i7) asegura la existencia
de z. tal que f(z.,€) =0y 2. — a cuando € — 0. Entonces ¢(-, €) = z(+, z, €)

es una solucién periédica de (2.31) y ¢(-,€) = a cuando € — 0 O

2.5.3 Teoria del promedio via grado de Brouwer de

segundo y tercer orden.

Teorema 2.75. (Averaging de sequndo orden)Considere el siguiente sistema
diferencial

7' (t) = eFy(t, ) + EFR(t, ) + ER(t, T, €) (2.37)
donde F1,F, : Rx D — R", R: R X D x (—¢f,€e7) = R™ son funciones
continuas, T-periodicas en la primera variable y D es subconjunto abierto de
R™. Se asume que:
(a) Fy € CY(D) para todo t € R, F\, Fy, R y D,F, son localmente Lipschitz
con respecto a x y R es diferenciable con respecto a €. Se define f1, fo : D — R™

como:

fi(z) = /0 " F(s, 2)ds.

fo = /0 (D.Fy(s, 2). /0 TR, 2)dt + Fy(s, 2)]ds (2.38)

Ademds se asume que
(b) para V' C D un conjunto abierto y acotado y para cada € € (—eg, e7)\{0},
existe a. € V tal que fi(ac.) + efs(a.) = 0 y dg(fi + €f2,V,0) # 0. Entonces
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Demostracion. La idea de la prueba es la misma del teorema anterior. En
lo que sigue considere se tiene t € [0,7], z € V, € € [—¢€, €9]. Como el lado
derecho del sistema (2.37) es diferenciable con respecto a €, entonces la solucién
x(t, z, €) tiene la misma cualidad. Por lo tanto de manera similar a (2.33) se
tiene (L, z,€) = z + € [} Fi(s, 2)ds + €O(1) y

Ox K
—(t,z,¢) = | Fi(s,z)ds + eO(1).
aE 0
Ademéds como D, F es localmete Lipschitz (entonces es Lipschitz en [0, 7] x

V' x [—e€, €0]) se obtiene las siguientes relaciones:

Filtalt,50) = Fi(t,2)+eDFi(t,2) - oe(t,2,0) + o

e (t,2,€) + €0(1)
Fy(t,z(t,z,e)) = Fy(t,z) +€0(1)

Usando la notacion de (2.38) la funcién f dada por (2.29) puede ser escrita
para el nuevo sistema como: f(z,€) = ef1(2)+€2f2(2)+3O(1) en V x [—eq, €],

se concluye aplicando el Lema 2.65. U

Teorema 2.76. Considere el siquiente sistema diferencial
7' (t) = eFi(t, 7) + ER(t, ) + ER(t, ) + € R(t, 7, €) (2.39)

donde F1,F5,F3 : Rx D — R, R: R x D X (—¢p,€e7) = R son funciones
continuas, T-periodicas en la primera variable y D es intervalo abierto de R.
Se asume que:

(a) Fi(t,-) € C*(D), Fy(t,-) € CY(D) para todo t € R, Fy, Fy, F3, R, D?> D, F,
son localmente Lipschitz con respecto a x y R es dos veces diferenciable con
respecto a €. Se hace fi, fo, f3: D — R dada por (2.38)

A = [ 15  me2) + 5 5 6 el )+
(9F2

o (5:2) (s, 2) + Fy(s, 2)))ds

donde

(s, 2) = /0 CE(E 2)dt, (s, ) = /0 s[%(t,z) /0 Fu(r, 2)dr + Fu(t, 2)dt
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para vV D un wntervalo  abierto 1y acotado 1y para  cada e
(—€r, e0)\{0}, existe a. € V tal que fi(ac) + efa(ac) + € fs(a) = 0y
dp(fi+efot €2 f3(ac), V,0) # 0. Entonces para || > 0 suficientemente pequeno,
existe una solucion T'—periodica (-, €) del sistema (2.39) tal que (-, €) = a

cuando € — 0.

Idea de la demostracion. Ahora se tiene que expandir la funcién f dada en
(2.29) hasta el orden 3. Para esto se necesita las relaciones (2.39) para las
funciones Fy y f3 en lugar de Fi y respectivamente F;. También para Fj se

requiere de la siguiente relacién

. 0F1 ox 21 62F1 ox 2
Fl(t’ x(t? 2 E)) - Fl(ta Z)+E§(t, Z)a(ta 2, 0)+6 5[ 022 (t? Z)(a(@ 2 O)) +
o (t, 2) 52 (t,2,0)] +€0O(1)
Se nota que
ox Pz

yl(S,Z):a(S,Z,O), ?/2:@(37%0)
Ast f(z,€) = efi(2) + Efa(2) + E€f3(2) + €?O(1) en V x [—¢g, €] se concluye
del Lema (2.65) O

2.5.4 Teoria del promedio y grado de coincidencia

2.77. En la presente seccion se pretende dar la idea de que el Teorema 2.31 es

aun valido sin la hipétesis (a’) para ello considere el sistema:
7' (t) = eF\(t, ) + ER(t, x,€), (2.40)

donde Fi : Rx D — R", R:R x D x (—¢y, €7) — R"™ son funciones continuas,
T-periddicas en la primera variable y D es subconjunto abierto de R™. Se

define f; : D — R"™ como:

fulz) = /0 Fi(s, 2)ds (2.41)

Se hace la notacién Cr = {z € C[0,T] : z(0) = =(T)}, se nota que cada
solucién de (2.40) que también este en Cr puede ser extendida a una solucién
periédica. Sea V un subconjunto abierto y acotado tal que V' C D, se considera

también el conjunto
Q={zeCr:x(t) € V para todo t € [0, T},
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neceslivan 10s Sigulentes objetos: el espaclo Cg — :
norma del supremo, la aplicacién L : Cr — Cj dada por Lx(t) = z(t) —x(0) y
el operador no lineal N (-, €) = Q — Cj definido por N(x,¢)(t) = fot [eFi(s,x)+
¢?R(s, z,¢€)]ds. La aplicacién lineal continua L es un operador de Fredholm de
indice 0, es decir la ImL es cerrada en Cy y dimKerL = codlmL = n < oo.
El operador N(-,€) es completamente continuo, es decir es continuo y N(€, ¢)
es un conjunto relativamente compacto. Se puede ver que el problema de
encontrar soluciones T'— periédicas de (2.40) puede ser escrito como la ecuacion
abstracta
Lz = N(x,€),z € Q

Siempre que Lz # N(z) para cada x € 0(f) el grado de coincidencia
d((L,N),Q) es definido en [7] como el grado de Leray-Schauder de algin
operador asociado, De ahora en adelante se referird al nimero d((L, N), )
como el grado de coincidencia del sistema (2.40). Uno de las propiedades
principales de éste es que si es distinto de cero entonces el sistema (2.40) tiene
al menos una solucién en €2 que es una solucion T'— periddica. El Teorema
IV.2 pagina 31 de [7] es un teorema abstracto sobre grado de coincidencia. Una
consecuencia de este teorema para nuestro problema es la siguiente afirmacién.
(S) Para e suficientemente pequeno, el grado de coincidencia para el sistema

(2.40) en el conjunto 2 es igual al grado de Brouwer dg(fi,V,0).

2.6 Método del promedio para sistemas

autonomos

2.78. Considere el sistema planar
¥ = P(z,y)
y = Qz,y).

donde P,(Q : R? — R son funciones continuas ademés se cumple:

(2.42)

(A1) El sistema (2.42) tiene periodo anular alrededor del punto singular (0, 0)
I ={(v,y) €eR*: H(x,y) =h, he<h<h}.

Donde H es una integral primera, h,. es el nivel critico de H correspondiente al

centro (0,0) y hs denota el valor de H para el cual el periodo anular termina
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correspondiente a la integral primera H. Considere perturbaciones de (2.42)

de la forma
xi = P(z,y)+ep(z,y,¢), (2.43)
y = Qlx,y) +eqlx,y,e),
donde p,q : R? x R — R son funciones continuas. El propdsito es escribir el
sistema (2.43) en la forma estdandar para aplicar el método del promedio para
e suficientemente pequeno. El sistema diferencial en esta forma describe la
dependencia entre la rafz cuadrada de la energfa R = VA y el dngulo ¢ de las
coordenadas polares. El campo vectorial de esta ecuacion serd 2m— periodico

y sus soluciones 27— periddicas serdn trayectorias periddicas de (2.43).

Teorema 2.79. Considere (A1) para el sistema (2.42) y que
xQ(x,y) —yP(z,y) # 0 Y(x,y) en el periodo anular (2.44)
Sea p: (vVhe, Vhs) x [0,27) — [0,00) una funcién continua tal que
H(p(R, ¢) cosp, p(R, p) sin p) = R’ (2.45)

VR € (\/hi, th), Vo € [0,27). Entonces la ecuacion diferencial que describe

la dependencia entre la raiz cuadrada de la energia R = \/h y el dngulo ¢ para

el sistema (2.43) es:

dR __ p(@* +y%)(@p — Pq)
dp  2R(Qx — Py) + 2Re(qr — py)’

(2.46)

donde v = p(R,p)cosp, y = p(R,p)sing. Se toma e > 0 suficientemente
pequeno y D = Uy, <p<n. I'n, donde he < he < h < hge < hg son fijos pero
arbitrariamente cercanos a h., hs respectivamente. El campo vectorial de la
ecuacion (2.46) estd bien definido, es continuo en D X (—e€f,€f) y es 2m—

periodica con respecto a ©.

Demostracién. Como H es integral primera y p es un factor de integracién®

de (2.42), las siguientes relaciones son validas en el periodo anular

oH , OH,  OH OH

—_ _ f— —_— = — P —_— =
ox * oy 0 oy BE or ne

511 es factor de integracion de X = P% + Qa% cuando pX admite una integral primera,

global.
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G(r,R,p) = H(rcosp,rsing) — R?,

para cada (r,¢) del periodo anular (el cual es un conjunto abierto) y

R € (Vhe,vVhs). (1, ) denotan las coordenadas polares, se tiene que:

a—G—a—HCOS +6—Hsin = u(Qcosp — Psiny)
al hacer el cambio a coordenadas cartesianas se tiene que:
oG p(x,y
0D Qe e~ Pl ),

donde x = rcosg y y = rsing. Para cada (19, po) en la regién de centros
determinados por I'j existe un Ry tal que G(rg, Ro,¢0) = 0, ademds la
hipétesis nos garantiza que %(TO,RO,%) # 0, luego por el teorema de la
funcién implicita se tiene que alrededor de cada punto (R, o) existe una
tnica funcién continua p = p(R, ¢) tal que la relacion (2.45) es satisfecha, asi

esta funcién bien definida en todo (v/hc, v/hs) X [0,27) y cumple con (2.45),
ademds la ecuacién (2.45) nos da la relacién R(t) = /H(z(t),y(t)), de las

. : : yit)y .
relaciones © = pcosy y y = psin g se tiene ¢(t) = arctan (ﬁ> siempre que
x
(z(t),y(t)) € T'p, t € R. Luego, como en [17], se tiene:
dt 2H
pQ(P + ep) — pP(Q + €q)

2R
_ pQP + pQep — pPQ — pPeq
2R
_ J@p — Pq)
2R '
De igual manera
de 1y @)z(t) —y(t)a'(t)
2
dt 1+ (43 z(t)
_ 1 (Q@+eq)z—y(P +ep)
1+ (43) x(t)?
_ (Qr — Py) + e(gr — py)
x4+ y?
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de — 2R(Qx — Py) + 2R6(qx — py)
N

Observacion 2.80. La funcién f : (v/hes, Vhsi) X (—€f, €5) — R descrita por
(2.29) para el sistema (2.46) viene dada por:

[T p(@® +y*)(Qp — Pq)
fiR€) = E/o 2R(Qz — Py) + 2Re(qx — py) + 2Re(qz — py)dgp

su serie de Mac-Laurin en alrededor de € = 0, viene dada por:

wz® +y*)(Qp— Pq) |
€ R(Oz — Py) +e20(1),

de donde la funcién f; : (v/hes, vV hsi) = R viene dada por:

[T =+ y)(@p = Pyg)
w) = [ ey

donde p = p(x,y) es el factor integrante del sistema (2.42) correspondiente a

la integral primera H y z = p(R,p)cosp v y = p(R, @) sin ¢

Ejemplo 2.81. (Bifurcacién de un ciclo limite de un centro isécrono via

averaging) Sea el sistema diferencial

S 2
’ e (2.47)

Yy = &+zy,
con un centro isécrono en el origen, cuya integral primera en el periodo anular

i
(1+y)?

solucién es cero. En este sistema h. = 0y hy = 1 de la relacién (2.45) se

tiene la expresion H(x,y) = ya que su derivada a lo largo de la curva

tiene que la funcién p definida en la hipdtesis del teorema anterior estd dada
por p(R,p) = ﬁ para todo 0 < R < 1y ¢ € [0,27) Considere las
perturbaciones
¥ = —y+2°+ep(x,
y p(z,y) (2.48)

/

y = ztay+elry),
donde p(z,y) = a1x — azx® + (2a2 + as)zy + agy® v q(z,y) = a1y + agz? +

asry — agy?. La ecuacién (2.46) para este caso estd dada por

dR  a;R+ a(p)R?* + b(p)R?
dop ~ 1 Rsinyp + ec(p)R

(2.49)
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a(p) = (—2ay + 3as + as) sing + (a4 + ag) cos ¢

+ (—4ag — as)sin® ¢ + (—ag — as — ag) cos’ ¢,
b(p) = a1 + az + (—ay — 2as) cos® ¢ — ay cos psin g,

c(p) = (as + ay) sin g + (—3ay — as) cos ¢ + (—as — ag — ag) sin®
+ (4ay + as) cos® .

Al denotar por

2 b 3
F(oR) = a R+ a(p)R*+b(¢)R

1 — Rsing
(1R + a(p) R + b(p) R)c(p) R
(1 — Rsing)(1 — Rsing + ec(p)R)

G(@a R> E) = -
el sistema (2.49) se transforma en

dR
7 3 eFi(p, €) + €G(p, R, €)
el cual esta en la forma estandar. Para aplicar el Teorema 2.73 se necesita la

funcién f; que para este problema es f; : (0,1) — R dada por

() = /027T a1z + a(p)z? + b(p)23 -

1—2zsing
al calcular esta integral mediante Mathematica se obtiene

1
2(2v/1 — 22)
— (10ay + 2a5)2* — (2a5 + 8az)V'1 — 22 + 8ay + 2a5}

fi(z) = — [2@24 + (6ag + a5 — 201)22V1 — 22

al tomar la nueva variable £ € (0,1) definida por z = /1 — &2, se tiene
fl(\/l — 52) = 2\/1_?(1 — 5)(2&252 + (2@1 - 4&2 — a5)§ + 2@1 + 2&2 + CL5).

Se nota que z € (0,1) es un cero de f; si y solo si £ € (0,1) es un cero de

la funcién polinomial g(£) = 2a2? + 1€ + ¢ donde ¢; = 2a; — day — as y
co = 2a1+ 2as + as. Es facil ver que en nuestra discusién sobre los ceros de g se
puede considerar sus coeficientes como numeros reales arbitrarios. Se concluye
que el nimero de ceros de g en el intervalo (0, 1) es a lo més dos. Esto significa
que el numero de ceros de f; es a lo mas dos. Por lo tanto a lo mas dos ciclos

limites bifurcan el periodo anular del sistema (2.47).
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€T =
Y (2.50)
= —r—e(1 -2y,
multiplicamos por h(z,y) = —1 asi se nota que:
P(Jf, - -y

O

(z,

y)

y)
(z,9) - 0 (2.51)
(z,y)
y) =

QI3

H(z,y) = (=5£)

luego el numerador de la ecuacién 2.46 N = N(x,y) del teorema se expresa

como:
N(z,y) = p(z* + y*)(Pq — Qp).
Como se tiene que u(x,y) = 1 y haciendo el cambio de variable
r = p(R,p)cosyp
y = p(R,p)sing,
al reemplazar se obtiene:
N(z,y) = (2 +y*)(Pq — Qp)
: P12y
= RlPsin(p) — p o (i) sin()]
= p*sin’(p) — p° cos’(ip) sin*(p),
de la igualdad H(p(R, @) cos ¢, p(R, ) sin p) = R?, se tiene p? = 2R? de donde
p= R\/i, asl se obtiene:
N(z,y) = 4sin*(p) R* — 8 cos?(ip) sin(¢) R.
El denominador de la ecuacién (2.46) es dado por:

D(z,y) = 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py),

en la aplicaciéon del método solo influye la expresién D(z,y) = 2R(Qz — Py),

por tanto una expresion para tal es dada por:

D(z,y) = 2R(Qz — Py)
= 2R(2*+y?)
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dR _ 4sin®(p)R" — 8 cos?(p) sin’(p) R
de AR3 + €g(R, v, €)

de acuerdo al método se tiene que encontrar los ceros simples de

™ 4sin?(p)R* — 8 cos?(y) sin?(p) RS
£(R) = / (s0)4R3 (p)sin (PR,
0 +eg(R, o, ¢€)

= Rf027r sin?(p)dp — 2R? fo% cos?(y) sin?(¢)dyp

= R(r — (3)R?).

Por lo tanto los ceros de f; son R = 0, R = —/2, R = /2, como R es la
raiz de energia del sistema no puede ser negativo, para R = 0 corresponde a
la singularidad en el origen solo resta R = v/2. Se tiene que R = /2 es un
cero simple ya que: (f{(R)) =7 — (37R?), entonces (f{(v2)) = —2m # 0. Por
el teorema de la funcién inversa existe una vecindad V de R = /2 tal que

fi(v) # 0 para todo v € V| luego
dp(f1,V,0) = signo(f{(V2)) = signo(—=2m) = =1 # 0,

y por el Teorema 2.73 el sistema inicial posee un ciclo limite, como es esperado

en la ecuacion de Van Der Pol.

Ejemplo 2.83. (Bifurcacién de Hopf) El sistema que presenta bifurcacién de

Hopf es dado por
¥ = —ex—y+e(zy+ay?+ 22+ 2y + 23y)
v = z—ey+e(®+ P +yr?+ P+ yi? +yl),

donde € representa el pardmetro de bifurcaciéon. Sea X = (z, )7, se escribe el

X' = X +e¢€
1 —e Ry(X).

Se nota que la parte lineal del sistema depende del parametro e y tiene

sistema de la forma:

autovalores —e 41, ademas si € > 0 por el Teorema de Hartman-Grobman 1.35
el sistema es topologicamente conjugado a a un foco atractor lineal, si € < 0 el
sistema es topologicamente conjugado a un foco repulsor, si € = 0 el sistema

deja de ser hiperbdlico y en este caso se tiene un centro global isécrono. Para
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variable a coordenadas polares r = 1 cost, Yy = sl U Se llene:

= er(r*—1)(1+rsinb)
o = 1+ er?cos? 6,
por la regla de la cadena resulta:

dr_er(r’ = 1)(1 +rsind)

do 1+ er?cos?0

para e suficientemente pequeno y haciendo uso de la formula de Mac-Laurin
se puede escribir la ecuacion diferencial como:

d
d—g =e(r(r* —1)(1 +rsind)) + €R(r, 0, €)
Asi las hipétesis del Teorema 2.73 se cumple, al aplicar el método se observa

que Fy(r,0) =r(r —1)(1 4+ rsinf), con lo cual

- A
o7

fi(r) /0 7r7"(7"2 —1)(1 +rsind)df = r(r* — 1)

los ceros de f; se dan cuando r = 0 o r = +1 como el radio es positivo y
excluyendo r = 0 se tiene que el tnico valor para r es 1, ademés f{(1) = 2 # 0.
Por el teorema de la funcién inversa existe una vecindad V' de r = 1 tal que
fi(v) # 0Yv € V, por lo tanto dg(f1,V,0) = signo(f{(1)) = 1 # 0, asi el

sistema inicial posee un ciclo limite.
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Capitulo 3

Sistemas periodicos no-lineales y

ciclos limite

En esta seccion se sigue [2] para demostrar el Teorema 3.5 y se
estudian sistemas diferenciales periodicos que dependen de un parametro
€ pequeno, una de las hipotesis mas importantes es que el sistema sin
perturbar posee una variedad invariante de soluciones periodicas. Se dan
condiciones suficientes para que esta variedad invariante persista después
de la perturbacion. El paso importante para la prueba es aplicar el
Teorema de reduccion de Lyapunov-Schmidt, bajo algunas suposiciones
tecnicas. En la tltima seccion se dan algunas aplicaciones: [2, 13, 14, §].

3.1 Sistemas con una n—variedad de O6rbitas
periddicas
3.1. Se estudia la bifurcacion de soluciones T'—periddicas en:
2'(t) = Fo(t, o) + eFL(t, x) + E€R(t, xz,€) = f(t,z;€), (3.1)

donde € es un parametro pequeno, Fy, F} : Rx D — R"y R : R x D x
(—€f,€7) = R™ son funciones de clase C?, T-periédicas en la primera variable

y D es subconjunto abierto de R™, vea [6]. El sistema sin perturbar,
2'(t) = Fo(t, x) (3.2)

tiene una variedad de soluciones periddicas, Z que es el grafico de una
aplicacién diferenciable. Como en [2] se considera la Reduccion de Lyapunov—
Schmidt para dimensién finita y se denota por @ : RF x R** — R* la
proyeccién de las primeras k coordenadas, analogamente 7+ : RF x R*=% —

R"* la proyeccién de las ultimas (n — k) coordenadas.
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un abierto acotado. Se asume que:

(a) Z = {2, = (a,p()),a € V} C D y para cada z, € Z se tiene
g(za,O) - O;'

(b) La matriz G, = D,g(z4,0) tiene en la esquina superior derecha la matriz

nula de orden k X (n —k) y en la esquina inferior derecha la matriz A,
con det(A,) # 0.

Si se define fi : V. — RF como

fio) = 279z, o),

y existe a € V con fi(a) = 0 y det(Dfi(a)) # 0 entonces existe a. tal que

9(Za,€) =0 Y 2o, = 24 € Z cuando € — 0.
Demostracion. Considere la funcién
7 RF x R"% x [—€g, €] = R"7*, (a, B, €) = ng(a, B, €).
a L
(gﬂg) (24,0) = A,. Por
hipétesis det(A,) # 0y como g es de clase C? se tiene que det(A,) # 0

Como ¢(za,0) = 0, entonces 7(g(24,0)) = 0y

en una vecindad de ¢ = 0. Por el Teorema de la funciéon implicita para e

suficientemente pequeno existe una funcién 5 con (a, €) — f(a,€) tal que
Bla,0) = fola) y mrg(e, Bla,€),€) = 0.
Luego, considere la funcion:
§: R¥ x [—¢g, o] — R*, dada por (a,€) — mg(a, B, €), €).

Como ¢(za,0) =0, mg(24,0) =0y §(cr,0) = 0. Al derivar 0 respecto a e:

0 0 0
5e(cr,0) = g;g)(za,O).a—f(a,O)—l— (Ef)(za,()),
pero 65;;@ (20,0) = Opx(n—k)- Luego o.(c,0) = a(gj) (2a,0) = fi(«), ademés

la serie de Mac-Laurin de §(«, €) en («,0) induce
§(a,€) = efi(a) + ér(a,e).
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(o, €) = fi(a) + er(a,e)

se tiene que ((a,0) = 0, g—c(a, 0) = Dfi(a) y det(Dfi(a)) # 0. Por el Teorema
o

de la funcién implicita, para e suficientemente pequeno existe a(e) tal que

a(0) =ay fi(a(e)) + er(ale),e) = 0. Consecuentemente, d(a(e),e) = 0, y asi

2o, = (ale), B(afe€),€),€) implica que ¢g(z4,,€) = 0. O

3.3. Para z € Q) se denota por z(-, z,€) : [0,%(.,)) — R" la solucién de:
2'(t) = Fy(t,z) + eFy(t,x) + ER(t, 2, €) (3.3)

con (0, 2, €) = z se deduce que cuando £, ) > T para algiin z, € D existe una
vecindad de (zp,0) en Q x (—¢y, €7) tal que para todo (z, €) en esta vecindad se
tiene £, > T esto se debe a que las soluciones dependen continuamente de
¢, (ademds ver Teorema 1.23). Como hipdtesis principal se asume que cuando
e = 0 el sistema (3.3) tiene soluciones T'—periédicas. Con estas hipétesis existe
un subconjunto abierto D de 2 y un ¢y > 0 suficientemente pequeno tal que
para todo (z,€) € D x (—ep, €) la solucién z(-, z, €) estd definida en [0, 7] (ver
Teorema 1.3). Luego se puede considerar la funcién f : D x (—ep, ) — R”
dada por:

f(z,e) =x(T, z,¢) — 2, (3.4)

como en el Lema 2.67 el problema de encontrar érbitas periddicas se reduce a

encontrar ceros de alguna funcion.

3.4. En el sistema 2/(t) = Fy(t,z), dado en (3.2), la linealizacién induce
y' = P(t,2)y, (3.5)
donde P(t, z) es la matriz dada por:
P(t,z) = D Fy(t,z(t, z,0)). (3.6)

El siguiente es el principal teorema de esta seccién, se necesita no solo que
Y (-, 2) sea alguna matriz fundamental de (3.5) si no que ademéds debe tener
una forma determinada, esto facilita de manera notable la demostracion del

teorema. Sin embargo el encontrar una matriz de tal tipo no siempre es posible.
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subconjunto abrerto Yy acotado ae IX”. Se asuime que:

(a) Z = {20 = (o, Bo()),a € V} C D y para cada z, € Z la inica solucion
Ty de 2'(t) = Fy(t,x) con x(0) = z, es T — periddica;

(b) para cada z, € Z, existe una matriz solucion fundamental de (3.5)
Y, (t) = Y(t, zo) tal que la matriz Y, 1(0) — Y, 1(T) tiene en la esquina

«

superior derecha la matriz nula de orden k x (n — k) y en la esquina

inferior derecha la matriz A, de orden (n—k)x (n—k) con det(A,) # 0.

Si se define la funcion fi : V — R¥ definida por

fla) =7 /0 YLR (1, 20 (1)), (3.7)

y existe a € V' con fi(a) =0 y det(Dfi(a)) # 0, entonces existe una solucion

T — periddica ¢(-,€) del sistema (3.3) tal que p(0,€) — z, cuando € — 0.

Demostracion. Se necesita estudiar los ceros de la funcién (3.4) lo que es

equivalente a estudiar los ceros de la funcién
g(z,6) =Y T, 2) f(2,¢)

ya que cuando f tiene un cero g también y viceversa.
Se tiene que g(zq,0) = 0 pues (., z4, 0) es solucién periddica de (3.2) asi (zq, 0)
es un cero de f por ende es un cero de g.

Se probara que

Ga = =(2,0) = ¥7(0) = Y1(T) (3.8)
P;;a esto se requiere conocer %(-, 2,0).
(62,00 = F(ta(t20));
D820 = iRyt a(t,2,0));
%%(t,z,o) = %(t,x(t,zﬁ)).%(taw);
%%(t,z,O) = P(t,z)%(t,x(t,zﬁ)),

de la ultima igualdad se observa que Z—ﬁ(t, 2,0) es solucién del sistema (3.5)
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se tiene por unicidad de soluciones que

%(t, 2,0) =Y (t,2)Y,; (0, 2).
Por otro lado como f(z,¢) = (T, z,€) — z al derivar se tiene
df ox
Y 2,0) = ZUT, 2,0) — I, = YV(T, 2)Y.10, 2) — L;
dz (Z’ O) az( 7Z7 O) n ( 72) (6% (07 Z) ny

y al derivar g con respecto a z resulta:

0 oYy 1 oy 1
D(0) = YLl (0) + (G f (0, S 0)

gy -1 oy -1
= Y02 = YT )+ (G0 1 0),

Para cada z, € Z se tiene que f(z,,0) = 0 con lo cual

Go = %(za, 0) = Y2 (0= Y. ().

Al derivar g con respecto a € se tiene:

99
Oe

(2,0) =Y YT, z)%(T, 2,0).

Al derivar con respecto a € el sistema diferencial (3.3) se puede asociar el

sistema diferencial

y' = D, Fy(t, z(t, 2,0))y + Fi(t, z(t, 2,0)), y(0) =0,

del cual (%)(, z,0) es la solucién.
€

En efecto
d Ox 0 dx
%a('uzv€) - &E('vzae)a
d Ox 0 9
——(,2z,6) = —[Fo(t,x(t,z,€)) + eFi(t,x(t, z,€)) + € R(t, x(t, 2, €), €)];
dt Oe Oe
d Ox ox
%a(a'%o) - DzFo(t,fE(t,Z,O))E(t,Z,O)—FFl(t,x(t,Z,O))
Luego por varidcion de parametros y unicidad de soluciones

Oz S
5 (620) =Y (1,2) /0 Y7 (s, 2)F(s, 2(s, 2, 0))ds

al evaluar en ¢t = T resulta

ox S
5 (1.2.0) =Y(T.2) /0 Y7 (s, 2) (s, (s, 2,0))ds
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se obtiene
Jg g —1
a—(z,()): Y (s, 2)Fi(s,x(s, 2,0))ds.
€ 0

Por lo tanto

I(mg) B
T(za,O) = fi(a)

donde f; estd dada por (3.7). Al aplicar el Teorema 3.2 existe o, € V tal que
9(za.,€) = 0, es decir (z4,,€) es un cero de g, luego f(z,.,€) = 0, entonces
el Lema 2.67 asegura que ¢(-,€) = x(+, zq,,€) es solucion T'— periédica de
(3.1). O

3.1.1 Caso (i): Perturbacién de un sistema isécrono

3.6. En esta seccién se asume que existe un conjunto abierto V con V C D tal
que para cada z € V la solucién x(-, z,0) es T—periddica, aqui se perturba un
sistema, isocrono, es decir un sistema en el cual todas sus soluciones son 7T —
periddicas, en seguida se verd el método del promedio de primer orden como

un corolario del Teorema 3.5 esto se hara al asumir que Fy(t,z) = 0.

Corolario 3.7. (Perturbacion de un sistema isécrono) Sea V' un subconjunto
abierto, acotado tal que V. C D y tal que para cada z € V, x(-,2,0) es

T—periddica y sea la funcion f : V — R

e /0 Y=Lt 2) Fi(t, 3(t, 2, 0))dt. (3.9)

2/
Oa
T — periddica (-, €) del sistema (3.3) tal que ¢(0,€) — a cuando € — 0.

Siexistea € V con fi(a) = 0 ydet((=—)(a)) # 0, entonces existe una solucion

Demostracion. Este resultado es inmediato del Teorema 3.5 con k = n. O

Corolario 3.8. (Método del promedio de primer orden) Sea Fy(t,z) =0 y sea
la funcion f, : V — R" definida por

filz) = /0 Fu(t, 2)dt, (3.10)
of

Siexistea € V con fi(a) =0y det((a—l)(a)) # 0, entonces existe una solucion
o
T — periddica @(-,€) del sistema (3.3) tal que ¢(0,€) — a cuando € — 0.
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U entonces antes 1uego
su linealizacién es la misma y al tomar su matriz solucion fundamental
Y (t,z) = I, la matriz identidad V¢ € R, Vz € V, el resultado sigue al aplicar
el Teorema 3.5 ]

3.1.2 Caso(ii): Perturbacién de un sistema lineal

3.9. Aqui se considera el sistema (3.1) con Fy(t,z) = P(t)x + q(t), es decir el
sistema sin perturbar es el sistema lineal 2’ = P(t)x 4+ ¢(t) para ello se necesita

de algunos resultados de teoria de sistemas lineales.

Lema 3.10. Sea P : R — M, una funcion continua y T— periodica, se

considera el sistema
y' = P(t)y. (3.11)

entonces son las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1.- El sistema (3.11) tiene k soluciones periddicas linealmente independientes.
2.- Eziste una matriz fundamental de soluciones Y (t) de (3.11) tal que Y ~1(t)

tiene en sus primeras k filas solo soluciones periodicas.

Demostracion. Considere el sistema
y' = —P*(t)y, (3.12)

donde P*(t) es la transpuesta de la matriz P(t).

Se afirma que

(a) Una matriz no singular Y'(¢) de orden n xn es matriz solucién fundamental

de (3.11) si y solo si Y, = (Y ~'(¢))* es matriz fundamental de (3.12).

Demostracién de (a). Al derivar Y (¢)Y~1(t) = I resulta
Y)Y 1)+ Y(6)(Y1(t)) = 0 asf al despejar

(Y1) = =Y )Y ()Y (1), (3.13)

Si se asume que Y (¢) es matriz fundamental de (3.11), entonces de la relacién
(3.13)
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(Y7 0)) =P )Y ()

con lo cual Y, (t) = (Y (¢))* es matriz fundamental para (3.12).
Si se asume que Y, (t) = (Y !(¢))* es matriz fundamental para (3.12), entonces

al tomar transpuesta a (3.13) se obtiene
(Y @)) ==Y ()" (Y'() Y (1)

pero por hipdtesis se tiene que Y, = (Y 71(¢))* es matriz solucién fundamental
de (3.12)

—P*t) (Y ') = =Y ')*(Y'(t))*Y '(t)* tomando tranpuesta
Y W)P() = YO O))Y ()
PRY () = Y'(t)

luego Y (t) es matriz solucién fundamental de (3.11). O

Los sistemas (3.11) y (3.12) tienen el mismo niumero de soluciones
T— periddicas linealmente independientes (Ver [9, pg.410]).  Entonces
(1) es equivalente a que el sistema (3.12) tenga k soluciones linealmente
independientes, mas aun la existencia de alguna matriz fundamental de
soluciones para (3.12) denotado por Y, que en sus primeras k columnas solo

tenga funciones T— periédicas. Ademéds como Y ~1(t) = Y* es equivalente a
(2). O

Lema 3.11. Sea P : R — M, wuna funcion continua y T— periddica, se
asume que el sistema (3.11) tiene k soluciones T'— periddicas linealmente
independientes y se denota por Y (t) su matriz fundamental de soluciones dado
como en el item (2) del Lema (3.10), ademds se asume que:

(a) 7 [ Y (t)q(s)ds = 0,

(b) det(A) # 0, donde A es la matriz de orden (n—k) x (n—k) de la esquina
inferior derecha de la matriz Y ~1(0) — Y~YT) de orden n x n.

Entonces existe 3y : R¥ — R"* tal que para todo o € R*, z, = (a, By(a))

satisface

YHT) - Y H0)]z = /0 Y (s)q(s)ds, (3.14)
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con z(0) = z, es T'— periddica.

Demostracion. Como Y (t) es matriz fundamental de soluciones del sistema
(3.11) como en el item 2 del Lema (3.10) se tiene que Y ~!(¢) tiene en sus
primeras k filas solo funciones T— periddicas, luego Y ~1(T) — Y ~1(0) tiene las
primeras k filas idénticamente nulas.

De (a) se tiene que las primeras k ecuaciones del sistema (3.14) son triviales
es decir 0 = 0. Al usar (b) se obtiene la solucién de este sistema como
Zo = (@, Bo(a))Va € RF,

Si se denota por (-, z) la solucién de (3.15) con z(0) = z y fo(z) = z(T,2) — 2

por variacién de pardgSitios sb obiiene:
5(t,2) = YOY-(0)z+Y(®) /0 Y 1(s)g(s)ds
H(T,2) = Y(T)Y~1(0)z + Y(T) /0 Y (s)q(s)ds
3(T,2)—2 = Y(T)Y-2(0)z + Y(T) /O Y s)g(s)ds — 2
folz) = Y)Y 10)z+Y(T) /O A Y (s)q(s)ds — z
YD fo(2) = Y HT) =Y }(0)]2+ /OT Y (s)a(s)ds

entonces faltarfa ver que x(-, z) es T— periddica, pero cada cero de fy nos da
una solucién periédica y viceversa. Por (3.14) se tiene que Y (T fo(2) = 0,

luego fo(z) = 0 asi x(+, z) es T— periddica. O

Corolario 3.12. Sea el sistema (3.1) con Fy(t,z) = P(t)x + q(t) y todas las
hipotesis del Lema (3.11) son satisfechas. Sea la funcion f; : R¥ — R¥ dada

por:
fila) =7 /0 YL ) Fy(t, 2o (1)t
dfy

Si existea € V con fi(a) =0y det((d—)(a)) # 0, entonces eziste una solucion
«

T — periddica (-, €) del sistema (3.1) tal que (0, €) — z, cuando € — 0.
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existe que g - I K al que se satisiace la (a
lo cual se satisface todas las hipdtesis de este teorema. El resultado sigue de

aplicar el Teorema 3.5. O

3.1.3 caso(iii)
3.13. Aqui se considera el sistema

u'(t) = Fy(t,u) + eFlL(t u,v) + Rt u, v, €),

(3.16)
V() = Fp(t,u,v) + eFE(tu,v) + R (t,u, v, €),

donde Fy = (Fy, F?), Fy = (F}, F}) y R = (R', R?) satisface las hipétesis del
pardgrafo 3.1 y es coherente con las proyecciones (m, 71). Se asume que existe

un conjunto abierto V con V C Q) tal que para cada a € V:

e La tnica solucién wu, del sistema sin perturbar v'(t) = Fj(t,u) que

satisface u(0) = a es T'— periddica.

e El nuevo sistema v'(t) = FZ(t,uq(t),v) tiene una tnica solucién

T —periddica.

Lema 3.14. Sea P : R — M, una funcion continua y T'— periodica tal que
para todo t € R, la matriz P(t) tiene en la esquina superior derecha a la matriz

nula y tiene la siguiente forma de bloque

Plt) = Alt) 0
Bt) C))

Entonces existe Y (t) matriz fundamental de soluciones del sistema
y' = P(t)y, (3.17)

tal que Y1(t) tiene en la esquina superior derecha la matriz nula de orden

k x (n—k). Mas aun

donde U(t) y V(t) son respectivamente matriz fundamental de soluciones de
w=At)u yv =C(t)v
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de donde
u = —A*(t)u — B*(t)v, v' = —=C*(t)v, (3.18)

Si se denota por U,(t) yv V,(t) las matrices fundamentales de solucién de
u = —A*(t) y v = —C*(t), se observa que
Un(t) Wo(t
v = (0 W0}
0 Va(t)
es matriz solucién de (3.18). Entonces por el Lema (3.11) la matriz

fundamental de soluciones de y' = P(t)y, Y (t) satisfaciendo Y 1(¢) = Y*(t)

satisface

O

3.15. Sea U,(t), V,(t) las matrices fundamentales de soluciones de los sistemas
w = Ay(t)uy v = C,(t)v, donde

Ay(t) = DyFy(t,ua(t)), Calt) = DyF2(t, ua(t), va(t)).

El siguiente es un corolario del Teorema (3.5) y es el principal resultado de

esta seccion.
Corolario 3.16. Se asume que existe un abierto V. con V. C 7Q tal que:
e para cada o €V, uy(-) es T— periddica;
o cl sistema v\ = FZ(t,a,v) tiene una tnica solucion T— periddica
denotada por v,.

Mds aiin se asume que la matriz A, = V. 1(0) — V. Y(T) tiene det(A,) #0 y

«

se considera la funcién fi : V — RF dada por

T
fila) = / U= (0 Fy(t, ua(t), va(t))dt (3.19)
0
si existe a € V' con fi(a) =0 y det(Dfi(a)) # 0, entonces eziste una solucion
T— periddica (-, €) del sistema (3.16) tal que p(0,€¢) — (a,v,(0)) cuando
e — 0.
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NLONCES €l COI)UILO
7 = {20 = (a, Bo()),a € V} = {2, = (0, v4(0)),c € V'}

cumple con la hipétesis (a) del Teorema 3.5.

La matriz P(t, z) como en (3.6) para este caso tiene en la esquina superior
derecha la matriz nula de orden k x (n — k), esto se debe a que F} no depende
de v, ademas todas las entradas de esta matriz son continuas ya que Fj es de
clase C?.

Luego por el Lema 3.14 existe una matriz fundamental de soluciones Y'(¢)
del sistema (3.5) tal que Y '(¢,z) tiene en la esquina superior derecha a
la matriz nula de orden k x (n — k), en particular esto se cumple para la
matriz Y 1(0) — Y }(T), ésta matriz tiene en la esquina derecha inferior a la

(e}

matriz V7 1(0) — V.7 }(T), tomando esto en cuenta y ademds que por hipGtesis

la matriz A, = V,71(0) — V.7 1(T) tiene determinante distinto de cero, entonces
se satisface la hipétesis (b) del Teorema 3.5, con lo cual el resultado sigue de

aplicar el Teorema 3.5. O

Corolario 3.17. Considere que F} (t,u) es idénticamente cero y que el sistema
V'(t) = F2(t, o, v) tiene una tinica solucion periddica denotada por v, . Ademds
se asume que la matriz A, = V.1 (0)=V."(T) tiene det(A,) # 0 y se considera

«

la funcion f, : V — RF dada por

7% /0 A, O Gl (3.20)

Si existe a € V' con fi(a) = 0 y det(Dfi(a)) # 0 entonces existe p(-,€), una
solucion T'— periddica de (3.16) tal que ¢(0,€) — (a,v4(0)) cuando € — 0.

Demostracidn. Como F,(t,u) es idénticamente cero, entonces la matriz U, "
es la matriz identidad, asi se cumple todas las hipdtesis del corolario anterior

lo cual nos asegura el resultado. O

3.2 Aplicaciones

En esta seccion se estudia algunas aplicaciones del método del promedio en
problemas especificos al utilizar los teoremas 2.73, 3.5. Para ello se sigue los
articulos [13], [14], [8].

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




STENEB,,

é\-\T A ‘"(,F‘ PONTIRCIA -
TESIS PUCP ‘Eﬁ% CATOMCA D
ST

DEL PERU

3.18. En esta subseccion se sigue [13] para aplicar el Teorema 3.5. Se quiere

estudiar la existencia de orbitas periddicas de la ecuacion diferencial
2" —pa” + 2 — px = eF(x, 2, 2"), (3.21)

donde las variables z, t y los parametros p, € son nimeros reales, mas ain e
es un pardmetro pequeiio y la funcién F : Q — R es de clase C? aqui € es un

subconjunto abierto de R3. Para ello se tiene los siguientes teoremas:

Teorema 3.19 (J. Llibre & L. Roberto, [13]). Se considera pn # 0 en la
ecuacion diferencial (3.21). Para € # 0 suficientemente pequeno y cada cero

simple positivo v de la funcion

2
§(ro) = 2i/ F(A; B; C) cosfdb,
0

T
donde

A__ro(cose—l—,usiné) B_To(sine—,uCOSO) C_m(cos@—i—,usin@)
N 1+ p? 1 1+ p? A 1+ p?

J

la ecuacion diferencial (3.21) tiene una solucion periddica x.(t) tendiendo a la

solucion periodica
rg(cost + psint)
‘T(t) == 2
12

de " — px" + 2’ — px =0, cuando € — 0.

Y

Demostracion. Se hace y = 2’ y z = 2”. La ecuacién diferencial (3.21) en el

subconjunto abierto ) C R?® queda expresada como:

¥ o=y
y = z (3.22)
2 = —y+plr+z2)+eF(x,y,2).

Este sistema con € = 0 tiene al origen como unico punto singular con

autovalores 4, —i, . Al hacer (X;Y; Z)T = C(x,vy, z) con

0 —p 1
C=|-p 1 0|,
-1 0 -1
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(e normal de Jordarn, €S decIr:

X = —Y+4eF(X;Y;2),
Y = X (3.23)
7' = pZ—eF(X,Y,2),

donde F(X:;Y:Z) = F(A; B;C), siendo

X4 Zepy o Y opuX+2) XA p(Y —pZ)

A=
1+p2 7 1+ p? 1+ p?

Y

Al pasar de coordenadas cartesianas (X;Y;Z) a coordenadas cilindricas

(r,0,7Z) con X =rcosf, Y =rsinf el sistema (3.23) se ve como

= €eG(r,0,7)cosb
o = 1 _EG(T,H, Z) sin 6 (3.24)
r

Z' = pZ—eG(r,0,2),

donde G(r,0,7Z) = F(rcos6,rsinf, Z). Al cambiar la variable independiente

t por 0 y al denotar la derivada con respecto a # por un punto, se tiene

dr

G —= - €G(r,0,Z) cos 0 + O(e?),
e (3.25)
Z = Tha pZ + L2 G (r 0, Z) 4+ O(€2).
Se estudia por separado cuando g = 0 y cuando p # 0.
Para p # 0, el sistema (3.25) puede ser escrito como
v’ = Fy(0,2) + eFy(0,3,€) + O(e), (3.26)

donde

0 G(r. 0, Z) cos 0
v i ’FO(07£E>: ,Fl(e,{lf,é): (Tg’ ’ )COS )
g ne pZsn0r iy g 7)

Ahora se desea estudiar las soluciones periédicas del sistema (3.26), aplicando
el Teorema 3.5, por lo cual lo primero que se debe hacer es observar las

soluciones periddicas de el sistema sin perturbar, es decir
/
' = Fy(0, ),
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: To,U) para cada rg > U (se Nota que ulla SOIUCION =,
también estd dada por Z() = Ke*” con K una constante real, pero no se
toma en cuenta esta solucién ya que no es periodica), ademéds se observa que
para cada r( las soluciones son circunferencias en el plano Z = 0. Identificando
los elementos del Teorema 3.5 para este caso se tiene que k =1y n = 2.

Sea ry arbitrariamente pequeno y 79 arbitrariamente grande, entonces se toma
el conjunto V' de R como V' = (ry, 1), a =rg € V, 5 : [r1,73] — R definida
como f(rg) = 0.

El conjunto 3 es

3 =124 = (r0,0), 70 € [r1,72]}

se puede ver que para cada z, € 3 se puede considerar la solucién 27—

periddica xy = 2z, = (79,0), la matriz jacobiana de Fy(#, x) estd dada por

o2

luego la matriz fundamental M, (#) asociada a la solucién 27 periédica

24(70,0) tal que M., (0) es la matriz identidad estd dada por:

1A\NO
M(Q) = Mza = ( )
0 e
entonces la matriz

M7Y0) = M~ (2r) = (O 0 )

O NS

ademas esta matriz nunca es la matriz nula ya que pu # 0, es decir se verifica
el item (b) del Teorema 3.5, ahora se calcula la funcién f; dada en el Teorema

(3.5) para este caso es decir calcular

fila) =7 /0 YL Fy(t, 2o (1),
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§ro) = = /0 MOV E (1 2, )

/2“ 1 0 G(r,0,Z)cosf
= 7
0 0 e—ué uzse;l@—re—uGG(r’ (9’ Z)

1 21
— —/ G(r,0,7) cos0df
27 0
1 2
= — F(A, B,C)cosfdb
21 J,
es decir todas las hipdtesis del Teorema 3.5 son satisfechas aplicando este

teorema se garantiza que para cada cero simple 1§ € [rq, rs] de la funcién § se

tiene una solucién periddica (r.(6), Z.(0)) del sistema (3.25) tal que
(re(0), Zc(0)) — (r5,0) cuando € — 0.

al regresar mediante los cambios de variables realizados se tiene una solucién

periddica del sistema (7¢(t), 0.(t), Z.(t)) del sistema (3.24) tal que
(re(t),0:(t), Z(t)) — (rg,t,0) cuando € — 0.

Asi se obtiene una solucién periddica (X (1), Ye(t), Z(t)) del sistema (3.23) tal
que
(Xe(t),Ye(t), Ze(t)) — (rycost, risint, 0) cuando € — 0.

ademdas como
X+Z+uY

1+ p?
se tiene una solucién periédica (x(t), ye(t), z.(t)) del sistema (3.22) tal que

(3.27)

e =

rg(cost + psint)

T2 cuando € — 0.
1

z(t) —

3.20. Para dar el siguiente resultado se necesita las siguientes definiciones

1 2T
flr Z0) = o [ FlawB.y) cosa,
2m J,
1 21
falr Zo) = o= [ FlauBy)a,
™ Jo
donde a = —Zy — rgcosf, =rgsinf, v =rqgcosf

96

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

3 2
TESIS PUCP gz_:_\éel_l}g}\mn

DEL PERU

{

s1 existe (ro, Zg) tal que

fl(’f’o, Z()) = O, fg(’f’o, Z()) = 0, Yy d@t(%) 7é O

entonces (3.21) con pu = 0 tiene una solucion periddica x(t) tendiendo a la

"

solucion periddica x(t) = —rqcost — Zy de 2" + a2’ = 0 cuando € — 0

Demostracion. Para el caso p = 0 el sistema (3.25) se expresa como

po= I G0, Z) cos + O(),

a6

# (3.28)
7 = 5 = —Gr0.2)+0)

con (r,Z) € D C R2. Se nota que el sistema (3.28) esta en su forma estandar

para aplicar el teorema (2.44), el sistema diferencial promediado es

(7, Z) = eg®(r, Z), (3.29)
donde )
1 us
81, 2) = 5= [ (G0,6,2) o0, G(1,0,2), (3.30)
m™Jo

por el Teorema 2.44 cada punto singular p = (r¢, Z) del sistema (3.30) tal que

9g°(r, Z)
det(————= Z 0 3.31
et B0, 20) £, (3.31)

existe una solucién 2w— periddica (r.(0), Z.(0)) del sistema (3.28) tal que
(r(0), Z.(0)) — p cuando € — 0 entonces el sistema (3.31) es equivalente

a

A fr, f2)(r, 2)
W)(Tm Zy) # 0, (3.32)

siendo f1 y f2 las funciones definidas justo antes de este teorema. Al regresar

det(

mediante los cambios de variables la solucién 27 periddica del sistema (3.28)
provee una solucion periddica (X (t), Ye(t), Z(t)) del sistema (3.23) con p = 0
tal que:

(Xe(t),Ye(t), Z(t)) — (rocost,rosint, Zy) cuando € — 0

ademds de (3.27) se tiene una solucién periddica (z.(t), ye(t), z.(t)) del sistema
(3.22) tal que

x(t) = —rgcost — Zy cuando € — 0
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3.22. El siguiente es denominado el sistema de Michelson

r =Y
y = =z (3.33)
P -yt

con (z,y,z) € R y el pardmetro ¢ > 0, fue obtenido por Michelson en el
estudio de las soluciones de las onda de viaje de la ecuacion de Kuramoto-
Sivashinsky. Es facil observar que el sistema (3.33) tiene dos singularidades
(—v/2¢,0,0) (1v/2¢,0,0). La primera tiene una variedad estable de dimensién

dos y la segunda una variedad inestable de dimension dos.

Teorema 3.23 (J. Llibre & X. Zhang, [14]). Para ¢ > 0 suficientemente
pequeno, el sistema de Michelson (3.33) tiene una bifurcacion Hopf-cero en el
origen para ¢ = 0. Mds aun la orbita periodica bifurcada satisface para ¢ > 0

suficientemente pequeno
x(t) = —2ccost +o(c), y(t) =2csint+o(c), =z(t)=2ccott+ o(c).

Demostracion. Primero se realiza el cambio de variable con € # 0, © = €T,
y =€y, z=€zy c=ed, asi el sistema (3.33) queda expresado como

=/

r =y
P —a 7 - (3.34)
oy — —§+ed2—ex—,

2
en el sistema (3.34) se nota que cuando € = 0 se tiene un centro para 7, z. Atn
se usara x,y, z en vez de 7,7, Z.
Al hacer el cambio a coordenadas cilindricas se tiene x = =, y = rsinf y

z = rcosf, entonces el sistema (3.34) se vuelve

' = rsinf
o= % cos 0(2d* — x?) (3.35)
0 = 1- %(2(12 — 27%)sin .
Este sistema puede ser expresado como:

d

&~ rsing+ E(20l2 — %) sin? 0 + €2 £1(0, 7, €)

db 2

dr ) (3.36)

5 = 5(2d2 — 2?) cos O + € fo(0, 7€)
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sistema Sin perturbar, es decir cuando € = U es

dx

¥ = rsinf
dr
0= 0

cuya solucién cuando x(0) = xy y 7(0) = ry estd dada por
x(0) = 1o+ x9 —rocosb, r(0) =rg,
se puede identificar el sistema

y = Foy(0,y) + eF1(0,y) + O(?), (3.37)

T rsin L(2d? — 2?)sin® 0
Y= 7F eay = ,F 07?/ — Ny .
(7’) \y’ ( 0 ) ey (%(2d2 — x?) cosd

El objetivo es estudiar la existencia de drbitas periédicas del sistema (3.37)

donde

mediante el Teorema 3.5. Al identificar los elementos del Teorema 3.5 para
este caso se tiene que k =1y n = 2.

Sea 1 arbitrariamente pequeno y 7y arbitrariamente grande, entonces se toma
el conjunto V' de R como V = (ry, 1), sea o =ryg € V, : [r1, 2] — R definida

como ((rg) = o asi el conjunto 3 es

3 = {24 = (xo,70),70 € [r1,72]}

se puede ver que para cada z, € 3 se puede considerar la solucién

27— periddica yp = z4 = (20, 70), la matriz jacobiana de Fy(0,y) esta dada por

0 sin6
0 0

luego la matriz fundamental M, (0) asociada a la solucién 2mw—periddica

2o (0, 70) tal que M, (0) es la matriz identidad esta dada por:

1 1—cost
Yo (0) :=M(0) =M, = (O . )
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entonces

§(zo,m0) = / M YOV (t,y)do (3.38)

1 (2d* — 2?)sin?
- /0 ( )de (3.39)

(2d* — 2%0) cos
en la ecuacion anterior se debe hacer el reemplazo en la solucién periddica del

sistema sin perturbar, es decir
x(0) = ro + x9 — rocosb, () = r, (3.40)

asi resulta

3 ) 1 /%M (2d? — 2%)sin* @ o
To,T0) = =
¥ (2d? — 2?) cos§ | G0

entonces §(xo,r0) = (91(x0, r0), g2(x0,70)) donde
L 2 2 1

g1(xg,ro) = Z(4d — brg — 6roxe — 2x5), 92(xo, 7o) = 57”0(7‘0 + ).
La funcién § tiene un cero no trivial en (g, 7r) = (—2d,2d) y ademds como
detDF(—2d,2d) = d* # 0, luego por el Teorema 3.5 se tiene que dado d > 0 y
para € > (0 suficientemente pequeno se tiene el sistema (3.36) tiene una 6rbita
periddica (x(6),r(0)) de periodo 27 tal que (x(0),7(0)) — (—2d,2d) cuando
e — 0.
Se nota que los autovalores de DF(—2d, 2d) son £+/—1d esto muestra que las
orbitas peridédicas son linealmente elipticas.
De regreso al sistema (3.33) se tiene que para ¢ > 0 suficientemente pequeno,
el sistema de Michelson tiene una érbita periddica de periodo aproximado 27:

x(t) = —2ccost + o(c), y(t) = 2¢csint + o(c) y z(t) = 2ccott + o(c). O
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3.24. Se considera la siguiente generalizacion del sistema de Michelson:

v = y+ef(r,y, 2)
vy = z+eg(x,y,2) (3.41)
7= —y+ed— %x2 + eh(z, vy, 2).

Si € = 0 el sistema presenta un centro en Y Z, por consiguiente se usan las

coordenadas cilindricas: * =z, y =rsinfy z = rcosf y asi (3.41) se vuelve

¥ = rsinf+ €F,

r = %((20[2 — %) cosf + 2G'sin @ + 2H cos f), (3.42)
g = 1- i((2al2 — 2%)sin + 2G cos§ — 2H sin 6),

2r
donde para I € {F,G,H} se tiene I = i(x,rsinf,rcosf). El sistema (3.42)

puede escribirse

d
d_z = rsinf+ %((20[2 — %) sin? 0 + 2H sin? § — 2G cos O sin 6 + 2F) + O(€?),
d
d—g = g((20l2 — 2%) cosf + 2H cos 0 + 2G sin §) + O(€?).
(3.43)
El sistema (3.43) con ¢ = 0 coincide con lo estudiado en la prueba del

Teorema 3.23 nuevamente se obtiene la matriz M y al aplicar este teorema

se tiene

S(x07 TO) =

1 /27r . ( (2d? — 2?)sin® @ + 2H sin® § — 2G cos fsin 6 + 2F) ) }(3 4O)d6
] :

2 (2d* — 2%) cos 0 + 2H cos ) + 2G sin 0

Se nota que §(zo,70) = (g1(20,70), g2(z0,70)), donde esas funciones dependen
de las funciones iniciales f, g y h.

Las soluciones (xj,75) de §(zo, o) = 0 satisfaciendo
detDS(l’o, TO)‘wo:rZ;,ro:rg — d2 ?é 0

proveen las soluciones periddicas del sistema (3.41).
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prototipo 4-Rossler

3.25. El sistema 4-prototipo Rossler que aqui se considera es el siguiente

¥ o= —y—=z
y = x (3.44)
Y = ay(l—y)- B

Se estudia la existencia de oOrbitas periddicas de este sistema, asi como la

estabilidad e inestabilidad de tales 6rbitas. Para ello se usa el Teorema 2.73.

Teorema 3.26 (I. A. Garcia, J. Llibre & S. Maza, [8]). Considere el sistema
4-prototipo Rossler (3.44) que satisface (o + 23)a > 0. Ademds se considera
los nuevos pardmetros (a,b) definidos como sigue a« = ea y = —e(b+ 1##%2)
Entonces para € > 0 suficientemente pequeno existe una solucion periodica .
de (3.44) tal que

2 _a+2b

o } cuando € — 0.

Y fa= 3} {r+(y+7)

Ademds 7. es asintdticamente estable cuando a + b < 0 e inestable cuando

a+b>0.

Demostracion. Desde que o = ea y 8 = —€(b+ 7az) = —ela + D), si

(v + 208)a > 0 y € es suficientemente pequeno, entonces
(a+ 2b)a < 0, (3.45)

porque (a + 28)a ~ —€*(a + 2b)a.
Asi el sistema (3.44) puede ser escrito como:

¥ = —y—=z

y = (3.46)
7= eay(l —y) +e(b+ 7=p)2

El polinomio caracteristico del sistema linealizado en el punto de equilibrio

localizado en el origen es

(A —eb)[—1 + €*b(a — b) + aeX — (1 + 2b*)\?]
1+ €2b?

p(\) =

ademas cuando € — 0 los autovalores asociados al polinomio caracteristico son

0, £7. Después del cambio de variable
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la parte lineal en su forma de Jordan esta dada por

0 -1 0
1 0 0
0 0 0

y el sistema (3.46) puede ser escrito como

X' = Y +ef(X,Y,Z)+ O(e?),
Y = X, (3.47)
7' = —ef(X,Y,Z)+ O(e?),

con f(X;Y;2)=—-bZ+a(X +X?*+2XZ+ Z?).

Ahora al realizar el cambio a coordenadas cilindricas con X = rcos#f,

Y =rsinf y z = Z entonces el sistema (3.47) sigue como
= eq(0,r,2) + O()
0 = 1+eg(0,r 2)+ O() (3.48)
2 = eg3(f,r, 2) + O(e?),

con
g1(0,r,z) = —cosfygs(0,r,z)
sin 0
92(9,7", Z) = /r 93(07T7 Z)

g3(0,7m,2) = bz—a(z?+rcosf(1+2z+rcosh)).

Ademsds éste sistema esta bien definido para r > 0. Mas ain en esta region
para € suficientemente pequeno se tiene que 8’ > 0 en una bola grande centrada
en el origen, luego se puede reescribir el sistema (3.48) como

dr = €q1(0,r,2) + O(?)

a0 (3.49)

i €g3(0,7,2) + O(e?)
tomando € como nueva variable, el sistema (3.49) es 2r—periddico y estd en
su forma estandar para aplicar el Teorema 2.73 donde las funciones promedio

de g1 y g3 con respecto a 6 son

1 2
gi(r,z) = o q1(0,7,2)d0 = sar(1+ 22)
™ Jo
1 2
gs(r,z) = 2—/ g3(0,7r,2)df = %[—a(r2+222)+2bz]
™ Jo
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(Tv Z) — S(T, Z) - (?1(7‘, Z>7§3(T7 Z))

es (r*,2%) = (y/—%92,3!) como (a + 2b)a < 0 entonces 7* € R. Ademés la

matriz jacobiana de § en el punto (r*, z*) es

(a+2b)a
0 _ (a+2ha

D%'(’f’*, Z*) -
(a+2b)a
— a+b

y su determinate es det(DF(r*, z*)) = —3a(a + 2b) > 0. Como (r*, z*) es un
cero simple de §, luego por el Teorema 2.73 se asegura la existencia de una
érbita 2m-periddica v, = {(r(0,€), z(6,¢€)) : 0 < § < 27} del sistema (3.49) tal
que (r(6,¢€),2(0,¢)) — (r*,z*)) cuando € — 0.

Si se denota por Aj, Ao los autovalores de la matriz DF(r*, z*) se obtiene que
Al A = d@t(DS(T*, Z*)) > 0, M+X=a+b

es decir o bien Ay, Ay son ambos positivos o bien A;, Ay son ambos negativos
luego la orbita 2mr—periddica es asintoticamente estable si a+b < 0 e inestable
cuando a + b > 0 entonces la conclusion del teorema sobre la estabilidad ha
sido probada.

Ahora al regresar através de los cambios de variable, se tiene que el sistema
(3.47) tiene una 6rbita periédica 7. — C' cuando € — 0 donde C' es el circulo
dado por C = {Z = 2*} N {X? + Y% = r*?} la interseccién de un plano y
un cilindro, finalmente el sistema (3.44) y por lo tanto el sistema 4-prototipo

Rossler tiene una érbita periddica 7. tal que
Ye = {z=2Yn{z*+ (y + 2)? = 7}
cuando € — 0. O

Teorema 3.27. Considere el sistema 4-prototipo Rossler (3.44) que satisface
a > 2% Ademds se considera los nuevos pardmetros (a,e€) definidos como
sigue o = €(2a — 1+ a?e?) y B = (1 —a). Entonces para € > 0 suficientemente
pequeno y o > % existe una solucion periddica . de (3.44) tal que

1

%—>{Z:—%}ﬂ{$2+(?/+2)2:m

} cuando € — 0.

Ademds . es asintoticamente estable cuando % < a < 1 e inestable cuando

a > 1.
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¥ o= —y—=z
y = x (3.50)
7= €(2a—1+a?Hy(l —y) — (1 —a)z].

El sistema (3.50) tiene un punto de equilibrio en

a(l+ ae?) a—1
er Yes Ze) = (0, ’ -1
(e e 20) = O o e — T s ray =1 Y

el cual existe para valores suficientemente pequenos de € cuando a # %

El polinomio caracteristico del sistema linealizado en el punto de equilibrio

(Ze, Ye, 2ze) esta dado por:
p(\) = (ae — NN+ eX +ae® + 1)

ademas cuando € — 0 los autovalores asociados al polinomio caracteristico son
0,#+i. Luego de una traslacion del punto de equilibrio al origen mediante la

funcién (z,y,2) — (r — Ze, ¥ — Ye, 2 — 2¢) €l sistema (3.50) queda expresado

Ccomao:
x/ =M ) = Z
 — (3.51)
¢ =~ + @)y + (1= a)z+ (20— 1+ a2y,

después del cambio de variable lineal

X 100 @
ike I DVETAL y
Z DAL 2

la parte lineal en su forma de Jordan esta dada por

—1

S = O
o o O

0
0
asi el sistema (3.51) puede ser escrito como

X = =Y
Y = X+ Ef(X, Y, Z) + 0(62) (352)
7' = ef(X,Y,Z)+O(e),
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Ora al reallzar el Ccalpblo a coordenadas clindricas CoIl

Y =rsinf y z = Z entonces el sistema (3.52) sigue como
= eq(0,r,2) + O()
0 = 1+e€g(0,r 2)+ O(?) (3.53)
2 = eg3(0,r,2) + O(?),

con

g1(0,r,z) =sinfgs(0, 7, 2)
cos 0

92(97T7 Z) = r 93(9,7",2«’)
g3(0,7,2) = z(a+ z — 2az) + rsinf2(2a — 1)z 4+ r(1 — 2a) sinf — 1].

Este sistema est4 bien definido para r > 0. Mas ain en esta region para €
suficientemente pequeno se tiene que #' > 0 en una bola grande centrada en el

origen, luego se puede reescribir el sistema (3.53) como

% = €q1(0,7r,2) + O(e?)
: (3.54)
e . 2
-1 - egs(0,r, 2) + O(e?)

tomando # como nueva variable, el sistema (3.54) es 2wr—periddico y esta en
su forma estandar para aplicar el Teorema 2.73 donde las funciones promedio

de g1 y g3 con respecto a € son
s = o= [ @@ra® = Ere2a-1-1)
9i(r2) = o5 ! g1(0,7, 2 = 57 (22(2a
3 1 2 1 #
gs(r,z) = Dy g3(0,7r,2)df = 5[7“ (1 —2a)+2z(a+ 2z — 2az)].
0

El tinico cero (r*, z*) con r* > 0 de la funcién

(Tv Z) = S(T, Z) - (?1(7‘, Z),§3(7’, Z))

es (r*,2%) = (\/2(; 5 2(2;_1)) que existe bajo la condicién de suponer que
=

1
a > 5-

Esta condicién implica que o > % y B < 3, asf la restriccion del pardmetro
inicial o > 23? se cumple, ademéds la matriz jacobiana de § en el punto (r*, z*)

€s

<
—~
=
. *
N
*
~—
|
Nl

a—1
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Cero siunple Uego Se concluye por e
2m-periddica v = {(r(0,¢),2(0,¢€)) : 0 < 0 < 27} del sistema (3.54) tal que
(r(0,€),2(0,¢)) — (r*,2*)) cuando € — 0. Ademas si se denota por Aj, Ay los

autovalores de la matriz DF(r*, z*) se obtiene que
1
A1 Ay = det(DF(r*, 2%)) > 0, cuando a > 3 traza(D§(r*, 2*) =a—1

luego la d6rbita 2r—periddica es asintéticamente estable si % < a < 1einestable
cuando a > 1 entonces la conclusion del teorema sobre la estabilidad ha sido
probada.

Ahora regresando através de los cambios de variable, se tiene que el sistema
(3.52) tiene una érbita periédica 7. — C' cuando € — 0 donde C' es el circulo
dado por C = {Z = 2*} N {X? + Y% = r*?} la interseccién de un plano y
un cilindro, finalmente el sistema (3.44) y por lo tanto el sistema 4-prototipo
Rossler tiene una érbita periddica v, tal que

i

’y€—>{z=—%}ﬂ{:ﬂ2+(y+z)2:m},

cuando € — 0. [l
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