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Resumen Ejecutivo

La presente tesis revisa la literatura que se ha desarrollado sobre modelos mateméticos para la de-
terminacion de los precios del suelo urbano. La tesis se centra de forma especifica en tres articulos del
Journal of Urban Economics que desarrollé Denis Capozza, en los que se analizan, tres modelos: el modelo
determinista, el modelo estocastico y el modelo de valoracién de opciones.

El primer capitulo, tiene caricter introductorio y panoramico. Hace una revisién general de los
primeros modelos, luego se presenta de manera sucinta los tres modelos que son la materia fundamental
de la tesis, y culmina con las tendencias y nuevos enfoques de investigacién que existen para modelar los
precios de la tierra y las ciudades en general.

El segundo capitulo, presenta el modelo determinista, basado en el articulo The Fundamentals of Land
Prices and Urban Growth. Se parte de algunas asunciones para construir un modelo dindmico sencillo
de ciudad circular que determina los precios urbanos y agricolas en funcion del tiempo y de la distancia
al centro urbano. Nos enfocaremos en la primera parte del articulo, de donde se extrae la principal
conclusioén, que el precio del suelo urbano tiene cuatro componentes: el valor de la renta agricola, el costo
de conversion, el valor de accesibilidad, y la prima de crecimiento. Se hace una aplicacién para el caso en
que la poblacién crece geométricamente. Se cierra el capitulo haciendo, como aporte propio, un ajuste:
se desarrolla el mismo modelo determinista pero considerando crecimiento geométrico de las rentas.

El tercer capitulo, presenta el modelo estocastico, basado en el articulo The Stochastic City. Tiene
las mismas asunciones del modelo determinista excepto que se asume que el crecimiento de los ingresos y
de las rentas sigue un movimiento browniano lineal. Se destaca que la conversién de la tierra de rural a
urbana es irreversible y el tiempo 6ptimo de conversion es una variable aleatoria (un tiempo de parada).
La conclusion principal es que el precio urbano tiene cinco componentes: los cuatro primeros idénticos al
del caso determinista mas un quinto componente llamado prima de irreversibilidad que es el que contiene
la incertidumbre. Ademés, se prueba que la incertidumbre retrasa la conversion de la tierra agricola a
urbana y reduce el tamano de equilibrio de la ciudad. Al final, como aporte propio, se hace un ajuste: se
desarrolla el mismo modelo estocéstico pero con crecimiento geométrico de las rentas.

El cuarto capitulo, presenta el modelo de valoracion de opciones, basado en el articulo Optimal Land
Development Decisions. Se asume que las rentas crecen estocasticamente siguiendo un movimiento brow-
niano geométrico. El articulo tiene, a diferencia de los dos anteriores, un enfoque desde la oferta, y la

mayor parte se dedica a analizar la rentabilidad de la empresa comparando el método ortodoxo, basado en
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el valor actual neto y la tasa interna de retorno, con el método de valoracién de opciones que proporciona
resultados maés refinados. Ya que el objetivo de esta tesis apunta al estudio del precio del suelo urbano
maés desde un punto de vista del conjunto de toda la ciudad, el estudio se enfocara més en estimar el valor
de la opcién que se ejerce cuando el propietario de un terreno decide construir sobre él. Posteriormente,
como aporte propio, se hace un ajuste para estimar el valor de la opcién de conversion de la tierra agricola
a urbana, concluyéndose que el valor de dicha opcién es igual a suma de las primas de crecimiento e
irreversibilidad estimadas en los modelos anteriores.

El quinto capitulo, presenta un anélisis comparativo de los tres modelos. Para lograr una comparacion
consistente, previamente se tuvieron que hacer en cada modelo los ajustes que se han explicado en los
parrafos anteriores. La gran conclusion de este trabajo es que el modelo estocastico es una extension del
modelo determinista cuando no existe incertidumbre, y el modelo de valoraciéon de opciones proporciona
los mismos resultados para el valor de la prima de la tierra agricola. Ademas, el modelo de opciones, al in-
corporar variables de la oferta, permitiria un enfoque més completo del equilibrio del mercado inmobiliario

en la ciudad. En los apéndices se presenta un ejemplo aplicativo por cada modelo.

Palabras clave

Economia urbana, modelo monocéntrico, renta, precio, tierra urbana (suelo urbano), tierra agricola
(suelo rural), prima de crecimiento, prima de irreversibilidad, conversion, desarrollo, curva bid-rent, opcién

real, movimiento browniano
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Abreviaturas

R(t, 2): renta de la tierra en funcion del tiempo ¢ y de la distancia z.

P¥(t, z): precio del suelo urbano en funcion del tiempo ¢ y de la distancia z.

Pe(t, z): precio del suelo agricola (o rural) en funcién del tiempo ¢ y de la distancia z.
RI: renta de irreversibilidad.

PC: prima de crecimiento.

PI: prima de irreversibilidad.

CBD: Distrito Central de Negocios (Central Business District)

V AN: Valor actual neto

TIR: Tasa interna de retorno

Motivacion y Antecedentes

Se ha dicho que la ciudad es la estructura mas compleja que ha creado el hombre. Su comprension
implica el estudio de una gran cantidad y diversidad de variables y requiere tanto el anélisis cualitativo
como el cuantitativo. Esta tesis apunta al segundo tipo de andlisis y especificamente a uno de los temas
urbanos sobre el que se ha hecho mayor investigacién por su importancia en el desarrollo de las ciudades:
la determinacién de los precios del suelo urbano. Los primeros trabajos de la construccién de un modelo
matematico para la ciudad tienen sus raices en el siglo XIX en un mundo predominantemente rural,
usando enfoques desde la economia y la geografia. El estudio de la estructura espacial urbana, usando
herramientas cuantitativas, tiene un gran impulso en la década de los 60’s del siglo XX. En las dltimas
décadas se introdujeron métodos estadisticos. En el nuevo siglo se han incorporado nuevos enfoques:

sistemas dinamicos, caos y fractales, automata celular, redes neuronales, valoraciéon de opciones, etc.

Objetivo

El objetivo de la tesis es revisar la literatura sobre los modelos mateméticos para la determinacion del
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precio del suelo urbano en la ciudad. A efectos de reducir el amplio espectro de investigacion que se ha
realizado sobre el tema, la tesis se enfocara en los trabajos de Dennis Capozza, que es uno de los autores
que maés ha analizado el tema desde muchos enfoques distintos. Nos vamos a referir especificamente a
tres enfoques para la determinacién del precio del suelo urbano: modelo determinista, modelo estocastico
y modelo de valoraciéon de opciones. Finalmente, se hard un andlisis comparativo entre dichos enfoques
para culminar con la aplicacién de un caso concreto.

Asimismo, de manera panoramica, se revisaran los resultados de los trabajos seminales y de los maés

contemporaneos que van mas alld de cada uno de los enfoques y de los objetivos de esta tesis.
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1 INTRODUCCION

Este capitulo presenta una revision panoramica de los primeros modelos de economia urbana que se
desarrollaron, de los modelos de valoracién de la tierra urbana que serdn materia principal de la tesis, y
de las tendencias y nuevos enfoques que se estan desarrollando para la determinacién del precio del suelo

urbano y la construccién de modelos de ciudad.

1.1 Primeros Modelos
1.1.1 Teoria de la renta: David Ricardo

El primer trabajo seminal que marcé un hito en la historia de la economia en general y de la economia
urbana en particular, fue la obra On the Principles of Political Economy and Tazation, publicado en 1817
por el gran economista inglés clasico David Ricardo (1772 - 1823). En el capitulo 2 de su libro, dedicado
a la renta, Ricardo define la renta como la porcion del producto de la tierra que se paga al terrateniente
por el uso de las fuerzas originarias e indestructibles del suelo[18]. Ricardo argumenta que dicha renta es
confundida con el interés y el beneficio de capital y el concepto es aplicado a cualquier cosa que pague
anualmente el granjero al terrateniente.

En la época de Ricardo la gran mayoria del mundo era predominantemente rural; de hecho Londres
era la ciudad més grande del mundo en la época victoriana y la poblacion urbana representaba el 3% de
la poblacion mundial. Por ello, el interés de los economistas del siglo XIX estaba centrado en la tierra
agricola antes que en el tierra urbana. Ricardo cuestiona los argumentos de Adam Smith acerca de la
renta, quien la concibe méas como una compensacion que tiene relacién con los beneficios de lo que se
extrae de la tierra y sin ninguna conexién con sus fuerzas originales e indestructibles.

La formulacién de la ley de la renta hecha por Ricardo fue la primera exposicion clara de la fuente y
la magnitud de la renta, y es uno de los principios méas importantes de la economia. La Ley de la Renta
establece que la renta o alquiler de un determinado lugar es igual a la ventaja econémica obtenida por el
uso del lugar en su uso mas productivo, en relacion a la ventaja obtenida mediante el uso marginal (es
decir, la mejor renta libre) de la tierra para la misma finalidad, teniendo en cuenta las mismas entradas

de capital y el trabajo. La Renta Ricardiana es en realidad una renta diferencial.
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1.1.2 Modelo de von Thiinen y los modelos alemanes de geografia econémica

Durante el siglo XIX y principios del siglo XX, economistas y geogrifos alemanes contribuyeron al
desarrollo de la economia urbana. El autor pionero fue Johann Heinrich von Thiinen (1783 - 1850) quien
desarroll6 un modelo espacial de uso de la tierra[9]. En su obra Der Isolierte Staat (el Estado Aislado)
publicada en 1826, desarroll6 el primer tratado de economia espacial que incorpora la teoria de la renta.

Von Thiinen desarrolla un modelo matematico, el que puede resumirse en la ecuacion (1.1):

R=Y(p—c)—YFd (1.1)
donde,

R: renta de la tierra por unidad de area cultivada

Y: volumen de producciéon por unidad de &rea cultivada

p: precio de mercado por unidad de producto

c: costo de produccién por unidad de producto

F: flete o costo de transporte por unidad de producto y por distancia

d: distancia al mercado

Von Thiinen model6 un estado aislado abastecido por granjeros en los alrededores del campo. Supuso
que los cultivos difieren tanto en su volumen por area de produccién como en sus costos de transporte
y cada cultivo es producido en diferentes intensidades. Las asunciones son: la ciudad estd ubicada
centralmente en un estado aislado, autosostenible y libre de influencias externas; la tierra es completamente
plana; los agricultores transportan sus propios bienes al mercado desde sus parcelas hasta el centro de la
ciudad; los agricultores son agentes racionales que actiian para maximizar sus beneficios.

La figura (1.1) muestra el modelo de von Thiinen. Se muestra la curva bid-rent, es decir la renta que
los agricultores estan dispuestos a pagar en cada ubicacién dada (medida por la distancia al centro de la
ciudad), para tres cultivos. El gradiente de renta queda definido por la linea gruesa quebrada y convexa
de la figura. A lo largo de cada uno de estos tres segmentos de linea, los productores de uno de los cultivos
estan dispuestos a pagar més por la tierra que los otros. En consecuencia, se formaréan anillos concéntricos
de cultivos alrededor de la ciudad. Las actividades mas productivas o las actividades con los méas altos
costos de transporte se ubicarin cerca del mercado que esté cerca del centro de la ciudad. Otra conclusion
importante es que son los usos de la tierra los que determinan sus valores y no al revés.

1.1.3 Modelo de William Alonso

En 1964, el arquitecto argentino nacionalizado norteamericano, William Alonso (1933 - 1999), publico
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Figure 1.1: Modelo de von Thiinen (Fuente: [9])

Location and land use: toward a general theory of land rent|2]. Se trata de un trabajo seminal que marca
otro hito importante en la economia urbana y la geografia economica. Alonso, toma como punto de
partida de su investigaciéon el modelo de von Thiinen, llevandolo del 4&mbito agricola al &mbito urbano.
El modelo de Alonso proporciona el uso de la tierra, la renta, intensidad del uso de la tierra, poblacién y
empleo como funcién de la distancia al Centro de Negocios Distrital (CBD por sus siglas en inglés) de la
ciudad como una solucién al problema de equilibrio econémico en el mercado espacial.

La teoria de la oferta de la renta (bid rent theory) expuesta por Alonso es una teoria geografica
econOmica que estudia la variacion del precio y la demanda de bienes inmuebles conforme cambia la
distancia desde el Distrito Central de Negocios. Diferentes usuarios de la tierra competiran entre si por la
tierra cerca del centro de la ciudad. Esto se basa en la idea de que los establecimientos desean maximizar
su rentabilidad, por lo que estan mucho mas dispuestos a pagar més dinero por la tierra cerca del centro
y menos por las tierras mas alejadas de esta zona. Esta teoria se basa en el razonamiento de que cuanto
mas accesible sea un area (es decir, cuanto mayor es la concentracion de clientes), sera mas rentable.

Alonso define la curva "Oferta-Precio" (Bid-Price Curve) como un conjunto de combinaciones de
precios de la tierra y las distancias entre los cuales el individuo es indiferente. Muestra que la renta de la

tierra que el hogar puede pagar a cada distancia con el fin de alcanzar un nivel de utilidad determinado
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Figure 1.2: Curva Bid Rent de Alonso (Fuente: [2])

(por lo que hay una curva de precio de la oferta para cada nivel de utilidad). La funcién Bid-Price de
la empresa urbana se puede definir como aquella que describe los precios que la empresa esta dispuesta a
pagar en lugares diferentes (distancias desde el centro de la ciudad) con el fin de lograr un cierto nivel de

beneficios. La figura (1.2) muestra la curva bid-rent de Alonso en un grafico 3D.

1.2 Tipos de modelos abordados en la tesis

En la presente tesis se ha considerado clasificar los modelos en tres grupos: modelos deterministas,
modelos estocasticos y modelos de valoracién de opciones. Para el desarrollo de la investigacién se han
seleccionado tres articulos, uno por cada modelo y todos ellos pertenecientes al mismo autor, Dennis

Capozza.

1.2.1 Modelo determinista [5]

El modelo determinista analizado en esta tesis se trata de un modelo dindmico sencillo de ciudad, con
ausencia de incertidumbre, en el que se determinan los precios urbanos y agricolas en funcién del tiempo
y de la distancia al centro urbano, incluyendo variables exdégenas como la tasa de crecimiento poblacional,

la tasa de interés, el tamano inicial de la ciudad, la renta agricola, el costo de conversion de la tierra de
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rural a urbana, entre otras. Este modelo es el més sencillo y es la base para desarrollar los otros modelos.
Las asunciones son: la ciudad es circular, el uso del suelo es sélo para vivienda, excepto el centro que
alberga los establecimientos de empleo, el tamano del lote y el costo de transporte por distancia recorrida
son constantes, todos los hogares son idénticos y sus restricciones presupuestarias, que son las mismas,
estan limitadas por el consumo en tierra, por el transporte para conmutar de cada vivienda al trabajo, y
por el bien numerario que es la canasta del resto de los bienes de la economia que necesita el hogar. El
resultado fundamental del modelo, en el que se enfocara la presente tesis, es el hecho que el precio del
suelo urbano tiene cuatro componentes: el valor de la renta agricola, el costo de conversion (de agricola a
urbana), el valor de accesibilidad (depende de la distancia al centro urbano), y el valor de los incrementos
de renta futuros esperados (prima de crecimiento). Como caso aplicativo se presenta el caso de ciudad

con crecimiento poblacional geométrico.

1.2.2 Modelo estocastico [6]

El modelo estocéstico, tiene las mismas asunciones del modelo determinista excepto que aqui si se
tiene incertidumbre en el crecimiento de los ingresos y de las rentas que se asume que es lineal siguiendo
un movimiento browniano y por consiguiente el crecimiento de la ciudad tendra el mismo patrén. Una
asuncion clave es que la conversiéon de la tierra de rural a urbana es irreversible y el tiempo 6ptimo de
conversion es una variable aleatoria (un tiempo de parada). Las consecuencias del modelo son: primero,
el precio urbano tiene cinco componentes: los cuatro primeros idénticos al del caso determinista més un
quinto componente llamado prima de irreversibilidad que es el que contiene la incertidumbre; segundo,
la incertidumbre retrasa la conversiéon de la tierra agricola a urbana; tercero, la incertidumbre y la irre-
versibilidad imparten un valor de opcién compra a la tierra agricola; y cuarto, la incertidumbre reduce el

tamano de equilibrio de la ciudad.

1.2.3 Modelo de valoracién de opciones [7]

El modelo de valoracién de opciones tiene un enfoque de valoraciéon del suelo distinto a los otros dos
métodos. Mientras los modelos determinista y estocéstico tienen un enfoque desde la demanda y parten
del supuesto que el valor o precio de la tierra es equivalente al valor actual neto de los flujos de renta
que el terreno genera a lo largo de su vida 1til, el modelo de valoracién de opciones tiene un enfoque
desde la oferta y propone que el valor o precio de la tierra tiene un valor de opcién que el constructor

puede ejercer cuando construye ya que el proceso es irreversible. El modelo asume que las rentas crecen
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de forma geométrica y con incertidumbre. Se analiza el detalle del momento 6ptimo de desarrollo de la
tierra (edificacion sobre los terrenos), basados principalmente en el criterio del valor actual neto y de la
tasa interna de retorno. Aunque una buena parte del articulo que trata este modelo se enfoca maés en las
variables de produccién, costos y rentabilidad de la empresa, la tesis se enfocaré mas en la estimacién del
valor de la opcién que se ejerce cuando la tierra se desarrolla o se convierte a urbana. El modelo concluye
que, aun bajo certidumbre, los proyectos de desarrollo son 6ptimamente retrasados mas alla del punto
donde el valor actual neto llega a ser no negativo siempre que los flujos de caja estén creciendo. Para esta
tesis, la conclusiéon maés importante es que el valor de la opcién coincide con el valor de la prima de la

tierra agricola.

1.3 Tendencias y nuevos enfoques de investigaciéon

Hacia finales del siglo XX y principios del siglo XXI nuevas lineas de investigacién han surgido para
comprender mejor los fenémenos urbanos, incluido el comportamento de los precios del suelo urbano.
Casi todos estos enfoques reconocen que la ciudad tiene una estructura similar a un organismo viviente.
Estos nuevos modelos matematicos incorporan no sélo enfoques de la economia urbana, sino también de

la fisica, geografia, biologia, ecologia, computacion, y otras disciplinas.

1.3.1 Fractales

Los principales autores que han modelado ciudades como fractales gigantes son Michael Batty (1994)[3],
Nikos Salingaros en Principles of Urban Structure (2005) y Pierre Frankhauser en Fractal geometry for
measuring and modelling urban patterns. The Dynamics of Complex Urban Systems - an interdisciplinary
approach. (2008). Uno de los articulos més recientes, de particular relevancia por estar muy relacionado
al tema de esta tesis es el trabajo de Shougeng Hu y Qiuming Cheng (2012)[12] en el que se analiza la

distribucién de los precios de la tierra usando modelos multifractales.

1.3.2 Sistemas dinamicos

Los modelos de sistemas dinamicos estédn siendo empleados para modelar y entender los sistemas y
estructuras urbanas, los que comparten muchas propiedades con los sistemas organicos y ecologicos. Un
trabajo relacionado al tema de esta tesis es el de Lin Li (2003)[15], en el que desarrolla un modelo para
explicar la expansion urbana basado en un proceso de difusion. Asimismo, Anthony Bracken en Simple

mathematical models for urban growth, aplica modelos de crecimiento logistico y de difusion.
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1.3.3 Autdémata Celular

Un autémata celular es una clase de modelo matematico en el que se genera el comportamiento
de un sistema mediante un conjunto de reglas deterministas o probabilisticas que determinan el estado
discreto de una célula basada en los estados de las células vecinas. Se han aplicado para estudiar una
serie de fendémenos urbanos: simulaciéon de trafico, urbanizacion a escala regional, dindamica de uso del
suelo, policentrismo, urbanizacién histérica, expansiéon urbana, dindmica socio-espacial, segregacién y
gentrificacion, al igual que las simulaciones de la forma urbana, el crecimiento, y la ubicacion. Algunos
de los autores que han aplicado estos modelos a sistemas urbanos son: Sharaf Alkheder y Jie Shan [1];
O’Sullivan D, Torrens en Cellular models of urban systems (2000); Wolfram S, en Cellular Automata
and Complexity (1994); Dawn C. Parker en Multi-Agent Systems for the Simulation of Land-Use and

Land-Cover Change .

1.3.4 Redes neuronales

Las redes neuronales artificiales son sistemas de interconexiéon de neuronas en una red que trabajan
juntas para producir un estimulo. Son usadas para simplificar los modelos de estructuras y para determinar
los valores de los parametros. Un trabajo relacionado al tema de la presente tesis es el de Anthony Gar-On
Yeh y Xia Li [10]. En este articulo los autores presentan un método para integrar las redes neuronales,
los automatas celulares y los sistemas de informacién geografica para que pueda ser empleado en el
planeamiento del uso de la tierra. Otro articulo de similares caracteristicas es Modeling urban dynamics

with artificial neural networks and GIS, de Chris Weisner [19].
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2 MODELOS DETERMINISTAS PARA LA CIUDAD

2.1 Introduccién

Desde el enfoque de la economia urbana, los primeros modelos matemaéticos que se construyeron para
explicar la ciudad fueron modelos deterministas. La mayoria de los articulos de la segunda mitad del siglo
XX se han apoyado en los trabajos seminales sobre la renta de David Ricardo (1817)[18], en los trabajos
realizados en el campo de la geografia economica sobre las teorias de localizacion de la escuela alemana
del siglo XIX, y en especial en el gran trabajo de Alonso (1964)[2] sobre la ubicacién y el uso de la tierra.

Cabe destacar, dentro de todos los autores y obras dedicadas a estos modelos, a los siguientes: Muth,
Richard (1969) en Cities and housing Mills; Edwin (1972) en Studies in the structure of the urban economy;
Wheaton, William (1974) en A comparative static analysis of urban spatial structure J. Econ. Theory
9, 223-237; Wheaton, William (1977) en Income and urban residence; Arnott, R. J. (1980) en A simple
urban growth model with durable housing; Wheaton, William (1982) en Urban residential growth under
perfect foresight; Straszheim, Mahlon (1987) en The theory of urban residential location.

En este capitulo se dara especial atencién al trabajo de Dennis Capozza and Robert W. Helsley
“The Fundamentals of Land Prices and Urban Growth”, publicado en 1989, por ser uno de los que
mejor resume y actualiza las ideas de sus predecesores en el modelo mas simple de ciudad: un modelo
circular, monocéntrico y deterministico. Las principales herramientas matematicas y econdémicas usadas
son: célculo elemental, teoria de optimizacién, equilibrio parcial, economia urbana.

En la ultima parte de este capitulo se presenta, como aporte propio, el desarrollo del mismo modelo
pero considerando un crecimiento geométrico de las rentas en vez de un crecimiento geométrico de la
poblacién como esta desarrollado en el articulo del autor. Esto se hace para méas adelante poder comparar
este modelo con los otros que serdn presentados en los siguientes capitulos. En el Apéndice 1 se ha

elaborado un ejemplo aplicativo de este modelo.

2.2 Los fundamentos de los precios de la tierra y del crecimiento urbano [5]

Paper: The Fundamentals of Land Prices and Urban Growth
Autor: Dennis Capozza and Robert W. Helsley
Fuente: Journal of Urban Economics 26, 295-306 (1989)
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2.2.1 Introduccién

En el paper, Capozza trata un tema de economia urbana en el que construye un modelo dindmico que
busca explicar los precios del suelo y el crecimiento urbano. El autor resalta tres aspectos importantes:
primero, los determinantes de la estructura espacial urbana son diferentes en modelos estaticos y en mod-
elos dinamicos, siendo los segundos mas completos y cercanos a la realidad. Segundo, las principales
caracteristicas del modelo, que parecen presentar anomalias en contextos estaticos, son facilmente expli-
cadas cuando se incorpora la variable temporal del desarrollo urbano al modelo. Tercero, el crecimiento
urbano influye poderosamente en el precio de la tierra. El modelo propuesto por el autor es basado en
modelos de crecimiento urbano anteriores: en el modelo de crecimiento urbano con capital durable de

Arnott (1980) y en el modelo de crecimiento residencial urbano de perfecta prevision de Wheaton (1982).

2.2.2 Asunciones del modelo

Se trata de una ciudad circular que crece radialmente, con un solo centro donde se concentra el
empleo en el punto Distrito de Negocios Central (CBD) al cual todos los residentes conmutan diariamente
y sus ubicaciones estan indexadas por z, distancia al CBD. En la literatura se conoce como Modelo
Monocéntrico[2]. El &rea urbana estd ubicada en un plano homogéneo adecuado para el desarrollo. En
el tiempo te[0, col, existen N (t) viviendas idénticas que derivan su utilidad de la tierra L y de la canasta
compuesta de los otros bienes (numerario) X. El consumo de la tierra por unidad de vivienda L (4rea
de lote o terreno) es constante. En otras palabras, la densidad urbana es constante. La funcién utilidad
de un hogar tipico U(X, L) es homogénea de grado uno (HG1), continua y creciente en X y L. Como

U(X,L) es HGI:

U(aX,al) =aU (X.L)
U(X,L) = U (aX,al)
Sil/a=L=U(X,L)=LU(X/L,1)
U (X,L) =u(X/L)

u es funcién continua y creciente del ratio de otros bienes y de la tierra. El costo de conmutar

(transporte del CBD a las viviendas) por unidad de distancia (US$/km) es constante: T. El borde del
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Figure 2.1: Modelo monocéntrico de ciudad circular[11]

area urbana, radio urbano z(t), se expande en anillos de 27 radianes conforme la poblacion crece con el

paso del tiempo. La figura (2.1) muestra graficamente el modelo.

2.2.3 Equilibrio en el mercado de la tierra

Este punto no esta incluido en el paper de Capozza; sin embargo, si es tratado por los autores de los
papers anteriores en los cuales su trabajo se fundamenta y ya que es crucial para entender el modelo con
todas sus asunciones, se explicard brevemente en las lineas siguientes.

Citando el trabajo de DiPasquale y Wheaton (1996)[8], el mercado de la tierra es un mercado con
productos completamente diferenciados; esto se debe fundamentalmente a la caracteristica inherente de
la ubicacion. La oferta de la tierra es practicamente fija (no se puede crear tierra y la “nueva tierra”
que se incorpora al mercado es un proceso que toma tiempo y es dificil) por lo que dicha oferta es precio
inelastica; en cambio, la demanda de tierra es muy sensible a los cambios de precio por lo que es elastica
respecto al precio. Durante dos siglos los economistas han reconocido estas caracteristicas del mercado de
tierras, primero en el &mbito rural y después en el &mbito urbano, para poder determinar los precios de
la tierra. Este enfoque apunta a que la tierra debe ser valorada en funcion a las ventajas de ubicacion del
lugar en el que existe respecto de otras parcelas o lotes: tierras mejor ubicadas serdn mas apreciadas y sus
ocupantes deberin pagar méas a cambio por estas ventajas. En resumen, este enfoque de compensacion

de diferencias asume que sélo la demanda determina el precio de la tierra para diferentes ubicaciones. La
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oferta juega un papel sélo para determinar el nivel general de precios de la tierra.

Ricardo (1817)[18] definié como renta a lo que los usuarios u ocupantes de la tierra pagan periodica-
mente por ella, y esto es por las ventajas diferenciales que tiene dicha tierra respecto de otras; es el
concepto de renta diferencial en la teoria econémica. En economia urbana se conoce como renta Ricar-
diana. En efecto, la caracteristica mas notoria del mercado de tierra urbana es que los terrenos mejor
ubicados son mas costosos y dicho costo se compensa con menores costos de transporte dentro de la ciudad
al estar mas cerca de los lugares de interés; sin embargo, se pagard menos por los terrenos peor ubicados
pero a cambio se gastard mas en transporte. En conclusién, por lo explicado lineas arriba, es posible
agregar de forma més explicita algunas asunciones més al modelo (Capozza las asume implicitamente):

El precio de la tierra es determinado esencialmente por la demanda, por lo que se tendrd un precio de
equilibrio considerando una economia de intercambio puro. La renta R de la tierra varia con la ubicacion,
es decir, con la distancia z al centro de la ciudad. Los terrenos son ocupados por quienes ofrecen la méas
alta renta y la tierra es asignada a su uso més productivo (produciendo la mayor renta).

La ultima asuncién es esencial porque implica que cuando el mercado estéa en equilibrio en esta ciudad,
las rentas que disminuyen conforme el ocupante se aleja del centro deben exactamente compensar el
incremento de los costos de desplazamiento. Ya que la calidad y densidad de las viviendas es la misma en
todas las ubicaciones, la tinica variacion posible en la vivienda o en el bienestar del hogar es la cantidad de
gasto en los otros bienes de consumo que se defini6 como X. Cuando las rentas compensan exactamente
los costos de transporte, los hogares no tendran ya méas ningin incentivo para mudarse y se dice que el
mercado de la tierra urbana estd en equilibrio espacial, es decir, no es posible la mudanza debida a las
diferencias de bienestar de los hogares.

En el mercado de la tierra podemos aplicar la teoria de equilibrio parcial[16], con una economia de
intercambio puro (sélo la demanda determina los precios al ser considerada la oferta constante) donde

cada consumidor i esta definido por su dotacion inicial w; y su preferencia 2>,
€= {(wlvzz) A 17 7I}
La funcién demanda de cada consumidor (representado en el modelo del paper por cada hogar o

vivienda) se encuentra resolviendo el problema de optimizacion (p es el vector de precios de la canasta de

bienes x y w es el vector de dotaciones iniciales):
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max u(x)
p.x < pw
s.a.
x>0
Para este caso se tienen dos bienes: tierra y el resto de los bienes de la economia, y teniendo en cuenta

que lo que cada consumidor gasta en la tierra se distribuye en la renta que debe pagar por dicho lote més

el transporte de movilizarse desde su vivienda hasta el CBD, se tiene entonces:

max U(X,E)
RL+Tz+X <y

s.a.
L>0,2>0,X>0

Que también se puede expresar asi:

max u (X/L)
RL+Tz+X <y (2.1)

s.a.
L>0,2>20;X >0

Donde T es el costo de transporte por unidad de distancia y z es la distancia de la ubicacién de la
vivienda de un residente respecto al centro de la ciudad, tal como se definieron anteriormente. R es la
renta periddica (cuota hipotecaria o alquiler anual) que el consumidor debe pagar por su lote de tamaifio
L que es constante. El indice de precios para la canasta de los otros bienes de la economia, X, es 1 ya que
X se toma como numerario, siguiendo la teoria del equilibrio parcial. “y” es el ingreso o riqueza de cada
consumidor. Este modelo es también conocido como el Modelo de la Renta Ricardiana, por lo explicado

anteriormente.

2.2.4 Renta de la tierra

En el equilibrio, en cada punto, para cada instante de tiempo, la renta de la tierra debe satisfacer la
restriccién presupuestaria dada en (2.1) con igualdad®:

y=X+RL+Tz (2.2)

IEn el equilibrio Walrasiano la funcién exceso de demanda agregada es nula. Para cada consumidor, su funcién exceso
de demanda también serd nula debido a la asuncion de que en este modelo de ciudad se tienen todas las N viviendas
(consumidores) idénticas. Una funcién exceso de demanda nula implica que la restriccién presupuestaria se cumple con
igualdad.[16]
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Por definicién, en (2.1) al maximizar u se obtiene la funcién de utilidad indirecta v. Como la ciudad
(poblacion) crece con el tiempo y dicho crecimiento afecta a las funciones de utilidad y de utilidad indirecta,
entonces es posible expresar v(t) en funcion del tiempo:

w(X/L) = v(t)

Ya que segin una de las asunciones del modelo es que u es continua y creciente, entonces existe su

funcién inversa u~! con lo que es posible escribir:
X/L=u"[u(t)]

Reemplazando en (2.2) se obtiene una expresion para la renta de la tierra en funciéon del tiempo y
la distancia. Si la poblacién urbana crece con el tiempo, el drea y radio urbano (distancia al centro)
también crecen con el tiempo. Por transitividad, si la renta urbana varia con la distancia al centro y dicha

distancia varia con el tiempo, entonces la renta urbana varia también con el tiempo.
1
R(t,;2) = 7 (y = T2) - u™ [o(0)] (2.3)

Para profundizar un poco mas el anélisis, es pertinente hallar las derivadas parciales de R(t,z) respecto
a la distancia y al tiempo:
R, (t,2)=-T/L (2.4)

’

Ri(t,z)=—(u™") [(@®)]v' () (2.5)

La ecuacion (2.4) es la condicion de equilibrio espacial en la que la renta disminuye de forma constante
con la distancia para compensar el incremento de los costos totales de transporte; para un mismo tiempo,
en todos los lugares de la ciudad dicha disminucién se incrementa conforme disminuyen tanto los costos
de transporte por km. como la densidad urbana (1/L ).

La ecuacion (2.5) muestra que si los ingresos son constantes, entonces niveles de utilidad més bajos
acompanan rentas crecientes conforme el area urbana crece en el tiempo. En otras palabras, si los ingresos
son constantes, la rapidez con la que la renta disminuye es proporcional a la rapidez con la que los niveles

de utilidad aumentan en el tiempo.

2.2.5 Precio de la tierra

Si los duenos de la tierra tienen perfecta previsién y el mercado de la tierra es competitivo, entonces

el precio de la tierra debe ser igual al valor presente del flujo esperado de las rentas de tierra. El valor al
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Figure 2.2: Flujos de rentas agricolas y urbanas en el tiempo

tiempo t de una unidad de tierra urbanizada a la ubicacién z es, asumiendo una capitalizacién continua

(modelo en tiempo continuo):

o0
P“(t, z) :/ R(7,2)e " =Ydr, te[t*, oo (2.6)
t

Donde r es la tasa de descuento, y t* es la fecha en la que la tierra es convertida de agricola (rural) a
urbana. El limite superior de la integral es debido a que la tierra urbana puede considerarse un bien de
vida pricticamente ilimitada. En palabras sencillas, el precio de la tierra es la renta capitalizada de ella.

Cuando la tierra es agricola, el grafico (2.2) permite visualizar mejor los calculos: ¢ representa el
momento actual y t* el momento en el que la tierra es convertida a urbana.

El precio de la tierra agricola al tiempo t y a la ubicacién z seré el valor actual de todas las rentas
que potencialmente pueda generar a lo largo de su vida 1util: del flujo de las rentas dentro del intervalo de
tiempo [0, t*[ cuando es agricola y del flujo de las rentas dentro del intervalo de tiempo [t*, co[ cuando la
tierra serd urbana. A este valor hay que deducirle el valor actualizado de convertir la tierra de agricola en
urbana que es un costo y no un flujo de rentas como las agricolas y urbanas. Todos los valores actuales
se estiman respecto al momento actual ¢ el que se encuentra dentro del intervalo [0,¢*[ por ser la tierra

agricola.

t* 9
Pt z) = / Ae "V ar 4 / R(1,2)e” ™" 0dr — Ce™™ @Dt e [0, 7] (2.7)
¢ i

Donde A es el valor de la renta de la tierra agricola y que se considera constante, R(t,z) es la renta
urbana que es variable y C es el costo de convertir una unidad de tierra de un uso agricola a un uso
urbano (costo de la habilitacion urbana que es constante y se da por tnica vez en el tiempo ¢*). El

primer término en (2.7) es el valor presente al tiempo ¢ del flujo de las rentas agricolas por generarse a la
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fecha de conversion. El segundo término es el valor presente del flujo de las rentas urbanas por generarse
desde la fecha de conversion en adelante. El ultimo término es el valor presente del costo de conversion
(urbanizacion) al tiempo t*. En este simple modelo, la estructura urbana, una vez construida, no se

deprecia.

2.2.6 Tiempo de conversiéon

Los propietarios de la tierra agricola escogen la fecha de conversién ¢* para maximizar el valor presente
dado en la ecuacion (2.7). Resolviendo la primera integral de esta ecuacion (recordando que la renta

agricola A es constante) y agrupando términos, puede ser simplificada a:

A x e .
Pe(t,z) = — [1 —erl _t)] + R(7,2)e "™ Ddr — Ce ™Dt e]0,t¥] (2.8)
r

o
Aplicando la condicién de primer orden para maximizar P*(t,z) con respecto a t* y aplicando el

Primer Teorema Fundamental del Céalculo:

OP%(t,2)

= — —R(t*, Z)e—r(t*—t) + Ae—r(t*—t) + Tce—r(t*—t) -0

R(t*,z)=A+rC (2.9)

La tierra es desarrollada cuando la renta en el uso urbano iguala al costo de oportunidad de la tierra
mas el costo de conversion del capital. La ecuacion (2.9) implicitamente define la renta de la tierra en el
borde del area urbana (a la distancia z(t)) al tiempo ¢. Segun las asunciones del modelo, se espera que

esta renta sea la minima renta urbana ya que es la ubicacién méas alejada de la ciudad.

R(t,z(t)) = A+rC (2.10)
2.2.7 Equilibrio del mercado de la tierra y el modelo de ciudad circular

El autor enfoca el equilibrio del mercado de la tierra desde el punto de vista espacial, de la suficiencia
del espacio para contener a todos los hogares. Anteriormente, basado en los trabajos de otros autores,
se ha analizado las condiciones de equilibrio econémico del mercado de la tierra para dar inicio a la

construccién del modelo. Ya que todos los hogares N(t) consumen la misma cantidad unitaria de tierra L,
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siendo Z(t) la ubicacién en el borde del area urbana, z(t) viene a ser la longitud del radio del 4rea urbana
de forma circular. Zz(t) proporciona también una medida de la extension de la ciudad en un momento

dado y de su expansion a lo largo del tiempo (7 = 3.14159).

- (2.11)

=21/2
N(t)L
- [M0
La ecuacion (2.11) expresa que el drea urbana debe ser suficientemente grande para albergar a todos

los hogares?.

2.2.8 Precios de la tierra y rentas de la tierra

Es necesario resaltar que el precio y la renta de la tierra son dos conceptos diferentes aunque relaciona-
dos. En el caso de un lote de terreno, de una vivienda, o de un bien inmueble en general, la gran mayoria
de personas adquieren el bien (con fines de uso o de tenencia) pagando su precio en el largo plazo, a través
de cuotas periddicas.

Siguiendo a Ricardo[18], tal como ya se ha explicado, la renta es el pago periddico que se hace por
la tierra, que puede ser expresado como el alquiler por el uso de la tierra o como la cuota mensual (o
anual) de un préstamo hipotecario por la tenencia de la tierra. La renta es el valor de R que aparece
en la restriccion presupuestaria del consumidor de la ecuaciéon (2.2), es decir, 1o que el consumidor paga
periédicamente por el area L de su lote de vivienda. El precio, en cambio, es el valor del bien inmueble
(lote de terreno o bien inmueble en general), que mide la capacidad que tiene el bien de generar rentas
periddicas futuras. Es decir, el precio de la tierra es el valor actual de los flujos de renta esperados, tal
como lo expresa la ecuacion (2.6).

La funcion de utilidad indirecta se puede obtener de las ecuaciones (2.10) y (2.3). Igualando los

miembros derechos de cada ecuacion, se obtiene:

A+rC = (1/L)(y —Tz) —u~t [v(t)]

o(t) =u[(1/L) (y — Tz(t)) — (A+rC)] (2.12)

Para hallar la funcion de la renta de la tierra urbana, reemplazamos el valor de v(t) obtenido en (2.12)

en la ecuacion (2.3):

2Un an4lisis mas detallado del modelo de ciudad circular puede verse en Geltner and Miller [11]
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R(t,z) = 1 (y = T2) —u ' [u(t)]

=~

R(t,z) =1 (y—Tz) —u "' [u[(1/L) (y — TZ(t)) — (A+rC)]]

R(t,z) =1 (y—Tz) — 1 (y — Tz(t)) + (A+rC)
R(t,z) = 7 (TZ(t) = Tz) + (A+rC)
T _
R(t,z)=A+rC+ 7 (2(t) — 2), z < Z(1) (2.13)

La ecuacién (2.13) expresa que la renta tiene tres componentes: la renta de la tierra agricola A, la
renta del capital usado en convertir la tierra a uso urbano rC, y la renta de ubicacién o accesibilidad
cuyo valor es % (2(t) — z). En un mismo momento y para las diferentes ubicaciones de la ciudad, las dos
primeras componentes de la renta son constantes, mientras que la tltima es variable, decreciente con la
distancia z y creciente con el tiempo ¢, debido a que la poblacién urbana y por tanto el radio urbano z(t)
crecen con el tiempo. Mas alla del borde urbano z(t), la renta iguala a la productividad agricola de la

tierra.
R(t,z) = A, z> zZ(t) (2.14)
2.2.9 Precios de la tierra en el area desarrollada (urbana)

Para encontrar el precio de equilibrio de la tierra en el area urbana, se reemplaza la ecuacion (2.13)
en (2.6):

PU(t,z) = / [A +rC + % (2(t) — z)} =TTt gr
t
PU(t,z) = (A +rC — Tz) / e T gr 4 Z/ Z(t)eiT(T’t)dT
L t L J;

1 T T [
P(t,z) =~ (A +7C — Lz) + f/ Z(t)e "V dr (2.15)
t

Para que el precio de la tierra urbana sea acotado, se asumira que [N (7)]'/2e~"7 tiende a cero conforme
T tiende a infinito. De la ecuacién (2.11), recordando que N(t) es el numero de ciudadanos (viviendas),

Z(t) es el radio (tamaifio) de la ciudad, y L es el area de cada lote de terreno (constante), se tiene:

N(r) =m[=(r)]* /L
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[N(r)]/2emrm = (ﬂ/i)l/Q Z(T)e™"™ — 0,81 T — oo

Integrando por partes el ultimo término de (2.15), aplicando:

/udv:uv—/vdu

Tomando: a = ftoo g(T)e—r(T—t)dT

du = Z'(1)dr
b= [ err=0dr = —1e=rr=0 = 1y

a=31z(t)+ 1 [ 2 (r)e " Vdr
Reemplazando en (2.15):

A " g . I
n _ i _ —_ G\ 2.1
PH(t,2)= 2 +C 4 2 (30) z)+rL/t (e "D dr (2.16)

Usando la ecuacion (2.13) en (2.16):
Derivando respecto a t:

y reemplazando en (2.16)

u A 1T - 1 > —r(T—t)
PU(t,z)=—4+CH+—-—=(2(t) —2) + - R, (1,%z)e dr (2.17)
T r L T Js

La ecuacion (2.17), que es equivalente a la ecuacion (2.16), resume este modelo, expresa el precio de
un terreno urbano en funcion del tiempo y de su distancia al centro. En el area urbana, el precio del
terreno tiene cuatro componentes: el primero es el valor de la renta de la tierra agricola, el segundo es
el valor de conversién del area rural a urbana, el tercero es el valor de accesibilidad o de ubicacién, y el

ultimo es el valor del incremento esperado de las rentas futuras que resultan del crecimiento de la ciudad

y que se conoce como prima de crecimiento. Se observa que la tasa de crecimiento de las rentas R;(t, z)
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es proporcional a la tasa de crecimiento de la ciudad z’(t). El daltimo término, la prima de crecimiento, es

variable en el tiempo t y de la distancia z dentro del area urbana.

2.2.10 Precios de la tierra en el area agricola

El precio de la tierra agricola se obtiene de forma similar. La expresion de la renta dada por la ecuacion

(2.13) se sustituye en (2.7):

v p° T .
Pt z) = / Ae U Ddr 4 / [A +rC + I (2(1) — z)] e "D dr — e Y
t t

*

o0

Pa(t7 Z) — / A" qr +/ rCe "= dr — Ce Tt 1) +/ (2(7.) —2) e (Tt gr
t t*

t*

il

A T [
Pt z) = - + I (Z2(1) — 2) e " Vdr
A

Integrando por partes, haciendo:

du = Z'(t)dr
v=—ge T = 1/r
A 1T . 1T [
Pt z) = —+ I (2(1) — 2) e "=t T 5’(7)€—T(T—t)d7.
.

Analizando el crecimiento de la ciudad, es decir el crecimiento del radio Z(t), por definicion ¢t* es el
momento en el que la tierra serd convertida de agricola a urbana y z(¢*) es el radio urbano (distancia del
centro al borde de la ciudad) que se tendra en el futuro t*. Como a la distancia z se esta en el area agricola
(z > z(t)) y z(t) ira creciendo en el tiempo hasta alcanzar el valor de z precisamente en el momento t*

cuando z sea el nuevo limite urbano. Por lo tanto, se tendra (ver figura (2.3)):
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S Limite urbano Limite urbano
A ent ent*

o1 A
P{z) |-l
Afr b .. e = =~ == = e mmm e m =
. > 2
0 Z(t) o
Figure 2.3: Crecimiento del radio urbano
Z(t*) =z
Remplazando z(t*) = z en la ultima expresion:
A 1T (%
Pi(t,2) ==+ % i 7 (r)e " dr (2.18)
Que también se puede expresar como:
A 1T [ 17 ("
P(t,z) = T t 7 (r)e " Vdr — ¥ 2 (r)e " Vdr

La expresién anterior es equivalente a:

A 1 [ 1
Pt,z) = —+ — / R.(7, Z)efr('r—t)dT _ = / R.(r, Z)efr(r—t)dT
r T Jt rJ;

La ecuacion (2.18) es la expresion del precio de la tierra agricola que tiene dos componentes: el valor
de la renta agricola A/r y el valor del incremento esperado de las rentas futuras que se dan después
de la conversiéon del area agricola en urbana. Este segundo componente, la prima de crecimiento, est&
constituida por los dos tltimos términos del lado derecho de la ecuacién: el primero es exactamente igual
a la prima de crecimiento que se tiene en el area urbana (ver ecuaciones (2.16) y (2.17)), el otro término
es negativo por lo que la prima de crecimiento agricola es menor a la prima de crecimiento urbana. Si se

denota la prima de crecimiento por PC, de la dltima ecuacién, se tiene:
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1 [~ 1 [t
PCt,z) = —/ R, (T, Z)efT(T*t)dT _ = / R.(r, Z)efr('rft)dT
rJt rJ;

Un resultado importante de destacar es que, a diferencia del paper de Capozza, la prima de crecimiento
agricola y urbana son distintas, la primera menor que la segunda. Se estima que este error podria ser
un problema de notacion; la ecuacion (2.18) es idéntica a la propuesta por el autor en el articulo salvo el
hecho que el limite inferior de la integral es t* en vez de t.

A diferencia de lo que ocurre en el area urbana, en el area agricola esta prima de crecimiento no sélo
cambia en el tiempo sino que disminuye con la distancia al centro de la ciudad, de tal forma que para
ubicaciones cercanas al limite urbano (z — z(t), ¢t — t*) su valor se aproxima a la prima de crecimiento
urbana (el tercer término de la ecuacion (2.18) se hace nulo), mientras que para ubicaciones rurales muy
alejadas de la ciudad (z — o) se espera que el precio agricola tienda al valor de la renta agricola A/r.

Los resultados de las ecuaciones (2.13), (2.17) y (2.18) son de los més importantes en este articulo y se
pueden resumir en dos graficos. El Grafico (2.4) muestra en forma estatica el valor de la renta en funcion
de la distancia, dentro y fuera del area urbana. La renta fuera del area urbana es la renta agricola A. En
el borde del area urbana en z(t), la renta salta por el costo de oportunidad rC' de transformar la tierra
rural en tierra urbana apta para el desarrollo. Dentro del drea urbana la renta crece a la tasa dada por
los costos de transporte por unidad de distancia por unidad de tierra 7', alcanzando su valor maximo RM
en el centro de la ciudad. A una distancia z arbitraria del centro urbano, la renta R(z) es la suma de tres
componentes: la renta agricola A, la renta de conversion rC, y la renta de ubicacién U.

El panel derecho de la figura (2.4) muestra la dinamica del crecimiento de las rentas debido al crec-
imiento de la ciudad. La crecer la poblacién (manteniéndose todo lo demés constante incluida la densidad),
las rentas crecen del tiempo ¢; (linea gruesa interior) al tiempo ¢» (linea gruesa exterior). La renta a la
distancia z del centro se incrementa de R;(z) a Ra(z) cuando la ciudad se expande de z(t1) a Z(t2). La
renta de ubicacion es el inico componente de la renta que varia tanto con el tiempo como con la posicién;
las rentas agricola y de conversién son constantes.

En z =0:

T
Rt 2) = A+1C + 22(1)

En cualquier z:

R(t,2) = A+rC+U
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Figure 2.4: Renta de la tierra agricola y urbana y su crecimiento en el tiempo

En z = z(t):
R(t,z) = A+rC

El panel izquierdo de la Figura (2.5) muestra en forma estatica el precio en funciéon de la distancia,
dentro y fuera del area urbana. A grandes distancias del centro urbano, el precio de la tierra es su valor
agricola A/r. Estando todavia en el area agricola a la distancia “a” pero acercandose al limite urbano,
el precio de la tierra P(a) tiene los dos componentes indicados en la ecuacién (2.18): ademés del valor
agricola, se tiene una prima igual al valor presente de los futuros incrementos en renta que son esperados
después que la tierra sea convertida para uso urbano y que alcanza su valor maximo PCM en el limite
urbano. En el borde del area urbana en z(t), el precio salta por el costo C' de transformar la tierra rural
en tierra urbana apta para el desarrollo. Dentro del area urbana el precio crece por el valor capitalizado
de la accesibilidad (una mejor ubicacion) conforme nos acercamos al centro de la ciudad, alcanzando su
valor méximo PM en dicho centro CBD. A una distancia z arbitraria del centro urbano, el precio P(z)
es la suma de cuatro componentes: el valor agricola A/r, la prima de crecimiento maxima PCM que se
alcanza en el borde urbano (y se mantiene constante en toda el area urbana), el valor de conversion C, y
el valor de ubicacion PU.

El panel derecho de la Figura (2.5) muestra la dinamica del crecimiento de los precios debido al
crecimiento de la ciudad. Sin la existencia de restricciones fisicas ni legales, cuando la poblaciéon de
una ciudad crece, manteniendo su densidad constante, su area se expande en todas las direcciones y por

consiguiente su radio (distancia al centro). Al crecer la poblacién (manteniéndose todo lo demas constante

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : g:_:_\(lsELl:gIEAD

DEL PERU

Sa Limite Limite

>4 urbano1  urbano 2
Areaurbana | Area agricola Pz : :
€ > : :
P X !
A N » Crecimiento |
Paf2) ' de la ciudad!

) SR R e .
A b L. t-aeN-Y- LT '}}?]::::::::::::::::::::::IL::::::::JI-__:____
! .Y : ! L
0 2 Yy 2 0 z 2t) () ® 2

Figure 2.5: Precio de la tierra agricola y urbana y su crecimiento en el tiempo

incluida la densidad), los precios crecen del tiempo t; (linea gruesa interior) al tiempo ¢y (linea gruesa
exterior). Dentro del &rea urbana, el precio a la distancia z del centro se incrementa de P;(z) a Pa(z)
cuando la ciudad se expande de z;(t) a Z2(t). El componente de ubicacion del precio de la tierra urbana
es el inico componente que varia tanto con el tiempo como con la posicién. La tierra agricola no cambia
su renta pero si cambia su precio; a una distancia “a” del centro de la ciudad més alla del limite urbano,
al expandirse la ciudad de z; (t) a Z2(t), el precio de la tierra agricola crece en el tiempo de Pi(a) a Pa(a).
Ademés, para un mismo momento dado, el precio agricola cambia con la distancia, decreciendo desde el
borde urbano hacia lugares rurales muy alejados de la ciudad hasta que valor se aproxima al valor de la
renta agricola A/r.

En z:
A
PY(t,z) = 7+PCM+C+PU

1 oo
PCy = 7/ Z(t)e " Vdr
rJ

2.2.11 Crecimiento exponencial de la poblacion

Al analisis anterior se aplicara el caso en el que la poblacion del area urbana crece exponencialmente
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N(t) = N(0)e (2.19)

Z(1) = Z(t)ed""D/2 (2.20)

?(r) = 23(t)es 0/

Reemplazando en la ecuacion (2.16), se tiene:

P¥(t,z) = = +C+ 1%(’(7&) —2)+ lgg(t)/t —(r=t)(r=9/2) 47
P VS O G ) =2 (Tg_/ — 50 (2.21)

El altimo término de la ecuacién (2.21) es el valor de los incrementos de renta futuros anticipados
cuando la poblacién del drea urbana crece exponencialmente. Varia directamente con la tasa de crecimiento

poblacional g y con el tamafio de la ciudad z(¢) y de forma inversa con la tasa de descuento r.

1 [ T 2
PC = f/ Ro(7,2)e " Ddr = fLZ(t)
T J L

Para que el altimo término de la ecuaciéon (2.17) sea una integral finita, se requiere que se cumpla
la condicién: g < 2r, o equivalentemente que la tasa de descuento debe exceder la mitad de la tasa de
crecimiento exponencial. De esa forma, el valor presente de los futuros incrementos de renta se aproxima
a cero conforme T se aproxima al infinito, y el precio de la tierra es acotado.

Para obtener la expresion del precio en el area agricola, se reemplaza (2.20) en la ecuacion (2.18):
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A 1T (t)/ o (TD0—0/D gy _ lfgg(t)/ (T 00/ g
2",

Pihe) =4 T ;
oS gl ]
Pot,z) ==+ LT(Tg_/Qg/Q) 2(t) — %%gi( ) [r _19/2 - e(t;_t):/;m}
Pa(t,z) = é + €7~(7~g/29/2)(t) - fmg/z/a)dt) [1 _ e—(t*—t)(r—g/z)}
P, 2) éJr %r(rg_/i,/z) 2(t) [efr(t s/t 4)}
PR S b (rf7_/29/2>z( ) [t -0e-9r2)

Por (2.20):

S 9/2
t* —t=1In [i_((t;)r/g
Q) [i(;t*))r/ ‘
][
o2 —y _ ) =
Z(t) 2t

_ 2r_q
o~ —t)r—g/2) _ [Z@)] °
4

Reemplazando las anteriores expresiones en la ultima ecuacion del precio agricola:
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A T g/2 _ [z@)]°
Pet,z) = —+ =—""——<Z2(t) | — 2.22
(t9) =2+ T2 ate) [ X (222)
Como 2r < gy z > Z(t), se tiene:
z
— <1
0< Z(t) <
2r/fg—1>0

La udltima ecuacién es la expresion del valor de la tierra cuando estd en el area agricola y se tiene
un crecimiento exponencial de la poblacién. Tiene dos componentes: el valor de la renta agricola A/r
y la prima de crecimiento que es claramente menor a la prima de crecimiento que se tiene en el area
urbana. En el limite urbano, cuando z = z(¢), la prima de crecimiento en el area agricola se iguala a la
del 4rea urbana. A distancias muy grandes, cuando z — oo, la prima de crecimiento tiende a ser nula y
el valor de la tierra agricola tiende a ser igual al valor de la renta agricola A/r. Se observa que la prima

2r

de crecimiento disminuye inversamente con la distancia, debido al factor {@} ! 1, siendo una funciéon
decreciente en z (el exponente es positivo). Cuando r > g, que es el caso mas comun, el exponente 2r/g—1
hace que la prima de crecimiento disminuya rapidamente conforme aumenta la distancia al limite urbano;
la disminucién es mas lenta si r < g.

Para el caso en que la tasa de interés es igual a la tasa de crecimiento (r = g), la prima de crecimiento

varia con la distancia de forma inversa segtn el factor 1/z.

W@@:§+%wm2c>

r

Para el caso en que la tasa de interés es igual una vez y media la tasa de crecimiento (r = 1.5¢), la

prima de crecimiento varfa con el inverso del cuadrado de la distancia al centro segtn el factor 1/22.

Po(t 2y = 24 EQK (1>

39 22

~

2.3 Modelo determinista con crecimiento geométrico de las rentas

En esta seccién se desarrollara el mismo modelo determinista considerando los mismos criterios de la
seccion anterior, pero en vez de tomar como punto de partida que la poblacion (y por consiguiente el radio
de la ciudad) crece geométricamente, se asumiré que es la renta de la tierra la que crece geométricamente

y ocasiona que la poblacién y el tamano de la ciudad crezcan a ese ritmo.
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Si las rentas crecen geométricamente en el tiempo, entonces, se cumple:
R(t,z) = R(0,2)e?"
R(7,z) = R(t, z)edT~ (2.23)

R, (7_7 Z) - gR(ta Z)eg(‘rit)

De la ecuacion (2.17) se tiene:

A 1T 1 [>
PU(t,2) = —+C+ = (3(t) —2) + = /t R.(r,2)e " Ddr

Reemplazando la ecuacion (2.23) en la expresion anterior, se obtiene la expresion para el precio de la
tierra urbana cuando las rentas crecen geométricamente:
A 17

1 o9}
P (P = i C+ - (Z(t) — 2) + p /t gR(t,2)ed Ve (g

PU(t,z) = —+C+ = (3(t) - 2) + 9%/ o (r=0)(r—t) g
t

A 1T 1 g
PU(t,z) = — —= (2(t) — - t 2.24
) =240+ 1260 -2+ 1 () Ro) (224)
De la ecuacion (2.18) se tiene:
A" INLATS
Pe(t,z) = — 4 - R.(7,2)e" " Vdr
il

Reemplazando la ecuacion (2.23) en la expresion anterior, se obtiene la expresion para el precio de la

tierra agricola cuando las rentas crecen geométricamente (se considera r > g):

. A 1/ (r=) g=r(r—1)
P(t,z) = — + — gR(t,z)e? e dr
r

T Jex

A t,2) [®
Pty = 2 4 M/ o= (r=a)(r=1) g
T r £+

Pe(t,z) = A + E (T g g) R(t, z)e” (T =0
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De la ecuacion (2.23):

r_1
-t _ ()7
R*

Pot, z) = é 41 ( J ) R(t,2) {R(t'z))] o (2.25)

r\r—g R(t*, 2z

PA(t, 2) = é + % (ﬁ) R(t",2) {R%%’%]; (2.26)

Que en funcién de la distancia z es equivalente a:

Pa(t7z)=§+% (rfg) R(t*, 2) [1+%ﬁr (2.27)

Cuando las rentas crecen geométricamente, el comportamiento de los precios de la tierra, tanto urbana
como agricola, es esencialmente el mismo que cuando es la poblacién la que crece geométricamente. El
precio urbano tiene los cuatro componentes descritos anteriormente: valor agricola, valor de construccién,
valor de ubicacién o accesibilidad y prima de crecimiento. El precio agricola tiene los dos componentes
analizados en la seccién anterior: el valor agricola y la prima de crecimiento que varia esta ultima de forma
inversa con la distancia al borde urbano. El cambio introducido en esta seccién respecto a lo considerado
en el articulo del autor, serd para facilitar las comparaciones entre los diferentes modelos como se vera en

los capitulos siguientes.
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3 MODELOS ESTOCASTICOS PARA LA CIUDAD

3.1 Introduccion

Los fenomenos urbanos no son completamente deterministas; no siempre se cuenta con informacion
suficiente y se tienen presentes una serie de elementos aleatorios. En un modelo de ciudad més cercano a
la realidad, la conversiéon de la tierra de rural a urbana es irreversible; ademas, los ingresos de los hogares
presentan incertidumbre en sus incrementos. Esto origina que el comportamiento de las rentas y de los
precios de la tierra sean procesos estocasticos. El hecho de que no se tenga certeza de cuando se dara la
conversién, genera especulacion retrasando el desarrollo de la ciudad e incrementando los precios.

En este capitulo se dara especial atencién al trabajo de Dennis Capozza and Robert W. Helsley
The Stochastic City, publicado en 1990, por ser uno de los que mejor resume y actualiza las ideas de
sus predecesores, ademéas de que este articulo constituye una extensién del modelo presentado por los
mismos autores en el modelo deterministico tratado en el capitulo anterior. Las principales herramientas
matematicas y econémicas usadas son: esperanza condicional, martingalas, tiempos de parada, célculo
estocéstico, teoria de optimizacién, equilibrio parcial.

En la ultima parte de este capitulo se presenta, como aporte propio, el desarrollo del mismo modelo
pero considerando un crecimiento geométrico de las rentas en vez de un crecimiento lineal de las mismas
como esta desarrollado en el articulo del autor. Esto se hace para méas adelante poder comparar este
modelo con los otros que seran presentados en los siguientes capitulos. En el Apéndice 2 se ha elaborado

un ejemplo aplicativo de este modelo.

3.2 La ciudad estocastica: modelo de crecimiento lineal [6]

Paper: The Stochastic City
Autor: Dennis Capozza and Robert W. Helsley
Fuente: Journal of Urban Economics 28, 187-203 (1990)

3.2.1 Introduccién

El trabajo de Capozza analiza el efecto de la incertidumbre en el equilibrio de las rentas y de los

precios en un modelo simple de crecimiento del area urbana. Esencialmente, se aplica la teoria de pro-
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cesos estocasticos en tiempo continuo al momento de la conversién de la tierra de rural a urbana bajo
condiciones de incertidumbre. La asuncién bésica de este modelo es que dicha conversion de la tierra es
econOmicamente irreversible, lo cual afecta las rentas y los precios de la tierra, ain cuando los duenos de
la tierra sean neutrales frente al riesgo. La irreversibilidad se da porque una vez que el propietario de una
parcela agricola toma la decisién de convertirla a urbana, ya no se podré volver al estado original.

El principal aporte del trabajo de los autores es la demostracién de cuatro efectos de la incertidumbre:

e Retrasa la conversion de la tierra de uso agricola a uso urbano
e Imparte un valor de opcién de compra a la tierra agricola
e Ocasiona que la tierra en el limite urbano se venda méas que a su costo de oportunidad en otros usos

e Reduce el tamano de equilibrio de la ciudad.

En este modelo los ingresos de los hogares, las rentas y los precios de la tierra, y el tamano de la ciudad

siguen procesos estocasticos.

3.2.2 Asunciones del modelo

Las asunciones de este modelo son las mismas que las del modelo determinista, excepto que el autor

hace algunas asunciones que han sido modificadas para hacer el modelo més sencillo:

e Las ubicaciones son indexadas por sus distancias z desde el CBD, donde la distancia es medida para

que el costo de transportarse a una unidad de distancia sea $1 (7' = 1).

e Los hogares son idénticos y sus utilidades provienen de la tierra y del bien numerario compuesto x.

El consumo de tierra (tamafio de terreno) es fijado en una unidad por hogar (L = 1).

e La restriccion presupuestaria de un hogar residiendo en la ubicacion z, siendo y(t) el ingreso exégeno

del hogar en el tiempo ¢t y R(t, 2) la renta de la tierra, es:

y(t) =+ R(t,z) + 2 (3.1)
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3.2.3 Equilibrio del hogar

La condicién de equlibrio para los hogares es :

VIR(t,2),y(t)] =V (3.2)

Donde V/(.) es la funcién de utilidad indirecta y V es el nivel de utilidad nacional, que en este modelo
es constante ya que se tienen hogares idénticos. Ya que el tamano de los lotes es fijo, la ecuacion (3.2)

implica que todos los hogares consumen la misma cantidad del bien numerario en equilibrio z, donde

Uz,1)=V (3.3)

y U(.) es la funcion de utilidad directa. La funcién renta de la tierra es

R(t,z) =y(t) — (T + 2) (3.4)

3.2.4 Asunciones estocasticas

Ademas de las asunciones deterministas, se tienen asunciones adicionales para incluir la incertidumbre.
Los ingresos de los hogares se incrementan todo el tiempo en forma incierta. Segun Mills (1981), que el
autor cita, los ingresos se incrementan debido a que el &rea urbana exporta a un mercado mundial en
expansién. Los cambios en la demanda mundial son transmitidos mediante el mercado laboral a los
ingresos de los hogares y a las rentas de la tierra al tiempo que el sector de exportaciéon ajusta su volumen
de produccion.

La sucesion de variables aleatorias {y(t),¢ > 0} es un proceso de movimiento browniano con tendencia

g y varianza o?

. Esto implica que los ingresos siguen un camino aleatorio que se desplaza hacia arriba
$g por unidad de tiempo. Refraseando, es posible decir que la renta tiene una tendencia g y varianza o2
en cada tiempo t, y el valor de y serd entonces gt mas un valor estocistico con media cero y varianza o2.

Como consecuencia, para el ingreso y(t) se cumplen los supuestos de un proceso de Wiener:

1. Propiedad de los incrementos estacionarios: y(t + s) — y(t) ~ N [gs, 025] para todo t

2. Propiedad de los incrementos independientes: Vig < 1 < ... < tn, y(t1)—y(to), y(t2)—y(t1), ..., y(tn)—

y(tn—1) son variables aleatorias independientes con distribuciones dadas en el anterior supuesto.

4. y(t) = gt + oB(t), donde {B(t),t > 0}es movimiento browniano estandar con media 0 y varianza 1.
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Figure 3.1: Movimiento Browniano de los ingresos

De la ecuacion (3.4), la renta R es también una variable aleatoria, donde la sucesion {R(t,z),t > 0}
tiene, al igual que el ingreso las propiedades de los incrementos estacionarios e independientes; la tercera

propiedad toma la forma de:
R(0,2) = —(z + 2)
Y la cuarta propiedad toma la siguiente forma:
R(t,z) = R(0, z) + gt + o B(t)
Las anteriores relaciones implican:
R(t+s,2) £ R(t,z) + gs + o B(s) (3.5)

Donde las variables aleatorias en la ecuacion (3.5) son iguales en distribucion.
Aplicando propiedades del movimiento browniano, la ecuaciéon (3.5) puede escribirse de la siguiente

manera:

R(t+s,2z) = R(0,2) + g(t +s) + o B(t + s)

3.2.5 Valor de la tierra urbana

En un mercado competitivo el precio de la tierra equivale al valor presente esperado de las rentas de

tierra futura. El autor asume que los duenos de la tierra urbana son neutrales al riesgo y tienen una tasa
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de descuento comin r; ademas, dichos duefios conocen las rentas actuales R(t, z) y la distribucién de las

rentas futuras, dada por g y o. El precio al tiempo ¢ de una unidad de tierra urbana a la ubicacién z es:

PUt,2) = E { /t T R(r, e | Rt z)} L2 < 2(t) (3.6)

La ecuacion (3.6) expresa una esperanza condicional en la informacién disponible al tiempo ¢.3

Ajustando 7 =t + s en (3.5) y reemplazando en (3.6), se tiene el precio de la tierra urbana:

PUt,2) = E { /O TUR(L2) + g5+ 0B(s)] e~"*ds | R(t, z)}
PU(t,2) = B { /0 T R(t, 2)e—"2ds | R(t, z)}+E { /0 ~ gse=mds | R(t, z)}+E { /0 " oB(s)e " ds | R(t, z)}

PU(t,z) = E {R(t, 2) /O oot z)}+gE { /0 " se=mds | R(L, z)}—l—aE { /O " B(s)e—ds | R(t, z)}

Cambiando de variables:
a=FE {R(t,z)/ e "ds | R(t, z)}
0

b=gE {/ se”"*ds | R(t, z)}
0

c=0oFE {/Ooo B(s)e™"*ds | R(, z)}

Se tienen las siguientes identidades para resolver las integrales:

1
/e_’"sds = —;e_’"s (%)

1 1
“ds = ——e7"? =) ..
/se s e (s+ r) ()

Aplicando (*) en a se obtiene 1/r. Aplicando propiedades de esperanza condicional se llega a:

0= "E{R(,2) | R(t,2)} = R(:,2)

Aplicando (**) en b se obtiene 1/r2. Ya que esta expresién no depende de R(t, z), se obtiene:

3Como bien se sabe por teoria de la medida, la existencia de una funcién de esperanza condicional es determinada por el
Teorema de Radon-Nikodym; una condicién suficiente es que la esperanza incondicional exista.
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B(s) es por definicion un movimiento browniano estandar, por lo que tiene una distribucion de proba-
bilidad normal con media cero E [B(s)] = 0 y varianza s. Se probaré que la esperanza del término definido

arriba como ¢ es nula.

E{[,° B(s)e "*ds | R(t,z)} Jo :{)Ofooo B(s)e™"*ds} dP (Def. Esperanza)
Jo e {fQOOB(s)dP} ds (Teor. Fubini)
= Jo e*”% [B(s)]ds

Luego, el precio de la tierra en el drea urbana sera la suma de los tres componentes a, b y c.
PY(t,z) = 1R(t,z) + 2
F r2

PU(t, ) = % [R(t,2) + 2] (3.7)

3.2.6 Valor de la tierra agricola

En el area agricola, la renta de la tierra es A. El costo de capital de convertir una unidad de tierra
a uso urbano es C. Luego, la tierra urbana es producida de la tierra agricola anadiendo una cantidad
fija de capital por unidad. Después de que la tierra es convertida, recibe rentas urbanas por siempre. La
decision de transformar la tierra rural en urbana es irreversible. El valor de la tierra agricola en el tiempo

t a la ubicacién z es:

t+s eS]
Pt s,z) = F {/ Ae "D dr +/ R(7,2)e "= Ydr — Ce™"* | R(t, z)} ,z2 > Z(t) (3.8)
¢ t+s

Donde t + s es la fecha de la conversion de la tierra de agricola a urbana y s es un tiempo de parada.
El primer término dentro de la esperanza en la ecuacion (3.8) es el valor presente de las rentas agricolas
hasta la fecha de la conversiéon. El segundo término es el valor presente de las rentas urbanas desde la
fecha de conversion en adelante. El ultimo término es el valor presente del costo de conversion al tiempo
t+ s.

El movimiento browniano posee la propiedad de Markov. Esta propiedad nos dice que para predecir el
futuro del proceso, conocer sélo el presente proporciona tanta informacién como conocer toda la historia

del proceso hasta el tiempo t. Se dice que es una propiedad por la que el proceso no tiene memoria.
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Expresando en el lenguaje matematico se tiene para las rentas que, siendo {R(t, z),t > 0} un proceso de

movimiento browniano[4]:

P(Rt+s = Tt+s | Rs = TsyRs" =Ts, ~-~7R32 = TSzvRsl = Tsl) = P(Rt+s = Tt+s | Rs = rs)

La propiedad fuerte de Markov extiende la propiedad de Markov a los tiempos de parada.
De las ecuaciones (3.5), (3.7) y usando la propiedad de Markov fuerte[4], la ecuacion (3.8) se puede

escribir:

t+s (')
P(t,5,2) = E { / Ae=" T Vdr | R(t,z)}+E { / R(r,2)e™" " Vdr | R(t,z>}+E {~Ce™™ | R(t,2)}
t t+s

Haciendo:

t+s
a=F {/ Ae """ Ydr | R(t, z)}
t

B = E{ R(7,2)e”""Ydr | R(t, z)}
t+s

y=F {—C’e*” | R(t,z)}

Para resolver la integral de « aplicamos (*):

a=AFE {—le_r(f_t)
z

| R(t, Z)}
t+s

o AE{— (e = 1) | R(t,z)}

A 1

a=— + ;E{*A67 | R(t,2)}

Para resolver la integral de 8 aplicamos las ecuaciones (3.5) y (**) y ajustando 7 = ¢ + s:

B=E {/too R(t,z)e " "*ds | R(t, z)} +E {g /too se "ds | R(t, z)} +0oFE {/too B(s)e ""Ydr | R(t, z)}

+s +s +s

B=E {iR(t, 2)e~" | R(¢, z)} B {f{(s + %)e*“ds | R(t, z)} VE {gB(s)e*” | R(t, z)}
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8= %E { {R(t, z)+gs+oB(s) + %] e " | R(t, z)}
5= %E {[Re+s.2)+2] e | RE.2)

Pt s,z) =a+ B+

A 1 1 1
Po(t,5,2) = S+ E{—Ae™ | R(t,2)}+—F { [R(t Ys,2) + g] e | R(t, z)}+;E {—rCe™™ | R(t,2)}

Pa(t,5,2) = é + %E { [R(t ts,2) 4+ % A rc] e | R(t, z)} (3.9)

Los duenos de la tierra escogeran la fecha de conversion que maximize el beneficio esperado o el valor
de la tierra. Por ello, los terratenientes resolveran el programa:
max P%(t, s, z) (3.10)
S

Sea t* el tiempo 6ptimo de conversion. Luego, el precio de la tierra es P%(¢,t*, z) = P%(t, 2)

3.2.7 Rentas y precios cuando se tiene futuro sin incertidumbre
Cuando se tiene una situacién determinista, la desviacién estandar de las variables aleatorias del
modelo se aproxima a cero. Por ello, la ecuacion (3.5) se transforma en:
R(t+ s,z) = R(t,z) + gs (3.11)

El tiempo 6ptimo de conversion se puede deducir de las ecuaciones (3.10) y (3.8):

R(t",z) = A+rC (3.12)

Es decir, en el borde del 4rea urbana, la renta es igual a la renta agricola mas el costo de oportunidad
de convertir la tierra de rural a urbana. De la ecuacion (3.4):

Renta:

R(t,z)—{ A+7rC+2*(t) — 2z, 2 < Z(t) (3.13)

A, z > Z(t)

Precio de la tierra urbana: reemplazando (3.13) en (3.7):
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PU(t, 2) :§+C+%+%[z*(t)—z], 2 < 5(1) (3.14)

Precio de la tierra agricola: de (3.9):

Pt 2) = é + %E {[Rt+5,2)+ 2] e | R(t,2)} - %E ([A+rCle™™ | R(t, )}
a A 1 —rs 1 9 _rs 1 —rs
Po(t,2) = =+ —E{R(t +5,2)e |R(t,z)}+;E{;e |R(t,z)}7E{[A+TC]e | R(t, 2)}

g —r(t*—t) e—r(t* —t)

P(t,z) = é—l—r—ze_’"(t*_t)E{l | R(t,z)}—&—gr—E{R(t—f— 5,2) | R(t,2)}—————FE{[A+7C] | R(t,2)}

A .
Po(t,2) = =+ %e‘r(t N 2> E(t) (3.15)

De la ecuacion (3.11):

R(t*,2) = R(t,2) + g(t* —t)

t* —t=[R(t*,2) — R(t,2)] /g

De la ecuacion (3.4) (Z y y son constantes):
R(t*,z) = y(t*, z) — (T + 2(1))
R(t",z) — R(t, z) = y(t*, 2) — y(t, 2) — (2(t) — 2)

R(t",z) — R(t,z) = z — Z(t)

Reemplazando en (3.15):

A _
Po(t,2) == + G erl==201/9 5 > (1) (3.16)

r

Teniendo en cuenta las asunciones y simplificaciones en este modelo donde el area del lote y el costo
de transporte por distancia recorrida tienen valores unitarios (L = 1,7 = 1) y que ademas el crecimiento
de los ingresos y las rentas es lineal en vez de exponencial, las ecuaciones (3.13), (3.14) y (3.16) son muy
similares a las obtenidas para el modelo determinista desarrollado en el capitulo 2, y por lo tanto las

conclusiones son practicamente las mismas. La renta de la tierra tiene tres componentes: la renta agricola

A, la renta de conversion rC' y la renta de ubicacion [Z(t) — z] (més alla del borde urbano la renta es
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R (t,2)

R*

R (19 2) A

L .

R(0,z) = —(x+2)

Figure 3.2: Tiempo de parada (Fuente: [6])

completamente agricola). El precio de la tierra urbana tiene cuatro componentes: el valor de la renta
Agricola A/r, el costo de conversion C, el valor de ubicacion o accesibilidad % [2(¢) — 2] y la prima de
crecimiento equivalente al valor presente de los incrementos de renta anticipados después del desarrollo
de la tierra (habilitacion urbana). El precio de la tierra agricola tiene dos componentes: el valor agricola

y la prima de crecimiento que tiene su valor méximo en el borde urbano y disminuye con la distancia.

3.2.8 Rentas y precios cuando el futuro es incierto

Para resolver el modelo probabilistico, se tratara el problema del dueno de la tierra como un problema
de tiempo de paradal4]. Si R* representa el nivel de rentas urbanas al cual es 6ptimo convertir la tierra
agricola en urbana (R* llamado también nivel de renta de reserva), el tiempo de conversién, conocido

también como el primer tiempo de parada o tiempo de alcance, se define como:

t"=min{t+s>¢t|R(t+s,2) >R} (3.17)

En la realidad R* es el nivel de rentas que se tiene en la periferia de la ciudad. El tiempo de parada
esté ilustrado en la Figura (3.2)

Definiendo F(R*) como el precio de la tierra agricola esperado condicionado a R*:

F(R*) = E{P%(t,t",z) | R(t,z), R*}
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De (3.9) se tiene:

F(R) = é + % [R* + % —A- rc} E {e*"“**t) | R(t,2), R*} (3.18)

El tinico componente aleatorio en la expresion anterior es el tiempo de parada t*; los demés compo-
nentes no son afectados por la esperanza condicional.

La distribucién del primer tiempo de parada bajo un movimiento browniano con media g y desviacién
estandar o es conocida. Aplicaremos las propiedades de las martingalas y de los tiempos de parada (un
movimiento browniano o proceso de Wiener es una martingala). Para hallar la esperanza condicional de
la ecuacion (3.18) se ha tomado el desarrollo que se presenta en Karlin y Taylor. [14]

Definimos « de tal forma que se cumpla:

2

r=og+; La20? (x % %)

Se probara que V (t) es una martingala, donde

V(t) = exp{aR(t) — rt}
V (t) es integrable: E | V(t) |= exp{aR(t) — rt} < o
Vit

o E[V(t+s)| Fi]l = V()

)
)

es adaptada a la filtracion: F; = o(t1, ta, ..., ¢, ...t%)

Se probara la dltima condicion:

EV(t+s)|F] = E[eaR<t+s> r(t+s) | ;}
- E{eaRu (1) gt B(s) s | ;}
- E{V JeegstoBs)—rs | ft}
= V)E [ea<R<t+s>+R(t>>—rs]
EV(t+s)|F] = V()

Entonces:

0 < V(t) <et®

Parat =0, R(0,2) = — (T + 2)

Para un ¢ cualquiera, se tiene R(t, z). Se tiene:
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e El primer tiempo de parada t* < oo
e V(t*) es integrable, es decir F | V(t*) |= E | exp {aR(t*) — rt*} |< 0o

o F [V (t) 1{t*>t}] — 0, conformet — oo

Siendo 144 la funcién indicadora, se puede comprobar la expresion anterior ya que:

V), t*>t
0, t* <t

Vv (t) 1{t*>t} = {

t—o0

lim E [V (t) 1g-<iy] = E[V (1)]

t—o00

lim E[V (#* At)] =1

t—o0

Se cumplen las condiciones para aplicar el Teorema de Parada Opcional:

EV ()] = E[V(1)]

Y la propiedad fundamental de las martingalas, para un tiempo ¢ cualquiera:

Reemplazando el valor de V(t) y teniendo en cuenta que t* es la tnica variable aleatoria:
E [eO‘R*e_”*] =F [eaR(t’z)e#t]
R B |:e—rt*} R
E {efms*ft)} — ¢~ R*=R(t.,2))
E{e7 0 | R(t,2), R | = emolfe Rt (3.19)
De (¥¥*);

—c?a? +ga—r=0

1
a=— (\/gg+202r—g)
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2 2,)\1/2
+ 20°r -
ool ”02) 9 (3.20)

Por tanto, reemplazando los resultados obtenidos en la ecuacion (3.18) el precio de la tierra agricola

esperado puede escribirse como:

A1
F(R") = =+ - |R* + 2 - A—rC| eeltr-RE2 (3.21)
r T r

El nivel de renta de reserva, o valor de conversiéon éptimo, R* maximiza (3.21). Aplicando las condi-

ciones de primer orden:

OF(RY) o {R* \ 7 b rc} el R(t2)] L 1 —alhe—R(2) _
OR* T r r
1 1
T T ar
R =A+r0+—Y (3.22)
ar

Donde o < r/g. Comparando las ecuaciones (3.12) y (3.22) se llega a la conclusion que cuando existe
incertidumbre, la renta en el borde urbano es mas alta. De (3.7) el precio de reserva, o precio en el borde

urbano es:

(3.23)

De las anteriores relaciones, se deduce la Funcién de Renta de equilibrio, tanto para el area urbana

como para el area agricola:

R(t.2) = A+rC+ =29 - 2(t) — 2, 2 < 2(t) (3.24)
A, z> Z(t)

La renta con incertidumbre tiene los mismos componentes que la renta determinista mas un cuarto
término que es la renta de incertidumbre o de irreversibilidad ¢ que varia de forma directa con la
varianza o2. Interesa saber qué pasa con a cuando la varianza o2 tiende a cero. En la ecuacion (3.20) la
expresion bajo el radical se desarrolla segiin el teorema del binomio.

(92 + 2027")1/2 —g
2

g
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Area
agricola
->

Area
urbana
R(2) bommmmmm €

A+rC [----------

g
o = o2
a g 1.2 (o % 1.3(¢o 6
g|:1+7"(g> —§T (E) +§’I” (5) . —1:|
o = o2

a=g|r ! = 17“2 0—2 - 1r3 o o
=g e 5 o 5 4
2

Tomando limites, se hace converger 0 a cero (minimo), con lo que el valor de o (méximo) seré:

r
a=—
g

Reemplazando el valor de a en la expresiéon de la renta de irreversibilidad RI se tiene:

Es decir, en ausencia de incertidumbre, no existe renta de irreversibilidad y la renta dada por la
ecuacion (3.24) coincide con la expresion dada en el caso determinista.

La figura (3.3) muestra la variacion de las rentas de la tierra en funcion de la distancia con incertidum-
bre, tanto para el area urbana como para el area agricola.

De (3.4) y (3.22), el limite del area urbana al tiempo t es:
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Z(t) =y(t) — (R* + ) (3.25)
De la ecuacion (3.7), el precio de la tierra urbana es:

r-ag % (6 — 2], = < 2(t) (3.26)

A
P“(t,z):?+0+r%+ o

De (3.21), el precio de la tierra agricola es:

Pe(t,z) = é + % {R* + g —A- rc] e (R —R(t,2))

P(t,z) = A8 T2 et R
r r2 or?

De las ecuaciones (3.22) y (3.24):

R(t,z) —R*=2(t) — 2z

a A 9 _afz—z r—Qag _,,—z =
Pi(t,2) = — + e l==2®)] —e (=20 7 > z(t) (3.27)

Analogamente como se analiz6 para la renta, en ausencia de incertidumbre, o2 = 0, la prima de
irreversibilidad es nula y las expresiones para los precios urbano y agricola coinciden con las del caso
determinista.

El precio de la tierra urbana con incertidumbre tiene ahora cinco componentes: cuatro de ellos son

iguales a los del precio deterministico y el componente nuevo que aparece es la prima de irreversibilidad

r—ag
ar?

. El precio de la tierra agricola con incertidumbre tiene tres componentes: el valor agricola A/r, la
prima de crecimiento y la prima de irreversibilidad; los dos tltimos tienen sus valores maximos en el borde
urbano y decaen conforme se alejan de él. Ademas, el precio de la tierra agricola ahora incluye un valor
de opcidn, la contrapartida de la prima de irreversibilidad en el precio de la tierra urbana, la que crece
menos conforme se incrementa la distancia desde el limite urbano y el tiempo del desarrollo se mueve mas
hacia el futuro. Estos resultados se pueden apreciar graficamente en la Figura (3.4).

Las ecuaciones (3.24), (3.26) y (3.27) resumen lo mas importante de este modelo. En general, se puede

concluir que la incertidumbre incrementa las rentas y los precios en toda la ciudad y su alrededor agricola.

3.2.9 El momento de la conversion

En un modelo determinista de crecimiento de un area urbana, la tierra es desarrollada cuando la renta
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Figure 3.4: Precio de la tierra con incertidumbre

en el uso urbano iguala el costo de oportunidad del desarrollo: la suma de la renta de la tierra agricola
y del costo de oportunidad del capital. La incertidumbre acerca del comportamiento futuro de las rentas
urbanas afecta la decisiéon del desarrollo. Intutitivamente se puede imaginar que una estrategia 6ptima
seria posponer el desarrollo hasta que la renta de la tierra urbana se incremente lo suficiente como para
compensar la aversion al riesgo de los inversionistas. Es decir, puede imaginarse que el desarrollo ocurirré
cuando la renta en el area urbana iguale el costo de oportunidad del desarrollo mas una prima de riesgo.

Las verdaderas razones por las que el desarrollo es pospuesto en presencia de incertidumbre difieren de
una interpretacion intuitiva. El modelo sugiere que atin en presencia de inversionistas que son neutrales
al riesgo, el desarrollo se postergara, por lo que la aversién al riesgo no es la explicacioén.

El desarrollo es postergado debido a que el costo de oportunidad del desarrollo incluye el valor de la
opcion de la tierra agricola, el valor de la habilidad para evitar resultados adversos en un mercado de
tierra urbano riesgoso mientras todavia retiene una reclamacion en resultados favorables. El desarrollo no
se producird al mismo nivel de rentas que se exige para el caso determinista desde que los inversionistas
saben que las rentas pueden caer por debajo de este nivel en el futuro inmediato. Sin embargo, mientras
la conversion es pospuesta, y el nivel de rentas de la tierra urbana se mueve hacia arriba, la probabilidad

de que las rentas caigan por debajo de las rentas agricolas disminuye. Por lo tanto, el valor presente de
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los retornos futuros esperados se incrementa retrasando el desarrollo e incluso un inversionista neutral al
riesgo adoptara dicha estrategia.

Con incertidumbre e irreversibilidad, el nivel de rentas que ocasiona la conversion de la tierra, la renta
de reserva, supera la suma de la renta agricola y el costo de oportunidad del capital. Analogamente, el
precio de reserva de la tierra urbana excede el valor capitalizado de la renta de la tierra agricola mas
el costo de conversién. Se puede apreciar que la renta y el precio de reserva suben con el grado de

incertidumbre. De las ecuaciones (3.22) y (3.23) se tiene:

ORx* 1 Oa
BoE. INE By (3.28)
OPx* 1 O«
907 =~ razdoz 0 (8:29)

3.2.10 Tamano de la ciudad

En este modelo de ciudad abierta, la incertidumbre reduce sin ambigiiedades el tamano esperado de la
ciudad. Ya que las rentas en el borde urbano son més altas conforme mas alto es el grado de incertidumbre
acerca del futuro de las rentas de la tierra, en cualquier punto en el tiempo una fraccién mas grande del
ingreso es dedicado al consumo de la tierra y una fraccion mas pequena al transporte en un modelo
de ciudad riesgosa. Esta situacién sélo puede sostenerse si los hogares en el limite urbano realizan una
travesia mas reducida para ir a trabajar y el area urbana con la mayor varianza de rentas futuras es mas

pequena. De la ecuacion (3.25) se tiene:

Ez(t)) =gt — (R + %) (3.30)
donde:

OF [z(t ORx*
o _one o

3.2.11 Rentas y precios de la tierra

Como se ha visto, los efectos de la incertidumbre en los precios de la tierra estdn muy relacionados a
sus efectos en el tamano de la ciudad y en el momento de conversiéon de la tierra de rural a urbana. Una
implicacién fundamental es que aquel equilibrio de precio de la tierra en el area agricola incluye un valor
de opcién que se incrementa con la varianza de las rentas. Este valor de la opcién disminuye conforme la
distancia del limite del area urbana se incrementa, implicando un gradiente espacial para los precios de

la tierra agricola que no estan directamente relacionados a los costos de transporte. El equilibrio en los

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\\\‘ENEQ&

¥ PONTIFICIA

3 ¥ o
TESIS PUCP 5 gs el bt
DEL PERU

precios de la tierra en el area desarrollada incluye una prima de irreversibilidad que es igual al valor de la
opcion en el limite urbano y que también se incrementa con la varianza de las rentas.

El modelo implica que para un tamano dado de la ciudad, los precios de la tierra tanto del drea urbana
como del area agricola deben ser mas altos en ciudades més riesgosas (segun el modelo el riesgo proviene
de la incertidumbre que existe en el nivel de los ingresos y por tanto en el nivel de rentas). Sin embargo,
con el limite del area urbana determinado enddégenamente, el precio de la tierra urbana no es afectado por
la incertidumbre. De las ecuaciones (3.26) y (3.27), el precio esperado de la tierra urbana puede escribirse

comao:

E[PU(t,2)] = 7,% . % (gt —F—2), 2 < Z(t) (3.32)

que es independiente de o2.
El precio esperado de la tierra agricola, en cambio, si depende del grado de incertidumbre cuando
el tamano de la ciudad es una variable endégena. De la ecuacion (3.27), el precio esperado de la tierra

agricola puede ser escrito como:

A 1 -
B[P*(t,2)] = — + —e ° " Wle(7*/2)t 5 5 5(t) (3.33)

El efecto de una incertidumbre més alta en los precios de la tierra agricola es ambiguo. La expresion
OP%(t,2)/00% es confusa y su signo es ambiguo. Cuando dos ciudades con diferente varianza de los
ingresos futuros esperados son comparadas, los precios de la tierra agricola pueden ser més bajos en la
ciudad més riesgosa para algunas ubicaciones cerca del limite urbano. Sin embargo, se puede demostrar
que los precios de la tierra agricola son eventualmente més altos en el area urbana con mayor varianza.
La figura (3.5) grafica el efecto del grado de incertidumbre en los precios y rentas de la tierra cuando el
tamano de la ciudad es enddgeno.

El efecto de crecimiento e incertidumbre en el equilibrio de las rentas de la tierra es tal vez maés
sorpresivo. Debido a que las rentas son pagos por el uso actual de la tierra uno podria esperar que el
crecimiento futuro o incertidumbre no tenga influencia en el pago actual. Pero aqui, debido a que el valor
de la opcién incrementa el valor de la renta, el tamano de la ciudad y consecuentemente el equilibrio de las
rentas urbanas promedio son afectados tanto por la tendencia g y la varianza o2 del proceso estocastico
para las rentas. Para un tamano de ciudad dado, tanto las rentas como los precios son més altos en una

ciudad incierta.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : g:_:_\(lsELl:gIEAD

DEL PERU

R
A
of > of
R'(0?)
R*(05) 7
# A # 2 ’
z"(of) z"(0§) z
P
V'
of > of
P(c?)
P*(0§) ‘““
# 2 # 2 ’
z (o) z (a§) z

Figure 3.5: Equilibrio de rentas y precios de la tierra y grado de incertidumbre (Fuente: [6])
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3.3 La ciudad estocastica: modelo de crecimiento geométrico

Se desarrollara el mismo modelo estocéstico pero con el caso en el que los ingresos y las rentas crecen
geométricamente con incertidumbre. Se seguird el mismo procedimiento que el usado en el caso lineal. En
este caso se asume que la variacién porcentual de las rentas tiene una tendencia lineal que es afectada por
un término de ruido modelado por un movimiento browniano segun lo expresado por la ecuacion (3.34).

En otras palabras, las rentas evolucionan siguiendo un movimiento browniano geomeétrico.

‘m = gdt + odB(t) (3.34)

Donde {B(t),t > 0} es un movimiento browniano estandar con media 0 y varianza 1, g es la tasa de
crecimiento media y o es la volatilidad o la desviacion estandar de la tasa de crecimiento. Aplicamos el
modelo de equilibrio del CAPM en su version de tiempo continuo para determinar la rentabilidad ajustada

al riesgo. En vez de usar g se usard ¢ como la tasa de crecimiento de riesgo neutral.

g=g-X P=(r+A—g
donde X es la prima de riesgo por el portafolio que replica la evolucion estocastica del flujo de caja, y

r + X es la tasa de descuento de riesgo ajustada.

Ya que R(t, z) sigue un proceso de Tto, para resolver la ecuacién anterior, aplicamos el célculo de Ito

[4]:

Formula de Tto: Sea f : [0, +00[xR — Runa funcion de clase C12; es decir, con primera derivada parcial

respecto a t continua y sequnda derivada parcial respecto a X continua. Si X es una solucion de:

dX(t) = a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dB(t)

donde B(t) es un movimiento browniano, entonces el proceso Y = {Y(¢) = f(¢, X (¢)) }satisface la siguiente

ecuacién diferencial estocastica:

_ [95(LX (1)
ot

of(t, X(t))
0X

%f(t, X (1))
0X?

of(t, X(t))

dY () =

+a(t, X (t)) + %bz(t, X(t)) dt+b(t, X (t)) dB(t)

Considerando la ecuacion estocastica anterior (3.34) y tomando ¢ en vez de g como tasa de crecimiento

de riesgo neutral, se tiene (B es un movimiento browniano estandar con otra medida de probabilidad):
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dR(t) = gR(t)dt + o R(t)dB(t) (3.35)
Se probara que la siguiente expresion:

R(t) = R(0)e (=% ) t+oB (3.36)

es solucion de la ecuacion (3.35). Ya que se cumplen las asunciones, aplicamos la formula de Ito:

dR(t) =d (R(o)e(gf)tﬂé(t))

2 . 2 2 . o2 s o2 -
dR(t) = [(g - C;) R(0)e(0=F )b | %R(O)e(gz)”"B(”] dt + o R(0)e =) B0 g5y

o? o2 3
dR(t) = [(g - ?> R(t) + 7R(t)] dt + o R(t)dB(t)
dR(t) = §R(t)dt + o R(t)dB(t)O

Lo que prueba que (3.36) es solucion de (3.35). En general, para un R(7,z) cualquiera, se tiene

(usaremos B en lugar de B sin perder generalidad):

R(r,2) = R(t, )e(8=% ) (r=0)+oB(=0) (3.37)

El precio de la tierra urbana es la esperanza condicional del flujo de rentas que se den a lo largo de la

vida ttil del terreno segtn lo descrito en la ecuacion (3.6).

PU(t,z) = FE { / R(7,2)e ™" Ydr | R(t, z)}
t
> (-2 ) (r—t)+oB(r—t
P“(t,z) — B {/ R(t)e G—% ) (T—t)+oB(T— )efr('rft)dT | R(t,z)}
t

[e’e) I B

P“(t,z) - E {R(t,z)/ 67(7‘79+T)(T t)eaB('rft)dT ‘ R(t, Z)}

t
Haciendo los cambios de variable: 7 —t=sy:

o2
2

b=r—G+ (3.38)

La ecuacion anterior se transforma en:

P"(t, Z) = F {R(t’ Z)/ e—d>sech(s)ds | R(t,z)}
0
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Como R(t,z) es R(t, z) - medible y la integral es independiente de R(t, z):

PY(t,z) = R(t,2)E {/ €¢S€UB(S)dS}
0

Recordando que por definicién de esperanza:

B[X] :/QXdP

PY(t,z) = R(t,z)/ {/ e¢se”B(5)ds} dpP
o Uo

Aplicando Fubini, se puede intercambiar el orden de integracion:

PU(t,z) = R(t,z)/ o (/ e"B(s)dP> ds
0 Q

PU(t,2) = R(t, 2) /0 e [effB<8>] ds (3.39)

Se calculara el valor de la esperanza F [e”B(S)]. Ya que B(s) es un movimiento browniano estandar,
tiene una distribucion normal. El célculo de la esperanza consiste en realidad en calcular la funcién

generadora de momentos para la variable aleatoria B(s):
B(s) ~ N(0,s)

oB(s) ~ N(0, so?)
Haciendo: B(s) = X

Mx (o) = E [e”¥] =/Qe”XdP

A vy Al 22
E e = ————¢ 2:02e%dx
[ ] —co V2mso?
E[e7¥] = R o3z (07 —2s0%a+s?ot) 222

 J_oe V21502

+oo
)< [ T gt

La integral es de una funcién de densidad de probabilidad de una normal N(so?,s0?) en toda la

extension del intervalo, por lo que su valor es la unidad.

E [e”B(S)] =% (3.40)

Reemplazando el resultado de la ecuacion (3.40) en la ecuacion (3.39):
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PY(t,z) =

é— foid
2
Finalmente, reemplazando el valor de ¢ de la ecuacion (3.38) el precio de la tierra urbana, cuando las

rentas crecen siguiendo un movimiento browniano geométrico estd dado por la ecuacion (3.41):

P (t2) = - 1 ZR(.2) (3.41)

Analogamente al caso lineal, la renta debe estar compuesta de cuatro componentes: la renta agri-
cola (A), la renta de construccion (rC), la renta de ubicacion (RU) y la renta de irreversibilidad (o de

incertidumbre) (RI).

R(t,z):A+7“C+%(2(t)—z)+RI

Reemplazando en la ecuacion (3.41):

PU(t,2) = —R(t,2) = (% + L) R(t, )

r—4 r(r—4g)
Pt 2) = é +C+ %% (2(t) — 2) + ﬁR(t, )+ %RI (3.42)

El altimo término de la ecuacién (3.42) es el componente de incertidumbre para el precio. Se observa
que si este término es nulo (ausencia de incertidumbre) la ecuacion (3.42) coincide con la expresion (2.24)
que da el precio determinista estudiado en la secciéon 2.3.

Para determinar el precio agricola, aplicamos la ecuacién (3.8):

t* 00
P(t,s,z) = FE {/ Ae"T Dy — Cemm 1) —|—/ R(7,2)e """ Ydr | R(t, z)} (3.43)
t t*

El primer y segundo términos de la esperanza son identicos al caso lineal visto anteriormente; en el
tercer término, usando la ecuacion (3.37), se tiene:
A A .
2 g {e—’“(t -t | R(t, z)}
rooor

Es=E {Ce”“(t**t) | R(t, z)} - gE {e*“t**ﬂ | R(t, z)}
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* *

By=E { / R(r,2)e” " Vdr | R(t, z)} =E { / R(t,2)e (075 ) 040BE=0 mre—t) g1 | Ry, z)}
t t

En donde la integral es la misma que la anterior pero con el limite inferior diferente:

dondeqb:r—g—i—";ys:T—t

Es =R(t,2)E {/ e #3e7B) s | R(t,z)}
-

Ba=rit B {B{ [ ot v} 10 = n]
t1

E3 = R(t,Z)E {/ {/ e*gﬁseaB(s)dS | R(t,Z)} dP ‘ = tl}
Q t1

Aplicando Fubini, se puede intercambiar el orden de integracion:

Bz = R(t, 2)E {/ e%* (/ e”B(S)dP> ds| R(t,2) | t* = tl}
t1 Q

Es = R(t,2)E { / e B {e"B(S)] ds | R(t,2) | t* = tl}

t1

By = R(t,2)F { [ et s | m ) | = tl}

t1

E3 = R(t,2)E {/ e~ 6=*/Dsgqs | R(t,2) | t* = tl}
t

1

5 5 e— (=07 /2)(t" 1)

AL TN {e—“-@)(t**ﬂ | R(t, z)} (3.44)

el

Resolviendo y reemplazando en la expresion del precio de la tierra agricola, ecuacion (3.45)

a _A (A+rC) —r(t"—t) R(t, 2) —(r—g)(t"—1)
Pet,z) == - T {e | R(t,2)} + r_gE{e | R(t,2)}

R(t, z) A+rC

r

Po(tz) = =490 {e*“*@)(t**t) | R(t, z)}+ E {e*“*@)(t**f) | R(t, z)}— E {e*w“t) | R(t, z)}

Ey—

A
R(i, z2) + TCES (3.45)

Donde:
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Es=FE {e*“@)(t**f) | R(t, z)}

Para hallar las esperanzas condicionales se aplica un procedimiento anélogo al desarrollado para el
caso lineal en la seccion 3.2 (ver Karlin y Taylor [14]). Se calculara el valor de E4. El tiempo de parada

t* se define como en (3.17):
= msin {t:| R(t,z) > R*}
t* = msin {t ‘| eX(t2) > R*}
"= msin{t ] X(t,2) >InR"}

Donde R(t,z) = eX?) y X (t,2) = (f] — %2) t+oB(t)

Definimos 6 de tal forma que se cumpla:

r:&(g—é) + 30%0% (% % *x)
Se probo6 en la secciéon anterior que V (t) es una martingala, donde

V(t) = exp{0X(t) — rt}

Se cumplen las condiciones para aplicar el Teorema de Parada Opcional:

Reemplazando el valor de V (t) y teniendo en cuenta que t* es la unica variable aleatoria:
E [eex*e—n*] - E |:69X(t,z)e—rt:|
X {e—m*} — o 0X(t,2) gt
E [efr(t*ft)} — e OXT =X (t,2))
Como: R(t,x) = eXt2) o X (t,2) = In R(t, 2)

E |:e—r(t*—t):| — —0(nR*—In R(t,2))
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plereo] - [AL2T (3.10

De (****)

= (3.47)

Agrupando términos de manera conveniente comparando con el caso determinista de crecimiento ge-

ométrico de las rentas desarrollado en la secciéon 2.3, se tiene:

R1°
"

Es=F {6_T(t*_t) | R(t,z)} = [

R10-1
i

Es=FE {e—(r—@(t*—“ | R(t,z)} - [

Reemplazando estos resultados en la ecuacion (3.45):

R*

r r

Para la renta de reserva se cumple: R* = A+ rC + RI

POREESS ERE e Y LA

r r(r—g) |R* r R*
. A g RN 1 R’

Donde
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(3.49)

1 o 2,\2 ~ 2
9:02<\/(g—0/2) +202T—(g—0/2)>
Se aprecia que el parametro « de la ecuaciéon (3.20) en el caso estocastico lineal es casi idéntico al

paramtero 6 dado por la ecuaciéon (3.49) para el caso estocéstico geométrico, diferencidndose en que en

este tltimo g se ha reemplazado por § — o°/2.
Aplicando el mismo procedimiento usado para el caso lineal desarrollado en el punto 3.2, para obtener

la renta de reserva R* aplicamos las condiciones de primer orden a la ecuaciéon (3.48) respecto a R*.

oP%(t,z) (1-0)g 6 9 0g 1-0 9—1 AR RI _, —g—1, ,RI 9 91 AR
— * - * Y ) * 07 * —
T T(T_g)(R) R+T(T_g)(R) RO 0= R (R) 9= (R) R T =0
rgﬁg(R) == TORIR dR*_-7?ij§Y}H%—+0RIR-_O
) -
99 peorr R (O=DIpe i\ R
r—Jg dR* (r—29)
S e -
(%) (%) B + BI dR* _dR
K R* R
| (&) r R
/ 7) (TEQ>R*+RI dR* _ [dR (3.50)
(%) R +R1 | I R

dx, la que es posible resolver separando fracciones.

‘s . Az
La ecuacion (3.50) tiene la forma [ 152432
1Az + B A_B
_ — CTD
/xC’x—i—de ln[x(CerD) }
Aplicando la expresion anterior para resolver (3.50), se tiene:
0-1)_q
g 6
ln{R* K A)R*+RI] }lnR
p -5
R* [( A)R*—i—RI] =R
r—
. N
( gA)R*—FRI:( > (3.51)
r—4g
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El numerario X y el ingreso total son constantes, entonces:

R—R*z%(é(t)«z):RU

R=R"+RU

Reemplazando en la ecuacion (3.51)

i R\
* I: .2
(r—g>R y -~ (R*+RU) (8.52)

Resolviendo la ecuacién (3.52) se obtiene R*. La renta de incertidumbre RI se obtiene de:

RI=R"—A—rC (3.53)
De (3.52) y (3.59):
T R* o
R*— (A )= — 3.54
<r§> - (R*+RU) (3.54)
La renta urbana es:
y="
R(t,z) = A+rC+ RI + 7 (2(t) — 2) (3.55)

De las ecuaciones (3.41) y (3.42), el precio de la tierra urbana es:

v A 1T, 1[ g 1
PU(t,z) = ?—I—C—i—;f(z(t) z)—&-; {r—g] R(t,z)—i—;RI (3.56)
Y el precio de la tierra agricola es:
A g R 1 R1°
Pt =—+ —"—R(t — —RI .
(t,s,2) r+r(r—g)R(7Z) [R*} +7’R o (3.57)

Donde 6 se ha definido segun la ecuacion (3.49).
En resumen, en este caso de modelo estocéastico con crecimiento geométrico de las rentas, el precio de la

tierra urbana y agricola tienen basicamente el mismo comportamiento que los precios del caso lineal vistos
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en la seccion 3.2: el precio urbano tiene cinco componentes y el precio agricola tiene tres. La diferencia
estd en que para el precio urbano en el caso geométrico la prima de crecimiento varia en funciéon no sélo
del tiempo sino también en funcion de la distancia. Para el precio agricola, las primas de crecimiento e
irreversibilidad disminuyen, conforme aumenta la distancia, més lentamente que en el caso lineal en el

que disminuyen de forma exponencial.
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4 MODELO DE VALORACION DE OPCIONES

4.1 Introduccién

En la construccion de modelos matemaéticos para la valoracion de la tierra, el método preferido es el
de capitalizaciéon de la renta del suelo. Siguiendo este método, el precio de la tierra se define como el valor
actual neto de los flujos netos de renta esperados que la tierra tiene el potencial de generar a lo largo de
su vida 1til, la que se asume infinita. Este ha sido el método empleado para los modelos determinista y
estocéstico desarrollados en los capitulos 2 y 3. La teoria de valuacién de opciones proporciona un marco
para estudiar la relacion entre el valor de la tierra y el desarrollo inmobiliario (edificacion), o entre el valor
de la tierra y su urbanizacion (conversiéon de la tierra de rural a urbana). La decision de inversion fisica
produce una opcion de compra caracteristica ya que el propietario (o desarrollador) tiene el derecho mas
no la obligaciéon de asumir el proyecto de habilitacion urbana y/o construccion. El precio de ejercicio es
el costo de la construccion. Como ocurre en las opciones financieras, la opciéon real es abandonada a la
fecha de ejercicio y el proceso de construccién es irreversible. Se trata de una opcién a perpetuidad ya
que la fecha de expiracion es ilimitada.

El modelo de valoracion de opciones es mas moderno. A diferencia de los modelos anteriores que tienen
un enfoque desde la demanda, este modelo tiene un enfoque desde la oferta. Este capitulo se enfocara
en el articulo Optimal Land Development Decisions de Capozza y Li y mas que centrarse en el anélisis
de rentabilidad y en las funciones de produccién y otras variables de interés de la empresa, el anélisis se
enfocara en la estimacion del valor de la opcion de desarrollo de la tierra. Las principales herramientas
matematicas y financieras que se utilizan son: teoria de valoracién de opciones, calculo estocastico, teoria

de optimizacién. Para la primera se ha tomando como consulta de referencia a Hull[13].

4.2 Decisiones 6ptimas de desarrollo de la tierra [7]

Paper: Optimal Land Development Decisions
Autor: Dennis Capozza and Yuming Li

Fuente: Journal of Urban Economics 51, 123-142 (2002)
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4.2.1 Introduccién

En este articulo, Cappoza modela la decisién de desarrollo cuando las rentas crecen geométricamente
y con incertidumbre, y la intensidad de capital es variable. Se derivan reglas simples para estimar el
momento 6ptimo de los proyectos de desarrollo de la tierra basados en los criterios del uso de la tasa
interna de retorno y el valor presente neto. Se demuestra que, atun bajo certidumbre, los proyectos son
optimamente retrasados més alla del punto donde el valor actual neto llega a ser no negativo, si los flujos
de caja esperados estan creciendo.

Actualmente se reconoce que la decision de invertir es equivalente a la decisiéon de ejercer una opcién
real y que la teoria de las opciones financieras puede aplicarse a las decisiones de inversién reales. Una
diferencia crucial entre las opciones reales y financieras es la habilidad para variar la intensidad de capital
de la inversién (o volumen de produccion) la que es importante cuando hay un factor de produccion fijo
tal como la tierra o la mano de obra.

Las asunciones en este modelo son:

Las rentas crecen geométricamente y con incertidumbre.

El desarrollo de la tierra es irreversible.

El volumen de produccién es variable.

La tecnologia de produccién tiene elasticidad de sustitucién constante, CES por sus siglas en inglés

(no se considerara en esta tesis este punto desarrollado por el autor en el articulo).

Los tres principales resultados del modelo que los autores exponen son:

e Los proyectos son 6ptimamente retrasados méas alld de la barrera ingenua en la que la TIR iguala
al costo del capital, atin en condiciones de certidumbre cuando los flujos de caja estédn creciendo,
lo cual implica que la incertidumbre es una condicién suficiente pero no necesaria para un retraso

optimo. Los proyectos son retrasados atn mas si el volumen de produccién es variable.

e Se generalizan las reglas de decision 6ptimas que surgen del enfoque de las opciones reales y se
comparan con las reglas clasicas de inversion que usan los indicadores VAN, TIR y el ratio g de
Tobin. Se comparan ademés los valores criticos bajo certidumbre e incertidumbre. Irreversibilidad

y volumen de produccién variable alteran las decisiones 6ptimas de desarrollo.
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e Se derivan las circunstancias bajo las cuales un incremento en la tasa de interés conduce a un
incremento de la inversién. Este resultado aparentemente perverso surge porque la irreversibilidad
desacopla reglas de decisién 6ptimas desde una relacién monétona con la tasa de interés tnica.
Cuando los proyectos son retrasados, el VAN es positivo y la TIR es mayor al costo del capital. Un
incremento en la tasa de interés y del costo de capital puede ser compensado por una disminucién

en el valor de la opcién que acelera los proyectos de inversion.

4.2.2 La decisiéon de desarrollo de la tierra

Las asunciones del modelo son:

e Se tiene una unica variable de estado, la renta neta o flujo de caja X (¢) por unidad de produccion

del proyecto.

e Los proyectos de desarrollo (construccién) se consideran nuevas inversiones, es decir el capital durable

comprometido en el pasado no se perdera si el proyecto es ejecutado.
e Hay un solo factor de produccién fijo que es la tierra.

e Al momento de la inversion el constructor escoje la intensidad de capital (nivel de inversion) K, y
el volumen de produccién o nivel de capacidad Q(K). Se asume que el capital es de vida infinita y

que no se deprecia.
e La funcion de produccion Q(K) se asume que es creciente y concava: Q'(K) >0, Q"(K) <0

e Una unidad de capital cuesta 1 unidad monetaria para que el costo de inversién del proyecto sea

también K.

e Una vez que el costo de capital de la inversién es comprometido al proyecto, se asume que es

irreversible.

e El mercado espacial es competitivo de tal forma que la demanda de espacio Q(K) es perfectamente

elastica.
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La renta neta X(t) al tiempo ¢, evoluciona estocéasticamente siguiendo un movimiento browniano ge-

omeétrico de la forma expresada en la ecuacion (4.1):

dX

Donde g es la tasa de crecimiento media, o es la volatilidad o desviacién estandar de la tasa de
crecimiento y dB es el incremento de un proceso de Wiener estandar. Los decisores conocen los pardmetros
del proceso tal que hay prevision perfecta (o = 0) o expectativas racionales (o > 0).

En cualquier tiempo ¢, el precio de una unidad de espacio es el valor presente de los flujos de caja

futuros esperados, tal como lo expresa la ecuacion (4.2):

P[X (t)] = E, [ /t h X(r)e " Vdr (4.2)

Donde E; es la esperanza condicional en la informaciéon en t acerca del flujo de caja ajustado y riesgoso
X(7), y r es la tasa de descuento (7 > t).

Debido a (4.1), el precio unitario de espacio, P, es una funcién de la renta neta X (¢) al tiempo ¢. El
valor del nivel de produccion anual Q(K) es Q(K)P(X). Si el proyecto es asumido al momento ¢, el valor

actual neto VAN del proyecto es:

VX,K)=Q(K)P(X)-K (4.3)

La ecuacion (4.3) representa el VAN de los flujos de caja futuros menos el costo de inversion. El
problema de inversién es seleccionar el nimero de unidades de capital K, y el momento de desarrollo

T > t, para maximizar el valor de la oportunidad de inversién.

W(X) = max B [V (X (T)) e~ 7T (4.4)

s

En la ecuacion (4.4) E; es la esperanza condicional definida anteriormente, T es el primer tiempo de
parada aleatorio adaptado al proceso del flujo de caja (momento 6ptimo de construccion en el futuro), y
K es escogido para maximizar el VAN al tiempo T'. W (X) representa el valor de una garantia perpetua
o el valor de la opcion para invertir en el proyecto en cualquier fecha futura. Es también el valor presente
al tiempo t del VAN al momento de inversion éptimamente escogido. La figura (4.1) ilustra el valor de

W.
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Terreno eriazo Terreno construido
p A E A -
1 Y_ X X X
: 1] T T T T T
0 t (hoy) T (momento dptimo ©

de inversion)
K

Figure 4.1: Valor de la opcion W

4.2.3 Reglas de decisién éptima con previsiéon perfecta

Los autores trabajan el caso bajo certidumbre, y muestran que el retraso de la inversiéon relativo a
lo que se obtiene aplicando la regla clasica de VAN > 0 o TIR = costo de capital, es 6ptimo. Si la
renta neta se incrementa a una tasa constante g (0 < g <) con una desviacion estdndar nula (o = 0),

entonces, de la ecuacion (4.1) el valor presente del flujo de caja neto es:

dX
X 9
X(7) dx T
— = gdt
/X(t) X /t
. v
ln m =4 (7' t)

X(r) = X(t)ed"")

Reemplazando en la ecuacion (4.2):

P (X (t) = / X()edT e (T qr
t

P(X (1) =X(t) /t e gr
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— (4.5)

Debido a que el flujo de caja al tiempo futuro T es X (T) = X (t)e9T=" el factor de valor presente se
puede expresar de la siguiente forma:

o—r(T—t) _ [efg(Tft)]r/g _ {X(t) y/g
De la expresion anterior y de la ecuacion (4.3), la ecuacion (4.4) se puede reescribir como:

VX(T)er T

W(X) = V(x*) [£]°

QK*)X* Jx77e
woo = | L2 | |5 (46)
Para X < X*y donde X*

X(T) es el umbral o flujo de caja minimo para que se dé una inversion
Optima.

Aplicando las condiciones de primer orden respecto al capital K a la ecuacion (4.3), se tiene que el

beneficio marginal es igual al costo marginal del capital cuando se escoge el nivel 6ptimo de capital K*.

1y~ V(X)) _ dQ(K) dP(X) _1-
Reemplazando el valor de P(X) dado por (4.5) y teniendo que Q'(K) = d%g():
r—g

(4.7)

Lo que significa que un incremento en X* debe estar asociado a un incremento en K* mientras la
funcion de produccién exhiba rendimientos marginales decrecientes, es decir, debe cumplirse Q”(K) < 0.

Anélogamente, aplicando las condiciones de primer orden respecto a X*a la ecuacion (4.3), implica

que al tiempo 7', el rendimiento del flujo de caja actual satisface:

Vi) = T = 0 px) - ) gy - 98 <0

De la ecuacion (4.6) se tiene:

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP td UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

QE™) (X7)' ™"
r—yg

W(X)=X"9 [ - K* (X*)‘T/g]

Aplicando las condiciones de primer orden respecto a X *:

* —_r *\—T/g
[Q(K - _/g) K e ) (X*)r/“] 0
Q*X*
K*

=r (4.8)

Por abuso de notacion Q* = Q(K*) es el nivel 6ptimo de produccion (4drea de construcciéon). Las
ecuaciones (4.7) y (4.8) determinan el nivel de umbral 6ptimo de renta X* y el nivel de capital 6ptimo

K*. De las ecuaciones (4.3) y (4.5) para un nivel de capital 6ptimamente escogido K*, la tasa interna de

retorno (T'IR) del proyecto es*:

QX
TIR = — 4.
R i +g (4.9)

Consecuentemente, la tasa interna de retorno debe ser igual al rendimiento actual més la tasa de

crecimiento. De las ecuaciones (4.8) y (4.9) se tiene:

Q*X*
TIR" =
R o +g
TIR"=r+g (4.10)

Una conclusién importante es que para proyectos irreversibles con posibilidad de retrasar la inversion,
si los flujos de caja estan subiendo a lo largo del tiempo, la regla 6ptima es retrasar el proyecto hasta

el rendimiento actual en lugar de que la TIR iguale el costo de capital dado por (4.8); es decir, la TIR

4Por definicién la TIR es la tasa de descuento para la cual el VAN es cero.
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minima debe incluir la tasa de crecimiento esperada de los flujos de caja. Aun bajo condiciones de
certidumbre, la 7T R minima no es igual al costo de capital.

Reemplazando (4.5) en (4.3) y usando (4.8) se obtiene el valor actual neto critico, V*:

vi= 9 g (4.11)
r—g

La ecuacion (4.11) indica que el valor critico debe reflejar el valor actual del crecimiento en los flujos
de caja.
El valor critico de Tobin’s q, se define como el valor presente de los flujos de caja por unidad de costo

de inversion:

_ QUK)P(X)
K

En este caso, reemplazando los valores obtenidos, dicho valor sera:

q = (4.12)

El que es siempre mayor que la unidad.

Las reglas de decisién basadas en el VAN y la TIR se ilustran en la figura (4.2). Con una opcién de
retrasar el proyecto, el VAN y la TIR del proyecto crecen a lo largo del tiempo mientras los flujos de caja
X crezcan. Cuando X < X*, la TIR es menor que TIR* y el VAN de invertir hoy es menor que el valor
de la oportunidad de inversion W. Dicho valor, incluye el VAN de invertir hoy més un valor positivo de
espera. Una inversién 6ptima toma lugar cuando X = X*; en ese momento se cumple TIR = TIR* y
VAN =V*.

Aunque el articulo dedica buena parte al anélisis de la rentabilidad de la empresa, en este capitulo se
dard mayor énfasis al valor de la oportunidad de inversién que viene a ser el valor de la opcién determinista
W dada por la ecuacion (4.6). De dicha ecuacion, se aprecia que al cumplirse que el exponente § >1,
W (X) serd una curva creciente y convexa respecto de X tal como se muestra en la Figura (4.2) con lineas
discontinuas. Ademas, el valor de la opcién se incrementa al aumentar el nivel de produccion Q, el nivel
de rentas X y la tasa de crecimiento g, céteris paribus; y se reduce al disminuir la tasa de descuento r y

el nivel de inversién en la construccion K.
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TIR

TIR*

TIR(X)=QX/K+g

Ve

TIR=r

TIR = TIR*

Variable de estado: . X
flujo de caja X Nivel de
umbral

Figure 4.2: Reglas para el VAN y la TIR 6ptimos (Fuente: [7])
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4.2.4 La decisiéon estocastica

El caso en el que existe existe incertidumbre o > 0 y expectativas racionales, las rentas varian estocasti-
camente siguiendo un movimiento browniano geométrico [4]. El valor presente de las rentas y el valor de
la oportunidad de inversién pueden ser valuados como reclamos contingentes u opciones. De la ecuacién

(4.1):

dX (1)
X(7)

=9(r —t)+ 0o (B(1) - B(t))

Donde {B(t),t > 0} es un movimiento browniano estandar con media 0 y varianza 1. Ya que X (t)
sigue un proceso de Tto, para resolver la ecuacién anterior, aplicamos el célculo de Ito. Por lo desarrollado
en la seccion 3.3 del capitulo anterior referido a las rentas con crecimiento browniano geométrico, se tiene

(ver los detalles de la solucion en la seccién 3.3 y la ecuacion (3.41), X es equivalente a R):

. o2
X(r) = X(8)eI=F ) rO+o(B()-B®)

Reemplazando en la ecuacion (4.2):

o0 L 2
P(X(t) =E: {/ X(t)e(Q*T)(Tft)+U(B('r)7B(t))e_r(,r_t)d7_
t

Aplicando lo desarrollado en la secciéon 3.3 (X es equivalente a R), tomamos el resultado de la ecuacion

(3.41):

P(X) = (4.13)
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Donde g = g — A. La ecuacién (4.13) también se puede escribir asi:

X

P(X (1) = G+ N—g
donde A es la prima de riesgo del portafolio que replica la evolucion estocastica del flujo de caja X,
segin como se explicé previamente. El término r 4+ A es la tasa de descuento de riesgo ajustada para el
flujo de caja, en contraste con el caso sin incertidumbre. Para hallar el valor de la opcién W definida

en (4.4), se usara la formula de Feynman-Kac que establece una relacion entre cierto tipo de ecuaciones

diferenciales parciales y procesos estocasticos [17].

Formula de Feynman-Kac: Supongamos que X (t) sigue un proceso estocdstico:

dX () = p(t, X (t))dt + o(t, X (t))dB9(t) (4.14)

donde B?(t) es un movimiento browniano bajo una medida de probabilidad Q. Sea W (X (t),t) una
funcion diferenciable de X (t) y ¢ supongamos que W (X (¢),t) sigue una ecuacion diferencial parcial dada
por:

ow ow 1, PwW

-5 THEX ()5 + 507 (4 X(E) S5s

ot ax T3 — (X (1), )W (X(t),t) =0 (4.15)

y con condicion de frontera: W (X (T),T). El teorema afirma que tiene la solucion:

W(X(t),t) = E? [e‘ftT”(X(“)’“)d“W(X(T),T) | Fy (4.16)

Donde la esperanza condicional es tomada bajo la medida de probabilidad ) que hace el término estocés-

tico en la primera ecuacién sea un movimiento browniano.

De la ecuacion (4.1):

dX(t) = §X (t)dt + o X (t)dB(t) (4.17)

De la ecuacién (4.4), el valor de la opcion W cuando la inversion se realiza en el tiempo futuro T > ¢,

dado que se tiene informacion sobre el flujo de caja al tiempo ¢ (ver fig (4.1)):

W(X (1) = max E [V (X (T))e "7~ | 7]

)

Como en el momento 6ptimo de inversiéon 7T el valor actual neto V* es igual al valor de la opciéon W*,
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se tiene: V(X (T*)) = W(X(T*))

W(X (1) =E [W (X (T*)) e @ =0 | ft] (4.18)

La ecuacion (4.17) es similar a la ecuacion (4.14) donde § y o son constantes. La ecuacion (4.18)
es similar a la ecuaciéon (4.16) donde r es constante. Por lo tanto, se cumplen las condiciones de la
formula de Feynman-Kac y en consecuencia el valor de la opcion W satisface la ecuacion diferencial

parcial (reemplazamos § por pu):

ow ow 1 W
X_ h 2X2 o _
B T9XGx T30 X gxm W =0
Ya que 2% = 0, el valor de la opcién para invertir satisface la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:
*wW ow
—X2 GX— —rW = .
X2 + ax " 0 (4.19)

y las condiciones iniciales son:
oW (X*) oV(X™)

W(0) =0, W(X") =V(X"), oX 09X

(4.20)

Las condiciones iniciales tienen la siguiente interpretaciéon. La primera condicién es trivial ya que
se sigue del hecho que el proyecto no tiene valor si los actuales y futuros flujos de caja son nulos. La
segunda condicién es una condicién de continuidad, declara que al momento de la inversién el valor de la
oportunidad de inversién futura (valor de la opcién) equivale al actual VAN. La tercera condicion es la
condicion de optimalidad, que asegura que el umbral de renta X* = X (T) es escogido 6ptimamente.

Resolvemos la ecuacion (4.19) tomando en cuenta las condiciones iniciales dadas en (4.20). Primero le

damos la forma de una ecuacién diferencial homogénea:

2g 2r
w’ + 2XW ~Ix2 W =0 (4.21)

Para resolver la ecuacion (4.21) probamos con la solucién de la forma:

W(X) = V(X" (;;)9 (4.22)

Y se calcula su primera y segunda derivadas respecto a X:
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, X971
W (X) =0V(X™) 7
(X)
. X9—2
W (X)=000-1)V(X*
(0 =00 - V) s
Reemplazando estas expresiones en la ecuacion (4.21):
LX02 25 L X0 2 L xY
X972 26 X972 9 X072
00 — 1)V (X*) [ — | + 2oV (x*) [ - 0] ~ V(X [ * 0] ~0
(X*) O] TN (X*)
2g 2r

Resolviendo para 6:

1 o2 [(. o2 2
9:? —(g—;)-i— <g——2~> +2(T27' > 1
Por lo tanto, la ecuacion (4.22) es una solucién de la ecuacion diferencial (4.21) y bajo las condiciones
iniciales el valor de V* es el valor actual neto critico. Usando la ecuaciéon (4.3) y reemplazando en (4.22):

W(X) = [Q(f)gX _ K*} (;{f)e (4.23)

Los indicadores de rentabilidad son muy similares al del caso determinista desarrollado en la seccion
4.2.3 corregidos por un factor de incertidumbre. Como se comentd, este capitulo no se centrara en el
analisis de rentabilidad, para ver los detalles, se puede consultar Capozza y Li [7]. Por otro lado, el valor
de la opcién estocéstica tiene las mismas caracteristicas que aquellas de la opcién determinista en cuanto
a su crecimiento y convexidad. En el limite, cuando la incertidumbre es infinita, el valor de la opcién

varia linealmente con el nivel de rentas.
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4.3 Valor de opcién de la tierra agricola para convertirla a urbana

La ecuacion (4.4) da el valor de la opcion de compra, y particularmente la ecuacion (4.23) da el valor
de la opcién para el caso estocastico. Para poder uniformizar con los modelos de los capitulos anteriores,
se considerara el caso en el que la opcién se ejerce no cuando se toma la decisién de construir el edificio
sino cuando se va a convertir la tierra agricola en urbana (habilitacion urbana).

El costo de inversion K es el costo de conversiéon C' mas el valor puro de la tierra agricola é visto en
los capitulos anteriores y no es variable en funcién de @ sino fijo. El volumen de produccién @ ya no es el
ntmero de metros cuadrados a edificar sino el nimero de metros cuadrados a habilitar y ya no es variable
en funcién de las rentas sino fijo, limitado por el drea bruta del terreno®; sin pérdida de generalidad
podemos tomar un valor unitario. El flujo de rentas netas definido en este capitulo como X es ahora R,

de manera similar a las rentas de la tierra expresado en los modelos anteriores.

El valor de la opcion para el caso estocastico, segin la ecuacion (4.23) es ahora:

o[22 ()] [

GR(t*,z) 1

o R *,z)—%(A#—rC’)} {ﬂ’z))r

K { R(t*, z

Para el caso estocéastico, la renta de reserva R* es igual a:

R*=A+rC+RI

Reemplazando en la expresién anterior:

3]

ooty [ [l e

5El 4rea bruta de un terreno ristico o rural es el 4rea total, mientras que el drea neta es la porcion del 4rea bruta que
se ha urbanizado y se utilizara para la construccién. La diferencia se da por aportes para vias, parques y otros elementos
urbanos segn normas.
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Al comparar las ecuaciones (3.48) y (4.25) se llega a la conclusion que el valor de la opcion de la tierra

agricola es igual a la suma de las primas de crecimiento e irreversibilidad. En ausencia de incertidumbre,

r

5 con lo que el valor de la opcién determinista dado por la

la renta de irreversibilidad RI = 0y 6 =
ecuacion (4.6) es igual a la prima de crecimiento de la tierra agricola para el modelo determinista visto
en la seccion 2.3 segin la ecuacion (2.25).5

Para terminar este capitulo, se hard una reflexién cualitativa sobre la relacién que existe entre la
teoria de valoracién de opciones y la valoracion de la tierra. Debido a la existencia de incertidumbre y de
crecimiento de las rentas, una parcela de tierra agricola relativamente cercana a un area urbana posee un
valor de opcién real similar al de una opcién financiera porque el propietario tiene el derecho mas no la
obligacién de habilitar dicha tierra y convertirla de rural a urbana. Si dicho propietario ejerce la opcién
de habilitar el terreno, una vez que se ha consumado la urbanizacién, el proceso es irreversible ya que no
es posible (o sumamente dificil) convertirlo a agricola. El activo subyacente es el terreno que es un activo
real. El precio de ejercicio es el costo que se incurre al convertir la tierra agricola en urbana. Como la
decision de invertir no tiene una fecha fija de expiracion (el terreno tiene vida infinita), se trata de una
opcion a perpetuidad. Ademads, como se puede ejercer en cualquier momento, la opciéon real se parece

mas a una opcion americana perpetua. Asi, el valor total de la tierra agricola, expresado por su precio

A

P? es igual al valor agricola puro <> maés el valor de la opcién real W que se genera por la expectativa de

crecimiento y de incertidumbre (primas de crecimiento e irreversibilidad.

A
Pt==+W (4.26)

Se usard el siguiente ejemplo con un arbol binomial para ilustrar mejor la idea. Se tiene un terreno
agricola ubicado cerca de la periferia de la ciudad. Su precio unitario P* hoy es de $100 / m2 y el costo
de conversion de la tierra de agricola a urbana es $90 (precio de ejercicio), se asumird que no cambiaré
en el tiempo. La tasa anual de descuento es de 5% y la volatilidad es de 14%. Para dentro de un afio se

tienen dos escenarios:
e Escenario 1: con una probabilidad de 65%, el precio aumenta a $ 115.

e Escenario 2: con una probabilidad de 35%, el precio disminuye a $87.

6Un estudio detallado de la vinculacién entre las opciones reales y el valor de la tierra se puede encontrar en el capftulo
28 de Geltner and Miller [11] donde se presenta la famosa formula de Samuelson - Mckean aplicada al valor de la tierra como
una opciéon de construccion. La férmula tiene la misma forma que las que se presentan en las ecuaciones de este capitulo
por lo que existe consistencia en los resultados.
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Solucién:

Primero, se trata de una opcién de compra, ya que realizar la urbanizacién del terreno equivale a
comprar todas las instalaciones y servicios propios de una habilitacién urbana: redes de agua, redes de
alcantarillado, redes de energia eléctrica, pistas y veredas, etc. Lo que se gasta en dicha urbanizacién es
el precio de ejercicio K. Para hallar el valor de la opcién de compra, identificaremos los datos que se

trabajardn en un arbol binomial de un sélo periodo:

e Precio de la tierra agricola hoy: P* = $100

e Tasa de descuento: r = 0.05

e Horizonte de tiempo (no es exactamente el tiempo de expiraciéon): T = lafio.
e Precio de ejercicio del activo (habilitaciéon urbana): K = $90

e Volatilidad: ¢ = 0.14

Las demas variables las podemos calcular usando la teoria de arboles binomiales (ver [13]):

e Factor de crecimiento del precio de la tierra: u = eoVT = 1.15

Factor de disminucion del precio de la tierra: d = 1/u = 0.87

Probabilidad de riesgo neutral: p = e;T;id = 65%

Precio de la tierra agricola en un afio (escenario 1: subida de precio): P = P% = $115

Precio de la tierra agricola en un afio (escenario 2: bajada de precio): P§ = P%d = $87

Valor de la opcion en un afio (escenario 1: subida de precio): f, = maz {P% — K,0} = max {115 — 90,0} =
$25

e Valor de la opci6n en un afio (escenario 2: bajada de precio): fq = maz {P} — K,0} = max {87 — 90,0} =
0

Finalmente, el valor de la opcién sera el pago esperado del reclamo, bajo la probabilidad de riesgo neutral,

descontado a la tasa libre de riesgo:

W =e"" (pfu+(1-p)fa)

W =e " (pmazx {P* — K,0} + (1 — p)maz { Py — K,0})

W = (\/;_TT\/T> {(eTT - e‘”ﬁ) max {P“e"ﬁ - K, O} + (e" T_ erT> max {Pae_”ﬁ — K,O}]
617 —_ 6—0'
(4.27)

En el ejemplo, el valor para la opcién de urbanizar el terreno agricola es W = $15.42. En realidad, para

obtener este valor no era necesario desarrollar la ecuacion (4.27), pero dicha ecuaciéon muestra con detalle
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fo=(P7 -k} =115-90 = $25

W = $15.42

Figure 4.3: Valor de la opcién de la tierra agricola

que la opcion depende de la tasa de descuento, del tiempo en el que se ejerce (se urbaniza), del valor
inicial de la tierra, del precio de ejercicio (costo de la urbanizaciéon) y de la volatilidad o incertidumbren
del precio. Se trata por supuesto de un modelo muy simplificado, en el que solamente se ha considerado
un solo periodo. La figura (4.3) ilustra mejor el desarrollo del ejemplo.

Usando la ecuacién (4.26) se puede obtener el precio agricola puro:

P = pP* — W =100 — 15.42 = $84.58

Por lo explicado, el valor de la opcién viene a ser igual al valor de las primas de crecimiento y de
irreversibilidad. En el ejemplo este valor representa el 15.42% del valor total agricola y el 84.58% restante
se debe al valor agricola puro. Lo que se observa en el mundo real es que los terrenos agricolas que estan
cercanos a la periferia urbana, sus primas representan la mayor parte del valor total, mientras que lo
contrario ocurre con terrenos agricolas muy alejados de la ciudad.

La renta agricola es posible deducirla de la anterior ecuacién, ya que es igual al valor agricola puro por
la tasa de descuento. Esta cantidad es la que el propietario de dicha parcela agricola recibe anualmente

por cada unidad de area de la parcela.

A=7rP =0.05 x 84.58 = $4.23
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5 CONCLUSIONES

En el presente capitulo se presentan las comparaciones entre los tres modelos de los capitulos 2, 3 y 4.
Las variables que se comparardn son: renta, precio de la tierra urbana y precio de la tierra agricola. Para
los modelos determinista y estocéstico se compararan los casos de crecimiento lineal y geométrico. Las
comparaciones con el modelo de valoracion de opciones seran sélo para el caso de crecimiento geométrico.
Hacia el final del capitulo se presentaran los hallazgos y resultados de dichas comparaciones, asi como sus

limitaciones.

5.1 Comparacion entre los modelos determinista y estocastico

El modelo presentado por el autor en el articulo desarrollado en el capitulo 2 de esta tesis, es un
modelo determinista con crecimiento geométrico de la poblacion; mientras que el modelo desarrollado en
el capitulo 3 es un modelo estocastico con crecimiento lineal de las rentas. Para poder hacer una buena
comparacion se hicieron ajustes a ambos modelos: en la seccién 2.3 del modelo determinista se desarrolld
el modelo con el crecimiento geométrico de las rentas en vez de la poblacién, mientras que en la seccién
3.3 del modelo estocastico se desarroll6 el modelo con crecimiento geométrico de las rentas en vez de
crecimiento lineal como esta en el articulo original.

Para el caso donde se tiene crecimiento lineal de las rentas, se resumen los resultados de la comparacién
en el cuadro (5.1). En el modelo determinista el precio urbano tiene cuatro componentes: valor agricola,
valor de construccién, valor de ubicacion y valor de la prima de crecimiento. En el modelo estocastico el
precio urbano tiene cinco componentes: los mismos del modelo determinista més la prima de irreversibil-
idad debida a la incertidumbre. El modelo estocéstico es una extensiéon del modelo determinista, en él se

aprecia que la incertidumbre incrementa la renta y el precio de la tierra.

La misma conclusion es para el caso de crecimiento geométrico (ver cuadro (5.2)). Sin embargo, en
este caso las primas de crecimiento e irreversibilidad son mayores en contraste con el caso lineal. En el
area agricola, cuando el crecimiento de las rentas es lineal, el precio disminuye més rapido con la distancia

en contraste con el caso de crecimiento geométrico de las rentas.
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MODELOS LINEALES

Variable Determinista Estocastico

;‘E:"‘:; R(t,2) + g(r—©) R(t,2)+ g(t—t) + oB(r— 1)
Pregg(lg:;mm §+C+%%(Z(t)—z)+r% §+C+%%(z(t)—z)+?%+r;:;g
Pr“;ﬂ ?§:§°|a: §+ r%e—a(z—i{tj) §+ r%e—a(z—i{tj) LT ;:;9 o—az-Z(t)

1
a =?( ’gz+ 202'r—g)

Table 5.1: Comparacion de modelos determinista y estocastico con crecimiento lineal

5.2 Comparacion entre los modelos determinista y de valoracién de opciones

Se comparan los resultados obtenidos en la secciéon 2.3 para el precio agricola determinista (con crec-
imiento geométrico de las rentas) con los resultados de la seccién 4.2.3 para el valor de la opcion con
prevision perfecta, talcomo se muestran en la tabla (5.3). En el articulo original del modelo de valoracién
de opciones, el autor considera la opcién generada por el desarrollo de la tierra (o edificacién). Para hacer
la comparacién, se ajustard este modelo considerando més bien la opcién generada por la tierra agricola
por su conversion de rural a urbana. En ese sentido, el precio de ejercicio K* ya no representa el costo de
la inversién en la edificacion sino el costo de convertir la tierra en urbana C' mas el costo de oportunidad

de percibir la renta agricola A/r .

A
K*==+0C (5.1)

Reemplazando este valor en la expresion de la opcion determinista, ecuacion (4.6) y considerando un

valor unitario para el volumen de produccion (area a urbanizar: @ = 1):

v 4]

e (]

R\
R*
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MODELOS GEOMETRICOS

Variable Determinista Estocastico

;n(e:’t:; R(t,z)ed (r—t) R(t’Z)e(g—%z)(r—t)—aﬁ'(r—t)
Pregﬁ(‘g:?m: §+C+%%(z(t)—z)+ﬁmt,z) §+C+%%(Z(t)—z)+ﬁR(t,z)+%Rl
Prec ?ir;;o'a: §+_7r (_rg_ 3R [;]E_l §+_7r (_rg_ 5 R©2) [;]H +%Rl [;]8

1 o2\’ . o*
8=? (g—?) +20r—(g—?)

Table 5.2: Comparaciéon de modelos determinista y estocéstico con crecimiento geométrico

CONVERSION DE LA TIERRA AGRICOLA A URBANA

Variable Prima Determinista Opcion
ry . ry
Precio agricola: g [R1/8 QK™ . rR1/8
(t.z) rir—g) LR r—g R

QK) =1

4
K'==+C
s

Table 5.3: Comparacién de modelos determinista y de valoracién de opciones

r/g
g TR W\ R
L _r+ln T<A+rc>} [R]

En ausencia de incertidumbre ¢ = 0 se cumple que la renta de reserva: R* = A + rC, se tiene de la

|

expresion anterior:
/g
g « | B
W: 7R R
] 7]

La ecuacion (5.2) es idéntica al segundo término de la derecha de la ecuacion (2.26) de la seccion 2.3.

(5.2)

En conclusién, en el caso determinista, el valor de la opcién agricola es igual a la prima de crecimiento.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : g:_:_\(lsELl:gIEAD

DEL PERU

5.3 Comparacién entre los modelos estocastico y de valoracién de opciones

Se comparan los resultados obtenidos en la seccion 3.3 para el precio agricola estocastico (con crecimiento
geométrico de las rentas) con los resultados de la seccion 4.2.4 para el valor de la opcién con incertidumbre,
tal como se muestran en la tabla (5.4). De forma analoga a lo explicado en la seccién 5.2, hacemos un
ajuste hacer la comparacion, de tal forma que se considerard la opcién generada por la tierra agricola
por su conversion de rural a urbana. Reemplazando de (5.1) el valor de K* en la expresion de la opcién
estocastica, ecuacion (4.23), y considerando un valor unitario para el volumen de producciéon (4rea a

urbanizar: @ = 1):

En presencia de incertidumbre o > 0 se cumple que la renta de reserva: R* = A+ rC + RI, se tiene
de la expresion anterior:

o ] ]

A 0 0
g ] R 1 R
W= |—"—FR"| |5 —RI | — 5.3

o w] w )
La ecuacion (5.3) es idéntica al segundo y tercer términos de la derecha de la ecuacion (3.48) de la

seccién 3.3. En conclusion, en el caso estocéstico, el valor de la opcién agricola es igual a la suma de las

primas de crecimiento y de irreversibilidad.

5.4 Comparacién entre los tres modelos

La gran conclusién de la comparacion entre los tres modelos estudiados en esta tesis es que existe gran
consistencia entre dichos modelos. El modelo estocastico es el mismo que el determinista salvo que
incorpora un componente adicional a la renta y al precio, el componente de incertidumbre o irreversibilidad.

El modelo de valoraciéon por opciones da los mismos resultados que aquellos basados en el flujo de caja
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CONVERSION DE LA TIERRA AGRICOLA A URBANA

Variable Prima Estocastica Opcion

Precio agricola: [ LR & 4 R1? [( g 1) — ] 59
P(t.2) ¥ el 0] gyt r) R -k |[]

K =§+c QEK)=1

Table 5.4: Comparacion de modelos estocastico y de valoraciéon de opciones

descontado y el valor de la opcién es el mismo que el de las primas de crecimiento y/o de incertidumbre
de la tierra agricola, segtn sea el caso determinista o estocastico. Con la valoracién de opciones es posible
extender el analisis de los precios de la tierra incluyendo variables de la oferta inmobiliaria cuando la
opcién se genera ya no sélo por la conversiéon de la tierra de agricola a urbana, sino también cuando una
tierra urbana no desarrollada se usa para construir un edificio sobre el terreno, por lo que el enfoque de

valoracién de opciones permitiria un anélisis mas completo del mercado inmobiliario y de la ciudad.
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A APENDICES

APENDICE 1: Aplicacién Modelo Determinista (Capitulo 2)

Se aplicaran los resultados obtenidos en las ecuaciones (2.21) y (2.22) a un ejemplo concreto. A
continuaciéon se presentan los datos y se tabulan los resultados de los cuatro componentes del precio en

funcién a la distancia z.

e Poblacion (viviendas): N(t) = 1’000, 000 hogares

e Radio del area urbana: z(t) = 8,921 m.

e T=3.14

e Area de lote tipico de vivienda: usando la ecuaciéon (2.11): L = 250 m2

e Densidad: D = (1/L) = 10,000 = 40 hab/Ha

e Costo anual de un kilometro de transporte: 7' = $1/m/ano = $2.74/Km/dia
e Tasa de descuento: r = 5%

e Renta de la tierra agricola: A = $1.00/m?

e Costo de conversién: C' = $100.00/m?

e Tasa de crecimiento poblacional: g = 2%

La tabla (A.1) muestra la variacién de la renta respecto a la distancia al centro con sus respectivos
componentes. La primera columna representa la distancia al centro de la ciudad z; las columnas segunda,
tercera y cuarta representan cada uno de los componentes: la renta agricola A, el costo de oportunidad de
construccién C, y la renta de ubicaciéon RU respectivamente; la tltima columna representa la renta que es
la suma de los tres componentes anteriores. En este modelo con crecimiento exponencial se puede observar

que la renta agricola permanece constante; la renta de construccién es constante en el area urbana y cero

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : g:_:_\(lsELl:gIEAD

DEL PERU

VARIACION DE LA RENTA CON LA DISTANCIA

z A rC RU R ($/m2)

I 1.00 5.00 35.68 41.88
1,000 1.00 5.00 31.68 37.88
2,000 1.00 5.00 27.68 33.88
3,000 1.00 5.00 2368 29.68
4 000 1.00 5.00 19.68 25.88
5,000 1.00 5.00 15.68 21.88
&,000 1.00 5.00 11.68 17.68
7,000 1.00 5.00 7.68 13.68
8,000 1.00 5.00 3.68 968
8,921 1.00 5.00 0.00 6.00
9 000 1.00 0.00 0.00 1.00
10,000 1.00 0.00 0.00 1.00
11,151 1.00 0.00 0.00 1.00
11,000 1.00 0.00 0.00 1.00
12,000 1.00 0.00 0.00 1.00
13,000 1.00 0.00 0.00 1.00
14,000 1.00 0.00 0.00 1.00
15,000 1.00 0.00 0.00 1.00
16,000 1.00 0.00 0.00 1.00
17,000 1.00 0.00 0.00 1.00
18,000 1.00 0.00 0.00 1.00
19,000 1.00 0.00 0.00 1.00
20,000 1.00 0.00 0.00 1.00

Table A.1: Variacion de la renta con la distancia

fuera de ella; la renta de ubicacién disminuye linealmente con la distancia dentro del area urbana desde
un maximo en el centro hasta un minimo en el borde urbano y se hace nulo en el area agricola. La figura
(A.1) muestra el grafico de la renta respecto a la distancia al centro.

La tabla (A.2) muestra la variacion del precio respecto a la distancia al centro con sus respectivos
componentes. La primera columna representa la distancia al centro de la ciudad z; las columnas segunda,
tercera, cuarta y quinta representan cada uno de los componentes: valor de renta agricola A/r, valor de
construccién C, valor de ubicacion PU y la prima de crecimiento PC, respectivamente; la tltima columna
representa el precio que es la suma de los cuatro componentes anteriores. En este modelo con crecimiento
exponencial se puede observar que el valor de renta agricola permanece constante; el valor de construccién
es constante en el area urbana y cero fuera de ella; el valor de ubicaciéon disminuye linealmente con la
distancia dentro del drea urbana desde un maximo en el centro hasta un minimo en el borde urbano y
se hace nulo en el drea agricola; la prima de crecimiento es constante en toda el area urbana y méas alla
del radio de la ciudad z(t) disminuye hasta hacerse casi nulo para distancias mayores a 30 Km. La figura
(A.2) muestra graficamente lo descrito en la tabla (A.2).

Usando los datos del mismo ejemplo, se fijard una distancia, por ejemplo z = 5,000 m. y se estudiara
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Figure A.1: Variaciéon de la renta con la distancia

VARIACION DEL PRECIO CON LA DISTANCIA
z Alr c PU PC P (8/m2)
0 20.00 100.00 71365 178.41 | 1.012.06
1,000 20.00 100.00 53365 178.41 932.06
2,000 20.00 100.00 55365 178.41 85206
3,000 20.00 100.00 47365 178.41 772.06
4.000 20.00 100.00 293 65 178.41 59206
5,000 20.00 100.00 313.65 178.41 512.06
5,000 20.00 100.00 23365 178.41 532.06
7.000 20.00 100.00 153 65 17841 45206
£.000 20.00 100.00 7365 17841 372.08
8,921 20.00 100.00 0.00 178.41 298.41
9,000 20.00 0.00 0.00 172.20 102.20
10,000 20.00 0.00 0.00 112.98 132.98
11,151 20.00 0.00 0.00 73.08 93.08
11,200 20.00 0.00 0.00 7180 91 80
12,000 20.00 0.00 0.00 54.49 74.49
13,000 20.00 0.00 0.00 2955 50 56
14,000 20.00 0.00 0.00 29 41 49 41
15,000 20.00 0.00 0.00 2232 4232
16,000 20.00 0.00 0.00 17.24 a7.24
17.000 20.00 0.00 0.00 13.53 33,53
18,000 20.00 0.00 0.00 10.76 30.76
19,000 20.00 0.00 0.00 867 28 67
20,000 20.00 0.00 0.00 7.06 27.06

Table A.2: Variacion del precio con la distancia
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Figure A.2: Variacién del precio con la distancia

la variabilidad del precio a lo largo del tiempo para esta misma ubicacién. La diferencia 7 — ¢ senala los
anos transcurridos desde t, el momento actual. Recordando que el radio crece exponencialmente con el
tiempo segin z(7) = e9"=Y/2 y arreglando la ecuacién (2.21) para expresar el precio de la tierra en el

area urbana en funcién del tiempo, se tiene:

A 1T |: 1 ] _ glt—tg)
zpe
r L

P(t,z):?—i—C-l-ff 1—79/27“ 2

Donde Zj es el valor del radio de la ciudad al momento actual to. Tabulando los datos se presenta la
siguiente tabla de variacion del precio en z = 5 Km, para los 20 anos proéximos.

En la tabla (A.3) se aprecia que el tamafio de la ciudad z(¢) crece exponencialmente con el tiempo
al igual que el precio, aunque en este ultimo el efecto exponencial es muy pequefio (la altima columna
muestra la pendiente que no es constante, aunque varia muy poco), tendiendo a ser casi lineal. Se observa

que la prima de crecimiento PC y el componente de ubicacién PU son los que crecen en el tiempo.
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VARIACION DEL PRECIO CON EL TIEMPO
T-t 2(x) Alr c PU PC |P($im2)
0 8.921 20.00 100.00 | 21385 | 178.41 | 612.08
1 9.010 20.00 100.00 | 22082 | 18021 | £21.03
2 9.101 20.00 100.00 | 22807 | 18202 | £230.08
E] 9102 20.00 100.00 | 235238 | 18385 | £39.23
4 9285 20.00 100.00 | 24277 | 18569 | £48.47
5 9378 20.00 100.00 | 25024 | 187.56 | £57.80
g 9,472 20.00 100.00 | 257.78 | 189.44 | 86722
7 9 567 20.00 100.00 | 26540 | 19125 | 676.74
8 0. 664 20.00 100.00 | 27309 | 19327 | £86.25
9 9761 20.00 100.00 | 28086 | 19521 | £96.07
10 9,850 20.00 100.00 | 28870 | 197.18 | 705.88
11 9958 20.00 100.00 | 29663 | 19916 | 71579
12 10,058 20.00 100.00 | 40484 | 20116 | 725.80
13 10,159 20.00 10000 | 41272 | 20318 | 735.91
14 10.261 20.00 100.00 | 42089 | 20522 | 746.12
15 10,364 20.00 100.00 | 42914 | 207.29 | 756.43
18 10,468 20.00 100.00 | 437.48 | 209237 | 766.84
17 10,574 20.00 100.00 | 44589 | 21147 | 777.37
18 10,680 20.00 100.00 | 45439 | 21360 | 787.99
19 10.787 20.00 100.00 | 46298 | 21575 | 798.73
20 10.896 20.00 100.00 | 47185 | 217.91 | 809.57
Table A.3: Variacion del precio con el tiempo

$/m2 VARIACION DEL PRECIO CON EL TIEMPO
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Figure A.3: Variaciéon del precio con el tiempo
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VARIACION DE LA RENTA CON LA DISTANCIA

z A c RI RU R (S'm2)

0 1.00 500 1561 35,68 57.30
1,000 1.00 500 1561 2168 53.30
2,000 1.00 500 1561 2758 4030
3.000 1.00 500 1561 23,68 45.30
4,000 1.00 500 1561 1066 41.30
5,000 1.00 500 15.61 15.68 a7.30
5.000 1.00 500 1561 11.66 23,30
7.000 1.00 500 1561 768 2030
5,000 1.00 500 1561 268 25,30
8,921 1.00 5.00 15.61 0.00 21.61
9,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
10,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
11,151 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
11,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
12,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
13,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
14,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
15,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
16,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
17,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
18,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
19,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00
20,000 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00

Table A.4: Variacion de las rentas con la distancia - Modelo estocastico lineal

APENDICE 2: Aplicacién Modelo Estocastico (Capitulo 3)

Se tomard como base los datos del ejemplo anterior, de la ciudad de un millén de hogares, para
aplicarlos al modelo estocastico (lineal) desarrollado en el capitulo 3. Adicionalmente, se tomard en
consideraciéon una desviacion estandar en las rentas igual a ¢ = 5. Aplicando la ecuaciéon (3.20), se
obtiene el valor de a = 0.062, que determina en gran medida la cuantia de incertidumbre en la renta y el
precio, segun lo explicado en el capitulo 3.

La tabla (A.4) muestra los diferentes valores que adopta la renta de la tierra segin la distancia al
centro de la ciudad. Se aprecian los cuatro componentes de la renta: la renta agricola A, de construccion
rC'y de irreversibilidad RI son constantes respecto a la distancia,. mientras que la renta de ubicacion
RU varia de forma lineal y decreciente con la distancia. La figura (A.4) muestra graficamente lo descrito
en la tabla (A.4); se aprecia que el componente estocastico RI incrementa mas las rentas respecto al caso

determinista ademéas de crear una brecha mayor en el limite de la ciudad, a una distancia de 8,921 m.

Respecto a los precios, la tabla (A.5) muestra los cinco componentes del precio. Se aprecia que en el
area agricola, a corta distancia de la frontera urbana, la prima de irreversibilidad PI y de crecimiento PC'
disminuyen drésticamente, lo que se explica por las ecuaciones en las que estos componentes decrecen ex-

ponencialmente. Ademas, la prima de irreversibilidad tienen mayor influencia que la prima de crecimiento
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Figure A.4: Variacion de las rentas con la distancia - Modelo estocastico lineal

en el precio total P. La figura (A.5) muestra graficamente lo descrito en la tabla (A.5).
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VARIACION DEL PRECIO CON LA DISTANCIA

1 Alr C Pl PC P ($im2)

0 20.00 100.00 31225 .00 1182.00
1,000 20.00 100.00 31225 8.00 73
2,000 20.00 100.00 31225 8.00 993,90
3,000 20.00 100.00 31225 8.00 912.90
4,000 20.00 100.00 312,25 5.00 833.90
5,000 20.00 100.00 312.25 5.00 752.90
6,000 20.00 100.00 31225 8.00 73.90
7,000 20.00 100.00 31225 8.00 290
8,000 20.00 100.00 31225 8.00 290
8,921 20.00 100.00 312.25 8.00 440.25
9,000 20.00 0.00 0.00 5383 1.54 8547
10,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
11,151 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
11,200 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
12,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
13,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
14,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
15,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
16,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
17,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
18,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
19,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00
20,000 20.00 0.00 0.00 0.00 0.00 20.00

Table A.5: Variacién del precio con la distancia - Modelo estocastico lineal

$/m2 VARIACION DEL PRECIO CON LA DISTANCIA
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Figure A.5: Variacion del precio con la distancia - Modelo estocastico lineal
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APENDICE 3: Aplicacion Modelo de Valoracion de Opciones (Capitulo 4)

Se aplicara el resultado obtenido en la ecuacion (4.24) desarrollado en la seccion 4.3 para determinar el
valor de la opcién de la tierra agricola cuando se va a convertir a urbana. Se usarén los mismos datos del
ejemplo anterior, excepto que la tasa de descuento serd r = 10% (este incremento se hace para apreciar
mejor la variacién no lineal de W respecto de R). Se asumira un nivel de renta de reserva R* = $20/m?.
El valor de la opcion agricola W de la tierra es creciente en funcion de las rentas R (la que depende a su
vez de la distancia al centro de la ciudad y del tiempo). Segin la ecuacion (4.24), el valor de la opcion W

€s:

Y el valor del precio agricola total es: P* = £ + W,

Los datos son:

e Renta de reserva: R* = $20/m?

e Tasa de descuento: r = 10%

e Tasa de crecimiento media: g = 2%

e Tasa de crecimiento de riesgo neutral: ¢ = 1%
e Volatilidad (desviacion estandar): o =1

e Renta agricola: A = $1/m?

e Costo de conversion: C' = $100/m?

e Theta: 6§ = 1.153 (usando la ecuacién (3.47))

El cuadro (A.6) muestra los valores de la opcion W y del precio agricola P® para diferentes valores de la

renta R.

La figura (A.6) muestra graficamente el comportamiento del precio y de la opcioén agricola en funcién

de la renta. Se puede apreciar que las dos curvas son convexas y paralelas entre si.
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VARIACION DE LA OPCION CON LA RENTA
R Alr W Pa
000 1000 000 1000
1.00 10.00 3.54 13.54
200 10.00 788 17.88
3.00 10.00 1258 22 58
400 10.00 1753 2753
500 10.00 2268 3268
500 10.00 27 99 37.00
7.00 10.00 3344 4344
800 10.00 3000 4900
900 10.00 4468 5468
1000 10.00 5045 5045
1100 10.00 56 31 56 21
1200 10.00 5226 7226
1300 10.00 5828 7828
1400 10.00 7437 8437
1500 10.00 8053 0053
16.00 10.00 8676 9678
17.00 10.00 9304 103 04
1800 10.00 0038 100 38
19.00 10.00 10578 11578
2000 10.00 112.22 12222

Table A.6: Variacién del precio y de la opcién agricola con la renta

$/m2 VARIACION DEL PRECIO ¥ LA OPCION CON LA RENTA
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Figure A.6: Variaciéon del precio y de la opcién agricola con la renta
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APENDICE 4: Glosario de términos y de conceptos

e Curva bid-rent [8, 11, 9, 2]: La “bid-rent” es la maxima renta que un potencial usuario ofrece o

estd dispuesto a pagar por una determinada ubicacién.

o Esperanza condicional [4]: Sea X una variable aleatoria en el espacio de probabilidad (€2, F, P),
y sea G una sigma algebra que contiene a F. Entonces, la esperanza condicional de X dada G esta

definida como una variable aleatoria E [X | G] tal que

— E[X | G] es G-medible

— Para cualquier Ae G

/AE[X|g]dP:/AXdP

e Formula de Feynman-Kac [17]: Supongamos que X (t) sigue un proceso estocdstico:

dX (t) = p(t, X (t))dt + o(t, X (t))dB(t)
donde B¥(t) es un movimiento browniano bajo una medida de probabilidad Q. Sea W (X (t),t) una
funcion diferenciable de X (¢) y ¢ supongamos que W (X (¢),t) sigue una ecuacion diferencial parcial dada
por:
e 0*wW

O+ e, X(W) 9 + 506 X(0) Gy

ot X ' 2 —r(X(t), )W (X(t),t) =0

y con condicion de frontera: W (X (T),T). El teorema afirma que tiene la solucion:

T
T

W(X(t),t) = E? e Jo "Xwduyy(x (1) T) | F,

Donde la esperanza condicional es tomada bajo la medida de probabilidad @ que hace el término

estocastico en la primera ecuacién sea un movimiento browniano.

e Movimiento Browniano [4]: Es un proceso estocastico B(t) con valores en R definidos en te[0,00)

tal que
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1. B(0) = 0 casi seguramente;
2. Los caminos muestrales ¢ — B(t) son continuos casi seguramente;

3. Para cualquier sucesion finita de tiempos 0 < t; < to < ... < t, y conjuntos de Borel
Ay, A, CR

P{B(t1)eAq, ..., B(t,)eA,} :/ / p(t1,0,21)p(ta — t1,21,22) ..p (tn — tn1, Tn—1, Ty) dxy...d2y,
A An

donde

1 _ (@—y)?

p(t,x,y) = \/2—7#6 25

definido para cualquier xz,y ¢ R y t > 0 es llamada la densidad de transicion.

e Opcién real [7, 11, 13]: Es el derecho, mas no la obligacién, de asumir una decisiéon de inversion
tal como postergar, abandonar, expandir, ejecutar, o contratar un proyecto de inversién de capital.

A diferencia de la opcién financiera, el activo subyacente es un activo real.

e Precio de equilibrio [16]: Se dice que p* es un precio de equilibrio (Walrasiano) si la funcion
exceso de demanda agregada Z es nula. Para asegurar la existencia de un vector de precios p* se

deben cumplir las siguientes cinco propiedades:

— Z(p) es continua
— Va > 0; Z(ap) = Z(p)

— pZ(p) =0
— 3s > 0tal que Vp e R mini—y, . 1 Z1(p") = +o0

— Si p" — p # 0 con p; = 0 para cierto I': max; Z;(p") — +00
e Precio de la tierra agricola [5]: En economia urbana, es el precio de equilibrio que se da para la

tierra rural, aquella que esta fuera de los limites urbanos.

e Precio de la tierra urbana [5]: En economia urbana, es el precio de equilibrio que se da para la
tierra desarrollada (con habilitacion urbana: redes de servicios de agua, alcantarillado, electricidad,

etc.), aquella que esta dentro de la ciudad.

e Prima de crecimiento [5, 6]: Es el componente del precio de la tierra (urbana o agricola) que

equivale al valor de los futuros incrementos de renta que resultan del crecimiento de la ciudad.
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e Prima de incertidumbre [6]: Es el componente del precio de la tierra (urbana o agricola) que
cuantifica el riesgo que se genera debido a la incertidumbre de la inversién en la conversion de la

tierra de agricola a urbana. Es llamada también “prima de irreversibilidad”.

e Propiedad de Markov [4]: Sea S un conjunto contable finito y (£, F, P) un espacio de probabil-
idad. Una sucesion S-valuada de variables aleatorias X,,, n € N es llamada una cadena de Markov

S-valuada si para todo neNy se S

P(Xn+1 =S | Xo,...,Xn) = P(Xn+1 =S | Xn)

La propiedad anterior se llama Propiedad de Markov de la cadena X,,. Se dice que una cadena de

Markov no tiene memoria porque los estadops futuros dependen sélo del presente, no del pasado.

e Renta de la tierra [18]: Segun David Ricardo, la renta es la porcion del producto de la tierra que
se paga a su dueno por el uso de las fuerzas originarias e indestructibles del suelo (por el uso de las
fuerzas productivas tales como cultivar, cosechar, etc.). Debido a que la tierra no es ilimitada y que
su calidad no es uniforme es la razén de que se pague renta por el uso de ella. La renta agricola es la
diferencia en el producto que se obtiene, empleando dos cantidades iguales de capital y de trabajo.
Este concepto de renta diferencial es el que se emplea en la economia urbana y la renta dentro de

la ciudad esta dada por la diferencia en los terrenos que tienen ubicaciones distintas.

e Teorema de Radon-Nikodyn [4]: Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea G una sigma
algebra contenida en F. Entonces, para cualquier variable aleatoria X existe una variable aleatoria

Y que es G-medible, tal que:

/XdP:/YdP
A A

Para cada AeG

e Tiempo de parada [4]: Una variable aleatoria 7 con valores en el conjunto {1,2,...}Ucc es llamada

tiempo de parada (con respecto a la filtracion F,,) si para cadan = 1,2, ...

{r=n}eF,
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e TIR [7]: La Tasa Interna de Retorno es un indicador multi periodo que permite medir el retorno de
una inversion. La T'TR equivale a la tasa de descuento que hace el VAN nulo. Se usa para medir la

bondad de una inversién: un proyecto rentable tiene una 7'I R no menor que la tasa de descuento.

e VAN [7]: El Valor Actual Neto es un indicador que permite calcular el valor presente de los flujos
de caja futuros que se originan por una inversién. Equivale a la suma de dichos flujos de caja
descontados a una tasa de descuento. Se usa para medir la bondad de una inversién: un proyecto

rentable tiene un VAN no negativo.

En tiempo discreto:

F F F
1+ K (1+K) (1+K)
En tiempo continuo:
N
VAN = F(r)e "0 Vdr

Donde:

F;: Flujo en el tiempo 4

K: tasa de descuento

N: numero de periodos o tiempo final

F(7): flujo en tiempo continuo en funcién del tiempo
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