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RESUMEN 
 

El presente trabajo de tesis tiene por objetivo desarrollar un modelo conceptual 

de un sistema de transmisión por engranajes (sistema ramificado) para 

determinar sus frecuencias naturales y modos de vibración torsional, así como, 

analizar la respuesta del sistema a una fuerza impulsiva sinusoidal que simula 

la etapa de arranque (régimen transitorio).  

 

En el primer capítulo se establece el fundamento teórico de las vibraciones 

torsionales y se describe la fenomenología que se produce durante la etapa de 

arranque.  

 

En el segundo capítulo se desarrolla el modelo conceptual del mecanismo de 

transmisión, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento 

empleando las ecuaciones de Lagrange  y se seleccionan los parámetros del 

mecanismo de modo que las frecuencias torsionales se encuentren en una 

gama que permitan realizar el análisis modal y el análisis bajo régimen 

transitorio. 

 

En el tercer capítulo se evalúa inicialmente el sistema torsional de un grado de 

libertad; se analiza el comportamiento de la frecuencia natural, la razón de 

duración del pulso y la respuesta del sistema cuando variamos los parámetros 

del sistema torsional. 

Para el sistema de tres grados de libertad se definieron seis casos de análisis, 

cada caso considera la variación de uno de los parámetros del sistema y se 

procede a analizar  el comportamiento de las frecuencias naturales, modos de 

vibración torsional y respuesta del sistema bajo régimen transitorio. Para 

obtener las curvas características se elaboraron algoritmos de cálculo en 

MatLab. 

Finalmente, se procedió a analizar el sistema equivalente de tres grados de 

libertad por el  Método de los Elementos Finitos para obtener las frecuencias 

naturales de vibración torsional principalmente. La simulación se realizó en la 

plataforma CAD-CAE de Solidworks. 
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Planteamiento y Justificación del tema 
 
 
Las vibraciones torsionales en ejes y árboles constituyen un amplio campo de 

estudio e investigación que debe ser tomado en cuenta por nuestra industria, 

ya que muchas veces, como consecuencia de este fenómeno, surgen 

problemas en las máquinas rotativas. En efecto, las vibraciones torsionales son 

probablemente una de las causas más comunes de falla y rotura de los dientes 

en engranajes y también son identificadas como causa de falla por fatiga en 

ejes rotatorios. 

 

La medición de las vibraciones torsionales no suele ser una tarea que 

comúnmente se lleve a cabo  en las máquinas rotativas o que se incluya en los 

programas de mantenimiento preventivo, debido a la dificultad de poder 

realizarla y al poco conocimiento del tema. 
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Las predicciones tempranas de las características torsionales de un sistema 

reducen eficientemente los costos si los resultados de los análisis se utilizan 

adecuadamente. Esto puede ser efectuado estudiando los resultados e 

incorporando los cambios durante la etapa de diseño, algo que, si se realiza 

durante la prueba final del producto, demanda mayor tiempo y elevados costos. 

 

Una manera eficiente para tener una comprensión básica de las frecuencias 

naturales y modos de vibración torsional, así como de los fenómenos que se 

producen cuando los ejes son excitados por medio de fuerzas impulsivas es 

desarrollar un modelo conceptual del sistema dinámico. 

Es por ello que el presente trabajo está orientado a desarrollar el modelo 

conceptual de un sistema de transmisión por engranajes para determinar y 

analizar sus frecuencias naturales, modos de vibración torsional, y la respuesta 

del sistema a una fuerza impulsiva sinusoidal que simula la etapa de arranque 

(start-up). 

 

Objetivos  
 
Objetivo General: 
Analizar las vibraciones torsionales bajo régimen transitorio (etapa de 

arranque) en un mecanismo de transmisión por engranajes. 

 

Objetivos específicos: 

• Determinar las frecuencias naturales y modos de vibración torsional del 

sistema. 

• Determinar la respuesta del sistema a una fuerza impulsiva sinusoidal 

que simula la etapa de arranque (start-up). 
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Explicación del método de trabajo 
 
Para el desarrollo del presente trabajo inicialmente se estudiará el fenómeno de 

las vibraciones torsionales. 

 

Se procederá a desarrollar el modelo conceptual del mecanismo de transmisión 

por engranajes.  

 

Se determinarán las frecuencias naturales y modos de vibración torsional, 

asimismo, se determinará la respuesta del sistema bajo la acción de una fuerza 

impulsiva sinusoidal que simula la etapa de arranque. 

 

Finalmente se llegará a las conclusiones y se proporcionarán las 

recomendaciones correspondientes. 

 

 

Limitaciones 

El presente estudio tiene las siguientes limitaciones: 

• No se estudiarán las vibraciones por flexión y axial al eje (vibraciones 

longitudinales). 

• No se evalúa el amortiguamiento del sistema 

• No se realizan ensayos experimentales 

No se realiza análisis de vibraciones en engranajes 
 
 
 
Material, Equipo e instrumentos a usar 
 
1. Una computadora Core Duo 2.4GHz; 2Gb de RAM con sistema operativo 

Microsoft Windows XP Profesional. 

2. Software de simulación por computadora: SolidWorks 2009, CosmosWorks 

2009, MATLAB R2008b. 
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INTRODUCCION 
 

Todos los elementos de máquinas que giran experimentan vibraciones 

torsionales hasta un cierto grado, las cuales se producen en el arranque, 

paradas y operación continua de la máquina. A consecuencia de la vibración 

torsional surgen problemas frecuentes que se presentan en las máquinas 

rotativas como la torcedura de ejes por acción de los modos torsionales y en 

algunos casos llegando hasta la rotura del eje por consecuencia de la fatiga 

producida en los mismos.  

Una manera eficiente para tener una comprensión básica de las frecuencias 

naturales y modos de vibración torsional, así como de los fenómenos que se 

producen cuando los ejes son excitados por medio de fuerzas impulsivas es 

desarrollar un modelo conceptual del sistema dinámico. Es por ello que el 

presente trabajo está orientado a desarrollar el modelo conceptual de un 

sistema de transmisión por engranajes para determinar y analizar sus 

frecuencias naturales, modos de vibración torsional, y la respuesta del sistema 

a una fuerza impulsiva sinusoidal que simula la etapa de arranque. 

 

Básicamente, un análisis de vibración torsional tiene como objetivos generales 

[4]: 

 

1. Determinar las frecuencias naturales torsionales del sistema. 

2. Evaluar el comportamiento de las frecuencias naturales y los modos de 
vibración al cambiar los parámetros de diseño. 

3. Determinar las amplitudes de vibración y el esfuerzo de torsión máximo 
bajo excitación torsional en estado estacionario. 

4. Determinar el torque dinámico y las cargas en los dientes de engranajes 
bajo régimen transitorio. 

5. Evaluar la estabilidad torsional del tren de accionamiento con un control 
automático de velocidad. 
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CAPITULO 1 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

 

1.1  VIBRACION TORSIONAL 
 

1.1.1 DEFINICION 
 
La vibración torsional es el movimiento angular oscilatorio en uno o más grados 

de libertad angular, alrededor de una posición de equilibrio.  

Todos los elementos de máquinas que giran experimentan vibraciones 

torsionales hasta un cierto grado, las cuales se manifiestan en el arranque, 

paradas, y  operación a velocidades variables. Conviene señalar,  que así 

como las vibraciones laterales de ejes son percibidas fácilmente, ya que 

producen ruido y fuerte vibración en los soportes, no ocurre lo mismo con las 

vibraciones torsionales,  que superpuestas al movimiento de rotación del eje  

sin excitar estructuras adyacentes, no son notadas hasta producirse la falla del 

sistema. 

La vibración torsional excesiva puede tener como consecuencias: torceduras 

en ejes o árboles, fallas en los acoplamientos, elevados niveles de ruido en 

engranajes, falla en dientes de engranajes, aflojamiento del bobinado de un 

motor eléctrico.  

 

1.1.2 FRECUENCIAS NATURALES 

Cuando un sistema no amortiguado está vibrando libremente y no se requiere 

ninguna fuerza, torque o momento externo para mantener la vibración, se dice 

que esta vibrando a una de sus frecuencias naturales. 
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Un sistema eje-rotor posee un número de frecuencias naturales discretas de 

vibración por torsión (también existe vibración por flexión) y asociado a cada 

frecuencia natural existe un modo de vibración, el cual representa una 

distorsión geométrica del eje en el instante de máxima deformación durante la 

vibración. 

Holzer propuso un método de cálculo para determinar las frecuencias naturales 

y formas modales de sistemas torsionales, suponiendo una frecuencia natural y  

asignando inicialmente una amplitud unitaria en un extremo del sistema se 

calcula progresivamente el torque y el desplazamiento angular en el otro 

extremo. Las frecuencias que resulten en torque externo cero o condiciones de 

borde compatibles en el otro extremo, serán las frecuencias naturales 

torsionales del sistema. Los desplazamientos angulares ߠ௜  correspondientes a 

estas frecuencias naturales son las formas modales. 

 

1.1.3 OSCILACION SINCRONA Y ASINCRONA 
 
 
El desbalance es una de las fuentes más comunes de oscilación en un eje 

rotatorio, el cual producirá una oscilación síncrona con la velocidad del eje; 

pero no todas las oscilaciones son síncronas y los problemas más destructivos 

involucran oscilaciones asíncronas. La figura 1.1  muestra una vista de un rotor  

(eje y disco) oscilando y describe la diferencia esencial entre los dos tipos de 

movimiento; el elemento sombreado representa la masa desbalanceada. 

En la figura 1.1a, la razón de cambio del ángulo ߶ respecto al tiempo ሺ߶ሶ ሻ es la 

velocidad de oscilación. El ángulo β permanece constante, entonces la 

velocidad de oscilación y la del eje son iguales (oscilación síncrona). De esta 
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manera el desbalance ܷ del rotor está adelantado respecto al vector de 

oscilación ܸ por el ángulo constante ߚ.  

En la figura 1.1b, la razón de cambio del ángulo ߚ respecto al tiempo ሺߚሶሻ es la 

velocidad de rotación del rotor relativa al vector de oscilación ܸ; así la velocidad 

del eje es la suma de ߶ሶ   y ߚሶ , en este caso la velocidad de oscilación y la del eje 

no son iguales (oscilación asíncrona). 

 

 

 
 
 
   (a)                 (b) 
 

Fig. 1.1.  (a) Oscilación síncrona.  (b) Oscilación asíncrona.   [4] 
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1.2 EJE CON VARIOS DISCOS (INERCIAS) 

1.2.1 MODELO CONCEPTUAL  DE UN SISTEMA TORSIONAL 
 

A diferencia de la vibración lateral que se desarrolla en un plano transversal al 

eje de rotación, la vibración torsional se presenta en planos de rotación a los 

ejes de giro de las máquinas rotativas; los elementos que intervienen en su 

análisis se presentan según el diagrama de cuerpo libre de la figura 1.2, en el 

cual se considera las inercias polares de los discos y la rigidez torsional de las 

secciones de eje según sea el caso. Cabe mencionar que para el análisis en 

máquinas rotativas la función que desempeñan los apoyos no influye en la 

vibración torsional, pues la acción que puedan generar se manifiestan en 

planos transversales. 

 

En la figura 1.2 se muestra el modelo de un sistema de parámetros agrupados,  

se aprecia que todas las inercias rotatorias son concentradas en ܰ discos 

discretos, cada uno con su respectiva masa, y momento de inercia polar ܫ௣೙.  

Por ejemplo ܫ௣భ puede representar a un motor, ܫ௣మ una caja reductora de 

velocidades, ܫ௣య  un compresor, etc. Los discos están conectados por medio de 

secciones de ejes elásticas, estas secciones pueden ser llamados resortes 

torsionales de rigidez ݇௡, los resortes representan la flexibilidad  torsional de los 

ejes y acoplamientos. 
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Fig. 1.2. Parámetros generales de vibración torsional  [7] 
 

 

La inercia de cada sección del eje es usualmente dividida en partes iguales y 

concentradas dentro de los discos a cada extremo de la sección. La rigidez 

torsional de la sección de un eje está dada por: 

                                                                                                         

                                                       ݇௡ ൌ
ܩ௣೙ܫ

݈௡
                                                                 ሺ1.1ሻ 

                                

Donde: 

௣೙ܫ ,௣೙:  Momento de inercia polarܫ ൌ గௗ೙
మ

ଷଶ
 

 .Módulo de corte   : ܩ

݈௡  :   Longitud de sección del eje. 

݀௡ :   Diámetro de sección del eje. 
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El concepto de estación es introducido para representar a un elemento de 

inercia con su respectivo elemento flexible; esto quiere decir que una estación 

se compone de un disco (elemento – momento de inercia polar) y el eje elástico 

contiguo (elemento-eje). Usualmente las porciones con forma de discos de 

grandes diámetros son representados en el modelo por un elemento masa y las 

porciones con forma de ejes esbeltos son representados por elementos eje; 

pero en realidad un eje de longitud apreciable puede ser dividido en un número 

adecuado de estaciones para poder obtener mejores resultados. La figura 1.3 

muestra la ݊ -ésima estación que consiste en una inercia conectada a la rigidez 

del eje. 

En el análisis de vibración torsional el número de estaciones ܰ debe ser como 

mínimo uno más que el número de frecuencias naturales a calcular. 

Para representar la disipación de la energía vibratoria, se incorporan en el 

modelo amortiguadores viscosos, las características viscosas producen torques 

opuestos y linealmente proporcional a la velocidad angular del amortiguador. 

Los amortiguadores son denotados por ܥ௡ y representan la energía disipada en 

el movimiento torsional relativo a los ejes y acoplamientos;  los amortiguadores 

denotados por ܤ௡ representan la energía disipada por los soportes. El propósito 

de agrupar los parámetros en estaciones discretas es describir 

matemáticamente la dinámica de cada inercia por una ecuación diferencial 

ordinaria, evitando las ecuaciones en derivadas parciales más complejas 

requeridas para el modelo de masas distribuidas. 
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Fig. 1.3. Modelo de una estación  [4] 
 
 

 
Si ߠ௡  es el desplazamiento angular de la ݊ -ésima inercia, el sistema tiene ܰ 

grados de libertad que se puede describir por ܰ coordenadas generalizadas  

ሺ1 ൑ ݊ ൑ ܰሻ; el movimiento del eje-rotor es entonces modelado por ܰ 

ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes. 

La ecuación diferencial puede ser deducida de las leyes de Newton, o por 

medio de las ecuaciones de Lagrange, estas últimas son generalmente usadas 

para el análisis de ejes rotativos. 

Cada coordenada tendrá un movimiento ߠ௡ሺݐሻ que satisface las ecuaciones de 

Lagrange: 

 

                                      
݀
ݐ݀ ቆ

ܮ߲
ሶ௡ߠ߲

ቇ െ
ܮ߲

௡ߠ߲
ൌ ܳ௡           1 ൑ ݊ ൑ ܰ                                       ሺ1.2ሻ  

                                                

Donde: 

ܮ ൌ ܧ െ ܷ;  Función de Lagrange 

 Energía cinética del sistema = ܧ
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ܷ = Energía potencial del sistema 

ܳ௡= Torque no conservativo en la ݊ ésima coordenada 

 

La función de Lagrange, es escrita en términos de  ߠ௡  y  ߠሶ௡ en orden de las 

derivadas de la ecuación ሺ1.2ሻ.  

La energía cinética ܧ es la suma de    
ଵ
ଶ

 ,ሶ௡ଶ  alrededor de todas las inerciasߠ௣೙ܫ

entonces 

                   

ܧ ൌ
1
2 ෍ ሶ௡ଶ                                                         ሺ1.3ሻߠ௣೙ܫ

ே

௡ୀଵ

 

 

 

La energía potencial ܷ es la suma de la energía de todos los resortes 

torsionales 

       

 ܷ ൌ
1
2 ෍ ݇௡ሺߠ௡ െ ௡ାଵሻଶߠ

ேିଵ

௡ୀଵ

                                                   ሺ1.4ሻ 

    

El torque no conservativo es obtenido mediante el principio del trabajo virtual 

 por la relación existente del torque de amortiguamiento, torque de ,ܹߜ

arranque  ௦ܶ௧ሺݐሻ y por el torque de carga, esto es    
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ܹߜ                                                              ൌ ෍ ܳ௡ߠߜ௡                                                         ሺ1.5ሻ
ே

௡ୀଵ

 

                 

Donde: 

                                        ܳଵ ൌ ௦ܶ௧ሺݐሻ െ ሶଵߠଵܤ െ ሶଵߠଵ൫ܥ െ   ሶଶ൯                             ሺ1.6ሻߠ

     

          ܳ௡ ൌ ௡ܶሺݐሻ െ ෍ൣܤ௡ߠሶ௡ ൅ ሶ௡ߠ௡൫ܥ െ ሶ௡ାଵ൯ߠ െ ሶ௡ିଵߠ௡ିଵ൫ܥ െ ሶ௡൯൧ߠ
ேିଵ

௡ୀଶ

              ሺ1.7ሻ 

         

   ܳே ൌ ேܶሺݐሻ െ ሶேߠேܤ ൅ ேܤ
ᇱ ሶேหߠሶேหߠ െ ሶேିଵߠேିଵ൫ܥ െ  ሶே൯                              ሺ1.8ሻߠ

 

El término ܤே
ᇱ   en la ecuación ሺ1.8ሻ representa el torque de carga. Sustituyendo 

en la función  de Lagrange las ecuaciones ሺ1.3ሻ, ሺ1.4ሻ y el torque no 

conservativo ܳ௡ mediante las ecuaciones ሺ1.6ሻ, ሺ1.7ሻ, ሺ1.8ሻ en la ecuación ሺ1.2ሻ  

resultan las  ܰ ecuaciones diferenciales de movimiento: 

 

ሷଵߠ௣భܫ      ൅ ሶଵߠଵܤ ൅ ሶଵߠଵ൫ܥ െ ሶଶ൯ߠ ൅ ݇ଵሺߠଵ െ ଶሻߠ ൌ ௦ܶ௧ሺݐሻ                               ሺ1.9ሻ  

donde:  ݊ ൌ 1;                                

                                                           

ሷ௡ߠ௣೙ܫ   ൅ ሶ௡ߠ௡ܤ ൅ ሶ௡ߠ௡൫ܥ െ ሶ௡ାଵ൯ߠ ൅ ሶ௡ߠ௡ିଵ൫ܥ െ ሶ௡ିଵ൯ߠ ൅ ݇௡ሺߠ௡ െ ௡ାଵሻߠ   

൅ ݇௡ିଵሺߠ௡ െ ௡ିଵሻߠ ൌ ௡ܶሺݐሻ                                                      ሺ1.10ሻ  

donde: ݊ ൌ 2,3, … , ܰ െ 1                                            
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ሷேߠ௣ಿܫ ൅ ሶேߠேܤ ൅ ሶேߠேିଵ൫ܥ െ ሶேିଵ൯ߠ ൅ ݇ேିଵሺߠே െ ேିଵሻߠ ൌ           

                െܤே
ᇱ หsin ሶேหߠ ൅ ௡ܶሺݐሻ                                                                               ሺ1.11ሻ 

donde:  ݊ ൌ ܰ;                                                                                      

 

Si en el sistema de transmisión se presentan reductores o multiplicadores de 

velocidad (engranajes) tenemos: 

 

௣೙ܫ ൌ ௧ݎ
ଶܫ௣೙ 

ᇱ                                                               ሺ1.12ሻ 

 

݇௡ ൌ ௧ݎ
ଶ݇௡

ᇱ                                                                 ሺ1.13ሻ 

 

Donde: 

 ௧:   Relación de transmisiónݎ

௣೙ܫ
ᇱ : Inercia resultante en la estación ݊ 

 ௣೙: Inercia efectivaܫ

݇௡
ᇱ : Rigidez resultante en la estación ݊ 

݇௡: Rigidez efectiva 

 

 

1.2.2  ANALISIS DE AUTO-VALORES 

Usualmente el objetivo más importante en el análisis de vibración torsional es 

la determinación de las frecuencias naturales y sus modos de vibración 

torsional. En términos matemáticos estos son llamados auto-valores y auto-

vectores respectivamente. 
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Las frecuencias naturales del modelo ilustrado en la figura 1.2  son las partes 

imaginarias de los auto-valores de las ecuaciones diferenciales  de movimiento. 

Las ecuaciones diferenciales son linealizadas tomando el torque inicial 

௦ܶ௧ሺݐሻ ൌ ሶ௡ߠ como una constante, y los valores כܶ ൌ ߗ ൅ ߳ሶ௡, donde ߗ es la 

velocidad del eje en estado estable y ߳ሶ௡ es una pequeña perturbación angular 

de la velocidad en la estación ݊. Con estas sustituciones, las ecuaciones 

linealizadas resultan tener la misma forma de la ecuación ሺ1.11ሻ, excepto 

haciendo cero el lado derecho de la ecuación (cancelando los torques de 

carga) y con todos los valores de ߠ௡ reemplazados por ߳௡. Es típico, sin 

embargo, escribir ߳௡  como ߠ௡ , quedando claro que éstas son las pequeñas 

oscilaciones fuera del ángulo ݐߗ del estado estable de cada estación. Las 

ecuaciones resultantes no solo son lineales sino también pueden caracterizarse 

como ecuaciones diferenciales homogéneas, de segundo orden y con 

coeficientes constantes. La solución de todas estas ecuaciones  es de la forma 

 

ሻݐ௡ሺߠ                                                            ൌ ܽ௡ܿݏ݋൫ ௝߱ݐ൯                                                   ሺ1.14ሻ    

 

Donde തܽ௡ es la amplitud de oscilación de la ݊ –ésima estación y ݏ es el auto-

valor y ݊ ൌ 1,2, … , ܰ 

 

1.2.3  SISTEMA TORSIONAL SIN AMORTIGUAMIENTO 

Si no consideramos amortiguamiento ሺܤ௡ ൌ ௡ܥ ൌ 0;   ݊ ൌ 1,2, … , ܰሻ, las 

ecuaciones ሺ1.9ሻ  ݕ  ሺ1.11ሻ  tienen ܰ െ 1 autovalores imaginarios distintos de 

cero; ௝ܵ ൌ േ ݅ ௝߱ ; ݆ ൌ 1,2, … , ܰ െ 1 ; que son las frecuencias naturales del 
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sistema torsional. De la ecuación ሺ1.14ሻ, la solución para la vibración libre de la 

݊ –ésima estación es como sigue 

 

ሻݐ௡ሺߠ ൌ ܽ௡ܿݏ݋൫ ௝߱ݐ൯                                              ሺ1.15ሻ  

                    

Donde ܽ௡ es la amplitud real. Entre los procedimientos más conocidos para 

estos cálculos figuran el método de Holzer, método de la Matriz de 

Transferencia, método de Stodola (llamado también iteración de matrices).  

 

1.2.4  SISTEMA TORSIONAL CON AMORTIGUAMIENTO 

Si consideramos amortiguamiento, los auto-valores serán números complejos; 

                      

                    ௝ܵ ൌ ௝ േߣ  ݅ ௝߱       ݅ ൌ √െ1 ;    ݆ ൌ 1,2, … , ܰ െ 1                          ሺ1.16ሻ 

 

 

La solución de la ecuación ሺ1.14ሻ puede ser escrita como  

 

ሻݐ௡ሺߠ                               ൌ ෍ ܽ௡௝݁ఒೕ௧ cos൫ ௝߱ݐ െ    ௡௝൯ߚ
ேିଵ

௝ୀଵ

                                             ሺ1.17ሻ 

 

Donde ܽ௡௝ es la amplitud real de la estación ݊ con frecuencia ௝߱ y ߚ௡௝ es el 

ángulo de fase. De la ecuación ሺ1.16ሻ se puede deducir que las ܰ െ 1      

frecuencias naturales no nulas son dadas por la parte imaginaria de los auto-

valores, y el signo de la parte real ߣ௝  determina en la vibración libre, dada por 
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la ecuación ሺ1.17ሻ, un incremento para un proceso inestable o descenso para 

un sistema estable. La vibración torsional del eje-rotor modelado en las 

ecuaciones ሺ1.9ሻ  a ሺ1.11ሻ, será siempre estable cuando ߣ௝ ൏ 0, para todo ݆.  

 

 

Fig. 1.4. Modelo de un sistema con amortiguamiento [4] 

 

Cuando el proceso es inestable existen controladores de velocidad angular 

aplicados al torque inducido ܶሺݐሻ para llegar a la estabilidad del sistema. En las 

figuras 1.5 y 1.6 se describe el funcionamiento de un controlador de velocidad 

angular. Básicamente,  una señal (velocidad) ߱௘ es comparada con una 

velocidad ߱௣ pre-establecida y el error se retroalimenta para cambiar el flujo del 

combustible como sea necesario. 

 



15 
 

 

Fig. 1.5. Esquema de retroalimentación para control de velocidad de una 
turbina  [4] 

 
 
 

 
 

Fig. 1.6. Esquema del controlador de velocidad  [4] 
 

 

En un helicóptero, por ejemplo, el controlador automático de velocidad indica al 

piloto la señal de mantener la velocidad constante del motor durante los 

cambios de condiciones de carga y de vuelo. 

Un problema particular  que se presenta en los programas de desarrollo de 

helicópteros es el de mantener la estabilidad torsional del motor y del tren 
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motriz mientras se proporciona una respuesta suficientemente rápida a las 

demandas para los cambios de velocidad. 

La figura 1.7 muestra  el esquema de funcionamiento. Los principales 

elementos del sistema son: El generador de gas (el cual produce el torque ௘ܶ ), 

el tren motriz y el controlador de velocidad. El tren motriz es un sistema 

torsional de tres inercias (turbina, caja de engranajes, hélice) y tiene dos 

frecuencias naturales diferentes de cero. La rigidez torsional del eje 2 de la 

hélice es reducida grandemente por el cociente del cuadrado de la relación de 

transmisión, típicamente 80:1, lo cual produce bajas frecuencias naturales. 

 

 

Fig. 1.7. Esquema del tren motor de un helicóptero  [4] 
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1.3 REGIMEN TRANSITORIO 

La energía total de un sistema, cualquiera que éste sea: mecánico, eléctrico, 

electromecánico, etc., no puede variar bruscamente, no es posible pasar de 

una forma de energía a otra forma de energía instantáneamente. 

Este principio, en los circuitos eléctricos, se expresa diciendo que no es posible 

pasar de un estado de régimen permanente a otro estado de régimen no 

permanente de una manera instantánea o discontinua. 

Un régimen transitorio eléctrico o mecánico puede ser aperiódico u oscilante. 

Es aperiódico cuando los parámetros que definen el estado de un sistema 

están sujetos a variaciones unidireccionales que se superponen al régimen 

permanente final. Y es oscilante cuando tales variaciones son periódicas, 

asimismo, superpuestas al régimen final. En general, tanto en un régimen 

permanente o transitorio si la causa que dio origen al mismo, cesa o se 

estabiliza, las variaciones terminan por amortiguarse, quedando al final 

únicamente el nuevo régimen permanente. 

Como sea que el tiempo de duración de un régimen transitorio no queda 

generalmente bien definido, pues en teoría es infinito, se acepta que ha 

terminado cuando las variaciones en el tiempo de los parámetros afectados no 

son ya medibles. 

En los sistemas electromecánicos, los regímenes transitorios eléctricos están 

asociados con circuitos eléctricos conteniendo inductancias y capacitancias, y 

los regímenes transitorios mecánicos con elementos mecánicos dotados de 

inercia y rigidez. 

El cierre o apertura de un circuito, la etapa de arranque de un motor o el 

cambio de carga del mismo, cualquier variación brusca de la resistencia, la 
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autoinducción, son causa de perturbaciones  eléctricas o mecánicas, origen de 

un régimen transitorio. 

 

1.3.1  ETAPA DE ARRANQUE  

A continuación se describe la etapa de arranque de un motor síncrono, ya que 

es precisamente en los sistemas accionados por estos motores en donde se 

producen vibraciones torsionales muy importantes a analizar (figura 1.8). 

 

 

Fig. 1.8. Vibraciones torsionales excitadas por el arranque de un motor  

                    síncrono [4] 
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Los motores síncronos de polos salientes son puestos en marcha como 

motores de inducción, con el campo cortocircuitado o descargado a través de 

un resistor, esto produce un esfuerzo de torsión pulsante durante el arranque, 

con una frecuencia de excitación igual al doble de la frecuencia de 

deslizamiento del motor. 

Si consideramos que la frecuencia de la línea es 60 Hz, la excitación comienza 

a 120 Hz, la cual decrece linealmente hasta cero cuando el motor alcanza la 

velocidad de sincronismo ( figuras 1.9 y 1.10). Cualquier frecuencia natural que 

se encuentre dentro de este rango será excitada durante la etapa de arranque 

(figura 1.11). 

 

Fig. 1.9. Frecuencia pulsante de una máquina síncrona [7] 

 

Fig. 1.10. Frecuencia arbitraria como una función de la velocidad del rotor [7] 
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Fig. 1.11. Diagrama de Campbell [7] 

 

El esfuerzo de torsión pulsante puede ser  lo bastante alto como para  exceder 

el límite de resistencia torsional del eje. Por esta razón, las tensiones 

transitorias se deben calcular y comparar con la tensión del límite de 

resistencia. No es necesario que las tensiones transitorias sean menores  que 

la tensión del límite de resistencia; sin embargo, las tensiones deben ser 

suficientemente bajas como para  permitir un número aceptable de arranques. 

 

 

1.3.2 VIBRACIONES TORSIONALES EN ETAPA  DE ARRANQUE  

Ran, Yacamini y Smith citan en su trabajo de investigación [6] las mediciones 

de las vibraciones torsionales realizadas en el laboratorio con un modelo 

experimental (figura 1.12). Este experimento nos ilustra la fenomenología que 

se produce durante el régimen transitorio. 
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Fig. 1.12. Esquema experimental del sistema torsional [6] 

 

El rotor del motor de inducción ܯଵ impulsa por medio de un eje a la carga ܯଶ, 

en este caso ܯଶ ൐  ଵ yܯ) ଵ. El eje está conectado directamente a las inerciasܯ

 .ଶሻ, y no se le ha montado un acople intermedioܯ

En la figura  1.12,  ௘ܶ es el torque en el entrehierro,  ௖ܶ es el torque de acople 

entre las dos inercias a través del eje, ௅ܶ y ௙ܶ representan el torque de carga y 

el torque de amortiguamiento debido a la fricción del aire. 

El primer experimento en el laboratorio fue diseñado para determinar el grado 

de amortiguamiento presente en el sistema mecánico cuando los rotores del 

motor y de la carga fueron sometidos a un estado de vibración torsional libre, 

para ello una palanca corta de masa despreciable fue acoplada al extremo del 

eje del motor y golpeada con un martillo, esto es equivalente a someter al 

sistema a una función impulso. 

Para efectuar las mediciones se emplearon strain gauges y los resultados se 

muestran en la figura 1.13; se observa que hay un pequeño amortiguamiento 
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presente y después de cuatro segundos el torque oscilatorio se ha reducido 

alrededor del 50% de su valor inicial.  

Cabe indicar que las bobinas eléctricas del motor no fueron energizadas 

durante esta prueba y los fenómenos electromagnéticos no tienen ningún 

efecto sobre el esfuerzo de torsión medio. 

Para fines prácticos el amortiguamiento en sistemas torsionales puede ser 

considerado insignificante. 

  

 

Fig. 1.13. Vibración torsional libre  [6] 

 

Para ilustrar el comportamiento dinámico del sistema torsional en la etapa de 

arranque, el motor fue conectado directamente a una línea de 415 V y 50 Hz., 

la impedancia causa aproximadamente un 10% de caída de voltaje en los 

terminales del motor. 

El torque fue medido empleando los mismos strain gauges y los resultados se 

muestran en las figuras 1.14 y 1.15. El torque nominal del motor es 239 ܰ݉, y 

durante el arranque se eleva a 1750 ܰ݉.  
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Asimismo, la corriente durante el arranque toma un valor de 1375 ܣ  (figura 

1.15).  

 

 

Fig. 1.14. Torque medido durante el arranque [6] 

 

Fig. 1.15. Corriente medida durante el arranque [6] 
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1.3.3  SEÑALES TRANSITORIAS  

Las señales transitorias tienen lugar cuando el sistema es sometido a la acción 

de fuerzas excitadoras que actúan por un breve período de tiempo, estas 

fuerzas provocan vibraciones que tienden a desaparecer un tiempo después 

que cesa la acción de las mismas.  

Entre esas fuerzas excitadoras ocupa un lugar muy importante las de tipo 

impulsivo. 

 
 

1.3.3.1 FUERZAS IMPULSIVAS 

Los sistemas reales pueden estar sometidos a fuerzas excitadoras causantes 

del comportamiento transitorio del mismo.  

Una de las características de las fuerzas impulsivas es que tienen un tiempo de 

duración muy pequeño, pero son de elevada magnitud por lo que le imprimen al 

sistema una velocidad inicial que será proporcional a su masa (inercia) y a su 

amortiguamiento.  

 

 

Fig. 1.16. Representación de la fuerza impulsiva [18] 
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La fuerza impulsiva puede ser representada mediante la segunda ley de 

Newton de acuerdo a: 

 

ሻݐሺܨ                                                          ൌ ݉ܽ ՜ ሻݐሺܨ ൌ ݉ ·
ݒ݀
ݐ݀                                     ሺ1.18ሻ 

 

De donde se puede evaluar el impulso provocado por la fuerza ܨሺݐሻ como 

sigue: 

ܫ                                                                ൌ න ሻݐሺܨ
௧ା∆௧

௧

 ሺ1.19ሻ                                                       ݐ݀

 

De la figura 1.16  se observa que si Δt→0, la fuerza impulsiva tiende a valores 

infinitos para un impulso dado. Si el impulso ܫ es igual a la unidad, entonces la 

fuerza impulsiva será unitaria cuando Δt→0 y tomará las características de una 

función delta ߜሺݐ െ ߬ሻ. 
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1.3.3.2 FUERZA IMPULSIVA SINUSOIDAL 

 

Fig. 1.17. Sistema torsional de un grado de libertad 

 

Las razones para prestar una importante consideración a la respuesta de la 

excitación sinusoidal son: 

 

a) Ocurren en la mayoría de los generadores prácticos 

b) El teorema de Fourier permite extender el caso sinusoidal al caso  

  general de análisis. 

c) La respuesta sinusoidal está relacionada directamente a la   

  respuesta transitoria del sistema, ya que el caso más general es  

  la sinusoidal atenuada exponencialmente. 

 

Las condiciones iniciales son:  ߠሺ0ሻ ൌ ሶሺ0ሻߠ ൌ ሷሺ0ሻߠ ൌ 0 

 

La ecuación de movimiento de un sistema amortiguado puede ser expresado 

de la siguiente forma: 
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donde: 

   

                                                                      ߱ ൌ
ߨ
ଵݐ

                                                                ሺ1.21ሻ 

 

La solución de la ecuación ሺ1.20ሻ se obtiene de la superposición de la solución 

homogénea ߠ௛ሺݐሻ y la solución particular ߠ௣ሺݐሻ, aquí el término de 

amortiguamiento se desprecia. 

 

     
ሻݐሺߠ                                                         ൌ ሻݐ௛ሺߠ ൅  ሻ                                                    ሺ1.22ሻݐ௣ሺߠ

                  
 

ሻݐሺߠ                                ൌ ݐ௡߱ݏ݋ܿܣ ൅ ݐ௡߱݊݅ݏܤ ൅ ቈ ௡ܶ

݇ െ ௣߱ଶ቉ܫ  ሺ1.23ሻ                          ݐ߱݊݅ݏ

 

 

donde  ܣ y ܤ son constantes y  ߱௡   es la frecuencia natural del sistema 

 

                                                         ߱௡ ൌ
ߨ2
௡ݐ

ൌ ඨ
݇
௣ܫ

                                                             ሺ1.24ሻ 

                  

 

utilizando  las condiciones iniciales se determinan las constantes ܣ y ܤ: 

 

ܣ                                           ൌ 0   ; ܤ   ൌ െ ௡ܶ߱
߱௡ሺ݇ െ  ௣߱ଶሻ                                               ሺ1.25ሻܫ

 

                                                                                    

 

 



28 
 

Con ello encontramos la solución que toma la siguiente forma: 

 

ሻݐሺߠ                              ൌ
೙்

௞ൗ

ଵିቂ ഘ
ഘ೙

ቃ
మ ቂݐ߱݊݅ݏ െ ఠ

ఠ೙
ቃݐ௡߱݊݅ݏ      0 ൑ ݐ ൑          ଵ                           ሺ1.26ሻݐ

 

 

La ecuación anterior puede ser planteada de la siguiente manera: 

 

                      
ሻݐሺߠ
௘௦௧ߜ

ൌ
1

1 െ ቂ ௡ݐ
ଵݐ2

ቃ
ଶ ൤݊݅ݏ

ݐߨ
ଵݐ

െ
௡ݐ

ଵݐ2
݊݅ݏ

ݐߨ2
௡ݐ

൨           0 ൑ ݐ ൑  ଵ                   ሺ1.27ሻݐ

               

donde:      ߜ௘௦௧ ൌ ೙்
௞

 

 
La solución dada en la ecuación ሺ1.26ሻ es solo valida durante el período de 

aplicación del torque  0 ൑ ݐ ൑  .ଵݐ

Cuando no se aplica el torque  ݐ ൒  ଵ,  entonces la solución se expresa comoݐ

la solución de una vibración libre. 

 

ሻݐሺߠ                                        ൌ ݐ଴߱ݏ݋ܿ′ܣ ൅ ݐ        ݐ଴߱݊݅ݏ′ܤ ൒  ଵ                                   ሺ1.28ሻݐ
         

 
las constantes  ܣ′  y   ܤ′  se determinan de las condiciones iniciales  ߠሺݐ ൌ   ଴ሻݐ

y  ߠሶሺݐ ൌ  ଴ሻ  dadas por la ecuación ሺ1.27ሻ, lo cual nos genera las siguientesݐ

identidades: 

 

ݐሺߠ                         ൌ ଴ሻݐ ൌ ߙ ൤െ
௡ݐ

ଵݐ2
݊݅ݏ

ଵݐߨ2

௡ݐ
൨ ൌ ଵݐ௡߱ݏ݋ܿ′ܣ ൅  ଵ                ሺ1.29ሻݐ௡߱݊݅ݏ′ܤ
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ሶߠ      ሺݐ ൌ ଴ሻݐ ൌ ߙ ൤
െߨ
ଵݐ

െ
ߨ
ଵݐ

ݏ݋ܿ
ଵݐߨ2

௡ݐ
൨ ൌ െ߱௡߱݊݅ݏ′ܣ௡ݐଵ ൅ ߱௡߱ݏ݋ܿ′ܤ௡ݐଵ               ሺ1.30ሻ 

         

 

donde:       ߙ ൌ ఋ೐ೞ೟

ଵିቂ ೟೙
మ೟భ

ቃ
మ 

 
Con las ecuaciones ሺ1.29ሻ y ሺ1.30ሻ  se obtienen finalmente las constantes ܣ′  y   

 ′ܤ
               

ᇱܣ                                                                   ൌ
ߨߙ

߱௡ݐଵ
 ଵ                                               ሺ1.31ሻݐ௡߱݊݅ݏ

   

Ԣܤ                                                          ൌ െ
ߨߙ

1ݐ݊߱
ሾ1 ൅  1ሿ                                      ሺ1.32ሻݐ݊߱ݏ݋ܿ

         
 

Sustituyendo los valores de  ܣᇱ y   ܤᇱ  en la ecuación ሺ1.28ሻ se obtiene la 

respuesta de la vibración libre. 

 

          
ሻݐሺߠ
௘௦௧ߜ

ൌ

௡ݐ ଵݐ
ൗ

2 ቎1 െ ൥ݐ௡
ଵݐ2

ൗ ൩቏

൤ߨ2݊݅ݏ ൤
ଵݐ

௡ݐ
െ

ݐ
௡ݐ

൨ െ ߨ2݊݅ݏ
ݐ

௡ݐ
൨ ݐ            ൐  ଵ               ሺ1.33ሻݐ

          

  
Las ecuaciones ሺ1.27ሻ y ሺ1.33ሻ dan la respuesta en una representación 

adimensional, es decir, 
ఏሺ௧ሻ
ఋ೐ೞ೟

  es expresado en función del término 
௧భ
௧೙

 .  
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De este modo se puede determinar el máximo valor de  
ఏሺ௧ሻ
ఋ೐ೞ೟

  para un valor 

específico de  
௧భ
௧೙

 .   

La respuesta del sistema se muestra en la figura 1.18, se observa que el 

máximo valor de ቀߠሺݐሻ
ݐݏ݁ߜ

ቁ
௠௔௫

؆ 1,75 ocurre para un valor  
௧భ
௧೙

؆ 0,75. 

 

 
Fig. 1.18. Respuesta del sistema a un pulso sinusoidal [17] 

 

 

 

 

1.3.3.3  RESPUESTA TRANSITORIA 

Un choque representa una aplicación súbita de una fuerza u otra forma de 

perturbación, que se traduce en una respuesta transitoria de un sistema. El 

valor máximo de la respuesta es una buena medida de la severidad del choque 

y es, por supuesto, dependiente de las características del sistema. Co el objeto 

de caracterizar todos los tipos de excitaciones de choque, un oscilador no 
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amortiguado de un grado de libertad (sistema masa-resorte) es elegido como 

sistema estándar.  

La respuesta de un sistema a una excitación arbitraria ݂ሺݐሻ es expresada en 

términos de la respuesta al impulso unitario ݄ሺݐሻ definida por la ecuación 

 

ሻݐሺݔ                                    ൌ  න ݂ሺߦሻ
௧

଴

݄ሺݐ െ  ሺ1.34ሻ                                               ߦሻ݀ߦ

               

Para el oscilador no amortiguado de un grado de libertad, tenemos: 

 

                                                    ݄ሺݐሻ ൌ  
1

݉߱௡
sin ߱௡ݐ                                                  ሺ1.35ሻ 

          

La respuesta pico que debe utilizarse en el gráfico de respuesta está dado por 

la ecuación 

 

ሻ௠á௫ݐሺݔ                                        ൌ  ቮ
1

݉߱௡
න ݂ሺߦሻ sin ߱௡ሺݐ െ ߦሻ݀ߦ

௧

଴

ቮ

௠á௫

                      ሺ1.36ሻ 

 

En el caso que el choque es debido al movimiento súbito del punto de apoyo;  

݂ሺݐሻ  es reemplazado por െݕሷሺݐሻ en la ecuación ሺ1.36ሻ. La aceleración del punto 

de soporte está dado por: 

 

ሻ௠á௫ݐሺݖ                                            ൌ  ቮ
െ1
߱௡

න ሻߦሷሺݕ sin ߱௡ሺݐ െ ߦሻ݀ߦ
௧

଴

ቮ

௠á௫

                      ሺ1.37ሻ 
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En la figura 1.19 se representa la respuesta para tres excitaciones diferentes. 

La escala horizontal es igual a  
௧భ
௧೙

  mientras que la escala vertical es un número 

adimensional que es una medida del efecto dinámico sobre la fuerza  aplicada. 

El factor dinámico es generalmente menor que 2. 

 

 

Fig. 1.19. Respuesta transitoria para tres tipos de fuerza impulsiva [2] 
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1.3.3.4 DISEÑO BAJO FUERZAS IMPULSIVAS 

Cuando se aplica una fuerza de corta duración, usualmente de un período 

menor que el período natural de un sistema, se denomina fuerza impulsiva. 

Esta fuerza impulsiva causa un incremento significativo de los 

desplazamientos, velocidades, aceleraciones o también de los esfuerzos de un 

sistema mecánico. 

Aunque la fatiga es una de las mayores causas de falla bajo excitaciones 

armónicas, por lo general este fenómeno no es importante cuando el sistema 

es sometido a cargas impulsivas. El impacto puede ser descrito mediante un 

pulso de impacto, velocidad de impacto o mediante el espectro de respuesta 

impulsiva. Los pulsos de impacto son introducidos como la aplicación súbita de 

fuerzas o desplazamientos en la forma de funciones de tipo rectangular, medio 

seno, triangular o funciones similares (figura 1.20). Un impulso de velocidades 

es causada por un cambio súbito de la velocidad, como consecuencia de dejar 

caer algún cuerpo de una determinada altura. El espectro de respuesta 

impulsiva describe la forma como una máquina o estructura, responde a un 

impacto específico. Diferentes tipos de pulsos impulsivos son usados en 

productos comerciales, industriales o militares. Las especificaciones para 

productos militares se encuentran en las normas MIL-E-5400 Y MIL-STD-810, 

en dichas normas se definen los diferentes tipos de pulsos impulsivos, también 

se dan las pautas y métodos para realizar pruebas experimentales con dichos 

pulsos. 
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Fig. 1.20. Señales impulsivas típicas [17] 

 

 

 

1.3.3.5 ANALISIS DE RESPUESTA PARA FUERZAS IMPULSIVAS 

En la tabla 1.1 se muestra una serie de respuestas típicas para tres pulsos 

simétricos en función de la duración del pulso ݐଵ y el período natural del 

sistema ݐ௡. 

 La importancia del parámetro  ݐଵ ⁄௡ݐ   radica en que es un indicador de la 

duración del pulso tomando como referencia el período natural del sistema. Se 

distinguen tres casos principales dependiendo del valor de  ݐଵ ⁄௡ݐ . 

a) 
௧భ
௧೙

൏ 0,25. En este caso la fuerza impulsiva es de corta duración 

comparada con el período natural del sistema. La respuesta máxima 

ocurrirá después de que la fuerza haya sido aplicada y su amplitud es 

menor que la amplitud de la fuerza impulsiva. Es importante destacar  

que en el caso del pulso rectangular estas características se dan 

aproximadamente para valores de (ݐଵ ⁄௡ݐ ሻ ൏ 0,16 dado que este pulso es 

de una naturaleza distinta porque alcanza su amplitud máxima de 

manera inmediata. 
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b) 
௧భ
௧೙

؆ 1. La respuesta máxima ocurre mientras la fuerza impulsiva es 

aplicada, y su amplitud es mayor. Se dice que la respuesta se amplifica. 

 
 

c) 
௧భ
௧೙

൐ 2. La duración del pulso es mucho mayor comparado con el 

período natural del sistema. A medida que  
௧భ
௧೙

  aumenta, la respuesta se 

aproxima al pulso, de manera que sus amplitudes son muy parecidas. 

Es por esto que la forma del pulso toma mayor importancia y la fuerza 

impulsiva se torna quasiestática. 
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TABLA 1.1  Respuestas típicas de un sistema de un grado de libertad sin  

                        amortiguamiento sujeto a tres diferentes pulsos [16] 
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 CAPITULO 2 
 

PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES 

DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO EN EL  MECANISMO 

DE TRANSMISION 

 

2.1 MODELOS CONCEPTUALES DE SISTEMAS MECANICOS 

El movimiento de elementos mecánicos se puede describir en varias 

dimensiones como traslación, rotación, o sus combinaciones. Las ecuaciones 

que gobiernan el movimiento de sistemas mecánicos están formuladas directa 

o indirectamente mediante la ley del movimiento de Newton. 

El movimiento de rotación de un cuerpo se puede definir como el movimiento 

alrededor de un eje fijo. La extensión de la ley de Newton para el movimiento 

de rotación establece que la suma algebraica de los momentos o pares 

alrededor de un eje fijo es igual al producto de la inercia por la aceleración 

angular alrededor del eje. 

 

                                                                     ෍ ݏܽݖݎ݁ݑ݂ ൌ ߙܫ                                                ሺ2.1ሻ 

       

En donde ܫ denota la inercia y ߙ es la aceleración angular. Las otras variables 

que se usan generalmente para describir el movimiento de rotación son el par 

ܶ, la velocidad angular ߱ y el desplazamiento angular ߠ. Los elementos 

involucrados en el movimiento de rotación son los siguientes: 
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a) Inercia; es la propiedad de un elemento de almacenar energía cinética del 

movimiento de rotación. La inercia de un elemento dado depende de la 

composición geométrica alrededor del eje de rotación y de su densidad. 

La inercia de un disco circular o eje alrededor de su eje geométrico está 

dado por: 

ܫ                                                                   ൌ
1
2  ଶ                                                    ሺ2.2ሻݎ݉

                     

Cuando un par es aplicado a un cuerpo con inercia ܫ, como se presenta 

en la figura 2.1, la ecuación del par se escribe como: 

 

                                      ܶሺݐሻ ൌ ሻݐሺߙܫ ൌ ܫ
݀߱ሺݐሻ

ݐ݀ ൌ ܫ
݀ଶߠሺݐሻ

ଶݐ݀                                 ሺ2.3ሻ 

       

Donde: ߠሺݐሻ es el desplazamiento angular, ߱ሺݐሻ es la velocidad angular, 

y ߙሺݐሻ es la aceleración angular. 

 

 

Fig. 2.1. Sistema par-inercia [13] 

 

b) Resorte torsional, como el caso del resorte lineal para el movimiento de 

traslación, la constante del resorte torsional ݇, en par por unidad de 
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desplazamiento angular, puede representar un eje cuando está sujeto a 

un par aplicado. La figura 2.2 ilustra un sistema par-resorte torsional que 

se puede representar por la ecuación: 

 

                                                                 ܶሺݐሻ ൌ  ሻ                                                 ሺ2.4ሻݐሺߠ݇

             

 

Fig. 2.2. Sistema par-resorte torsional [13] 

 

Si el resorte torsional está pre-cargado por un par  ܶܲ, la ecuación (2.4) 

se modifica a: 

 

                                                              ܶሺݐሻ െ ܶܲ ൌ  ሻ                                       ሺ2.5ሻݐሺߠ݇

               

c) Fricción para movimiento de rotación; los tres tipos de fricción modelados 

para el movimiento de traslación se pueden manejar para el movimiento 

de rotación, de esta forma: 

Fricción viscosa: 

                                                                     ܶሺݐሻ ൌ ܤ
ሻݐሺߠ݀

ݐ݀                                          ሺ2.6ሻ 
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Fricción estática: 

                                                                     ܶሺݐሻ ൌ േሺܨ௦ሻളఏሶ ୀ଴                                    ሺ2.7ሻ 

 

 

Fricción de Coulomb: 

                                                    ܶሺݐሻ ൌ ௖ܨ

ሻݐሺߠ݀
ൗݐ݀

อ݀ߠሺݐሻ
ൗݐ݀ อ

                                                ሺ2.8ሻ 

 

En el caso de sistemas engranados (figura 2.3) la energía de deformación 

correspondiente es: 

                                                                           ܷௗ ൌ ݇௚
ଶߜ

2                                                       ሺ2.9ሻ 

                   

Donde: 

ߜ                                                                      ൌ ܴଵߠଵ െ ܴଶߠଶ                                                ሺ2.10ሻ 

   

                                               ݇௚ : Rigidez de los dientes  

 

Cuando la rigidez es muy alta, los dientes no se deforman, entonces la energía 

de deformación es cero. 

 

                                                                         ܴଵߠଵ െ ܴଶߠଶ ൌ 0                                           ሺ2.11ሻ 
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ଶߠ                                                                              ൌ
ܴଵ

ܴଶ
 ଵ                                                   ሺ2.12ሻߠ

     

 

 

Fig. 2.3. Sistemas engranados [13] 

 

 

2.2 MODELO CONCEPTUAL DEL MECANISMO DE TRANSMISION 

El mecanismo de transmisión a estudiar se muestra en la figura 2.4. El 

mecanismo está conformado por dos ejes paralelos (motor y conducido) 

acoplados por un mecanismo de engranajes (piñón 2 y engranaje 3). Asimismo, 

los ejes motor y conducido, están conectados con la inercia del motor (entrada) 

y la inercia de carga (salida) respectivamente.  

La figura 2.4 representa el modelo conceptual  de un sistema torsional 

conformado por un motor eléctrico ሺܫଵሻ, un multiplicador ሺܫଶ,  ଷሻ, y la carga aܫ

impulsar ሺܫସሻ.    
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Una de las aplicaciones industriales se observa en la figura 2.5, en la cual se  

muestra un compresor impulsado por un motor a través de un mecanismo de 

engranajes. 

 

 

Fig. 2.4. Modelo conceptual del mecanismo de transmisión 

 

 

 

Fig. 2.5. Sistema torsional  Motor – Multiplicador- Compresor [7] 

 

 

 



43 
 

2.2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO 

Sobre el mecanismo de transmisión a estudiar: 

• La fuerza impulsiva, ܶሺݐሻ, actúa sobre el disco 1 ሺܫଵሻ   

• El sistema tiene cuatro grados de libertad torsional ሺߠଵ, ,ଶߠ ,ଷߠ  ସ ሻ, peroߠ

con la relación cinemática ݎଶߠଶ ൌ  ଷ quedaߠ ଷ, el desplazamientoߠଷݎ

definido en función del desplazamiento ߠଶ, reduciéndose de esta manera 

a tres grados de libertad torsional. 

• Los engranajes se modelan como rotores rígidos 

• En la etapa de arranque ሺݐ ൌ 0ሻ las condiciones iniciales de los 

desplazamientos ሺߠଵ, ,ଶߠ ,ଷߠ ,ሶଵߠସ ሻ , velocidades ൫ߠ ,ሶଶߠ ,ሶଷߠ  ሶସ൯, yߠ

aceleraciones ሺߠሷଵ, ,ሷଶߠ ,ሷଷߠ  .ሷସሻ son iguales a ceroߠ

• El sistema considerado es un sistema dinámico linear. 

 

Las ecuaciones de movimiento pueden ser deducidas utilizando las ecuaciones 

de Lagrange: 

 

                                                           
݀
ݐ݀ ൤

ܮ߲
ሶ௜ݍ߲

൨ െ
ܮ߲
௜ݍ߲

൅
ܨ߲
௜ݍ߲

ൌ ܳ௜                                        ሺ2.13ሻ 

       

Donde: 

ܮ ൌ ܧ െ ܷ;  función de Lagrange  

 Energía cinética : ܧ

ܷ : Energía potencial 

 ௜ : Coordenadas generalizadasݍ

 ሶ௜ : Derivada respecto al tiempo de las coordenadas generalizadasݍ
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 Fuerza de amortiguamiento : ܨ

ܳ௜ : Fuerzas externas sin potencial 

 

ܧ                                             ൌ
1
2 ሶଵଶߠ௔ܫ ൅

1
2 ሶଶଶߠ௕ܫ ൅

1
2 ሶଷଶߠ௖ܫ ൅

1
2  ሶସଶ                                ሺ2.14ሻߠ௖ܫ

         

                                              ܷ ൌ ଵ
ଶ

݇ଵሺߠଶ െ ଵሻଶߠ ൅ ଵ
ଶ

݇ଶሺߠଷ െ      ସሻଶ                                 ሺ2.15ሻߠ

  

Por el principio de los trabajos virtuales: 

 

ܹߜ                                                                 ൌ ܶሺݐሻߠߜଵ ൅ ସܶߠߜସ                                       ሺ2.16ሻ 

     

Normalmente el amortiguamiento en sistemas torsionales es pequeño y tiene 

poco efecto sobre las frecuencias naturales, por lo tanto las frecuencias 

naturales y modos de vibración torsional pueden ser calculados asumiendo el 

amortiguamiento igual a cero. Asimismo, la respuesta máxima es alcanzada en 

un período muy corto de tiempo, antes de que las fuerzas de amortiguamiento 

puedan absorber gran parte de la energía de vibración del sistema. 

De esta manera en la ecuación 2.13, las fuerzas de amortiguamiento tienden a 

cero. 

 

                                                                   
݀
ݐ݀ ൤

ܮ߲
ሶ௜ݍ߲

൨ െ
ܮ߲
௜ݍ߲

ൌ ܳ௜                                            ሺ2.17ሻ 
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Desarrollando la función de Lagrange: 

 

ܮ   ൌ
1
2 ቈܫଵߠሶଵଶ ൅ ቈܫଶ ൅ ൬

ଶݎ

ଷݎ
൰

ଶ
ଷ቉ܫ ሶଶଶߠ ൅ ሶସଶߠସܫ െ ݇ଵሺߠଶ െ ଵሻଶߠ െ ݇ଶ ൬

ଶݎ

ଷݎ
ଶߠ െ ସ൰ߠ

ଶ
቉     ሺ2.18ሻ 

 

Para cada coordenada generalizada; ߠଵ, ,ଶߠ  :ସ, ;  tenemosߠ

 

݀
ݐ݀ ቈ

ܮ߲
ሶଵߠ߲

቉ െ
ܮ߲
ଵߠ߲

ൌ ܶሺݐሻ 

ሷଵߠଵܫ                                                          ൅ ݇ଵߠଵ െ ݇ଵߠଶ ൌ ܶሺݐሻ                                        ሺ2.19ሻ 

         

݀
ݐ݀ ቈ

ܮ߲
ሶଶߠ߲

቉ െ
ܮ߲

ଶߠ߲
ൌ 0 

                 ቈܫଶ ൅ ൬
ଶݎ

ଷݎ
൰

ଶ
ଷ቉ܫ ሷߠ ଶ െ ݇ଵߠଵ ൅ ቈ݇ଵ ൅ ൬

ଶݎ

ଷݎ
൰

ଶ
݇ଶ቉ ଶߠ െ ݇ଶ ൬

ଶݎ

ଷݎ
൰ ସߠ ൌ 0            ሺ2.20ሻ 

        

݀
ݐ݀ ቈ

ܮ߲
ሶସߠ߲

቉ െ
ܮ߲
ସߠ߲

ൌ 0 

ሷସߠସܫ                                                      െ ݇ଶ ൬
ଶݎ

ଷݎ
൰ ଶߠ ൅ ݇ଶߠସ ൌ 0                                        ሺ2.21ሻ 

       

Ordenando, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento 

 

ሷଵߠଵܫ ൅ ݇ଵߠଵ െ ݇ଵߠଶ ൌ ܶሺݐሻ 

                  ቈܫଶ ൅ ൬
ଶݎ

ଷݎ
൰

ଶ
ଷ቉ܫ ሷߠ ଶ െ ݇ଵߠଵ ൅ ቈ݇ଵ ൅ ൬

ଶݎ

ଷݎ
൰

ଶ
݇ଶ቉ ଶߠ െ ݇ଶ ൬

ଶݎ

ଷݎ
൰ ସߠ ൌ 0           ሺ2.22ሻ 

ሷସߠସܫ                                                      െ ݇ଶ ቀ௥మ
௥య

ቁ ଶߠ ൅ ݇ଶߠସ ൌ 0                                                   
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En forma matricial: 

 

    

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ଵܫ 0 0

0 ଶܫ ൅ ൬
ଶݎ

ଷݎ
൰

ଶ
ଷܫ 0

0 0 ےସܫ
ۑ
ۑ
ې

቎
ሷଵߠ
ሷଶߠ
ሷସߠ

቏ ൅

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

݇ଵ െ݇ଵ 0

െ݇ଵ ݇ଵ ൅ ൬
ଶݎ

ଷݎ
൰

ଶ
݇ଶ െ ൬

ଶݎ

ଷݎ
൰ ݇ଶ

0 െ ൬
ଶݎ

ଷݎ
൰ ݇ଶ ݇ଶ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

൥
ଵߠ
ଶߠ
ସߠ

൩ ൌ ൥
ܶሺݐሻ

0
0

൩          ሺ2.23ሻ 

   

2.3. CASO DE ESTUDIO: SISTEMA DE TRANSMISION POR 

ENGRANAJES 

Teniendo presente que el objetivo de este trabajo es la comprensión de las 

vibraciones torsionales, se ha tomado como caso de estudio un sistema de 

transmisión por engranajes, cuyos parámetros fueron seleccionados de modo 

que las frecuencias torsionales se encuentren en una gama que permitan 

realizar el análisis modal y el análisis bajo régimen transitorio. Asimismo, los 

parámetros fueron seleccionados como razonablemente prácticos para la 

fabricación a futuro de este sistema y realizar ensayos experimentales.   

Los parámetros seleccionados del sistema a estudiar son: 

Rotor (del motor): 

Masa del rotor, ݉௥ = 4,5 ݃ܭ 

Radio del rotor, ݎ௥ = 0,070 ݉ 

Momento de inercia del rotor, ܫଵ = 0,0110 ݃ܭ െ ݉ଶ 

 

Eje Motor: 

Diámetro del eje motor, ݀௘௠ = 0,025 ݉ 

Longitud del eje motor, ݈௘௠ = 0,5 ݉ 

Rigidez torsional, ݇ଵ = 5900 ܰ െ ݉ 



47 
 

Piñón: 

Módulo, ݉4 = ݌݋݈ݑ݀݋ 

Número de dientes, ܼ௣ = 40 

Masa del piñón, ݉௣ = 6,4  ݃ܭ 

Momento de inercia del piñón, ܫଶ = 0,02048 ݃ܭ െ ݉ଶ 

 

Engranaje: 

Número de dientes, ܼ௘ = 25 

Masa del engranaje, ݉௘ = 2,5  ݃ܭ 

Momento de inercia del engrane, ܫଷ = 0,00312 ݃ܭ െ ݉ଶ 

 

Eje  Conducido: 

Diámetro del eje conducido, ݀௘௖ = 0,025 ݉ 

Longitud del eje conducido, ݈௘௖ = 0,5 ݉ 

Rigidez torsional, ݇ଶ = 5900 ܰ െ ݉ 

 

Carga: 

Masa de la carga, ݉௖ = 12,4 ݃ܭ 

Momento de inercia de la carga, ܫସ = 0,062 ݃ܭ െ ݉ଶ 

Relación de transmisión; ݎ௧ ൌ ௓೛

௓೐
ൌ 1,6  

Torque nominal, ௡ܶ= 1 ܰ െ ݉ 

Frecuencia de excitación, ߱ = 60 ݖܪ  

 

 



48 
 

CAPITULO 3 
 

ANALISIS DE LAS VIBRACIONES TORSIONALES  

BAJO REGIMEN TRANSITORIO 

 

Uno de los principales problemas cuando se trata de estimar la respuesta de un 

sistema sujeto a excitaciones externas es idealizar dicha excitación. En la 

práctica, la señal de entrada para un sistema no se conoce con anticipación, 

pero es de naturaleza aleatoria, y la entrada instantánea no es posible 

expresarla exactamente; sólo en algunos casos especiales se conoce con 

anticipación la señal de entrada y se puede expresar de forma analítica o 

mediante curvas. 

Las señales de prueba que se usan regularmente son funciones escalón, 

rampa, parábola, impulso, etc. Con estas señales de prueba, es posible realizar 

análisis matemáticos y experimentales de sistemas mecánicos, ya que las 

señales son funciones del tiempo muy simples. 

Si las entradas para un sistema de control son funciones del tiempo que 

cambian de forma gradual, una función rampa será una buena señal de prueba. 

Asimismo si un sistema está sujeto a perturbaciones repentinas, una función 

escalón será una buena señal de prueba; y para un sistema sujeto a entradas 

de choque, una función impulso será la mejor. 

Para nuestro sistema simularemos el torque durante la etapa de arranque, por 

medio de una función impulsiva sinusoidal, ܶሺݐሻ, definida por:  

 

                                                   ܶሺݐሻ ൌ ௡ܶ sinሺ߱ݐሻ   0 ൑ ݐ ൑ ଵݐ                                           ሺ3.1ሻ 
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Donde: 

ଵݐ ൌ
ߨ
߱ 

௡ܶ  : Torque nominal 

߱   : Frecuencia de excitación, ߱ ൌ  ݖܪ 60

 

3.1 SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD 

Se realiza el análisis para el sistema torsional de un grado de libertad (figura 

3.1), lo que nos permitirá conocer la respuesta del sistema a una fuerza 

impulsiva sinusoidal y conocer a priori la tendencia de esta respuesta para 

sistemas de múltiples grados de libertad. 

 

 

Fig. 3.1. Modelo de un grado de libertad. Excitación por torque aplicado 

en el disco 

 

Para el sistema de un grado de libertad, la frecuencia natural está dada por la 

ecuación ሺ1.24ሻ. 

߱௡ ൌ ඨ
݇
௣ܫ
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Donde: 

݇ : Rigidez torsional del eje, ݇ ൌ ௃ீ
௟
 

ܬ ܬ  ,Momento de inercia polar del eje ׷ ൌ గௗర

ଷଶ
 

݀  Diámetro del eje ׷

݈  Longitud del eje  ׷

ܩ ,Módulo de corte  :ܩ ൌ 80 ൈ 10ଽ ܰ/݉ଶ 

ߩ ߩ ,Densidad del material ׷ ൌ  ଷ݉/݃ܭ 7860

௣ܫ ௣ܫ ,Momento de inercia polar del disco ׷ ൌ ఘగ௧஽ర

ଷଶ
 

ܦ  Diámetro del disco ׷

 Espesor del disco  ׷ ݐ

 

Reemplazando en la ecuación ሺ1.24ሻ obtenemos una ecuación generalizada 

para la frecuencia natural dada por: 

 

                                                        ߱௡ ൌ ඨ
ܩ
ݐߩ ൈ

݀ସ

 ସ݈                                                             ሺ3.2ሻܦ

 

Seleccionaremos como parámetros iniciales para este sistema los siguientes: 

 

݀ ൌ 20 ݉݉; ݈ ൌ 400 ݉݉ 

ܦ ൌ ݐ ;݉݉ 195 ൌ 8.5 ݉݉ 
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De la ecuación ሺ1.26ሻ  obtenemos la respuesta del sistema a un pulso 

sinusoidal. 

 

                              ௦ܶ௧

௡ܶ
ൌ

1

1 െ ቂ ߱
߱௡

ቃ
ଶ ൤sinሺ߱ݐሻ െ

߱
߱௡

ሻ൨ݐሺ߱௡݊݅ݏ     0 ൑ ݐ ൑  ଵ                  ሺ3.3ሻݐ

 

Tomando como datos los parámetros seleccionados para el sistema, las 

ecuaciones ሺ3.2ሻ y  ሺ3.3ሻ; se elaboró un programa de cálculo en Matlab que nos 

permite obtener las curvas características del comportamiento de la frecuencia 

natural (߱௡), la razón de duración del pulso (ݐଵ/ݐ௡) y la respuesta del sistema 

( ௦ܶ௧/ ௡ܶ); variando los parámetros ݀, ,ܦ ݈. Los casos de análisis se presentan en 

la tabla 3.1 

 

TABLA 3.1 Casos de análisis para el sistema de un grado de libertad. 

        Parámetros variables (x); Parámetros constantes (-) 

 ܦ ݈ ݀ 

CASO I x - - 

CASO II - x - 

CASO III - - X 

 

 

Los resultados se muestran en las figuras 3.2 a 3.10 
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CASO I: Diámetro (݀) del eje variable  

 

Fig. 3.2. Frecuencia Natural del sistema de un grado de libertad 

                          para (݀) variable 

 

Fig. 3.3. Razón de duración del pulso  del sistema de un grado de 

                         libertad para (݀) variable 
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Fig. 3.4. Respuesta del sistema de un grado de libertad para (݀) variable 

 

 

CASO II: Longitud (݈) del eje variable  

 

Fig. 3.5. Frecuencia Natural del sistema de un grado de libertad 

                          para (݈) variable 



54 
 

 

Fig. 3.6. Razón de duración del pulso  del sistema de un grado de 

                         libertad para (݈) variable 

 

 

Fig. 3.7. Respuesta del sistema de un grado de libertad para (݈) variable 
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CASO III: Diámetro (ܦ) del disco variable  

 

Fig. 3.8. Frecuencia Natural del sistema de un grado de libertad 

                          para (ܦ) variable 

 

 

Fig. 3.9. Razón de duración del pulso  del sistema de un grado de 

                         libertad para (ܦ) variable 
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Fig. 3.10. Respuesta del sistema de un grado de libertad para (ܦ) variable 

 

 

3.2 SISTEMA DE TRES GRADOS DE LIBERTAD. MECANISMO DE  

TRANSMISION 

Tomando como datos las ecuaciones ሺ2.23ሻ , ሺ3.1ሻ y los parámetros definidos 

en el apartado 2.3,  se elaboró un programa de cálculo en Matlab que nos 

permite obtener las curvas características del comportamiento de la frecuencia 

natural (߱௡), y la respuesta del sistema ( ௦ܶ௧/ ௡ܶ) ante una fuerza impulsiva 

sinusoidal. Se presentan seis casos de análisis, lo cuales consideran la 

variación de los parámetros ݇ଵ, ,ଶܫ ଶݎ ⁄ଷݎ , ݇ଶ,  ସ.  Asimismo, para cada caso seܫ

evaluaron los modos de vibración torsional variando ߱௡, empleando para ello el 

Método de Holzer. 

Los casos de análisis se presentan en la tabla 3.2 
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TABLA 3.2     Casos de análisis para el sistema de tres grados de libertad. 

        Parámetros variables (x); Parámetros constantes (-) 

 ݇ଵ ܫଶ ݎଶ ⁄ଷݎ  ݇ଶ ܫସ 

CASO I x - - - - 

CASO II - X x - - 

CASO III - X - - - 

CASO IV - - x - - 

CASO V - - - x - 

CASO VI - - - - X 

 

Los resultados se muestran en las figuras 3.11 a 3.34 

  

CASO I: Rigidez del eje motor (݇ଵ) variable y los parámetros 

,ଵܫ) ,ଶܫ ,ଷܫ ଶݎ ⁄ଷݎ , ݇ଶ,  .ସ) se mantienen constantesܫ

 

Fig. 3.11. Frecuencias Naturales torsionales para (݇ଵ) variable  
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Fig. 3.12. Modos de Vibración torsional para (݇ଵ) variable 

 

 

Fig. 3.13. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଵିଶ/ ௡ܶሻ para (݇ଵ) variable 



59 
 

 

Fig. 3.14. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଷିସ/ ௡ܶሻ para (݇ଵ) variable 

 

CASO II: Inercia del piñón (ܫଶ) y (ݎଶ ⁄ଷݎ ) variables. Los  parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

݇ଶ,  ସ) se mantienen constantesܫ

 

Fig. 3.15. Frecuencias Naturales torsionales para (ܫଶ)  y   (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variables 
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Fig. 3.16. Modos de vibración torsional para (ܫଶ)  y (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variables 

 

 

Fig. 3.17. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଵିଶ/ ௡ܶሻ para (ܫଶ)  y (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variables 
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Fig. 3.18. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଷିସ/ ௡ܶሻ para (ܫଶ)  y (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variables 

 
 
CASO III: Inercia del piñón (ܫଶ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ ଶݎ ⁄ଷݎ , ݇ଶ,  (ସܫ

se mantienen constantes 

 
Fig. 3.19. Frecuencias Naturales torsionales para (ܫଶ)  variable 
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Fig. 3.20. Modos de vibración torsional para (ܫଶ)  variable 

 

 
Fig. 3.21. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଵିଶ/ ௡ܶሻ para (ܫଶ)  variable 



63 
 

 
Fig. 3.22. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଷିସ/ ௡ܶሻ para (ܫଶ)  variable 

 
 
CASO IV: Relación de radios (ݎଶ ⁄ଷݎ ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

,ଶܫ ݇ଶ,  ସ) se mantienen constantesܫ

 
Fig. 3.23. Frecuencias Naturales torsionales para (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variable 
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Fig. 3.24. Modos de vibración torsional para (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variable 

 

 
Fig. 3.25. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଵିଶ/ ௡ܶሻ para (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variable 

 



65 
 

 
Fig. 3.26. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଷିସ/ ௡ܶሻ para (ݎଶ ⁄ଷݎ )  variable 

 
 
CASO V: Rigidez del eje conducido (݇ଶ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

ଶݎ ⁄,ଷݎ ,ଶܫ  ସ) se mantienen constantesܫ

 

 
Fig. 3.27. Frecuencias Naturales torsionales para (݇ଶ) variable 
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Fig. 3.28. Modos de vibración torsional para (݇ଶ) variable  

 

 
Fig. 3.29. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଵିଶ/ ௡ܶሻ para (݇ଶ) variable 
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Fig. 3.30. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଷିସ/ ௡ܶሻ para (݇ଶ) variable 

 
 
CASO VI: Inercia de la carga (ܫସ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

ଶݎ ⁄,ଷݎ ,ଶܫ ݇ଶ) se mantienen constantes. 

 
Fig. 3.31. Frecuencias Naturales torsionales para (ܫସ) variable 
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Fig. 3.32. Modos de vibración torsional para (ܫସ) variable 

 
 

 
Fig. 3.33. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଵିଶ/ ௡ܶሻ para (ܫସ) variable 
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Fig. 3.34 Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଷିସ/ ௡ܶሻ para (ܫସ) variable 

 

 

 

Lalanne  Michel y Ferraris Guy [13] plantean una ecuación más elaborada para 

la fuerza impulsiva ܶሺݐሻ, la cual considera  las leyes del electromagnetismo, 

dicha ecuación está dada por: 

 

                                                      ܶሺݐሻ ൌ  ܽ ൅ ܾ݁ିఒ௧ sinሺ߱ݐሻ                                              ሺ3.4ሻ 

 

 
Donde ܽ, ܾ,  ,son constantes diferentes de cero y ߱ es la frecuencia eléctrica ,ߣ

reemplazando por sus valores tenemos: 

 

                                           ܶሺݐሻ ൌ ௡ܶሾ0,8 ൅ 6݁ି଴,ଶହ௧ sinሺ߱ݐ ൅ 0,1ሻሿ                            ሺ3.5ሻ 
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Reemplazando la ecuación ሺ3.5ሻ en la ecuación ሺ2.23ሻ y ejecutando el 

programa en Matlab, analizaremos la respuesta del sistema para el CASO I (݇ଵ  

variable y los otros parámetros se mantienen constantes).  

Los resultados se muestran en las figuras 3.35 y 3.36 

 

 

 
Fig. 3.35. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଵିଶ/ ௡ܶሻ para (݇ଵ) variable. 

                       Aplicación de ecuación empírica  ܶሺݐሻ ൌ ܽ ൅ ܾ݁ିఒ௧sin ሺ߱ݐሻ 
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Fig. 3.36. Respuesta del sistema ሺ ௦ܶ௧ ଷିସ/ ௡ܶሻ para (݇ଵ) variable. 

                       Aplicación de ecuación empírica  ܶሺݐሻ ൌ ܽ ൅ ܾ݁ିఒ௧sin ሺ߱ݐሻ 

                              
 

 

3.3. SIMULACION POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 

El Método de los Elementos Finitos se emplea como un método 

complementario para determinar las frecuencias naturales y modos de 

vibración del sistema torsional equivalente de tres grados de libertad. 

Las etapas que componen la simulación por el método de los elementos finitos 

son las siguientes: 

 

• Pre-Proceso: Aquí se realiza la identificación del modelo, es decir, se 

define la geometría, se asigna el material, propiedades, y se señalan las 

condiciones de contorno y las cargas. Para la definición de la geometría 

se emplearon los parámetros del sistema definidos en el apartado 2.3. 
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El material asignado es el acero AISI 1020. Para los grados de libertad, 

se toman las restricciones de modo que solo se permite el giro alrededor 

del eje ܼ. Sobre las cargas aplicadas, no se aplica ninguna carga, ya 

que para el  análisis de frecuencias no intervienen cargas externas.  

Establecidos todos los pasos previos, se procede al enmallado, 

utilizando para ello elementos sólidos de seis nodos. 

 

 

Fig. 3.37. Sistema equivalente del modelo conceptual 

 

 

• Proceso: Es la etapa donde se resolverá las ecuaciones que se forman 

con las matrices de inercia y rigidez para determinar las frecuencias 

naturales torsionales respectivas. 
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Fig. 3.38. Primera frecuencia natural del sistema equivalente 

 

 

 

Fig. 3.39. Segunda frecuencia natural del sistema equivalente 
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Figura 3.40. Tercera frecuencia natural del sistema equivalente 

 

 

• Post-Proceso: Se evalúan las frecuencias naturales resultantes y se 

procede a  comparar con las frecuencias naturales obtenidas por las 

ecuaciones de Lagrange. Los resultados se presentan en las tablas 3.3 y 

3.4. 

 

TABLA 3.3  Frecuencias Naturales obtenidas por el Método de los Elementos  

                     Finitos 

߱௡ 1ra 2da 3ra 

 158,54 92,49 0,87 ݖܪ

 9512 5549 52,2 ݉݌ݎ
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TABLA 3.4  Análisis comparativo de frecuencias 

߱௡ ሺݖܪሻ 1ra 2da 3ra 

Ecuaciones de Lagrange 0 94 160 

 158,54 92,49 0,87 ܯܧܨ

 1,46 1,51 0,87-  ݎ݋ݎݎܧ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



76 
 

CAPITULO 4 
 

EVALUACION DE RESULTADOS 

 

4.1 EVALUACION DEL SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD 
 

Caso I : Diámetro del eje (݀ሻ variable y los parámetros (݈,  se mantienen (ܦ

constantes. 

 

• Al incrementar el diámetro del eje, la rigidez torsional del mismo 

también aumenta, lo cual origina un aumento significativo de la 

frecuencia natural del sistema. 

• El incremento de la rigidez torsional del sistema origina un 

incremento significativo del parámetro  ݐଵ ⁄௡ݐ . 

• La respuesta máxima del sistema se obtiene para valores de 

௧భ
௧೙

ൌ ఠ೙
ଶఠ

؆ 1 െ 1.5, es decir cuando la frecuencia natural se 

aproxima al doble de la frecuencia de excitación (120 ݖܪ), en este 

caso la respuesta máxima ocurre mientras la fuerza impulsiva es 

aplicada.   

• Para valores 
௧భ
௧೙

ൌ ఠ೙
ଶఠ

൏ 1, la respuesta del sistema ocurre 

después de que la fuerza ha sido aplicada y su amplitud es menor 

que la amplitud de la fuerza impulsiva. 
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• A medida que incrementamos la rigidez, por medio del incremento 

del diámetro, la respuesta del sistema se aproxima al pulso, de 

manera que sus amplitudes llegan a ser muy próximas. 

 

Caso II : Longitud del eje (݈ሻ variable y los parámetros (݀,  se mantienen (ܦ

constantes. 

 

•  Al incrementar la longitud del eje, la rigidez torsional disminuye, 

por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema disminuyen. 

• La disminución de la rigidez torsional, por medio del incremento 

de la longitud del eje, origina una disminución no significativa del 

parámetro ݐଵ ⁄௡ݐ  

• El incremento de la longitud del eje, no produce cambios 

significativos en la respuesta del sistema en cuanto a su amplitud. 

En este caso la respuesta ocurre mientras la fuerza impulsiva es 

aplicada. 

 

Caso III : Diámetro del disco (Dሻ variable y los parámetros (݀, ݈) se mantienen 

constantes. 

 

•  Al mantener constante los parámetros ݀  y ݈ e incrementar la 

inercia del disco por medio del incremento de su diámetro, el  

sistema tiene un comportamiento similar al caso II. 
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De los casos analizados, se concluye que el parámetro que ejerce gran 

influencia en la respuesta del sistema es el diámetro del eje, su variación, 

produce cambios significativos en la amplitud de la respuesta del sistema. 

 

 

  4.2 EVALUACION DEL SISTEMA DE TRES GRADOS DE LIBERTAD 

 

CASO I: Rigidez del eje motor (݇ଵ) variable y los parámetros 

,ଵܫ) ,ଶܫ ,ଷܫ ଶݎ ⁄ଷݎ , ݇ଶ,  .ସ) se mantienen constantesܫ

• La primera frecuencia natural corresponde  a modo de cuerpo 

rígido y la segunda frecuencia natural (frecuencia natural a 

analizar) se incrementa cuando la rigidez del eje motor aumenta.  

• Se presentan los modos de vibración torsional para un rango de 

frecuencias creciente, al incrementar la frecuencia natural se 

observa que la amplitud de la segunda inercia equivalente 

también incrementa. 

• Al incrementar la rigidez torsional del eje motor, la amplitud de la 

respuesta del sistema disminuye, hasta aproximarse a la fuerza 

impulsiva, de manera que sus amplitudes llegan a ser muy 

próximas. 

• La amplitud de la respuesta del sistema en la sección del eje 

conducido también disminuye, llegando a aproximarse a la 

amplitud de la fuerza impulsiva. 
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CASO II: Inercia del piñón (ܫଶ)  y  (ݎଶ ⁄ଷݎ ) variables y los  parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

݇ଶ,  ସ) se mantienen constantesܫ

• El incremento de la inercia del piñón (ܫଶ) y de la relación (ݎଶ ⁄ଷݎ ) no 

ejerce  influencia significativa en el comportamiento de la 

frecuencia natural del sistema.  

• Para los modos de vibración torsional se observa que al 

incrementar la frecuencia natural, la amplitud de la segunda 

inercia equivalente disminuye. 

• Al incrementar la inercia del piñón y la relación de radios, la 

amplitud de la respuesta del sistema se incrementa en la sección 

del eje motor y disminuye en la sección del eje conducido. En 

ambos casos la respuesta máxima ocurre mientras la fuerza 

impulsiva es aplicada. Sin embargo, para la sección del eje 

conducido, si se siguen incrementando los parámetros  (ܫଶ)  y  

ଶݎ) ⁄ଷݎ ) la tendencia de la amplitud de respuesta es su 

decrecimiento hasta ser menor que la amplitud de la fuerza 

impulsiva. 

 

CASO III: Inercia del piñón (ܫଶ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ ଶݎ ⁄ଷݎ , ݇ଶ,  (ସܫ

se mantienen constantes 

• Al incrementar solo la inercia del piñón y mantener los demás 

parámetros constantes, origina una disminución de la frecuencia 

natural del sistema. 
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• Para el sistema equivalente, la amplitud de la segunda inercia se 

incrementa a medida que disminuye la frecuencia natural del 

sistema. 

• Para la respuesta del sistema, el comportamiento es similar al 

caso II, a medida que se incrementa la inercia, la amplitud de 

respuesta del sistema se incrementa en la sección del eje motor y 

disminuye en la sección del eje conducido. La respuesta máxima 

del sistema ocurre mientras la fuerza impulsiva es aplicada. Sin 

embargo, para la sección del eje conducido, si se sigue 

incrementando la inercia (ܫଶ), la tendencia de la amplitud de 

respuesta es su decrecimiento hasta ser menor que la amplitud 

de la fuerza impulsiva. 

 

CASO IV: Relación de radios (ݎଶ ⁄ଷݎ ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

,ଶܫ ݇ଶ,  ସ) se mantienen constantesܫ

• El incremento de la relación (ݎଶ ⁄ଷݎ ) manteniendo los demás 

parámetros constantes origina un incremento en la frecuencia 

natural del sistema. 

• El incremento de la relación (ݎଶ ⁄ଷݎ ) significa que el radio primitivo 

del piñón y el número de dientes se incrementará, mantener la 

inercia constante se logra en el proceso de fabricación 

disminuyendo masa al disco del piñón. 

• Para la respuesta del sistema, la amplitud se incrementa en la 

sección del eje motor cuando se incrementa la relación (ݎଶ ⁄ଷݎ ). 
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• La respuesta máxima del sistema en la sección del eje motor 

ocurre mientras la fuerza impulsiva es aplicada. Para la sección 

del eje conducido a medida que se incrementa  (ݎଶ ⁄ଷݎ )  la amplitud 

de respuesta del sistema va decreciendo llegando a ser menor 

que la amplitud de la fuerza impulsiva.  

 

 

CASO V: Rigidez del eje conducido (݇ଶ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

ଶݎ ⁄,ଷݎ ,ଶܫ  ସ) se mantienen constantesܫ

• Al incrementar la rigidez del eje conducido, la frecuencia natural 

del sistema se incrementa. 

• Al incrementar la rigidez torsional del eje conducido, la amplitud 

de la respuesta del sistema aumenta en la sección del eje motor  

y la respuesta máxima ocurre mientras se aplica la fuerza 

impulsiva. 

• La amplitud de la respuesta del sistema en la sección del eje 

conducido  disminuye, llegando a aproximarse a la amplitud de la 

fuerza impulsiva. 

 

CASO VI: Inercia de la carga (ܫସ) variable y los parámetros (ܫଵ, ݇ଵ, ,ଷܫ

ଶݎ ⁄,ଷݎ ,ଶܫ ݇ଶ) se mantienen constantes. 

• Al incrementar la inercia de la carga, la frecuencia natural del 

sistema disminuye. 

• Un incremento en la inercia (ܫସ)  no influye significativamente en la 

amplitud de respuesta del sistema en la sección del eje motor, en 



82 
 

este caso la respuesta máxima ocurre mientras se aplica la fuerza 

impulsiva. 

• Al incrementarse  la inercia (ܫସ), la amplitud de respuesta del 

sistema en la sección del eje conducido se incrementa 

significativamente, llegando a ser mayor que la amplitud de la 

fuerza impulsiva, en este caso la respuesta se amplifica. 

 

4.3 EVALUACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS POR EL 

 METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 

• El resultado de las frecuencias obtenidas por el Método de los 

Elementos Finitos se muestran en la tabla 3.1. En la tabla 3.2 se 

muestra un análisis comparativo respecto de las frecuencias 

obtenidas aplicando las ecuaciones de Lagrange, como se 

observa los valores de las frecuencias obtenidas por el Método de 

los Elementos Finitos son muy próximos a los obtenidos por las 

ecuaciones de Lagrange y el rango de error es aceptable. 
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CONCLUSIONES 

  

• El desarrollo del modelo conceptual del mecanismo de transmisión, el 

empleo de las ecuaciones de Lagrange para definir las ecuaciones de 

movimiento y el planteamiento de los seis casos de análisis, nos permite 

determinar y tener una comprensión básica del comportamiento de las 

frecuencias naturales, modos de vibración torsional, así como de la respuesta 

del sistema cuando es excitado por una fuerza impulsiva sinusoidal. 

• El estudio de un modelo ideal de un grado de libertad es fundamental 

para entender y conocer a priori el comportamiento dinámico del sistema real. 

• El idealizar los fenómenos que se presentan en sistemas reales como 

impacto, choque, arranque de un motor, por medio de una señal impulsiva 

típica permite obtener una buena aproximación a la respuesta real del sistema. 

•  La fuerza impulsiva sinusoidal es una buena señal de prueba para el 

análisis en régimen transitorio, ya que al analizar el sistema torsional con una 

expresión más elaborada para el torque de arranque obtenemos factores de 

respuesta proporcionales, es decir, si no contamos con una expresión deducida 

teórica o experimentalmente que describa el comportamiento real de un 

sistema, las señales impulsivas típicas nos brindan información muy próxima a 

lo que puede ocurrir en la realidad. 

• La razón de la duración del pulso y el período natural del sistema 

ଵݐ) ⁄௡ݐ ) nos indica si la respuesta máxima ocurre después de que cesa la 

fuerza impulsiva, mientras actúa la fuerza impulsiva o si la fuerza impulsiva se 

torna quasiestática. 
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• Desde el punto de vista de diseño, calcular la respuesta del sistema en 

régimen transitorio ሺ ௦ܶ௧ ௡ܶ⁄ ሻ, es importante para realizar un posterior análisis de 

fatiga y predecir inclusive el número de arranques de la máquina. 

• El espectro de respuesta es un concepto útil para fines de diseño, ya 

que según la fuerza impulsiva aplicada nos muestra la respuesta de pico 

máxima como función de la frecuencia natural del sistema. 

•  Al incrementar el parámetro ሺݎଶ ⁄ଷݎ ሻ  y manteniendo los demás 

parámetros constantes, origina que la amplitud de la respuesta en la sección 

del eje motor alcance valores máximos comparados con las amplitudes 

obtenidas variando los demás parámetros. En la sección del eje conducido 

dicha amplitud va disminuyendo hasta ser menor que la amplitud de la fuerza 

impulsiva. 

• El incremento de los parámetros ݎଶ ⁄ଷݎ  ,݇ଵ, ݇ଶ originan un incremento 

significativo de la frecuencia natural del sistema. 

• La aplicación del Método de los Elementos Finitos es un método 

alternativo para el análisis dinámico de sistemas torsionales, los resultados 

obtenidos son muy próximos a los calculados por el método analítico, de esta 

forma puede ser usado en situaciones prácticas de la industria donde por lo 

general se requiere criterios de solución en el menor tiempo posible.  
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RECOMENDACIONES 

 

• Diseñar y fabricar un banco de pruebas para el estudio de las 

vibraciones torsionales. En el Anexo 5 se presentan algunas 

alternativas. 

• Estudiar experimentalmente las vibraciones torsionales en régimen 

transitorio considerando al sistema mecánico-eléctrico en conjunto, el 

comportamiento de los componentes eléctricos debe ser considerado. 

• Estudiar las vibraciones torsionales en engranajes considerando la 

influencia del backlash (holgura entre dientes), así como las vibraciones 

laterales-torsionales acopladas. 

• A partir de los valores del torque obtenidos en el régimen transitorio es 

recomendable ampliar este estudio realizando un análisis de fatiga. 

Asimismo el análisis de fatiga puede ser empleado para predecir el 

número de arranques de una máquina. 

• Se considera que un curso de Dinámica de Rotores, por su importancia 

y amplia aplicación en la industria deba ser incluido en el plan de 

estudios de la Maestría en Ingeniería Mecánica de la Pontificia 

Universidad Católica del Perú. 
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ANEXOS 

 

ANEXO  1:  DISEÑO DE UNA MENSULA BAJO LA ACCION DE UNA   

  FUERZA IMPULSIVA [17] 

Un instrumento de medición está montado sobre una viga en voladizo de 

aluminio tal como se muestra en la figura 4.1a. Un objeto se deja caer sobre la 

ménsula y el resultado del impacto puede ser aproximado como un pulso medio 

sinusoidal como se muestra en la figura 4.1b. Se pide diseñar la ménsula que 

soporte una aceleración de 100݃. bajo un pulso medio sinusoidal. Asumir el 

peso específico del aluminio como 0,1 ݈ܾ/3݈݃ݑ݌ , el módulo de elasticidad es 

ܧ ൌ ௔ௗߪ ଶ y el esfuerzo admisible del aluminio es݈݃ݑ݌/ܾ݈ 107 ൌ  ଶ݈݃ݑ݌/ܾ݈ 26000

 

 

Fig. 4.1. Ménsula sometida a carga impulsiva [17] 

 

Datos: Pulso impulsivo y esfuerzo admisible 

Se pide: Espesor de la viga ሺ݀ሻ 

Procedimiento: Encontrar el factor de amplificación impulsiva y usar la teoría de 

vigas. 
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Solución: 

Se determina la carga total que soportará la viga, que en este caso será el 

peso del instrumento más el peso de la viga misma. 

 

௩ܹ௜௚௔ ൌ ሺ10ሻ ൬
1
2 ݀൰ ሺ0,1ሻ ൌ 0,5݀ 

்ܹ௢௧௔௟ ൌ ௩ܹ௜௚௔ ൅ ௜ܹ௡௦௧. ൌ 0,5݀ ൅ 0,4 

 

El momento de inercia de la viga es: 

ܫ ൌ
1

12 ܾ݄ଷ ൌ
1

12
1
2 ݀ଷ ൌ 0,04167݀ଷ 

 

La deflexión estática de la viga, como consecuencia de la carga ்ܹ௢௧௔௟ se 

determina para ésta ménsula como sigue: 

 

௘௦௧ߜ ൌ ଷܮ்ܹ

ܫܧ3 ൌ
ሺ0,5݀ ൅ 0,4ሻሺ10ଷሻ

3 ൈ 10଻ሺ0,04167݀ଷሻ ൌ
ሺ0,5݀ ൅ 0,4ሻ

݀ଷ 7,9994 ൈ 10ିସ 

 

Para determinar el factor de amplificación por efectos de impacto, es necesario 

conocer el valor de  ݐଵ ⁄௡ݐ  , para lo cual asumiremos el valor de ݀ ൌ ଵ
ଶ

 con ,݈݃ݑ݌ 

ello es posible determinar la deflexión estática. 

 

௘௦௧ߜ ൌ ൬
0,5 ൈ 0,5 ൅ 0,4

ሺ0,5ሻଷ ൰ 7,9994 ൈ 10ିସ ൌ 41,5969 ൈ 10ିସ ݈݃ݑ݌ 

 

Con este valor determinamos el período ݐ௡  ׷
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௡ݐ ൌ
1
௡݂

ൌ ߨ2 ൬
௘௦௧ߜ

݃ ൰
ଵ

ଶൗ

ൌ ඨ  ߨ2 
41,5969 ൈ 10ିସ

386,4 ൌ  ݏ  0,0206

 

Con ello obtenemos la relación de tiempos: 

 

ଵݐ

௡ݐ
ൌ

0,1
0,020615

ൌ 4,851 

 

El factor de amplificación por impacto ܣ௜௠௣ se determina de la figura 1.23 y 

tiene como valor 1,1. La fuerza dinámica ܨௗ௜௡ que actúa sobre la ménsula está 

dada por: 

ௗ௜௡ܨ ൌ ௦ܽܯ௜௠௣ܣ ൌ ሺ1,1ሻ ൬
0,65

݃ ൰ ሺ100݃ሻ ൌ 71,5 ݈ܾ 

 

Donde ܽ௦ es la aceleración correspondiente al impacto, ܯ es la masa total que 

actúa sobre la viga en voladizo y ܽܯ௦, es la fuerza de inercia sobre la viga. 

Notar que el momento de inercia se da 

 

ܫ  ൌ 0,041671݀ଷ ൌ  ସ݈݃ݑ݌ 0,00521

 

El máximo esfuerzo se encuentra en el empotramiento y se obtiene como 

sigue: 

௠௔௫ߪ ൌ
௕ܿܯ

ܫ ൌ

ሺ71,5 ൈ 10ሻ 0,5
2ൗ

0,005209 ൌ  ଶ݈݃ݑ݌/ܾ݈  34315,60
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El valor del esfuerzo excede el valor permisible, entonces, se asume un nuevo 

valor de ݀ ൌ 0,6. Con ello sigue el procedimiento y se determinan los valores 

necesarios. 

 

௘௦௧ߜ ൌ ൬
0,5 ൈ 0,5 ൅ 0,4

ሺ0,6ሻଷ ൰ 7,9994 ൈ 10ିସ ൌ 25,9240 ൈ 10ିସ ݈݃ݑ݌ 

௢ܶ ൌ ߨ2 ൬
௘௦௧ߜ

݃ ൰
ଵ

ଶൗ

ൌ ඨ  ߨ2 
25,9240 ൈ 10ିସ

386,4 ൌ  ݏ  0,0162

 

De la figura se determina el factor de amplificación impacto ܣ௜௠௣ ؆ 1,1 y con 

ello la fuerza dinámica. 

ௗ௜௡ܨ ൌ ሺ1,1ሻ ൬
0,70

݃ ൰ ሺ100݃ሻ ൌ 77,0 ݈ܾ 

 

Cuando ݀ ൌ ܫ ;݈݃ݑ݌ 0,6 ൌ  :ସ  y el esfuerzo máximo es݈݃ݑ݌0,009001

 

௠௔௫ߪ ൌ
ሺ77 ൈ 10ሻ
0,009001 ൬

0,6
2 ൰ ൌ  ଶ݈݃ݑ݌/ܾ݈  25663,81

 

Este valor no excede el valor permisible, entonces se elige el espesor 

 ݀ ൌ  ݈݃ݑ݌ 0,6
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ANEXO  2:  METODO DE HOLZER PARA DETERMINAR LOS MODOS DE              

  VIBRACION TORSIONAL  

 

El método de Holzer es un proceso de aproximaciones sucesivas, se aplica 

para sistemas equivalentes de masas concentradas, en ejes en línea o 

enlazados. Se supone que el sistema está vibrando a una frecuencia natural y 

que se desprecian las pérdidas de energía por amortiguamiento y fricción. 

Al vibrar el sistema de una manera libre, los únicos pares externos serán los de 

inercia en cada masa, los cuales son de la forma ߱ߠܫଶ. Estos pares se 

transmiten a través de los ejes que unen las masas, siendo los pares elásticos 

que se producen en aquellos, los correspondientes a las diferencias de los 

ángulos de torsión entre cada dos masas consecutivas, o igualmente a la 

diferencia entre los pares de inercia entre dichas masas. 

Al no existir más pares exteriores que los de inercia se tiene que verificar, al 

estar el sistema vibrando con su frecuencia natural, que 

 

                                                                 ෍ ௜߱ଶߠ௜ܫ
௡

௜ୀଵ

ൌ 0                                                          ሺ4.1ሻ 

                             

Para este método se suele tomar por sencillez para ߠଵ, el valor 1 y se supone 

un valor inicial para la frecuencia ߱, luego se comprueba si con ella se verifica 

la ecuación (3.3), para ello se adopta la siguiente tabulación: 
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Tabla 4.1.  Método de Holzer. Frecuencia supuesta ߱  

 

 

ANEXO  3: SISTEMA  EQUIVALENTE  DE  UN  MECANISMO DE 

TRANSMISION  POR  ENGRANAJES 

 

 

Fig. 4.2. Reducción a un sistema equivalente [17] 
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Donde: 

௔ܫ ൌ ௕ܫ  ; ଵܫ ൌ ଶܫ ൅ ቀ௥మ
௥య

ቁ
ଶ

௖ܫ ;ଷܫ ൌ ቀ௥మ
௥య

ቁ
ଶ

 ସܫ

݇௔ ൌ ݇ଵ; ݇௕ ൌ ቀ௥మ
௥య

ቁ
ଶ

݇ଶ 

 

Ecuaciones de movimiento; en forma matricial: 

 

                     ൥
௔ܫ 0 0
0 ௕ܫ 0
0 0 ௖ܫ

൩ ቎
ሷ௔ߠ
ሷ௕ߠ
ሷ௖ߠ

቏ ൅ ቎
݇௔ െ݇௔ 0

െ݇௔ ሺ݇௔ ൅ ݇௕ሻ െ݇௕
0 െ݇௕ ݇௕

቏ ൥
௔ߠ
௕ߠ
௖ߠ

൩ ൌ ൥
ܶሺݐሻ

0
0

൩                ሺ4.2ሻ 

 

 

ANEXO  4: PROGRAMAS DE CALCULO EN MATLAB 

A.4.1.   SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD 

%Primer caso; variamos el diámetro del eje en mm 
d=10:5:50;   
l=400;  % longitud del eje en mm 
D=195;  % Diámetro del disco en mm 
%Segundo caso; variamos la longitud del eje en mm 
l1=300:50:700; 
d1=20;  %diámetro del eje en mm 
%Tercer caso; variamos el Diámetro del disco (inercia) en mm 
D1=185:5:225;  
t=8.5; %espesor del disco se mantiene constante en mm 
%---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Tn=1;  %N-m 
w=60*2*pi;  %60Hz 
t1=pi/w; 
G=80E09;  %(N/m2) 
%Calculo de la rigidez para los dos casos; k1, k2 
k1=((pi*G)./(32*(l/1000))).*((d./1000).^4);     %Rigidez del eje para diámetro del eje variable 
(Nm/rad) 
k2=((pi*G)./(32.*(l1./1000))).*((d1./1000).^4); %Rigidez del eje para longitud del eje variable 
(Nm/rad) 
kk3=((pi*G)./(32.*(l./1000))).*((d1./1000).^4);  %Rigidez del eje para Diámetro del disco (inercia) 
variable (Nm/rad) 
dens=7860;  %(Kg/m3) 
wnc1=(((G)./(dens.*(D.^4).*(t/1000).*(l./1000))).*(d.^4)).^(0.5);    %frecuencia natural en rad/s 
para diámetro variable  
wnc2=(((G)./(dens.*(D.^4).*(t/1000).*(l1./1000))).*(d1.^4)).^(0.5);  %frecuencia natural en rad/s 
para longitud variable 
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wnc3=(((G)./(dens.*(D1.^4).*(t/1000).*(l./1000))).*(d1.^4)).^(0.5);  %frecuencia natural en rad/s 
para inercia variable  
wn1=wnc1./(2*pi);   %Hz 
wn2=wnc2./(2*pi);   %Hz 
wn3=wnc3./(2*pi);   %Hz 
razon1=(wn1)./(2*60); 
razon2=(wn2)./(2*60); 
razon3=(wn3)./(2*60); 
figure (1) 
hold on 
plot(d,wn1,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('diametro del eje (mm)','fontsize',16) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',16) 
figure (2) 
hold on 
plot(l1,wn2,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('longitud del eje (mm)','fontsize',16) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',16) 
figure (3) 
hold on 
plot(D1,wn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Diametro del disco (mm)','fontsize',16) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',16) 
figure (4) 
hold on 
plot(d,razon1,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('diametro del eje (mm)','fontsize',16) 
ylabel('Razon [t1 / tn]','fontsize',16) 
figure (5) 
hold on 
plot(l1,razon2,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('longitud del eje (mm)','fontsize',16) 
ylabel('Razon [t1 / tn]','fontsize',16) 
figure (6) 
hold on 
plot(D1,razon3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Diámetro del disco (mm)','fontsize',16) 
ylabel('Razon [t1 / tn]','fontsize',16) 
%------------------------------------------------------------------------------------------------ 
% Grafica de la respuesta del sistema 1gl. para diámetro del eje variable 
%------------------------------------------------------------------------------------------------ 
t=0:0.00001:t1; 
T=sin(w*t); 
%d1=10mm, d2=20mm, d3=30mm, d4=40mm, d5=50mm 
k1=200; k2=3140; k3=15900; k4=50270; k5=122720; 
wnc1=143.9; wnc2=575.6; wnc3=899.3; wnc4=2302.2; wnc5=3597.2; 
desp1=((Tn/k1)/(1-((w/wnc1)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc1)*(sin(wnc1*t)))); 
Tst1=k1*desp1;  
desp2=((Tn/k2)/(1-((w/wnc2)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc2)*(sin(wnc2*t)))); 
Tst2=k2*desp2;  
desp3=((Tn/k3)/(1-((w/wnc3)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc3)*(sin(wnc3*t)))); 
Tst3=k3*desp3;  
desp4=((Tn/k4)/(1-((w/wnc4)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc4)*(sin(wnc4*t)))); 
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Tst4=k4*desp4;  
desp5=((Tn/k5)/(1-((w/wnc5)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc5)*(sin(wnc5*t)))); 
Tst5=k5*desp5;  
figure(7) 
plot(t,T,'r',t,Tst1,'g',t,Tst2,'b',t,Tst3,'m',t,Tst4,'k',t,Tst5,'c','LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('tiempo (s)','fontsize',16); 
ylabel('Tst / Tn','fontsize',16); 
title('Respuesta del Sistema. Rigidez variable (d)', 'Fontsize',[16],'color','b') 
%---------------------------------------------------------------------------------------------------- 
% Grafica de la respuesta del sistema 1gl. para longitud del eje variable 
%---------------------------------------------------------------------------------------------------- 
k11=4188.8; k22=3141.6; k33=2513.3; k44=2094.4; k55=1795.2; 
wnc11=664.5909; wnc22=575.5526; wnc33= 514.7899; wnc44=469.9367; wnc55=435.0769; 
%l1=300mm, l2=400mm, l3=500mm, l4=600mm, l5=700mm 
desp11=((Tn/k11)/(1-((w/wnc11)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc11)*(sin(wnc11*t)))); 
Tst11=k11*desp11;  
desp22=((Tn/k22)/(1-((w/wnc22)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc22)*(sin(wnc22*t)))); 
Tst22=k22*desp22;  
desp33=((Tn/k33)/(1-((w/wnc33)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc33)*(sin(wnc33*t)))); 
Tst33=k33*desp33;  
desp44=((Tn/k44)/(1-((w/wnc44)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc44)*(sin(wnc44*t)))); 
Tst44=k44*desp44;  
desp55=((Tn/k55)/(1-((w/wnc55)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc55)*(sin(wnc55*t)))); 
Tst55=k55*desp55;  
figure(8) 
plot(t,T,'r',t,Tst11,'g',t,Tst22,'b',t,Tst33,'m',t,Tst44,'k',t,Tst55,'c','LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('tiempo (s)','fontsize',16); 
ylabel('Tst / Tn','fontsize',16); 
title('Respuesta del sistema. Rigidez Variable (L)', 'Fontsize',[16],'color','b') 
%------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
% Grafica de la respuesta del sistema 1gl. para Diámetro del disco 
% (inercia) variable 
wnc111=639.4562; wnc222=575.5526; wnc333= 520.7707; wnc444=473.4535; 
wnc555=432.3040; 
%D1=185mm, D2=195mm, D3=205mm, D4=215mm, D5=225mm 
sd1=(7860*pi*0.0085/32)*(0.185^4); 
sd2=(7860*pi*0.0085/32)*(0.195^4); 
sd3=(7860*pi*0.0085/32)*(0.205^4); 
sd4=(7860*pi*0.0085/32)*(0.215^4); 
sd5=(7860*pi*0.0085/32)*(0.225^4); 
asdfg=[sd1 sd2 sd3 sd4 sd5]; 
desp111=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc111)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc111)*(sin(wnc111*t)))); 
Tst111=kk3*desp111;  
desp222=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc222)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc222)*(sin(wnc222*t)))); 
Tst222=kk3*desp222;  
desp333=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc33)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc33)*(sin(wnc33*t)))); 
Tst333=kk3*desp333;  
desp444=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc444)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc444)*(sin(wnc444*t)))); 
Tst444=kk3*desp444;  
desp555=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc555)^2))).*((sin(w*t))-((w/wnc555)*(sin(wnc555*t)))); 
Tst555=kk3*desp555;  
figure(9) 
plot(t,T,'r',t,Tst111,'g',t,Tst222,'b',t,Tst333,'m',t,Tst444,'k',t,Tst555,'c','LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('tiempo (s)','fontsize',16); 
ylabel('Tst / Tn','fontsize',16); 
title('Respuesta del sistema. Inercia variable', 'Fontsize',[16],'color','b') 
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A.4.2.   FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA  PARA RIGIDEZ DEL 

EJE MOTOR VARIABLE 

% Diámetro del eje motriz variable (Rigidez variable) 
% Eje motriz 
d11=20; d12=22; d13=24; d14=26; d15=28; d16=30; d17=32; 
l1=500; G=80E09;  %(N/m2) 
k11=(G*pi*((d11/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
k12=(G*pi*((d12/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
k13=(G*pi*((d13/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
k14=(G*pi*((d14/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
k15=(G*pi*((d15/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
k16=(G*pi*((d16/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
k17=(G*pi*((d17/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
KK=[k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17]; 
% Eje conducido 
d2=25;l2=500;  
k2=(G*pi*((d2/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
% Relación de transmisión 1.6, en este caso constante 
% Datos de engranaje: 
mod=4; a=10*mod; dens=7860; z2=40; 
z32=25; d32=mod*z32; % rt=1.6 (z2/z32) 
I32=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d32/1000)^4); 
I1=0.0110;I2=0.02048; I4=0.062; 
%Tn=1; 
w=60; %Frecuencia de excitación en Hz 
%input('Matriz de inercia') 
MI32=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I32))) 0; 0 0 I4]; 
%input('Matriz de rigidez') 
MK31=[k11, -k11, 0; -k11, ((k11)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK32=[k12, -k12, 0; -k12, ((k12)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK33=[k13, -k13, 0; -k13, ((k13)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK34=[k14, -k14, 0; -k14, ((k14)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK35=[k15, -k15, 0; -k15, ((k15)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK36=[k16, -k16, 0; -k16, ((k16)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK37=[k17, -k17, 0; -k17, ((k17)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
 
% Resolución del problema de valores propios no amortiguado 
[V1,D1]=eig(MK31,MI32); 
[V2,D2]=eig(MK32,MI32); 
[V3,D3]=eig(MK33,MI32); 
[V4,D4]=eig(MK34,MI32); 
[V5,D5]=eig(MK35,MI32); 
[V6,D6]=eig(MK36,MI32); 
[V7,D7]=eig(MK37,MI32); 
%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s) 
%input('Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)') 
wp31=sqrt(diag(D1)); 
wp32=sqrt(diag(D2)); 
wp33=sqrt(diag(D3)); 
wp34=sqrt(diag(D4)); 
wp35=sqrt(diag(D5)); 
wp36=sqrt(diag(D6)); 
wp37=sqrt(diag(D7)); 
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado 
%input('Frecuencias naturales del sistema no amortiguado (Hz)') 
fp1=wp31/(2*pi);  %d1=20mm 
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fp2=wp32/(2*pi);  %rt=25mm 
fp3=wp33/(2*pi);  %rt=30mm 
fp4=wp34/(2*pi);  %rt=35mm 
fp5=wp35/(2*pi);  %rt=40mm 
fp6=wp36/(2*pi);  %rt=45mm 
fp7=wp37/(2*pi);  %rt=50mm 
fn1=[0 0 0 0 0 0 0]; 
fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1)]; 
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1)]; 
figure(1) 
plot(KK,fn1,KK,fn2,KK,fn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Rigidez torsional eje motor (Nm/rad)','fontsize',14) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12) 
title('Frecuencias Naturales. K1 variable', 'Fontsize',[14],'color','b') 
 

 

A.4.3.   FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DEL 

PIÑON Y (࢘૛/࢘૜) VARIABLE 

% Incrementamos inercia del piñon (I2) y r2/r3  
% Eje motriz 
d1=25;l1=500; G=80E09;  %(N/m2) 
k1=(G*pi*((d1/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
% Eje conducido 
d2=25;l2=500;  
k2=(G*pi*((d2/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
% Del piñon 
mod=4; a=10*mod; dens=7860;  
z21=35; d21=mod*z21; r21=d21/2;  
z22=40; d22=mod*z22; r22=d22/2;  
z23=45; d23=mod*z23; r23=d23/2;  
z24=50; d24=mod*z24; r24=d24/2;  
z25=55; d25=mod*z25; r25=d25/2;  
I21=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r21/1000)^4); 
I22=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r22/1000)^4); 
I23=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r23/1000)^4); 
I24=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r24/1000)^4); 
I25=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r25/1000)^4); 
I1=0.0110;I3=0.00312; r3=50; I4=0.062; 
II=[I21 I22 I23 I24 I25]; 
ratio=[r21/r3 r22/r3 r23/r3 r24/r3 r25/r3]; 
%Tn=1; 
w=60; %Frecuencia de excitación en Hz 
%input('Matriz de inercia') 
MI31=[I1 0 0; 0 ((I21)+(((r21/r3)^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI32=[I1 0 0; 0 ((I22)+(((r22/r3)^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI33=[I1 0 0; 0 ((I23)+(((r23/r3)^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI34=[I1 0 0; 0 ((I24)+(((r24/r3)^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI35=[I1 0 0; 0 ((I25)+(((r25/r3)^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
%input('Matriz de rigidez') 
MK31=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r21/r3)^2))), (-k2*(r21/r3)); 0, (-k2*(r21/r3)), k2]; 
MK32=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r22/r3)^2))), (-k2*(r22/r3)); 0, (-k2*(r22/r3)), k2]; 
MK33=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r23/r3)^2))), (-k2*(r23/r3)); 0, (-k2*(r23/r3)), k2]; 
MK34=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r24/r3)^2))), (-k2*(r24/r3)); 0, (-k2*(r24/r3)), k2]; 
MK35=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r25/r3)^2))), (-k2*(r25/r3)); 0, (-k2*(r25/r3)), k2]; 
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% Resolución del problema de valores propios no amortiguado 
[V1,D1]=eig(MK31,MI31); 
[V2,D2]=eig(MK32,MI32); 
[V3,D3]=eig(MK33,MI33); 
[V4,D4]=eig(MK34,MI34); 
[V5,D5]=eig(MK35,MI35); 
%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s) 
wp31=sqrt(diag(D1)); 
wp32=sqrt(diag(D2)); 
wp33=sqrt(diag(D3)); 
wp34=sqrt(diag(D4)); 
wp35=sqrt(diag(D5)); 
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado 
fp1=wp31/(2*pi);  %rt=1.4 
fp2=wp32/(2*pi);  %rt=1.6 
fp3=wp33/(2*pi);  %rt=1.8 
fp4=wp34/(2*pi);  %rt=2.0 
fp5=wp35/(2*pi);  %rt=2.2 
fn1=[0 0 0 0 0]; 
fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1)]; 
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1)]; 
figure(1) 
plot(II,fn1, II,fn2,II,fn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Momento de Inercia I2 [Kg/m2]','fontsize',14) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12) 
title('Frecuencias Naturales. I2 variable', 'Fontsize',[14],'color','b') 
figure(2) 
plot(ratio,fn1,ratio,fn2,ratio,fn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Relación r2/r3','fontsize',14) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12) 
title('Frecuencias Naturales. (r2/r3) variable', 'Fontsize',[14],'color','b') 
 

A.4.4.   FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DEL 

PIÑON VARIABLE Y (࢘૛/࢘૜) CONSTANTE 

% Incrementamos inercia del piñon (I2) y r2/r3=cte  
% Eje motriz 
d1=25;l1=500; G=80E09;  %(N/m2) 
k1=(G*pi*((d1/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
% Eje conducido 
d2=25;l2=500;  
k2=(G*pi*((d2/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
% Del piñon 
mod=4; a=10*mod; dens=7860;  
z2=40; d2=mod*z2; r2=d2/2;  
I21=0.02048; I22=0.030; I23= 0.040; I24=0.050; I25=0.060; I26=0.070; I27=0.080; I28=0.090; 
I2=[I21 I22 I23 I24 I25 I26 I27 I28]; 
I1=0.0110;I3=0.00312;r3=50; I4=0.062; 
%Tn=1; 
w=60; %Frecuencia de excitación en Hz 
%input('Matriz de inercia') 
MI31=[I1 0 0; 0 ((I21)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI32=[I1 0 0; 0 ((I22)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI33=[I1 0 0; 0 ((I23)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
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MI34=[I1 0 0; 0 ((I24)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI35=[I1 0 0; 0 ((I25)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI36=[I1 0 0; 0 ((I26)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI37=[I1 0 0; 0 ((I27)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI38=[I1 0 0; 0 ((I28)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
%input('Matriz de rigidez') 
MK31=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK32=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK33=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK34=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK35=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK36=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK37=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK38=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
% Resolución del problema de valores propios no amortiguado 
[V1,D1]=eig(MK31,MI31); 
[V2,D2]=eig(MK32,MI32); 
[V3,D3]=eig(MK33,MI33); 
[V4,D4]=eig(MK34,MI34); 
[V5,D5]=eig(MK35,MI35); 
[V6,D6]=eig(MK36,MI36); 
[V7,D7]=eig(MK37,MI37); 
[V8,D8]=eig(MK38,MI38); 
%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s) 
wp31=sqrt(diag(D1)); 
wp32=sqrt(diag(D2)); 
wp33=sqrt(diag(D3)); 
wp34=sqrt(diag(D4)); 
wp35=sqrt(diag(D5)); 
wp36=sqrt(diag(D6)); 
wp37=sqrt(diag(D7)); 
wp38=sqrt(diag(D8)); 
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado 
fp1=wp31/(2*pi);   
fp2=wp32/(2*pi);   
fp3=wp33/(2*pi);   
fp4=wp34/(2*pi);   
fp5=wp35/(2*pi);   
fp6=wp36/(2*pi);   
fp7=wp37/(2*pi);   
fp8=wp38/(2*pi);   
fn1=[0 0 0 0 0 0 0 0]; 
fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1) fp8(2,1)]; 
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1) fp8(3,1)]; 
plot(I2,fn1,I2,fn2,I2,fn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Inercia del piñon [Kg-m2] ','fontsize',14) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12) 
title('Frecuencias Naturales. I2 variable y (r2/r3) constante', 'Fontsize',[14],'color','b') 
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A.4.5.   FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DEL 

PIÑON CONSTANTE Y (࢘૛/࢘૜) VARIABLE 

% Inercia del piñon constante (I2) y r2/r3 variable,  
% z=35,40,45,50,55 
% Eje motriz 
d1=25;l1=500; G=80E09;  %(N/m2) 
k1=(G*pi*((d1/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
% Eje conducido 
d2=25;l2=500;  
k2=(G*pi*((d2/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
% Del piñon 
mod=4; a=10*mod; dens=7860;  
z2=40; d2=mod*z2; % rt=40/25 
I2=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d2/1000)^4); 
rt=[1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.5 2.8 3.0]; 
I1=0.0110;I3=0.00312; I4=0.062; 
%Tn=1; 
w=60; %Frecuencia de excitación en Hz 
%input('Matriz de inercia') 
MI31=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.4^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI32=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI33=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.8^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI34=[I1 0 0; 0 ((I2)+((2.0^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI35=[I1 0 0; 0 ((I2)+((2.2^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI36=[I1 0 0; 0 ((I2)+((2.5^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI37=[I1 0 0; 0 ((I2)+((2.8^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
MI38=[I1 0 0; 0 ((I2)+((3.0^2)*(I3))) 0; 0 0 I4]; 
%input('Matriz de rigidez') 
MK31=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.4^2))), (-k2*1.4); 0, (-k2*1.4), k2]; 
MK32=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
MK33=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.8^2))), (-k2*1.8); 0, (-k2*1.8), k2]; 
MK34=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(2.0^2))), (-k2*2.0); 0, (-k2*2.0), k2]; 
MK35=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(2.2^2))), (-k2*2.2); 0, (-k2*2.2), k2]; 
MK36=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(2.5^2))), (-k2*2.5); 0, (-k2*2.5), k2]; 
MK37=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(2.8^2))), (-k2*2.8); 0, (-k2*2.8), k2]; 
MK38=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(3.0^2))), (-k2*3.0); 0, (-k2*3.0), k2]; 
% Resolución del problema de valores propios no amortiguado 
[V1,D1]=eig(MK31,MI31); 
[V2,D2]=eig(MK32,MI32); 
[V3,D3]=eig(MK33,MI33); 
[V4,D4]=eig(MK34,MI34); 
[V5,D5]=eig(MK35,MI35); 
[V6,D6]=eig(MK36,MI36); 
[V7,D7]=eig(MK37,MI37); 
[V8,D8]=eig(MK38,MI38); 
%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s) 
wp31=sqrt(diag(D1)); 
wp32=sqrt(diag(D2)); 
wp33=sqrt(diag(D3)); 
wp34=sqrt(diag(D4)); 
wp35=sqrt(diag(D5)); 
wp36=sqrt(diag(D6)); 
wp37=sqrt(diag(D7)); 
wp38=sqrt(diag(D8)); 
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado 
fp1=wp31/(2*pi);  %rt=1.4 
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fp2=wp32/(2*pi);  %rt=1.6 
fp3=wp33/(2*pi);  %rt=1.8 
fp4=wp34/(2*pi);  %rt=2.0 
fp5=wp35/(2*pi);  %rt=2.2 
fp6=wp36/(2*pi);  %rt=2.5 
fp7=wp37/(2*pi);  %rt=2.8 
fp8=wp38/(2*pi);  %rt=3.0 
fn1=[0 0 0 0 0 0 0 0]; 
fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1) fp8(2,1)]; 
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1) fp8(3,1)]; 
plot(rt,fn1,rt,fn2,rt,fn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Relación r2/r3. ','fontsize',14) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12) 
title('Frecuencias Naturales. I2 constante y (r2/r3) variable', 'Fontsize',[14],'color','b') 
 
 

A.4.6.   FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA RIGIDEZ DEL 

EJE CONDUCIDO  VARIABLE 

% Diámetro del eje conducido variable (Rigidez variable) 
% Eje motriz 
d1=25;l1=500;G=80E09;%N/m2  
k1=(G*pi*((d1/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
% Eje conducido 
d21=20; d22=22; d23=24; d24=26; d25=28; d26=30; d27=32; 
l2=500;  
k21=(G*pi*((d21/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
k22=(G*pi*((d22/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
k23=(G*pi*((d23/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
k24=(G*pi*((d24/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
k25=(G*pi*((d25/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
k26=(G*pi*((d26/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
k27=(G*pi*((d27/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
KK=[k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27]; 
% Relación de transmisión 1.6, en este caso constante 
% Datos de engranaje: 
mod=4; a=10*mod; dens=7860; z2=40; 
z32=25; d32=mod*z32; % rt=1.6 (z2/z32) 
I32=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d32/1000)^4); 
I1=0.0110;I2=0.02048; I4=0.062; 
%Tn=1; 
w=60; %Frecuencia de excitación en Hz 
%input('Matriz de inercia') 
MI32=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I32))) 0; 0 0 I4]; 
%input('Matriz de rigidez') 
MK31=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k21)*(1.6^2))), (-k21*1.6); 0, (-k21*1.6), k21]; 
MK32=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k22)*(1.6^2))), (-k22*1.6); 0, (-k22*1.6), k22]; 
MK33=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k23)*(1.6^2))), (-k23*1.6); 0, (-k23*1.6), k23]; 
MK34=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k24)*(1.6^2))), (-k24*1.6); 0, (-k24*1.6), k24]; 
MK35=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k25)*(1.6^2))), (-k25*1.6); 0, (-k25*1.6), k25]; 
MK36=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k26)*(1.6^2))), (-k26*1.6); 0, (-k26*1.6), k26]; 
MK37=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k27)*(1.6^2))), (-k27*1.6); 0, (-k27*1.6), k27]; 
% Resolución del problema de valores propios no amortiguado 
[V1,D1]=eig(MK31,MI32); 
[V2,D2]=eig(MK32,MI32); 
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[V3,D3]=eig(MK33,MI32); 
[V4,D4]=eig(MK34,MI32); 
[V5,D5]=eig(MK35,MI32); 
[V6,D6]=eig(MK36,MI32); 
[V7,D7]=eig(MK37,MI32); 
%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s) 
%input('Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)') 
wp31=sqrt(diag(D1)); 
wp32=sqrt(diag(D2)); 
wp33=sqrt(diag(D3)); 
wp34=sqrt(diag(D4)); 
wp35=sqrt(diag(D5)); 
wp36=sqrt(diag(D6)); 
wp37=sqrt(diag(D7)); 
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado 
%input('Frecuencias naturales del sistema no amortiguado (Hz)') 
fp1=wp31/(2*pi);  %d1=20mm 
fp2=wp32/(2*pi);  %rt=22mm 
fp3=wp33/(2*pi);  %rt=24mm 
fp4=wp34/(2*pi);  %rt=26mm 
fp5=wp35/(2*pi);  %rt=28mm 
fp6=wp36/(2*pi);  %rt=30mm 
fp7=wp37/(2*pi);  %rt=32mm 
fn1=[0 0 0 0 0 0 0]; 
fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1)]; 
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1)]; 
figure(1) 
plot(KK,fn1,KK,fn2,KK,fn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Rigidez torsional eje conducido (Nm/rad)','fontsize',14) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12) 
title('Frecuencias Naturales. k2 variable', 'Fontsize',[14],'color','b') 
 

A.4.7.   FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DE LA 

CARGA VARIABLE 

% Inercia de la carga variable  
% Eje motriz 
d1=25;l1=500; G=80E09;  %(N/m2) 
k1=(G*pi*((d1/1000)^4))/((32)*(l1/1000)); 
% Eje conducido 
d2=25;l2=500;  
k2=(G*pi*((d2/1000)^4))/((32)*(l2/1000)); 
% Del piñon 
mod=4; a=10*mod; dens=7860;  
z2=40; d2=mod*z2; % rt=40/25 
I2=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d2/1000)^4); 
I1=0.0110;I3=0.00312; 
t4=50; d41=150; d42=200; d43=250; d44=300; d45=350; 
I41=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d41/1000)^4); 
I42=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d42/1000)^4); 
I43=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d43/1000)^4); 
I44=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d44/1000)^4); 
I45=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d45/1000)^4); 
II=[I41 I42 I43 I44 I45]; 
%Tn=1; 
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w=60; %Frecuencia de excitación en Hz 
%input('Matriz de inercia') 
MI31=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I41]; 
MI32=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I42]; 
MI33=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I43]; 
MI34=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I44]; 
MI35=[I1 0 0; 0 ((I2)+((1.6^2)*(I3))) 0; 0 0 I45]; 
%input('Matriz de rigidez') 
MK31=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6^2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2]; 
% Resolución del problema de valores propios no amortiguado 
[V1,D1]=eig(MK31,MI31); 
[V2,D2]=eig(MK31,MI32); 
[V3,D3]=eig(MK31,MI33); 
[V4,D4]=eig(MK31,MI34); 
[V5,D5]=eig(MK31,MI35); 
%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s) 
wp31=sqrt(diag(D1)); 
wp32=sqrt(diag(D2)); 
wp33=sqrt(diag(D3)); 
wp34=sqrt(diag(D4)); 
wp35=sqrt(diag(D5)); 
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado 
fp1=wp31/(2*pi);  %rt=1.4 
fp2=wp32/(2*pi);  %rt=1.6 
fp3=wp33/(2*pi);  %rt=1.8 
fp4=wp34/(2*pi);  %rt=2.0 
fp5=wp35/(2*pi);  %rt=2.2 
fn1=[0 0 0 0 0]; 
fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1)]; 
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1)]; 
plot(II,fn1, II,fn2,II,fn3,'LineWidth',2) 
grid on 
xlabel('Momento de Inercia I4 [Kg/m2]','fontsize',14) 
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12) 
title('Frecuencias Naturales. I4 variable', 'Fontsize',[14],'color','b') 
 
 
A.4.8.   VIBRACIONES TORSIONALES BAJO REGIMEN TRANSITORIO 

%REGIMEN TRANSITORIO 
I1=0.0110;I3=0.00312; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%Inercia del piñon variable y rt variable 
%I2= 0.0119 ; n=1.4; I4=0.062; 
%I2= 0.0723 ; n=2.2; I4=0.062; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%Inercia del piñon variable y rt constante 
%I2= 0.02048 ; %n=1.6; %I4=0.062; 
%I2= 0.090 ; n=1.6; I4=0.062; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%I4=0.0195; 
I4=0.5790;I2=0.02048; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%k1=2513; 
k1=5900; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%k2=2513; 
k2=5900; 
%k2=9655; 
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%k2=16471; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%Inercia del piñón constante y rt variable 
n=1.6; 
%n=2.0; 
%n=2.5; 
%n=3.0; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
Tn=1;w=60*2*pi; 
tspan=[0:0.0001:(1/120)]; 
y0=[0; 0; 0; 0; 0; 0]; 
[t,y]=ode23('dfunc6_23', tspan, y0); 
A=sin(w*t); 
figure(1) 
tor12=k1.*((y(:, 1))-(y(:, 3))); 
plot(t,tor12,t,A,'r') 
grid on 
xlabel('tiempo (s)','fontsize',14); 
ylabel('Tst/Tn (1-2)','fontsize',14); 
figure(2) 
teta3=rt*(y(:, 3)); 
tor34=k2.*(teta3-(y(:,5))); 
plot(t,tor34,t,A,'r') 
grid on 
xlabel('tiempo (s)','fontsize',14); 
ylabel('Tst/Tn (3-4)','fontsize',14); 
me12=[tor12]'; 
me34=[tor34]'; 
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ANEXO  5:  BANCOS DE PRUEBA PARA ESTUDIO  DE LAS    

  VIBRACIONES TORSIONALES [8] 

  

 

Figura 4.3. Equipo para estudio de las vibraciones torsionales de sistemas 

engranados 

 



107 
 

 

Figura 4.4. Equipo para estudio de las oscilaciones torsionales libres y 

amortiguadas 
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Figura 4.5. Modelo de vibración torsional con resorte espiral 
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Figura 4.6. Equipo para estudio de las vibraciones por torsión. Frecuencia de 

excitación de 1 a 20ݖܪ 
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Figura 4.7. Equipo de vibración torsional con tres discos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


