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RESUMEN

El presente trabajo de tesis tiene por objetivo desarrollar un modelo conceptual
de un sistema de transmision por engranajes (sistema ramificado) para
determinar sus frecuencias naturales y modos de vibracién torsional, asi como,
analizar la respuesta del sistema a una fuerza impulsiva sinusoidal que simula

la etapa de arranque (régimen transitorio).

En el primer capitulo se establece el fundamento tedrico de las vibraciones
torsionales y se describe la fenomenologia que se produce durante la etapa de

arranque.

En el segundo capitulo se desarrolla el modelo conceptual del mecanismo de
transmision, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento
empleando las ecuaciones de Lagrange y se seleccionan los parametros del
mecanismo de modo que las frecuencias torsionales se encuentren en una
gama que permitan realizar el analisis modal y el analisis bajo régimen

transitorio.

En el tercer capitulo se evalua inicialmente el sistema torsional de un grado de
libertad; se analiza el comportamiento de la frecuencia natural, la razén de
duracion del pulso y la respuesta del sistema cuando variamos los parametros
del sistema torsional.

Para el sistema de tres grados de libertad se definieron seis casos de analisis,
cada caso considera la variacion de uno de los parametros del sistema y se
procede a analizar el comportamiento de las frecuencias naturales, modos de
vibracién torsional y respuesta del sistema bajo régimen transitorio. Para
obtener las curvas caracteristicas se elaboraron algoritmos de calculo en
MatLab.

Finalmente, se procedié a analizar el sistema equivalente de tres grados de
libertad por el Método de los Elementos Finitos para obtener las frecuencias
naturales de vibracién torsional principalmente. La simulacion se realizé en la
plataforma CAD-CAE de Solidworks.
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Planteamiento y Justificacion del tema

Las vibraciones torsionales en ejes y arboles constituyen un amplio campo de
estudio e investigacion que debe ser tomado en cuenta por nuestra industria,
ya que muchas veces, como consecuencia de este fendémeno, surgen
problemas en las maquinas rotativas. En efecto, las vibraciones torsionales son
probablemente una de las causas mas comunes de falla y rotura de los dientes
en engranajes y también son identificadas como causa de falla por fatiga en

ejes rotatorios.

La medicion de las vibraciones torsionales no suele ser una tarea que
comunmente se lleve a cabo en las maquinas rotativas o que se incluya en los
programas de mantenimiento preventivo, debido a la dificultad de poder

realizarla y al poco conocimiento del tema.
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Las predicciones tempranas de las caracteristicas torsionales de un sistema
reducen eficientemente los costos si los resultados de los analisis se utilizan
adecuadamente. Esto puede ser efectuado estudiando los resultados e
incorporando los cambios durante la etapa de disefo, algo que, si se realiza

durante la prueba final del producto, demanda mayor tiempo y elevados costos.

Una manera eficiente para tener una comprension basica de las frecuencias
naturales y modos de vibracion torsional, asi como de los fenbmenos que se
producen cuando los ejes son excitados por medio de fuerzas impulsivas es
desarrollar un modelo conceptual del sistema dinamico.

Es por ello que el presente trabajo esta orientado a desarrollar el modelo
conceptual de un sistema de transmision por engranajes para determinar y
analizar sus frecuencias naturales, modos de vibracion torsional, y la respuesta
del sistema a una fuerza impulsiva sinusoidal que simula la etapa de arranque

(start-up).

Objetivos

Objetivo General:
Analizar las vibraciones torsionales bajo régimen transitorio (etapa de

arranque) en un mecanismo de transmision por engranajes.

Objetivos especificos:
e Determinar las frecuencias naturales y modos de vibracion torsional del
sistema.
e Determinar la respuesta del sistema a una fuerza impulsiva sinusoidal

que simula la etapa de arranque (start-up).
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Explicacion del método de trabajo

Para el desarrollo del presente trabajo inicialmente se estudiara el fendmeno de

las vibraciones torsionales.

Se procedera a desarrollar el modelo conceptual del mecanismo de transmision

por engranajes.

Se determinaran las frecuencias naturales y modos de vibracion torsional,
asimismo, se determinara la respuesta del sistema bajo la accidén de una fuerza
impulsiva sinusoidal que simula la etapa de arranque.

Finalmente se llegara a las conclusiones y se proporcionaran las

recomendaciones correspondientes.

Limitaciones

El presente estudio tiene las siguientes limitaciones:
¢ No se estudiaran las vibraciones por flexion y axial al eje (vibraciones
longitudinales).
¢ No se evalua el amortiguamiento del sistema
¢ No se realizan ensayos experimentales

No se realiza andlisis de vibraciones en engranajes

Material, Equipo e instrumentos a usar

1. Una computadora Core Duo 2.4GHz; 2Gb de RAM con sistema operativo
Microsoft Windows XP Profesional.

2. Software de simulacion por computadora: SolidWorks 2009, CosmosWorks
2009, MATLAB R2008b.
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INTRODUCCION

Todos los elementos de maquinas que giran experimentan vibraciones
torsionales hasta un cierto grado, las cuales se producen en el arranque,
paradas y operacion continua de la maquina. A consecuencia de la vibracion
torsional surgen problemas frecuentes que se presentan en las maquinas
rotativas como la torcedura de ejes por accion de los modos torsionales y en
algunos casos llegando hasta la rotura del eje por consecuencia de la fatiga
producida en los mismos.

Una manera eficiente para tener una comprension basica de las frecuencias
naturales y modos de vibracion torsional, asi como de los fenbmenos que se
producen cuando los ejes son excitados por medio de fuerzas impulsivas es
desarrollar un modelo conceptual del sistema dinamico. Es por ello que el
presente trabajo esta orientado a desarrollar el modelo conceptual de un
sistema de transmisidn por engranajes para determinar y analizar sus
frecuencias naturales, modos de vibracion torsional, y la respuesta del sistema

a una fuerza impulsiva sinusoidal que simula la etapa de arranque.

Basicamente, un analisis de vibracion torsional tiene como objetivos generales

[4]:

1. Determinar las frecuencias naturales torsionales del sistema.

2. Evaluar el comportamiento de las frecuencias naturales y los modos de
vibracién al cambiar los parametros de diseno.

3. Determinar las amplitudes de vibracién y el esfuerzo de torsibn maximo
bajo excitacion torsional en estado estacionario.

4. Determinar el torque dinamico y las cargas en los dientes de engranajes
bajo régimen transitorio.

5. Evaluar la estabilidad torsional del tren de accionamiento con un control
automatico de velocidad.
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CAPITULO 1

FUNDAMENTOS TEORICOS

1.1 VIBRACION TORSIONAL

1.1.1 DEFINICION

La vibracién torsional es el movimiento angular oscilatorio en uno o mas grados
de libertad angular, alrededor de una posicion de equilibrio.

Todos los elementos de maquinas que giran experimentan vibraciones
torsionales hasta un cierto grado, las cuales se manifiestan en el arranque,
paradas, y operacion a velocidades variables. Conviene sefalar, que asi
como las vibraciones laterales de ejes son percibidas faciimente, ya que
producen ruido y fuerte vibracion en los soportes, no ocurre lo mismo con las
vibraciones torsionales, que superpuestas al movimiento de rotacion del eje
sin excitar estructuras adyacentes, no son notadas hasta producirse la falla del
sistema.

La vibracion torsional excesiva puede tener como consecuencias: torceduras
en ejes o arboles, fallas en los acoplamientos, elevados niveles de ruido en
engranajes, falla en dientes de engranajes, aflojamiento del bobinado de un

motor eléctrico.

1.1.2 FRECUENCIAS NATURALES
Cuando un sistema no amortiguado esta vibrando libremente y no se requiere
ninguna fuerza, torque o momento externo para mantener la vibracion, se dice

que esta vibrando a una de sus frecuencias naturales.
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Un sistema eje-rotor posee un numero de frecuencias naturales discretas de
vibracion por torsién (también existe vibracién por flexion) y asociado a cada
frecuencia natural existe un modo de vibracién, el cual representa una
distorsion geométrica del eje en el instante de maxima deformacién durante la
vibracion.

Holzer propuso un método de calculo para determinar las frecuencias naturales
y formas modales de sistemas torsionales, suponiendo una frecuencia natural y
asignando inicialmente una amplitud unitaria en un extremo del sistema se
calcula progresivamente el torque y el desplazamiento angular en el otro
extremo. Las frecuencias que resulten en torque externo cero o condiciones de
borde compatibles en el otro extremo, seran las frecuencias naturales
torsionales del sistema. Los desplazamientos angulares 6; correspondientes a

estas frecuencias naturales son las formas modales.

1.1.3 OSCILACION SINCRONA Y ASINCRONA

El desbalance es una de las fuentes mas comunes de oscilacion en un eje
rotatorio, el cual producira una oscilaciéon sincrona con la velocidad del eje;
pero no todas las oscilaciones son sincronas y los problemas mas destructivos
involucran oscilaciones asincronas. La figura 1.1 muestra una vista de un rotor
(eje y disco) oscilando y describe la diferencia esencial entre los dos tipos de
movimiento; el elemento sombreado representa la masa desbalanceada.

En la figura 1.1a, la razén de cambio del angulo ¢ respecto al tiempo (¢) es la
velocidad de oscilacion. El angulo B permanece constante, entonces la

velocidad de oscilacion y la del eje son iguales (oscilacion sincrona). De esta
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manera el desbalance U del rotor esta adelantado respecto al vector de
oscilacion V por el angulo constante .

En la figura 1.1b, la razén de cambio del angulo B respecto al tiempo (B) es la
velocidad de rotacion del rotor relativa al vector de oscilacion V; asi la velocidad
del eje es la suma de ¢ y 3, en este caso la velocidad de oscilacién y la del eje

no son iguales (oscilacién asincrona).

f = constante

(a) (b)

Fig. 1.1. (a) Oscilacion sincrona. (b) Oscilacién asincrona. [4]
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1.2 EJE CON VARIOS DISCOS (INERCIAS)

1.2.1 MODELO CONCEPTUAL DE UN SISTEMA TORSIONAL

A diferencia de la vibracion lateral que se desarrolla en un plano transversal al
eje de rotacion, la vibracién torsional se presenta en planos de rotacion a los
ejes de giro de las maquinas rotativas; los elementos que intervienen en su
analisis se presentan segun el diagrama de cuerpo libre de la figura 1.2, en el
cual se considera las inercias polares de los discos y la rigidez torsional de las
secciones de eje segun sea el caso. Cabe mencionar que para el analisis en
maquinas rotativas la funcion que desempefian los apoyos no influye en la
vibracion torsional, pues la accion que puedan generar se manifiestan en

planos transversales.

En la figura 1.2 se muestra el modelo de un sistema de parametros agrupados,
se aprecia que todas las inercias rotatorias son concentradas en N discos
discretos, cada uno con su respectiva masa, y momento de inercia polar I, .
Por ejemplo I, puede representar a un motor, I,, una caja reductora de
velocidades, I,,, un compresor, etc. Los discos estan conectados por medio de
secciones de ejes elasticas, estas secciones pueden ser llamados resortes
torsionales de rigidez k,, los resortes representan la flexibilidad torsional de los

ejes y acoplamientos.
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Fig. 1.2. Parametros generales de vibracion torsional [7]

La inercia de cada seccion del eje es usualmente dividida en partes iguales y
concentradas dentro de los discos a cada extremo de la seccién. La rigidez

torsional de la seccion de un eje esta dada por:

L, G
kn ==+ (1.1)
ln
Donde:
. : , L = nd3
I,,: Momento de inercia polar, [;, = v

G : Mddulo de corte.
[, : Longitud de seccion del eje.

d, : Diametro de seccion del eje.
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El concepto de estacidon es introducido para representar a un elemento de
inercia con su respectivo elemento flexible; esto quiere decir que una estacion
se compone de un disco (elemento — momento de inercia polar) y el eje elastico
contiguo (elemento-eje). Usualmente las porciones con forma de discos de
grandes diametros son representados en el modelo por un elemento masa y las
porciones con forma de ejes esbeltos son representados por elementos eje;
pero en realidad un eje de longitud apreciable puede ser dividido en un niumero
adecuado de estaciones para poder obtener mejores resultados. La figura 1.3
muestra la n -ésima estacion que consiste en una inercia conectada a la rigidez
del eje.

En el analisis de vibracion torsional el numero de estaciones N debe ser como
minimo uno mas que el numero de frecuencias naturales a calcular.

Para representar la disipacion de la energia vibratoria, se incorporan en el
modelo amortiguadores viscosos, las caracteristicas viscosas producen torques
opuestos y linealmente proporcional a la velocidad angular del amortiguador.
Los amortiguadores son denotados por C,, y representan la energia disipada en
el movimiento torsional relativo a los ejes y acoplamientos; los amortiguadores
denotados por B,, representan la energia disipada por los soportes. El propésito
de agrupar los parametros en estaciones discretas es describir
matematicamente la dinamica de cada inercia por una ecuacién diferencial
ordinaria, evitando las ecuaciones en derivadas parciales mas complejas

requeridas para el modelo de masas distribuidas.
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ﬁkﬂ[ O |
Fig. 1.3. Modelo de una estaciéon [4]

Si 0, es el desplazamiento angular de la n -ésima inercia, el sistema tiene N
grados de libertad que se puede describir por N coordenadas generalizadas
(1<n<N); el movimiento del eje-rotor es entonces modelado por N
ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes.

La ecuacion diferencial puede ser deducida de las leyes de Newton, o por
medio de las ecuaciones de Lagrange, estas ultimas son generalmente usadas
para el analisis de ejes rotativos.

Cada coordenada tendra un movimiento 6,,(t) que satisface las ecuaciones de

Lagrange:
d (dL oL L<n<N 12
ac\ag.) a6, =n= (12)

Donde:
L = E — U; Funcion de Lagrange

E = Energia cinética del sistema
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U = Energia potencial del sistema

Q,= Torque no conservativo en la n ésima coordenada

La funcion de Lagrange, es escrita en términos de 6,, y 6,, en orden de las

derivadas de la ecuacion (1.2).
La energia cinética E es la suma de Elpneﬁ alrededor de todas las inercias,

entonces

1 .,
E= Ez 1, 62 (1.3)

La energia potencial U es la suma de la energia de todos los resortes

torsionales

N-1
1
U= E Z kn(en = 9n+1)2 (1.4)
n=1

El torque no conservativo es obtenido mediante el principio del trabajo virtual
6W, por la relacion existente del torque de amortiguamiento, torque de

arranque Ts:(t) y por el torque de carga, esto es
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N
SW = Z 0,66, (1.5)
n=1
Donde:

Qy = Ty () — 3191 - C1(91 - 92) (1.6)

N-1
Qn = Tn(t) - Z [Bnén + Cn(én = én+1) = Cn—l(én—l - Hn)] (1-7)

n=2
Qv = Ty () — ByOy + Bll\léNléNl i CN—1(9N—1 o 91\1) (1.8)

El término By en la ecuacion (1.8) representa el torque de carga. Sustituyendo
en la funcibn de Lagrange las ecuaciones (1.3), (1.4) y el torque no
conservativo Q,, mediante las ecuaciones (1.6), (1.7), (1.8) en la ecuacion (1.2)

resultan las N ecuaciones diferenciales de movimiento:

Iplél + Blél + Cl(él - 92) + kl(gl - 92) == TSt(t) (1.9)

donde: n =1;

Ipnén + Bnén + Cn(én - én+1) + Cn—l(én - én—l) + kn(gn - 9n+1)
+kn1(0n — 0r—1) = T (1) (1.10)

donde:n=23,..,N—1
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IyyOn + ByOy + Cy_1(Oy — Oy—1) + ky_1(Oy — Oy—1) =
—By|sin 6y | + T, (1) (1.11)

donde: n = N;

Si en el sistema de transmision se presentan reductores o multiplicadores de

velocidad (engranajes) tenemos:

P 2N e (1.12)

k, = 2k, (1.13)

Donde:

r.: Relacion de transmision

I, - Inercia resultante en la estacion n
L, : Inercia efectiva

k;: Rigidez resultante en la estacion n

k,: Rigidez efectiva

1.2.2 ANALISIS DE AUTO-VALORES

Usualmente el objetivo mas importante en el analisis de vibracion torsional es
la determinacion de las frecuencias naturales y sus modos de vibracion
torsional. En términos matematicos estos son llamados auto-valores y auto-

vectores respectivamente.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




e PONTIFICIA
TESIS PUCP gg%eagmm

DE. PERU

Las frecuencias naturales del modelo ilustrado en la figura 1.2 son las partes
imaginarias de los auto-valores de las ecuaciones diferenciales de movimiento.
Las ecuaciones diferenciales son linealizadas tomando el torque inicial
T, (t) = T* como una constante, y los valores 6, = 2 +¢,, donde 2 es la
velocidad del eje en estado estable y €,, es una pequefa perturbacién angular
de la velocidad en la estaciéon n. Con estas sustituciones, las ecuaciones
linealizadas resultan tener la misma forma de la ecuacién (1.11), excepto
haciendo cero el lado derecho de la ecuacion (cancelando los torques de
carga) y con todos los valores de 6, reemplazados por ¢,. Es tipico, sin
embargo, escribir €,, como 6,, , quedando claro que éstas son las pequenas
oscilaciones fuera del angulo 2t del estado estable de cada estacion. Las
ecuaciones resultantes no solo son lineales sino también pueden caracterizarse
como ecuaciones diferenciales homogéneas, de segundo orden y con

coeficientes constantes. La solucidn de todas estas ecuaciones es de la forma

6, (t) = apcos(w;t) (1.14)

Donde a, es la amplitud de oscilacion de la n —ésima estacion y s es el auto-

valoryn=1,2,...,N

1.2.3 SISTEMA TORSIONAL SIN AMORTIGUAMIENTO
Si no consideramos amortiguamiento (B, =C,=0; n=1,2,..,N), las
ecuaciones (1.9) y (1.11) tienen N —1 autovalores imaginarios distintos de

cero; §;=zxiw;; j=12,.., N—1; que son las frecuencias naturales del
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sistema torsional. De la ecuacion (1.14), la solucion para la vibracion libre de la

n —esima estacién es como sigue

0,(t) = ancos(wjt) (1.15)
Donde a, es la amplitud real. Entre los procedimientos mas conocidos para
estos calculos figuran el método de Holzer, método de la Matriz de

Transferencia, método de Stodola (llamado también iteracion de matrices).

1.2.4 SISTEMA TORSIONAL CON AMORTIGUAMIENTO

Si consideramos amortiguamiento, los auto-valores seran numeros complejos;

=4+ iw; i=v-1; j=12..,N-1 (1.16)

La solucion de la ecuacion (1.14) puede ser escrita como
N-1
0,(t) = z anjet cos(w;t — Bn;j) (1.17)
j=1

Donde a,; es la amplitud real de la estacion n con frecuencia w; y f,; es el
angulo de fase. De la ecuacion (1.16) se puede deducir que las N —1
frecuencias naturales no nulas son dadas por la parte imaginaria de los auto-

valores, y el signo de la parte real 4; determina en la vibracion libre, dada por
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la ecuacion (1.17), un incremento para un proceso inestable o descenso para
un sistema estable. La vibracion torsional del eje-rotor modelado en las

ecuaciones (1.9) a (1.11), sera siempre estable cuando 4; < 0, para todo j.

1 IPZ

Fig. 1.4. Modelo de un sistema con amortiguamiento [4]

Cuando el proceso es inestable existen controladores de velocidad angular
aplicados al torque inducido T(t) para llegar a la estabilidad del sistema. En las
figuras 1.5 y 1.6 se describe el funcionamiento de un controlador de velocidad
angular. Basicamente, una sefial (velocidad) w, es comparada con una
velocidad w, pre-establecida y el error se retroalimenta para cambiar el flujo del

combustible como sea necesario.
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/ > Ce

1)

Fig. 1.5. Esquema de retroalimentacion para control de velocidad de una
turbina [4]

velocidad
pre-establecida

Tﬂ - Cﬂmg

1
| .I'J‘"-*-up.r = hi.w_.
| X
e \

Combustible

Fig. 1.6. Esquema del controlador de velocidad [4]

En un helicoptero, por ejemplo, el controlador automatico de velocidad indica al
piloto la sefial de mantener la velocidad constante del motor durante los
cambios de condiciones de carga y de vuelo.

Un problema particular que se presenta en los programas de desarrollo de

helicopteros es el de mantener la estabilidad torsional del motor y del tren
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motriz mientras se proporciona una respuesta suficientemente rapida a las
demandas para los cambios de velocidad.

La figura 1.7 muestra el esquema de funcionamiento. Los principales
elementos del sistema son: El generador de gas (el cual produce el torque T, ),
el tren motriz y el controlador de velocidad. El tren motriz es un sistema
torsional de tres inercias (turbina, caja de engranajes, hélice) y tiene dos
frecuencias naturales diferentes de cero. La rigidez torsional del eje 2 de la
hélice es reducida grandemente por el cociente del cuadrado de la relacion de

transmision, tipicamente 80:1, lo cual produce bajas frecuencias naturales.

Cajade engranajes

Fig. 1.7. Esquema del tren motor de un helicoptero [4]
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1.3 REGIMEN TRANSITORIO

La energia total de un sistema, cualquiera que éste sea: mecanico, eléctrico,
electromecanico, etc., no puede variar bruscamente, no es posible pasar de
una forma de energia a otra forma de energia instantaneamente.

Este principio, en los circuitos eléctricos, se expresa diciendo que no es posible
pasar de un estado de régimen permanente a otro estado de régimen no
permanente de una manera instantanea o discontinua.

Un régimen transitorio eléctrico o mecanico puede ser aperiddico u oscilante.
Es aperidédico cuando los parametros que definen el estado de un sistema
estan sujetos a variaciones unidireccionales que se superponen al régimen
permanente final. Y es oscilante cuando tales variaciones son periddicas,
asimismo, superpuestas al régimen final. En general, tanto en un régimen
permanente o transitorio si la causa que dio origen al mismo, cesa o se
estabiliza, las variaciones terminan por amortiguarse, quedando al final
unicamente el nuevo régimen permanente.

Como sea que el tiempo de duracion de un régimen transitorio no queda
generalmente bien definido, pues en teoria es infinito, se acepta que ha
terminado cuando las variaciones en el tiempo de los parametros afectados no
son ya medibles.

En los sistemas electromecanicos, los regimenes transitorios eléctricos estan
asociados con circuitos eléctricos conteniendo inductancias y capacitancias, y
los regimenes transitorios mecanicos con elementos mecanicos dotados de
inercia y rigidez.

El cierre o apertura de un circuito, la etapa de arranque de un motor o el

cambio de carga del mismo, cualquier variacién brusca de la resistencia, la
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autoinduccidn, son causa de perturbaciones eléctricas 0 mecanicas, origen de

un régimen transitorio.

1.3.1 ETAPA DE ARRANQUE
A continuacién se describe la etapa de arranque de un motor sincrono, ya que
es precisamente en los sistemas accionados por estos motores en donde se

producen vibraciones torsionales muy importantes a analizar (figura 1.8).

—

Motor
sincrono

Compresor

F 3

‘ I Cajade engranajes |

ﬁ
=

Velocidad del eje

Tiempo

Fig. 1.8. Vibraciones torsionales excitadas por el arranque de un motor

sincrono [4]
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Los motores sincronos de polos salientes son puestos en marcha como
motores de induccién, con el campo cortocircuitado o descargado a través de
un resistor, esto produce un esfuerzo de torsion pulsante durante el arranque,
con una frecuencia de excitacién igual al doble de la frecuencia de
deslizamiento del motor.

Si consideramos que la frecuencia de la linea es 60 Hz, la excitacién comienza
a 120 Hz, la cual decrece linealmente hasta cero cuando el motor alcanza la
velocidad de sincronismo ( figuras 1.9 y 1.10). Cualquier frecuencia natural que

se encuentre dentro de este rango sera excitada durante la etapa de arranque

(figura 1.11).

140 +

)

Torgue pulsante
Frecuencia (Hz

0 t I I
0 200 1000 1500

Velocidad (rpm)

Fig. 1.9. Frecuencia pulsante de una maquina sincrona [7]
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Fig. 1.10. Frecuencia arbitraria como una funcion de la velocidad del rotor [7]
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Fig. 1.11. Diagrama de Campbell [7]

El esfuerzo de torsion pulsante puede ser lo bastante alto como para exceder
el limite de resistencia torsional del eje. Por esta razon, las tensiones
transitorias se deben calcular y comparar con la tension del limite de
resistencia. No es necesario que las tensiones transitorias sean menores que
la tensién del limite de resistencia; sin embargo, las tensiones deben ser

suficientemente bajas como para permitir un numero aceptable de arranques.

1.3.2 VIBRACIONES TORSIONALES EN ETAPA DE ARRANQUE

Ran, Yacamini y Smith citan en su trabajo de investigacioén [6] las mediciones
de las vibraciones torsionales realizadas en el laboratorio con un modelo
experimental (figura 1.12). Este experimento nos ilustra la fenomenologia que

se produce durante el régimen transitorio.
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Fig. 1.12. Esquema experimental del sistema torsional [6]

El rotor del motor de induccion M; impulsa por medio de un eje a la carga M,,
en este caso M, > M,. El eje esta conectado directamente a las inercias (M, y
M), y no se le ha montado un acople intermedio.

En la figura 1.12, T, es el torque en el entrehierro, T, es el torque de acople
entre las dos inercias a traves del eje, T, y Ty representan el torque de carga y
el torque de amortiguamiento debido a la friccion del aire.

El primer experimento en el laboratorio fue disefiado para determinar el grado
de amortiguamiento presente en el sistema mecanico cuando los rotores del
motor y de la carga fueron sometidos a un estado de vibracion torsional libre,
para ello una palanca corta de masa despreciable fue acoplada al extremo del
eje del motor y golpeada con un martillo, esto es equivalente a someter al
sistema a una funcion impulso.

Para efectuar las mediciones se emplearon strain gauges y los resultados se

muestran en la figura 1.13; se observa que hay un pequefio amortiguamiento
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presente y después de cuatro segundos el torque oscilatorio se ha reducido
alrededor del 50% de su valor inicial.

Cabe indicar que las bobinas eléctricas del motor no fueron energizadas
durante esta prueba y los fendmenos electromagnéticos no tienen ningun
efecto sobre el esfuerzo de torsién medio.

Para fines practicos el amortiguamiento en sistemas torsionales puede ser

considerado insignificante.

1009 -

HHE 1L LLLE LLALLLL

- 100% |
0 0.8 1.6 2.4 3.2 4.0

t(s)

Fig. 1.13. Vibracién torsional libre [6]

Para ilustrar el comportamiento dinamico del sistema torsional en la etapa de
arranque, el motor fue conectado directamente a una linea de 415 V y 50 Hz.,
la impedancia causa aproximadamente un 10% de caida de voltaje en los
terminales del motor.

El torque fue medido empleando los mismos strain gauges y los resultados se
muestran en las figuras 1.14 y 1.15. El torque nominal del motor es 239 Nm, y

durante el arranque se eleva a 1750 Nm.
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Asimismo, la corriente durante el arranque toma un valor de 1375 A (figura

1.15).
T(Nm]
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Fig. 1.14. Torque medido durante el arranque [6]

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1300 2000
t(ms)

Fig. 1.15. Corriente medida durante el arranque [6]
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1.3.3 SENALES TRANSITORIAS
Las sefiales transitorias tienen lugar cuando el sistema es sometido a la accion
de fuerzas excitadoras que actuan por un breve periodo de tiempo, estas
fuerzas provocan vibraciones que tienden a desaparecer un tiempo después
que cesa la accion de las mismas.
Entre esas fuerzas excitadoras ocupa un lugar muy importante las de tipo

impulsivo.

1.3.3.1 FUERZAS IMPULSIVAS

Los sistemas reales pueden estar sometidos a fuerzas excitadoras causantes
del comportamiento transitorio del mismo.

Una de las caracteristicas de las fuerzas impulsivas es que tienen un tiempo de
duracion muy pequefio, pero son de elevada magnitud por lo que le imprimen al
sistema una velocidad inicial que sera proporcional a su masa (inercia) y a su

amortiguamiento.

F(t)t

= 7 At t

Fig. 1.16. Representacién de la fuerza impulsiva [18]
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La fuerza impulsiva puede ser representada mediante la segunda ley de

Newton de acuerdo a:

F(t)=ma—>F(t)=m-% (1.18)

De donde se puede evaluar el impulso provocado por la fuerza F(t) como

sigue:

t+At

I= f F(t) dt (1.19)

t

De la figura 1.16 se observa que si At—0, la fuerza impulsiva tiende a valores
infinitos para un impulso dado. Si el impulso I es igual a la unidad, entonces la
fuerza impulsiva sera unitaria cuando At—0 y tomara las caracteristicas de una

funcion delta 6 (t — 7).
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1.3.3.2 FUERZA IMPULSIVA SINUSOIDAL

dGR

T = T,sin (wt)

-
0 ty t

TEI‘:IF______#‘

Fig. 1.17. Sistema torsional de un grado de libertad

Las razones para prestar una importante consideracién a la respuesta de la

excitacion sinusoidal son:

a) Ocurren en la mayoria de los generadores practicos

b) El teorema de Fourier permite extender el caso sinusoidal al caso
general de analisis.

c) La respuesta sinusoidal esta relacionada directamente a la
respuesta transitoria del sistema, ya que el caso mas general es

la sinusoidal atenuada exponencialmente.
Las condiciones iniciales son: 8(0) = §(0) = 6(0) =0

La ecuacion de movimiento de un sistema amortiguado puede ser expresado

de la siguiente forma:

. . T, sin(fwt) 0=t=t :
1,6+ cf + k6 =T(t) T(t) = Jl:[] sin{wt) 1 (1.20)
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donde:

i
w=— (1.21)
ty

La solucion de la ecuacion (1.20) se obtiene de la superposicion de la solucion
homogénea 6,(t) y la solucion particular 6,(t), aqui el término de

amortiguamiento se desprecia.

0(t) = 0,,(t) + 6,(t) (1.22)

T,

0(t) = Acosw,t + Bsinw,t + lk——lpwz

l sinwt (1.23)

donde Ay B son constantesy w,, es la frecuencia natural del sistema

Wy =—= [+ (1.24)
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Con ello encontramos la solucién que toma la siguiente forma:

6(t) =

[smwt - w—sma)nt] 0<t<t (1.26)

wn

La ecuacion anterior puede ser planteada de la siguiente manera:

o(t) 1 nt t, . 2mt
= [sm— — —sin— 0<t<sty (1.27)
Best 1— [ tn ] ty 2t tn
2t;

T,
donde: o5 = ?”

La solucién dada en la ecuacion (1.26) es solo valida durante el periodo de

aplicacién del torque 0 <t < t;.

Cuando no se aplica el torque t = t;, entonces la solucién se expresa como

la solucién de una vibracion libre.
0(t) = A'coswyt + B'sinwgt t=t; (1.28)

las constantes A" y B’ se determinan de las condiciones iniciales 0(t = t,)

y 6(t=t,) dadas por la ecuacién (1.27), lo cual nos genera las siguientes

identidades:

21ty

o(t =ty = a[ t; + B'sinw,t; (1.29)

26,
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. -T T 21ty . .
O(t=ty) =a T 05— ] = —w, A sinw,t; + w,B cosw,t; (1.30)
1 1 n
S
donde: a = e—StZ
_[t_n]
2t1

Con las ecuaciones (1.29) y (1.30) se obtienen finalmente las constantes A" y

5
A = sinw,t 1.31
= ot sinwyty (1.31)
, an
B =-— [1 + cosw,t,] (1.32)
wntl

Sustituyendo los valores de A’ y B’ en la ecuacién (1.28) se obtiene la

respuesta de la vibracion libre.

tn
t
o) !

6est t
o[

. ity L . t
[stn [— - —] — sin2m —] t>t (1.33)
th tn tn

Las ecuaciones (1.27) y (1.33) dan la respuesta en una representacion

o(t . L
©® es expresado en funcion del término t—l .

est n

adimensional, es decir,
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o(t)

est

De este modo se puede determinar el maximo valor de para un valor

o t
especifico de t—l .

n
La respuesta del sistema se muestra en la figura 1.18, se observa que el

, t
maximo valor de (@) = 1,75 ocurre para un valor t—l = 0,75.

6€St max n

(£) )
[ JE'EI?

mex

[ 3
[

{a)

4
=]

Fig. 1.18. Respuesta del sistema a un pulso sinusoidal [17]

1.3.3.3 RESPUESTA TRANSITORIA

Un choque representa una aplicacion subita de una fuerza u otra forma de
perturbacion, que se traduce en una respuesta transitoria de un sistema. El
valor maximo de la respuesta es una buena medida de la severidad del choque
y es, por supuesto, dependiente de las caracteristicas del sistema. Co el objeto

de caracterizar todos los tipos de excitaciones de choque, un oscilador no
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amortiguado de un grado de libertad (sistema masa-resorte) es elegido como
sistema estandar.
La respuesta de un sistema a una excitacion arbitraria f(t) es expresada en

términos de la respuesta al impulso unitario h(t) definida por la ecuacion

x(2) = f () At — £)dg (134)
0

Para el oscilador no amortiguado de un grado de libertad, tenemos:

1
h(t) = i t 1.35
®) = —sinw, (1.35)

n

La respuesta pico que debe utilizarse en el grafico de respuesta esta dado por

la ecuacion

X()max = .

— [ F@sinwn - ot (1.36)
0

max

En el caso que el choque es debido al movimiento subito del punto de apoyo;
f(t) es reemplazado por —j(t) en la ecuacién (1.36). La aceleracion del punto

de soporte esta dado por:

t

Z(Omax = |~ | V() sinwy(t — §)dg (1.37)

0 max
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En la figura 1.19 se representa la respuesta para tres excitaciones diferentes.

, : t , , .
La escala horizontal es igual a t—l mientras que la escala vertical es un numero
n

adimensional que es una medida del efecto dinamico sobre la fuerza aplicada.

El factor dinamico es generalmente menor que 2.

Fig. 1.19. Respuesta transitoria para tres tipos de fuerza impulsiva [2]
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1.3.3.4 DISENO BAJO FUERZAS IMPULSIVAS

Cuando se aplica una fuerza de corta duracion, usualmente de un periodo
menor que el periodo natural de un sistema, se denomina fuerza impulsiva.
Esta fuerza impulsiva causa wun incremento significativo de los
desplazamientos, velocidades, aceleraciones o también de los esfuerzos de un
sistema mecanico.

Aunque la fatiga es una de las mayores causas de falla bajo excitaciones
armonicas, por lo general este fendbmeno no es importante cuando el sistema
es sometido a cargas impulsivas. El impacto puede ser descrito mediante un
pulso de impacto, velocidad de impacto o mediante el espectro de respuesta
impulsiva. Los pulsos de impacto son introducidos como la aplicacion subita de
fuerzas o desplazamientos en la forma de funciones de tipo rectangular, medio
seno, triangular o funciones similares (figura 1.20). Un impulso de velocidades
es causada por un cambio subito de la velocidad, como consecuencia de dejar
caer algun cuerpo de una determinada altura. El espectro de respuesta
impulsiva describe la forma como una maquina o estructura, responde a un
impacto especifico. Diferentes tipos de pulsos impulsivos son usados en
productos comerciales, industriales o militares. Las especificaciones para
productos militares se encuentran en las normas MIL-E-5400 Y MIL-STD-810,
en dichas normas se definen los diferentes tipos de pulsos impulsivos, también
se dan las pautas y métodos para realizar pruebas experimentales con dichos

pulsos.
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F(t), F(t), F(t)

'F:l.".c:x b E ra F

- - e

Pulso medio seno Pulso triangular Pulso rectangular

Fig. 1.20. SefAales impulsivas tipicas [17]

1.3.3.5 ANALISIS DE RESPUESTA PARA FUERZAS IMPULSIVAS

En la tabla 1.1 se muestra una serie de respuestas tipicas para tres pulsos
simétricos en funcién de la duracién del pulso t; y el periodo natural del
sistema t,,.

La importancia del parametro t,/t, radica en que es un indicador de la
duracién del pulso tomando como referencia el periodo natural del sistema. Se

distinguen tres casos principales dependiendo del valor de t,/t,.

t . , .
a) t—1< 0,25. En este caso la fuerza impulsiva es de corta duracién

n
comparada con el periodo natural del sistema. La respuesta maxima
ocurrira después de que la fuerza haya sido aplicada y su amplitud es
menor que la amplitud de la fuerza impulsiva. Es importante destacar
que en el caso del pulso rectangular estas caracteristicas se dan
aproximadamente para valores de (t,/t,) < 0,16 dado que este pulso es
de una naturaleza distinta porque alcanza su amplitud maxima de

manera inmediata.
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t . . . .
b) t—l = 1. La respuesta maxima ocurre mientras la fuerza impulsiva es
n

aplicada, y su amplitud es mayor. Se dice que la respuesta se amplifica.

t .
c) t—1> 2. La duracién del pulso es mucho mayor comparado con el

n

] . . t
periodo natural del sistema. A medida que t—l aumenta, la respuesta se
n

aproxima al pulso, de manera que sus amplitudes son muy parecidas.
Es por esto que la forma del pulso toma mayor importancia y la fuerza

impulsiva se torna quasiestatica.
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TABLA 1.1 Respuestas tipicas de un sistema de un grado de libertad sin

amortiguamiento sujeto a tres diferentes pulsos [16]
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CAPITULO 2

PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO EN EL MECANISMO

DE TRANSMISION

2.1 MODELOS CONCEPTUALES DE SISTEMAS MECANICOS

El movimiento de elementos mecanicos se puede describir en varias
dimensiones como traslacion, rotacién, o sus combinaciones. Las ecuaciones
que gobiernan el movimiento de sistemas mecanicos estan formuladas directa
o indirectamente mediante la ley del movimiento de Newton.

El movimiento de rotacién de un cuerpo se puede definir como el movimiento
alrededor de un eje fijo. La extension de la ley de Newton para el movimiento
de rotacion establece que la suma algebraica de los momentos o pares
alrededor de un eje fijo es igual al producto de la inercia por la aceleracion

angular alrededor del eje.

querzas =la (2.1)

En donde I denota la inercia y a es la aceleracion angular. Las otras variables
que se usan generalmente para describir el movimiento de rotacion son el par
T, la velocidad angular w y el desplazamiento angular 6. Los elementos

involucrados en el movimiento de rotacion son los siguientes:
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b)

Inercia; es la propiedad de un elemento de almacenar energia cinética del

movimiento de rotacién. La inercia de un elemento dado depende de la
composicién geométrica alrededor del eje de rotacion y de su densidad.
La inercia de un disco circular o eje alrededor de su eje geométrico esta

dado por:

I = -mr? (2.2)

Cuando un par es aplicado a un cuerpo con inercia I, como se presenta

en la figura 2.1, la ecuacion del par se escribe como:

dw(t) Idze(t)

T(t) =Ia(t) =1 TR

(2.3)

Donde: 6(t) es el desplazamiento angular, w(t) es la velocidad angular,

y a(t) es la aceleracion angular.

T(t)

\
\ I 8(t)
/

Fig. 2.1. Sistema par-inercia [13]

Resorte torsional, como el caso del resorte lineal para el movimiento de

traslaciéon, la constante del resorte torsional k, en par por unidad de
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desplazamiento angular, puede representar un eje cuando esta sujeto a
un par aplicado. La figura 2.2 ilustra un sistema par-resorte torsional que

se puede representar por la ecuacion:

T(t) = kO(t) (2.4)

ey

/’

Z . TO

A \

7 \

2 )

é

g
Z ()

Fig. 2.2. Sistema par-resorte torsional [13]

Si el resorte torsional esta pre-cargado por un par TP, la ecuacion (2.4)

se modifica a:

T(t)—TP = kO(t) (2.5)

c) Friccion para movimiento de rotacién; los tres tipos de friccion modelados
para el movimiento de traslacién se pueden manejar para el movimiento
de rotacion, de esta forma:

Friccion viscosa:

__do(e)
T(t)=B—— (2.6)
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Friccion estatica:

T(6) = £(F) 1y (2.7)
Friccion de Coulomb:
do
®) /dt
T(t) = F.—— (2.8)
de(t)/
dt

En el caso de sistemas engranados (figura 2.3) la energia de deformacion

correspondiente es:

Ua = kg (2.9)

Donde:

6 — R191 J= R292 (210)

k, : Rigidez de los dientes

Cuando la rigidez es muy alta, los dientes no se deforman, entonces la energia

de deformacién es cero.

R191 - R292 =0 (211)
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Fig. 2.3. Sistemas engranados [13]

2.2 MODELO CONCEPTUAL DEL MECANISMO DE TRANSMISION

El mecanismo de transmisiéon a estudiar se muestra en la figura 2.4. El
mecanismo esta conformado por dos ejes paralelos (motor y conducido)
acoplados por un mecanismo de engranajes (pindn 2 y engranaje 3). Asimismo,
los ejes motor y conducido, estan conectados con la inercia del motor (entrada)
y la inercia de carga (salida) respectivamente.

La figura 2.4 representa el modelo conceptual de un sistema torsional
conformado por un motor eléctrico (I,), un multiplicador (I,,13), y la carga a

impulsar (1,).
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Una de las aplicaciones industriales se observa en la figura 2.5, en la cual se

muestra un compresor impulsado por un motor a través de un mecanismo de

engranajes.

T(t) ky -
i — — - - > T,
s I,
! e ]
' T =
rf\ng HL'J/J -

Fig. 2.4. Modelo conceptual del mecanismo de transmision

Compresor

Motor sincrono [ ]
Multiplicador

Fig. 2.5. Sistema torsional Motor — Multiplicador- Compresor [7]
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2.2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE MOVIMIENTO
Sobre el mecanismo de transmisién a estudiar:

e La fuerza impulsiva, T(t), actua sobre el disco 1 (I;)

e El sistema tiene cuatro grados de libertad torsional (0,,0,,65,0,), pero
con la relacion cinematica r,08, = r;65, el desplazamiento 6; queda
definido en funcién del desplazamiento 6,, reduciéndose de esta manera
a tres grados de libertad torsional.

e Los engranajes se modelan como rotores rigidos

e En la etapa de arranque (t=0) las condiciones iniciales de los
desplazamientos  (6,,0,,65,6,), velocidades (6,0,,65,6,), vy
aceleraciones (6,, 6,, 65, 6,) son iguales a cero.

e FEl sistema considerado es un sistema dinamico linear.

Las ecuaciones de movimiento pueden ser deducidas utilizando las ecuaciones

de Lagrange:

d[oLy_oL  oF _
dtlog;l 0dq; 0q;

Qi (2.13)
Donde:

L = E — U; funcién de Lagrange

E : Energia cinética

U : Energia potencial

q; : Coordenadas generalizadas

q; : Derivada respecto al tiempo de las coordenadas generalizadas
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F : Fuerza de amortiguamiento

Q; : Fuerzas externas sin potencial

1 ., 1 .1 .1
E = Elael +§Ib92 +§ICQ3 +§IC94 (2.14‘)
U =2ki(8; — 02 +ky (63 — 6,)? (2.15)

Por el principio de los trabajos virtuales:

Normalmente el amortiguamiento en sistemas torsionales es pequefo y tiene
poco efecto sobre las frecuencias naturales, por lo tanto las frecuencias
naturales y modos de vibracion torsional pueden ser calculados asumiendo el
amortiguamiento igual a cero. Asimismo, la respuesta maxima es alcanzada en
un periodo muy corto de tiempo, antes de que las fuerzas de amortiguamiento
puedan absorber gran parte de la energia de vibracion del sistema.

De esta manera en la ecuacion 2.13, las fuerzas de amortiguamiento tienden a

cero.

doL] oL

dtl5al 50 =@ (2.17)
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Desarrollando la funcién de Lagrange:

1[ . 75\ 2 . . T 2
L= [11912 ¥ [12 +(2) 13] 03 + 1,67 — Iy (0, = 0,7 — ko (20, - 6, ] (2.18)
3 3

Para cada coordenada generalizada; 04, 6,, 0, ; tenemos:

dt laé’l 36, 1®
Ilél + k191 - k192 = T(t) (219)
dt aezl 20,

2 2
Ty o 7y T _
12 + ¥ 13 9 — klgl + k1 + g kz 92 — kz - 04_ —_ O (220)
T3 T3 T3

dtlae4 20,

1,6, — k, ( )92 +k,6, =0 (2.21)

Ordenando, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento

1,6y + k0, — k0, = T(t)

75\ ? 75\ 2 T
2 5o 2 2 _
3 T3 3

LB, — ky (2 )02 +k,0,=0
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En forma matricial:

I 0 ey —k
: 0, "2 } T(t)
[0 12+(r_2>213 06, +|_k1 kl+(€) a 92 = (2.23)
3 .. ’
lo 0 1,110 [ 0 —(:)
3

2.3. CASO DE ESTUDIO: SISTEMA DE TRANSMISION POR
ENGRANAJES

Teniendo presente que el objetivo de este trabajo es la comprension de las
vibraciones torsionales, se ha tomado como caso de estudio un sistema de
transmision por engranajes, cuyos parametros fueron seleccionados de modo
que las frecuencias torsionales se encuentren en una gama que permitan
realizar el analisis modal y el analisis bajo régimen transitorio. Asimismo, los
parametros fueron seleccionados como razonablemente practicos para la
fabricacion a futuro de este sistema y realizar ensayos experimentales.

Los parametros seleccionados del sistema a estudiar son:

Rotor (del motor):

Masa del rotor, m,, = 4,5 Kg
Radio del rotor, . = 0,070 m

Momento de inercia del rotor, I; = 00,0110 Kg — m?

Eje Motor:

Diametro del eje motor, d,,, = 0,025 m
Longitud del eje motor, [,,, = 0,5 m

Rigidez torsional, k; = 5900 N —m
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Pifion:

Modulo, modulop = 4
Numero de dientes, Z, = 40
Masa del pifion, m, =6,4 Kg

Momento de inercia del pifidn, I, = 0,02048 Kg — m?

Engranaje:

Numero de dientes, Z, = 25
Masa del engranaje, m, = 2,5 Kg

Momento de inercia del engrane, I; = 0,00312 Kg — m?

Eje Conducido:

Diametro del eje conducido, d,. = 0,025 m
Longitud del eje conducido, .. = 0,5m

Rigidez torsional, k, = 5900 N — m

Carga:
Masa de la carga, m. = 12,4 Kg

Momento de inercia de la carga, I, = 0,062 Kg — m?

., . ey Z.
Relacién de transmision; r, = Z—” =16

Torque nominal, T,,=1 N —m

Frecuencia de excitacion, w = 60 Hz
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CAPITULO 3

ANALISIS DE LAS VIBRACIONES TORSIONALES

BAJO REGIMEN TRANSITORIO

Uno de los principales problemas cuando se trata de estimar la respuesta de un
sistema sujeto a excitaciones externas es idealizar dicha excitacién. En la
practica, la sefial de entrada para un sistema no se conoce con anticipacion,
pero es de naturaleza aleatoria, y la entrada instantanea no es posible
expresarla exactamente; solo en algunos casos especiales se conoce con
anticipacion la sefial de entrada y se puede expresar de forma analitica o
mediante curvas.

Las sefales de prueba que se usan regularmente son funciones escaldn,
rampa, parabola, impulso, etc. Con estas senales de prueba, es posible realizar
analisis matematicos y experimentales de sistemas mecanicos, ya que las
sefales son funciones del tiempo muy simples.

Si las entradas para un sistema de control son funciones del tiempo que
cambian de forma gradual, una funcién rampa sera una buena senal de prueba.
Asimismo si un sistema esta sujeto a perturbaciones repentinas, una funcion
escalon sera una buena seial de prueba; y para un sistema sujeto a entradas
de choque, una funcién impulso sera la mejor.

Para nuestro sistema simularemos el torque durante la etapa de arranque, por

medio de una funcién impulsiva sinusoidal, T (t), definida por:

T(t) =T,sin(wt) 0<t<ty 3.1)
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Donde:

T
t; =—
1 w

T,, : Torque nominal

w . Frecuencia de excitacion, w = 60 Hz

3.1 SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD

Se realiza el analisis para el sistema torsional de un grado de libertad (figura
3.1), lo que nos permitira conocer la respuesta del sistema a una fuerza
impulsiva sinusoidal y conocer a priori la tendencia de esta respuesta para

sistemas de multiples grados de libertad.

T= T,sin (wt)

-

0 fy t

Fig. 3.1. Modelo de un grado de libertad. Excitacién por torque aplicado

en el disco

Para el sistema de un grado de libertad, la frecuencia natural esta dada por la

ecuacion (1.24).
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Donde:
k : Rigidez torsional del eje, k = %

J : Momento de inercia polar del eje, | = ”3—‘;4

d : Diametro del eje
[ : Longitud del eje
G: Maddulo de corte, G = 80 x 10° N /m?

p : Densidad del material, p = 7860 Kg/m?

. { . tD*
I, : Momento de inercia polar del disco, I, = p”32

D : Diametro del disco

t : Espesor del disco

Reemplazando en la ecuacion (1.24) obtenemos una ecuacion generalizada

para la frecuencia natural dada por:

G d*
W, = |—

Seleccionaremos como parametros iniciales para este sistema los siguientes:

d=20mm;l=400mm

D =195mm;t =85mm
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De la ecuacidn (1.26) obtenemos la respuesta del sistema a un pulso

sinusoidal.

1 w
—= [sin(a)t) ——sin(wpt)] 0<t<ty (3.3)

1— [ﬂ] Wn

wn

Tomando como datos los parametros seleccionados para el sistema, las
ecuaciones (3.2) y (3.3); se elaboré un programa de calculo en Matlab que nos
permite obtener las curvas caracteristicas del comportamiento de la frecuencia
natural (w,,), la razén de duracion del pulso (t;/t,) y la respuesta del sistema
(Ts:/Ty); variando los parametros d, D,l. Los casos de analisis se presentan en

la tabla 3.1

TABLA 3.1 Casos de analisis para el sistema de un grado de libertad.

Parametros variables (x); Parametros constantes (-)

d l D
CASO | X - -
CASO I - X -
CASO Il - - X

Los resultados se muestran en las figuras 3.2 a 3.10
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CASO I: Diametro (d) del eje variable

L FE e FH N R

Frecuencia Natural [Hz]

D1U 18 20 25 a0 35 40 45 g0
diametro del eje (mm) d

Fig. 3.2. Frecuencia Natural del sistema de un grado de libertad

para (d) variable

Razon [t1 /tn]

DWD 15 20 25 3n 35 40 45 d a0
diametro del eje (mm)

Fig. 3.3. Razén de duracién del pulso del sistema de un grado de

libertad para (d) variable

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

Tst/Tn

diametro del gje

Fuerza impulsiva

d =10 mm
Tit) = sinfwt) | | ——d =20 mm
: ——d=30mm
—d=40mm
d =50 mm

tiempo (s)

Fig. 3.4. Respuesta del sistema de un grado de libertad para (d) variable

CASO II: Longitud () del eje variable

110

105

100

w
o

a0

g5

Frecuencia Natural [Hz]

il

78

7o

BS

350 400 450 &00 850 500 BE0 oo
longitud del eje (mm)

Fig. 3.5. Frecuencia Natural del sistema de un grado de libertad

para (1) variable
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nes i i i i i i i i

300 350 400 450 &00 50 &00 650 700
longitud del eje (mm)
Fig. 3.6. Razén de duracion del pulso del sistema de un grado de
libertad para (l) variable
1.8 T
T s
Fuerza irlnpulsiva I;ng\tud del e
e [—Tme] | — o
: — | =500 mm

12 — | =E00 mm
= 1
|_
w
08

0.6

0.4

02

tiempo (s)

Fig. 3.7. Respuesta del sistema de un grado de libertad para (1) variable
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CASO lllI: Diametro (D) del disco variable

Frecuencia Natural [Hz]

o i i i i i i i i

Tes 120 19 a0 08 210 715 20 7
Diametro del disco (mm) D
Fig. 3.8. Frecuencia Natural del sistema de un grado de libertad
para (D) variable
I e e o e
085

08

o
oy
m

Razon [t1 /tn]

065

06

| i i i i i i i
185 190 195 200 205 210 215 20 25
Diametro del disco (mm) D

Fig. 3.9. Razén de duracion del pulso del sistema de un grado de

libertad para (D) variable
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Didrnetro del disco

D= 185 mm
Tit] = sinfwd) ——D=1%mm

i —— D=205mm
— D=215mm

Fuerza impulsiva

Tst/Tn

s

0.6

0.4

0z

tiempo (s) t o

Fig. 3.10. Respuesta del sistema de un grado de libertad para (D) variable

3.2 SISTEMA DE TRES GRADOS DE LIBERTAD. MECANISMO DE
TRANSMISION

Tomando como datos las ecuaciones (2.23) , (3.1) y los parametros definidos
en el apartado 2.3, se elaboré un programa de calculo en Matlab que nos
permite obtener las curvas caracteristicas del comportamiento de la frecuencia
natural (w,), y la respuesta del sistema (T,;/T,) ante una fuerza impulsiva
sinusoidal. Se presentan seis casos de analisis, lo cuales consideran la
variacion de los parametros kq,15,1,/715,k,,1,. Asimismo, para cada caso se
evaluaron los modos de vibracion torsional variando w,,, empleando para ello el
Método de Holzer.

Los casos de analisis se presentan en la tabla 3.2
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TABLA 3.2 Casos de andlisis para el sistema de tres grados de libertad.

Parametros variables (x); Parametros constantes (-)

k4 I, /13 k, I,
CASO | X - - - -
CASO I - X X - -
CASO Il - X - - -
CASO IV - - X - -
CASOV - - - X -
CASO VI - = - - X

Los resultados se muestran en las figuras 3.11 a 3.34

CASO [ Rigidez del eje motor (k;) variable y los parametros

(I, I, 15,15 /15, ko, 1,) S€ mantienen constantes.

=0 T T T T T T

Frecuencia natural

Primera frecuencia natural

200 -+ Segunda frecuencia natural
Tercera frecuencia natural

. e T e — SRS S — . e — .

Frecuencia Matural [Hz]

02 0.4 06 08 1 1.2 1.4 16 16
Rigidez torsional eje motor (Nm/rad) ky w0t

Fig. 3.11. Frecuencias Naturales torsionales para (k,) variable
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AMPLITUD (rad)

Tst/Tn (1-2)

—k1=2513 Nrm; win=72 4 Hz
k1=7178 Nm; wn=98 5 Hz
k1=16471 Nm; wn=107 3 Hz

--------------------------------- fmmmmemmmmemeeemeesmemeeemmeeeeeeem e

1 2
ESTACIONES

Fig. 3.12. Modos de Vibracién torsional para (k,) variable

1.6 T T T T
14} Fuerzaimpulsiva Rigidez del eje motar
Tit) = sinfut
@ (o) ———k1=2513 Nm
; —k1=5900 Nm
L PP BEP PR k1=9655 Nm
‘ —— k1= 16471 Nm
Y
= g S —
T L S g e L T O Ll LITITRIERS —
o o e R AN A 2
D2 mmemm gt el A R LRl R SGRLITCRETE R CLTEEERERRRSRRR e L  CGRECOTTEEEE —
0 i \ i i \ i \
0 1 2 3 4 5 B 7 E El

tiempo (s) t st

Fig. 3.13. Respuesta del sistema (T, ,_,/T,,) para (k,) variable
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1.4 T T T
Y S S N S B S = o R b |
P Rigidez del eje maotor : H H H :
Fuerza impulsiva : | | : :
- = k1 =2513 Nm
Tt = sintwt) | | —— 41 = 5900 Mim
P I k1=89856MNm |
: —— ki1 = 16471 him ]
? = e N -
@
=
e
e, W -
T o T S S R -
I e e N e .
o i i i i i i i
1] 1 2 3 4 5 G 7 g 9

tiempo (s) t o’

Fig. 3.14. Respuesta del sistema (T; 5_4/T,,) para (k;) variable

CASO II: Inercia del pifién (I,) y (r,/r3) variables. Los parametros (I3, kq, I3,

k,,1,) se mantienen constantes

200

m
[=]

o
=]

Frecuencia Matural

Primera frecuencia natural
Seunda frecuencia natural
Tercera frecuencia natural

Frecuencia Natural [Hz]
3
T

an nnz 03 004 nns 006 007 [T
Momento de Inercia 12 [Kg/m2] 12

Frecuencia Natural

Frecusncia Matural [Hz)

| SN A S AP Primera frecuencia natural
Seunda frecuencia natural

Tercera frecuencia natural

0 i | i | i | i ! !
13 1.4 15 16 1.7 1.8 1.0 2 21 22 23
Relacion r2/r3 23

Fig. 3.15. Frecuencias Naturales torsionales para (I,) y (r,/r;) variables
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— 2=0.0119 kg-m2; r2/f3=1.4; wn=94.30 Hz
—2=0.0324 Kg-m2; r2/3=1.8; wn=96.27 Hz

AMPLITUD (rad)

1 2 3
ESTACIOMES

Fig. 3.16. Modos de vibracion torsional para (I;) y (r,/r3) variables

e ! ! ! ! !
Fuerza impulsiva Inercia (12) ¥ relacidn (£2/t3) :
14} T = sinat) | [———12 = 0,019 Kg-m2; (2i3) = 14 | -oeedeeeeeeeee st N -
: —— 12 =0,0202 Kg-mZ; (1243) = 15 :
12 = 00324 Kg-m2; (12A3) = 18 :
—— 12 =0,0723 Kg-m2; (1243 = 2.2 :
e S F ; P PRETY SV AV A g T ELCTTTURTERN - W VYRR RPRRIT R —
— :
s 1
- !
= ‘
e = L O EREnEE L L L P R e TR E Tt SEPEE T PR SUTEL Ve REI NECERCESERR -
3 |
i !
i R S N R D Tl A .= niic -
s e et S s S N Py -
02 fmmmmme e d e R ERERRREEE LR eI SRR e R R —
0 I I | | | I |
0 1 2 3 4 5 5 7 8 9
tiempo (s) t o

Fig. 3.17. Respuesta del sistema (T, ,_,/T,,) para (I,) y (r,/r;) variables
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b T ! ! T T T ! T

Fuerza \mpuléiva Inercia (12) y relacidn (r2/3) :

T(t) = sinfu) ——— 2= 00115 Kg-mi2; (7243 = 14
12 —— 2= 00202 Kg-m2; () =16 |t S U s N R — .

: 12= 00324 Kg-m2; (1243) = 18 : :

: ——— 2= 00723 Kg-mi2, (1243) =22 : :
L S 4 -

F T Rt T Ty L LT T EPFE R RERPEEPEE PEPEREEPEERE —

o : :

@ : :

3 | :

T L B Y A s o r T ST -
DAl e e e e L I ETTTPETTEITREREEE . WEREEPPEERERE PP —
S e I O R N -

o i \ i i i \ i
0 1 2 3 4 [3 [} 7 8 9
tiempo (s) t w1o®

Fig. 3.18. Respuesta del sistema (T 5_,/T,) para (I,) y (r,/r;) variables

CASO llI: Inercia del pifidn (I,) variable y los parametros (I, ky, 15, 15/75,k,,14)

se mantienen constantes

180

Frecuencia Natural

Prirera frecuencia natural | ---—
Seunda frecuencia natural
Tercera frecuencia natural

=)
]

) : 3

L : :

® : 3

= 100 : :

) ' '

=4 : :

© : :

5] : 3

$ 60 : :

3 : :

(=] ' i

5] : :

w : 3
&0 i ;
L RRUELELI L EE LR L b LT TR e EeRPR =
Al L & - LY i, i e, :E_ .
0 I I I I I I
0.02 0.03 0.04 0.0s 0.08 0.07 0.08 0.09

Inercia del pifion [Kg-m2] 12

Fig. 3.19. Frecuencias Naturales torsionales para (I,) variable
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T T T
— 2 =002 Kg-mZ; wn =9572 Hz
— 2 =005 Kg-m2; wn =8609 Hz
— [2 =009 kKyg-mZ; wn = 75 88 Hz
_051 I 1 1 : I 1 1 )
ESTACIOMES

Fig. 3.20. Modos de vibracién torsional para (I,) variable

e ! ! ! ! ! ! ! !
Fuerza |mpu|§|va Inercia del pifign : : : :
141 Tit) = sin(wt) 2=002 Kgm2 | LT T = Wt N A -
—— 2=004 Kg-m2| ! : ; : : '
12=006 Kgm2 | ! : :
——2=009 Kg-r2| : :
2 T I Ja S e e —
] O N SO SN ;46 S s, -
—~ H '
i : :
- ' '
= ' '
- L P, T L Pk SEIITEEITIER |
% : :
[ H H
3 S U T T T -
DL e oo EaEae it EUDEELRERE R S TR R (/L R —
1) SRS S A SO S — SRS S S W SR S -
0 I I I I I I
a 1 2 3 4 5 3 7 ] ]
tiempo (s) t 0t

Fig. 3.21. Respuesta del sistema (T, ,_,/T,) para (I,) variable
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M T ! ! T ! ! T T
Fuerza II'TIFILI|ISIV3 Inercia del pifidn
— 12=0,02 Kg-m2 !
1ol T =sintt) | | p—pmawkgm2| b R s N N S i
; 12 = 0,06 Kg-m2 |
: —12=0,028 Kg-m2 :
L S S [P 48 SO 4N S . W -
o 1 L 7 L LT Ty PP EEE RIS REREPIR R T -
A : :
< ; :
S | 1
e T O T T -
04 frmmmmm e m e e o e N —
0.2 femmmmemgfo e A e BT N TR -
0 I \ I i \ I I
0 1 2 3 4 5 & 7 8 9
tiempo (s) t owi?

Fig. 3.22. Respuesta del sistema (T; 5_,/T,,) para (I,) variable

CASO |V: Relacién de radios (r,/r;) variable y los parametros (I, kq, 15,

I,, k,, 1,) se mantienen constantes

200

Frecuencia Natural [Hz]

& 71 777777777777777777 P e e Frecuencia Natural

H H : ; Primera frecuencia natural
S e SRR S S R Seunda frecuencia natural | .____ |
; H H ; ; Tercera frecuencia natural
S SR —
1.4 16 18 2 22 24 26 28
Relacion r2/3 ran3

Fig. 3.23. Frecuencias Naturales torsionales para (r,/r;) variable
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— 123 =14; wn="59059 Hz
—_— 23 =22 wn =105 51 Hz
—_— 23 =30 wn = 111506 -

a1t

ESTACIONEE

Fig. 3.24. Modos de vibracion torsional para (r,/r;) variable

1 ! T T T ! ! T T
16 Fuerza impulsiva F‘!IE\EE'E]” (243
' Tty = sinfw) ——@A=15 ;
; — (2 =20 -
) S =25 & A NN B
’ —(12/3)=30 .
B e e et e R i» rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr —
& 1
ol |
P ] T T TCTTIT CEFRRRRRRIY / /4 e TR B R N —
-
hat :
c :
% = R o P Sty - S F T TET= N I, . ETTTFEEEREEERa —
[ |
08 oo L e e e B AN .
] A e T T bt .
e oo e e e e -
o i i i i \ i i
0 1 2 3 4 5 & 7 3 El
tiempo (s) t ®

Fig. 3.25. Respuesta del sistema (T; 1_,/T;,) para (r,/r3) variable
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1.4 ! . ! .
Fuerza impulsiva Relacidn (r2/13)
12k Tty = sinCet] | [ 3 U SO ost AU SRS -
: — (2@ =20
: (23 =25
: —(2/3)=3D
S S P . SO .

e T T L L P o B EEITEEREEIL VO EEREEERRERERE —

» :

2 :

E :

T T Lt R T L Tk S0 "SERRES -
1 S . SO . . U0 SO _
s S e S . N -
o i i \ i i \ i

0 1 2 3 4 5 ) 7 8 E}
tiempo (s) t ot

Fig. 3.26. Respuesta del sistema (Ty; 3_,/T;,) para (r,/r3) variable

CASO V: Rigidez del eje conducido (k,) variable y los parametros (I, k4, I,

r,/13,15,1,) s€ mantienen constantes

260 1 T T T T
Frecuencia Natural
Primera frecuencia natural
Seunda frecuencia natural
o00 - Tercera frecuencia natural | e ... |
= :
T H
[l 2] | SR e —
= H
= !
] H
= H
[ H
=) H
c H
& H
=1 H
= .
& H
& |
1 i \ \ i i i i
02 0.4 0.6 0.4 1 12 14 16 1.8
Rigidez torsional eje conducido (Nm/rad) k2 ot

Fig. 3.27. Frecuencias Naturales torsionales para (k,) variable
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Desplazarmiento (rad)

k2=2513 Nm; wn=68.3 Hz
—k2=7178 Nm; wn=92.96 Hz
k2=16471 Mm; wn=114.14 Hz

--------------------------------- R REE LR SRR LR R EESL L R EEEEE |

Tst/Tn (1-2)

06

Estaciones

Fig. 3.28. Modos de vibracién torsional para (k,) variable

T T T T
Fuerza impulsiva Rigidez del eje conducida
—T(t) = sinfwt) | ~ K2 = 2510 Mm | T e T T T T e l
R — k2=5800 MNm
k2=9655 MNm
R S — k2 = 16471 N

________________________________________________

tiempo (s) toaf

Fig. 3.29. Respuesta del sistema (T, ,_,/T,) para (k,) variable
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1.4 T T T T T T
Fuerza impulsiva Rigidez del eje conducido
1ol i) = sintwt) | K2Z=2513 Hm| | :
—k2=5200 N [ H
k2=9656 Nm | H
—k2=16471Nm |
T e :
F T EEEEEEEEEEEE RS U T T TS ANPEPC e e N N —
e : :
= H H
3 | '
e T LR SR 4 T O L ITEE R -
i :L ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, :L ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
0 S O Y L . VR . -
0 i i i i i \ i
0 1 2 3 4 5 |5 7 i} El

tiempo (s) LT

Fig. 3.30. Respuesta del sistema (T; 5;_4/T,,) para (k,) variable

CASO VI: Inercia de la carga (I,) variable y los parametros (Iy,kq,1;,

r,/13, 15, k,) se mantienen constantes.

180 | T | T T
L T S D SLLDCTEEEEEEEEEEEEREE —
Frecuencia MNatural
7 S S R S [ Primera frecuencia natural | .—
; H Seunda frecuencia natural
H Tercera frecuencia natural
w :
I |
E :
E H
i} H
= H
Lol .
k=) H
=2 H
@ '
= H
b= .
@ H
i |
0 I i i i i I
u] 0.1 02 0.3 04 o0& 06 07
Momento de Inercia 14 [Kg/m2] 14

Fig. 3.31. Frecuencias Naturales torsionales para (I,) variable
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—4=0.0195 Kyg-m2; wn=109.33 Hz
14=0.1507 Kyg-m2; wn=81.04 Hz
14=0.5790 Kg-m2; wn=83.35 Hz

Desplazamiento (rad)

s i i i i i i

\ \
1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
Estaciones
Fig. 3.32. Modos de vibracién torsional para (1,) variable
e T T T T T T
Fuerza impulsiva Iner‘cla de la carga
Tit) = singwt) 4= 00155 Kg-m2
; —— 14 = 00517 Kg-m2 i
i 4= 0,1507 Kg-m?2 i
; ——— 14 = 05790 Kg-m2 ;
e S N S SUR S SN SO s SHN, W WS S -
5l
< i i
5 s s
w H H
= : :
A NS SN NN /S SUUUU SN NS SN SN S 1
o i i i i i i i i
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Fig. 3.33. Respuesta del sistema (T 1, /T;,) para (I,) variable
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Fig. 3.34 Respuesta del sistema (T 5_4/T;,) para (1) variable

Lalanne Michel y Ferraris Guy [13] plantean una ecuacion mas elaborada para

la fuerza impulsiva T(t), la cual considera las leyes del electromagnetismo,
dicha ecuacion esta dada por:

T(t) = a+ be * sin(wt) (3.4)

Donde a, b, A, son constantes diferentes de cero y w es la frecuencia eléctrica,
reemplazando por sus valores tenemos:

T(t) = T,[0,8 + 6e~%2t sin(wt + 0,1)] (3.5)
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Reemplazando la ecuacion (3.5) en la ecuacion (2.23) y ejecutando el
programa en Matlab, analizaremos la respuesta del sistema para el CASO | (k;
variable y los otros parametros se mantienen constantes).

Los resultados se muestran en las figuras 3.35 y 3.36

2 T ! T T T T

Fuerza impulsiva

| —— T(t) =T,[0.8 + 6 " sin(wt + 0,1)] |
10} ' P SSSEERERRRRES PR T R s SR bomeeneeeae .

Rigider del eje matar
— k1=2513 Nm
—k1=5300 MNm : H : :
gl KI=9655 Mm | b A N b |

— k1 =16471 Nm H H : :

Tst/Tn (1-2)

tiempo (s) tog
Fig. 3.35. Respuesta del sistema (T, 1_,/T,) para (k,) variable.

Aplicacion de ecuacion empirica T(t) = a + be *sin (wt)
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Fuerza impulsiva
. \ —— T(t) = T,[0.8 + 6 "% sinwr + 0,1)] |
Rigidez del eje motor
k1 =2513 Nm
Fpmmmmmmmmees — k1=5900 Mm
k1 =9655 MNm
— k1 =16471 Nm
2 g S S :..
- |
B L1 /L SN S R SR/ A W . . L W -
@ :
= :
c :
% Y :.. ________________________________________________________________ —
- 1
) S S S S A Lt W SRR -
i :.. _____________________________________________________________________ —
U S Sy S s -
0 i i i i i \
0 1 2 3 4 5 5 7 g8 9

tiempo (s) too®

Fig. 3.36. Respuesta del sistema (T, 5_4/T,,) para (k,) variable.

Aplicacion de ecuacion empirica T(t) = a + be *tsin (wt)

3.3. SIMULACION POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El Método de los Elementos Finitos se emplea como un método
complementario para determinar las frecuencias naturales y modos de
vibracion del sistema torsional equivalente de tres grados de libertad.

Las etapas que componen la simulacién por el método de los elementos finitos

son las siguientes:

e Pre-Proceso: Aqui se realiza la identificacion del modelo, es decir, se
define la geometria, se asigna el material, propiedades, y se sefalan las
condiciones de contorno y las cargas. Para la definicion de la geometria

se emplearon los parametros del sistema definidos en el apartado 2.3.
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El material asignado es el acero AISI 1020. Para los grados de libertad,
se toman las restricciones de modo que solo se permite el giro alrededor
del eje Z. Sobre las cargas aplicadas, no se aplica ninguna carga, ya
que para el analisis de frecuencias no intervienen cargas externas.
Establecidos todos los pasos previos, se procede al enmallado,

utilizando para ello elementos sélidos de seis nodos.

Fig. 3.37. Sistema equivalente del modelo conceptual

e Proceso: Es la etapa donde se resolvera las ecuaciones que se forman
con las matrices de inercia y rigidez para determinar las frecuencias

naturales torsionales respectivas.
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Mombre de modelo: Sistema 3ol

Mombre de estudio: FRECUENCIAS TORSIONALES
Tipo de resultado: Frecuencia Desplazamientos]
Forma modal: 1 Yalor = 05784 Hz

Escala de deformacion: 0.373224

URES (mm)
281 2e+002

I 2 578e+002
L 2.343e+002

. 21092+002

. 1.875e+002

. 1 B40e+002
. 1 406e+002
1.472e+002

| 9.373e+001

. 7.030e+001

4 GE7e+001

2.53435e+001

I 0.000e+000
Z

Fig. 3.38. Primera frecuencia natural del sistema equivalente

Mombre de modelo: Sistema Sgl
Mombre de estudio: FRECUEMCIAS TORSIONALES
Tipo de resultado: Frecuencia Desplazamientos2

Forma modal: 2 Yalor = 92496 Hz
Eszcala de deformacion: 0199335

URES (mm)
5.2526+002

l 4 &14e+002
| 437764002

. 3.939e+002

. 350184002

| 3064e+002

l 2 B26e+002

_ 2.188e+002

_ 1751 e+002
1.3 3e+002
§.755e+001
4 37 7e+001

0.000e-+000

S

Fig. 3.39. Segunda frecuencia natural del sistema equivalente
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Mombre de modelo: Sistema 3ol

Mombre de estudio: FRECUENCIAS TORSIOMALES
Tipo de resultado: Frecuencia Desplazamientos3
Forma modal: 3 Walar = 13554 Hz

Escala de deformacion: 0.25047

URES (mm)
4.190e+002

I 3841 e+002
. 349264002

. 31434002

- 2.793e+002

_ 2.444e+002

2.085e+002

L 1.746e+002

_1.397e+002

_ 1.045e+002

6.954e+001

3.492e+001

0.000e-+000
N

N

Figura 3.40. Tercera frecuencia natural del sistema equivalente

e Post-Proceso: Se evaluan las frecuencias naturales resultantes y se
procede a comparar con las frecuencias naturales obtenidas por las
ecuaciones de Lagrange. Los resultados se presentan en las tablas 3.3 y

3.4.

TABLA 3.3 Frecuencias Naturales obtenidas por el Método de los Elementos

Finitos
Wy, 1ra 2da 3ra
Hz 0,87 92,49 158,54
rpm 52,2 5549 9512
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TABLA 3.4 Analisis comparativo de frecuencias

w, (Hz) 1ra 2da 3ra

Ecuaciones de Lagrange 0 94 160
FEM 0,87 92,49 158,54

Error -0,87 1,51 1,46
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CAPITULO 4

EVALUACION DE RESULTADOS

4.1 EVALUACION DEL SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD

Caso | : Didametro del eje (d) variable y los parametros (I,D) se mantienen

constantes.

e Al incrementar el diametro del eje, la rigidez torsional del mismo
también aumenta, lo cual origina un aumento significativo de la
frecuencia natural del sistema.

e El incremento de la rigidez torsional del sistema origina un
incremento significativo del parametro t,/t,.

e La respuesta maxima del sistema se obtiene para valores de

t 13) . .
t—1=2—”5 1 — 1.5, es decir cuando la frecuencia natural se
n w

aproxima al doble de la frecuencia de excitacion (120 Hz), en este
caso la respuesta maxima ocurre mientras la fuerza impulsiva es

aplicada.

t w .
e Para valores t—1=2—"< 1, la respuesta del sistema ocurre
n w

después de que la fuerza ha sido aplicada y su amplitud es menor

que la amplitud de la fuerza impulsiva.
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¢ A medida que incrementamos la rigidez, por medio del incremento
del diametro, la respuesta del sistema se aproxima al pulso, de

manera que sus amplitudes llegan a ser muy préximas.

Caso Il : Longitud del eje (1) variable y los parametros (d,D) se mantienen

constantes.

e Al incrementar la longitud del eje, la rigidez torsional disminuye,
por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema disminuyen.

e La disminucién de la rigidez torsional, por medio del incremento
de la longitud del eje, origina una disminucion no significativa del
parametro t, /t,

e El incremento de la longitud del eje, no produce cambios
significativos en la respuesta del sistema en cuanto a su amplitud.
En este caso la respuesta ocurre mientras la fuerza impulsiva es

aplicada.

Caso Il : Diametro del disco (D) variable y los parametros (d, ) se mantienen

constantes.

e Al mantener constante los parametros d y [ e incrementar la
inercia del disco por medio del incremento de su diametro, el

sistema tiene un comportamiento similar al caso Il.
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De los casos analizados, se concluye que el parametro que ejerce gran
influencia en la respuesta del sistema es el diametro del eje, su variacion,

produce cambios significativos en la amplitud de la respuesta del sistema.

4.2 EVALUACION DEL SISTEMA DE TRES GRADOS DE LIBERTAD

CASO [|: Rigidez del eje motor (k;) variable y los parametros
(I, I, 15,15 /15, ko, 1,) S mantienen constantes.

e La primera frecuencia natural corresponde a modo de cuerpo
rigido y la segunda frecuencia natural (frecuencia natural a
analizar) se incrementa cuando la rigidez del eje motor aumenta.

e Se presentan los modos de vibracion torsional para un rango de
frecuencias creciente, al incrementar la frecuencia natural se
observa que la amplitud de la segunda inercia equivalente
también incrementa.

e Al incrementar la rigidez torsional del eje motor, la amplitud de la
respuesta del sistema disminuye, hasta aproximarse a la fuerza
impulsiva, de manera que sus amplitudes llegan a ser muy
préximas.

e La amplitud de la respuesta del sistema en la seccién del eje
conducido también disminuye, llegando a aproximarse a la

amplitud de la fuerza impulsiva.
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CASO II: Inercia del pindn (I,) y (r,/r3) variables y los parametros (I3, kq, I3,
k,, 1,) se mantienen constantes

e Elincremento de la inercia del pifién (I,) y de la relacion (r,/r3) no
ejerce  influencia significativa en el comportamiento de la
frecuencia natural del sistema.

e Para los modos de vibracion torsional se observa que al
incrementar la frecuencia natural, la amplitud de la segunda
inercia equivalente disminuye.

e Al incrementar la inercia del piidn y la relacion de radios, la
amplitud de la respuesta del sistema se incrementa en la seccion
del eje motor y disminuye en la seccion del eje conducido. En
ambos casos la respuesta maxima ocurre mientras la fuerza
impulsiva es aplicada. Sin embargo, para la seccion del eje
conducido, si se siguen incrementando los parametros (I,) vy
(r,/r3) la tendencia de la amplitud de respuesta es su
decrecimiento hasta ser menor que la amplitud de la fuerza

impulsiva.

CASO llI: Inercia del pifidn (I,) variable y los parametros (I, ky, 15, 15/75,k,,14)

se mantienen constantes
e Al incrementar solo la inercia del piion y mantener los demas
parametros constantes, origina una disminucion de la frecuencia

natural del sistema.
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e Para el sistema equivalente, la amplitud de la segunda inercia se
incrementa a medida que disminuye la frecuencia natural del
sistema.

e Para la respuesta del sistema, el comportamiento es similar al
caso Il, a medida que se incrementa la inercia, la amplitud de
respuesta del sistema se incrementa en la seccion del eje motor y
disminuye en la seccion del eje conducido. La respuesta maxima
del sistema ocurre mientras la fuerza impulsiva es aplicada. Sin
embargo, para la seccion del eje conducido, si se sigue
incrementando la inercia (I,), la tendencia de la amplitud de
respuesta es su decrecimiento hasta ser menor que la amplitud

de la fuerza impulsiva.

CASO |V: Relacién de radios (r,/r;) variable y los parametros (I3, kq, 15,
I,, k,,1,) se mantienen constantes

e El incremento de la relacion (r,/r;) manteniendo los demas
parametros constantes origina un incremento en la frecuencia
natural del sistema.

e El incremento de la relacion (r,/r3) significa que el radio primitivo
del piiidn y el numero de dientes se incrementara, mantener la
inercia constante se logra en el proceso de fabricacion
disminuyendo masa al disco del piiidn.

e Para la respuesta del sistema, la amplitud se incrementa en la

seccion del eje motor cuando se incrementa la relacion (r, /r3).
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e La respuesta maxima del sistema en la seccion del eje motor
ocurre mientras la fuerza impulsiva es aplicada. Para la seccién
del eje conducido a medida que se incrementa (r,/r;) la amplitud
de respuesta del sistema va decreciendo llegando a ser menor

que la amplitud de la fuerza impulsiva.

CASO V: Rigidez del eje conducido (k,) variable y los parametros (I, k4, I,
r, /13,15, 1,) s€ mantienen constantes
e Al incrementar la rigidez del eje conducido, la frecuencia natural
del sistema se incrementa.
e Al incrementar la rigidez torsional del eje conducido, la amplitud
de la respuesta del sistema aumenta en la seccién del eje motor
y la respuesta maxima ocurre mientras se aplica la fuerza
impulsiva.
e La amplitud de la respuesta del sistema en la seccion del eje
conducido disminuye, llegando a aproximarse a la amplitud de la

fuerza impulsiva.

CASO VI: Inercia de la carga (I,) variable y los parametros (Iy,kq,1;,
r,/13, 15, k,) se mantienen constantes.
e Al incrementar la inercia de la carga, la frecuencia natural del
sistema disminuye.
¢ Unincremento en la inercia (I,) no influye significativamente en la

amplitud de respuesta del sistema en la seccién del eje motor, en
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este caso la respuesta maxima ocurre mientras se aplica la fuerza
impulsiva.

e Al incrementarse la inercia (I,), la amplitud de respuesta del
sistema en la seccion del eje conducido se incrementa
significativamente, llegando a ser mayor que la amplitud de la

fuerza impulsiva, en este caso la respuesta se amplifica.

4.3 EVALUACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS POR EL
METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
e El resultado de las frecuencias obtenidas por el Método de los
Elementos Finitos se muestran en la tabla 3.1. En la tabla 3.2 se
muestra un analisis comparativo respecto de las frecuencias
obtenidas aplicando las ecuaciones de Lagrange, como se
observa los valores de las frecuencias obtenidas por el Método de
los Elementos Finitos son muy préximos a los obtenidos por las

ecuaciones de Lagrange y el rango de error es aceptable.
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CONCLUSIONES

o El desarrollo del modelo conceptual del mecanismo de transmision, el
empleo de las ecuaciones de Lagrange para definir las ecuaciones de
movimiento y el planteamiento de los seis casos de analisis, nos permite
determinar y tener una comprensién basica del comportamiento de las
frecuencias naturales, modos de vibracion torsional, asi como de la respuesta
del sistema cuando es excitado por una fuerza impulsiva sinusoidal.

o El estudio de un modelo ideal de un grado de libertad es fundamental
para entender y conocer a priori el comportamiento dinamico del sistema real.

o El idealizar los fendbmenos que se presentan en sistemas reales como
impacto, choque, arranque de un motor, por medio de una sefal impulsiva
tipica permite obtener una buena aproximacion a la respuesta real del sistema.

o La fuerza impulsiva sinusoidal es una buena sefial de prueba para el
analisis en régimen transitorio, ya que al analizar el sistema torsional con una
expresion mas elaborada para el torque de arranque obtenemos factores de
respuesta proporcionales, es decir, si no contamos con una expresion deducida
tedrica o experimentalmente que describa el comportamiento real de un
sistema, las sefales impulsivas tipicas nos brindan informacion muy proxima a
lo que puede ocurrir en la realidad.

o La razén de la duracién del pulso y el periodo natural del sistema

(t,/ty) nos indica si la respuesta maxima ocurre después de que cesa la

fuerza impulsiva, mientras actua la fuerza impulsiva o si la fuerza impulsiva se

torna quasiestatica.
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o Desde el punto de vista de disefo, calcular la respuesta del sistema en
régimen transitorio (T,./T,,), €s importante para realizar un posterior analisis de
fatiga y predecir inclusive el numero de arranques de la maquina.

o El espectro de respuesta es un concepto util para fines de disefio, ya
que segun la fuerza impulsiva aplicada nos muestra la respuesta de pico
maxima como funcion de la frecuencia natural del sistema.

o Al incrementar el parametro (r,/r;) Yy manteniendo los demas
parametros constantes, origina que la amplitud de la respuesta en la seccion
del eje motor alcance valores maximos comparados con las amplitudes
obtenidas variando los demas parametros. En la seccion del eje conducido
dicha amplitud va disminuyendo hasta ser menor que la amplitud de la fuerza
impulsiva.

o El incremento de los parametros r,/r; ,ky, k, originan un incremento
significativo de la frecuencia natural del sistema.

o La aplicaciéon del Método de los Elementos Finitos es un método
alternativo para el analisis dinamico de sistemas torsionales, los resultados
obtenidos son muy proximos a los calculados por el método analitico, de esta
forma puede ser usado en situaciones practicas de la industria donde por lo

general se requiere criterios de solucion en el menor tiempo posible.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




e PONTIFICIA
TESIS PUCP gg_lr\éel_r:g?m

[EL PERU

RECOMENDACIONES

e Disefiar y fabricar un banco de pruebas para el estudio de las
vibraciones torsionales. En el Anexo 5 se presentan algunas
alternativas.

o Estudiar experimentalmente las vibraciones torsionales en régimen
transitorio considerando al sistema mecanico-eléctrico en conjunto, el
comportamiento de los componentes eléctricos debe ser considerado.

e Estudiar las vibraciones torsionales en engranajes considerando la
influencia del backlash (holgura entre dientes), asi como las vibraciones
laterales-torsionales acopladas.

e A partir de los valores del torque obtenidos en el régimen transitorio es
recomendable ampliar este estudio realizando un analisis de fatiga.
Asimismo el analisis de fatiga puede ser empleado para predecir el
numero de arranques de una maquina.

e Se considera que un curso de Dinamica de Rotores, por su importancia
y amplia aplicacion en la industria deba ser incluido en el plan de
estudios de la Maestria en Ingenieria Mecanica de la Pontificia

Universidad Catolica del Peru.
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ANEXOS

ANEXO 1: DISENO DE UNA MENSULA BAJO LA ACCION DE UNA
FUERZA IMPULSIVA [17]

Un instrumento de medicién estda montado sobre una viga en voladizo de

aluminio tal como se muestra en la figura 4.1a. Un objeto se deja caer sobre la

ménsula y el resultado del impacto puede ser aproximado como un pulso medio

sinusoidal como se muestra en la figura 4.1b. Se pide disefiar la ménsula que

soporte una aceleracion de 100g. bajo un pulso medio sinusoidal. Asumir el
peso especifico del aluminio como 0,1 Ib/pulg® , el médulo de elasticidad es
E =107 Ib/pulg? y el esfuerzo admisible del aluminio es a,,; = 26000 lb/pulg?

Peso del instrumento =04 1b Aceleracion

?] A I“ ! d
7 E% | —
7 I SN L, e
| R
A [ YFEE
/,1‘- ] Seccion A-A
. 0 1 0 : L
4 - -
tp=0.1zeg
(a) )]

Fig. 4.1. Ménsula sometida a carga impulsiva [17]

Datos: Pulso impulsivo y esfuerzo admisible
Se pide: Espesor de la viga (d)
Procedimiento: Encontrar el factor de amplificacién impulsiva y usar la teoria de

vigas.
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Solucion:
Se determina la carga total que soportara la viga, que en este caso sera el

peso del instrumento mas el peso de la viga misma.

Wiiga = (10) (%d) 0,1) = 0,5d

WTotal = W‘l]iga + Vl/ins[;_ = O,Sd + 0,4‘

El momento de inercia de la viga es:

I = ! bh3 = ! 1d3—004167d3
12 YRy

La deflexion estatica de la viga, como consecuencia de la carga Wrytq S€

determina para ésta ménsula como sigue:

WrL®  (0,5d +0,4)(10%)  (0,5d + 0,4)
3E]  3x107(0,04167d3) d3

Sost = 7,9994 x 10~4

Para determinar el factor de amplificacion por efectos de impacto, es necesario
. 1
conocer el valor de t,/t, , para lo cual asumiremos el valor de d = > bulg, con

ello es posible determinar la deflexion estatica.

05%x05+0,4
5est = ( (0’5)3

) 7,9994 x 10™* = 41,5969 X 10~* pulg

Con este valor determinamos el periodo t,, :
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1 Sose) /2 41,5969 x 10~
tn=—=27r( ) = 21 Heq = 00206 s

Con ello obtenemos la relacién de tiempos:

t; 0,1
— = ————— = 4851
t, 0020615

El factor de amplificacion por impacto A4;,, se determina de la figura 1.23 y

tiene como valor 1,1. La fuerza dinamica F,;,, que actua sobre la ménsula esta
dada por:

0,65
Fain = AimpMas = (1,1) (7) (100g) =7151b

Donde a; es la aceleracion correspondiente al impacto, M es la masa total que
actua sobre la viga en voladizo y Mag, es la fuerza de inercia sobre la viga.

Notar que el momento de inercia se da
I =0,041671d3 = 0,00521 pulg*

El maximo esfuerzo se encuentra en el empotramiento y se obtiene como

sigue:

(71,5 x 10) %%/,
Omax = T T 7005209

= 34315,60 lb/pulg?
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El valor del esfuerzo excede el valor permisible, entonces, se asume un nuevo
valor de d = 0,6. Con ello sigue el procedimiento y se determinan los valores

necesarios.

0,5x05+0,4
6est = < (0,6)3

T, =2 <6eSt)1/2 = 2n [PE2OXI0T 0162
oTE\Ty ) T AT 3864 00

) 7,9994 x 10~* = 25,9240 x 10~* pulg

De la figura se determina el factor de amplificacion impacto A4;,, = 1,1 y con

ello la fuerza dinamica.

0,70
Fain = (1,1) (7) (100g) =77,01b

Cuando d = 0,6 pulg; I = 0,009001pulg* y el esfuerzo maximo es:

(77 % 10)
9max =15 009001

0,6
( - ) — 25663,81 Ib/pulg?

Este valor no excede el valor permisible, entonces se elige el espesor

d = 0,6 pulg
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ANEXO 2: METODO DE HOLZER PARA DETERMINAR LOS MODOS DE

VIBRACION TORSIONAL

El método de Holzer es un proceso de aproximaciones sucesivas, se aplica
para sistemas equivalentes de masas concentradas, en ejes en linea o
enlazados. Se supone que el sistema esta vibrando a una frecuencia natural y
que se desprecian las pérdidas de energia por amortiguamiento y friccion.

Al vibrar el sistema de una manera libre, los Unicos pares externos seran los de
inercia en cada masa, los cuales son de la forma [6w?. Estos pares se
transmiten a través de los ejes que unen las masas, siendo los pares elasticos
que se producen en aquellos, los correspondientes a las diferencias de los
angulos de torsion entre cada dos masas consecutivas, o igualmente a la
diferencia entre los pares de inercia entre dichas masas.

Al no existir mas pares exteriores que los de inercia se tiene que verificar, al

estar el sistema vibrando con su frecuencia natural, que

n
zzieiwz =0 (4.1)
i=1

Para este método se suele tomar por sencillez para 6, el valor 1 y se supone
un valor inicial para la frecuencia w, luego se comprueba si con ella se verifica

la ecuacion (3.3), para ello se adopta la siguiente tabulacion:
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Tabla 4.1. Método de Holzer. Frecuencia supuesta w

(1) 2) (3) ) (3) (6) (7) (8)
Numero
delas | I, | 7,@*(0™ | 8 | L&*800" | ¥ Latao™h | K S L a's,
= == (10
masas i
1 3 & &
2 g 8, X,
3
I & Ky
M
In 8, K,

ANEXO 3: SISTEMA EQUIVALENTE DE UN MECANISMO DE

TRANSMISION POR ENGRANAJES

T(t) ky
B — — - — > T,
i :
m T ¢ « W =
T
e |
I I 1
T(t) ke k,
E—
\L Ha L] \LE& \Lec

Fig. 4.2. Reduccién a un sistema equivalente [17]
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Donde:

lo=1h; I,=1,+ (:—2)213; I, = (:—2)214

3

kq =k kp = (T_Z)Z k,

3

Ecuaciones de movimiento; en forma matricial:

I, 0 01[f. k, —k, 0 1161 [T(t)
ky, |16, 0

0 0 Il 0 —ky

ANEXO 4: PROGRAMAS DE CALCULO EN MATLAB

A.4.1. SISTEMA DE UN GRADO DE LIBERTAD

%Primer caso; variamos el diametro del eje en mm
d=10:5:50;

1=400; % longitud del eje en mm

D=195; % Diametro del disco en mm

%Segundo caso; variamos la longitud del eje en mm
11=300:50:700;

d1=20; %diametro del eje en mm

%Tercer caso; variamos el Diametro del disco (inercia) en mm
D1=185:5:225;

t=8.5; %espesor del disco se mantiene constante en mm

%
Tn=1; %N-m

w=60"2*pi; %60Hz

t1=pi/w;

G=80E09; %(N/m2)

%Calculo de la rigidez para los dos casos; k1, k2

k1=((pi*G)./(32*(1/1000))).*((d./1000).74);  %Rigidez del eje para diametro del eje variable
(Nm/rad)

k2=((pi*G)./(32.%(11./1000))).*((d1./1000).74); %Rigidez del eje para longitud del eje variable
(Nm/rad)

kk3=((pi*G)./(32.%(1./1000))).*((d1./1000)."4); %Rigidez del eje para Diametro del disco (inercia)
variable (Nm/rad)

dens=7860; %(Kg/m3)

wnc1=(((G)./(dens.*(D.*4).*(t/1000).*(1./1000))).*(d.*4)).~(0.5); %frecuencia natural en rad/s
para diametro variable

wnc2=(((G)./(dens.*(D."4).*(t/1000).*(11./1000))).*(d1.74)).(0.5); %frecuencia natural en rad/s
para longitud variable
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wnc3=(((G)./(dens.*(D1.24).*(1/1000).%(1./1000))).*(d1.~4)).~(0.5); %frecuencia natural en rad/s
para inercia variable

wn1=wnc1./(2*pi); %Hz

wn2=wnc2./(2*pi); %Hz

wn3=wnc3./(2*pi); %Hz

razon1=(wn1)./(2*60);

razon2=(wn2)./(2*60);

razon3=(wn3)./(2*60);

figure (1)

hold on

plot(d,wn1,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('diametro del eje (mm)','fontsize’,16)

ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize’,16)

figure (2)

hold on

plot(l11,wn2,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('longitud del eje (mm)','fontsize’,16)

ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize’,16)

figure (3)

hold on

plot(D1,wn3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Diametro del disco (mm)','fontsize’,16)

ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize’,16)

figure (4)

hold on

plot(d,razon1,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('diametro del eje (mm)','fontsize’,16)

ylabel('Razon [t1 / tn]','fontsize’, 16)

figure (5)

hold on

plot(I1,razon2,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('longitud del eje (mm)','fontsize’,16)

ylabel('Razon [t1 / tn]','fontsize’,16)

figure (6)

hold on

plot(D1,razon3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Diametro del disco (mm)','fontsize’,16)

ylabel('Razon [t1 / tn]','fontsize’,16)

%
% Grafica de la respuesta del sistema 1gl. para diametro del eje variable
%
t=0:0.00001:t1;

T=sin(w*t);

%d1=10mm, d2=20mm, d3=30mm, d4=40mm, d5=50mm

k1=200; k2=3140; k3=15900; k4=50270; k5=122720;

wnc1=143.9; wnc2=575.6; wnc3=899.3; wnc4=2302.2; wnc5=3597.2;
desp1=((Tn/k1)/(1-((w/wnc1)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc1)*(sin(wnc1*t))));
Tst1=k1*desp1;
desp2=((Tn/k2)/(1-((w/wnc2)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc2)*(sin(wnc2*t))));
Tst2=k2*desp2;
desp3=((Tn/k3)/(1-((w/wnc3)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc3)*(sin(wnc3*t))));
Tst3=k3*desp3;
desp4=((Tn/k4)/(1-((w/wnc4)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc4)*(sin(wncd*t))));
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Tst4=k4*desp4;
desp5=((Tn/k5)/(1-((w/wnc5)*2))).*((sin(w*t))-((w/wncbh)*(sin(wnc5*t))));
Tst5=k5*desp5;

figure(7)

plot(t,T,'r t,Tst1,'g',t, Tst2,'b',t, Tst3,'m",t, Tst4,'k',t, Tst5,'c’,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('tiempo (s)','fontsize’,16);

ylabel('Tst / Tn','fontsize',16);

title('Respuesta del Sistema. Rigidez variable (d)', 'Fontsize',[16],'color','b")
%
% Grafica de la respuesta del sistema 1gl. para longitud del eje variable
%
k11=4188.8; k22=3141.6; k33=2513.3; k44=2094.4; k55=1795.2;

wnc11=664.5909; wnc22=575.5526; wnc33= 514.7899; wnc44=469.9367; wnc55=435.0769;
%Il1=300mm, 12=400mm, 13=500mm, [4=600mm, I5=700mm
desp11=((Tn/k11)/(1-((w/wnc11)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc11)*(sin(wnc11*t))));
Tst11=k11*desp11;
desp22=((Tn/k22)/(1-((w/wnc22)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc22)*(sin(wnc22*t))));
Tst22=k22*desp22;
desp33=((Tn/k33)/(1-((w/wnc33)"2))).*((sin(w*t))-((w/wnc33)*(sin(wnc33*t))));
Tst33=k33*desp33;
desp44=((Tn/k44)/(1-((w/wncd4)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc4d4)*(sin(wncd4*t))));
Tst44=k44*desp44;
desp55=((Tn/k55)/(1-((w/wnc55)*2))).*((sin(w*t))-((w/wnc55)*(sin(wnc55%t))));
Tst55=k55*desp55;

figure(8)

plot(t, T,'r,t,Tst11,'g',t, Tst22,'b",t, Tst33,'m',t, Tst44,'k',t, Tst55,'c','LineWidth',2)

grid on

xlabel('tiempo (s)','fontsize’,16);

ylabel('Tst / Tn','fontsize’,16);

title('Respuesta del sistema. Rigidez Variable (L)', 'Fontsize',[16],'color','b")

%
% Grafica de la respuesta del sistema 1gl. para Diametro del disco

% (inercia) variable

wnc111=639.4562; wnc222=575.5526; wnc333= 520.7707; wnc444=473.4535;
wnc555=432.3040;

%D1=185mm, D2=195mm, D3=205mm, D4=215mm, D5=225mm
sd1=(7860*pi*0.0085/32)*(0.185"4);

sd2=(7860*pi*0.0085/32)*(0.195"4);

sd3=(7860*pi*0.0085/32)*(0.205"4);

sd4=(7860*pi*0.0085/32)*(0.215"4);

sd5=(7860*pi*0.0085/32)*(0.225"4);

asdfg=[sd1 sd2 sd3 sd4 sd5];
desp111=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc111)72))).*((sin(w*t))-((w/wnc111)*(sin(wnc111*t))));
Tst111=kk3*desp111;
desp222=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc222)"2))).*((sin(w*t))-((w/wnc222)*(sin(wnc222*t))));
Tst222=kk3*desp222;
desp333=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc33)"2))).*((sin(w*t))-((w/wnc33)*(sin(wnc33*t))));
Tst333=kk3*desp333;
desp444=((Tn/kk3)/(1-((w/wncd44)"2))).*((sin(w*t))-((w/wnc444)*(sin(wncd44*t))));
Tst444=kk3*desp444;
desp555=((Tn/kk3)/(1-((w/wnc555)"2))).*((sin(w*t))-((w/wnc555)*(sin(wnc555*t))));
Tst555=kk3*desp555;

figure(9)

plot(t, T,'r',t, Tst111,'g",t, Tst222,'b",t, Tst333,'m',t, Tst444,'k"t, Tst555,'c','LineWidth',2)
grid on

xlabel('tiempo (s)','fontsize’,16);

ylabel('Tst / Tn','fontsize’,16);

title('Respuesta del sistema. Inercia variable', 'Fontsize',[16],'color','b")
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A.4.2. FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA RIGIDEZ DEL

EJE MOTOR VARIABLE

% Diametro del eje motriz variable (Rigidez variable)
% Eje motriz

d11=20; d12=22; d13=24; d14=26; d15=28; d16=30; d17=32;
[11=500; G=80E09; %(N/m2)
k11=(G*pi*((d11/1000)"4))/((32)*(11/1000));
k12=(G*pi*((d12/1000)"4))/((32)*(11/1000));
k13=(G*pi*((d13/1000)"4))/((32)*(11/1000));

k14= (G*pl*((d14/1000)"4))/((32)*(I1/1000));
k15=(G*pi*((d15/1000)"4))/((32)*(11/1000));
k16=(G*pi*((d16/1000)"4))/((32)*(11/1000));
k17=(G*pi*((d17/1000)"4))/((32)*(11/1000));

KK=[k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17];

% Eje conducido

d2=25;|2=500;
k2=(G*pi*((d2/1000)*4))/((32)*(12/1000));

% Relacion de transmision 1.6, en este caso constante
% Datos de engranaje:

mod=4; a=10"mod; dens=7860; z2=40;

z32=25; d32=mod*z32; % rt=1.6 (z2/z32)
132=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d32/1000)"4);
11=0.0110;12=0.02048; 14=0.062;

%Tn=1;

w=60; %Frecuencia de excitacion en Hz
%input('Matriz de inercia')

MI32=[11 0 0; 0 ((12)+((1.6"2)*(132))) 0; 0 O 14];
%input('Matriz de rigidez')

MK31=[k11, -k11, 0; -k11, ((k11)+((k2)*(1.6"2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2J;
MK32=[k12, -k12, 0; -k12, ((k12)+((k2)*(1.62))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK33=[k13, -k13, 0; k13, ((k13)+((k2)*(1.62))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK34=[k14, -k14, 0; -k14, ((k14)+((k2)*(1.6"2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK35=[k15, -k15, 0; -k15, ((k15)+((k2)*(1.6"2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK36=[k16, -k16, 0; -k16, ((k16)+((k2)*(1.6"2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK37=[k17, -k17, 0; -k17, ((k17)+((k2)*(1.6"2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];

% Resolucion del problema de valores propios no amortiguado
[V1,D1]=eig(MK31,MI32);

[V2,D2]=eig(MK32,MI32);

[V3,D3]=eig(MK33,MI32);

[V4,D4]=eig(MK34,MI132);

[V5,D5]=eig(MK35,MI132);

[V6,D6]=eig(MK36,MI132);

[V7,D7]=eig(MK37,MI132);

%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)
%input('Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)')
wp31=sqrt(diag(D1));

wp32=sqrt(diag(D2));
wp33=sqrt(diag(D3));
wp34=sqrt(diag(D4));
wp35=sqrt(diag(D5));
wp36=sqrt(diag(D6));
wp37=sqrt(diag(D7));

%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado
%input('Frecuencias naturales del sistema no amortiguado (Hz)')
fp1=wp31/(2*pi); %d1=20mm
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fp2=wp32/(2*pi); %rt=25mm

fp3=wp33/(2*pi); %rt=30mm

fp4=wp34/(2*pi); Y%rt=35mm

fp5=wp35/(2*pi); Y%rt=40mm

fp6=wp36/(2*pi); Y%rt=45mm

fp7=wp37/(2*pi); %rt=50mm

fn1=[0 0000 0 0J;

fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1)];
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1)];
figure(1)

plot(KK,fn1,KK,fn2,KK,fn3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Rigidez torsional eje motor (Nm/rad)','fontsize’,14)
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize’,12)

title('Frecuencias Naturales. K1 variable', 'Fontsize',[14],'color','b")

A.4.3. FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DEL

PINON Y (r,/r3) VARIABLE

% Incrementamos inercia del pifion (12) y r2/r3

% Eje motriz

d1=25;11=500; G=80E09; %(N/m2)

k1=(G*pi*((d1/1000)*4))/((32)*(11/1000));

% Eje conducido

d2=25;12=500;

k2=(G*pi*((d2/1000)*4))/((32)*(12/1000));

% Del pifion

mod=4; a=10*mod; dens=7860;

z21=35; d21=mod*z21; r21=d21/2;

z222=40; d22=mod*z22; r22=d22/2;

z23=45; d23=mod*z23; r23=d23/2;

z24=50; d24=mod*z24; r24=d24/2;

z25=55; d25=mod*z25; r25=d25/2;

121=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r21/1000)*4);

122=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r22/1000)"4);

123=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r23/1000)"4);

124=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r24/1000)"4);

125=((dens*(a/1000)*(pi))/2)*((r25/1000)"4);

11=0.0110;13=0.00312; r3=50; 14=0.062;

11=[121 122 123 124 125];

ratio=[r21/r3 r22/r3 r23/r3 r24/r3 r25/r3];

%Tn=1;

w=60; %Frecuencia de excitaciéon en Hz

%input('Matriz de inercia')

MI31=[11 0 0; 0 ((121)+(((r21/r3)*2)*(13))) 0; 0 0 14];

MI32=[11 0 0; 0 ((122)+(((r22/r3)*2)*(13))) 0; 0 0 14];

MI33=[11 0 0; 0 ((123)+(((r23/r3)*2)*(13))) 0; 0 0 14];

MI34=[11 0 0; 0 ((124)+(((r24/r3)*2)*(13))) 0; 0 0 14];

MI35=[I1 0 0; 0 ((125)+(((r25/r3)*2)*(13))) 0; 0 0 14];

%input('Matriz de rigidez')

MK31=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r21/r3)*2))), (-k2*(r21/r3)); 0, (-k2*(r21/r3)), k2J;

MK32=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r22/r3)*2))), (-k2*(r22/r3)); 0, (-k2*(r22/r3)), k2J;

MK33=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*((r23/r3)*2))), (-k2*(r23/r3)); 0, (-k2*(r23/r3)), k2J;
( ) ); 0, (-k2*( )
( ) ); 0, (-k2*( )

MK34=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*((r24/r3)*2))), (-k2*(r24/r3) *(r24/r3)), k2];
MK35=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*((r25/r3)*2))), (-k2*(r25/r3) *(r25/r3)), k2I;
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% Resolucion del problema de valores propios no amortiguado
[V1,D1]=eig(MK31,MI31);

[V2,D2]=eig(MK32,MI132);

[V3,D3]=eig(MK33,MI33);

[V4,D4]=eig(MK34,M134);

[V5,D5]=eig(MK35,MI35);

%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)
wp31=sqrt(diag(D1));

wp32=sqrt(diag(D2));

wp33=sqrt(diag(D3));

wp34=sqrt(diag(D4));

wp35=sqrt(diag(D5));

%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado
fp1=wp31/(2*pi); %rt=1.4

fp2=wp32/(2*pi); %rt=1.6

fp3=wp33/(2*pi); %rt=1.8

fpd=wp34/(2*pi); %rt=2.0

fp5=wp35/(2*pi); %rt=2.2

fn1=[0 0 0 0 OF;

fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1)];
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1)];

figure(1)

plot(ll,fn1, 11,fn2,11,fn3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Momento de Inercia 12 [Kg/m2]','fontsize’,14)
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize’,12)
title('Frecuencias Naturales. 12 variable', 'Fontsize',[14],'color','b")
figure(2)

plot(ratio,fn1,ratio,fn2,ratio,fn3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Relacién r2/r3','fontsize’,14)

ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize’,12)
title('Frecuencias Naturales. (r2/r3) variable', 'Fontsize',[14],'color','b")

A.4.4. FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DEL

PINON VARIABLE Y (ry/r3;) CONSTANTE

% Incrementamos inercia del pifion (12) y r2/r3=cte

% Eje motriz

d1=25;11=500; G=80E09; %(N/m2)

k1=(G*pi*((d1/1000)*4))/((32)*(11/1000));

% Eje conducido

d2=25;|2=500;

k2=(G*pi*((d2/1000)"4))/((32)*(12/1000));

% Del pifion

mod=4; a=10*mod; dens=7860;

z2=40; d2=mod*z2; r2=d2/2;

121=0.02048; 122=0.030; 123= 0.040; 124=0.050; 125=0.060; 126=0.070; 127=0.080; 128=0.090;
12=[121 122 123 124 125 126 127 128];

11=0.0110;13=0.00312;r3=50; 14=0.062;

%Tn=1;

w=60; %Frecuencia de excitacién en Hz

%input('Matriz de inercia')

MI31=[11 0 0; 0 ((121)+((1.6%2)*(13))) 0; 0 0 14];
MI32=[11 0 0; 0 ((122)+((1.6%2)*(13))) 0; 0 0 14];
MI33=[I11 0 0; 0 ((123)+((1.6%2)*(13))) 0; 0 0 14];
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MI34=[11 0 0; 0 ((124)+((1.6%2)*(13))) 0; 0 0 14];
MI35=[I1 0 0; 0 ((125)+((1.672)*(13))) 0; 0 0 14];
MI36=[I1 0 0; 0 ((126)+((1.672)*(13))) 0; 0 0 14];
MI37=[I1 0 0; 0 ((127)+((1.672)*(13))) 0; 0 O 14];
MI38=[I1 0 0; 0 ((128)+((1.672)*(13))) 0; 0 O 14];
Y%input('Matriz de rigidez')

MK31=[k1, -k1, 0; -k1, (k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK32=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK33=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK34=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK35=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK36=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK37=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];

MK38=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6"2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
% Resolucion del problema de valores propios no amortiguado
[V1,D1]=eig(MK31,MI31);

[V2,D2]=eig(MK32,MI132);

[V3,D3]=eig(MK33,MI33);

[V4,D4]=eig(MK34,M134);

[V5,D5]=eig(MK35,MI35);

[V6,D6]=eig(MK36,MI36);

[V7,D7]=eig(MK37,MI37);

[V8,D8]=eig(MK38,MI38);

%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)
wp31=sqrt(diag(D1));

wp32=sqrt(diag(D2));
wp33=sqrt(diag(D3));
wp34=sqrt(diag(D4));
wp35=sqrt(diag(D5));
wp36=sqrt(diag(D6));
wp37=sqrt(diag(D7));
wp38=sqrt(diag(D8));
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado

fp1=wp31/(2*pi);

fp2=wp32/(2*pi);

fp3=wp33/(2*pi);

fpd=wp34/(2*pi);

fp5=wp35/(2*pi);

fp6=wp36/(2*pi);

fp7=wp37/(2*pi);

fp8=wp38/(2*pi);

fn1=[0000000 0];

fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1) fp8(2,1)];
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1) fp8(3,1)];
plot(12,fn1,12,fn2,12,fn3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Inercia del pifion [Kg-m2] ','fontsize’,14)

ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12)

title('Frecuencias Naturales. 12 variable y (r2/r3) constante', 'Fontsize',[14],'color','b")

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




& PONTIFICIA
TESIS PUCP gg%eagmm

. e, PERU

A.4.5. FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DEL

PINON CONSTANTE Y (r,/r3) VARIABLE

% Inercia del pifion constante (12) y r2/r3 variable,
% z=35,40,45,50,55

% Eje motriz

d1=25;11=500; G=80E09; %(N/m2)
k1=(G*pi*((d1/1000)*4))/((32)*(11/1000));

% Eje conducido

d2=25;12=500;
k2=(G*pi*((d2/1000)"4))/((32)*(12/1000));

% Del pifion

mod=4; a=10*mod; dens=7860;

z22=40; d2=mod*z2; % rt=40/25
12=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d2/1000)"4);
rt=[1.41.61.82.02.22.52.83.0];
11=0.0110;13=0.00312; 14=0.062;

%Tn=1;

w=60; %Frecuencia de excitacion en Hz
%input('Matriz de inercia')

MI31=[I1 0 0; O ((12)+((1.4*2)*(13))) O; 0 0 14];
MI32=[I1 0 0; O ((12)+((1.6%2)*(13))) O; 0 0 14];
MI33=[I1 0 0; O ((12)+((1.8*2)*(13))) O; 0 0 14];
MI34=[I1 0 0; 0 ((12)+((2.0*2)*(13))) 0; 0 0 14];
MI35=[I1 0 0; 0 ((12)+((2.2*2)*(13))) 0; 0 0 14];
MI36=[I1 0 0; 0 ((12)+((2.5*2)*(13))) O; 0 0 14];
MI37=[11 0 0; 0 ((12)+((2.8%2)*(13))) O; 0 O 14];
MI38=[11 0 0; 0 ((12)+((3.0%2)*(13))) 0; 0 0 14];
Y%input('Matriz de rigidez')

MK31=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.472))), (-k2*1.4); 0, (-k2*1.4), k2];
MK32=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.6%2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
MK33=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(1.8%2))), (-k2*1.8); 0, (-k2*1.8), k2];
MK34=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(2.0%2))), (-k2*2.0); 0, (-k2*2.0), k2];
MK35=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(2.2/2))), (-k2*2.2); 0, (-k2*2.2), k2];
MK36=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(2.5"2))), (-k2*2.5); 0, (-k2*2.5), k2]:
MK37=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k2)*(2.842))), (-k2*2.8); 0, (-k2*2.8), k2];
MK38=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(3.0%2))), (-k2*3.0); 0, (-k2*3.0), k2];

% Resolucion del problema de valores propios no amortiguado
[V1,D1]=eig(MK31,MI31);

[V2,D2]=eig(MK32,MI32);

[V3,D3]=eig(MK33,MI33);

[V4,D4]=eig(MK34,M134);

[V5,D5]=eig(MK35,MI35);

[V6,D6]=eig(MK36,MI36);

[V7,D7]=eig(MK37,MI37);

[V8,D8]=eig(MK38,MI38);

%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)
wp31=sqrt(diag(D1));

wp32=sqrt(diag(D2));
wp33=sqrt(diag(D3));
wp34=sqrt(diag(D4));
wp35=sqrt(diag(D5));
wp36=sqrt(diag(D6));
wp37=sqrt(diag(D7));
wp38=sqrt(diag(D8));
%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado
fp1=wp31/(2*pi); %rt=1.4
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fp2=wp32/(2*pi); %rt=1.6

fp3=wp33/(2*pi); %rt=1.8

fpd=wp34/(2*pi); %rt=2.0

fpS5=wp35/(2*pi); %rt=2.2

fp6=wp36/(2*pi); %rt=2.5

fp7=wp37/(2*pi); %rt=2.8

fp8=wp38/(2*pi); %rt=3.0

fn1=[0 000000 0];

fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1) fp8(2,1)];
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1) fp8(3,1)];
plot(rt,fn1,rt,fn2,rt,fin3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Relacion r2/r3. ''fontsize', 14)

ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize’,12)

title('Frecuencias Naturales. 12 constante y (r2/r3) variable', 'Fontsize',[14],'color’,'b")

A.4.6. FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA RIGIDEZ DEL

EJE CONDUCIDO VARIABLE

% Diametro del eje conducido variable (Rigidez variable)
% Eje motriz

d1=25;11=500;G=80E09;%N/m2
k1=(G*pi*((d1/1000)*4))/((32)*(11/1000));

% Eje conducido

d21=20; d22=22; d23=24; d24=26; d25=28; d26=30; d27=32;
12=500;

k21=(G*pi*((d21/1000)"4))/((32)*(12/1000));
k22=(G*pi*((d22/1000)"4))/((32)*(12/1000));
k23=(G*pi*((d23/1000)"4))/((32)*(12/1000));
k24=(G*pi*((d24/1000)"4))/((32)*(12/1000));
k25=(G*pi*((d25/1000)"4))/((32)*(12/1000));
k26=(G*pi*((d26/1000)"4))/((32)*(12/1000));
k27=(G*pi*((d27/1000)"4))/((32)*(12/1000));

KK=[k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27];

% Relacion de transmision 1.6, en este caso constante
% Datos de engranaje:

mod=4; a=10*mod; dens=7860; z2=40;

232=25; d32=mod*z32; % rt=1.6 (z2/z32)
132=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d32/1000)*4);
11=0.0110;12=0.02048; 14=0.062;

%Tn=1;

w=60; %Frecuencia de excitaciéon en Hz
%input('Matriz de inercia')

MI32=[11 0 0; 0 ((12)+((1.6%2)*(132))) 0; 0 0 14];
Y%input('Matriz de rigidez')

MK31=[k1, -k1, 0; -k1, (k1)+((k21)*(1.6"2))), (-k21*1.6); 0, (-k21*1.6), k21];
MK32=[k1, -k1, 0; -1, ((k1)+((k22)*(1.6"2))), (-k22*1.6); 0, (-k22*1.6), k22];
MK33=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k23)*(1.6"2))), (-k23*1.6); 0, (-k23*1.6), k23;
MK34=[k1, -k1, 0; -1, ((k1)+((k24)*(1.6"2))), (-k24*1.6); 0, (-k24*1.6), k24];
MK35=[k1, -k1, 0; -1, ((k1)+((k25)*(1.6"2))), (-k25*1.6); 0, (-k25*1.6), k25];
MK36=[k1, -k1, 0; k1, ((k1)+((k26)*(1.6"2))), (-k26*1.6); 0, (-k26*1.6), k26];
MK37=[k1, -k1, 0; -1, ((k1)+((k27)*(1.6"2))), (-k27*1.6); 0, (-k27*1.6), k27];

% Resolucion del problema de valores propios no amortiguado
[V1,D1]=eig(MK31,MI32);
[V2,D2]=eig(MK32,MI32);
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[V3,D3]=eig(MK33,MI32);

[V4,D4]=eig(MK34,MI132);

[V5,D5]=eig(MK35,M132);

[V6,D6]=eig(MK36,MI132);

[V7,D7]=eig(MK37,MI132);

%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)

%input('Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)")

wp31=sqrt(diag(D1));

wp32=sqrt(diag(D2));

wp33=sqrt(diag(D3)

wp34=sqrt(diag(D4)
( )
( )

).
);
);

wp35=sqrt(diag(D5));

wp36=sqrt(diag(D6));

wp37=sqrt(diag(D7));

%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado
%input('Frecuencias naturales del sistema no amortiguado (Hz)')

fp1=wp31/(2*pi); %d1=20mm

fp2=wp32/(2*pi); Y%rt=22mm

fp3=wp33/(2*pi); Y%rt=24mm

fpd=wp34/(2*pi); Y%rt=26mm

fp5=wp35/(2*pi); Y%rt=28mm

fp6=wp36/(2*pi); %rt=30mm

fp7=wp37/(2*pi); %rt=32mm

fn1=[0 0000 0 0];

fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1) fp6(2,1) fp7(2,1)];

fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1) fp6(3,1) fp7(3,1)];

figure(1)

plot(KK,fn1,KK,fn2,KK,fn3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Rigidez torsional eje conducido (Nm/rad)','fontsize’,14)

ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12)

title('Frecuencias Naturales. k2 variable', 'Fontsize',[14],'color','b")

A.4.7. FRECUENCIAS NATURALES DEL SISTEMA PARA INERCIA DE LA

CARGA VARIABLE

% Inercia de la carga variable

% Eje motriz

d1=25;11=500; G=80E09; %(N/m2)
k1=(G*pi*((d1/1000)"4))/((32)*(11/1000));

% Eje conducido

d2=25;12=500;
k2=(G*pi*((d2/1000)"4))/((32)*(12/1000));

% Del pifion

mod=4; a=10*mod; dens=7860;

z2=40; d2=mod*z2; % rt=40/25
12=((dens*(a/1000)*(pi))/32)*((d2/1000)"4);
11=0.0110;13=0.00312;

t4=50; d41=150; d42=200; d43=250; d44=300; d45=350;
141=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d41/1000)*4);
142=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d42/1000)*4);
143=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d43/1000)*4);
144=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d44/1000)*4);
145=((dens*(t4/1000)*(pi))/32)*((d45/1000)*4);
11=[141 142 143 144 145];

%Tn=1;
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w=60; %Frecuencia de excitacién en Hz

%input('Matriz de inercia')

MI31=[11 0 0; 0 ((12)+((1.6%2)*(13))) 0; 0 0 141];

MI32=[11 0 0; 0 ((12)+((1.6%2)*(13))) 0; 0 0 142];

MI33=[I1 0 0; 0 ((12)+((1.6%2)*(13))) 0; 0 0 143];

MI34=[11 0 0; 0 ((12)+((1.672)*(13))) 0; 0 O 144];

MI35=[I1 0 0; 0 ((12)+((1.6"2)*(13))) 0; 0 0 145];
Y%input('Matriz de rigidez')

MK31=[k1, -k1, 0; -k1, ((k1)+((k2)*(1.6"2))), (-k2*1.6); 0, (-k2*1.6), k2];
% Resolucidon del problema de valores propios no amortiguado
[V1,D1]=eig(MK31,MI31);

[V2,D2]=eig(MK31,MI32);

[V3,D3]=eig(MK31,MI33);

[V4,D4]=eig(MK31,MI34);

[V5,D5]=eig(MK31,MI35);

%Frecuencias angulares del sistema no amortiguado (rad/s)
wp31=sqrt(diag(D1));

wp32=sqrt(diag(D2));

wp33=sqrt(diag(D3));

wp34=sqrt(diag(D4));

wp35=sqrt(diag(D5));

%Frecuencias naturales del sistema no amortiguado
fp1=wp31/(2*pi); %rt=1.4

fp2=wp32/(2*pi); %rt=1.6

fp3=wp33/(2*pi); %rt=1.8

fpd=wp34/(2*pi); %rt=2.0

fp5=wp35/(2*pi); %rt=2.2

fn1=[0 0 0 0 OJ;

fn2=[fp1(2,1) fp2(2,1) fp3(2,1) fp4(2,1) fp5(2,1)];
fn3=[fp1(3,1) fp2(3,1) fp3(3,1) fp4(3,1) fp5(3,1)];

plot(ll,fn1, 11,fn2,11,fn3,'LineWidth',2)

grid on

xlabel('Momento de Inercia 14 [Kg/m2]','fontsize’,14)
ylabel('Frecuencia Natural [Hz]','fontsize',12)
title('Frecuencias Naturales. 14 variable', 'Fontsize',[14],'color','b")

A.4.8. VIBRACIONES TORSIONALES BAJO REGIMEN TRANSITORIO

%REGIMEN TRANSITORIO

11=0.0110;13=0.00312;

% %% %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %o %o %0 %0 %o %o Yo %o %o %o %o %0 %0 %0 %o Yo
%Inercia del pifion variable y rt variable

%I12=0.0119 ; n=1.4; 14=0.062;

%I12=0.0723 ; n=2.2; 14=0.062;

% % % % %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %o %o %o %o %o %0 %0 %0 %o %o %o %o % %o
%Inercia del pifion variable y rt constante

%I12=0.02048 ; %n=1.6; %14=0.062;

%I12=0.090 ; n=1.6; 14=0.062;

% %% %o %o %0 %0 %o %o %o %o %o %o %o %o %6 %o Yo Yo %o %o %o %o %o %0 %0 %o Yo
%I14=0.0195;

14=0.5790;12=0.02048;

% %% %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %o %o %o %0 %6 %o Yo Yo %o %o %o %o %0 Y0 %o %o Yo
%k1=2513;

k1=5900;

% %% %0 %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %o %o %0 %0 %o Yo Yo %o %o %o %o %0 %0 %o %o Yo
%k2=2513;

k2=5900;

%k2=9655;
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%k2=16471;

% % % % % % % % %0 %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo %o %0 %o %o %o %o %o %o %o
%Inercia del pifién constante y rt variable
n=1.6;

%n=2.0;

%n=2.5;

%n=3.0;

% %% % %o % %o %o Yo % %o %o %6 %o %o %o Yo %o %o Yo %o %o %o %o %0 % % Yo
Tn=1,w=60*2*pi;
tspan=[0:0.0001:(1/120)];

y0=[0; 0; 0; 0; 0; 0];
[t,y]Fode23('dfunc6_23', tspan, y0);
A=sin(w*t);

figure(1)

tor12=k1.*((y(:, 1))-(y(:, 3)));
plot(t,tor12,t,A,'r")

grid on

xlabel('tiempo (s)','fontsize’,14);
ylabel("'Tst/Tn (1-2)','fontsize’,14);
figure(2)

teta3=rt*(y(;, 3));
tor34=k2.*(teta3-(y(:,5)));
plot(t,tor34,t,A,'r'")

grid on

xlabel('tiempo (s)','fontsize’,14);
ylabel('Tst/Tn (3-4)','fontsize’,14);
me12=[tor12]';

me34=[tor34]';
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ANEXO 5: BANCOS DE PRUEBA PARA ESTUDIO DE LAS

VIBRACIONES TORSIONALES [8]

EDlBON Torsional Oscillations

Equipment
‘MOT

S & MATERIALS

Tonional pacilations apparatus i rdended fof use in The natural frequencies are of 3 knw order and may be
T BN Clasinoodn of (e aboraory  and may tourred. 3 e dran sially on the spnng sEnvet o

b uried o dlustrate sl ivvestigate the (oreonal ilusir e the slaic line and faciltates the axpanmeantal
ascilations of single ronor, mukt-rooor and Incatian al the nodey

e Hyse,

The s corsiss basically of frame

umﬁhhﬂi:wmwm:n%nﬂ:kw Tred Apparatu may be will mourted or mounted on the:

shafes and discs af mass mome af inertias. Liniversal Beron Mounting Frame

[ymermions 790 1 380 k 30 MM appros
Mt Wimipht 2kg

Flota - Mlaw oo cveilobla acte

& Symelfinll ora by s b chaorgs s ol peesd cem rdien, dis b cond s R e presserani of ey gkt

EDIBON o

TEACHING EGLIPMENTS
T/ Sam Jeak 11-13, T8F21 ALDDRODM jehadrid) SFAN
Pl 347 1-5178683 FAX 34-91 -51 784 4TE-mail: acliborsfudibcn com
Wl st swew wondibeon ceemn

AMECHANI

Figura 4.3. Equipo para estudio de las vibraciones torsionales de sistemas

engranados
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« Efecto de masa giratoria, resistencia a la torsiény madida Especificacidn

chy ot g el g oty vikin o pi T [1] Ensayo complementarlo vEaclones por torsian al
sIstema t ansananza sobre cselhelnes T 150
[2] Barras de torsidn S3mm, @5mm, Bsmm, k-
00 B00mm, acarn Inoxdabla
Deseripeidn [3] Dlacns de mags: G150mm, B228mm

El juego de ensayo contiene tres barras de torsién distintas v dos discos de [g] mﬂ" m&ﬂﬂfﬁﬁ&ﬁfﬁ'ﬁaﬁgmm

maza también diferantes. Un amortiguador de aceite permite atenuar las ampli- EG} 'Estrm%r-k: Lx.ﬁrmﬂ.lauru:gzsnx:!SI:M'IDMm

tudes. Los componentes se montan ficilmentz y con exactitud en las ranuras )

del perfil del bastid or del sistema didictico para osellbciones TM 150, T——

Barras de torsién: @3mm, Bmm, &Emm,
Largo 800, acero inoxidable

Discos de masa: pequeio 8130mm con aprax.
2,Tk; grande 8228mm con aprox. 4,8kg
Mandril: 80,5..8,0mm

Dimensiones y pesos

+ Frecuencia de resonancia de oseilaciones torsionales Eztructura del ensayo ensamblada, appr. 27 kg
+ Efecto de la rigidez a la torskan, ka masa giratoria y la amortiguacidn Lo Anox Al aprose, 250 2 250 1 1100mm

Volumen de suministro

3 batras, 2 disces, 2 unidad rodamiento, 1 dispo-
sitivo da filacidn, 1 amortiguadar, 1 manual

Figura 4.4. Equipo para estudio de las oscilaciones torsionales libres y

amortiguadas
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= Experimento de oscilaciones en sistema de muelle espiral-
miasa rofativa

Descripeiin

Un mualle espird de acara laminado en fric 28 encuentra enclavado snre un eje
can cojinets de balas y un soports fije. Sobre el eje asisntan dos brazos opues-
tos entra =i, Dos piezes metdlicas corredizes sobre oz brazos que pusden afian
zarge fiablemente mediants tornilles de fijacion foman las masas rotativas cuys
momento ds inercia puede medificarse. El sistema s=invierts manualmenta. B
dngulo de torzidn se les &n un disco graduado a preciziin de 1% qua igualmerts
=8 encuenira consctado en fijo con el eje. El equips sstd previsto para montaje a
pared.

Dieterminacidn de |a rigidsz de un muelle espiral

[istarm . d= |a frecuencia propia de un sisterma da muelle espird-masa rolativa
Con medificacidn de b totalidad de b masa oscilante
Con modificacidnde B distribucidn de la masa

[1] Estudin de ks oecilaziones dz pdndd o an un
sislema d= muelle espiral-masa rofativa

|2] Beccitn fransversal del muells espiral: 10ximm
|3] Radic de brazo de la masa rotativa: 36...150mm
|4] Pesas: 0,5k

|5] Cartabéin graduado imegrado, graduacicn 17
|€] Equipo previsio para montaje 3 parsd

[7] LehnxAl 2500200 3EEmm

Muelle espiral, seccin transverzal: 10imm

Longitud del muslle: aprox. BEmm

Radi irterior: 10mm, radic exterior: S0mm
Pemas: 05k

Radie de brazo de la masa rotativa: 35...150mm

L= An Al 250 = 200 = 366 mm
Peao: aprox. B kg

Volumen de suminiztro

1 modele cinético completo, 1 instrucciones de
==

040,164 TM 184 Medeko de Vibracion
Torzional con Re=orte Espiral

Figura 4.5. Modelo de vibracion torsional con resorte espiral
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« Variado experimento de mesa sobre la
resistencia a la torsidn y vibraciones por torsidn
« Comportamiento de vibradores de dos y fres

masas
« Sistema de adquisicion de datos para PC
T 140.20 disponible

Ay

Exta aquipn de mesa tine b finalidad da hacer sntandar mediants
axperimantos sugestives la torsidn y vibraciones da torsisn, Tambin
38 han previsto igualmants ensayos demostratives y practicos, Ela-
manto cantral del ansayo es una bamra de torsidn. En la misma pusdan
fijarsa con ayuda da mandriles da sujeciin d koos de masa con dife-
rares valoms de inerci. De agta forma es posible constrair un siste-
ma da vibraciones por torsion de hasta tras masas. Gon una unidad
wacitadora akctricarnants alimantada desds b unidad de mando pus-
den forzarss vibraciones sobre las mismas. Un amartiguador regulable
parmite influr sobre &stas, Ganeradores da dngulos de giro en los
mardriles da sujecion suministran como saial aléctrica la amplitud de
las vibraciones. La unidad de manda procesa estas sa niales y las pona
a disposiciin afines da indicacién; p. ej., con un oscilescopio bicanal
o con el sistema de adquiicin de datos para PC TR 140,20 dizponi-
ble cormo accesario,

W TENER
T gy
il Q
] ~
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Ensayuos
Determinacitn de la resistencia a katorsidn de una barra de
acero
Determinacitn de los pares de inercia de masas
Comportamiento de la extincidn de la cscilacién de vibra-
ciones por torsidn
Determinacitn de la amartiguacidn en vibraciones por tor-
sifin
Vibraciones por torsiin forzadas, resonancia
Sistema de vibraciones por torsidn con varias masas, vibra-
dor par torsién de dos masag, vibradar por torsidn de tres
masas

1 mandril d= sujssién, 2 barade forsidn, 2 paeerador del éngule de gire, 4 usdade
Ficeicn, 5 wolante de mersa, 6 bride de tres orficios sobre arasiradar con cojirenis de bolas

Figura 4.6. Equipo para estudio de las vibraciones por torsién. Frecuencia de

excitacion de 1 a 20Hz
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Model 205
- Feedback Sensor Torsional
i D O e Apparatus

is ideal for mioductory te lab use and
intermediate controls smdy. It hes also been mused
extensively in advanced research In its several configura-
tions, this system represents 2 broad and impertant class of
practical plants including: rigid bodies, flexibility m drives,
i i and coupled discrete vibrating systems. It easily transforms
,:HI,SIS'MD';S‘,', ?MP,TEEE into se‘gni fo and sixth {optional) erder’ plants with
F1or 2 DF Piants) collecated or nanco]]nm(ed senser | acmator conol  An
optional secondary drive may be positioned at any ourpmt
(disk) to create a MIMOQ ]am (requires Executive USR™
software) and provides for the study of disturbance rejection.

The sbility to readily adjust physical parameters such as
inertia values and spring constants make it ideal for multiple
student work group sssignments This apparatus closely
follows its dynamic model and the theoretical predictions of
open and closed loop behavior provided in the manual It
has proven to be highly robust and reliable in the field.

The Model 205 zpparatus is a highly versatile platform that
o und’lrjrlg( dual

——— Easy Removal Disks
e g 2 0

Adjustable Inertia
[MovabielramovaDie brass Weiis)

— Bearing Support
(Precisin b2amNgs @ eacn disk)

Configurations: B std, @ with optional 33 disk, 18 with second-
ary drive accessory

S Actuator Dynarmcs Aojysiabe o 2uc 1. and o (5%

L o vl 110: SIS0, SIMO, MIMO {with sec. drive accessory}
Poles and Zeros: Adustable 067 Hz

Inertia Adustment Rate: 10:1

Spring Adjustment Ratio: 2.1 (certsin configurations)
Feedback: High resolubon encoder {18,000 countirev)
Actuator: High torque brushisss mator, 2.0 Nem
Bench-top size: 30x30x88 cm_ (12x12x36 in )

Motor drives lower disk
via rigid timing belt

JThree dsk piode 208, {View obstructed)
5ic Model 20

afety Features: Amplifier ouer-cumrent profection.  In firmware
e e s {complete system ony): relatve dlsp\a..ement [spnng protec-
tion. ever-speed protection, 2t thermal protecti

Easily Transforms to 6 Distinct Plants That Include...
(Nine plants with optional third disk*}

B
T X
Plant mmi
Models
7
Rigid body Free-clamped Free-free, 2 DOF Free-clamped, 2 DOF
prime ) T 0+kEe0-00=To | JBO+kie-8:) 6 = To
o Jam =T1 Jot +kal = T
Equations Je=Tv P rkeb=T0 Fibl+ k(8- 0,5 = 0 Ti00+ka(8a0-0:) ksaft = 0
S-Domai o e(s) _T; os) _ k Bus) _Jps?+ki+ky  Bas) _ Kk
-Domain ais)_ 1 & . —L=nim A R
Equations T 12 g ——1—: Ts) D) Ts) D) Tis) Ds) T(s) DNs)
6) Tsi+k Dis) =4 LI 00k | D) =TyTos™ Tyl vkt T b stk
« Rigid body model. - Classic spring-mass oscillator| - Rigid body plus 1 oscilatory mode.| » 2 oscillatory modes.
Character- | - Type 2 system, - Type 0 system - Type 2 systam. - Type 0 system.
istics | . Seepages. - Single vibration made « By/T: 2 imag zeros, poleswess=2 | . GT: 2 imag zerss. pole exoess = 2
+ 8,/T: nc zeros, pole excess =4 | . BY/T: no zeros, pole axcess = £

* Three disk Model 2053 plant provides sixth dynamic order with third normal mede.

Figura 4.7. Equipo de vibracién torsional con tres discos
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