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En la vida, todos podemos tropezar y caer.
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tema dado surgi6 a raiz de los Proyectos de Investigacion:
= "Dos-Webs Algebraico y la Conjetura del Jacobiano”, y
= "Automorfismos y Webs de Foliaciones Holomorfas”

Deformaciones de Estructuras Complejas es un tema dificil, con poca biblio-
grafia y bastante matemaética de nivel, fue un gran reto que despert6 mi interés,
aprendi y me desarrolle un poquito més en las Matematicas.

A su vez agradezco a mis companeros y amistades, de quienes a veces pensa-
ba esperaban desistiera del tema, pero al contrario alimentaban mas las ganas
de lograr mi objetivo.

Finalmente Agradezco a mi organizacion Soka Gakkai Internacional de Pert
que me ensena a ver la vicisitudes de la vida, siempre desde una perspectiva
positiva, llena de esperanza y con mucha gratitud. Porque he aprendido a
rendirme nunca y a lograr mis objetivos cueste lo que me cueste y tarde lo que
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Resumen

Este trabajo se describe una parte importante de los descubrimientos ob-
tenidos durante el siglo XX, es una introducciéon a la teoria de variedades
complejas y sus deformaciones. Intuitivamente la deformaciéon de una variedad
compleja compacta M, compuesta de un ntimero finito de cartas coordenadas,
viene dada por el desplazamiento de estas cartas.

Definimos .Z= {M, : t € B} y @ :.#/— B de manera que el desplazamiento
del cual hablo se llevara a cabo a través de la aplicacion KS; que va del espacio
tangente de una variedad compleja B, denominado espacio base de una familia
diferenciable de variedades complejas compactas (.#,B,w), al primer grupo
de cohomologia de M, es decir KS; : Ty(B) — H'(M;, ©;), donde O es el haz
de gérmenes de campos vectoriales holomorfos sobre M;, a ésta aplicaciéon se
le llama La Aplicacion Infinitesimal Kodaira-Spencer, que nos permitira medir
las variaciones de primer orden de la estructura compleja.

En consecuencia, dada (.#,B,w) una familia analitica compleja de va-
riedades complejas compactas, se tiene que las deformaciones infinitesimales
© = dM,/dt de M; = w (t) son ciertos elementos de H'(M,, O;). Por otro
lado, dada una variedad compleja compacta M, si (.#,B,@) con 0 C B C C
es una familia analitica compleja tal que M = w1(0). ;Podemos decir que

(th / dt) € H'(M, ©) es una deformacion infinitesimal de M?
t

Pues no esté claro que cada 6 deba surgir de ésta manera. Resulta que si
0 surgiese asi, entonces tiene que cumplir con ciertas condiciones adicionales.
Si existen clases de cohomologia 6 que no cumplan las condiciones adicionales,
entonces # no son deformaciones infinitesimales de M, si no, son llamados
Obstrucciones a la deformacion de M. Esta teorfa de la obstruccion, garantiza
la existencia de una familia analitica compleja para cualquier H'(M, ©).

Finalmente, hablaremos sobre el Numero de Moduli, m(M), que viene a ser
el nimero de parametros efectivos de la familia analitica compleja (.Z,B, @)
con M = @ 1(0), que contiene todas las deformaciones suficientemente peque-
nas para M y nos da a conocer cuantas de éstas estructuras o deformaciones
son iguales y diferentes.
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Introduccion

En este trabajo se describe una parte importante de los descubrimientos
obtenidos durante el siglo XX, es una introduccion a la teoria de variedades
complejas y sus deformaciones. El término deformacion se refiere a pequenas
perturbaciones de una estructura matematica especifica, en areas como anéli-
sis, algebra y geometria algebraica. Por ejemplo, se puede hablar sobre teoria
de deformacion en variedades complejas, en dlgebras asociativas, en esquemas,
en representaciones, y muchas més. La cuestion radica en que los resultados de
cada una de estas teorias son probados usando herramientas completamente
distintas, desde familias de operadores diferenciales elipticos para la deforma-
cion en estructuras de variedad compleja ([5]) hasta topos anillados ([8]).

La teoria de deformaciones de estructuras complejas de variedades Rie-
mannianas, es una idea que se remonta hasta el mismo Riemann, donde en un
trabajo de 1857 ([1]) calcul6 el nimero de parametros independientes del cual
depende las variaciones de una superficie de Riemann compleja compacta (di-
mension compleja igual a uno). Llamo a estos parametros “moduli”. La formula
de Riemann declara que el nimero de moduli de una superficie de Riemann
compacta de género g > 2 es igual a 3¢g — 3. Esta formula fue generalizada por
Klein para superficies de Riemann con borde. Desde esa publicacion el interés
en las deformaciones de estas estructuras nunca se ha perdido.

Con respecto a variedades de dimensiones mayores, las deformaciones de
superficies algebraicas fueron tratados por primera vez en 1888 por Max Noet-
her ([2]). Sin embargo las teorias de deformacion de variedades complejas de
dimensiones superiores no han sido tratadas si no 100 anos después.

En 1957 (100 anos después del trabajo de Riemann) Frolicher y Nijenhuis
([7]) publicaron un trabajo en el que estudian deformaciones de variedades
complejas de dimensiones superiores mediante métodos de geometria diferen-
cial obteniendo importantes resultados. Inspirados por este trabajo Kodaira y
Spencer concibieron una teoria moderna de deformaciones de variedades com-
plejas compactas, herramienta importante y la base de un gran cuerpo de la
investigacion posterior. El desarrollo de la teoria de Kodaira-Spencer, como
se llama ahora, tuvo lugar durante la mitad y fines del decenio de 1950, ha
tenido y sigue teniendo enorme influencia en amplios sectores de la Mateméti-
ca, incluyendo la Teoria de Varias Variables Complejas, Geometria Diferencial,
Geometria Algebraica, la Matematica y la Fisica. Pero esta teoria es local y
algunas de las preguntas que trata la teoria de Kodaira-Spencer pueden ser
. Existen deformaciones de una variedad compleja M7, ;Qué propiedades de
M son estables bajo deformacion?, ;Como se comporta el grupo de cohomolo-
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trabajo :

Intuitivamente la deformacion de una variedad compleja compacta M, com-
puesta de un ntumero finito de cartas coordenadas, viene dada por el despla-
zamiento de estas cartas. Definimos .Z= {M, : t € B} y a w :.#/~ B de
manera que el desplazamiento del cual hablamos se llevara acabo a través
de la aplicacion KS; que va del espacio tangente de una variedad compleja
B, denominada espacio base de una familia diferenciable de variedades com-
plejas compactas (.#,B,w), al primer grupo de cohomologia de M, es decir
KS; : Ty(B) — H'(M,;,0,), a esta aplicacion C-lineal se le llama Aplicacion
Infinitesimal Kodaira-Spencer, la que nos permitirda medir las variaciones de
primer orden de la estructura compleja. Esta aplicacion nos da un importante
resultado, de que la familia diferenciable es localmente trivial si y solo si la
aplicacion de Kodaira-Spencer es idénticamente nula, es decir K£S; = 0.

Otro resultado muy importante concerniente a KS; es que da (en sentido
practico) la obstruccion a levantar % sobre la base de un campo vectorial
holomorfo de%nido sobre .#. Es decir, si % se levanta a un campo holomorfo v

con @, (v) = %, entonces el flujo holomorfo de v da un isomorfismo (holomorfo)

M,;, = M, y por lo tanto trivializacion .#Z= M,, x B. Ahora como puede ser
d

visto usando particiones de la unidad, no hay obstruccion a levantar 5; como
campo vectorial C'*; luego el difeomorfismo resultante (M;, = M,), puede ser
usado para transportar la estructura compleja de M; de vuelta en M, .

Un analisis minucioso, afirma que se puede expresar el operador de Cauchy-
Riemann 0; para M; como 9; = +6(t) donde 6(t) es una (0-1)-forma a valores
en el haz de gérmenes de campos vectoriales holomorfos sobre M;, el haz es
denotado como Oy, tal que 6(t) = 6;t + 65t* + ... es una serie convergente en
t. Luego la condiciéon de integrabilidad 92 = 0 nos da una serie de relaciones
que en conjunto son equivalentes entre si, seguidamente usamos el isomorfis-
mo de Dolbeault H*(M;, ©,) = Hg;l(Mt, ©,) obteniéndose KS,(2) = {6(t)}.
Mostrandose como la clase de Kodaira-Spencer dan la variacién de variedades
complejas.

Para terminar cabe aclarar que esta teoria fue asimilada en diversas teorias
de deformaciones incluyendo subgrupos discretos de grupos de Lie semi-simples
(Calabi, Weil, Matsushima, entre otros) y algebras (Gerstenhaber), a lo largo
de los anos estas teorias fueron extendidas, expandidas y aplicadas.

En el area de geometria algebraica, la teoria de Kodaira-Spencer fue rapi-
damente absorbida, adaptada y muy extendida por Grothendieck y su escuela.
Junto al estudio complementario de moduli global, especialmente de curvas
algebraicas iniciadas por Mumford, uno ve que casi 50 anos luego, la teoria
de deformacion (local y global) es absolutamente central en la geometria alge-
braica moderna. Inclusive en otras areas como teoria de cuerdas (cohomologia
cuéntica) y los trabajos en variedades de Calabi-Yau.

En sintesis, este trabajo se concentra en la teoria de deformaciones infini-
tesimales de estructuras de variedades complejas. Para su estudio, introducire-
mos al lector en algunos ejemplos de deformaciones, donde se observara que las

VIII
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+, YV probaremos que s1 la aplicacion ¢+ es 1dénticamente nula, entonces la
familia (.Z,B,w@) es localmente trivial (o constante), esto es, la aplicacion de
Kodaira-Spencer mide la variaciéon de las estructuras analiticas complejas.

En conclusion, dada (.#,B,w) una familia analitica compleja de varieda-
des complejas compactas, se tiene que las deformaciones infinitesimales d M, /dt
de M; = w!(t) son ciertos elementos de H'(M;, ©;). En consecuencia, da-
do una variedad compleja compacta M, si (.#,B,@) con 0 € B C C es
una familia analitica compleja tal que @™ '(0) = M. ;Podemos decir que
(dMy/dt)—g € H'(M,0), donde O es el haz de gérmenes de campos vec-
toriales holomorfos sobre M, es una deformacion infinitesimal de M?

Pues no esta claro que cada 6 deba surgir de ésta manera. Resulta que si 0
surge de esta manera, entonces tiene que cumplir con ciertas condiciones adi-
cionales. Asi, si existen clases de cohomologia 6 que no cumplan las condiciones
adicionales entonces, evidentemente, ¢ no son deformaciones infinitesimales de
M vy son llamados Obstrucciones a la Deformacion de M.

Se tiene asi, la teorfa de la obstruccion, que describiremos también en éste
trabajo, garantizando asi la existencia de una familia analitica compleja para
cualquier § € H'(M,©). Ademés, introduciremos la definicién de Nimero de
Moduli, m(M), que es el nimero de parametros efectivos de la familia analitica
compleja (.7, B,w) con w (0) = M, que contiene todas las deformaciones
suficientemente pequenas para M y daremos un par ejemplos al respecto.
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Capitulo 1

Preliminares

El conocimiento es luz y la ignorancia es oscuridad.
jCuan maravilloso es aquel que mantiene vivo el afdn de saber!
Daisaku Tkeda.

1.1. Funciones Holomorfas en C"

El dominio de las funciones de varias variables complejas esta contenido
en el espacio vectorial complejo n—dimensional C", definido como el producto
cartesiano C x - -- x C y se puede identificar con el espacio euclideano R?"*, de

—————

n—veces

dimension 2n. Es decir,

Cn:(Cx...x(C:{(zl,...,zn):zj E(C,lgjgn},
—_——
n—veces
de este modo, cada coordenada z; de z = (z1,...,2,) se escribe z; = z; + iy;,

donde z; e y; son nimeros reales e ¢ la rajz cuadrada de —1.

Definicion 1.1. Una funcion f con valores complejos y definida sobre un
abierto D C C™ es holomorfa en D, si cada punto A = (ay,...,a,) € D se
tiene una vecindad abierta U C D donde la funcion f posee una expansion en
serie de potencias

FE) = D Gg(a—a) . (z —a) (1.1)
1yefin=0
la cual converge para todo z = (z1,...,2,) € U. En general, g = (g1, .-, gm) €S

holomorfa en D cuando cada g; satisface (1.1), en D. Una biyeccion holomorfa
con inversa holomorfa entre abiertos de C" se llama biholomorfismo.

SiJ=(j1,....0n) €EZ"y 2= (2,...,2,) € C" se define 27 = 2' ...z y
asi f se puede escribir como

f(z) = ZCJ(Z—A)J.
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Con frecuencia, usamos la norma Euclidiana ||z|| y la norma del maximo
|z| definido como sigue:

2. L i 3 .
|z|I* == szz] y |z| : lrggl\zﬂ.

Un polidisco abierto en C” es el producto cartesiano de n discos abiertos
y toma la forma

A(AR) = Alar, ..., a1,y T0)
— {zE(C”:|zj—aj\<7’j para 1§j§n},

donde el punto A = (ay,...,a,) € C" es llamado el centro del polidisco, y el
punto R = (rq,...,r,) € R es llamado su poliradio.
Para la demostracion de la siguiente proposicion vea [3]

Proposicion 1.1. Si f = (f1,..., fm) estd definida en D C C", las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) [ es holomorfa en D.
(b) Las funciones coordenadas f; : D — C son holomorfas.
(c) Las f; : D — C son localmente limitadas y por cada 1 < j < n,
Z; = filz1, L g 2n)
es holomorfa en C.

Para el caso 1—dimensional, una funciéon continua f : D € C — C es
holomorfa si satisface alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

d
(i) f es derivable: existe la derivada compleja d—f y coincide con
2
o _1 (3 10f
0z 2\0x ioy)’

donde % y ? son las derivadas parciales usuales.

Y

(ii) f es analitica: localmente, f se representa por una serie de potencias.

(iii) Teorema de Cauchy: para cada curva cerrada v € D, contractible y suave

por tramos la integral
/ f(z)dz = 0.
”

(iv) Cauchy-Riemann: las derivadas parciales son continuas en cada punto de

D, y satisfacen
of 1 (Gf 1(9f) _ 0

9z 2\0r idy
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admite un cubrimiento abierto, a lo mas numerable y formado por dominios
Ui,...,Uj, ..., donde cada U; es homeomorfo a un dominio Y; C R™. Cada
homeomorfismo de U; en il;:

zy:p = 25(p) = (2} (p); - ()

define las coordenadas locales. Luego la coleccion {z;} = {z1,...,z;,...} es
llamado sistema de coordenadas locales sobre la variedad topologica X..
Para cada j, k tal que U; N Uy, # 0,

Tkt ok(p) = 25(p),  pEeU;NUy,

es un homeomorfismo del conjunto abierto Uy; = {zx(p) : p € Uy NU;} C Yy
en el conjunto abierto H;;, = {z;(p) : p € U; N U} C 4. Llamamos {z;}
un sistema de coordenadas locales €' si éstos 7, son también C*°, lo que
significa que xj(p), ..., 2" (p) son funciones C*° de x(p), ...,z (p). Suponga
dado dos sistemas de coordenadas locales C*, {x;} y {un} en X, y sea U; el
domino de x; y Wy el dominio de py. Si para cada par j, A con U; N W, # 0,
las aplicaciones
ri(p) =y pa e xi(p)

son ambas C* parap € U;NW)y, se dice que {x;} y {pr} son C™ equivalentes.
Esta propiedad define una relacion de equivalencia y las clases conforman las
estructuras diferenciables de la variedad topologica.

Definiciéon 1.2 (Variedad Diferenciable). Una variedad topoldgica, dotada con
una estructura diferenciable es llamada una variedad diferenciable

Ejemplo 1.1. Sea S' = {(cosr,senr) € R? : r € R}. Considere

U = {(coss,sens) €R?: —1 < s < 7}

V = {(cost,sent) € R?: 0 < t < 27}.
Sean x, y dos funciones de S* en R con dominios Dom(z) = U, Dom(y) =V
y defina por x(coss,sens) = s, y(cost,sent) = t. El cambio de coordenadas
viene dado por

ol 2r+s5 —m<s<0
9T =9 s O<s<m

que es una funcion C*. Entonces el atlas {z,y} dota a S* de una estructura
de variedad diferenciable 1—dimensional.

1%} es Hausdorff si dados dos puntos distintos p, ¢ € ¥ existen abiertos disjuntos U, V tal
quepelU,qeV.
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de dimension n, {uy; un sistema de coordenadas locales C V, Wy e
dominio de uy, y ¢ : p — g = ¢(p) una aplicacion continua de D a N, entonces
para \,j con ¢~ H(W)) N U; # 0, la aplicacion

Ori s xi(p) = un(d(p), ped (WH)NU;

es una aplicacién diferenciable del abierto U, = z;(¢~ (W) NU;) C R™ en
el dominio W, = uy(W,).

1.2. Variedades Complejas

La variedad compleja es una generalizacion de superficie de Riemann. En
una superficie de Riemann, la coordenada compleja local de un punto p € M
es un nimero complejo, pero si en lugar de un ntmero complejo se usa un
conjunto ordenado de n € N ntmeros complejos z;(p) = (21(p), ..., z.(p)) se
obtiene el concepto de variedad compleja n-dimensional. Més precisamente,
cada variedad compleja esta definida en M, un espacio de Hausdorff conexo,
que admite una familia numerable de subconjuntos abiertos {Uy,...,U;,...}
cuya unién la contiene. En cada elemento de este cubrimiento abierto de M
esté definido un homeomorfismo

z:p— z(p) = (7 (p), ..., 2} (), peU;

el cual aplica U; C M en un dominio? $f; C C". Es decir, el par (Uj, 2;) es una
carta compleja para M. De este modo, la familia de cartas A = {(Uj, 2;) :
j =1,2,...} es un atlas analitico de M C Uj U; si las cartas son compatibles
dos a dos, donde compatible significa que cuando los dominios de las cartas
(Uj, 2;) v (U, 21) se intersectan U; N Uy, # (), la aplicacion 755, = z; 0 2, ', dada
por

Tik - 2zk(p) = zi(p) peU;NU (1.2)

induce un biholomorfismo entre los abiertos y; = 2, (U; N Uy) C Yy y Yy, =
z;(U;NUy) C Y; de C™. En particular, todas las cartas de un atlas analitico han
de tener imagen en abiertos de C™ para un mismo n (pues si m # n los abiertos
de €™ no son biholomoérficamente equivalentes a los de C"). Por otro lado, es
facil ver que si a un atlas analitico se anaden todas las cartas compatibles con
sus elementos, obtenemos de nuevo un atlas (es decir, las cartas anadidas no
s6lo son compatibles con las del atlas dado, sino también entre si). El atlas
asi obtenido es llamado atlas analitico maximal, en el sentido de que no
estd contenido en otro atlas mayor y ademas se dice que z; : U; — 4l; define
las coordenadas (z!(p),..., zJ"(p)) € C" de p € Uj; de este modo la coleccion

j
{#1,...,%j,...} es un sistema de coordenadas locales para M.

2Un subconjunto D C C" es un dominio en C" si D es considerado un dominio como
subconjunto de R?", es decir un conjunto abierto conexo no vacio.
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estructura compleja de la variedad.

Observe que, una variedad compleja es una variedad con alguna estructura
compleja.

Ejemplo 1.2. Cualquier abierto conexo no vacio, 4 C C" es una variedad
compleja de dimension n. Consideramos M = L y su sistema coordenado la
identidad {2} es decir z — z = (2',...,2").

Cada p € U; es determinado tnicamente por sus coordenadas locales
z; = zj(p), por eso z; permite indentificar U; con &l; y en consecuencia la
variedad compleja M se obtiene al pegar los dominios &;,...,4;,... en C" via
el isomorfismo
Tik ilkj — iljk.

Por lo tanto, M = Uﬂj, donde

J

z; € t; y 2z, € Yy, son el mismo punto en M < z; = 7j5(2x) (1.3)

Figura 1.1:

En el siguiente ejemplo vemos como una variedad compleja de dimension
n, induce una variedad diferenciable con cartas en R?”, en el sentido de la
Definicion 1.2.
Ejemplo 1.3. Sea z; = (z]l, cee z;b) una carta para la variedad compleja M,

ZjIUjCM%ﬂjCCn.
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xj:UjCM—>ile R2n.

Por lo tanto, {x;} genera una estructura C* que hace de M una variedad
diferenciable.

Ejemplo 1.4 (El espacio proyectivo). Para ((o,...,(,) € C*1\ (0,...,0),
[CO) SO gn] = {()\C07 HER) )\Cn)‘)\ € C}

es una linea compleja alrededor de cero. La coleccion de las lineas complejas
alrededor de cero,

P" = {C=[Cos - Gall(Coy -+ Ga) # (0,...,0)

es el espacio proyectivo complejo n-dimensional y (y, ..., (,) es llamado
las coordenada homogéneas de [Co, . . ., (,] € P". Al espacio proyectivo complejo
1-dimensional P* se le conoce también como la esfera de Riemann.

La igualdad [¢(, ..., )] = [Co, - - -, Cnl dice que (¢, ..., )y (Coy - -+, Cn) SON
coordenadas homogéneas del mismo punto ¢ € P", esto es

¢ = Ao, ---,C, = A(, para algin A # 0.

Por otro lado, en el abierto

Uj ={¢eP": # 0},

cada elemento ¢ € U; es representado como

(=2, 271,27t . 2", donde 2*=(,/(
Esto genera (2!,...,2"), las coordenadas no homogéneas de ¢ y define
i1 _j+1
2 ¢ — z(C) = (z?,...,zj ,z§+ ,...,Z;L), con z; = /(.
Por lo tanto, las imagenes {; = z;(U;) son abiertos de C" y la coleccion
A={(Uj,z)|7 =0,1,...,n} es un atlas analitico para el espacio proyectivo,
ya que en la interseccion U; N Uy, se cumple
zle/zi, z;’:z,?/zi, v#ijv#£k (1.4)

y las transformaciones coordenadas
Tik * Rk — Zj

son biholomorfas. En consecuencia, P es una variedad compleja, obtenida por
pegar (n + 1)-copias de C" via el isomorfismo (1.4).

En éste ejemplo se puede verificar que la familia de sistemas coordenados
es un espacio de Hausdorff que no tiene base numerable (para probar ello debe
verificar que A = {f; : U; — M, j € J} es un cubrimiento para M y sus
cambios de coordenadas son C” holomorfas, asi B={f;(V):V C U,, j € J}
es una base topologica de M, siendo para éste ejemplo B no numerable).
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su atlas analitico maximal y 4l; = z;(U;), dominios de C". Sea
f:D—C

una funcion definida sobre un dominio D C M. Si ®; = z;(D NU;) C 4;, el
conjunto formado por las coordenadas, se define la funcién f; : ©; — C

fj = f © (Zj)_la
de este modo el diagrama
DnU;
Zj f
D, C 4 J; C

es conmutativo. Observe que si, para p € D N U; se identifica z; = z;(p), la
funcion f;(z;) satisface

fi(z)) = f(p), con z; =z;(p). (1.5)

Por lo tanto, f;(z;) es una funcién de n variables complejas (21, ..., 2,) defi-
nidas en ®;. Por otro lado, si z; = 7jx(2;), con 7j; dado en (1.2), entonces

fi(z5) = fr(zp).

De este modo f es continua en D si y s6lo si cada f;(z;) es continua en ©j,
pues p — z; = z;(p) es un homeomorfismo. Esta notacion nos permite definir.

Definicién 1.4 (Funcién Holomorfa). Sea D dominio de M wuna variedad
compleja, z; + U;j — U; C C" una carta de M y f; : Y; — C una funcion
de n variables complejas. Se dice que f: D — C - bajo la notacion anterior
f(p) = fi(2), para p € DNU; — es una funcion holomorfa si y solo si cada
fi(zj) es holomorfa, con respecto a z;.

Las cartas locales de una variedad compleja generan ejemplos de funciones
holomorfas, por medio de las proyecciones.

Observacion 1.2.1. Un sistema de coordenadas complejas locales {z;} sobre
el espacio Hausdorff genera una estructura diferenciable si y solo si cada z;
aplica su dominio U; difeomorficamente en U; = z;(U;) C C* = R*".

Sea ® : p — ¢ = ®(p) una aplicacion continua de un dominio D C M
en N, donde M y N son variedades complejas. Es decir, cada una admite
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W) NU; # 0,
la aplicacion
0y 1 zi(p) —»wae),  g=2(p), ped(WH)NY; (1.6)
es continua y envia el dominio
= {z(p)/p € @' (W) NU;} cC

en wy(W,) C C™. En otras palabras, @), = wy o ® o zj_l hace del siguiente

diagrama
o'Wy NU, —2 W)
Zj Wy
D,
ile c Wy (W)\)
conmutativo.

Observaciéon 1.2.2. 51 M = Ujilj y N = Uy Wy, con Wy = wy(W)) la

aplicacion ® del dominio D C M en N también se escribe
Dz > wy = P(z).

Por tanto, se puede prescindir de los indices j, X en ®y; ya que wy = Py;(z;)
(vea, (1.5)).

Definicion 1.5 (Aplicacion Holomorfa). ® : M — N es una aplicacion ho-
lomorfa entre las variedades complejas M y N, si para cada p € M y cada
par de cartas z; alrededor de p y wy alrededor ®(p), se cumple que la funcion
wyo®do zj_l es holomorfa en su dominio.

Es facil ver que para que ® sea una aplicaciéon holomorfa basta con que
cumpla la definicién para un par de cartas z; y wy alrededor de cada punto
p vy de su imagen (es decir, si lo cumple para dos dadas, lo cumple para dos
cualesquiera). Por otra parte, todo abierto de una variedad compleja M hereda
de forma natural una estructura compleja (formada por las restricciones de las
cartas que cortan al abierto), por lo que podemos hablar de Aplicaciones holo-
morfas en un abierto de una variedad, y entonces una aplicacion es holomorfa
si y s6lo si lo es en un entorno de cada punto.

Definiciéon 1.6 (Matriz Jacobiana). Dada la aplicacion ®,; definida como
antes, ®y; : z;(p) = @y;(z;(p)) = wr(q) holomorfa, la matriz

1 1
Owy - dw,
1 n
<8wK 0z; 07}
ozt - : :
J 7 v=1,..,m /[ pu=1,..n awT awT
S 2
azj azj
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O(wy, - ., wy)
) = det
J(z) = de Oz, -5 27)

es llamado el Jacobiano de ®,;.

Teorema 1.1. Suponga ®,; : U,y C C* = C" una aplicacion holomorfa, y
J(z;) su Jacobiano. Si J(p°) # 0 en el punto p° = z;(p) € Uy, existe una
vecindad V C ;5 de p°, y una vecindad V de D,;(p°), tal que @y, aplica V
biyectivamente en V. Es mds, la inversa CI);J.l de @, restricto a 'V es holomorfa

sobre V.
Demostracion. Similar a prueba del teorema (1.9) en [15]. O
Observacion 1.2.3. Consecuencias del teorema anterior:

1. Dado ®,; : U5 — C" una aplicacion holomorfa. Si J(z;(p)) es distinto
del vacio en el dominio $h;\ C C™, ®y;(L;5) es un dominio en C™.

2. Dado ®,; : t;x — C" wuna aplicacion holomorfa inyectiva. Si J(z;(p))
es diferente del vacio en iy, la inversa <I>;j1 de ®y; es una aplicacion
holomorfa del dominio ®y;(h;) en ;.

Teorema 1.2. Sean fy;(2)), ..., fii(z;) funciones holomorfas en un dominio
y; € C" en C. Suponga que

1 E m( . .
mngoa(fkj(zjl), o IBE)

zj,---,2%)

es independiente del punto z;(p), para cualquier p € ®~HW,) N U;, que se
tome. Si p° es un punto en el dominio iy tal que

O(fi(2z),..., f%(z
d€t (f)\]a( ]3 fi\]( ])) 7£ 0 en Z](p) :p0’
(z5,---,2%)

entonces existe una vecindad V de p° tal que f/’\’;rl(zj), -5 [5(z5) son funciones
holomorfas de fy;(2;),. .., f¥;(2) en V.
Demostracion. Ponga wy = fy;(2),...,w, = f{;(2;). Sobre una vecindad lo
suficientemente pequena V de p°,

O(wy, ..., wy,, 25T 2" 0 ..

det2l . B aET ;) = det (“’1’ ’wj) # 0.

ONzjy ooy 2 2] 2]) Ozj,...,2Y)

Por lo tanto, del teorema (1.1),
Dpji (2,20 2 ) e (wy, w22
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)\]:)\] )\7,)\7] ,,] )\] )\] )\]’7)\]’] 7,]

¢ 1 m : 1 v v+1 n
Asi, gy, - -, g4y son funciones holomorfas de wy;, ..., wy;, 2", ...,z

(95> -- - 95)

rango =v
1 v v+1 n
AWy - WK, 25 2])
1T _ .1 | 2 :
Por lo tanto, gy; = wy;, ..., g5; = wy;, se tiene
v+l 1 v v+l
ag)\j a(g)\ju"'vg)\j7g)\j )
o = det N — 7 = 0, l=1,...m—v, k=1...,n—v.
02 Awyj, - Wy, 257)
Aqui los g% (w} w24 2") son funciones holomorfas de w} wy
q g (Wixjy oo, WG 257 5 25 N WK
y no dependen de 2/*', .. 2%
v+l 1 v v+1 7D \ el 1 v
gai (Wyjy o Wy 275y 27) = hag(wyg - w5;).

En consecuencia,
£ =) = hog(Fy(25), - f5(29))

es holomorfa y se concluye asi la demostracion. O

1.2.2. Subvariedades y Conjuntos Analiticos

Dos variedades complejas M y N, son analiticamente equivalentes, si
existe una aplicacion biholomorfa®? ® : M — N. En este caso, M y N se
consideran como la misma variedad compleja, pues

s $ es un homeomorfismo, la identificacion de p € M y q = ®(p) € N
genera mismo espacio Hausdorft X.

» Cada ®,;, definida en (1.6) es biholomorfismo y asi z; y w, son sistemas
de coordenadas complejas locales compatibles en X.

Definicion 1.7 (Conjunto analitico). Sea S un subconjunto cerrado de M™,
una variedad de dimension n. S es un conjunto analitico en M si para cada
q € S, existe un numero finito de funciones holomorfas fql, L fY v =v(g),
definidas en una vecindad abierta U(q) C M™ de q tal que

SNU(q) ={pcU@If;(p)=---= f;(p) =0}.

Sea S un conjunto analitico de M". Localmente S satisface el siguiente
sistema de ecuaciones analiticas

fi(p)=---=[/(p) =0,

3Una aplicacién biholomorfa es una biyeccién holomorfa con inversa holomorfa
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una ecuacion loca

A fy (), 17 (p))

rango =V, pPp=4q

A(z4(p) -+ 2 (p))

Siendo este el caso, llamamos n — v la dimension de S en ¢. De lo contrario
llamaremos a ¢ € S un punto singular de S.

Definiciéon 1.8 (Subvariedad Compleja). Un subconjunto analitico conexo S
de M™ sin puntos singulares es llamado una subvariedad compleja de M.

Sea M™ una variedad compleja y suponga que para cada g € M, se escoge
un polidisco coordenado Ug)(q) con respecto a las coordenadas locales z, :
p — z4(p) tal que Up(y)(q) NS =0 para ¢ # S y que Ugy C U(q) para g € S.
Entonces se puede elegir a lo mas un numero finito de polidiscos coordenados,

Uj =Ur)(¢5) CUrg(gy), 7=1,2,3,...,

tal que U = {U; : j = 1,2,...} es un cubrimiento abierto localmente finito

de M. Por simplicidad escribimos z; por z,,, f;(p) por q’“j(p) y vj por v(g;).

Entonces 0 SNU; =0,0¢; € S, ysig; €8,

SNU={pel;: fj(p)=---= f;’(p) = 0}. (1.7)
En particular si S es una subvariedad compleja, se tiene
SNUj={peUj: 2" (p)=--=2}(p) = 0}, (1.8)

donde m = n — v; es independiente de j. De hecho, si SNU; N Uy, # 0, es
claro que m; = my,. Entonces la afirmacion se desprende de la conexidad de S.
Para éste resultado, se dice que S es en si misma una variedad compleja. En
efecto si ponemos V; = SNU;, V = {V; : V; # 0} es un cubrimiento abierto
localmente finito de S, y

Zig P> zis(p) = (zjl(p), £RY z;n(p))

es un homeomorfismo de V; en un polidisco en C™. La transformacién coorde-
nada

Tiks © 2s(P) = 2j5(p)
es un biholomorfismo puesto que es la restriccion de 7y, :

; m N oa {Ml=...=2 =0}

2 z

(Zpy o 2 20) = (2 e 2

.
Por consiguiente {z;s : V; # (0} forma un sistema de coordenadas complejas
locales, por lo tanto, definimos una estructura compleja sobre S. Asi S es una
variedad compleja de dimension m =n — v.

En otras palabras, S es una subvariedad compleja, si para cada g € S existe
una vecindad U, de ¢ y una aplicacién biholomorfa f : U, — A(0,r) sobre un
polidisco de C™ tal que f(q) = 0 y para algin entero k, se tiene

fUNS)={2€ A0,7): 241 = ... =2, =0}.
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q € 5. En éste caso se elige U; como en la ecuacion (1.7), se tiene
SnU;={peU;: fi(p) =0} (1.9)
donde f;(p) es holomorfa en U;. Si se identifica U; con Y4; = z;(U;) C C™ del

modo usual,
SﬂU] = {Zj euj : fj(zj) = O}

es una hipersuperficie de i;, donde f;(p) = fi(z;) es una funcion holomorfa
de zj en ;. Entonces si se toma Ug(q)(q) lo suficientemente pequenio, se puede
elegir f;(z;) tal que f;(z;) = 0 sea una ecuacion minimal * de SN$L; en ;. En
éste caso fj(p) =0 es llamado una ecuacion minimal de S en U;. Entonces S
es reqular en g € SN U; si y solo si al menos una de las derivadas parciales
0fj(2;)/02F de f;(z;) no se reduce en z; = z;(q). De ésta manera se puede ver
que una hipersuperficie analitica es un subconjunto analitico de M.

En consecuencia, el conjunto S’ de todos los puntos regulares de S es un
subconjunto abierto de S. Si se elige S” = S\ S’ como el conjunto de puntos
singulares de S. Entonces S” N 4, es definido por el sistema de ecuaciones

holomorfas
Ofi(z) _ _ 0fi(z) —0
0z; 0z} '

J

filz) =

Asi S” es un subconjunto analitico de M™. M \ S” es una variedad compleja,
y cada componente conexa de S’ = 5\ S” es una subvariedad de M™\ S”.

1.2.3. Variedad Compleja Compacta

Una variedad compleja M es llamada compacta si es un espacio topologico
compacto, en el sentido usual. De este modo, a partir de algin atlas maximal
A=A{(Uj,z):5=12,...}, con z;(U;) = 4; C C" la identificacion descrita
en (1.3) muestra que cada variedad compleja, compacta M es obtenida por
pegar un numero finito de dominios 8, ...,4, en C" (vea figura 1.1). Bajo
ésta notacion se demostrara el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Una funcion holomorfa definida sobre una variedad compleja
compacta M, es constante.

Demostracion. Como M es compacta y C admite la norma del méximo, cada
funcion holomorfa f : M — C alcanza su ‘maximo’, es decir

dqe M tal que |f(p)| <|f(q)], Vpe M.

Mas aun, la funcion definida en (1.5) satisface f(p) = fi(z;) = fi(%},...,2})

y es holomorfa en ; = z;(U;); en particular, si ¢ € U; se puede suponer que

1f0(2) = 0 es una ecuaciéon minimal de S en 0 si y solo si fo(z) y al menos una de
sus derivadas parciales fo., (z) = 9fo(2)/0z son primos relativos en el anillos de series de
potencias.
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g(w) = f; (aj +w(z; —aj),...,a] +w(z] — aj)), con z; = zj(p),
la cual es holomorfa en el disco |w| < 1+ ¢, para algin £ > 0 pequeno, y
satisface

lg(w)| = |fi(aj +w(zj; —aj),...,a} +w(z} —a}))| < |fi(z(q)] = 19(0)].
En otras palabras, g(w) alcanza su maximo en w = 0, el centro del disco
|lw| < 1+ €. Por teorema del médulo méaximo,

g(w) es constante en el disco |w| < 1+¢
y en consecuencia
(a.1) f;:4; C C* — C es constante, si ¢ € U;.

En efecto, se tiene |f;(z;(q))| < |f;(¢)| para todo z;(¢) € V; vecindad abierta
de ¢ € Y. Para probar que f; es constante, considere arbitrariamente la recta
compleja pasando por ¢ € il;, definido como

L:C — C"
¢ = L(Q)=q+u(
note que L es holomorfa y estd bien definida. Tome w € &; con la propiedad
de |w| < p, esto se da porque Y, es abierto, luego la restriccion f;|, == ¢, es
holomorfa en el disco {¢ € C: |(| < p} definido por

Pw(C) = fjo L(C) = f;(q + w()
entonces
lpw(O)] = 1;(G +w)| < |f(D)] = lew(0)]

Asi, |pw ()] < |pw(0)], entonces ¢,, alcanza su maximo en ¢ = 0. Por teorema
del médulo maximo para una variable, en ¢, se tiene que, ¢, = c(w) cons-
tante. Observe que la constante depende de w pero ¢,,(0) = f;(q), el cual es
una constante, no depende de w, por tanto c(w) es constante. Luego f; = ¢,
constante en {w € C" : |w| < p}, haciendo variar w € 4, se tiene que f; es
constante en una vecindad de ¢, es decir V;, por teorema de la identidad se
sigue que f; es constante en todo ;. Esto muestra (a.1). Mas ain, se cumple:

(a.2) Cada f; : 4; — C es constante.

En efecto, basta con probar que f;(2;(q¢)) = fi(zk(q)) en la imagen de la
interseccion de cada par de abiertos coordenados U; NUy # 0, es decir ; N4y,
lo cual se da por la misma definicion de variedad, y procediendo como en
(a.1) se tiene que cada f; es constante. Asi se muestra (a.2) y se concluye, por
continuacion analitica ® que f(p) es constante en todo M. O

Observacion 1.2.4. Sea f : M — C" una aplicacion holomorfa y M una
variedad compleja compacta, se tiene que f es constante.

5Sea Dy un dominio de C", y fo(z) una funciéon holomorfa en Dy. Para D; otro dominio
de C" con Dy N Dy # 0. Si existe una funcion holomorfa f;(z) definida en D; tal que
f1(z) = fo(z) en Do N Dy, entonces f1(z) es llamado una continuacion analitica de fy(z) en
D;.
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multilineales y antisimétricos, los que estan definidos sobre el espacio tangente
a una variedad diferenciable. El concepto de forma diferencial es una generali-
zacion sobre ideas previas como el gradiente, la divergencia, el rotacional, etc.
Esa generalizacion y la moderna notacién usada en el estudio de las formas
diferenciales se debe a Cartan, [13]. Esta seccion lo expresaré siguiendo las
notas de Fernandez, [16].

En un espacio o variedad de dimension n, pueden definirse 0—formas,
1—formas, ...y n—formas.

Las 1—formas acttian como funciones lineales reales definidas sobre el es-
pacio vectorial tangente a la variedad diferencial que se esté considerando. Asi
pues el conjunto de todas las 1—formas definidas en un punto de la variedad
es isomorfo al espacio dual del espacio vectorial tangente en dicho punto.

Definicion 1.9. Una k-forma alternada sobre un espacio vectorial real V'
de dimension n es una funcion ¢ : 'V x V... xV — R tal que para todo

Vi, ..., 0, u,v €V ya &R se tiene:
1. Lineal en cada variable: o(vy, ..., vi_1,u + 0V, Vi1, ..., 0,) €s igual a
@(Ul, ceey Vi1, Uy Uig,y - e 7vq> + O{QO(’Ul, <oy Vi1, Uy Uity - - 7Uq)
2. Antisimétrica: (v, ..., Vi, Vi1, .., Ug) = —@(V1, ., Vi1, Vs, - - ., Ug)

Las k-formas alternadas sobre un espacio vectorial V' forman un espacio
vectorial, denotado por Alt*(V'). Claramente, Alt'(V') esta constituido por las
transformaciones lineales sobre V.

Ejemplo 1.6. Sea M™™ = {(a;; : a;; € R)} el espacio de las matrices de
orden n X n que puede ser identificado con M"*" =R" x ... x R", denotemos
——

A = (a;;) = (A1, ..., Ap) donde A; = (ay;, ..., an)" (t significa transpuesta).
Una de las formas de definir la funcion determinante det : M"*"™ — R se hace
inductivamente de la siguiente manera:

det(A) = " (—1)"aydet(As;),
donde j es fijada y A;j € MO=0x=1 es lg matriz obtenida al quitar la fila i

y la columna j de la matriz A. La funcion

det : M™"  — R
(A17---7An) — det(Al,...,An),

es n-lineal alternada, pues es lineal y antisimétrica.

Ejemplo 1.7. Toda funcion lineal f : V — R es I-lineal alternada, pues es
lineal con respecto a la unica variable y la condicion de antisimetria no es
posible violarla, dado que hay solo una variable y para alternar necesito por lo
menos dos variables.
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alternada
Ulil e Ulz’n
dz;, N\ ... N\dz; = det
Ukil e Uk:in
Se denota dx! := dx; A ... ANdx;, I = (iy,...,ix) y se prueba sin dificultad
que {da' /I = (iy < iy < -+ < i)} forma una base de Alt"(V)

Definiciéon 1.10. Sea M una variedad de dimension m, una k-forma sobre la
variedad M es una aplicacion

w: M = Uy Alt*(T,M)
p = wy: T,Mx,. ... xT,M —R

donde wy, es una k-forma alternada.

El espacio U Alt*(T,M) es denotado por Alt*(TM) y el espacio de k-
peEM
formas sobre M por QF(M). Asi, en cada abierto coordenado, U C M, la
k-forma w puede representarse como

W = Z aydx’

donde a; : U — R son funciones definidas en U. Diremos que w es de clase
C" (0 < r < 00) holomorfas 6 si las aplicaciones son de clase C* u holomorfas.

Ejemplo 1.8. La diferencial total de una funcion de varias variables puede
ser tratada rigurosamente como una 1—forma. Si se tiene una funcion de va-

rias variables f(xy,...,x,) diferenciable, su diferencial total es una 1—forma
exacta: of of of

df = ——d ——d dx,,

f axl P - 89:2 To + = axn T

Con estos antecedentes se puede generalizar la idea y ver otra interpretacion
para funcion holomorfa, como en la siguiente observacion:

Observacion 1.3.1. Dado D C C" un abierto. Una funcion f: D — C™ es
considerada holomorfa, si f: D C R?*™ — R*™ es una aplicacion de clase C*
y para cada z € D, la diferencial df (z) : C* — C™ es C-lineal, vea [3].

Veamos qué debe cumplir una aplicacion R-lineal g : C* — C para que sea
C-lineal. Si es C-lineal entonces g(z1,...,2,) = ¢121 + ... + Cp2,, para ciertos
¢; = a; +ib; en C. Si llamamos z; = x; + 1y; entonces

g(xb Y, ..., Tn, yn) = (alxl_blyl+- . -+anxn_bnyna a’lyl+blxl+- . +anyn+bnxn)>

aq —bl o Ay —bn
b1 aq bn (07%

Reciprocamente, si la matriz g es de esta forma (para nimeros reales cua-
lesquiera a; y b;) entonces g es C-lineal.

luego la matriz de g es

6Cuando las formas son complejas las a; : U C M — C
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w:Zal/\de,

con cada componente ay diferenciable. El diferencial dw de w es la (k+1)—forma
diferencial dada por
dw = Zdal Adz!.

Es decir, tomamos la suma de los productos exteriores del diferencial de cada
componente a; con su respectivo producto dx’.

Ejemplo 1.9. Sea w la 1—forma diferencial de R® dada por
w = xydxr — y>dy + 3zdz.
Entonces, dw es la 2—forma diferencial

dw = d(zy) Ndx — d(y*) A dy + d(32) A dz
(ydx + xdy) N\ de — (2ydy) A dy + (3dz) A dz
= xdy Ndx = —xdx N\ dy

Definiciéon 1.12. Dadas una k-forma w = Y ,ardx; con I = (iy,..., 1),
i1 < ...<ip yunas-forman =7 ,bydry; conJ = (ji,...,J4s), j1 < ... < Js.
El producto exterior de ambas formas es una s + k-forma definida como

w/\n:Zaijdxl/\da:J.
1J

La definiciéon de producto exterior es hecha de modo que si wy, ..., w; son
1-formas entonces el producto wy A ... A wy sea una k-forma definida por

w1 A Awg(vr .. vg) = det(w;(vy))

Ejemplo 1.10. Considere w = x1dx, + xodwy + x3dws una 1-forma en R3 y
n = x1dxy Adzy +dxy Adxs una 2-formas en R®. Entonces el producto exterior
de estas dos formas serd

wAn = xi1x3dry A drg N\drs — rodry Adxs Adrs = (x1x03 — x9)dry A dzg N drs.
Observaciones 1.3.1.

1) Si k=0 entonces Alt°(R") =R y Q°(U) = C=(U,R).

2) Los dxy = dx;; N\ ... Ndx; (vy...v;) donde I = (iy < ... <) forman una
base para AltF(R™). Asi todo elemento w € QF(U) se puede expresar como

W = E ai17___7ikdxi1 VANPIRAN dxik’

11 <...<ip
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8) Sean w =3 ardxr, n=">,;brdx; € Q*(U) y ¢ € C*(U,R) entonces
w+n = Z(CL[ + b[)d(E}
T

ow = > (pay)dz;.

1

Ejemplo 1.11. Consideremos U = R?, w = widx; + wadxy + wsdrs € QY(U)
y 1 = nadry A dry + mzdry A das + nozdas A dxs € Q2(U), ast

WAN = winegdry A dxy N\ drs + wanizdrs A dzy A dxs + wsniadrs A dxy A day
= (wiMeg — wamz + w3n2)dry A dxg A drs.

Ejemplo 1.12. Consideremos U C R? asi tenemos QY(U), Q*(U) y Q3(U) los
espacios sobre C*°(U,R) generados respectivamente por {dxy, dxs, dz3}, {dx A
dxse,dxy A dxs,dre A dzs} y {dxy A dxe A dxs} de donde

w € W) & w = widzr, + wadzs + wsdzs,
donde wy,wq, w3 € C*.
w € PU) & w = wiadr; A dxg + wisdzy A dos + wysdzy A das,
donde wqa, w13, w3 € C*.
w € V) & w = wipdr Adry Adzs,

donde w3 € C*.

1.3.2. Suma Directa

Definicién 1.13. La suma directa E® F de dos A-mddulos derechos™ E y F
es la totalidad de pares ordenados {(x,y) : x € E, y € F'}. La operacion suma
y la accion A se definen .““trada por entrada”, como es de esperar:

(T1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 +30), (2,9)a = (za,ya)

Es usual identificar £ con E & 0y F con 06 F, para poder considerar F
y ' como submoédulos de E ¢ F.

"Un A-médulo derecho E sobre un anillo A es un grupo abeliano (E,+) junto con una
operacion E x A — F (llamada multiplicacion escalar) de modo tal que para todo a,b € A
vy z,y € E se satisfacen:

* (x+y)a=za+ya.

* z(a+0b) = xa + xb.
* z(ab) = (za)d.

* 21 = 2 para la unidad 1 de A (ie. todos nuestros modulos son unitarios).
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Alt*(T,M¢) donde T,M¢ es llamado la complexificacion del espacio tangente
(o también espacio tangente complexificado), esto es:

Sea V' espacio vectorial de dim gV = n, definimos su complexificado como
V¢ =V x V junto a las siguientes operaciones:

(v1,v2) 4 (w1, ws) = (v1 + w1, vy + wo)
(a+1ib).(v1,v9) = (avy — bug, buy + avsy)
Luego V¢ es un espacio vectorial complejo de dim V¢ =n

Lema 1.1. Si (eq,...,e,) es base real de V', entonces ((e1,0),...,(e,,0)) es
base compleja de V°.

Observe que i.(v,0) = (0,v) y si (v,w) € V¢ = (v,w) = v + (w.
Ahora, sea M una variedad compleja (holomorfa) con dimension real igual a
dimpM = 2dim M = 2m.
Asi, para cada p € M escogemos una parametrizacion

f:vocC*™ - M
(-Tlaylw"axm?ym) — f(xlaylw"axmaym)

la base real de T),M es:
)

(5=
0], 0)

luego por el lema anterior tendremos que:
p aym

0 0
((a—xl L; 0), (G—yl

es la base compleja de T, M¢. Equivalente a escribir

9
:o’ 31/1

0

p,...,axm

Lid
P’ aym

0

0)7...7 %

9
p

K TN 20
Oz1lp’ 0z lp 021 1p" " 0z Ip
considerando
0 1,0 .0 170 0
95 lp — 5(3—%52@—%)—5(@—%*@—%)
9 _ 1<i L9 )J(i 9 )
(9Zj P 2 8xj p Gyj P 2 8xj p, Gyj P
Luego como T,M es generado por | —— ,...,i entonces definamos
0z Ip 0z Ip
T,M como el espacio vectorial generado por { —| ,..., i , de ahi que:
821 p 8zm p

T,M° = T,M & T, M.
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peEM
p — w, T,M°x...xT,M*—C

podemos denotar:
AH(TMe) = | ) Alth(T, M)
peEM
y como QF(M) al espacio de las k-formas en el complexificado. Esto quiere
decir Q8(M) = {w, : Alt*(TM*¢) — C}, tiene estructura de R-modulo, donde
R ={f: M — C/fes diferenciable} es el anillo.

Luego la base de éste modulo, localmente, es (dzj, A...Adz;, NdZp, A... A
dzg,) donde 1 < j; < ... <jp, <myl <k <...<ky<m, ademas que
ptaq=~k

Simplificando la notaciéon tenemos:

dZJ/\dZK:del/\.../\dep/\del/\.../\dfkq

de este modo la base anterior quedara expresada: dz; A dZk : |J|+ | K| = k asi
toda k-forma complexificada sobre M se escribe como:

W = E aJKdzJ A dZK
||+ K|=q

donde ayi : M — C

Definicion 1.14. Una k-forma complezificada w sobre M tiene bigrado (p,q),
donde p+ q =k, si es posible escribir

W = Z &JKdZJ/\dEK

|J|=p,|K|=¢q

Luego QY ’q)(M ), el espacio de formas de bigrado (p, ¢), forma también un
modulo sobre el anillo de funciones diferenciables. Esto nos permite notar que:

QM) = P or (M)

p+q=k

1.4. Fibrados Vectoriales

Definicion 1.15. Sea M una variedad diferenciable. Entonces una variedad
diferenciable E, es llamado fibrado vectorial sobre M si satisface las siquientes
condiciones:

1. La aplicacion C*, w: E — M, de E sobre M es dada.

2. Vp e M, 71 (p) es un C-espacio vectorial v-dimensional: 7~ (p) = C,
donde v es independiente de p.
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vectoral: 7 (p) = p x C¥

YU;))C E T U, c M
£y -
U; xC” = woF; =m

Llamaremos a 7~ '(p) la fibra de E sobre p, que denotaremos por E,, v es
el rango de la variedad E. M ser& considerado el espacio base de F, y 7 la
proyeccion. Denotaremos a E por (E, M, 7).

Ejemplo 1.13 (Fibrado Trivial). Sea M wuna variedad, el fibrado trivial es
7: MxR" — M donde 7(p,v) = p. Observe que la Id : M xR™ — 71 (M) es
la trivializacion. Por definicion de fibrado, todo fibrado vectorial es localmente
trivial.

Sea M = U U; cubrimiento localmente finito de M y (E, M, ) un fibrado
jed
vectorial sobre M. Si cada U; es tomado lo suficientemente pequeno, tenemos
por condicion (3) que:

7 (U) =U; xC ={(p,;)/p € U;, G = (¢}, )}

puesto que px C” ~ 7~!(p), entonces (C]l ..., () es un sistema de coordenadas
sobre el espacio vectorial 771(p).

Para p € Uy, donde denotamos Ujy, := U; N Uy, (¢}, ¢F) y (G- -5 CF)
son sistemas coordenados del mismo espacio vectorial 77 '(p) de aqui existe

una transformacion lineal invertible (f5}5) tal que:

¢ = e (1.10)
B=1

donde (p, ;) € U; xC” y (p, () € U x C¥ son el mismo punto de E siy s6lo
si cumple (1.10). Llamaremos a ( jl, ..., (7) la fibra coordenada de (p, (;) € E,
sobre U;. Ya que el subdominio 7~ (U;) de M es, por condicién (3), isomorfa
a U; x C” como una variedad diferenciable, asi (}, -+, ¢} son funciones C* en
7~ (U;). Consecuentemente en (1.10), ¢ es una funcion C* de (p, ¢y, . . ., (),
de ahi que ff 5(p) es una funcion C* en Ujy,. Pero usando notacion vectorial,

(1.10) puede ser escrito mas simple como:

G = firp) - G (1.11)

Las funciones transicion, f;(p), satisface las siguientes condiciones:
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gk Jkj —
fie - fu-fij =1
Observaciones 1.4.1.

1. Tenemos que fjx = fi(p) denota la matriz (f]‘-’,‘gﬁ(p))aﬁ:l,z.“’y. Donde se
tiene que det f;r(p) # 0.

2. Las funciones transicion, fj,, permite determinar y reconstruir el fibrado
vectorial E, asi como expresar localmente los objetos definidos sobre E en base
a estas funciones transicion.

3. Aqui escribiremos E = { f;i.}, un fibrado vectorial, determinado unicamente
por dar fji con j, k=1,2,...

F_ oF

UkXR ]kXR

De manera que Fk_ o F;(p,¢) = (p, fjx(p).¢) donde fjk Ujr = GL(R",RY)

Ejemplo 1.14 (Fibrado Tangente). Sea M wuna variedad diferenciable con
parametrizaciones f; : U; — M, y sea E = J{j} x V; xR™ donde V; = f(U;),
J

consideremos la relacion de equivalencia
(Gop,v) ~ (k,qow) sip=q y(fi " f3)'(f;i ') =w

E
definimos fibrado tangente por T'M = —, a partir de ahi tenemos la siguiente

proyeccion natural
m:TM — M

j:psv] = p
y las funciones
F;:V;xR™ — TM
(p,v) = [jp;v]
cuya composicion de una de ellas con la inversa de otra estd dada por

F'E :(VinV) xR™ — (V;NV;) x R™
(p.v) = (. (f ) (7 (p)0)

y tiene como regla de definicion

(p,0) =" [i,p,ol = [y, (£ ) (7 )] =55 (0, 1) (7 (0)-0)
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efectivamente es un fibrado vectorial.

1.4.1. Secciones de un Fibrado

A continuacion se dara el concepto de Secciones de un Fibrado y un ejemplo
donde veremos que la seccion de un fibrado tangente, es un campo vectorial.

Definicion 1.16. Una seccion sobre un fibrado m : E — M en un abierto
UC M, es una funcion s : U — E tal que wo s = Idy, es decir el diagrama
conmuta.

U—=F

RN

U

El espacio de las secciones de clase C* serd denotado por I'*(M, E).
Representacion Local de las Secciones:

Sea s : M — E una seccion (wos = Id) con F; ' os(p) = (p,s;(p)) en Uj
donde s; : U; — R",

U; x R E
Uj CcM

Luego, en U;, = U; N Uy se tiene que F;(p,s;(p)) = s(p) = Fi(p, sk(p)), ast
(p, sk(p)) = E 'oF;(p,si(p)) = (p, fix(p)s;(p)), entonces se cumple la siguiente

relacion
S — fijj en Ujk (112)

que nos permite ver como son las secciones localmente.

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.15 (Campo Vectorial). Una seccion del fibrado tangente TM es
llamado campo vectorial. Un campo X : M — T'M puede ser representado en
U; € M por

Fi ' X(p) = (p, X;(p))
donde Fj : Uj x R™ — 7 Y(U;) es una trivializacion de TM y X; : U; — R™.
Definimos X; : U; — R™ tal que f]’f(] = X. En f;(U;s) tenemos que

X = (i ' ;)X

esto es, Xy es la imagen reciproca de X; por medio del cambio de variable
fotfi, sequn la definicion siguiente, de pullback.
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™ s
S SN \ / —
U]‘ X R™ Uk x R™
M

Definicion 1.17. Sea w una g-forma en R™ y f : R™ — R" una aplicacion

diferenciable, la imagen reciproca de w por medio de f es una qg-forma f*w en
R™ definida como

Fr@)(P)(v1, -, vg) = w(f (P)(df (p)vs, - ., df (p)vg)

p € R™v,...,u, € R". Si g es una 0-forma, la tmagen reciproca de g por
medio de [ es simplemente la composicion
[ g)=gof

1.4.2. Morfismos de Fibrados

Definiciéon 1.18. Sean m : By — M y m : Ey — M fibrados vectoriales. Una
aplicacion ¢ : Fy — E5 es un morfismo de fibras vectoriales si:

1. @‘ﬂl—l(p) st (p) = w5 H(w(p)) es una transformacion lineal.

2. El diagrama siguiente, conmuta

E,—~E,

“l l”
Idy

M —M

Si existe otro morfismo de fibrados ¢ tal que Yy = Idg, y e = Idg, entonces
© serd llamado isomorfismos de los fibrados m y mo.
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respectivamente. Entonces, p; = j pr; es de la forma @;(p,v D, a;(p)v
donde a; : U; — L(R",R™) (a; : U; — GL(n) si ¢ es un isomorfismo).
Luego para otro indice k, ¢}, = G '@ F}. Asi, en la interseccion Uy, tenemos la
siguiente relacion

GropFy ' = G Fy

que equivale a la relacion g F, 'F; = G 'Gjp; en Uy, Aplicando a (p,v)
conseguimos

(D, arfij(p)v) = onFy ' Fy(p,v) = Gy G(p,v) = (p, grya; (p)v)
Luego la relacion fundamental que determina un morfismo de fibrado es:

ai frj = grja; en Uy; (1.13)

Ademaés si las funciones a; : U; — GL(n), vista en forma matricial, posee
inversa entonces determina un isomorfismo de fibrados.

Reciprocamente, dadas las funciones a; : U; — GL(n) tales que ay fr; = gi;a;
en Ujk, podemos construir un isomorfismo de fibrado ¢ : Ey — E, definiendo

olu, = G Ft, donde ¢;(p,v) = (p,a;(p).v)
pues en U, tenemos la identidad F}, ' oGy = Fj_lgojGj, ya que

@kaFj_l(pa v) = (p, ar.fr;(p)-v) = (p, grja;(p).v) = Gij_l‘Pj(p, v).

Ejemplo 1.16. Sea w : E — M un fibrado de rango 1 (fibrado de linea) tal
que una seccion s : M — E, no se anule en ningun punto de M. Entonces el
fibrado es trivial. Luego existe un isomorfismo entre E X R y F,

ExRZ -E
Fj—l.s 81#
M

Basta ver que Fj_1 -s(p) = (p,s;(p)) en U; C M donde s; : Uj — R tal que
cumple la ecuacion (1.12) reescrita como si.1= fi;.s; donde 1 representa el
cociclo del fibrado trivial, luego por el resultado en la ecuacion (1.13) y como
los sj y s no se anulan en ningun punto entonces se tiene asi que @ es un
isomorfismo de fibrados.
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Capitulo 2

Deformaciones de Estructuras
Complejas

Cuando se asume la determinacion de jNo seré derrotado! jTriunfaré!,
cada dificultad se convierte en un trampolin dirigido a nuestro desarrollo,
y un tesoro que adornard nuestra vida.

Daisaku Ikeda.

2.1. Familia Analitica Compleja de Variedades
Complejas Compactas

Si M es una variedad compleja compacta de dimensién n, donde se asume
su sistema de coordenadas complejas locales finita, {(U;,2;);j = 1,...,1}.
Una variedad compleja es obtenida por pegar un nimero finito de polidiscos
Uy, ..., 8 por identificacion zx € Uy v 25 = fir(2k) € U;.

Una deformacion de M es considerada la variedad compleja obtenida por
pegar los mismos polidiscos i1, ..., 3; via funciones transicion diferentes. En
otras palabras, se reemplaza f3 (2;) por las funciones

jo;{;(zlm t) N f;;q:(zk7 tl? LR 7tm)

con la condicion inicial f}(2k,t0) = f5;,(2x) donde t = (t1,...,ty) es un para-
metro que representa un punto variable en alguna variedad conexa (compleja
o real diferenciable) B. Las condiciones iniciales aseguran que para t =ty € B,
la deformacion que se obtiene es en si el mismo M. Ademas para cada t € B, si
se denota M; la variedad compleja obtenida por pegar los polidiscos iy, ...,
via las funciones transicion f;j (2, t), entonces cada M, es llamado una defor-
macion de My, = M. La deformacion de M no es mas que el desplazamiento
de sus cartas coordenadas. Esta es la idea fundamental de Kodaira y Spencer.
Definamos ahora lo que es una Familia Analitica Compleja.

Definicion 2.1 (Familia Analitica Compleja). Sea B una variedad compleja
(coneza) y {M;/t € B} un conjunto de variedades complejas compactas co-
nexas dependiendo de t € B. Decimos que M, depende analiticamente de t y
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1. El rango de la matriz Jacobiano de w es igual a la dimension compleja
de B en cada punto de .7 y

2. w(t) = M; para cada t € B (esto implica que M; es una subvariedad
compleja compacta de ),

My, M,

Nota: Observe en la definicién, que w con las condiciones dadas, equivale
a decir sea una sumersion propia holomorfa con fibras compactas.

Entonces sucede que si se considera la familia analitica compleja (.7, B, @)
de variedades complejas conexas compactas My = w '(f),t € B, se tiene
que para una fibra fija M = My, = @ !(ty),to € B, cualquier otra fibra lo
suficientemente cerca M; = w!(t), es decir ¢ suficientemente cerca de ty, es
simplemente una variedad compleja obtenida por los mismos polidiscos que
forman el sistema de abiertos coordenados complejos locales de M via las
funciones transicion, exactamente de la forma mencionada anteriormente, de
manera que las fibras cercanas son en realidad las deformaciones de la variedad
M. Mas formalmente pasamos a definir lo que es Deformacion.

Definicion 2.2 (Deformacion Global y Local). Sea M una variedad compleja
conexa compacta y (A, B,@) una familia analitica compleja de variedades
complejas conexas compactas con M = M, = w(ty) para algin ty € B. Si
existe un dominio I C B conteniendo ty que satisface:

1. Para cada t € I, My = w '(t) es una variedad compleja compacta obte-
nida por pegar los polidiscos U1, ..., U via las funciones transicion

jo;{;(zlm t) - f]a;q(zk7 tl? v 7tm>

con la condicion inicial f5(zx,to) = f5.(2x) donde t = (t1,...,t,) son
coordenadas complejas locales en I, y

26

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\\\‘ENEQ&

S -“'(% PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 gs gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

t € I, una deformacion local de estructura compleja de M. De manera mdas
general llamamos a la fibra M; = w™'(t), para cada t € B, una deformacion
global de estructura compleja de M.

La existencia de [ se asegura por la misma definiciéon de familia analitica
compleja, siempre podemos encontrar un cubrimiento abierto localmente finito
{U};j € N} de M y un sistema de cartas coordenadas locales {(U7, 2;); j € N}
con cada z; holomorfa de U en ; x I;, i; C C" es un dominio que puede ser
asumido como el polidisco:

U =1{z() = (5;(p),--.,2(p)) €C":p e Up 5 ()| < 7§, =1,...,n}

y donde I; C B es (identificado via la aplicacion coordenada holomorfa con)
un domino en C™, m la dimensién de B como variedad compleja.

Aqui I; puede ser escogido como un multi-intervalo abierto dado por
Ij :{t: (tl,...,tm) ECm:aj,, <t,/ < bjml/: 1,...,m}.
Ast se tiene para p € U; C M,

zi(p) = (zjl(p), ooy 2 (D), 1, - ..,tm), w(p) = (t1,. .-, tm)-

Las funciones transicion {f;;} que pega los dominios {{; x [;} para dar la
variedad compleja M se dan como de costumbre por fj; = z; o z; 'y son
funciones holomorfas en las variables ¢ y z; (en efecto, las funciones { f;;} son
holomorfas en la variable z;) y por lo tanto, se escriben como fj(zx,t). Asi los
puntos (z;j,t) € &; x I; y (2, t') € Ly X I} representan el mismo punto de M
siy solo si (zj,t) = fix(zk,t') lo cual significa que t y ¢’ necesariamente deben
representar el mismo punto de B.

Ahora fijamos cualquier ¢, € B. Entonces M;, = w '({y) es la variedad
compleja conexa compacta obtenida por pegar los polidiscos {{; x {to} =
U 2 UjN My, # 0} via las funciones transicion (biholomorfas) { fjx(zk,to)}
y por lo tanto los puntos z; € U; y 2, € U, representan el mismo punto de
Mto = w_l(to) si y s6lo si zZj = fjk(zk, to).

Por la compacidad de las fibras de @ y el hecho de que el cubrimiento abierto
{U:} es localmente finito, se puede ver que existe un entorno abierto I de ty en
B tal que w~'(I) se encuentre en la uniéon de un nimero finito de {U7} la cual
supondremos sin pérdida de generalidad sea Uy, ..., Uj. Sea U; = U;N My, para
cada j. Luego t € I. Con esto verificamos la existencia de I C B cumpliendo
las condiciones dadas en la definicién de anterior.

Entonces por construccion, M, es una variedad compleja conexa compacta ob-
tenida por pegar los polidiscos {&l; x {t} = &;;5 = 1,...,1} via las funciones
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sty solo st z; = fir(zk, 1).

De ésta manera, se puede ver que la restriccion de (M, B,w) a I C B, que
da la familia analitica compleja (M, I, w), se compone de fibras que son to-
das variedades complejas compactas obtenidas por pegar los mismos polidiscos
{8y, ..., 84} pero con las funciones de transicion f;i (2, t) que depende analiti-
camente del parametro t € I. Luego, llamamos a la variedad compleja conexa
compacta M; = w~1(t), para cada ¢ € I, una deformaciéon C*> de la estructura
compleja de M. La variedad .# es llamado el espacio total de deformaciones
C* de estructuras complejas de M, y B es llamado el espacio de pardmetros
o espacio base.

Y se puede observar que estos polidiscos son en si mismos independientes del
parametro t € I y solo la forma en que se pegan entre si dependen de t € [
a fin de determinar diferentes deformaciones de estructuras complejas sobre
cualquier fibra fija (elegida) M;, = w (ty), to € I C B.

Observacion 2.1.1. Se dice que las familias analiticas complejas (.4 B, @)
y (1, B, o) son equivalentes si existe un biholomorfismo

S N~ N
tal que para cada t € B, la restriccion
@l 5 Mt — Nt

también es un biholomorfismo, donde My = w1(t) y Ny = o 1(1).

Cuando las familias (.#Z B,w@) y (-7, B,o) son equivalentes, consideraciones
elementales muestran que (.Z B, @) puede ser pensado como la familia analiti-
ca compleja (/; B, o) dotado de un conjunto de nuevas coordenadas complejas
locales de .7

Definicion 2.3. Sean M y N wvariedades complejas compactas. Se dice que
M es una deformacion de N, si existe una familia analitica compleja tal que
M,N C {M;/t € B}, cumple My, = M, M,;, = N.

Sea B un donimio de R™ y @ : ./ — B una aplicacion C*, tal que (.#, B, @)
es una familia analitica compleja. Luego, por teorema de la sumersion [14],
existe un sistema de coordenadas locales de .7, {x1,...,z;,...} que satisface:

L z;(p) = (zj(p), ..., 2} (), tr, - ).

2. { 7/j =1,2,...} forma un cubrimiento abierto localmente finito de .#
donde 7 es el dominio de z;.

Asi, .# es una variedad diferenciable.
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= Un cubo abierto U = {t/[ti] < r,...,[tn] < r,} tal que su clausura
UCB,y

» Un difeomorfismo ¢ : My x U — w Y (U) tal que w o) = 7, donde
m: My x U — U es la proyeccion sobre U.
@ 1(0)

TW
S
)

(

/\\
\/g

L

M()XU

/2 il

M()X{O}

U

r , ] 15

"l
Demostracion. Por induccion, suponga m = 1 entonces, B C R, U =| — r, 7]
es un intervalo de R, donde [—r,7] C By (x,t1) := (x]l, ..., 2, 1), primero
construimos un campo vectorial C> sobre .#/ la cual es dado en cada 7,
como

- 0 0
’Uj(.Tj,tl) :Z’Uj (l’j,tl)%—i—a—tl (21)

a=1

Denotemos al campo vectorial 2= sobre 74, por ( ) k, luego bajo la transfor-

macién de coordenadas z§ = ]k(xk, A W D tenemos
0y Ot o (o
—_—) = — 2.2
(7). z_; o o (3), (2:2)

sobre 7y, seguidamente como ./ es compacto y { 7/} un cubrimiento local-
mente finito, existe {p;(x;,?1)} una particion de la unidad subordinada' a 7/
(es decir p; =0 en .Z'\ 7;), entonces

ij(%tl)(aih)j (2:3)

ISi M es una variedad diferenciable, una particion de la unidad de M es una familia de
funciones {f;}, C*° y se dice subordinada a un recubrimiento {i{;}, si para todo i existe un
Jj tal que el soporte de f;, (denotado por supp(f;) es la clausura del subconjunto de M en
que f; no se anula), esta contenido en ;.
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j=k 8t1 j#£k 8t1 a[Eg atl

n ofe (xp, t ofe (xp, t1
= Z( p 2t |5, P )> a +§pk(i>k

Esto es

0 Of (e, t1) 0 0
Tl B B g ),

un campo vectorial sobre 7, por lo tanto el campo vectorial dado por (2.3)
lo podemos poner (sobre .# ), como

OF 5 (p, ¢
Vi (a5, ) = Zpk(xk,tl)%fl) (2.4)

ik

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de este campo

dl’? a1
E:,UJ(:L'JW ) Jatl) Oé:1,2, , T
(2.5)
dt; |
dt
para cualquier punto ((;,0) = (¢},...,¢"0) €7y = @w *(0), cuyas condicio-
nes iniciales son
=SNG\ — 1)\, \
entonces existe una tnica solucion de (2.5) dado por
T —uadl = (N
t(t) =t
asi t +— (xi((i,t), ce (G 1), t), —r <t < r, es una curva regular alrededor

de (¢;, 0) sobre My = Myx{0} bajo lanotacion (¢;,0) = (¢}, ..., (") y MoxU
((<17 0)7 t) = (Cz, t) donde

N

teUCR

se puede apreciar que @wo (¢, t) = @w(xp((iyt), ..., 2P (¢ t), ) =t = m((, t) es
decir wo1 = my como w es diferenciable en su restriccion y 7 es sobreyectiva,
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se tiene que ¢ es diferenciable, entonces My x U = @ 1(U).

2
Pasemos a ver el caso general, cuando la dimension de B es m, sea la hipotesis
inductiva como sigue

Ut ={(ty,...,tm—1) €B™ i |ts| <mi=12,...,m—1},

donde My x U™ ! = @ 1({U™ 1), y defina U, = {t,, € B/|tm| < r} C R, don-
de U = U™ ! xU,,. Se expresa MyxU = Myx U™ ' xU,, = w Y (U™ ) x U,
y s6lo se prueba que @ 1(U) = w1 (U™ 1) x U,,.

Dado p €4, w(p) = (t1,.. - tm_1,tn) defina @,, : #Z — R por w(p) = t,,
que es C* y aplica w ' en U, (w™! |5-1): @ ' (U) = Uy) y denotemos la
proyeccion 7, como 7, : w (U™ 1) x U,, = U,, C R, tenemos

U

1
7

(Tj, 2t t) w Y(U)

Tm

U, CR

para construir una aplicacion v, de @ (U™ 1) x U, en w ' (U) procedemos
como en la primera parte, consiguiendo el siguiente campo vectorial (sobre
Z;r) respecto a la particion de la unidad,

) " afs. o B)
Zj:pj(%)j = ZZP;‘ Ot Dt + (c‘%m)k

a=1 j#£k
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qu(xl,...,xﬂ,tl,---atm)+
. g\ J ox¢ ot

el campo vectorial C™ sobre .7, que al resolver su sistema de ecuaciones
diferenciales correspondiente:

( dl’? a1 n
%:’Uj(xj,...,fﬂj,tl,...,tm), a:1,2,...,n
dt,
. %:0, v=1,2...,m—-1 (2.6)
dt,,
-mo_q
\dt

Obtenemos el difeomorfismo 1, : w1 (U™ 1) x U,, — @ (U) de manera que
Wi © Yy = T Asi se concluye que w™H(U) = @ (U™ 1) x U,, = My x U,
que es lo que queriamos demostrar. O

Aplicando el teorema 2.1 a la familia analitica compleja (.Z B, @) obtenemos
el siguiente corolario:

Corolario 2.1. Sea (.# B, w) una familia analitica compleja, ¢ un punto ar-
bitrario de B y M. = w '(c). Para un polidisco lo suficientemente pequernio
Ul(c) con centro en c, existe . : M : cx U(c) — w H(U(c)) tal que wo). = .
donde 7. : M. x U(c) — Ulc).

M, x U(c) Ve w1(U(c))

Definicion 2.4. Decimos que todas las deformaciones, lo suficientemente pe-
quenias, tienen una cierta propiedad 7 si para cualquier familia analitica com-
pleja {M;/t € B} con M;, = M, podemos encontrar una vecindad I, con
to € I C B tal que M, tiene la propiedad 27 para cada t € 1.

A continuaciéon daremos un teorema cuya idea intuitiva es que, dados cual-
quier par de fibras asociadas al fibrado tangente de una variedad compleja
compacta de la familia analitica compleja dada, éstas son difeomorfas.
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aifeomorfo a My, = w " (lo), para cualquier t €

Demostracion. Sea .# una variedad diferenciable (arbitraria), con sistema de

coordenadas locales {z1,22,...,z;,...}, y cubrimiento arbitrario localmente
finito { 7%//j = 1,2,...} tal que z; : p — (2;(p),..., 2] (p)) = z;(p), donde
el cambio de coordenadas esta dado por x$(p) = f5.(v4(p),. .., 27 (p)), con
a= 1,...,m, se construye (localmente)

vj = (v, V) = (@), 2 (1) = ay(t)
vector tangente sobre un abierto de .# con su cambio de coordenadas

m
ox?
a J B
5=
B=1 k

y como no depende de ésta, tenemos que

;Ujﬁ—x‘;zzvk% (2.7)

a
a=1 k

: 0 :
Si un vector tangente v(z;) = 21 v]“(x])@ es asignado a cada punto z; de .7/
= :
llamaremos a v(z;) un campo vectorial C* (es decir todo v§(z;) es C*), ade-
més v(z;) # 0 en cada punto de .7, luego asociemos un sistema de ecuaciones

diferenciales

dIE? a1 m

%:Uj(xja"'axj)a a=12...,m (2.8)
la cual tiene una tnica soluciéon r$ = z§(t) en todas las condiciones iniciales
dadas z£(0) = ¢, a = 1,2,...,m, y denotemos esta solucion por z¢(t, (;)
(funcion C* de t) con ¢; = (¢}, ..., (™). Ya que el sistema de ecuaciones (2.8)

es invariante bajo la transformacion de coordenadas por (2.7), su solucion
£5(t,¢;) da una curva suave t — x;(t,G) = (zj(t,(5),. .., 2] (t,¢)) en A
partiendo del punto (; €. 4

Uleo) Ule) Uleo)

Sy
AT

Entonces por corolario (2.1), ¥e|axqy @ Me x {t} — @ 1(t) = M, es un
difeomorfismo, luego para todo t € U(c), M. es difeomorfo a M,. Dado cua-
lesquiera ty,t € B, podemos escoger polidiscos U(cy), ..., U(¢) como en el
teorema (2.1) tal que ty € U(cy), t € U(c), ademas que U(c;) NU(cj—1) # 0,
para j = 0,1,...,l. Entonces M;, = w!(to) es difeomorfo a M, = w (1)
Mg, = My, = M., =M, =...,M; = M, = entonces My, = M, U
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Definicion 2.5. Sea G un grupo dotado con una topologia de tal manera que
las aplicaciones producto e inversion de la operacion de grupo, i : G X G — G
yt:G— G dadas por:

n(gh) = gh; t(g) =g~"

son continuas, entonces se dird que G es un grupo topoldgico. Ademds se dird
que G es un grupo discreto si es un grupo topoldgico que tiene la topologia
discreta.

Todo grupo puede ser convertido en un grupo topologico si es dotado con
la topologia discreta.

Ejemplo 2.1. Cada uno de los siqguientes grupos es un grupo topoldgico:
1. La recta real R con la estructura de grupo aditivo y la topologia euclidea.

2. El conjunto R* = R\ {0} de nimeros reales diferentes del cero con la
multiplicacion, y la topologia relativa de R.

3. El conjunto C* = C\ {0} de nimeros complejos diferentes al cero bajo
la multiplicacion compleja, con la topologia relativa de C.

4. El grupo lineal general GL(n,R), que es el conjunto de matrices reales

inversibles de n x n con la multiplicacion de matrices, con la topologia
heredada de R™.

5. Cualquier grupo dotado con la topologia discreta.

Definicion 2.6. Sea X un espacio topologico y G un grupo topoldgico. Una
accion continua de G en X es una aplicacion continua 6 : G x X — X, tal
que satisface las siguientes dos condiciones:

1. O(e,x) =z para todo x € X, donde e es la identidad de G y
2. 0(g1,0(g2, 7)) = 0(g192,x) para todo x € X y g1,92 € G.
Para simplificar la notacion, se denota 0(g,x) por g - x.

Definicion 2.7. Sea G un grupo, dada una accion en X, se define la orbita
de x € X como el conjuntos G.x = {g - x,Vg € G}.

Con el concepto de orbita de un elemento, se puede hablar del espacio
cociente X /G, cuyos elementos son las érbitas de la accion.
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biholomorfa de W en si misma, en otras palabras, un automorfismo es una
aplicacion que no altera la estructura compleja de W. Cuando definimos el
producto de dos automorfismos ¢, g» de W como su composicion g; o g, el
conjunto de todos los automorfismo de W forma un grupo, la cual denotamos
por . La unidad de este grupo es la identidad en W, y la inversa de g € <
es la aplicacion inversa ¢! de g.

Ahora, sea GG un grupo de automorfismos de W. Para p € W, el conjunto
Gp ={9(p) : g € G} es llamado la orbita de G alrededor de p. Dos orbitas G,
y G, no tienen un elemento en comin a menos que ellos coincidan. Es asi que
W se descompone en 6rbitas mutuamente disjuntas de G.

Luego, al conjunto de todas las 6rbitas de G se le llama el espacio cociente
de W por G, denotado por W = W/G, obtenido de W identificando p € W
con q € W si existe un elemento g € G tal que ¢ = g(p).

En decir, asumiendo la accion C*°, 6 : G x M — M. Definimos la relacién ~
sobre M por p ~ g si para algin g € G tenemos g = 6,(p) = gp. Facilmente se
puede ver que ~ es una relacion de equivalencia y que las clases de equivalencias
coinciden con las 6rbita de G. En efecto, p ~ p pues p = ep y p ~ ¢ mediante
q = gp, lo que implica p = ¢ 'q 0 ¢ ~ p, de modo la que la relacion es reflexiva
y simétrica. Finalmente, dado que p ~ ¢ vy ¢ ~ r tenemos que tener ¢ = gp y
r = hq de modo que r = (hg)p y luego p ~ r. Obviamente, p ~ ¢ implica que
Py ¢ estan en la misma 6rbita, por lo que la clase de equivalencia [p] C G,. A
la inversa, si ¢ € G, entonces p ~ q asi G, C [p].

Se define la Topologia Cociente de W = W/G, un subconjunto U de W
es un abierto si y so6lo si su imagen inversa para la aplicaciéon p — p = G,
es abierta en W. Asi U.(q) = {p : p € U,(q)} es un conjunto abierto de W,
para U,(q) = {p: |z,(p)| <7,...,]|20(p)] < r} dado ¢ € W y r > 0, luego la
aplicacion p — p aplica U,(¢q) homeomorficamente en U,(§) = {p : p € U,(q)}.
De ésta manera W es una variedad topolégica.

Ejemplo 2.2. Cuando M = R" y G = {X € GL(n,R) : X'.X = Id} el
subgrupo de matrices ortogonales n X n, actia naturalmente como un subgrupo
de GL(n,R), se tiene que las drbitas corresponden a esferas concéntricas y por
lo tanto son una a una en correspondencia con los nimeros reales v > 0 por la
aplicacion que asigna a cada esfera, su radio. Asi hay un homeomorfismo de
R™/G y el rayo 0 < r < 00; pero éste cociente no es una variedad.

En general, el espacio cociente W/G de una variedad compleja no es siem-
pre una variedad compleja. Con el fin de que W/G pueda ser una variedad
compleja, G debe satisfacer ciertas condiciones. Que veremos en la siguiente
seccion, donde daremos algunos ejemplos.
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i COI'CIIld . que preseintalrlo d Ol [1UaCIOI
para construir una variedad compleja compacta como el espacio cociente de
una variedad compleja dada. Pero antes veamos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1. Sea G un grupo de automorfismos de una variedad compleja
W. Sila accion de G en W es

(a) Propiamente discontinua: para cualquier par de compactos Ky y Ky de
W, existe un nimero finito de elementos g € G tal que g(K1)NKy # 0, y

(b) Libre de puntos fijos: para cualquier g € G excepto la identidad, g(p) # p.

entonces las orbitas de la accion son subvariedades (complejas) de W.

Demostracion. Antes de iniciar la demostracion de la proposicion, se afirma
que:

(a.1) Ser propiamente discontinua es equivalente a decir que para cada punto
p € W, existe U,, un entorno abierto (relativamente compacto) de p tal
que Vg € G, (g # 1), se tiene que ¢g(U,) N U, = 0.

Sea p € M, entonces existen vecindades U y V de p tales que g(U) NV = ()
excepto para un ntmero finito de elementos, sean ellos gy = €, 91,92, ..., 9x €
G. Ya que la accién es libre de puntos de fijos y M es Hausdorff, para cada g;
existen vecindades disjuntas W; de p y W/ de g - x. Sea

U=UnVaWw.n(g'W)n...nWen (g, ' W)

Se mostrara que U’ tiene las propiedades requeridas, en efecto, primero consi-
dérese g = g; para algin i > 1. Si p € U’ C g~ 'W], entonces g; - p € W/, el
cual es distinto de W; y por lo tanto de U’. Asi g(U") NU’ = (). Por otro lado,
si ¢ € G no es la identidad y no es alguno de los g;, entonces para cualquier
p e U CU, se tiene que g-p € g(U’), el cual es disjunto con V' y por lo tanto
también de U. Analogamente al contrario, de ésta manera queda mostrada

(a.1).
(a.2) las orbitas de la accion son subvariedades de W.

En efecto, como G actua propiamente discontinua sobre la variedad com-
pleja W, podemos encontrar un atlas tal que si ¢ € Wy g € G, g # 1,
entonces ¢(U;) N U, = () ademés que G, N U, = {p} para cualquier p € U,.
Luego p : p — p = G, es inyectiva en U,. Por definicion de topologia cociente
p es una aplicacion abierta en W, considere U; = {p : p € U,} un abierto en
W/G. Se tiene que un abierto del conjunto G, sera la interseccion de éste con
una carta de W/G; y como p aplica U, homeomorficamente en Uy, la aplicacion
zj : p > z;(p) definida por z;(p) = 2,,(p) para p € U, es un homeomorfismo
de Uz en C", su restriccion lo serd también para G,. Y en una vecindad lo
suficientemente pequena de la interseccion de dos abiertos de py, se tiene que
2;(p) +— z(p) es un biholomorfismo, asi forma un sistema coordenado para
Gp, y de ésta manera (a.2) queda mostrado. O
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Ejemplo 2.3. Sea M = S' y sea la accion de G como potencias de una
rotacion irracional, es decir, la accion rota por a/2mw con a irracional. Esto
es, se tiene la accion (n,e*™) a e2™41/27) - Esta accion es libre de puntos
fijos, pero no es propiamente discontinua, en efecto considere el compacto K =
{emit € S1:.0 <t < 1/4}, ahora hay infinitos n € Z tales que nK N K # ()

La acciéon propiamente discontinua obliga a la érbita G, a ser un subcon-
junto discreto de M (para cualquier p). Sin embargo, hay acciones libres con
orbitas discretas que no son propiamente discontinua.

Teorema 2.3. Sea G un grupo de automorfismos de una variedad compleja
W. Sila accion de G en W es propiamente discontinua y libre de puntos fijos
entonces

(a) las orbitas de la accion son subvariedades de W

(b) el espacio cociente W/G tiene la estructura candnica de una variedad
compleja, inducida por W.

Demostracion. Soélo se demuestra la parte (b), porque la proposicion (2.1)
implica la primera parte del teorema.

Para cada ¢ € W, se considera un sistema de coordenadas (z;, cee zg) con
centro en ¢ y se elige r > 0 de modo que el polidisco

V={(z(p),....z0) : |2k <rk=1,...,n}

esté contenido en el rango de z,(U,(g)). Con esto se define

Un(q) ={p: 5@ <r.... |l @) <7}
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En efecto, si (a.1) no es verdad existe g, € G, distinto de la identidad, tal que
9n(Uy) NU, # 0 donde U,, = U, ,(q) para cada n = 1,2,... luego se tiene que
gn(Ur) NUp # O para cualquier n.

Como la clausura de U; es compacta y GG es propiamente discontinua, entonces
existen {g1,92,...,9s} un subconjunto finito de G, y podemos encontrar un
gi, digamos, g1 tal que ¢1(U, ) NU, # () para un namero infinito n. Por lo tanto
91(q) = q, es decir que ¢ es un punto fijo, pero eso contradice la hipotesis.
En consecuencia para n suficientemente grande g(U,,) NU,, = () para cualquier
g € G distinto de la identidad. Entonces, escribimos simplemente r en vez de
r/ny tenemos g(U,.(q)) N U,(¢) = 0. Lo que prueba (a.l).

(ii) Existe r > 0 tal que G, NU,(¢q) = {p} para todo p € U,(q),

En efecto, por (a.l), se tiene que ¢g(U,(¢)) N U,(q) = () para g € G distinto
de la identidad, g # 1, entonces si se toma r > 0 lo suficientemente pequeno,
Gy N U, (q) = {p} para cualquier p € U,(q). Esto muestra (a.2).

Para el conjunto U,.(¢) dado en (a.2), la restriccion de la proyeccion ¢(p) = G,

¥l : Ur(q) > W/G
es inyectiva. Méas ain:

(iii) ¢|: U.(q¢) = W/G es un homeomorfismo entre abiertos.

Por otro lado, el conjunto V,(G,) = {G, : p € U.(¢)} C W/G es abierto;

en efecto, tenemos que
PHVi(GY) ={p €W :4(p) € Vi(Gy)} ={p € W : G, C Vi(Gy)} = Ul(q)

se sigue que V,.(G,) es abierto en 1474 (por definicion de topologia cociente).
Entonces 1 aplica U, (¢) homeomoérficamente sobre V,.(G,) y esto muestra (a.3).
Por tanto W/G es una variedad topologica.

(b) W/G tiene la estructura canoénica de una variedad compleja, inducida
por W.

Para cada punto ¢ € W, fijemos un polidisco coordenado U,(q) con r =
r(q) satisfaciendo las condiciones anteriores y escojamos polidiscos coordenados
Uj(g;) con 0 < r; <nr(g;), 7 =1,2,..., tal que {U;(¢;) : j = 1,2,...} forma
un cubrimiento abierto localmente ﬁmto de W. Entonces W es cubierto por

={p:pel; (q])} Luego como ¢ aplica U;(q;) homeomorficamente en U,
la aphca(non z;  p > 2;(p) definida por

2j(p) = 2, (p) parap € Uj(q;)

es un homeomorfismo de U ; en C". Veamos, el cambio de coordenadas, suponga
U;NUy, # 0, y tomemos un punto arbitrario py € U;(q;)NU(qx) con py € U;(g;)-
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A~ ~

zj(p) = 2;(p),  =(P) = 2, (9(p), p € Uj(gy)

puesto que g es biholomorfa, la aplicacion z;(p) — 2 (p) también es biholomor-
fa. Asi {z, 29, ...} forma un sistema de coordenadas complejas locales sobre
W, y define un a estructura compleja sobre W. O

2.2.1. El Toro Complejo

Ejemplo 2.4. Dado el toro complejo, T,, = C/G donde G es el conjunto
G ={n+mw/n,m € Z,Im(w) > 0}. Sea B = {w/Im(w) > 0} C C y sea
G = A{Gmn * (W, 2) = (w,z+mw+n):mn € Z,Im(w) > 0} un grupo de
transformaciones propiamente discontinuas y libre de puntos fijos en B x C,
construimos .# = (B x C)/ < wuna variedad compleja, de tal manera que
{T., : w € B} es una familia analitica compleja.

Primero demostremos que % es propiamente discontinua, usando la equi-
valencia dada en la demostracion de la proposicion (2.1), para ello tomemos
(wo,20) € B x C (fijo), y U C B x C un entorno abierto (y relativamente
compacto) de (wy, zp), de manera que podamos suponer, 3 g € < tal que

g(U)NU #0,
C e C
W=wy+ P wo+ P
20T ‘ } U = B X ‘/()
Al O\ - lw[) P/
c l =
wp B 3 / i

P={t+swy:tse[3, 3}

tomando a U = B x Vj, donde Vy = wy + P siendo P el plano en C
definido como P = {t + swy : t,s € [-1/2,1/2]}, ademas que (wg,29) € U y
g(wo, 29) € U, pero como se tiene que g(wo, 20) = (wo, 20 + mwy + 1), entonces
haciendo m y n lo suficientemente grande se llega a una contradiccion ya que
U es relativamente compacto, es asi que, haciendo variar (w, z) € B se cosigue
que Yg € < distinto de la identidad, existe un entorno U de (w, z) tal que
g(U)NU =0, por lo tanto ¢ es propiamente discontinua.

Pasaremos a probar que < es libre de puntos fijos, es decir que para cual-
quier g € < diferente de la identidad no tiene puntos fijos, suponga enton-
ces que tiene al menos un punto fijo, sea g # 1 y tome (w,z) € B x C =
gw,z) = (w,z+mw +n) = (w,2) = (w,z2 4+ mw + n) de esto obtene-
mos que 0 = mw + n y se desprende dos casos: que m # 0 6 m = 0, si
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De ahi tenemos que ¢, es una varledad compleja usando el teo-
rema (2.3); se define la proyeccion 7 : B x C — B que induce la aplicacion
holomorfa @ : .#Z — B, luego w ' (w) = {[w, 2] : 2 € C} y como G wi=c
(w,2) = (w,n+mz), entonces @ ! (w) = {gmn\{iﬁzfn,nez} = £ =T, atin més,
se puede ver que el rango del jacobiano de w es igual a la dimensién compleja
de B, es decir 1, concluyéndose asi que {7}, : w € B} es una familia analitica

compleja, bajo la notacion anterior, (.7, B, @).

2.2.2. Curvas Elipticas

Ejemplo 2.5. Sea H = {w € C: Im(w) > 0} semiplano superior complejo,
¢ (a b\ _aw+b
T=g = c d P gw = cwrd
de transformaciones actuando sobre H, considere {T,, : w € H} la familia
analitica compleja (de curvas elipticas), siendo una vez mas T, = C/G,, y

Go={mw+n:m,necZ}.

Probaremos que %= {w € H : |Re(w)| < 1/2 A |w| > 1} es un dominio

fundamental de < y que dados w,w’ € H tal que 3 g € < con W' = g(w)
entonces T, = T, biholomorficamente.

a,b,c,d € Z; ad — be = 1}, grupo

Observamos que % identificado con SLy(Z) es un subgrupo discreto de
SLy(R) el grupo de transformaciones lineales fraccionarias que actia sobre H
por las transformaciones definidas, para z € C, como:

az+0b

> s = f 2.9
G Sl A goo =afc Zlggogz (2.9)

llamadas transformaciones fraccionarias sobre la esfera de Riemann C = C U
{o0} o conocida también como la linea proyectiva compleja Pg.

.7 es una region cerrada de H (por lo general, .7 también sera simplemente
conexa). Decimos que .7 es un "Dominio Fundamental"para el subgrupo <
si todos los z € H, son “lequivalentes a un punto en .7, pero no hay dos
puntos distintos 21,2, en el interior de .7 que sean < -equivalentes (s6lo a
dos puntos de los limites se les permite ser “-equivalentes, esto significa que
Jg e T tal que 25 = g 21).

Probemos entonces que .7 es un dominio fundamental de .

El grupo  contiene dos transformaciones lineales fraccionarias que acttan
como generadores para todo el grupo

11 0 —1
T:<01).z—>z+1 A S:(l 0).z—>—1/z

Para probar que todo z € H es “lequivalente a un punto en .7, la idea
es usar la traslacion 7 para mover un punto z hacia el interior de la franja
—1/2 < |Re(z)] < 1/2, si este cae fuera de circulo y fuera de .7. De otro mo-
do, si cae dentro del circulo unitario, usamos S para lanzar el punto fuera del
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. Veamos una prueba mas precisa.

Sea z € H fijo, sea también I ' C ‘¢ subgrupo generado por S y T (pronto
veremos que ‘C=+I").

. (a b , ~ Im(z)
Siy = ( ¢ d ) € I'" entonces Im(yz) = oo+ d]? en efecto,

i) = o (250) < [ (e )

— Im (ac|z|* 4+ bd) + (adz + bez)
B lcz + d|?

(ac|z|* + bd) (adz + bcz)
— o |GEE TG g | V042 T 0C2)
m{ ez + d|? S YR

Im(yz) = |cz+d|*Im(adz + bez)

Por otro lado, considerando z = x + iy obtenemos que la I'm(adz + bcz) =
Im[(ad + be)x +i(ad — be)y] = (ad — be)y = 1.y = I'm(z). Por lo tanto

Im(y2) = |cz + d|*Im(z) (2.10)

Ya que ¢y d son enteros, los nimeros |cz + d|? se limitan de cero. (General-
mente, como ¢ y d varian en todo los enteros, los nimeros complejos cz + d
funcionan a través del enrejado generado por 1y z, vy existe un disco alrededor
de cero que no contiene ningin punto del enrejado distinto de cero).

b
d
Reemplazando ~ por 77~ para un cierto j conveniente, sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que vz esta en la franja —1/2 < |Re(z)| < 1/2. Pero
luego, si vz no estaba en .7 i.e. si tenemos |yz| < 1, entonces por (2.10),
tendriamos

Asi, existe algin v = ( Z ) € I tal que I'm(~yz) es maximo.

Im(Syz) = Im (’3;'2) > Im(72)

esto significa que Sz tiene una parte imaginaria estrictamente mayor que vz,

lo que contradice la eleccion de v € TV que I'm(7yz) sea méaximo. Por lo tanto

existe v € IV tal que yz €.7.

Ahora probaremos que dos puntos en el interior de .7 no son ¢ -equivalentes

(en realidad se prueba un resultado méas preciso).

Suponga que si 21, 23 €. 7 son ‘C-equivalentes (no estamos suponiendo que 2

Y 29 son necesariamente distintos o que se encuentran en el interior de .7 ).

Sin pérdida de generalidad, supongamos Im(zy) > Im(z;).

Sea v = ( @b
c d

por (2.10) tenemos |cz; +d| < 1. Como z; esta en .7y d es entero, es facil ver

que esta desigualdad es imposible si |¢| > 2. Dejando los siguientes casos:

€ C'tal que 29 = 21, ya que la Im(zy) > I'm(z1), entonces
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(iii) c=d=%1y 2, = —1/2++/—3/2
(iv) c=—d==41y 2z =1/24+/-3/2

—1/2+/-3/2 1/24+/=3/2

|
|
|
|
|
I
|
1

- En el caso (i), 7 6 — es una traslacion T7, pero tal v puede llevar un
punto de .7 en otro punto de .7 s6lo si ésta es la identidad o si j = £1
y los puntos estan en las dos lineas de frontera vertical Re(z) = +1/2.

- En el caso (ii) es facil de ver que v = 7S con a = 0y 21, 25 estan sobre
el circulo unitario (y situadas simétricamente respecto al eje imaginario)

ocona==xlyz =2z==1/2++/-3/2.

0 —1
1 1
cacion lleva z; en zp en .7 tenemos a =0y 29 = 2y = —1/2 + \/—_3/2 0
biena=1y 2=z +1=1/2+-3/2.

- En el caso (iii) 7 puede ser escrito como +7 ( y si ésta apli-

- En el caso (iv) se maneja de la misma manera como en el caso (iii)

Asi, se concluye que en ningun caso z;, como zy pertenecen al interior de
.7, a menos que £ sea la identidad y z = 2

Ahora queda demostrar que T,, = T, basta con probar que G, = G.,. Sea
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wy\ [ a b w1
wy ) e d Wy
luego w| = awy + bwy y wh = cw; + dws, asi z = nw| + mwh = n(aw; + bwsy) +

m(cwy + dwy) = (na + me)wy + (nb + md)ws por lo tanto z € G,, y tenemos
G, C G,,. Probemos la otra inclusion, sea z € G, escribimos z = nw; + mw,

b\
d) € ¢ tal que:

wy \ ([ d b w)
wy )\ —c a wh
luego z = nw; + mw, = n(dwj — bwjy) + m(aw) — cw}) = (nd — me)w; + (ma —

nb)wj, por lo tanto z € G, asi tenemos G,, C G,. Concluyendo que G,, = G,
y en consecuencia T,, = T lo que queriamos probar.

. a
para algin m,n € Z, entonces existe v = (

2.2.3. Superficie de Hopf

W
Ejemplo 2.6. Una superficie de Hopf, My, es definida por M; = IR siendo
t
W = C*\ {0} y G, = {g"/n € Z} donde g : (z1,2) = (az + tz,az),
w
0<l|a|<1yteC. Entonces M; = e es una variedad compleja compacta.
t
Demostracion. Para probar que M, sea una variedad compleja, primero pro-
baremos que G, actiia propiamente discontinua y libre de puntos fijos sobre
W. Supongamos ¢"z =z, Vz€ W yVn+#0€Z, y escribamos

a t 9 a” na" 't
g—(o a),0<|a|<1ytECentoncesg —( 0 o ),luego

si z = (21, 22) tenemos g"z = (a"z; + na™ 'z, a"zs), como z € W = C*\{0}
y g"z = z entonces a” = 1 una contradiccion ya que 0 < |a| < 1. Asi decimos
que G} es libre de puntos de fijos.

Sean Ky, Ky C W cualquier conjuntos compactos, para decir que es pro-
piamente discontinua, es suficiente probar que el siguiente conjunto

meZ:"(K)NKy£0}={zeW:z2€ KyNz=g"2 2 € K}

sea finito o esté contenido en un conjunto finito. Entonces, podemos decir que
existen constantes positivas ¢ y d tal que |a| <c <1y |d] <d.

Definamos una norma en C? por |z| = |(z1, 22)| = |21] + |22/, entonces existen
constantes positivas a y b tal que a < |z| < b, V z € K.
Luego, |g"z] = [(a"21 + na" tzy, a™2)| < |af™|z1| + nlal™ 1 t]|22] + |o|™] 2

asi tenemos |g"z| < (" + nc"'d + ¢")b — 0 cuando n — +oo, para algtn n
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Supongamos lo contrario, que existe una secuencia de puntos {g,z,},=12...
de g(K), para alguna secuencia {z,},—12.. C K, y existe una secuencia
de enteros n; < ny < ---, tal que |[¢g7"z| < b, para v = 1,2,---; ponemos
w, = g,™z, entonces 2z, = g™w,, con v = 1,2 -+ ysi w, = (wl,w?)y

t .
gy = (a,, Y ) se tiene que, parav =1,2,---
0 o

2

n—1 2 n
tyws, anrws)

n n 1
Ry = guywl’ - (al/ywl/ + n'/au

luego procediendo como antes
|z < (™ +n,c™ td+c™)b— 0
cuando v — 400, contradiciendo que {z,},—-12.. C K. Por lo tanto
{neZ/"(Ki)NKy#0}Cc{neZ/—- N <n< N}

Con esto concluimos que G, es propiamente discontinua y libre de puntos fijos
sobre W, asi tenemos que M;, por teorema 2.3, hereda la estructura canoénica
de una variedad compleja inducida por W. O

Lema 2.1. Siendo M; = W/G; como antes, tenemos que {M,; : t € C} es una
familia analitica compleja.

Demostracion. Sea .#'= {M, : t € C} = (W x C)/G, donde tenemos G =
{g" :n €Z y g(z,2,t) = (az1 + tzm,az,t)}. Luego, G es propiamente
discontinua y libre de puntos fijos en W x C, para probarlo se procede como
antes (en la superficie de Hopf), tomamos un conjunto compacto K; C W'y
un conjunto compacto Ky C C y se prueba que

{neZ:g" (K x Ky) N (K x Ky) # 0}

Le. {(z,t) e W x C: (2,t) € (K1 x Ko) A (z,t) =9g™(Z 1), € Ky Nt € Ky}

sea un conjunto finito. Entonces tenemos que .7 = % es una variedad com-
pleja. Asi la proyeccion de W x C en C conmuta con g, induciendo una apli-
cacion holomorfa @ de .# en C.

Es decir, se define la proyeccion 7 : C?\ {0} x C — C que conmuta con g e in-
duce la aplicacion holomorfa @ : .#Z" — C, luego @ !(t) = {[z1, 22,t] : t € C}
entonces w™ ! (t) = m = & = My, ast (/,C, @) es una familia ana-
litica compleja. Puede verse también que el rango de la matriz Jacobiano de

@ es igual a 1. De esta manera (.7 ,C,w) es una familia analitica compleja
con w i(t) = W/G, = M,. O

Por otro lado, parece ser que la estructura compleja de M, varia a medida
que t varfa en C, pero no es cierto, veamos por qué?
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)G )l s)=(6a)

En efecto, introduzcamos nuevas coordenadas (wy, wsy,t) = (21,122,1) en
W x U. Entonces en términos de estas coordenadas, g es representado como

g : (wy,wa, t) — (wy, cwy + wy, t)

En consecuencia .7y = (W x U)/ & = W/G, x U = M; x U, es asf que
(.//U,U, wU) = (Ml X U, U, 7T).

Por lo tanto M, tiene la misma estructura compleja que M; para t # 0. Sin
embargo, la estructura compleja de M, es diferente de M, para t # 0. Para
ver esto, consideremos un campo vectorial holomorfo sobre M;, éste campo
es inducido por un campo vectorial holomorfo G;-invariante en W. En lo que
sigue, escribiremos 2/ = (2, 2,) en lugar de (a™z; + ma™ 'z, a™zy) por
simplicidad. Bajo esta notaciéon tenemos

gt iz = (21,22) — 2 = (2, 23)

Sea un campo vectorial holomorfo G;-invariante en W,

0 0
v (2)=— + vg(z)—az
2

donde v, (z) y v9(z) son funciones holomorfas en W. Donde

9] a0 0 S

— e e S L S = A GRS

0z 0z, 0z 024 o
luego el campo vectorial dado anteriormente es transformado por g¢;* en el
campo vectorial

m 4 m—lt __gurtl m 7
(a™v1(z) + ma 1}2(2))82i a U2(2)0z§
y como el campo dado es Gy-invariante, tenemos

vi(2) = a™vi(z) + ma™ ty(2)

ve(2) = a™vy(z) (2.11)

De acuerdo con el lema de Hartog, las funciones vy (21, 22) y v9(21, 22) sobre W
son extendidas a funciones holomorfas en todo C2.

Por lo tanto asumimos que v1(21, z2) y va(21, 22) son holomorfas en todo C2.
De la ecuacion (2.11), tenemos

vo(21, 22) = —mUQ(Oém21 +ma™ Mz, M zy)
Q
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va(21, ) = ) et

h,k=0

la expansion en serie de potencias de vs(21, 22), tenemos

vo(21,22) = ml—l>r£loo — Z cnp(a™z + ma™ 'z (@™ zy)*
h.k

) Co0 mt
= lim —— + C10%1 + —C10%2 + Co1%2
am Qo

m——+00

Con el fin de que este limite pueda existir para cualquier zi, 2o, debe ser cg
cero, y, si t # 0, ¢19 debe ser también cero. Por lo tanto tenemos

V21, 22) = Cl0%1 + Co122
donde c;9 = 0 si t # 0. Asi

1(21, 22) E b2t 2h

h,k=0

Entonces por la ecuacion (2.11) tenemos

1 t
vi(z1,22) = ml_lffoo <a—01(04 21+ ma™ Mz, M z) — %02(21,22))
, boo mt mt
= lim <— ol b1021 ol —b1022 + b0122 — —(01021 + 00122))
m—+oo \ ™ (6% [0
i boo mt mt
= lim <—m + [blo F— —010} i g [blo - 601} Z9 + b0122>
m——+00 \ (¥ o (67

Por lo tanto tenemos byy = 0, y, si t # 0, también tenemos b1y = c¢p;. Por eso
v1(21, 22) = bio21 + bo1 22

sostiene que bjg = o1 si t # 0.
En resumen, si ponemos ¢; = byg, co = bp1, c3 = €19 ¥ ¢4 = Cp1, UN campo
vectorial holomorfo en M, es dado por

0 N 0 N 0 N 0
az CQZQa 7 03218 7 Cp29—— 822

mientras que un campo vectorial holomorfo sobre M;, con t # 0 es dado por

(1L 4202 ) e
1821 2822 8 21

Por tanto hay cuatro campos vectoriales holomorfos linealmente independien-
tes sobre My, mientras que sobre M; con t # 0, s6lo hay dos tipos. Es asi que
My tiene una estructura compleja diferente a M; con t # 0. Asi, la estructura
compleja de M; da "saltos" en t = 0.

1217

) + Cozo—
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Ejemplo 2.7. Escribamos P! = CU {00}, como P = U; U U, donde Uy, = C
y Uy = P'\ {0}. Sea M,, = Uy x P' UU, x P! donde (z1,(1) € Uy x P! y
(29, C2) € Uy x Pt son el mismo punto en M, si cumple que

2129 = 1 Yy Cl = Z;nCQ (212)

Ahora, fijemos un nimero natural k < m/2 y considere el siguiente conjunto
algebraico

M ={([wo : 2], [yo : y1 : y2), 1) € P! x P? x C/ziyr — 2T yo —i—txg”_kxlfyg =0}

denotando x = [xg : x1], y = [yo : Y1 : Yo], demostremos que .# es una variedad
compleja compacta, para ello definamos la aplicacion p como

p: PPxP2xC — C
(z,y,t)  +— plz,y,t) = 2§y — 3Tyo + tag  aty,.

Como p~1(0) = ./, basta probar que p es una sumersion sobre .4, es decir
que 0 sea un valor reqular de p en cada abierto. Considere el cubrimiento usual
para P! = UyUU, yP? = UyUU,UU, y denote Ujr =U;j x U xC para j = 0,1
yk=0,1,2, donde # = J(Ujx N .7), asi se tiene:

1. En Uy, hacemos zg = 1 y yo = 1, luego p(x,y,t) = y, — a7 + taky,,
hallamos sus derivadas parciales respecto a cada variable

( @ i) @ — 1l
8930 7 ayl 7
Jp =1l k—1 dp k
S —mz® kt — =1

g N mxy  + ktx] Yo, B xy,
Op £, Op ok

\ a—yo =0, o L1Y2.

0
Como 22 # 0 entonces 0 es un valor reqular de p en Uyg.

oy

2. En Uy, hacemos w9 = 1 y y1 = 1, luego p(x,y,t) = 1 — 2Tyo + talys,
hallamos sus derivadas parciales respecto a cada variable

( Op _0 op _0
0z - oy -
dp . k dp
= —ma iy + that Ty, = =tk
e mxi Yo Ty Y2 Dy Ty

L ayo 1> at 192
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sus puntos no satisface la ecuacion x{'yy — " yo+tay' x]ny = 0 entonces
no estd en .4, que significa existe alguna derivada parcial diferente de 0,
por tanto éste es un valor reqular de p en Up,.

. En Uy, hacemos v = 1 y yp = 1, luego p(x,y,t) = y, — 27yo + ta¥,
hallamos sus derivadas parciales respecto a cada variable

(0
P _y by
0xy oy
Ip 1 k—1 Ip
— = —may’ tk — =0
D, my +tkxy 7, o ,
o __m 9 _ ok
L ayo 1> ot 1
Ip
Como e # 0 entonces 0 es un valor reqular de p en Ups.
Y1

hallamos sus derivadas parciales respecto a cada variable

( Op _— _— op m
O = mzy 'y +t(m — k:)xé ) Y2, 3—y1 =y,
Op Op k
R P _ yym-

< 8x1 ’ 8y2 1’0 ’

dp dp k
P _y, L apty,.

L Oyo ot o

4. En Uso, hacemos 1 =1y yo = 1, luego p(w,y,t) = g'yr — 1 + tag" "y,

Analizando como antes, Sing(p)|v,, = {((0,1), (1, y1,y2),t)/t,y1,y2 € C},
sus puntos no satisface la ecuacion 'y, — Ty + tay Faby, = 0 enton-
ces no estd en A, que significa existe alguna derivada parcial diferente
de 0, por tanto éste es un valor reqular de p en Ujg.

. En Uy, hacemos x1 = 1 y y; = 1, luego p(x,y,t) = 2" — yo + tzi " ys,
hallamos sus derivadas parciales respecto a cada variable

( ap m— m—k — ap
O =may "t +t(m — k)xé ) 1y2, —ay1 =0,
dp dp —k
< Ox; ’ Oys Too
Op dp —k
\ ayo ) at ‘TO Y2
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6. En Uy, hacemos 1 = 1 y y, = 1, luego p(x,y,t) = xy1 — yo + tog ",
hallamos sus derivadas parciales respecto a cada variable

( ap m— m—k)—1 ap m
A R e T Y
0
D _, P _y
81’1 ay2
0 0
_p — _1’ _p — l,gn,—k'

\ ayo Gt

0
Como 8—p # 0 entonces 0 es un valor reqular de p en Uis.
Yo

Finalmente, queda demostrado que .# es una variedad compleja compacta,
considere la aplicacion

w : A — C
(z,y,t) —> ¢

Dado que .# es una variedad y @ es una sumersion, se tiene que ' (t) = M,
son subvariedades holomorfas de %, por tanto se concluye que la variedad
M ={M,;/t e C} CP' xP*xC es una familia analitica compleja.

Visto de otra manera, fijando un ntimero natural k& < m/2, podemos des-
cribir M; como
Mt:Ul XPIUUQXPI

donde (21,(;) € Uy X Py (2, () € Uy x P! son el mismo punto de M; si

A S, 4\ (2.13)

Para t = 0, tenemos que My = M, ya que en este caso la ecuacion (2.13) se
convierte en la ecuacion (2.12).

Para t # 0, introducimos en M; las siguientes coordenadas (z;,¢!) en U; x P!,
siendo 7 = 1,2 como sigue

) = (a2

! o C2
(2’27(2) = <Z2>m>

Dado que los factores determinantes obtenidos por los coeficientes de las
siguientes transformaciones lineales

G2

G —t _
t2y R Gy + 12
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=240 A =
t 0 ty G+t 1

respectivamente, (z;, (/) realmente definen las coordenadas de U; x P!. Luego

por la ecuacion (2.7) tenemos

¢ —t _ (G + ) —t

G = -
! 76} t(25Co + t25)
_ Z;n_k<2 _ m—2k <2 _ Zm—2k<f
e ek s sk

De manera que, en términos de estas nuevas coordenadas, la relacion (2.13) es
dado por

zn1ze =1 y C{ 7 Zgn_%g

por lo tanto, M; = M,,_o;.

Asi, para cualquier namero natural k£ < m/2, M,, es una deformacion de
M,,_o. Por lo tanto, poniendo k = m/2 si mes par,y k=m/2—1/2sim
es impar, vemos que M,, es una deformacion de My = P! x P! si m es par, y
una deformacion de M si m es impar. Por tanto, por el teorema (2.2), M,, es
difeomorfo a P! x P! si m es par y a M; si m es impar.

De este modo M, y M, son difeomorfos si m = n(mod 2), pero no son biho-
lomorfos si m # n. En consecuencia, en la familia {M; : t € C} descrita ante-
riormente, M, = M,,_ox no cambia su estructura compleja para todo ¢ #0,y
la estructura compleja de M; pasa a ser My = M, ent = 0.

Luego se demuestra, que M,, no es biholomorfo a M, si m # n, calculando el
nimero de campos vectoriales linealmente independientes en ellos.

Para ello, consideremos primero campos vectoriales holomorfos sobre P* = U; U

d
Us. Un campo vectorial holomorfo sobre P! es representado como v (21)(=—)

le
sobre Uj, 212(22)(61—) sobre Uy, donde v;(z;) son funciones enteras de z; sobre
2

2
U; para ¢ = 1,2. Sobre U; N Us, deben coincidir:

d d
’01(2’1)<d—21> = U2(22)<d—z2> (214)
ya que 23 = 1/z9, tenemos

d _dad 1 24
dzy  dzmdz  22dzn tdz

Luego, sustituyendo ésta expresion en la ecuacion (2.14), se obtiene

1d  ,d

1
_ 2
v1(z1) = ZIUQZl.

90

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : g:-'r}'sEﬁ?:?AD

DEL PERU

D)= el y va(n) =) cnl,
n=0

tenemos

2 2
Clo + C1121 + C192] + - = —Co02] — C2121 — Cog — * -

Por lo tanto v;(2;) debe ser una cuadratica az} + bz, + c en 2 :

v1(z )ddl (az} + bz +¢)— d (2.15)

dz

donde la funciéon holomorfa sobre P! es constante, y el campo vectorial holo-
morfo sobre M, = P! x P! es dado por

(az] + bz + 0)8i + (¢} + 516 + 71)(9a
G
Por consiguiente existe 6 campos vectoriales sobre M, linealmente indepen-
dientes.
A continuacion, considere un campo vectorial holomorfo sobre M,, = U; x P1U
Uy x P!, m > 1. A partir de la ecuacién (2.15) un campo vectorial holomorfo
sobre U; x P! tiene la forma

w1 (2) e + (aa(2)CE + Bu(z)Ct + (1)) e (2.16)

0z ¢’

donde v1(z1), a1(z1), B1(21), 71(21) son funciones enteras de z;. Similarmente
un campo vectorial holomorfo sobre U, x P! es dado por

vy (22) + (a2(22)G + Ba(22)C2 + 12(22)) 5 (2.17)

0z 0’

donde vy(22), as(22), P2(22), 72(22) son funciones enteras sobre zs.

Para un campo vectorial holomorfo sobre M,, que tiene la forma de la ecuacion
(2.16) sobre U; x P!, y la forma de (2.17) sobre Uy x P!, se tiene

U1(21>a—21 + (al(zl)C1 + B1(21)C + 71(21))8C1
(2.18)
0
= va(22) 5— + (2(22)¢5 + B2(22) G2 + 12(22)) 7
0z 29 aCQ
sobre U; x P U U, x P, Como 2y = 1/25 y {1 = 25"(s por ecuacion (2.12), se
tiene
0 1 0 , O 0
(9—,22_ al+mz2 CzaC zla +m21C15C1
0 8 1 0

m

9 PG oG

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : UNIVERSIDAD

ICA
¥ ! DEL PR

vi(21) = —2ivy <i>,

21

ar(z1) = —2"ay <i>,

21

Bi(z1) = mzm(%) + 62<l>,

1 21

Y1(21) = L’Yz <i)

m
\ <1 )

n
A partir de éstas igualdades, tenemos vy (2;) = az? +bz; +¢, ay(z) = Z crzh,
k=0
B1(z1) = maz, +d, y v1(z1) = 0. Por lo tanto sobre M,, con m > 1, tenemos
(m + 5) campos vectoriales linealmente independientes correspondiente a las
constantes arbitrarias a, b, ¢, ¢g, ¢1, ..., ¢ v d dadas antes.

Asi, el nimero de campos vectoriales holomorfos linealmente independientes
sobre M, es 6 param =0,y (m +5) para m > 1. De ahf, si m = n(mod2), y
m # n, M,, y M, no son biholomorfos.

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

Capitulo 3

Deformacion Infinitesimal

No importa si el andar es lento.
La persona que avanza firmemente, paso a paso,
en direccion hacia sus metas, es una auténtica triunfadora.

Daisaku Ikeda.

3.1. Familia Diferenciable de Variedades Com-
plejas Compactas

La definicion de familia diferenciable C>° de variedades complejas com-
pactas es andloga a la definicion de una familia analitica compleja dada en
el capitulo anterior {M; : t € B} :=(.#,B,w). A continuacién veamos un
ejemplo y la definicion més precisa de familia diferenciable.

Ejemplo 3.1 (Familia Diferenciable de Anillos Complejos). Sea B =]0,1[C R
y sea el conjunto M= {(x,y,2) € R}0 <z < 1,2% < y*+ 2% < 1}. Digamos
que @ . A — B es simplemente la restriccion de la proyeccion p, : R® — R
en la primera coordenada. Luego

w_l(xo) =Ag ={weC= R? :pgl(aso);x% < |lw|] < 1}

es un anillo complejo para cada xo € B, donde w = y + (v/—1)z. Entonces
se tiene que (.4, B, @) es una familia diferenciable de anillos complejos, don-
de a esta familia diferenciable se le ve sélo como una familia de variedades
complejas conexas.

Sea .7 una variedad diferenciable, B un dominio de R™, y w un aplicacion
C* de .#" en B. Suponga que el rango de la matriz jacobiano de w es igual a
m en cada punto de .7, Entonces, escogemos un sistema C* de coordenadas
locales {z1,...,2;,...}, z; : p— x;(p) satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) z;(p) = (x;(p),- ... 2¥(p). t1, ..., tm), donde (t1,... t,) = w(p)

(ii) { 7} es un cubrimiento abierto localmente finito de .#Z" donde 7/ es
el dominio de x;
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sigulente manera

{p—=(zj(p),....,25(p) : 7 Nnw '(t) # 0}

Por otra parte, si @ () es compacta, teniendo para cada t, € B un multi-
intervalo abierto I tal que to € I C I C B, decimos por el teorema (2.1) que
w (1) =@ (ty) x I.

Definiciéon 3.1 (Familia Diferenciable de Variedades Complejas Compactas).
Suponga que dado una variedad compleja My = M]* para cada punto t de
un dominio B C R™; {M; : t € B} es llamado una familia diferenciable
de variedades complejas compactas, si existe una variedad diferenciable .7 vy
una aplicacion sobreyectiva O, w de .# en B satisfaciendo las siquientes
condiciones:

(1) Elrango de la matriz jacobiano de @ es igual a m en cada punto de /.
(ii) Para cadat € B, @ '(t) es una variedad conexa subconjunto de /.
(1ii) w1 (t) = M.

(iv) Existe un cubrimiento abierto localmente finito { 75 : j = 1,2,...} de
Ny funciones C* complejas-valuadas zjl (p), ..., 2} (p) definidas en 7]
tal que para cada t

{p— (zj(D), .., 2} (D) : Z5Nw (1) # 0}

forma un sistema de coordenadas locales complejas de M.

Observacion sobre la definicién de Familia Diferenciable

Sea 7 la dimension de .# como variedad diferenciable real. Entonces la con-
dicion (i) en la definicién anterior asegura (por el teorema de la Funcion Im-
plicita) que la fibra @ '(f), es una subvariedad diferenciable real de .7 de
dimension 1 — m para cada t € B, y la condicion (ii) asegura que las fibras
son variedades complejas compactas, de manera que podemos reducir estas dos
condiciones a que w sea una sumersion y una aplicacion propia. El requeri-
miento (iii) es que, para cada t € B, la subvariedad diferenciable real compacta
conexa w ' (t) de .# admite una estructura compleja de manera que sea una
variedad compleja de dimension n biholomorfa a la variedad compleja M; pres-
crita anteriormente. Por lo tanto, n — m = 2n.

Al utilizar el teorema de la Funcién Implicita, podemos obtener un sistema de
coordenadas locales C*°, {( 7}, x;)} donde { Z;} es un cubrimiento abierto
localmente finito de .7y z; : Z; — R" es la aplicacion coordenada dada por

zj(p) = (2(p),- -, 27" (P). 1, - )

donde w(p) = (t1,....tm) =t € B C R™. De hecho, cada z; en realidad
aplica #; en la variedad producto R* x B C R". Es mas, w '(f) como

o4
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mterseccion no vacia 2 (@ ) dado por p — (z;(p),...,x; (p

Ahora el proposito de la condicion (iv) es relacionar las coordenadas {z$} con
1 < a < 2n, de la estructura compleja de @' (t) a M; en el siguiente sentldo
si ponemos 2 xQO‘ LS (\/—_1555‘1) donde 1 < o < n siendo estas, funciones
complejas C’°° de // en C" = R*"; el requerimiento es que (para una eleccion

adecuada del sistema coordenado C™ en .Z"), la aplicacion

P (z(p): -2 (p), peE@ (t)

sirva como coordenadas complejas de una estructura compleja en w1 () iso-
morfa a M,.

3.1.1. Equivalencia de Familias Diferenciables

Suponga que (.#Z,B,w) y (-/,B,y) son dos familias diferenciables de
variedades complejas compactas con el mismo espacio base B. Se dice que son
equivalentes (diferenciables) si existe un difeomorfismo ® :. .7~ ./ 'tal que
para cada t € B, ® aplica M; = @~ !(t) biholomorficamente en N; = ¢~ 1(¢).

3.1.2. Familia Diferenciable Localmente Trivial

Sea la familia diferenciable (M x B, B, p) donde M es una variedad compleja
compacta, B es una variedad diferenciable conexa, M x B denota el producto
de variedades diferenciables y p es solo la proyeccion sobre en el segundo factor
de este producto, esto es un ejemplo de una familia diferenciable trivial. Mas
generalmente podemos decir que una familia diferenciable con espacio base
B es trivial si ésta es equivalente a la familia diferenciable (M x B, B, p) para
algunas variedades complejas compactas M. Si esto sucede esta claro que todas
sus fibras (como variedades complejas) son biholomorfas a M.

Definicion 3.2. Una familia diferenciable (%7, B, @) es llamada trivial si ésta
es equivalente a (M x B, B,p) donde M = w™(ty) con ty € B.

Definicién 3.3. Una familia diferenciable (.#,B,w) es llamada localmente
trivial, si para cadat € B, existe un dominio I C B conteniendo at de manera
que la restriccion de (4, B,w) a I es trivial, en el sentido de la definicion
anterior.

3.2. Familia Diferenciable Inducida:
Cambio de Parametro

Suponga (.#,B,w) es una familia diferenciable de variedades complejas
conexas compactas. Sea h : D — B una aplicacién holomorfa de variedades
complejas conexas. Defina el producto de fibras

M xp D ={(m,s) € #x D;w(m)=h(s)}

95
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dada por (p,s) — (t,s) = (w(p), s), donde 1p denota la aplicacion identidad
en D. La imagen es la grafica

Gr={(h(s),s) e Bx D :se D}

de la aplicacion h. Ahora G es, naturalmente, una subvariedad compleja de
B x D y es biholomorfa a D via la segunda proyeccién p desde la variedad
producto compleja B x D.

Dado que w es una aplicaciéon holomorfa de rango méximo, por lo que
también lo es la aplicacion w x 1p.

Por lo tanto, por el teorema de la Funcién Implicita, la imagen inversa del
grafico de h bajo esta tltima aplicacion adquiere naturalmente la estructura de
una subvariedad compleja de .# x B; pero esta imagen inversa es precisamente
el producto de fibras.

Por eso, el producto de fibras se convierte, de una manera natural, en el
espacio de deformaciéon de una familia analitica compleja

(%XBD,D,])O(WX 1D))

Esta familia analitica compleja tiene espacio de parametros D y es llamado
la familia inducida de .# via h o el pullback de la familia .# por h y es
denotada por simplicidad como (h*.7, D, h*w), donde h*.#/'= .# xp Dy
h*ww =po (w X 1p).

Note que para cada s € D, la variedad compleja (h*w)~!(s) es biholomorfa
a M) = @w *(h(s)). En consecuencia, la familia inducida {My) : s € D}
puede ser pensado como una familia obtenida de {M; : t € B} por el cambio
de pardmetro de t € B a s € D via la aplicacion h con h(s) = t.

Esta claro que si f : E — D es una aplicaciéon de variedades complejas
conexas, entonces la familia compleja analitica en F inducida por la aplicaciéon
compuesta h o f de la familia .# en B puede ser canénicamente identificado
con la familia analitica compleja inducida por la aplicacion f de la familia
h*.# en D. En particular si h es un difeomorfismo se tiene que (h*.#7, D, h*w)
es equivalente a (.#, B,w). Ademés que el pullback de una familia trivial es
también una familia trivial.

3.2.1. Restriccion de una Familia Diferenciable de Varie-
dades Complejas Compactas

Sea (.#, B,w) una familia diferenciable de variedades complejas compac-
tas. Sea I C B un dominio en B. Asi I adquiere de una manera tnica la
estructura de una subvariedad abierta de B tal que la aplicaciéon ¢ : [ — B
es una inmersién abierta. Entonces el pullback de la familia (.#, B,w) por
i, denotado por (i*.#, I,i*w) es llamado la restriccion de (.#', B,w)en I C B.
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1. La restriccion de una familia trivial es trivial.

2. La operacion de pullback conmuta con la operacion de restriccion.

3.3. Deformacién Infinitesimal en una Familia
Diferenciable de Variedades Complejas Com-
pactas

Sea (./'1,1,w71), la restriccion de la familia diferenciable (.7, B,w) a I,

y {( #},2;)} un cubrimiento de w~'(I) tal que z;( 7;) = U; x I. Ademas,
para cada t € I, sea %, := 7,0\ My x;( %5,) = U; x {t} =2 U

Escribamos %/, como %/, y denotemos a % := 7Z;N 7}, note que, en
cada interseccion no vacia, z; = fi(zr,t) en Z, zi = fij(z,t) en Z y
z; = fir(zr, t) en %, entonces tenemos que:

fie(2e,t) = fii(fin(zr, ), 1);  en Z

tener en cuenta que m es la dimension de B como variedad diferenciable real
y t = (t1,...,tn) son coordenadas locales C*> en I inducido de R™.
Ahora, derivando la igualdad anterior en la direccion del vector tangente a

0
Bentel, es decir 5 poniendo z f (zg,t); B=1,2,...,n obtenemos

Ofient) _ O85Gut) | §~0F5(,t) Of)ulant
ot ot st azf ot ’

y poniendo también que zf* = f(2;,t); a = 1,2,...,n tenemos finalmente

Ofa(at) _ 0f5(zt) | n 0z O (. t)

ot ot + B ot
B=1 J

Q

luego introducimos el siguiente campo vectorial holomorfo

—~ Offi(z2,1) 0 ~
0, (21 1) = az:; J = 525 ;ocon 2z = fri(z,t) en Z C M,
entonces podemos reescribir las igualdades de arriba de la siguiente forma
intrinseca:

LOfg(mt) 9 NOfS(zt) 9 N Of(at) D

> -y DIRULL

a=1 i a=1 i B=1
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Ademas, denotando 6;x(z;,t) por 0;;(t) por simplicidad, tenemos en 7, que
las igualdades obtenidas al introducir el campo vectorial holomorfo, la podemos
escribir como:

Ok (t) = 0i5(t) + 051 (t)

Luego, si ponemos ¢ = k, de la igualdad anterior se tiene

Or;(t) = —0;x(t)

Oz t) O

En efecto, 0 kT .
kk( ) az::l ot Z? a=1 t Z? ot

Vamos a denotar por O, el haz de gérmenes de campos vectoriales holomorfos

sobre M, es decir el haz asociado al fibrado tangente holomorfo de M;, enton-

ces la relacion anterior expresa el hecho de que las secciones 6,1 (t) € ©,( %)

define 1-cociclo con valores en el haz ©; relativo al cubrimiento abierto, i, :=

{ 7N M,}, de M,. Esto se escribe {0;x(t)} € Z1 (84, Oy).

Como 7/, es biholomorfo (via z;) al polidisco correspondiente U; x {t} = U;
como vimos antes, entonces este 1-cociclo define un elemento

0(t) € H'(M,,0,) = H*(M,,0,) := H' (4, 0,)

Pero por corolario (?7?) se tiene que H'(M;, ©;) = |J H'(U;, ©;), entonces
Ut

HY(U;,0,) C H'(M,,0,)

Asi 6(t) es considerado un elemento de H'(M;, ©,). Es decir, 6(t) es la clase
de cohomologia de {0;;(¢)} obtenidas de derivar las funciones transicion que
son responsables de cambiar la estructura compleja de M; respecto a t.

La clase de cohomologia 0(t) obtenida, es llamaada la deformacion infinitesimal
BT e T;B.

Entonces una Deformacion Infinitesimal de la estructura compleja de una
variedad compleja compacta M, es representado por un elemento del primer
grupo de cohomologia de ésta variedad con valores en su haz de gérmenes de
campos vectoriales holomorfos, H'(M,©). Cada deformacion infinitesimal es
asociado a una direccién tangente en un punto del espacio base, sobre el cual,
las fibras correspondientes de la familia es la variedad compleja compacta fijada
cuya deformacion local de estructura compleja queremos estudiar, a través de
la aplicacion de Kodaira-Spencer, que se vera la seccion siguiente.

de M; a lo largo de la direccién prescrita por
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Demostracion. Sea {V,} un refinamiento del cubrimiento {U;} tal que (¢f, 1)
son coordenadas en {V,} donde

Vv ={(Gt) | G < en [ < e}

como {V,} es un refinamiento de {U;} tenemos una aplicacién s : A — J tal
que V, C U;, también tenemos funciones transiciéon holomorfas ¢y, donde

N =0nw(Ct) en Vi

Entonces el cociclo definido por este cubrimiento es

o (Cy, 0
Mw(t) = Z (pk'b(f t)'(‘?Ca

Luego s induce una aplicacion s* : {6;,} — {0, }, donde

Or(t) = Yy an, Oin(t) con j = s(A), k= s(v)

Debemos demostrar que {n,,} es cohomolégica a {f),}, es decir, existe una
cocadena {6,(t)} tal que

nAu(t) - ‘9)\1/ - 81/@) 1 ‘9)\ (t)

Como V\ C U; con j = s()A), existe un holomorfismo g; tal que z§ = g¢((y, 1)
en V). Asi tenemos las siguientes igualdades

g5 leaw(G,t)] = g7 t) = 27
= fk(%‘?a t)
= firlge (G, 1), )
Esto es,

9ilow (G )] =[98 (G, 1),1) en Vy,

Derivamos la tltima expresion obtenida

Z 39}-1(CA,75)‘8<P§V(CVJ) N 995 (Cxst) _ Z O[5 (2, t) Dgl(Cort) N Of5 (2, 1)

acy ot ot oz ot ot
- 0
Multiplicamos por (W)
%
925 98, (Cut) 95 ( CA, 922 8l o afe(zit) g
Zad" Aat az +Z - 'Z]_Zaz kat 8z§”+2 Jc’?t ‘@
)

850 v Cl/v A)(CA’ o _ ags(u) (C,,,t) 0 8qu(zk’t) 0
2T agﬂ + E o o=, T 2 ot ol +2 025
890 V(Czut) o aqu(th) o agf(,,)((lnt) o 89?()\)(@\7” o
Z Aat '@ o Z ’ ot tozy T Z ot '825@) o Z ot 1923,
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— 9 — s
ac? 2 aciaze T ot 0z"
Se obtiene lo que queriamos demostrar

nAu(t) - ‘9)\1/ - 81/@) - ‘9)\ (t)

0

()

Proposicion 3.2. Si (/7 B, @) es localmente trivial, entonces 0(t)

es idénticamente nula.

Demostracién. Como por hipotesis (.#,B,w) es localmente trivial, entonces
por definicion, existe un dominio lo suficientemente pequenio I C B C R de
manera que (.#,I,w@) es equivalente a (M x I,1,7). Ya que la deformacion
0(t) de M; = w*(t) por la proposicion anterior, no depende del sistema de
coordenadas locales elegido, podemos calcular 6(t) para ¢t € I en términos
de las coordenadas locales {uy} de M x I, tal que uy = (wy,t) donde {w,}
es un sistema de coordenadas locales de M. Sea w, — wy = hy,(w,) la
transformacion de coordenadas para {w,}. Tenemos que la transformacion de
coordenadas para {u,} estara dado por

(wy, t) = (W, t) = (hau(wy), t)
y como hy,(w,) es independiente de ¢, entonces

" O0hg, (w,) O
Oult) =D Agt : ow g

a=1

por lo tanto 6(t) = 0. Asi, si la estructura compleja de M; = w*(¢) no varfa
con t en el sentido que (.#Z,B,w) es localmente trivial, tenemos 6(t) = 0. O

El siguiente teorema nos ayudard a dar respuesta a la interrogante que
surge en la demostracion del teorema, de si la dimension del primer grupo de
cohomologia de M; sobre el haz de gérmenes de campos vectoriales holomorfos
independe de ¢, ademés de que la deformacién infinitesimal sea nula, entonces
la familia diferenciable de variedades complejas compactas es locamente trivial.

Teorema 3.1. Si dimH"(M;, ©;) es independiente de t € I, entonces podemos
elegir una 0-cocadena {0;(t)} con 5{0;(t)} = {0.(t)} tal que cada 0F(z;,t) es

una funcion C de zjl-, o, 275t donde 0;(t) = ) Qf(zj,t)@.
a=1 5

La demostracion del teorema, no la veremos aqui, pero su prueba depende
del método desarrollado por Spencer y el autor de la teoria variaciones de las
estructuras cuasi-complejas, véalo en el articulo [11].
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Demostracion. Por hipotesis tenemos que la dimH?'(M;, ©;) es independien-
te de t, entonces podemos considerar por simplicidad la familia diferenciable
l
Mr =w H(I) = |JU; x I de manera que M; = w '(t) donde t € I C B
j=1
siendo B C R y i = {U; x t}, ademés tenemos que 6(t) es por definicion,
la clase de cohomologia del 1-cociclo {#;x(t)} € Z*(4,©;) donde tenemos que

n Ofe
01(t) = 21 a;k aaa y como H'(i;,0;) C H'(M;,©,), se tiene

Z1 (84, ©y)

0(t) € H' (4, 0;) = 3CO(3h,, 0,)

pero 6(t) = 0 significa que {0;;(t)} = 6{0;(t)}, es decir existe una 0-cocadena
{9](15)} c C’O(ilt, ®t) tal que ij(t) = Qk(t) e (9](15)

Pero queremos demostrar que (.#7,1,w) es equivalente a (M x I,I,7) con
M = w!(0). En otra palabras demostrar que existe un difeomorfismo ® de

!
M x Ien #; = |JU; x I tal que ® aplica M x I biholomorficamente en
j=1

M, = w~!(t) para cada t. Para ello procedemos como en el teorema (2.1). Sea
el campo vectorial en cada abierto coordenado de M x [

- 0
t)=> 09(z,1)
a=1
la igualdad 60;;(t) = 6,(t) — 6;(¢) la escribimos

3> Zea Zea

a=1

Denotamos por (%)k el campo vectorial gt en U, x I C./#;. Entonces con
respecto a la transformacion coordenada (zx,t) — (25,1), 2§ = fj.(2,1) con

J
a=1,...,n tenemos como en la ecuacion (2.2)

0 —~ 0f5 (2, t) O d
<§)kzz ]kajk 8z§‘+<a)j

Por lo tanto en cada subconjunto abierto U; x I NUy x I # () de .#; tenemos

n i 0 0 - o4 0 0
_ ;6]- (zg-,t)@ + <E>j — ;ek ()5 + <E>k

Definimos el campo vectorial v en .#7, poniendo en cada U; x [
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Por otra parte 0;(t) no es determinado tnicamente por {6,(¢)}. De ahi surge
el siguiente problema: ;Podemos elegir 0;(t), j = 1,...,l de manera que cada
0% (zj,t) es C* en zjl-, ..., 27,17 El teorema (3.1) nos permite dar respuesta a
ésta interrogante.

Por hipotesis la dimH'(M;, ©;) no depende de t. Luego por teorema (3.1),
elegimos {0;(t)} tal que cada 6;(t) sea un campo vectorial C* en U; x I C.#7.
Asf v en la ecuacion (3.1) es un campo vectorial C* en .#7. Considere ahora
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dz%

g

" (3.2)
"

ds ’

para v como en la ecuacion (2.5). Tome un p € M = @ *(0) arbitrario, y asuma
p € U; x 0. Sea ((;(p), 0) las coordenadas locales de p, el sistema anterior tiene

solucién tunica
2§(s) = ¢§(p, 5),
{ t=s,
bajo la condicién inicial
S\ W
Lo

Esta soluciéon nos da una curva suave en .#; pasando por p

Yot B(t) = (2(p,1),8), tel

por lo tanto se obtiene una familia de curvas suaves {7, : p € M} en .#7.
Luego por el teorema de unicidad de la soluciéon de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, para cada punto (z;,t) €.#7, existe solo una curva
que pasa por ese punto. Por consiguiente, la aplicacion

P : (p>t> = (Zj7t> = (Zj(pa t)?ﬂ

es un difeomorfismo de M x [ en .#7.
Es asi, con el fin de ver que ® : M x I — M, sea un biholomorfismo, basta
demostrar que z;j(p,t) es holomorfo en p. Para ello escribimos z;(p,t) como
una funcién de ¢ poniendo a las coordenadas complejas locales Q;‘ = @(p),
A=1,...,n, de p de la siguiente forma

Z;'l = Z;l(<27t> = Z;l( z;a"'acgl?t)
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Derivando ambos lados de esta ecuacion respecto a (7, desde que 05 (25,t) es

holomorfo en zJ, ..., 2%, obtenemos
d 020(¢, t L 90 022(¢i
%% -y a—;(zj((i,t),t).%
i B=1 Zj i
poniendo wf(t) = o Entonces w$(f) es una solucion del sistema de
ecuaciones diferenciales lineales
d L 905 5
P (t) =— Z @(Zj(@,t)at)wj ), a=1....n
s=1 Y%
«a @ @ aCZ(l Aqui sz o
y como 2{((;,0) = ¢, tenemos w(0) = 90 = 0. Aqui la solucion w$ (t)
satisface la condicion inicial: w§(0) = 0. En consecuencia, por unicidad de la
0z¢ i;t
solucion, w = 0. Ast % =0, y 2§(p,t) es holomorfo en p. Por lo tanto

® : M xt — M, es biholomorfo, lo que demuestra que (.77, I, @) es trivial. [0

Observacion

Cabe resaltar que la hipotesis de que las fibras sean compactas es necesaria,
pues si observamos el ejemplo (3.1) vemos que las fibras @™ !(xy) = A,,, para
cada xo € B, son anillos complejos todos diferentes con estructuras complejas
distintas, luego H'(A,,0,) = H'(U,,©,) por teorema de Leray (5.2), siendo
U, un cubrimiento de Stein para el anillo A, por otro lado H'({A,},0,) =0
pues para un campo vectorial X, € O,(A,) lo podemos expresar como la
diferencia de dos campos en cada abierto del cubrimiento, en éste caso hemos
tomado como abierto al mismo anillo {A,}, entonces se tiene s6lo un abierto y
X, = X, —0, siendo 0 el campo trivial, enseguida se puede escoger U, = {A,}
de manera que H'(U,,0,) = H'({A,},0,) por lo tanto H'(A,,0,) = 0,
luego por teorema (3.2), la familia diferenciable (.Z,B, @) es localmente trivial,
es decir que todas sus fibras son biholomorfas, lo cual es una contradicciéon
porque via equivalencia de anillos éstas seran conformemente equivalentes si sus
radios menores son iguales (ver teorema 14.22 pag. 292 en [18]), esta situacion
se debe a que para z € B, las fibras (anillos complejos) @ !(z) = A,, no son
compactas.

3.4. La Aplicacién Infinitesimal Kodaira-Spencer
en una Familia Analitica Compleja

Considere, como a inicio de la secciéon (3.3), una familia analitica comple-
ja (#,B,w) de variedades complejas compactas donde B es un dominio de
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uponga que en #j; # ), tenemos

Zj = ]’-lk(zk,t):f;jg(z;,...,z;?,tl,...,tm), a=1,...,n+m

Como de costumbre, identificamos un punto de .# con sus coordenadas locales,
podemos considerar que 7 = x;( 7;) C C" x B, y que .#Z=|J %} se obtiene

pegando los dominios 71, ..., %, ... de C" x B mediante la i(]ientiﬁcacién de
(2j,t) ¥ (21, 1) st 25 = fiu(2k, t).

Ademas de que $;, = {Uj; : Ujy = 75 N M, # 0} forma un cubrimiento de
Mt = w_l(t).

El espacio tangente T;(B) de B en t consiste de todos los vectores tangentes

0 i 0 0
pri ZCA%, con ¢y € C. Para — € T;(B), ponemos
A=1

ot
m 8f-°‘ (Zk,tl,...,tm) a
Oir(t) = 2 BN Fa 2k = fri(25,1)
a=1 J)

Entonces tenemos que {6;(t)} € Z*(8k;, ©;). Luego la clase de cohomologia
0(t) € H'(M;, ©,) del 1-cociclo {0 (¢)}, nos permite dar la siguiente definicion:

Definiciéon 3.4 (Deformacion Infinitesimal). La clase de cohomologia obtenida
arriba 0(t), es llamada la deformacion infinitesimal de M, a lo largo de la

direccion prescrita por En € T,B. También, 0(t), es llamada la derivada de la

0
estructura compleja de M; a lo largo de la direccion prescrita por — € T;B

ot
cont € B. Asi 0(t) := a(:;\ft.

La deformacion infinitesimal —— es independiente del sistema de coorde-

nadas locales elegida. Es asi, que definimos la aplicacion K£S; como sigue.

Definiciéon 3.5 (Aplicacion Infinitesimal Kodaira-Spencer). Defina la apli-
0 dM,

cacion KS; : T,B — H'(M,;,©0,) dado por ICSt(a) = 0(t) = Wt FEsta

aplicacion es una aplicacion C-lineal y es llamada Aplicacion de Deformacion

Infinitesimal o Aplicacion Infinitesimal de Kodaira-Spencer en t € B para la
familia analitica compleja(.#, B, @ ).

Teorema 3.3. Si dimH'(M;, ©;) es independiente de t, y KS; = 0, entonces
(A, B,w@) es localmente trivial.

Demostracion. Como la dimH?*(M;, ©;) no depende de ¢, consideremos la fa-
milia diferenciable (.77, I, @).

Por simplicidad asumamos que I = {(t1,...,tn) : |ta] < 7. |tm] < 7}y
demostremos por induccién en m tal como en la prueba del teorema (2.1).
Sean
It = (b, ) ] <7y e < 7}
I, = {tn:—r<tn,<r}
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es una familia diferenciable.
Como éste teorema se cumple para m = 1, asumamos que @ '(I™1) es trivial
y definamos la siguiente aplicacion

¢:w t(Im Y x I, — I

(0, tm) = (@(p),tm)

luego p € w1 (I"™ ') entonces w=H(I™ ) x I, es una familia diferenciable
sobre el espacio de parametros I, y como por hipdtesis inductiva se tiene que
(w H(I™ 1), I™"1 @) es localmente trivial, tenemos pues que w1 (1™ 1) es
equivalente a M x I™"! donde M = @ 1(0), de ahi que w (/™ 1) x I,,, es
equivalente a M x I.

Por lo tanto, con el fin de demostrar la trivialidad de . #7, es suficiente verificar
que .#7 es equivalente a @ 1(I™"1) x I,,,, procediendo como sigue, ponemos

o= 3 Uttt 0
a=1 e Zj

Entonces la clase de cohomologia 0(t) = KS:(0/0t,,) del 1-cociclo {6,(%)},

por lo obtenido de la hipo6tesis inductiva, es igual a 0. Consecuentemente como

en el caso m = 1, por el resultado de que H'(4;,0;) C H'(M;, ©;), existe

una 0-cocadena {6;(t)} € C°(8h, ©,) tal que {0;:(t)} = 6{0,;(t)}. Ya que el

teorema (3.1) sigue siendo cierto también para m > 2, podemos suponer que

los coeficientes 0(2;,t1,...,tm) en
n . a
0;(t) =) 65 (2t tm) 5 (3.3)
a=1 J
son funciones C'*™° de zjl», oy 25ty en Uy XL Por lo tanto como en el

caso m = 1, obtenemos un campo vectorial v, C* sobre .#7 tal que en cada
U; x I C.#7 tenemos

n o 0
a=1 J m

Tenga en cuenta las correspondientes ecuaciones diferenciales ordinarias

(- dz%
J = —07(zj,t1,. . tm), a=1,...,n,

ds

dt

Y A=1,....,m—1, (3.5)

ds

dtn |
\ ds
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cion (3.5) tiene la tnica solucion

23(s) = 25(p,s), a=1,...,n,
t)\(S) =1y, A= 1, ,m 1,
tim = S

en la condiciones iniciales
28(0) = ¢ (p), a=1,...,n,
t)\(O):t)\, )\:1,...,771—1,
tm(0) =0

De este modo se obtiene un difeomorfismo ® de ™ !'(I"™"1) x I,,, en .#7:

o : (p7 tm) — (Z](p7 tm)atb F 4 7tm—17tm)

Si, con las coordenadas locales (¢}, ..., ¢ t1, ... tm_1,tm), escribimos

Z]O'C(pa tm) = Z;x( z’la . 'aggl;tla - 'atm—latm)a

entonces 0% (z;,1,...,tn) es holomorfa en z}, -+ 2}, y vemos como en el caso
m =1 que 2§(¢},..., " t1, ..., tm) es holomorfa en ¢, ..., ¢ O

R

Definicion 3.6 (Completitud). Sean (#,B,w) = {M; := w (t),t € B}
una familia analitica compleja de variedades complejas compactas, to € B y
(1D, m) cualquier familia analitica compleja de variedades complejas com-
pactas con sg € D tal que Ny, := 7 '(s0) es biholomorfo a M.

Decimos que la familia analitica compleja (.#,B, @) es completa en ty € B
si satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada una de estas familias (-1 ,D,7), existe una vecindad lo sufi-
cientemente pequena B C D de sy,

2. Una aplicacion holomorfa h : E — B tal que h(sg) = to, y

3. La familia inducida (h* .# | E, h*w) sea equivalente a (Ng ,E,7) la
restriccion de (.1, D,7) en E C D.

La aplicaciéon holomorfa h, no necesita ser tnica.

Por lo tanto vemos que si (.#, B, @) es completo en ty € B, entonces contie-
ne todas las deformaciones infinitesimales de M;, = @ !(t;) - incluso los que
provienen de familias analiticas complejas arbitrarias (./", D, ) con Ny, :=
71 (s0) & M, - y ademés contiene también todas las deformaciones locales su-
ficientemente pequenas de M;, que pueden venir de cualquier familia arbitraria

(A", D,m) con Ny := 7 (s9) = M.
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Asi, si (.#,B,w) es completa, entonces contiene todas las deformaciones
infinitesimales de M; para cada t € B y también todas las deformaciones
suficientemente pequenas de M; para cada t € B.

Teorema 3.4 (Teorema de Completitud). Sea (.#,B, @) una familia analitica
compleja de variedades complejas compactas. Entonces (.#,B,w) es completa
en tg € B si la aplicacion infinitesimal de Kodaira-Spencer en ty,

ICSt : EOB — Hl(Mtoa @to)7
es sobreyectiva.

Nos limitaremos a indicar la filosofia detras de la prueba del teorema an-
terior dada por Kodaira en su libro (ver [15|-cap. 6).
Supongamos primero que (.#,B,w) es una familia analitica compleja y sea
h : D — B una aplicacion holomorfa. Considere la familia analitica com-
pleja inducida (h*.#,D,h*w), definida en la seccién (3.2). Entonces existe
g : h* . #/—_# una aplicacién holomorfa, tal que g aplica la variedad comple-
ja compacta (h*w)~!(s) biholomérficamente en @' (h(s)) = My para cada
s € D es decir, el siguiente diagrama conmuta:

/Ay /4

= |=

D—".B

Si identificamos (h*@) " (s0) = Mp(s) X {S0} con Mys,) = @ *(h(s0)) entonces
podemos decir que g se extiende a la aplicacion identidad en M, (4. El primer
paso crucial en la prueba del teorema de completitud es el siguiente resultado.

Lema 3.1. Sea (#,B,@) y (-1 ,D,n) familias analiticas complejas de varie-
dades complejas compactas conty € B, so € D tal que M = w (o) = 7 (s0).
Suponga que podamos encontrar una vecindad suficientemente pequena, A de
S, contenido en D, una aplicacion holomorfa h : A — B con h(sg) = to, ¥
ademds una aplicacion holomorfa g : Ax =7 YA) — #'tal que:

1. g aplica 7=1(s) biholomdrficamente en w=*(h(s)) para cada s € A y
2. g restricto a w'(so) es la aplicacion identidad sobre .~

Entonces la familia inducida (h*.#,D,h*w) es exactamente la restriccion

(NN, A7) de (1D, m) en A.

Para la demostracion de éste lema, en primer lugar, recurrimos a la cons-
truccion dada en la seccion (3.2) de familia inducida, verificando que la familia
inducida es biholomérficamente equivalente a la restriccion de la familia de
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aplicacion 1dentidad de M.

Entonces dada una familia analitica compleja (./", D, ) con sy € D tal
que 7 1(sg) = M,,, Kodaira construye las aplicaciones holomorfas h, g (que
cumplan las condiciones dados en el lema) primero como serie de potencias
formales segiin un método para resolver muchas congruencias infinitas usan-
do la cohomologia de Cech. Luego demuestra que estas series de potencias
formales en realidad convergen a las aplicaciones holomorfas deseadas. Kodai-
ra hace esto para cualquier familia analitica compleja elegida arbitrariamente
(1",D,7) con 77 (s9) = w(ty) y por lo tanto demuestra el teorema de
completitud. La hipotesis que la aplicacion infinitesimal Kodaira-Spencer en el
punto ty € B para la familia (.#, B, @) sea sobreyectiva se utiliza en la prue-
ba de la existencia de las series formales de g, h satisfaciendo las propiedades
deseadas.

Demostracion. (Lema 3.1)
Sea (/" * ,A,#) una familia analitica compleja inducida de (.#,B, @) por
h: A — B. Luego para cada s € A se tiene que 77 '(s) = M) X s, y que

N * :UMh(s)XSC.%XA

SEA

es una subvariedad de .7 x A.

Denotando un punto de . /A por ¢, consideramos la aplicaciéon holomorfa
D :q— D(q) = (9(q),7(q)) de .4A en .#Z x A. Como g aplica cada N,
biholomoérficamente en M), ® aplica N, biholomoérficamente en

(I)(Ns) = Mh(s) X 8.

Aqui ® aplica . /A = U Ny, biholomérficamente en ./~ * = U Mps) X s.
SEA SEA
Por otra parte

TD(N,) = T(Mps) X 5) = s = 7(N,)

es decir 7 = 7#®. Por lo tanto (. /a, A, 7) y (-/A*, A, 7) son biholomoérficamen-
te equivalentes, la cual prueba que (- /A, A, 7) es la familia analitica compleja
inducida de (.#,B,w) por h. O
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Capitulo 4
El Ntimero de Moduli

El esfuerzo es el puente que une el sueno con la realidad.
La persona que se empene con ahinco podrd sentir como emerge
la esperanza desde su fuero mds intimo. La esperanza nace del teson.

Daisaku Ikeda.

Sea (.#,B, @) una familia analitica compleja de variedades complejas com-
pactas, donde B es un dominio de C". Se tiene que las deformaciones infinite-
simales dM;/dt de M; = w~'(t) son ciertos elementos de H'(M;, ©;).

En consecuencia, dado una variedad compleja compacta M, si (.#,B, @)
con 0 € B C C" es una familia analitica compleja tal que @ 1(0) = M,
ipodemos decir que (dM,;/dt);—o € H'(M,O), donde O es el haz de gérmenes
de campos vectoriales holomorfos sobre M, es una deformacion infinitesimal
de M?.

No esta claro que cada 6 deba surgir de ésta manera. Resulta que si 6 surge
de esta manera, entonces tiene que cumplir con ciertas condiciones adicionales.
Asi, si existen clases de cohomologia # que no cumplan las condiciones adicio-
nales, entonces, evidentemente, # no son deformaciones infinitesimales de M y
estos son llamados Obstrucciones a la Deformacion de M. Esto nos lleva a la
teoria de la obstruccion, que se describe a continuacion, y garantizaremos la
existencia de una familia analitica compleja para cualquier § € H' (M, ©).

4.1. Obstruccion

Lema 4.1. Sea U = {(z%,...,2") € C": |2} < r,...,|2"| <r} un polidisco y
© el haz de gérmenes de campos vectoriales holomorfos sobre U. Entonces

HYU,0) =0, ¢>1 (4.1)

Demostracion. Un germen de campo vectorial holomorfo v € ©, con z € U es
escrito de la forma

0
V=V +...+0,—
821 8zn
donde los coeficientes v, con 1 < o < n, son gérmenes de funciones holomorfas
en z. Asi, v puede ser representado como v = (vy,...,v,) con v, € O,, donde
69
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HY(U,0) = HY(U,0) + ...+ HY(U,0) (4.2)

luego,
k) p— 3 ? -1 9 ’ -1
HP(U) = T(U,0APY) /0T (U, A7)

es llamado el grupo d-cohomologia de M, entonces por el teorema de Dolbeault
(5.3), si (p = 0), tenemos que
H(U,0) = Hz"(U)

la cual por el lema de Dolbeault (5.1), para cualquier (0, q)-forma O-cerrada
@ € T(U,0A%~1), existe una (0,q — 1)-forma ¢ € I'(U, A%~!) de manera que
¢ = O1), entonces Hg’q(U) = 0 lo que implica H1(U, Q) = 0y por (4.2) se tiene
HY(U,0)=0. O

Para un 6 € H'(M,0) dado, si § = (dM,/dt); = 0, entonces 6 es la clase
de cohomologia de un 1-cociclo {0;x(0)} € Z*(4, ©), aqui (4.12) impone una
cierta restriccion en tal 6.

Con el fin de dejar claro el significado de ésta condicién, ponemos para cual-
quier 1-cociclo {0;.} € Z'(4,©),

gl'jk = [Oij,Ojk] sobre Uz N Uj N Uk 7§ @

Gijr es un campo vectorial holomorfo sobre U; N U; N Uy. Luego {(;x} forma
un 2-cociclo sobre U, en efecto

Cirg = Ok, Okj] = =045 + Ojr, O51] = —[045, 0ix] — [0, O]
= —[04, 0] = —Cij

Giik = 1056, Oin] = =035, 035 + Oje] = —[035, 053] — 1035, 0]
= —[0i,0x] = —Cisi
Se tiene asi, (;x; = (ki es decir, (i es antisimétrica en ¢, 7, k. Seguimos, ahora
en U, NU;NU; NU, # 0

Gijk — Chjk + Chik — Chij = (0> O5k) — [On;, O] + [Oni, Oir] — [Ons, 0]

= [0ij — Onj, Oji) + [Ons, Oirc — 5]
= —[0ni, 0] + [0hi, 0ji] = 0

Luego {(ijx} es un 2-cociclo. Ahora para unos 1-cociclos arbitrarios {6;;} y
{njn} € Z'(4, ©), sean (ijp = (045, 0;] v Ciji = [1ij, Mjx], entonces

2Gik = 1[04, 6K) + 035, ik
035, 03] + [, mje] + [0i5, mix] — (035, mie) + 035, O3] — (135, O]
= [0ij, 05k + njk] + [0, O + 0] — [0, mj] — (737, O]

05 + N> Oin + n5x) — 05, m5w] — 45, O]
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= [0i; + 1ij. Ok + 1) + [0, 05k — k] + [0ig, ik — Oji)—
[eij> ij] - [771'9', njk]

= [0i; +nij, Ok + nji] + (=05, ik — O] + (155 Mk — O] —

[0i5, 03] — (135, M)
= [0 +0ijs Ojr + 0] + 035 — Oigs ik — O] — [0i5, O3] — [Migs M
= [0 + mij, Ojc + k] — (03, On] — 15, M)
=035, 051) + [0, mjx] + (06, O] + (0355 i) — (0355 O3] — [0, njin]
= [0ij; mix] + 065, O]

De ésta manera se tiene,
1
Gijk = 5([9@» ikl + [Mig; Ojr])

luego {(;;r} es también un 2-cociclo en Z2(4, ©), cuya clase de cohomologia
¢ es tGnicamente determinada por la clase de cohomologia 6 de {0;;} v 1 de
{n;r}. Por tanto, si 0;; = 0 — 0;, por un simple calculo se tiene

2Gijk = [05 + O, mik] — (05 + Or, mir] + [0: + 05, m35),
es decir, que {(ijx} = 9{[0; + Ok, n;x] }-

Por tanto, bajo estos resultados, podemos definir la clase corchete:

Definicion 4.1 (Clase Corchete). Dados 6,n € H'(M,©), la aplicacion bili-
neal [—, —| : HY(M,0) x H'(M,©) — H?(M, ©) define la clase corchete como
[0,n] = ¢

Teorema 4.1. Dada una variedad compleja compacta M y 6 € H'(M, ©).
Si existe una familia analitica compleja (#,B,w) tal que w (0) = M, y
(dM;/dt)—o = 0. Entonces [0, 0] = 0.

Demostracion. Supéngase damos una variedad compleja compacta M, y sea
(#,B,w) con 0 € B C C una familia analitica compleja tal que @=1(0) = M.
Tome un disco pequeno A con centro 0 de manera que 0 € A C B, y repre-
sentando Ma = @ !(A) en la forma:

l
Ma=JU;xA (4.3)
j=1

donde cada U; es un polidisco, y (z;,t) € U; x A con (zi,t) € Uy x A son el
mismo punto sobre My si 2§ = f5 (2, ) para a = 1,...,n.
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clase de cohomologia de 1-cociclo {0;,(t)} € Z' (4, ©) donde U, = {U; x t}, y
el campo vectorial

o 0
t) = Zejk(zj>t)a—a (4.4)

o &

es dado por
o 8 -O;C(Zk, t)

0% (25, 1) = ]T, con zj = fi(z;,t) (4.5)
note que las funciones 0%, (z;,t) de zjl-, . .,zj " t son obtenidas diferenciando
primero las funciones ;’;C(zk, t) de zj,...,2¢ t con respecto a t, y luego susti-

tuyendo zf = fgi(z;,1).
Sobre Uy, x ANU; x ANU; x A # () tenemos la igualdad

w2 t) = (i, t),t), a=1,....n (4.6)
Diferenciando ambas lados de ésta igualdad en t, se obtiene

Ofa(at) _ 0f5(2,0) +ia @ (25,t) Of (2 t)

"t
ot IS Y ot

luego usando la igualdad (4.5) y el echo que ff(z;,t) = 2 tenemos

O (2i, ) = 055(zi, 1) + Z 2?5 ﬂfk(zj,t), a=1,...,n (4.7)
=1 9%;

como lo expuesto en el capitulo anterior, seccion (3.4), asi ésta igualdad implica
que 0k (t) es un 1-cociclo.
Algunas veces escribimos (0/0t); en ves de (0/0t) con la finalidad de hacer
explicita que 0/0t denota la diferenciacion de una funciéon de zjl-, .o, 275t con
respecto a t.
Ahora, sobre U; x ANU; x A # (), tenemos las siguientes igualdades

Z 8,2;6 zn:af (ZJ7 )
025 9z /3 b0z8 N 028

B=1
P W.
(%L =X (aﬁz )+ (i),

B=1

(4.8)

(50), = 5"

En consecuencia

o\ . "Of(z,0) 9, 005, (i, 1)
<8t) Gl t) = 52:; ot aﬁel’“(z“ 0=
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eiofg(ziat) —
tenemos 5
(57) B zunt) = 035 (0) 85 1) + 05 )

similarmente,

(;) 02 (2,1) = 055 (£).0% (21, 1) + 05 (23, 1)

y usando las igualdades (4.8), (4.5) y (4.4), (en ese orden) se tiene:

9 0 ofa (s ’
(3, Z;’w% SRS ’;{Z(Z; 0 +z T

p=1
890‘ (Z ) 0z%
6 19 i ﬁ
Zejk zj,t) 0.7 + ; 0 00 (z,1)
aZZ A8
= 0(t).08 (2, t +Z «9]k(z], t)

B= 10

Conformemente, diferenciando (4.7) con respecto a t, obtenemos la siguiente
igualdad:

82‘]‘ (t)Q%(ZZ, ) + Qlk(zl, ) = Qlj(t)eg(zz, t) + 873 (ZZ', t) + ij(t)@o;(zz, t)+

0z
Z 3 efk(zm t)

51 0z

luego, como de (4.7) se tiene

97;0;6(2’7;, t) T 07,0;(27» t) =
B=

—_
<.

entonces podemos escribir la igualdad anterior de la forma
a azz 5 n 0z B
0% (i, 1) — 05, (21, t +Z —50n(zt) = 05() Xioi 5500 (5t
8=1 Z J ( 9)
— ]k(t)e;‘;(zl,t)

En general, deﬁniremos la clase corchete de dos campos vectoriales holomorfos

locales v = Z vf‘( ) Z u ( ) de la siguiente manera

[v,u] = Z(vu?‘ — uv]o‘)ﬁ (4.10)
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- a a a o - a <« azk a
Z(U.Uj —u.vj)@ = Z(“'“j - uvj). 028 8zk

a=1 J a=1 B=1
a 020\ 0
- Z <az: Uiy Ui azk ) 0z

us VY ) ——
(o7 =) a ] a
n
0
— B B
= (vl — uvk)@
p=1 k

También tenemos que [v, u] es bilineal en u y v, como sigue:
n

] = 3 [0+ w)a - u(ef +w)] 2

= Ao, u]

Analogamente se comprueba [v,u + w] y [v, Au]. Entonces, podemos observar
que [v,u| no depende del cambio de coordenadas, es bilineal y claramente

[u, v] = —[v, u]
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chete, podemos reescribir (4.9) como

0ij(t) = O (t) + Oy = [0:5(0), ;1 (8)] (4.11)
luego sustituyendo ¢t = 0, obtenemos
0:5(0) — 0 (0) + 031, = [0:(0), 0,1, (0)] (4.12)

y como asumimos que M = M, identificando U; con U; x 0, podemos consi-
derar { = {U,} como un cubrimiento abierto finito de M.

Para un § € H'(M,©) dado, si § = (dM,/dt); = 0, entonces 6 es la clase
de cohomologia de un 1-cociclo {6,,(0)} € Z'(4l, ©), aqui (4.12) impone una
cierta restricion en tal 6.

Con el fin de dejar claro el significado de ésta condicién, ponemos para cual-
quier 1-cociclo {0;.} € Z'(4, ©),

Cijk = [Qij,ejk] sobre Uz N Uj N Uk 7§ @

Gijk s un campo vectorial holomorfo sobre U;NU;NUy. {1 } forma un 2-cociclo
sobre U, en efecto

Cikj = [eikaekj] =3 _[eij + ij,ejk] = —[eij>9jk] - [ejk>9jk]
= [0, 05k] = —Gijn
Ciik = 105, O] = —[0i, 055 + O5x] = —[0ij, 055] — 035, 051
= —[0,0;t] = —Cije
Luego se tiene, (z; = (ki es decir, (;;, es antisimétrica en 4, j, k. Seguimos,
ahora en U, NU; NU; N U, # 0

Gijk — Chik + Chik — Chij = [0i5, O5k] = [Onj, Ojk] + [Oni, Oix] — [Ons, 655]
=05 — Onis O] +{6hs, Gir. — 045
= —[0h:, Ojx] + [Oni, 0] =0

Asi {(;jx} es un 2-cociclo. Ahora para unos l-cociclos arbitrarios {6} y
{njr} € Z1(4,0), sean (i, = [03,0] ¥ Gij. = 15, Mye], luego

26k = 04, 0k] + [mi, )
= (03, 050) + [mij, i) + [0i5, min] — [0i, mind + 13, O3] — [mig, O]
= [0, 0 + nse] + M35, O + mjx] — 103, k] — i O]
= [0ij + i, Ok + mjw] — [0i, i) — [mij, O]

= [0s5 + iy, 05 + 5] — 055, mie] — [mij, O5] + 055, 01 — 05, O] +
155, M) — > Mjx]

= (05 + 15, Ojic + i) + (035, O — mje) + M3z m50 — Oji] —
05, 05%] — (15 m5k]
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= 0i; + mi5, Ojnc + mji] + (035 — Ois i — O] — 03, 0] — [ ]
= [0 + mijs O + mji] — 1035, O] — (135, 1]
= 055, 03] + [0i, k] + [0z, O3] + (0355 ] — 035, O] — [0 M
= (03, nk] + [mij, O]

Entonces se tiene,

1
Gijk = 5([9@7 ikl + [Mij, Ojr])

luego {ijx} es también un 2-cociclo en Z%(4, ©), cuya clase de cohomologia
¢ es tGnicamente determinada por la clase de cohomologia 6 de {0;,} v 1 de
{n;r}. Por tanto, si 0;; = 0, — 0;, por un simple calculo se tiene

2Giik = [0; + Ok, njk] — [60i + Ok, mix] + [0: + 65, m45],

es decir, que {G;jr} = 0{[0; + Ok, njx] }-
Entonces definimos la clase corchete de 0,7 € H'(M, ©) por

[0,1] = ¢ (4.13)

[0, 7] es bilineal en 6 y 1, y se cumple la igualdad [0, 7] = —[n, 0].
Note que hemos definido una aplicacion bilineal:

[—,—]: HY(M,0) x H'(M,0) — H*(M,0)

Poniendo i = k en (4.12), obtenemos 01;(0) + 6;(0) = 0 pues 01, (0) = 0. Asi,
{0,:(0)} € C*(4,©) es un 1-cocadena, y por (4.12) podemos reescribirlo como

50100} = {Gin} . Gijk = 10:5(0),0;1,(0)].

Obteniendo

[6(0),0(0)] =0 (4.14)
Es asi que bajo estos resultados queda demostrado el teorema. O
Observacion:

Por otro lado, si [, 8] # 0, no existe deformacion M; con My = M y (dM,/dt);— =
6. En el sentido que llamamos a [0,0] € H*(M,©) la obstruccion de la defor-
macion de M.

La condiciéon necesaria de [0, 0] = 0 es obtenida por derivar la ecuacion (4.7)
con respecto a t, y poniendo ¢ = 0, mientras que (4.7) es obtenido de derivar
la ecuacion (4.6) con respecto a t. Asi, la condicion [0, 0] = 0 es obtenida de
(4.6) derivando dos veces respecto a t y poniendo t = 0.

Entonces, motivados por el teorema anterior, se da la siguiente definicion.
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elemento [0,0] se dice es una obstruccion (primaria) a la deformacion infini-
tesimal de la estructura compleja de M.

No existe variedad compleja compacta (incluso algebraizable) M para los cua-
les podamos encontrar una clase de cohomologia obstruida § € H'(M,©).
Kodaira y Spencer en ([5]) da un ejemplo de ello: M := T" x P! donde T™
(posiblemente algebraico) es el toro complejo n-dimensional, n > 2.

Por otro lado, siguiendo la idea de la demostracion del teorema (3.4), que
dice si (.#,B,w) es una familia analitica compleja y h : D — B una apli-
cacion holomorfa. Se puede considerar la familia analitica compleja induci-

a (h*.#,D,h*w), dada en la seccion (3.2). Entonces existe g : h*.# —.#
una aplicacién holomorfa, tal que ¢ aplica la variedad compleja compacta
(h*w)~!(s) biholomorficamente en w*(h(s)) = My para cada s € D, es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

/A4

e |-

" ./p
Y si identificamos (h*@) !(sg) = Mp(se) X {0} con M) = @ *(h(so)) en-

tonces se puede decir que g se extiende a la aplicacion identidad en Mj,(s,).

Luego el siguiente teorema resulta ser la derivada de la funciéon compuesta
resultante de ésta construccion.

0
Teorema 4.2. Para cualquier vector tangente — € Ts(D), la deformacion

0s

0
infinitesimal de My(s) a lo largo de En es dado por
s

My
h( Zak% (t1, ... tm) = R(s). (4.15)

Demostracion. Pongamos

i 8f‘-1(zk,t1...,tm) a
() = > =g 9z

J

—_

a=

CA gs 0=

<j

—_

a=

M, OMp(
Tenemos que %T es la clase de cohomologia del 1-cociclo {0y;,(t)}, ¥ 8h
Y s

es el de {n;x(s)}. Luego como h(s) = (t1,...,tn), tenemos
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Por lo tanto, vemos que (4.15) se cumple. El resultado en (4.15) es la formula
de la derivada de una funcién compuesta. O

4.2. Numero de Moduli

Sea (.#,B, ) una familia analitica compleja de variedades complejas com-
pactas que es completa en ty € B.

La completitud se consigue por el teorema (3.4) expuesto antes, de que
la aplicacion infinitesimal Kodaira-Spencer KS; : Ty, B — H'(M,,,©,,) es so-
breyectiva. En este caso sabemos que (.#,B,w) contiene todas las posibles
deformaciones infinitesimales de M;,. Pero puede ocurrir que dos direcciones
tangentes distintas en ¢ty a B pueda dar lugar a la misma deformacion infini-
tesimal de M;,. Nos gustaria tener una situacion en la que esto no suceda, es
decir, situacion en la que KS; sea inyectiva.

Luego KS; darfa un isomorfismo de Ty, B con H'(M,,, ;). En términos
méas generales, nos gustaria tener una situaciéon donde no haya "direcciones
redundantes". Naturalmente, esto nos lleva a lo siguiente.

Definicién 4.3 (Familia Eficaz). Sea (.#,B,w ) una familia analitica compleja
de variedades complejas compactas y ty € B :

1. Se dice que ésta famalia es eficaz enty € B si la aplicacion infinitesimal
de Kodaira-Spencer KS; : T,y B — H'(M,,,0,,) es inyectiva, y

2. Decimos que (#,B,w) es efectivamente parametrizado o quet € B
es un pardmetro eficaz si (W,B,w) es eficaz en cada t € B.

Note que si (.#,B, @) es efectivamente parametrizada, entonces en cada t € B,
distintas direcciones tangentes dan lugar a distintas deformaciones infinitesi-
males de M;, es decir, no hay dos direcciones tangentes diferentes que puedan
definir la misma deformacién infinitesimal de M; para cada t € B.

Ahora si M es una variedad compleja compacta y (.#,B,w) una familia
analitica compleja de variedades complejas compactas con ty, € B tal que
@ Y(ty) = M, entonces podemos esperar algo especial que suceda si esta fami-
lia se completa y se parametriza con eficacia. Esto se justifica por el siguiente
teorema:

Teorema 4.3. Sea M una variedad compleja compacta y (.4, B, @) una fa-
milia analitica compleja completa efectivamente parametrizada con ty € B tal
que @ L(ty) = M. Entonces tenemos lo siguiente:

1. Sea (1", D, ) cualquier familia analitica compleja de variedades com-
plejas compactas, completa efectivamente parametrizada con sq € D tal
que ™' (s9) = M. Entonces, ambos B y D tienen la misma dimension
como variedades.
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y una aplicacton holomorfa wnyectiva h :
mersion abierta) aplicando sy en ty tal que la familia inducida por h,
(h*. 7 ,E,h*w), es equivalente a la restriccion de la familia .1 a E,
(A g, E, 7). En este sentido, una familia analitica compleja completa
efectivamente parametrizada con fibra M es inicamente determinado, a
condicion de que existe, a nivel local en el punto sobre el que M es la

fibra.

Demostracion. (1): Ya que w1 (tg) = M = 7 1(s9) y (.#, B, @) es completa,
implica que es completa en t;, entonces existe un dominio £ C D con sg € F
y una aplicaciéon holomorfa h : E — B con h(sg) = t, tal que (h*.#, E, h*w)
es equivalente a (./ g, E, 7). Sea [ la dimension de E. Si escogemos E suficien-
temente pequeno de modo que esté cubierto por un solo sistema coordenado

complejo local con coordenadas s = (s1,...,s;), entonces tenemos que el vec-
0 0
tor tangente (—, ..., —) forma una base sobre C de T,E = T D.
881 aSl

Pero desde que (.7, D, 7) es efectivamente parametrizable, vemos que tam-
bién lo es su restriccion (./ g, E, 7). Por lo tanto KS, : T,E — H'(N,, ©,)
es inyectiva para cada s € F. Aqui, como es habitual, N, = 771(s).

A continuacion, como (h*.#'| E,h*w) es equivalente a (./ g, E, ), tenemos

ON; ONy
que N, es biholomorfo a M) para cada s € E. Asi, (a—, ) ,a—) son
51 Si
linealmente independientes sobre C en H'(Nj, ©,) = H' (M), On(s)) para ca-
da s € E. Ahora, sea m la dimension B y t = (ty,...,t,) una coordenada

compleja local en una vecindad suficientemente pequena de ty = h(sg) € B.
Luego la eleccion de E a ser més pequena, si es necesario, tenemos que t =
A oM, oM,
(t1,...,tm) = h(s) y <(9t1 adl
C en HY(Mys), Ons)) = H'(M,, ©,) para cada t en esta vecindad coordenada
compleja local, donde se ha utilizado el hecho de que la imagen del espacio tan-
gente en t a B en H'(M,;, ©;) por KS; tiene dimensiéon m porque (.#, B, @)
es efectivamente parametrizada.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

) son linealmente independientes sobre

=)

H'(My(s), Ons)) H'(M,,©y)
KSs KSt
T.D dhs T.B

Ademas por la regla de la cadena tenemos:

8)_8]\[8_ o0 OMy |

K5 (55,) = B, = 2,
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0S
C como se ha senalado, esto obliga a [ < m.

Ahora nos dedicamos a realizar el argumento anterior, invirtiendo los papeles
e (A,B,w)y (-4,D,n) para obtener m < [, donde m = .

(2): Hemos demostrado anteriormente que para cada s € E, KS,(TsD) =
KS(T;B) C H'(M,;,©,) donde t = h(s). Asi, el determinante de la matriz

oty
<88“>
es distinto de cero. Pero esta matriz es precisamente la matriz jacobiana de
la aplicacion holomorfa h : E — B (escrito en términos de las coordenadas
locales en sy € F y tg = h(sg) € B). Por eso h tiene que ser inyectiva y
por lo tanto A := h(E) es un dominio de B conteniendo a t5. Ahora tome E
suficientemente pequeno, por lo que A también sera lo suficientemente pequeno

de tal manera que puede representar el espacio de deformaciéon de la familia
restringida (.#x, A, @) como

k
UUXA frn

donde Uy, ..., Uy son los polidiscos que se pegan a través de las funciones tran-
sicion { fjx(zk,to)} para dar la variedad compleja compacta M, y la relacion
de equivalencia ~a es definida como: si (zj,t) € U; X Ay (2,t') € Uy x A
entonces (zj,t) ~a (2, t') siysolosit =t"y z; = fjx(zx, t). Entonces podemos
escribir

OUXE ))/ ~E

donde la relacion de equivalencia ~ E es definida: si (z;,s) € U; X E'y (2, §') €
Ui x E entonces (z;,5) ~ E(z,s") siysolosi s ="y z; = fjp(zk, h(s)). Ahora
bien, como h : E — A es biholomorfa, consideramos h como una transforma-
cion coordenada de uno y el mismo espacio de parametros (es decir identifica
E y A como estructuras complejas biholomorfas en la misma variedad diferen-
ciable). Entonces (.#'a,A, @)y (- g, E, ) puede ser considerado como la
misma familia analitica compleja pero con diferentes opciones de sistemas de
coordenadas en ./ 5y Aa. O

Motivados por el teorema anterior, declaramos lo siguiente.

Definicion 4.4 (Numero de Moduli). Sea M una variedad compleja compacta
y (A, B,w) una familia analitica de variedades complejas compactas efec-
tivamente parametrizada con @ '(0) = M, donde B es un dominio de C™
contentendo a 0. Llamaremos a m = dimB el numero de Moduli de M, y lo
denotamos por m(M).
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milia analitica compleja 7, b,w) con w VI, que contlene todas las
deformaciones suficientemente pequenas para M. Por lo tanto el nimero de

parametros de M, en el sentido preciso, es considerado como el nimero de
Moduli m(M).

Para una variedad compleja compacta dada, M, si existe una familia analitica
compleja efectivamente parametrizada (.#,B,w) donde B es un dominio de
C" conteniendo al 0y w=1(0) = M, se sigue que

- KSo : ToB — H'(M, ©) es inyectiva, y

- KSo(TyB) es un subespacio lineal m-dimensional de H'(M, ©).

Asuma 0 € KSy(TyB), entonces 6 = ICS()(%) para algiun

0 k| 0

— = — ) € TyB.

ot ZCA(%) ]

|
Sea s € C una variable y ponga t(s) = (£1(8),...,tm(s)) = (c15,...,cmS).
Luego si € > 0 es suficientemente pequeno, tenemos t(s) € B para |s| < e.
Por lo tanto considerando la familia analitica compleja {M;,) : [s| < €}
t

inducida de (.#,B,w@) por la aplicacion holomorfa s — ¢ = t(s), tenemos
Mt(O) = MO — M, v de (415),

(52) ., = a5

=1
N 9
= ;CA'KS(](&A)
4 /c50<%)=9.

Entonces, por el teorema (4.1), 0 satisface la igualdad [#,6] = 0. Ademas,
como se ha visto durante la demostracion del teorema senalado anteriormen-
te, 6 debera satisfacer un ntmero infinito de condiciones. Asi, en general,
KSo(ToB) & HY(M,©), y podemos esperar que m sea bastante mas pequetio
a la dimension de H'(M, ©).

Como [0,n] = [n,0] si 0,n € KSo(TyB), se tiene

0.1 = 5 (16 9.0+ 0] = (0.6~ [n.0]) =0

Por otro lado, si m = dimH'(M, ©), se tiene que KSo(TyB) = H' (M, 0). De
ahi, considerando el caso anterior de {M,) : |s| < €}, podemos observar que
para cualquier § € H'(M,©), existe una familia analitica compleja (.#,B, @)
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Veamos ahora ejemplos donde calcularemos el nimero de parametros de algu-
nas variedades complejas compactas, como son la Superficie de Hirzebruch, el
Espacio Proyectivo P y el Toro Complejo n-dimensional.

4.2.1. Ejemplo de la Superficie de Hirzebruch

Considere la familia analitica compleja construida en (2.13) en el caso m =
2 y k= 1. Empleando la misma notacién como en el ejemplo (2.2.4), tenemos

Mt:U1XP1UU2XPl, U1:U2:(C,

donde (21,(;) € Uy x P! y (29,(3) € Uy x P! son el mismo punto de M, si y
s6lo si
azm =1, =20+t (4.16)

Hemos visto que My = My, y M, = My = P' x P! para ¢ # 0. Recordar que
Mm:Ul XP1UU2 XIP)l,

donde (z1,¢1) € Uy x P!y (2,() € Uy x P! se identifican si 2120 = 1y
(1 = 25'¢y. Para calcular dimH"'(M,,, ®), primero probemos que

Lema 4.2.
H'(CxP',O)=0

Demostracion. Ya que P! es una unién de U; y Us, C x P! se escribe como
CxP'=V,UV,, donde V4 =CxU, Vob=CxU,,

es decir, B = {Vi, V,} forma un cubrimiento abierto de C x P! por dos vecin-
dades coordenadas V; y V5. Ambos son biholomorfos a C?> = C x C, y el Lema
de Dolbeault (5.1) es vélido para C? considerado como un bi-disco de radio oco.
De ahi el teorema de Leray (5.2) se aplica al cubrimiento B, y se obtiene

HY(C x P',0) = H'(B,0©) = Z'(B,0)/5C°(B,©).

Un 1-cociclo {62, 021} perteneciendo a Z' (B, ©) consiste de campos vectoriales
holomorfos 615 y 621 sobre V; NV, con 15 = —0y, mientras que C°(B,0)
es el conjunto de todos los pares {6;,6s}, donde éstos son campos vectoriales
holomorfos sobre V; y V, respectivamente. Por lo tanto, con el fin de demostrar
H'(B,©) = 0, es suficiente para demostrar que cualquier 1-cociclo {65, 6o}
es representado como {0y, 65}, es decir,

Sea w la coordenada en C. Luego, en términos de las coordenadas (w), z1) en
Vi = U; x P!, el campo vectorial holomorfo 6,5 sobre V; N V5 es escrita en la

forma 9 5
012 = u(w, zl)% + v(w, zl)a—Zl,
82
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u(w, z1) = Z un(w)z7, v(w, z1) = Z v (w)27,

n=—oo n=—oo

donde los wu,(w), v,(w) son funciones enteras de w. En vista de 2z = 1/20 y
0/0z = —22(0/02y), si establecemos

0 =— ;un(w)z’f% - nz_:“n(w)% 6—21’
Oy = — ;u_n(w)zza— — ;v_n(w)z2 9

entonces #; y 0y son campos vectoriales holomorfo sobre V; y V5, respectiva-
mente, y satisface 0o = 0y — 0;. O

Ponga Wy = Uy x P! y Wy = U x P'. Entonces B = {W, W} es un cubri-
miento abierto de M,, y ambos W, y W, son biholomorfos en C x P!. Asi,
H'(Wy,0) = H'(W>,0) = 0. Luego, por teorema (?7), tenemos

HY(M,,,©) = H(B,©) = Z'(5,0)/6C°(B, ©).

Representemos un 1-cociclo {03,602} € Z'(B,0) por el campo vectorial ho-
lomorfo 615 = —6y; sobre Wi N W,. Entonces, este 1-cociclo pertenece a
5CY(B,0) si y solo si existe campos vectoriales holomorfos 6; y 6 respec-
tivamente en Wy y W5 tal que

‘92 — 81 = 812. (417)

Por la ecuacion (2.16), 6, es escrita en forma

0 = 1)1(2’1)6321 i (041(2’1)C12 + B1(21)C1 + 71(21))%7

donde wvy(z1), a1(21), B1(21),71(21) son funciones enteras de z;. Similarmente,
por ecuacion (2.17), 62 es escrita de la forma

by = 01(22)8%2 + (aa(22)G + Bal22)Ca + 72(22))8%27

donde vq(22), aa(22), F2(22), ¥2(22) son funciones enteras de zo. Escribimos 6,9
como sigue en términos de las coordenadas (z1, () :

612 = vraler) g+ (ara(1)GE + Buae)a +10a20) o

Aqui, v12(21), a12(21), B12(21), 712(21) son funciones holomorfas de z; sobre U;N
Uy = C*, por tanto, se expandes en series de Laurent en z;. En términos de las
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0 P2 0
—2iva(2) 5 <z{”a2(22)(12 +mava(22)G + Ba(22)G + L e >—
021 “1 G
(ver pag. 51). Aqui la ecuacion (4.17) se reduce al siguiente sistema de ecua-
ciones:

(

—zf@(%)—vl(zl) = v1a(21),

1

1
2{”6@(;)—&1(21) = aga(),
1

mzlv2<1>+ﬁg< ) Bi(z1) = Pra(z1),

i’Y2<12)—’Y1(2’1) = 712(21).

zm
\ 1
En caso m = 0 o 1, estas ecuaciones siempre tienen una solucion. Para m > 2,
—+00
sea v12(z1) = E cpzy una expansion de Laurent de 7p2(2;). Entonces las
n=—oo
ecuaciones dadas arriba tienen solucién siy solosic 1 =c o=+ =c_,41 =

0. Se obtiene

. Y o 0, m = O7 1,
dlmH(Mm’@)_{m—l, m=23,4,..., (4.18)
y para m > 2, el 1-cociclo
y O 1
Oy = z2a< €Z'(B,0), k=12...,m—1, (4.19)
1
forma una base de H'(M,,,©) = H'(B,0).
A continuaciéon probemos
Lema 4.3. .
H*(M;,0) =0 (4.20)

Demostracion. Puesto que tenemos H'(M,,, ©) = dimH°(M,, Q'(K)) por
teorema (5.5, donde K = A"T*(M) juega un rol importante en geometria
algebraica y variedades complejas; es suficiente probar H 0(M,,, Q'(K)) = 0.
Como M,, = Uy x PUU, x P!, P! = CU {oo}, cualquier ) € HO(M,,, Q'(K))
se escribe sobre U; x C<U; x IP’l de la forma

= (9(217 C1)dz1 + h(z, §1)dC1) ® (dzl A dCl)a

donde g(z1, (1) y h(z1, (1) son funciones holomorfa de z; y (i # oo. Note que 9
requiere ser holomorfa en una vecindad de U; x oo. Cambiando las coordenadas
(1 en las coordenadas locales w = 1/(; al 0o, obtenemos

o= (s )s— ()25 ) o (20 25).

Ast (1/w?)g(z1,1/w) y (1/w*)h(z1,1/w) deben ser holomorfas en w.
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definida por la ecuacion
por ecuacion (4.18),

)

(4.16). Donde My = M,, y M, = M, t # 0, tenemos,
Proposicion 4.1.

1, t=0,

0 t20 (4.21)

dim Hl(Mt, C"‘)t) == {
Con el fin de calcular las deformaciones infinitesimales de My, escribimos (4.16)
como

21 :f112(z2a<2>t)a Cl :f122(22>g2>t)a

donde f{,(z2,¢2,t) = 1/25 es independiente de t; y f3(z2,(a,t) = 23(s + t2o.
La deformacion infinitesimal dM,/dt € H'(M,;, ©;) no es més que la clase de
cohomologia del 1-cociclo

Ofis(22, G2, t) O 0
912(15) = Ta—cl = Zga—gl.
Para t = 0, zQ(a%l) forma una base de H'(My,©,) = H'(Ms,©) por (4.19).
Asi KSg : To(C) — H'(Mjy, ©y) es sobreyectiva. Por tanto, por el teorema
de completitud (3.4), la familia {M; : t € C} es completa en ¢ = 0. Como
H?(M,,©) = 0 por (4.20), existe una familia (.#, B, @) tal que w'(0) = M,
y que KSg : Ty(B)—>H'(M,,0) con 0 € B C C.

Para t # 0, H'(M;,0;) = 0 por (4.21). Asi dM;/dt = 0 y la familia {M; :
t € C} es completa para cualquier t. Por tanto {M, : t € C} es una familia
analitica compleja completa.

Para la familia completa {M; : ¢ € C}, tenemos dimH"'(My,0q) = 1, y
dimH'(M;, ©;) = 0 para t # 0. Esto implica, que el nimero de moduli m(Mg)
no esta definida. Recordemos que dimH°(Ms, ©) = 7 (ver pag. 52). Este ejem-
plo muestra que incluso si H?(M,©) = 0, el nimero de moduli m(M) no esta
necesariamente definido en el caso H°(M, ©) # 0.

4.2.2. Ejemplo del Espacio Proyectivo P”

.....

que P = U Uj, luego como P" es una variedad compleja compacta y simple-
5=0

mente conexa, podemos considerar los U; como polidiscos coordenados, de ahi

por el teorema de Leray tenemos que H(P", ©) = H?(4, ©) para cualquier

cubrimiento Y de P que cumpla H?(U;,©) = 0 y como por el lema (4.1), se

tiene

HY(U;,©)=0, ¢>1,j=0,...,n,
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Z9(4,0) = {c? € CU(4L,0) : 6ct = 0},

se tiene luego 66C'7 1 (U, ©) = 0. Veamos ahora lo reciproco, sea ¢ € Z4(3l, O)
entonces ¢? € C(4, O) tal que dc? = 0, demostraremos que ¢? es un coborde,
es decir que existe un ¢! € C171(4U O) tal que dc?! = (.

Definamos ¢?~! = {¢4,..x,_, }, vy hagamos ¢ = 1 en el proyectivo 2-dimensional
P? = Uy U Uy U Uy, entonces debemos probar que existe b = {b;} € C°(i, O)
tal que db = ¢! donde ¢* = {cgr, }, es decir que cumpla g, = by, — by,
Veamos en Uy N U; donde

UnNUy = {[zo:x1:x9]:20#0,21 #0}

{222 )

g Iog X
& 1Lt 77

va que {cror, } € Z1 (4, ©) es un campo vectorial holomorfo del haz de gérmenes
de campos vectoriales © sobre i, entonces expresamos

o ., 0

0
Chokr = Choks 3 T Ckokla_y

donde cgokl Y Chor, Son holomorfas en Uy U U;.

0 _ 0 q1,,92 oI
Luego, ¢ r, = E Crokr.que T Y* 1a podemos reescribir como
q1€N, g2€Z

0 _ E 0 q1,,92 _ E 0 q1,,92

Ckokr — Cok1,q102T " Y Ckok1,q102C " Y

q1€N, g2€Z+ q1EN, g2€Z~
- N -
e v
::b?1 €O(Uo) ::b?OEO(Ul)

entonces c) , = b — b9 . Analogamente tenemos ¢ ., = bj, — bj,.
Por lo tanto en UO N U; se tiene

Chok1 = <b§)1% + b;1 ;y) <b(;°§x * b]loaa?)

=:bj, =:bjo

luego ¢y, = bj, — bj, donde b;, € O(U;) y b, € O(Uyp).

Similarmente se obtiene para

UNUy=A{[z:y:1]:x+# 0} que cxor, = dj, — dj,

y para
UnUs;=A{[z:1:y]:y#0}que cpp, =€j, — €,

86

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\\\‘ENEQ&

S -“'(% PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 gs gx_}\gﬁg&:m

# | DEL PERU

sto quiere decir que para cada par de abiertos coordenados en [P* se cum-
ple que existe b = {b;} € C°U,O) tal que 6b = c' donde ' = {ck, },
generalizando para P", se comprueba lo mismo, por lo tanto obtenemos que
HY(P" ©) = 0, es asf que se tiene m = 0, luego P" no contiene parametros
variables y 0 = dimH'(P", ©).

4.2.3. Ejemplo del Toro Complejo n-dimensional

Como el espacio vectorial complejo C™ es un grupo de Lie complejo conmu-
tativo con la suma de vectores como operacion de grupo, y es 2n-dimensional
como espacio vectorial real, podemos fijar una base sobre R con 2n-vectores
linealmente independientes (L.I), w; := (wj,...,w}) € C" con j =1,...,2n.
Entonces el subconjunto de C™ definido por

2n

&= {Z(mjwj) 1m; € Z}

Jj=1

es un reticulado en C" (es decir, un Z-submodulo de rango maximal, rango 2n
en C", por tanto isomorfo a Z?") y, ademas, un subgrupo discreto del grupo
de Lie C". GG tiene como dominio fundamental al paralelepipedo real cerrado
2n-dimensional dado por

2n

F={> () : 0<t; <1},

il

F' es claramente compacto y conexo. Luego, M := C"/G es un grupo de Lie
complejo conmutativo compacto conexo n-dimensional llamado toro complejo
n-dimensional y tiene a C" como espacio universal que lo cubre junto al grupo
de transformacion de G.

Sea S el conjunto de las matrices de orden n donde la parte imaginaria tiene
determinante positiva. Escribimos un elemento s € S como s = (s§) donde «
denota el indice de la fila y 3 el indice de la columna. Entonces S es identificado
como una subvariedad abierta, de la variedad compleja C*, de matrices de
orden n con s§ denotando la (n(a — 1) + 3)-ésima coordenada de C". Luego,
para cada matriz s € S definimos una matriz con n-filas y 2n-columnas, cuyas
entradas estan dadas por las componentes de los 2n-vectores L.I de la R-base
de wy = (wi,...,w}) donde k = 1,...,2n, pero entre wy,...,ws, existen
n-vectores L.I sobre C", entonces podemos asumir que dichos vectores son
Wp41y -+ -5 Wop-

Por lo tanto, podemos denotar a la matriz como w(s) = (w

*(s)), mediante
we

(s) =0f paraj =1,...,nywi(s) =sjparaj=n+p8=1..,n,
ésta matriz es llamada matriz periodo asociado a M, en términos de éstas
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(4.22)

Defina el siguiente conjunto de aplicaciones C" x S — C" x S
G = {g9;: (z,8) = (z+wj(s),s);7=1,...,2n}

donde wj;(s) es el vector en C" con componentes correspondientes a las entra-
das de la j-ésima columna de w(s). Cada g; es un automorfismo holomorfo de
C™ x S. Sea luego, G el subgrupo abeliano aditivo de automorfismo de C" x .S
generado por G. Luego, GG actua propiamente discontinua sin puntos fijos y
por tanto el cociente B := (C" x S)/G es una variedad compleja, por teorema
(2.3), ademaés la proyeccion canodnica sobre el segundo factor de C" x S induce
una aplicacion holomorfa w : B — S cuya fibra en cada punto s € S es un
toro de dimensién n con matriz periodo w(s). Es asi que, (%, S, w) es una
familia analitica compleja del toro complejo n-dimensional.

Entonces dada ésta familia, demostraremos que es una familia completa efec-
tivamente parametrizable, probando que la aplicacion infinitesimal Kodaira-
Spencer es un isomorfismo en cada s € S porque asi podemos aplicar el teo-
rema de completitud, y el nimero de Moduli para cualquier toro complejo T™
es definido e igual a n? = dim(H'(T",Or)). Note que la dimensién de S es
también n? por la definicién misma de S (se puede identificar naturalmente de
manera obvia con un subconjunto abierto de C").

Sea (#,S,w) = {B, := w—1,5s € S}, O, el haz de gérmenes de campos
vectoriales holomorfos sobre B,. Sea p la aplicaciéon cubrimiento candnico lo-
calmente biholomorfo de C* x S — (C" x §)/G =: &%, {U;;i € N} un
cubrimiento localmente finito de % donde cada U; es escogido lo suficiente-
mente pequeno de modo que su imagen inversa por p sea la uniéon disjunta
de infinitos dominios {U;;,j € N} de C" x S siendo cada uno de ellos una
aplicacion biholomorfa por p en U;.

Elija uno de los U;; para cada i, digamos U;;. Sea (Z',...,2") coordenadas
estandar sobre C" y s = (s§) € S C C"* coordenadas sobre S inducida (de las
coordenadas estandar de C™) via su inclusion como un subconjunto abierto de

2
C™. Por lo tanto tenemos a (z',...,2",s) como coordenadas sobre C" x S.

Luego sea (2}, ..., 2", s) la restriccion de estas coordenadas en U;; para cada .
Como p : U;; — U; es biholomorfo, podemos considerar, para cada i, las coor-
denadas (z},..., 2" s) en Uy como coordenadas en U; via p. Escribimos asf,

por simpleza, (z} 2" s) = (z;, s). Por tanto tenemos el sistema de coorde-

nadas locales {(U;, (2, 5));i € N} en .%. Entonces, por la definicion misma de
Z tenemos que en U; NU; # 0

20 =20 4 ml + Zm?k+ﬁs§> ml, €7, (1<a<n) (4.23)
=1
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n
wons) =+ i+ Y my!Tsg, m €2, (1< a<n),
B=1

Aqui la deformacion infinitesimal de B, a lo largo de (9/0sj’) es dado por
la clase de cohomologia 0(s) € H'(Bs, ©,) definida por el 1-cociclo {6;x(s)}
donde

"\ Ofy(2,8) O 0

. — ZJik\“k>2) ¥ n+fo
O(s) =Y e (4.24)

7=1

0
Sea WU, el haz de gérmenes de campos vectoriales C'*°, de la forma Z P —

~ 0z“
sobre B;. Tenemos entonces la secuencia exacta corta de haces sobre B, dado
por

led- 0\ L AN IOF

de la cual obtenemos la secuencia exacta larga en cohomologia (ver teorema
(5.1) en el Apéndice)

0—— HY(B,,0,) —~ HY(B,,¥,) —2~ H(B,,00,) 2~ H'(B,,0,) —~

H'B,,V,) —— H'(B,,0V,)

Donde se puede comprobar que la aplicacion H'(B,, ¥,) — H'(B,, 0¥,), dada
en la secuencia exacta larga anterior, es inyectiva. Por lo tanto 6* es sobreyec-
tiva. Asi tenemos:

H'(B,,0,) = H’(B,,0V,) /0H’(B;, ¥y)
Vamos a utilizar cohomologia de Cech para los calculos de abajo (véanse las

observaciones al final de la seccion (5.4) en el Apéndice). En primer lugar, a
partir de las relaciones (4.23) anteriores se obtiene:

> mit(sg —55) = 2 — 28 — (2 — 27) (4.25)
B=1

Por la definicion de S, ya que s = (s3) € S, la determinante de (s — 3)

es distinto de cero; por lo tanto, podemos establecer u = (s — 5)7* (ug).
Entonces tenemos
m = (=)l =Y (5 =2l (4.26)
y=1 y=1

Ahora establezca en cada interseccién no vacia U, N By
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y

Luego de las relaciones (4.24) y (4.26) tenemos en cada intersecciéon no vacia

U NU,N By
Y — i = 5” ((z] =) — (2] - z7))u’8°—a — m 0 _ Oir.(s)
k ¢ k k ) ) o aZ?O ik aZ?O ik ’
v
0

donde hemos utilizado el hecho de que 5500 6 ao en U; NU,.
%

Sea Us = {ka; Uks :== Ux N By # 0}. Note que ¢k es una secciéon de W, sobre
Ugs y 0Yy — 01p; = 0 sobre Uy, N Uis =+ (). De ahi que estos dvy, se pegan para
dar una seccion global ¢(s) de 0¥, es decir, una seccion sobre Bj tal que

0
( \Uks = 8¢k Z uﬁo de aao)

Ahora ® = {¢} € C°(Up, V). Entonces O = ¢(s) y 0 := {3y, — s} =
{0i(s)} (ver la seccion (5.4) del Apéndice). Al analizar la forma en que §* es
definida, es facil ver que estos dos tltimos célculos implican que §*¢(s) = 0(s)
donde 6(s) € H'(By, ©y) es la clase de cohomologia determinada por {6;x(s)}.

Ahora H*! (T B,) denota un vector arménico T Bs-forma de tipo (0, 1) donde
T B, denota las fibras tangentes de B,. A continuacion, podemos comprobar
que bajo el isomorfismo del teorema (5.6) Hodge-Dolbeault tenemos:

H'(B,,0,) = Hy'(B,, TB,) X H" (TB,) : 0(s) — ¢(s).
Por otra parte, como resultado de los calculos explicitos
H"!(TB;) {soyso ZZ%( P ® ),cgec},
a=1 =1

tenemos la dimension de H'(Bs, ©,) como n? Ademés, dado que el factor
determinante de u = (s — 5)~! es diferente de cero, los elementos

<<P(8) = Zug°< 3 8aa0>; 1 <ag,f < n>
v=1

son linealmente independientes. De ahi que la aplicacion infinitesimal de Kodaira-
Spencer KS; : T,S — H'(B,, ©,) es un isomorfismo.
Por lo tanto, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 4.4. Si la familia analitica compleja (7, S, w) es completa y efec-
tivamente parametrizable. El nimero de Moduli de cualquier toro complejo
n-dimensional B es definido e igual a n*. También tenemos que la dimension

de H'(B,©) es igual al nimero de Modul@ de B.
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Capitulo 5
Apéndice

Una persona bella, en el auténtico sentido de la palabra,
es aquella que vive cada dia con esmero y dedicacion, y que ademds tiene
la capacidad de descubrir la belleza en los diferentes aspectos de la vida.

Daisaku Ikeda.

5.1. Teoria de Haces

Definiciéon 5.1. Sea un espacio topologico X con una topologia 7. Un pre-haz
F en X consta de los siguientes datos:

(i) Una coleccion de conjuntos no vacios F(U), con U € 7.
(ii) Una coleccion de aplicaciones p = {py; : F(V) — F(U)} donde U C V,
pl homomorfismos (restriccion) y cumple propiedad de transitividad.
(i) pg = Idrwy para cada U, y py o py = pl/ paraU CV C W.
El conjunto F(U) es llamado el conjunto de secciones del pre-haz F sobre U.

Mas atn, un pre-haz F se supone que debe llevar una estructura algebraica
adicional. Por ejemplo:

Definiciéon 5.2. Un pre-haz F es llamado un pre-haz de grupo abeliano (resp.
anillos, R-mddulos, algebras) si todos los conjuntos F(U) son grupos abelianos
(resp. anillos, R-mddulos, algebras) y si las aplicaciones py; son morfismos de
estas estructuras algebraicas. En este caso, siempre asumimos que F(0) = {0}

Ejemplo 5.1. Sea X una superficie de Riemann, entonces un pre-haz F de
X serd el espacio de gérmenes de funciones holomorfas, es decir O(U) con
pt 1 O(V) — O(U) tal que lleva una aplicacion holomorfa f en f |v.
Definiciéon 5.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea (F, p) un pre-haz, éste
es llamado un haz. Si dado un 4 = |J U; se cumple las siguientes condiciones:
i€l
(i) Dado f; € F(U,) tal que pg:nt(fi> = pgijj(fj) entonces 3 f € F(U) tal
que py,(f) = fi

(ii) Sean f,g € F(U) tal que pgi(f) = pgi(g) entonces [ =g
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. U
cubrimiento abierto de X. Denotamos Uy, = Uy,.x, = Uy, N ... N Uy, donde
k= (ko...ky) € I y q es un entero no negativo.

Definicion 5.4. Una g-cocadena de U con coeficientes en F es una funcion
¢t = {oy} el cual asigna a cada (q + 1)-upla ordenada k = (ko ...k,) € 1%
una seccion oy, € I'(Ug, F) ademds que o es una funcion alternante de k.

Simbolicamente, ¢? es una g-cocadena de U con coeficientes en F si

¢t [ — T(U, F)
k — (k) = oy,

y una funciéon es llamada alternante si

L. Okg..ky.j..ky, = 0 si cualesquiera dos de (ko, ..., k,) son iguales.

2. (Okg..bioodejo g herott = —(Okg. by kiodg Joeratt, 0 <0 < j < q.

Usaremos la notacion oy, x, para representar una g-cocadena. El conjunto de
g-cocadenas de U con coeficientes en F es denotado por C9(U, F).
En simbolos

ClU,F) = {c? = {0k, ket / Okg.ky € U'(Ukg..ys F)}

Observaciones 5.2.1.

1. CUYU,F) tiene la estructura de grupo abeliano, pues es un producto de gru-
pos abelianos de secciones.

2. C°(U,F) asocia a cada abierto U del cubrimiento U una seccion de F(U).

3. Un homomorfismo de haces ¢ : F — G induce una aplicacion
oy CUU,F) — CUU,G)
(Okookg ) reratt > O (Org. kg keratt = (0" (Oho..ky) Jkeratt

llevando (Okq. .k, kcratr en (0*(Okgy..k,) ) keratr donde ¢* denota las aplicaciones
inducidas sobre grupos de secciones.

Definicién 5.5. El operador coborde § : CY(U, F) — C (U, F) es definido
de la siguiente forma
5{0k0...kq}kem+l = {Tko...qurl}kEIq“'Qu

donde

q+1

ot Joerees = Y (-1Pri{og & 4 Jnerwss, b€ 1972
j=0
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Tj(O'kom/];jmkq+l)k€[q+1 = TUk0»~’€q+1 U i (O-k()---/lf\fj---kq+1>kelq+l'

(a.1) Si ¢’ = {01} € CYU, F), entonces 6{oy} € CTH(U, F).
En efecto, es suficiente verificar que §{o}} es una funcion alternante,

q+1 )
5(0kosl...kq) = jz::()(_l)],rj(Ukokl...kAj...kq+1)
q+1 )
= To(Ukle...qu) - Tl(Ukokz...qu) + ._2(—1)““]'(Ukokl..@j...kqﬂ)
]_fH-l )
= —n (Ukokg...kq+1) + TO(O—kle---kp-‘—l) - 22(_1)]Tj(O—klko..]ﬂ\j...Ej...kq-‘_l))
qt1 ) "
= - ZO(_1)]Tj(0k1k0...7€\j...kq+1)
]:
- _5(0-k180...kq>7
y si kg = k1, tenemos
5(0—k0k1...kp) 2 TO(O-klkz...kq+1) /| (o-k()kz...kq+1)
~ TO(O-kle...kq+1) - (o-klkg...kq+1)

— (:]7

q+1
dado que Z(—l)““j(Ukokl...@...kq+1) =0.
=2

Si ¢ : F — G es un homomorfismo de haces, denotando por ¢ los operadores
cobordes asociados a ambos haces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

*

7 i B s cUU, G)

CHY U, F) —— C1" U, G),
asi tenemos que

$yp100 =000,

Ahora definamos
Z U, F)={c € CU,F):oc? =0},

que serd el nicleo del operador coborde ¢ : CYU,F) — C4(U,F). Los
elementos de Z9(U, F) son llamados g¢-cociclos. Para ¢ > 1, pasamos a definir

BY U, F)={c"c C1U,F): existec? ' cC U, F)ydc) =c}
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pectivamente. En el caso que ¢ = 0, convendremos que C~'(U, F) = 0y
B'U, F) = 0.

Luego tenemos que 66C7 (U, F) = 0, ast BY(U, F) es un subgrupo de Z9(U, F),
es decir BY(U, F) C Z(U, F), para todo g > 0.

Podemos definir

q ZU,F) 29U, F)
H'U,F) = §C=Y(U,F) BiU,F)

el g-ésimo Grupo de Cohomologia de U con coeficientes en JF.

Para ¢ = 0, definimos
HU, F)=2°U,F)

Si {0} € Z°(U, F), entonces o; = oy en U; N Uy # (0, por lo que define un
elemento 0 € I'(M,F) con 0 = o; en U;. Luego tenemos o; = ry 0. Asi,
podemos identificar Z°(U, F) con I'(M, F), que es,

H(U,F) =T(M,F)

Observaciones 5.2.2.

1. Como los homomorfismos ¢, : C1(U, F) — CI(U,G) inducidos por un ho-
momorfismo de haces ¢ : F — G, conmutan con los operadores coborde, ellos
inducen homomorfismos entre grupos de cohomologia

¢Zq/:Hq(U,f) — HYU,QG)
Ok kg) > Biy([Oko..g)) = (05 (ho...kg)]-

2. Como Z°U,F) = { € C°U,F) : §(c") = 0} y B°U,F) = 0, se tiene
HYU, F)=A{["]: L ={o;} € Z2°U, F)} = Z°U, F).

5.3. Cohomolégia de Haces: Secuencia Exacta

sea F un haz sobre una variedad diferenciable M, y w : F — M su
proyeccion.

Definicion 5.6. Un subconjunto F' C F es llamado un subhaz de F si las
siguientes condiciones son satisfechas:

(i) F' es un subconjunto abierto de F.
(11) w(F')= M.
(ii) Para cualquier p € M, F) =@ '(p) N F' es un K-submddulo de F,.

ramen n si mism un haz r .
Claramente F' en s Smo es haz sobre M
Sea F” un haz sobre M con la proyeccion w”.
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(i) @"oh =w.
(ii) Para cualquier p € M, h: F, — F] es un K-homomorfismo.

Definicion 5.8. h : F — F” es llamado un isomorfismo de F en F", si
h es un homomorfismo y si para cualquier p € M, h : F, — .7-—1’,’ es un K-
isomorfismo.

Definicion 5.9. Una secuencia de haces y homomorfismos de haces sobre una

variedad M
h P — B,
Fo—Lo o e Frs e P T (5.1)
es exacta si, hy,_1(Fpn1) = Ker hy,, coonm=1,2,...,1—1.

Similarmente una secuencia de K-mdodulos y K-homomorfismos

P u
Hoﬂ)"'—>Hm—1 ! Hmh
es llamada exacta si, hy, 1(H,—1) = Ker hy,, conm=1,2,...,01— 1.

Supoéngase que dada una secuencia exacta de haces sobre M

(I Y\ |-

F— 0 (5.2)

investiguemos la relacion entre los grupos de cohomologia H9(M, F'), HY(M, F)
y HY(M,F"). La exactitud dado en la ecuacién anterior (5.2) implica que el
Ker i =0, Ker h = i(F'), y F' = h(F). Por lo tanto, F' = i(F) C F
es un subhaz e i es la aplicacion inclusion. De aqui también se tiene el iso-
morfismo, F/F' = F” entre F” y el haz cociente F/F'. Escribimos H?(F’)

para H?(M, F'), etc., por simplicidad. El homomorfismo F’ —~ F induce un

homomorfismo HY(F')—= HY(F),y F _h, 7 induce un homomorfismo

HI(F) RSV (F") . Siendo asi, el siguiente teorema es fundamental.

Teorema 5.1. La secuencia exacta de haces 0 F' ‘ F h F" 0
induce la secuencia exacta de grupos de cohomologia
0—— HO(F) —Lw gO(F) Lo go(Fy 2 g (F) e (53)
0" h 0"

— 9 Hy(F) —Ls Ho(F) L ga(Fry 2 geri () L
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ea X un espacio topologico, U := {U;, + € [} un cubrimiento abierto
de X y F un haz de grupo abeliano sobre X. Sea [ un conjunto de indices
debidamente ordenado. Denotemos Uy, .., la interseccion Uy, NU;, N ... NU;,
para cualquier subconjunto finito {ig, 4y, ...,i,} C 1.

Para cada entero p > 0, se define el siguiente grupo abeliano:
Cp(u>~7:) = Hio<i1<--~<ip"r(Uioi1-..ip)a

donde IT denota la operacion de tomar un producto directo de grupos abelianos.
Asi, un elemento o € CP(U, F) es una coleccién

o = {aioil...ip7 7:O < 7:1 < e < ip},

donde ay;,..;, € F (Ui, ..i,) para cada (p+1)-tupla (4o, %1, .. .,7p,) de elementos
de I con g < iy < --- < 1.

Para cada entero p > 0, definir el homomorfismo de grupo abeliano siguiente:
&’ CP(U,F) — CPH U, F), ars dPa,

donde para a = {,..i,, % < i < --- < i,} como antes, definimos d”ar como
sigue:

dPa = B = {Bigiy..ipsrs to <01 < -+ <ipr1}, Bigir.iprs € F Uigir.ippr)s

donde Byi;..i,,, €s la suma de las restricciones a F (U,-Oil,,,ip ..) de los siguientes
(p + 2) secciones locales de F:

Qiyin.ipits (_1)kai0...ik,1ik+1...ip+1a (1 <k< p)S (—1)p+1aio...ip-

Es facil ver que dP™ o dP = 0 para cada p > 0, de modo que la I'mg(dP™) C
Ker(d?) para cada p > 1. Por lo tanto la siguiente secuencia es un complejo
de grupos abelianos y homomorfismos de grupo, ver la secciéon (5.3):
d2

d—l

0 1
C* U, F) : 0 oo, F) L o', F) - 2, F)

Se define el grupo abeliano HP(U, F), para cada entero p > 0, llamado el p-
ésimo grupo de cohomologia e C'ech de X con valores en el haz F en relacion
al cubrimiento U como el cociente siguiente:

H?(U,F) = Ker (d?)/Img (d"~1).

Cada aplicacion dP es llamado la aplicacion coborde o diferenciable para el
complejo C*(U, F). A menudo denotamos el Kernel de dP por ZP(U, F) y lla-
mamos a sus elementos como p-cociclos. Ademaés, los elementos de CP(U, F)
son llamados p-cocadenas y los de la Imagen son llamados p-cobordes.
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cada conjunto abierto U; es biholomorto a un polidisco en C",

dimension de X como una variedad compleja, y que el mayor grupo de coho-
mologia de haces de cualquier interseccion finita de éstos conjuntos abiertos
con valores en el has F limitado a ésta interseccion, es vacia (esta condicion se
cumple, por ejemplo, si se es capaz de encontrar un cubrimiento de tal mane-
ra que cualquier interseccion finita de conjuntos abiertos de éste cubrimiento
sea biholomorfo a un polidisco). Dicho cubrimiento no existe para cualquier
variedad compleja compacta, y es llamado un cubrimiento de Leray.

Definicién 5.10 (Cubrimiento de Leray). Sead = {U;} un cubrimiento abier-
to del espacio topologico X, y F un haz de X. Decimos que U es un cubrimiento

de Leray respecto a F si, para cada conjunto finito iy, ..., i, de indices, y para
todo k > 0, H*(Uj 4.4, F) = 0.1

Pasamos a definir el p-ésimo grupo de Cohomologia de Ceech de X con valores
en el haz F como el grupo abeliano HP(U,F) definido antes; més atin, este
grupo se determinada de manera unica, independientemente de la eleccion
del cubrimiento U, siempre y cuando sea un cubrimiento de Leray como lo
requerimos arriba, por lo que se denota este grupo como HP(X, F).

Teorema 5.2 (Teorema de Leray). Sea F un haz del espacio topoldgico X, y
U un cubrimiento abierto de X. Si F es un haz aciclico ® en cada interseccion
finita de elementos de U, entonces

HP(U, F) = H* (X, F)

donde ]:]p(LI,]:) es el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de F respecto al
cubrimiento abierto U. 3

Ver detalles en la tesis: Cohomologia de Haces y Algunas Aplicaciones a Varias
Variables Complejas ([19]).
Otros resultados importantes son, el Lema y el teorema de Dolbeault:

Lema 5.1. (Lema de Dolbeault)

Si una (p,q)-forma C=, ¢ = P9 con ¢ > 1 definida sobre un polidisco
Up={z€C": |z} <R,...,|2"| < R}, con 0 < R < 400, es D-cerrado,
entonces existe una (p,q — 1)-forma C™ 9 en Ug tal que ¢ = O

Teorema 5.3. (Teorema de Dolbeault)
HI(M,QP) 2 (M, 0AP~1) [OT (M, AP47Y), ¢ >1 (5.4)

ITaylor, JL: Several Complex Variables whit Connections to Algebraic Geometry and
Lie Groups. Graduate Studies in Mathematics v. 46. American Mathematical Society, Pro-
vidence, RI. 2002.

2Un haz F es llamado aciclico sobre un subconjunto abierto U, si el g-ésimo grupo de
cohomologia, H4(U,F) = 0 para ¢ > 1.

3Bonavero, Laurent. Cohomology of Line Bundles on Toric Varieties, Vanishing Theo-
rems. Lectures 16-17 from "Summer School 2000: Geometry of Toric Varieties".
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dimHI(M,QP(F)) = dimH" (M, Q" P(F*)) (5.5)
sostiene que ™ es el campo dual de F.

La prueba del teorema esta dado en [15] pag. 164.

5.5. Formas Diferenciales Armonicas

Sea M una variedad compleja compacta de dimensién n, y sea ZP1 =
(M, /P7) el espacio lineal de los (p, ¢)-formas C* sobre M donde I'(M, o/P?)
es el espacio de las secciones de @779, el haz de gérmenes de las (p, ¢)-formas,
C™ sobre M.

0 : ¢ +— Oyp es un operador diferencial parcial lineal de orden 1, la cual aplica
L0 en LPt1a) y

d : p — Oy es un operador diferencial parcial lineal de orden 1, la cual aplica
P19 o L Patl)

Defina
0=-—-"0" (5.6)

donde * : ) —* 9 aplica £P9 en L P4 d aplica £P4, ¢ > 1 en LPI7L
Para 1) € 79 91 = 0. 0 es también un operador diferencial parcial lineal de
orden 1. Para ¢ € P91 y o) € £P4, tenemos

(D¢, ¥) = (p,00) (5.7)
Por (5.7), ? es el operador adjunto de 9, y tomando su conjugada compleja,
obtenemos B

(09, ) = (1, 99) (5.8)

Los coeficientes 1, _4,3,..5,(#) de una (p, ¢)-forma ¢, forma un campo tensorial
C*, la cual

wal...apﬁl...ﬁq (z) _ ng)\l N 'gapxpgﬂlﬁl - ‘gﬂqﬁqwklm)\p (Z)

define un campo tensorial contravariante.

EI_I cc_)nsecuencia llamamos ¥, 4,3..5,(#) la componente covariante de 1, y
p1-Bi-Ba 13 componente contravariante Eie Y. Ya que ¢a1.._?p51___.5q(z) es an-
tisimétrica en los indices oy ...a, y Bi ... 53, tal como lo es ¢p@-@rfi--Fa (),

Definicion 5.11. (Operador de Laplace-Beltram)
O = 90 4+ 00 es llamado operador complejo Laplace-Beltram. O : ¢ — Oy es
un operador diferencial parcial lineal de rango 2.
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armonaca s, dp = 0@ = (

Si ¢ es armoénica, entonces Op = 0dp + 000 = 0 y viceversa, si Oy = 0,
entonces ¢ es armoénica, puesto que se tenemos (O, ) = ||dp||? + |[0p]2.

Denotemos por HP? el subespacio lineal de .£7? consistiendo de todas las
(p, q)-formas armonicas.

H? = {p € 27%/0¢p = 0}

Decimos que ¢ y 1 son ortogonales si (p,1) = 0. Si ¢ € HPY entonces
(p,dp) = 0 = (e, ) para todo ¥ € £P4, aqui se tiene que HPY y O.£P1
son ortogonales.

Teorema 5.5.
Dg/ﬂpyq = Hp’q @ ch/ﬂp,q

Corolario 5.1.
PPe — HPA o.ra1 + agp,qﬂ’

donde quitaremos el término 0LP9 para ¢ = 0 y 0.9t para ¢ = n.

Considere 0-cohomologfa H5(M) = T'(M,d.a/P71) /T (M, «/P171) q > 1,
de M. Entonces I'(M, &/P47) = £%~1 y I'(M,0.e/"%") es el subespacio de
ZP1 de todos las (p, q)-formas 0-cerradas C*°. Teniendo

(M, Be/Pa™Y) = HP4 @ §.ra),

Una forma armoénica ¢ € HP9 da un representante de una clase 9-cohomologia
de (p, q)-forma.
Es asi que el teorema (5.3) de Dolbeault dice que:

Teorema 5.6. (Teorema de Hodge-Dolbeault)
HI(M,QP) = HPY,

Para una (p, 0)-forma C™, ¢, se tiene dp = 0, que quiere decir que ¢ es
holomorfo. En consecuencia HP® = H°(M, ), donde QP es el subhaz del haz
de gérmenes de las (p, 0)-formas, «7P°.
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