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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion, detalla la elaboracion, aplicacion y andlisis de
los resultados de una secuencia didactica orientada a estimular en los estudiantes de cuarto
afio de secundaria el desarrollo de la capacidad de resolver problemas con sistemas de
ecuaciones lineales con dos variables y contribuir a que superen las dificultades que suelen

presentarse.

La secuencia didactica fue disefiada teniendo como marco teérico la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau, donde se propusieron actividades de modo que
los estudiantes pasen por situaciones de accién, formulacion y validacion, al resolver
problemas relacionados con sistema de ecuaciones lineales con dos variables. Como
proceso metodoldgico se utilizé la Ingenieria Didactica. En el andlisis de los resultados se
usa también la Teoria de Registros de Representacion Semidtica delBusatuencia
didactica se aplico a los alumnos del cuarto afio del nivel secundario del colegio

Weberbauer, y se recopild y analizé los resultados obtenidos.

Consideramos que una manera de reforzar la resolucion de problemas con sistemas
de ecuaciones lineales, es mediante la creacion de problemas y el uso del GeoGebra, que es

un software dinamico.

El objetivo general del trabajo es disefiar una propuesta didactica para fortalecer en
los alumnos las habilidades de resolucion de problemas relacionados a sistemas de

ecuaciones lineales con dos variables y algunas de las conclusiones obtenidas son:

» La creacidn de problemas cuya solucion se obtenga resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales dado, es una actividad que contribuye a estimular la
habilidad de resolver problemas que involucren sistemas de ecuaciones. A
pesar de no ser usual, la actividad es asumida con entusiasmo por los
estudiantes.

* En el marco de los sistemas de ecuaciones lineales, el GeoGebra puede usarse
no sélo para visualizar las ecuaciones y para resolver los sistemas, sino para
resolver problemas, contextualizados o no; en particular, problemas

relacionados con la variacion de los pardmetros de las ecuaciones del sistema.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de investigacion surge a raiz de la experiencia en las aulas de
educaciéon secundaria y universitaria, al notar que los alumnos no estan siendo motivados
para resolver problemas de matematicas en general y especificamente, problemas
relacionados con sistemas de ecuaciones lineales. Estan mas orientados a resolver sistemas
de forma rutinaria y algoritmica, usando los métodos de forma mecanica y resuelven

problemas tipicos y sin darle un sentido l6gico a lo que estan resolviendo.

Es muy importante la labor del docente, especificamente en la dimension didactica,
para la concepcion de una propuesta de ensefianza que provoque en el alumno la
participacion activa en su proceso de aprendizaje y la motivacion para el estudio de las
matematicas, en especial de los sistemas de ecuaciones lineales con dos variables. Es por
ello que consideramos como marco tedrico la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) de
Brousseau, para proponer una situacion didactica que permita establecer un ambiente

propicio, donde se pueda conectar los contenidos con los intereses de los estudiantes.

Hemos decidido estudiar los sistemas de ecuaciones lineales con dos variables por
su gran utilidad en muchos problemas contextualizados y su aplicacion a otros campos
como la economia, en donde es frecuente encontrar puntos de equilibrio, por ejemplo entre

la oferta y la demanda.

La particularidad del trabajo esta en: i) haber introducido en el disefio de la
secuencia didactica actividades con el uso del GeoGebra, que es un software dindmico vy lo
usamos inclusive para la resolucion de problemas considerando variacion de paradmetros en
el sistema de ecuaciones; y ii) considerar actividades en las que el alumno debe crear
problemas relacionados con el objeto mateméatico en estudio y eventualmente, usando el
GeoGebra.

La investigacion consta de siete capitulos, divididos en dos partes: la primera parte
sefiala los aspectos tedricos y la segunda parte se detalla el desarrollo de la ingenieria

didactica.

En los capitulos 1 y 2 se desarrolla los aspectos teoricos de la investigacion donde
se presentan: el problema de investigacion, que incluye los antecedentes, la definicion,

delimitacion vy justificacion del problema y los objetivos; como marco teorico resaltamos
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los aspectos mas importantes de la Teoria de las Situaciones Didéacticas, y como método de

investigacion presentamos las principales concepciones de la Ingenieria didactica.

En el capitulo 3 se desarrolla el Analisis Preliminar, que abarca la componente
epistemoldgica, cognitiva y didactica acerca de los procesos de ensefianza y aprendizaje de
los sistemas de ecuaciones lineales con dos variables; y se complementa esta fase con el
andlisis del campo de restricciones referido a las caracteristicas de los estudiantes

involucrados en la investigacion.

El capitulo 4 comprende: la concepcion de la secuencia didactica y el analisis a
priori, donde se definen las variables didacticas, los comportamientos esperados y el disefio

de las cuatro actividades.

El capitulo 5 comprende el desarrollo de la fase de experimentacion, donde se
presentan los resultados de la aplicacion de la secuencia didactica, se describen de manera
detallada las acciones, los comportamientos y los logros y dificultades de los estudiantes en

el desarrollo de las actividades.

El capitulo 6 presenta el analisis a posteriori, que es la comparacion entre los
comportamientos esperados y los observados en la experimentacion. Posteriormente, en
base al analisis de resultados se presentan los argumentos para el redisefio 0 conservacion

de la situacion didactica.

Finalmente el capitulo 7, comprende el cierre de la investigacion con las
conclusiones obtenidas en relacidbn a los objetivos planteados y se proponen algunas
recomendaciones y perspectivas para abordar otras investigaciones relacionadas al objeto

matematico.

vi
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PRIMERA PARTE: ASPECTOS TEORICOS

CAPITULO 1: PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 Planteamiento del problema

Los bajos resultados en las evaluaciones internacionales como PISA (2009), sefialan
gue los estudiantes peruanos obtuvieron el menor puntaje en la escala de alfabetizacion
matematica al haber ocupado el puesto 63 de 65 paises participantes. Segun la Unidad de
Medicion de la Calidad — UMC (2010), la descripcién de los niveles de desempefio en
Matemética indican que un 25,9% de estudiantes peruanos se encuentran en el nivel 1 (el
mas bajo), en este nivel los estudiantes responden a preguntas relacionadas a contextos
cotidianos, en los que esta presente toda la informacion necesaria y las preguntas estan
claramente definidas; son capaces de identificar la informacion y llevar a cabo
procedimientos rutinarios siguiendo instrucciones directas de situaciones explicitas;
realizan acciones obvias que se deducen inmediatamente de los estimulos presentados. Por
otro lado un 26,3% de estudiantes peruanos se ubican entre los niveles 2, 3, 4 y 5, mientras
solo un 0,1% se ubica en el nivel 6 (el mas alto), donde los estudiantes deberian poseer un
pensamiento y razonamiento matematico avanzado. En base a esta informacion, podemos
argumentar que los estudiantes no estan preparados para resolver problemas con contextos
no familiares, justificar sus procedimientos de solucion y reflexionar sobre sus resultados,
estan mas orientados a resolver los problemas de forma algoritmica, usando métodos de

forma mecanica, sin darle un sentido l6gico a lo que estan resolviendo.

Investigadores como Sanjosé, Valenzuela, Fortes y Solaz (2007), revelan que la
ensefianza de resolucion de problemas se realiza por lo general mediante estrategias de
transferencia, es decir que se resuelve y se explica un conjunto de problemas y después se

pide a los estudiantes que resuelvan otros problemas analogos.

Por otro lado, los docentes de educacién secundaria se rigen mucho a libros de texto,
muchas veces porque la Institucion educativa lo exige, y por lo general estos textos estan
sujetos a los principios tradicionales, donde se siguen procedimientos rigidos y
algoritmicos. La mayoria de los texto inician con una breve explicacion de los conceptos,

definiciones, propiedades, resuelven algunos ejemplos y hablan muy poco de la resoluciéon
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de problemas; es mas, lo hacen de tal manera que no hay una secuencia didactica que ayude
a los docentes y a los propios alumnos a motivarse por aprender las matematicas de una
manera diferente a la tradicional. Por otra parte, de acuerdo con Malaspina (2011) la
mayoria de los textos de secundaria proponen mas ejercicios que problemas de contexto
real. Ademas, generalmente, tales problemas no ayudan a estimular el aprendizaje de los

alumnos.

En particular, cuando se ensefian los sistemas de ecuaciones lineales (SEL), no se
enfatiza adecuadamente la resolucion de problemas relacionados con este objeto
matematico y por consiguiente no se esta contribuyendo a que los estudiantes exploren y

consoliden sus conocimientos, lo cual ayudaria al desarrollo del pensamiento matematico.
Por otra parte, Malaspina (2011) sefiala que:

La creacién de problemas es muy importante para los profesores y para los
alumnos, pues la actividad de crear problemas mateméticos complementa muy bien
la de resolver problemas, porque estimula aun més la creatividad y contribuye a
precisar la situacion-problema, el lenguaje, los conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos, que se espera manejen los estudiantes, en el marco
de una configuracion epistémica adecuada. Los profesores de cualquier nivel
educativo pueden incluir la creaciéon de problemas en las actividades programadas
para el aprendizaje de los alumnos (p. 162)

El mismo autor, en el 2012, realizé otro estudio sobre el tema en mencion, el cual
confirma lo expuesto anteriormente: la gran relacibn que hay entre resolver y crear

problemas.

Estas investigaciones, muestran lo importante que es estimular la competencia de crear
problemas ya que ello nos conduce a la resolucion de problemas de una manera natural y

con entusiasmo.

Garcés (2009), desde su experiencia ha notado la desmotivacion, el desinterés y la
apatia de las nuevas generaciones frente a los modelos de formacion y educacion que el
sistema tradicional les ha ofrecido. Esto exige a docentes, investigadores, directivos y a
toda la sociedad a asumir el reto de crear nuevas opciones de enseflanza y de estar en
permanente actualizacion con los avances pedagoégicos y tecnoldgicos. Es necesario

desarrollar materiales, estrategias metodolégicas y ambientes para disefiar procesos de
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ensefianza —aprendizaje que motiven y comprometan el espiritu y la voluntad de nuestros
alumnos. Frente a estos retos, las nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacién

son de mucha ayuda, por ejemplo el uso del software matematico GeoGebra.

Las investigaciones a las que hemos hecho mencion, muestran claramente el problema
y la relevancia para realizar esta investigacién, surgiendo el interés por disefiar una
secuencia didactica que permita una construccibn mas sélida y usar adecuadamente el
concepto de sistemas de ecuaciones lineales con dos variables y sus aplicaciones en
problemas contextualizados, apoyados mediante la creacion de problemas y el software de
geometria dinamica GeoGebra.

Las investigaciones de Garcés (2009) y las caracteristicas propias del GeoGebra — en
particular el movimiento de los graficos de rectas y la disponibilidad del deslizador — nos
llevan a considerar que emplear este recurso tecnoldgico puede ser de mucha ayuda para la
comprension de los sistemas de ecuaciones lineales con dos variables y para la solucion de
problemas relacionados con este objeto matematico. Por otra parte, las investigaciones y
recomendaciones hechas sobre la importancia de la creacion de problemas en el aprendizaje
y la enseflanza de las matematicas (llfi and Nor Bakar, 2011; Malaspina, 2011; NCTM,
2000; Polya, 1969), nos llevan a considerar esta actividad como una manera de estimular
las competencias de los alumnos para resolver problemas vinculados a los sistemas de

ecuaciones lineales con dos incégnitas.

A raiz de todo esto, nos planteamos como problema, responder a la siguiente pregunta
de investigacion: Para una resolucion adecuada de problemas que involucren a los sistemas
de ecuaciones lineales con dos variables ¢es posible formular una propuesta didactica

basada en la TSD, que incluya el uso del GeoGebra y la creacion de problemas?

1.2 Antecedentes

La mayoria de las investigaciones revisadas, estan relacionadas con la resolucion de
problemas con sistemas de ecuaciones lineales. A continuacion presentamos algunas de

estas investigaciones.

En el afio 2002, Oaxaca en su investigacion sefala que los alumnos del primer
semestre de ingenieria tienen dificultades al resolver un sistema de ecuaciones lineales con
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dos incégnitas, ellos conocen los métodos de solucion, pero tienen dificultades para
interpretar modelos matematicos a partir de su gréfica o expresiones algebraicas lineales.
Ademas, afirma que existe una separacion entre el pensamiento sintético-geométrico y el
analitico aritmético, para que los alumnos lo usen sin ninguna dificultad. Entre sus

conclusiones, sefiala lo siguiente:

» El alumno tiene la creencia de que la solucidon grafica de una ecuacion esta en la

interseccién con los ejesy Y.

» La solucion del sistema de ecuaciones lo asocia con el valer de yo de  pero no

interpretan el punto que forma esta pareja.

» Los profesores debemos ayudar a nuestros alumnos a desarrollar las formas de
pensamiento sintético-geométrico y analitico-aritmético para que ellos puedan

transitar en ambas formas.

» El profesor en el aula induce a los alumnos a conocer los diferentes métodos que
existen para resolver sistemas de ecuaciones lineales, pero se olvida de instruirlos

en sus representaciones geométricas para obtener su ecuacion a partir de su gréfica.

* Los libros de texto de bachillerato se inclinan por el pensamiento analitico-
aritmético o Unicamente dan una introduccién a las representaciones de situaciones
gréficas y contindan resolviendo los problemas en forma algoritmica provocando

gue el alumno memorice o mecanice los métodos.

Esta investigacion, refuerza nuestra preocupacién sobre la manera como se esta
ensefiando a resolver problemas con sistemas de ecuaciones lineales y sobre las dificultades
gue tienen los alumnos en el cambio de registros, y nos induce a orientar nuestro trabajo en

la busqueda de mejorar esta situacion.

Por otro lado, Segura (2004), en su investigacion sefala que existen dificultades para
trabajar problemas dados en registro verbal que involucran sistemas de ecuaciones,
menciona que los estudiantes no realizan en forma correcta el pasaje del registro verbal al
algebraico y que no efectian representaciones y resoluciones graficas de sistemas de
ecuaciones lineales. Ademas, en este trabajo se puede apreciar como se puede facilitar el
aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales planteando al estudiante actividades que

lo induzcan a pasar por situaciones de accion, formulacion y validacién. EI mencionado
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trabajo presenta como marco tedrico la Teoria de Situaciones Didacticas y la Teoria de
Registro de Representacion Semidtica y la Ingenieria Didactica como metodologia de

investigacion, los mismos que seran usados en nuestra investigacion.

Por otro lado, Ochoviet (2009) en su investigacion propone dos objetivos, el primero se
basa en estudiar qué concepto de solucién de un sistema de ecuaciones lineales construyen
los estudiantes uruguayos (de 14-15 afios y 17-18 afos) cuando la ensefianza del tema se
inicia a través de los sistemas, . Como segundo objetivo se propuso disefiar una
secuencia de ensefianza y de actividades, para los estudiantes de 14-15, del concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas, que tenga en cuenta los
datos obtenidos a partir del primer objetivo. De acuerdo al trabajo realizado, concluye que
en la mayoria de los estudiantes con los que experimenté la forma de ensefianza propuesta,
fue posible alcanzar un modo de pensamiento estructural en este nivel de escolarizacion y
gue el estudio del concepto de solucién de un sistema de ecuaciones lineales requiere de
avances en este modo de pensamiento. Entre sus conclusiones, sefiala que: las actividades
qgue disefid fueron de gran utilidad en la construccion del concepto por parte de los
estudiantes y consideramos importante continuar trabajando en el desarrollo y disefio de
este tipo de actividades que, como ya sefialamos, se tratan de formulacion de preguntas,
actividades de construccion, actividades de “dar un ejemplo”, preguntas de reflexion
(Zazkis y Hazzan, 1998) y actividades novedosas (Okta¢ et al., 2007). Estas situaciones
ponen en juego diferentes modos de pensamiento, procuran su articulacién y tiene por

objetivo que el alumno construya el concepto de solucion de un sistema.

En el afio 2009, Garcés en su trabajo de investigacion Incidencia del GeoGebra en la
resolucion de problemas con sistemas lineales, analiza las ventajas y desventajas que puede
tener la resolucién de problemas con sistema de ecuaciones lineales 2x2 mediante el uso de
herramientas tradicionales como lapiz, graficas en papel milimetrado, métodos algebraicos
y la herramienta tecnoldgica, software de geometria dindmica GeoGebra. Entre sus
conclusiones sefala que trabajar con el software Geogebra favorece el desarrollo de la
competencia visual en los estudiantes, permite la articulacion de los diferentes registros de
representacion, favorece el desarrollo del pensamiento l6gico de los estudiantes a través de
la resolucion de problemas, motiva a los estudiantes, ya que les ofrece otras alternativas
para aprender, lo cual se complementa con los métodos tradicionales y contribuye al logro

de un aprendizaje significativo. Sin embargo, nos dice también que trabajar con el software
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GeoGebra no permite ver los procesos paso a paso, esto limita la posibilidad de conocer

con precision los momentos de errores y aciertos de los estudiantes a través de su proceso.

En el afio 2012, Trigueros en su trabajo de investigacion analiza las muchas dificultades
gue los estudiantes de secundaria y bachillerato enfrentan al resolver sistemas de
ecuaciones. Muestra de ello es que suelen memorizar estrategias de solucion sin
comprender su significado, ni tampoco el conjunto solucién. Ademas, los estudiantes
avanzados o de nivel universitario siguen teniendo dificultades para entender el concepto de
solucion de un sistema de ecuaciones, asi como para decidir el nUmero de soluciones que
tiene un sistema dado, y para representar las soluciones geométricamente. Este trabajo
estuvo enfocado hacia el andlisis de la comprensién de los estudiantes de ensefianza media
e inicios de la ensefanza universitaria, asi como en la naturaleza de sus dificultades. Para
enfrentar esta problematica utiliza dos marcos teéricos: la teoria APOE (Accién, Proceso,
Objeto, Esquema) y el Modelo 3UV (3 usos de la variable), para proponer un conjunto de
construcciones mentales o esquema que el estudiante puede desarrollar con el fin de
comprender el significado de los sistema de ecuaciones, su procedimiento y conjunto
solucion. En base a estas construcciones presenta una estrategia de ensefianza para mejorar
el aprendizaje de este concepto basada en el uso de modelos. Los resultados muestran las
dificultades en el proceso de modelacion, por ejemplo, definir las variables y plantear
hipotesis.

Todo lo anterior guarda relacién con la problematica de nuestra investigacion y sus
propuestas nos servirdn de referente en el planteamiento de situaciones y actividades que
permitan al estudiante enfrentarse a problemas contextualizados con sistemas de ecuaciones
lineales de dos incégnitas, la creacién de problemas y la ayuda de una herramienta

tecnolégica como el software GeoGebra.

1.3Delimitacion del problema de investigacion

Tenemos el propdsito de disefiar una propuesta didactica que ayude a consolidar los
aprendizajes relacionados con la resolucion de problemas de sistemas de ecuaciones
lineales con dos incognitas, apoyados en la creacion de problemas y en el uso adecuado del

software de geometria dinamica GeoGebra. Debido a la relevancia que tiene la parte
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didactica es pertinente que esta se desarrolle con la perspectiva de la Teoria de Situaciones

Didéacticas y usando como metodologia de investigacion la ingenieria didactica.

La teoria de situaciones didacticas, es un medio privilegiado, no solamente para
comprender lo que hacen los profesores y los alumnos, sino también para disefar
secuencias didacticas que ayude a generar la construccién del conocimiento matematico.
Esta teoria sostiene que el conocimiento matematico se va construyendo a partir de la
interaccion del estudiante con situaciones problematicas, el estudiante va poniendo a prueba
sus propios conocimientos, va profundizandolos, rechazando formas erradas de aplicarlo, o

promoviendo otros nuevos a partir de la interpretacion de los resultados de sus acciones.

El profesor debe tener cuidado en disefiar o crear las actividades; éstas deben estar
enfocadas en provocar que el alumno asuma la responsabilidad de construir su propio
conocimiento, interactuando con los problemas. Para la construccién de estos aprendizajes
se conciben momentos, donde el alumno se enfrenta solo a la resolucién del problema, sin
la intervencion del profesor, quien solo se limita a dar orientaciones para que el estudiante
se encamine a encontrar la solucién del problema; tales momentos son la continuacion de
situaciones de accion, formulacion y validacion, ordenados en forma razonable para la

construccion de un conocimiento.

Por otro lado, como queremos que el alumno realice conversiones entre los registros:
verbal, algebraico y grafico, en algunos momentos de la investigacion nos apoyaremos en
los aportes de Raymond Duval sobre la Teoria de Registro de Representaciones Semidtica.
La conversion o transformacion es cambiar la forma de representar un objeto. Este enfoque,
basado en la nocidn semiotica de registro, sostiene que no es posible acceder a los objetos
matematicos, que no son accesibles por la percepcion ni manipulables como un objeto
fisico, fuera de un sistema semiético. En este sentido considera que un problema clave en el
aprendizaje de la matematica es la distincibn que debe hacerse entre un objeto y su

representacion.

Pretendemos, a través de nuestro trabajo, resaltar la importancia que debe tener la
dimension didactica en la concepcion de una propuesta de ensefianza sobre la resolucion de
problemas relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas; es por

ello que consideramos que la Teoria de Situaciones Didacticas y la ingenieria didactica son
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el marco teorico idoneo para proponer una situacion didactica que permita la interaccion

entre el alumno, los problemas sobre sistemas de ecuaciones lineales y el maestro.

De esta manera, poniendo énfasis en las condiciones didacticas y cognitivas que una
secuencia didactica debe tener, se analizara el aprendizaje matematico en cuestidén y se hara

una propuesta.

1.4 0bjetivos de la investigacion

Objetivo general

Diseflar una propuesta didactica para fortalecer en los alumnos las habilidades de
resolucion de problemas relacionados a sistemas de ecuaciones lineales con dos

variables.

Objetivos especificos

Para alcanzar el objetivo general pretendemos lograr los siguientes objetivos

especificos:

1. Disefiar, aplicar y analizar situaciones didacticas que ayuden a consolidar los
aprendizajes relacionados con la resolucion de problemas que involucra a

sistemas de ecuaciones lineales con dos variables.

2. Disenfar, aplicar y analizar situaciones didacticas que estimulen en los alumnos la
habilidad de crear problemas relativos a sistemas de ecuaciones lineales con dos

variables.

3. Disefiar, aplicar y analizar situaciones didacticas que estimulen la habilidad de
resolver y crear problemas relativos a sistema de ecuaciones lineales con dos

variables haciendo uso del GeoGebra.
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO Y METODOLOGIA DE LA
INVESTIGACION

En este capitulo, presentamos algunos aspectos de la Teoria de la Situaciones
Didéacticas, que es la que usaremos como marco tedrico en nuestra investigacion. También,
presentaremos un resumen de la Ingenieria Didactica, la cual utilizaremos como
metodologia en nuestra investigacion para hacer el disefio, analisis, aplicacion y validacion

de las secuencias didacticas.

2.1 Lateoria de situaciones didacticas (TSD)

2.1.1 Fundamentos

En la década de los sesenta del siglo XX, Guy Brousseau, perteneciente a la escuela
francesa de Didactica de las Matematicas propone la Teoria de Situaciones Didacticas.
Esta teoria sostiene que la ensefianza es un proceso centrado en la produccion de los

conocimientos matematicos.

Segun Panizza (2004) “se trata de una teoria de la ensefianza, que busca las
condiciones para una geénesis artificial de los conocimientos matematicos, bajo la

hipotesis de que los mismos no se construyen de manera espontanea” (p.60).

Es asi que, esta teoria permite disefiar y explorar un conjunto de secuencias de
clase, concebidas por el profesor, con el fin de disponer de un medio para realizar el

proceso de ensefianza y aprendizaje de un conocimiento nuevo.

La teoria de Situaciones Didacticas estd sustentada en una concepcion
constructivista, en el sentido Piagetano del aprendizaje, concepcidbn que es
caracterizada por Brousseau (2007): “El alumno aprende adaptandose a un medio que
es factor de contradicciones, dificultades y desequilibrios, un poco como lo hace la
sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por

medio de nuevas respuestas, que son la marca del aprendizaje” (p.30).

En ese sentido, el aprendizaje por adaptacién es producto de la interaccién del

sujeto con el medio o situaciones probleméaticas, sin la intervencion del profesor,
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logrando que el alumno desarrolle sus propias producciones matematicas. Es muy
importante tener en cuenta esta concepcion de aprendizaje para el disefio de las
actividades didacticas, ya que servird para que el profesor disefie el medio con la

intencion de que el estudiante adquiera un conocimiento matemético.

Bajo estos aspectos, el profesor debe proponer a los alumnos situaciones
matematicas reales que ellos puedan vivir, y que provoqguen la emergencia de

auténticos problemas matematicos.

2.1.2 Conceptos basicos
a. Medio

Son todos los recursos que dispone el estudiante para provocar un aprendizaje
nuevo, incluyendo el espacio, el profesor, los materiales y la presencia o ausencia de
otros estudiantes.

b. Situacién didactica

Es un conjunto de interrelaciones en la que intervienen el profesor, el estudiante y
un medio didactico y es preparada o construida intencionalmente con el fin de

hacer adquirir a los alumnos un saber determinado.
Brousseau (1986), la define de esta manera:

Un conjunto de relaciones establecidas entre un grupo de alumnos, el medio y un
sistema educativo (representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos
alumnos se apropien de un saber constituido. (Citado en Reafio, p.13)

c. Situacion a-didactica

Es el proceso donde solo interviene el estudiante y el medio. El profesor le plantea
al estudiante un problema contextualizado y el alumno es capaz de poner en
funcionamiento y utilizar por si mismo sus conocimientos previos sin la
intervencion directa o indirecta del profesor, sobre el conocimiento que se pretende
gue el estudiante adquiera.
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Representan los momentos mas importantes del aprendizaje, pues el éxito del
alumno en las mismas significa que él, por su propio mérito consiguio sintetizar un

conocimiento. Al respecto Brousseau (2007) afirma:

Concepciones actuales de la ensefianza van a exigir al maestro que provoque en el
alumno, por medio de los problemas, las adaptaciones deseadas. Esos problemas
deben lograr que el alumno pueda aceptarlos, y que por su propio movimiento, que
actué, hable, reflexione y evolucione. Entre el momento en que el alumno acepta el
problema como suyo y aquel en que él produce su respuesta, el profesor se rehlsa a

intervenir en calidad de oferente de los conocimientos que quiere ver aparecer
(p.31).

El alumno debe generar la accion, reflexion, aceptar y producir las respuestas para
construir un conocimiento matematico. El profesor debe limitar sus intervenciones
para garantizar el aprendizaje y evitar que el alumno renuncie a resolver el
problema, asegurandose de que comprenda lo que se espera que logre e identifique

algunas acciones.
d. Devolucion

Es una etapa esencial en el juego didactico. Es la accion mediante la cual el profesor
transfiere al alumno un problema o la realizacion de alguna tarea con relacion a un

determinado conocimiento, aceptando él la responsabilidad de esta transferencia.

Brousseau (2007) sefiala que:

La devolucion es el acto por el cual el docente hace que el alumno acepte la
responsabilidad de una situacion de aprendizaje (a didactico) o de un problema y

acepte el mismo las consecuencias de esta transferencia (p. 87).
e. Variable didactica

Son aquellos elementos que son susceptibles de tomar diferentes valores y que, al
tomarlos provocan cambios y hacen variar las estrategias de solucién del
conocimiento matematico, para llegar a construir el saber nuevo. Se llama variable
didactica si sus valores pueden ser manipulados (fijados o cambiados) por el

profesor.

Bartolomé y Fregona, (1993) afirma:
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(...) las situaciones didacticas son objetos teéricos cuya finalidad es estudiar el
conjunto de condiciones y relaciones propias de un conocimiento bien determinado.
Algunas de esas condiciones pueden variarse a voluntad del docente, y constituyen
una variable didactica cuando segun los valores que toman madifican las
estrategias de resolucion y en consecuencia el conocimiento necesario para resolver
la situacion (citado en Panizza, p.10)

En consecuencia, una variable didactica permite generar un tipo de problemas a los
gue corresponden diferentes técnicas o estrategias de resolucion.

f. Contrato didactico

Es un sistema de obligaciones reciprocas entre profesor y alumno referentes al
conocimiento matematico que se busca enseflar. Comprende un conjunto de
comportamientos que el profesor espera del alumno y comportamientos que el
alumno espera del profesor, que regula el funcionamiento de la clase definiendo los

roles y la reparticion de tarea. Sadovsky (2005) sefiala que:

Es la relacién didactica - que el docente va comunicando, a veces explicitamente,
pero muchas veces de manera implicita, a través de palabras pero también de
gestos, actitudes y silencios, aspectos vinculados al funcionamiento del asunto
matematicos que se esta tratando en la clase. Este juego sutil, muchas veces dificil
de atrapar, en el que a raiz del trabajo en clase con respecto a cierto objeto
matematico, se negocian significados, se transmiten expectativas mutuas, se
sugieren o se infieren modos de hacer, se comunican o se interpretan normas

matematicas, es el contrato didactico. (p.11)

2.1.3 Tipos de interacciones con el medio

Las relaciones de un alumno con el medio pueden ser clasificadas, al menos, en tres

grandes categorias (Brousseau (2007), p. 23):

- Intercambios de informaciones no codificadas o sin lenguaje (acciones y
decisiones).

- Intercambios de informaciones codificadas en un lenguaje (formulacion).

- Intercambios de juicios (validacion).
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a. Situacion de accion

Es una situacion a-didactica que consiste en que el alumno, sin la intervencion del
profesor, actia sobre un problema, haciendo uso de sus conocimientos previos y
analizando los resultados, aceptando o rechazando modelos o estrategias de
solucion, permitiéndole juzgar al alumno el resultado de su accidon hasta lograr
aprender un método de resolucién. Una buena situacion de accion debe permitir al
alumno juzgar resultados de su accidn y ajustar esta accion, sin la intervencion del
profesor, gracias a la retroacciéon por parte del medio de la situacion. (Chevallard
(2005), p.236)

b. Situacion de formulacién

Es una situacion a-didactica de comunicacion, donde el alumno intercambia
informaciones con una o varias personas, comunica lo que ha encontrado a un
interlocutor o grupo de alumnos que le devuelven la informacién, intercambian
mensajes escritos u orales con simbologias matematicas, para crear un modelo

explicito. Panizza (2006), sostiene al respecto:

Un alumno (o grupo de alumnos) emisor debe formular explicitamente un mensaje
destinado a otro alumno (o grupo de alumnos) receptor que debe comprender el
mensaje y actuar (sobre un medio, material o simbdlico) en base al conocimiento

contenido en el mensaje.
c. Situacion de validacion

En una situacion a-didactica de discusién y validacién, donde el alumno debe
demostrar que el modelo que ha elegido o creado es valido. “El alumno no sélo
tiene que comunicar una informacion sino que también tiene que afirmar que lo que
dice es verdadero en un sistema determinado, sostener su opinidn o presentar una

demostracion” (Brousseau, 2007, p. 23).

Es asi que, el alumno emisor se convierte en proponente y el alumno receptor se
convierte en oponente, y ambos tienen la informacidn necesaria para discutir y
ayudar en la busqueda de la verdad. El proponente debe probar la exactitud y la
pertinencia de su modelo y proporcionar si es posible, una validacion. El oponente

puede pedir explicaciones o rechazar en las que no esta de acuerdo. Ademas, para
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llevar a cabo una situacion de validacion no es necesario pasar por las situaciones de

accion y formulacién.
d. Institucionalizacion

Es una situacion de formalizacion de un conocimiento matematico producido por
los alumnos y el saber cultural. Durante esta situacién se deben sacar conclusiones,
recapitular, sistematizar, ordenar y vincular lo que produjeron los alumnos en el
desarrollo de las secuencias didacticas. La institucionalizacion es de alguna manera
complementaria a la devolucion. Brousseau (1986) sostiene al respecto, los

principales roles del maestro:

En la devolucion el maestro pone al alumno en situacién a-didactica o pseudo a-
didactica. En la institucionalizacién, define las relaciones que pueden tener los
comportamientos o las producciones “libres” del alumno, con el saber cultural o

cientifico y con el proyecto didactico: da una lectura de estas actividades y les da un

estatus (citado en Panizza, p.70).

2.2 La ingenieria didactica

La nocion de ingenieria didactica surgié en la didactica de la matematica Francesa, a
principios de la década de los 80. Se us6 este término por analogia con la forma de trabajo
didactico de un ingeniero. Artigue, Douady, Moreno y GoOmez (1995), comentan al
respecto:

Para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su
dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo
tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mas complejos que los

depurados por la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar practicamente, con todos los

medios disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo

(p-33).
La ingenieria didactica desarrollada en el area de Educacion Matematica es utilizada
como metodologia de investigacion especifica y como método de produccion de situaciones

de ensefianza y aprendizaje.
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Nosotros utilizaremos la ingenieria didactica como metodologia de investigacion, por
ser un esquema experimental basado en realizaciones didacticas en el aula, es decir, analiza
los procesos de construccion, realizacion y andlisis; y para validar las secuencias de
ensefianzas, haremos una comparacion entre lo que se esperaba y lo que realmente sucedi6

durante el desarrollo de la clase.

2.2.1 Fases de la ingenieria didactica
El proceso de investigacion Segun Artigue et al. (1995) consta de cuatro fases:
v Andlisis preliminar.
v' Concepcion y andlisis a priori de las situaciones didacticas.
v' Experimentacion.
v Andlisis a posteriori y validacion.
FASE 1: Analisis Preliminar

Tiene como objetivo identificar y describir los obstaculos epistemoldgicos, didacticos
y/o cognitivos durante el proceso de ensefianza y aprendizaje. Los analisis preliminares
estan constituidos por un conjunto de andlisis en relacion al objeto matematico: la
ensefianza tradicional y sus efectos, el andlisis de las concepciones de los estudiantes,
de las dificultades y obstaculos que determinan su evolucion, el andlisis del campo de
restricciones donde se va situar la realizacion didactica efectiva teniendo en cuenta los
objetivos de la investigacion. Para Artigue et al. (1995) el andlisis de esta fase es
necesario hacerlo bajo tres dimensiones:

= Epistemologica: Aqui se analizara las caracteristicas del saber en juego, una

resefia histérica y los aspectos tedricos del objeto matematico en estudio.

= Cognitiva: Aqui se analizan las caracteristicas cognitivas del publico al cual se
dirige la ensefianza. Se analizara la forma como los alumnos interpretan el
conocimiento matematico en cuestion y sus dificultades teniendo en cuenta sus

conocimientos acumulados anteriormente.

» Didactica: Aqui se analizaré las caracteristicas del funcionamiento del sistema

de enseflanza. Se analizara la forma como se desarrolla el proceso de ensefianza
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del objeto matematico, asi como los recursos didacticos (libros, guias, etc.) que

utilizan los profesores donde se esta realizando el estudio.
Andlisis del campo de las restricciones

Aqui se va a situar la realizacion didactica, describiendo al grupo de estudiantes
con los que se experimentara la situacién diseflada. Implica tener informacién
correspondiente en cuanto a la edad de los alumnos, sexo, conocimiento anteriores
sobre el tema y los recursos que presenta la institucion donde se esta realizando la
investigacion. Esta informacion no puede ser modificada por el maestro y por ende no
se consideran variables didacticas de la situacion, sin embargo, juegan un papel muy

importante para el disefio de la situacion didactica.

FASE 2: La concepcion y el analisis a priori

El investigador toma la decision de trabajar con un determinado nimero de variables
del sistema, no fijadas por las restricciones llamados variables de comando. Artigue et

al. (1995) considera dos tipos de variables de comando:

a. Las variables macro-didacticas o globales, concernientes a la organizacion

global de la ingenieria.

b. Las variables micro-didacticas o locales, concernientes a la organizacién local

de la ingenieria, es decir la organizacion de una secuencia o fase (p.42).

Esta fase, tiene dos objetivos: El primero, concerniente a la concepcion, que es disefiar
situaciones o actividades que nos ayude analizar los procesos de construccion y
comunicacion del saber. Ademas, para la construccién de las actividades debe tener en

cuenta lo siguiente:

* En un primer momento, los alumnos deben tener estrategias de solucion que

les permitan abordar el problema con sus conocimientos disponibles.

 Las actividades deben ser disefiadas teniendo en cuenta los resultados de

estudios previos.

El segundo objetivo, concerniente al andlisis a priori, que es sefialar como la

manipulacién de las variables didacticas permitira controlar los comportamientos de
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los alumnos antes de la experimentacion. Se debe considerar dos aspectos: el analisis
matematico y el andlisis didactico del objeto matematico, y para ello debemos tener en

cuenta lo siguiente:
» Los resultados que se esperan de los alumnos.
* Planificar las intervenciones del profesor.
* I|dentificar las variables del estudio.

* Prever y analizar las dificultades que los alumnos podrian enfrentar en la

resolucion de las actividades.

FASE 3: Experimentacion

Esta fase es la puesta en marcha de las actividades disefiadas. Inicia en el momento en
que el investigador, profesor y observador entra en contacto con la poblacion de

estudiantes.
De Faria (2006), sefala que consta de las siguientes etapas:

v La explicitacién de los objetivos y condiciones de realizacion de la investigacion

a los estudiantes que participaran de la experimentacion.
v’ El establecimiento del contrato didactico.
v La aplicacién de los instrumentos de investigacion.

v El registro de observaciones realizadas durante la experimentacion.

Si la experimentacion se lleva a cabo en mas de una sesion, se recomienda hacer un
analisis a posteriori parcial, para realizar las correcciones necesarias y continuar con la

siguiente sesion de clase.

FASE 4: Analisis a posteriori y validacion

El analisis a posteriori esta constituido por el conjunto de datos recogidos durante la

realizacion didactica (experimentacion), como son las observaciones realizadas de las
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secuencias de ensefianza, las producciones de los estudiantes en clase o fuera de ella 'y
la frecuencia de ciertas actitudes. Estos datos se complementan con la utilizacion de
metodologias externas, como cuestionarios y entrevistas aplicadas en distintos

momentos de la ensefianza.

En cuanto a la validacion, Artigue et al. (1995) sostietiarconfrontacion de los dos
andlisis, el a priori y a posteriori, fundamentan en esencia la validaciéon de las
hipotesis formuladas en la investigaciorip. 48). Esta comparacion es entre los

comportamientos esperados, con los que sucedieron realmente durante la clase.

2.3 La resolucion de problemas en la TSD

Una sintesis importante sobre la resolucion de problemas en la TSD est4d dada por

Artigue y Houdement (2007), las que tomaremos como referencia fundamental.

Aportes de matematicos como Polya e investigadores educativos como Schoenfeld,
sobre la resoluciébn de problemas, son bien reconocidos y valorados por muchos
investigadores y educadores matematicos. Uno de los pilares fundamentales en el
aprendizaje de las matematicas y en especial en paises como Francia, es la resolucion de
problemas, que toma un papel central tanto en la investigacién didactica como en sus

perspectivas curriculares.

Los problemas mateméaticos juegan un papel fundamental en la TSD. Artigue y
Houdement nos dicen que un supuesto epistemolédgico que subyace en la teoria, es que el
conocimiento matematico emerge de la solucion de problemas matematicos. Pero, ¢qué
tipo de problemas mateméaticos debemos plantear a los alumnos? Brousseau (2006) deja en
claro que la resolucién de problemas en la TSD estd necesariamente integrada en el proceso
de aprendizaje de conocimientos matematicos, y que la matematica a ser aprendida es la

gue tiene que proporcionar soluciones 6ptimas a estos problemas.

Segun Brousseau (2006, p.2), “la nocién de situacion incluye, extiende, agranda y
diversifica la nocién de problema”. Y Artigue y Houdement nos dicen que “Cualquier
problema establecido en un aula es explicita o implicitamente parte de una situacion, y la
situacion es considerada la unidad minima de analisis para comprender lo que podria estar o
realmente esta en juego desde el punto de vista cognitivo en el proceso de resolucion”.
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Al considerar la resolucion de problemas, debe tenerse en cuenta lo que nos dicen
Artigue y Houdement — comentando la teoria de Brousseau — que el aprendizaje
significativo de las matematicas no se puede lograr si la solucién de los problemas son muy
dependientes del profesor. Esto supone un desempefio especialmente cuidadoso del
profesor, al cual se refiere Brousseau al tratar la devolucion, la interaccion con el medio y
la dualidad entre las situaciones didacticas y a- didacticas. En las situaciones a-didacticas
es muy importante el trabajo propio de los estudiantes, haciendo diversos intentos,
conjeturando, rechazando o verificando conjeturas y asi adaptar y perfeccionar
progresivamente su modelo de solucion sin depender de las orientaciones del profesor, y sin

tratar de adivinar las expectativas del profesor.

PUCP Pagina 19

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP j g:_:_\gzﬁg?nn

DEL PERU

SEGUNDA PARTE: DESARROLLO DE LA INGENIERIA

CAPITULO 3: ANALISIS PRELIMINAR

La fase preliminar de esta investigacion se hara de forma sistémica, se hara un analisis
del objeto matemaético (Sistema de ecuaciones lineales con dos variables), teniendo en

cuenta las siguientes dimensiones:

% Epistemologica: En esta dimension, se analizard una resefia histérica y los
fundamentos tedricos del objeto matematico, la finalidad es dar una explicacion

sobre las caracteristicas del contenido matematico.

R/
°

Cognitiva: En esta dimensidn, se analizaran los conocimientos previos de los
alumnos del colegio “Weberbauer”, observaremos la forma de interpretar el objeto
matematico en estudio, las dificultades y errores comunes en el proceso de
resolucion de ejercicios y problemas, donde los alumnos tendran como Unica base

Sus conocimientos previos.

R/
°

Didactica: En esta ultima dimensién, se analizara las caracteristicas de como se
desarrolla el proceso de ensefianza — aprendizaje del objeto matematico en estudio,
asi como los recursos didacticos y las estrategias de ensefianza que utilizan los
profesores de dicha Institucion Educativa, finalizando con el analisis de algunos

libros de texto utilizados en dicha ensefianza.

3.1Andlisis epistemoldgico

Este andlisis consiste en presentar una referencia histérica relacionada al objeto

matematico en estudio y en sus fundamentos tedricos.

3.1.1 Referencia histérica

La referencia histérica estard basada en el enfoque expuesto en el libro “Historia de la

matematica” paginas 55-56, escrito por Carl Boyer (1987). El autor expone que:
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Los babilonios casi no le prestaron atencion a las ecuaciones lineales (el mayor
numero de documentos corresponde al periodo 600 a. de C. a 300 d. de C.). Quizas por
considerarlas demasiado elementales, debido a la flexibilidad de las operaciones
algebraicas que habian desarrollado. No utilizaban letras para representar las cantidades

incégnitas porque no estaba inventando aun el alfabeto, pero si utilizaron palabras como:

longitud, anchura, area y volumen.

Un ejemplo tomado de una tablilla babilonica plantea la resolucion de un sistema de

ecuaciones en los siguientes términos:

Lllanchuralr longitug fmanos

longitud+anchura= 1@nanos

Para resolverlo asignaban el valor 5 a una mano y observaban que la solucion podia

ser:anchura 20y longitud = 30.

Para comprobarlo, utilizaban un método parecido al de eliminacion. En nuestra

notacion, si consideramos variablgs{anchura x = longitud) y manos=5, entonces:

g

—y+x=7(5
L ©)
x+y=1005)

Simplificando:

y+4x =14(
y+x=50

Luego, basta restar la segunda ecuacion de la primera, obter@esrd0, es decir
x=30y y=20.

Como podemos apreciar en el ejemplo, los babil6nicos no tenian dificultad para
resolver sistemas de ecuaciones lineales, y las ecuaciones las consideraba demasiadas
elementales como para prestarle mucha atencion. Por otro lado, también podemos ver que
lo babilénicos conocian el método de eliminacion por medio de una combinacion lineal,
expresando todas las dimensiones en términos de manos, y llamando x e y a la longitud y

anchura respectivamente.
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El algebra egipcia se centrd exclusivamente en las ecuaciones lineales. Los griegos
también usaron los sistemas de ecuaciones, pero utilizando métodos geométricos.
Thymaridas (400 a. de C.), encontré una formula para resolver un determinado sistema de

n ecuaciones com incognitas.

Diophante, resolvié problemas en los que aparecian sistemas de ecuaciones, pero los
transformaba en una ecuacion lineal, él solo aceptaba las soluciones positivas pues lo que
buscaba era resolver problemas y no simples ecuaciones. Utilizo un &lgebra sincopada
(intermedio entre el &lgebra retorica y el algebra simbdlica), sin embargo, una de las
dificultades que encontramos en la resolucion de ecuaciones por Diophante es que carece

de un méetodo general y utiliza en cada problema métodos distintos muy ingeniosos.

El libro “El arte matematico”, de autor chino desconocido (siglo Il a. de C.), contiene
algunos problemas donde se resuelven ecuaciones. En ellos encontramos un esbozo del
método de las matrices para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Uno de dichos
problemas equivale a resolver un sistema de tres ecuaciones lineales por métodos
matriciales.

3.1.2 Los sistemas de ecuaciones lineales con dos variables
Sistema de ecuaciones lineales con dos variables

El desarrollo y el contenido matematico de nuestro objeto en estudio estara basado en
el enfoque expuesto en el libro “La Matematica de la Ensefianza Media ” — Capitulo 3 —
paginas 97-100, escrito por Elon Lima, Paulo Pinto, Eduardo Wagner y Augusto Morgado
(2000), ellos describen:

Al escribir una ecuacion ax+by=c, estaremos admitiendo tacitamente que
a?+b? #0, es decir gue los coeficientesy b no se anulan simultaneamente.

Unasoluciondel sistema lineal

{E!LX"' by=¢
Hx+by=c,

es un pal(x; y)D R? cuyas coordenadas y y satisfacen ambas ecuaciones.
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El sistema se dice indeterminado, imposible o determinado cuando admite mas de una
solucién, ninguna solucién o una uUnica solucion, respectivamente. Cada ecuacion tiene

como soluciones las coordenadasy) de los puntos de una recta, de modo que el sistema
es indeterminado, imposible o determinado, conforme las rectas,, representadas por

las dos ecuaciones, coincidan, sean paralelas o sean concurrentes, respectivamente.

A A A

y h=r y y

7 3 X / N\ X
a. Infinitas soluciones b. Ninguna solucién c. Unica solucién

Figura 1: Posiciones de las rectas

Para decidir en cuél de esas 3 alternativas se encuentra el sistema, se debe examinar el
cuadro de los coeficientes

m{al b ¢ }
a b c
Esto es un ejemplo del objeto matematico llamado matriz. Mas especificamente, una
matriz con dos filas y tres columnas, es decir una matriz de @xlan
Sus filas son los vectores = (a;b;c;) ¥ F, =(ay;by;c,) pertenecientes &3,y
sus columnas son les vectores = (a;a,), C, =(b;b,) ¥ C3=(c;c,) de R2. A la

matriz m se llama matriz aumentada del sistema.

Dos rectas que poseen mas de un punto en comun deben coincidir. Luego, el sistema es
indeterminado si y solo si sus ecuaciones definen la misma recta, esto ocurre si y solo si

existe un ndmero red # 0 tal que

& =ka, b, =kb; ¥y ¢, =kg; .
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Es decir, si los vectores filg, y F, de la matrizm son colineales (multiplos uno del

otro), en este casp, = kF; .

Una forma practica de escribir las igualdades anteriegeska, Yy b, = kb, sin
referirse al nUmerd , es decir quegb, - a,b;, = 0. Andlogamente, los otros dos pares de
igualdades equivalen &c, -a,c, =0 Y hc, -b,c, =0. En conclusion, el sistema es

indeterminado sin referirse al nUmekq si se cumple
2b- ab=a6-3G=hc —bec =0.
El sistema es imposible cuando las rectgx+by=c, ¥ ax+b,y=c, son
paralelas. Para que esto suceda, es necesario y suficiente quek é0ston a, = ka,,

b, =kb, ¥ ¢, # kc,. Equivalentemente, el sistema es imposible si y sotsi- a,b, =0

y por lo menos uno de los nimergs:, - a,c; , bc, - b,c, es diferente de cero.

El nimero g b, - a,b; se llama determinante de la matriz del sistema

y b
a, by

Finalmente, el sistema es determinado cuando no es indeterminado o imposible. Esto

ocurre cuando las rectagx+ hy=c; Y & x+ b,y =c, son concurrentes, o sea cuando el
determinante esy b, — a,b, # 0. Dicho de otro modo, cuando los vectores fjla (a;;b;)

y 1, =(ay;b,) de la matriz no son mdltiplos uno del otro

a by
a, by|

Se dice que un vectar es combinacion lineal de dos vectoresy v cuando existen

nameros reales y y tales quew=xu+ yv.

El sistema fue analizado anteriormente sobre el punto de vista de sus filas, también

puede ser visto en términos de sus colummaga;;a,), v=(b;b,) ¥ w=(c;c,) de su
matriz aumentada. Desde este punto de vista, afirmafxqylees una solucién del sistema,

equivale a decir qua = xu+ yv, como veremos a continuacion:

Dado un sistema lineal
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{qx+ hy=¢

y considerando los vectoresu= (a;;a,), v=(b;;b,), w=(c;;c,), se tiene:

Si (x, y) es solucién deél), entonces

X yv= X g; &)+ y(b;b,)
=(ax% Ry ax+hy)
:(Cl;cz)

=W
lo que indica queves combinacion lineal de y v.

Reciprocamente, sies combinacion lineal de y v, entonces existerx y[IR, tales

quew=xu+yv,entonces w (x,a A+ b PH=(¢ ¢)=(ax hy ax+by)

:{ew hy=c
axtby=c,

lo que indica que(x, y) es solucién de (*). Por ejemplo: En el sistema lineal

3Xx-5y=2
X+ 3y=14

tenemos los vectoresi= (32), v= €53), w= (214), (x y) O R*es solucion del

sistema si y solo sv=xu+ yv (w es combinacion lineal de y v). Ademas, se puede

ver que:{ . es solucién del sistema y que= (2,14)= 4(3,2)+ 2(-5;3) es

combinacion lineal de y w. Por lo tanto, el sistema posee solucion si y s6lo sb
combinacion lineal de dos vectorasy v.
De lo visto anteriormente resulta que si los vectareda;;a,) y v=(b;b,) son tales

que ab, - a,b, # 0 entonces cualquier vectar= (c;;c,) en R ? se escribe (de modo

Unico) como combinacion lineal de ellos. En este caso (esto es, auandano son

multiplos uno del otro) se dice que los vectaney v son linealmente independientes.
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Finalmente, formalizamos un concepto que se emplea en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales con dos variables y que también ha sido empleado en esta

investigacion.

Dos sistemas se dicen que son equivalentes cuando admiten las mismas soluciones.
Cuando se sustituye una de las ecuaciones por la suma de esta ecuacion con un multiplo de

la otra, se obtiene un sistema equivalente. En otras palabras, patadidlolos dos

sistemas siguientes poseen las mismas soluciones:

{qx+qy=q
& X+ bzy:C2

{qx+qy=q
(a+ kg x(h+kh)y=c,+kg

Para resolver el sistema por el método de eliminacién se escoge el nimero k de modo
que uno de los coeficientes +ka, 0 b, +kb sea cero. Esto da inmediatamente el valor

de una de las incognitas, el cual es sustituido en la primera ecuacion para encontrar el otro
valor. Por ejemplo:

2x-3y =1

. 2x—-3y =1 X=2
El sistema -
5+ 2y=12

es equivalente al sistemg;
1% =38 y=1

3.2 Analisis cognitivo

Con la finalidad de poder analizar los procesos cognitivos, hemos disefiado y aplicado
una evaluacién de conocimientos previos a los alumnos del cuarto afio de secundaria —
seccion B del colegio “Weberbauer”, donde se ha considerado conocimientos y habilidades
gue el alumno debe manejar para el aprendizaje de nuestro objeto matemético (sistema de

ecuaciones lineales con dos variables).

Para trabajar la actividad propuesta y lograr los objetivos trazados, es necesario que los

alumnos muestren tener los siguientes conocimientos previos:

i. Expresar en forma algebraica un enunciado verbal y viceversa.

ii. Resolver ecuaciones de primer grado.
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iii. Ubicar puntos en el plano cartesiano.

iv. Resolver problemas cuyo modelo matemético involucre ecuaciones lineales.
v. Crear enunciados (problemas) a partir de ecuaciones lineales dadas.

vi. Graficar rectas.

vii. Reconocer la ecuacion de una recta a partir de su gréfica.

viii. Determinar el punto de interseccion de dos rectas no paralelas.

ix. Determinar la ecuacion de una recta a partir de dos puntos dados.

3.2.1 Andlisis de conocimientos previos

A fin de lograr mayor objetividad en el analisis de los conocimientos previos que
poseen dichos alumnos, presentamos en detalle los resultados de la evaluacion de
conocimientos previos que se les aplicd. La evaluacion denomirBxgalofacion
Académica (Anexo 1), se aplico el 04 de octubre del 2012, se evaluaron nueve (9)
preguntas de respuestas abiertas con una duracién de 50 minutos, y se aplicé a un total de
15 alumnos.

A continuacién presentamos las respuestas por alumno de cada una de las preguntas
realizadas (Tabla 1) y el resultado general (Tabla 2), indicando la cantidad de alumnos que

llegaron a:

A. Respuestas correctas.

B. Respuestas en proceso.
C. Respuestas incorrectas.
D

. Respuestas en blanco.

Tabla 1: Respuestas por alumno en cada pregunta

Alumno
112 3] 4/ 5/ 6/ 7 8§ 9 1011|12|13|14|15

N° ftem
Pregunta

a) AIAIAJIAIAICIAIAIAIAIAIA|AIA A

b) A/AIB/A|IC|B|IBI B/ A|/B|C|A|A|BJA
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Tabla 2: Resultado general por pregunta

Preguntas item | A % B | % C | % D | %
a)| 14 | 93%| o 1 | 7% | 0
b) 7 47% 6 40%| 2 13%| O
c)| 13 | 86% 1 7% 1 7% 0
d| 5 33% | 10 | 67% 0 0
e)| 11 | 73% 3 20%| 1 7% 0
1 8 2
1 Nl 27| ow 3low| © 0
Q| 7 | 41%| 7 |41%| o 1 | 7%
h) 6 40% 7 |47%| O 2 | 13%
i) 9 60% 5 |33%| 1 7%
)] 7 47% 5(33%| 1 7% 2 13%
2 a)| 14 | 93% 1 7% 0
b)| 11 | 73% 3 20%| 1 7% 0
a)| 13 | 86% 0 2 |13%| O
3 b)| 14 | 93% 0 1 7% 0
c)| 15 |100%| O 0 0
d| 15 |100%| O 0 0
4 4 27% 2 13%| 5 33%| 4 |27%
a)| 12 | 80% 3 |20%| O 0
c b)| 9 | 60%| 5 |33% 1 | 7%
C) 5 3%3 1 7% 7 |47%| 2 13%
5 a)| 4 27% 1 7% 9 |60%| 1 7%
b)| 5 33% 0 7 |47%| 3 |20%
. a) 8 53% 0 6 |40%| 1 7%
b) 8 53% 0 6 [40%| 1 7%
4 27% 2 13%| 2 |13%| 7 |47%
0 5 |33%| 4 |27%| 6 |40%
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A continuacion presentamos cada una de las 9 preguntas del examen de conocimientos
previos y algunos comentarios del resultado general por pregunta (Tabla 2). Finalmente,

mostramos un ejemplo que ilustra como fue abordada la pregunta por uno de los alumnos.

Pregunta 1: Completa la siguiente tabla:

Lenguaje verbal Lenguaje algebraico
a. Eltriple de un nimero, aumentado en 5 es 110.
b. La suma de dos nimeros enteros y consecutivos es

igual a 17.
c. El doble de la suma de un numero y su mitad es
igual a 54.
d. x—4=15
e. Eldoble de la edad de Ana dentro de 4 afios sera 14.
f. El triple de un nimero, aumentado en su mitad es
igual a 21.
x+3
: =6
g 2
h. *43=6
2

i. El perimetro de un rectangulo mide 24 cm y su base
mide el triple de su altura.
j. Juan tiene 3 nuevos soles mas que Maria

Conocimiento previo evaluado:Expresar en forma algebraica una expresion verbal y

viceversa.

Andlisis: La mayoria de los items fueron respondidos correctamente, ello muestra que
los alumnos tienen habilidades para expresar en forma algebraica un enunciado verbal. Sin
embargo, se pudo observar que, algunos alumnos tuvieron mayores dificultades en expresar
en lenguaje algebraico un enunciado verbal, por ejemplo en el item (d), solo el 33% de los
alumnos respondieron correctamente y el item (h), un 40% logré expresar correctamente.
Se observo que expresan tal y como se va describiendo y no tienen en cuenta la coma o no
le estdn dando un sentido logico a las expresiones dadas. Un 47% de los items fueron
abordados por los alumnos de manera favorable sin llegar a ser terminados en su totalidad,
demostrando que entendieron en parte las expresiones dadas pero les faltd6 seguridad para

terminar, quizas por la falta de practica en este tipo de problemas. Otra de las dificultades
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gue se pudo observar, la podemos visualizar en el item i, que pide expresar en lenguaje
algebraico una expresion verbal con contexto geométrico (perimetro de un rectangulo). A
pesar de que un 60% lo expresoé correctamente, el 33% tuvo respuestas incorrectas y un 7%

lo dej6 en blanco. Mas adelante, veremos que este tipo de dificultad se repite.

Solucién realizada por uno de los estudiantes

‘ Lenguaje verbal Lenguaje algebraico
| a. El tnple de un nimero, aumentado en 5 es 110. B0 16 = IO
b. La suma de dos niimeros enteros y consecutivos es
igual 17, (o
A Eﬁll‘doble de la suma de un niimero y su mitad es igual a Z!FJXTL)’)‘TP é’lﬁ 5
d x—4=15

] ~ [
; T 4#—?7&@% w42 A5

e. El doble de la edad de Ana dentro de 4 afios sera 14.
Ax+ L) =14

f  Eltriple de un nimero, aumentado en su mitad es igual

- 3’,}/ e

. all oz 372 =7
! 8 i tad de .sia‘L ,.f:w’?;f?g;j fa_c::f??:f?y.éﬁjo ¥+3 mi
' YV 3 & ; T

h. (4 P?”J;‘/fe 5{5’5“ e }L,{,.:?i?r'?ﬁ;; @{ﬁ;-’{ér’!ﬂzﬁ 5?27 ¢77 E -

) +3=6
. ] 2
1. El perimetro de un rectangulo mide 24 cm y su base
mude el triple de su altura. #
J. Juan tiene 3 nuevos soles mas que Maria

= X3

Figura 2: Algunas respuestas a la pregunta 1
Pregunta 2: Resolver las siguientes ecuaciones:

a. 5+ 24= %+15
b. 2+ {X+4)=30

Conocimiento previo evaluadoResolver ecuaciones de primer grado.
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Andlisis: En forma general, podemos decir que los alumnos no tuvieron dificultades
para resolver las ecuaciones de primer graemostrando que el grupo presenta
habilidades para resolver este tipo de ecuaciones. Por ejemplo en el item (a), el 93%
respondié correctamente y el 7% no resolvié correctamente, observandose que tienen
dificultades para realizar operaciones con numeros enteros. En el item (b), el 73% resolvio
correctamente, pero el 7% de los alumnos no logré resolver correctamente, observandose
gue tuvieron errores de calculo como se aprecia en la figura 3. Finalmente, ningin alumno

dejo algun item de esta pregunta en blanco (0%).

Solucion realizada por uno de los estudiantes

a. Sx+24=2x+15 b. 2x+2(3x+4)=30
%)(: Bex s lpe+ B = e
A B 2

x:.r{‘) %z

Figura 3: Algunas respuestas a la pregunta 2

Pregunta 3:Ubicar en el plano cartesiano los siguientes puntos:
¥

a. A(-24) 4

b. B(4;2) ’

c. c(0;-5) ?

d. D(-22) :
=5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Conocimiento previo evaluadoUbicar puntos en el plano cartesiano.

Andlisis: Esta pregunta consta de cuatro items, que multiplicados por los 15 alumnos
hacen un total de 60 respuestas. De este total, el 95% de las respuestas fueron correctas;
esto quiere decir que la mayoria de los alumnos evaluados manejan habilidades para ubicar

puntos en el plano cartesiano. El 5% de los items fueron respondidos incorrectamente, esto
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se debio a que no se fijaron bien en los signos de los numeros en los pares ordenados como
se aprecia en la figura 4, dejando notar que probablemente no conocen los signos en cada
cuadrante.

Solucién realizada por uno de los estudiantes

a. A(-2;4)
b. B(4;2) L b
c. C(0;-5)
d D(-22) HERE il |l x
5 4 3 2 E-IJ_ 1 . 3 4 s
21
|
—ﬁivc

Figura 4: Algunas respuestas a la pregunta 3

Pregunta 4:Un comerciante recibié 130 prendas, entre polos y pantalonetas. El precio
de costo de cada polo es 10 nuevos soles y de cada pantaloneta es 8 nuevos soles. Si pago

por todo el pedido 1190 nuevos soles, ¢ cuantos polos y cuantas pantalonetas recibio?

Conocimiento previo evaluado:Resuelve problemas contextualizados que involucran

a las ecuaciones lineales.

Andlisis: Los resultados muestran que solo un 27% de los alumnos evaluados
respondieron correctamente, demostrando que no estan familiarizados con la resolucion de
problemas. Estos resultados reflejan que los alumnos tienen serias dificultades en este tipo
de habilidades. Un 33% de los estudiantes mostré desconocimiento de cOmo resolver estos
problemas, pues trataron de resolverlo por tanteo, no definieron variables (figura 5), etc.
Otro indicador del desconocimiento, es que el 27% de los estudiantes no intentaron resolver

el problema.

Soluciones realizadas por dos de los estudiantes
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Solucién —— ‘
e o Solucién
l' 1) C e 1 - 35 e
' 470 By, )
> e s O o'
P 8 S ks S R:=>8 /IL(I;( "
_ 40
< - :'::. ) II;'{:’-E. -y 6_0 ;T[_c')
=140 *° (3 T
.I\ I'I_/"JI.‘;;’ < 1 \-'- "‘:—I-"—F{ /J /—a
iy o 1z
=1 330 Yy X
[O)ﬂ’éj;( =190 |
| 19048
[@y=1190
¥ ) —+ /:}_ ' )
}} }'\ l ) I-' ¥ L;I:r/[—(j ~ f
5 ) {']?’ j %) l;]f.r, '.HLFA:.-

Figura 5: Algunas respuestas a la pregunta 4

Pregunta 5:Crea enunciados de problemas

a) Maria resolvio correctamente un problema relacionado con la edad de un nifio y
planteé la siguiente ecuacion
x+3=10

Escribe un posible texto del problema.

b) Carlitos resolvié correctamente un problema relacionado con la compra de un
lapicero y planted la siguiente ecuacion
x+3=10
Escribe un posible texto del problema.
c) Jaimito resolvié correctamente un problema sobre rectangulos y comenzoé
planteando la siguiente ecuacion
Ix+(x+ 3| =48

Escribe un posible texto del problema que resolvié Jaimito.
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Conocimiento previo evaluado:Crear enunciados (problemas) a partir de ecuaciones

lineales dadas.

Analisis:

En cuanto al paso del registro algebraico al verbal, con la exigencia de escribir un texto
gue sea un problema correspondiente a una ecuacién dada, se advierten mayores
dificultades en la expresion algebraica mas compleja (item (c)) (figura 7), a pesar de darse
explicitamente el contexto geométrico. No siendo habitual este tipo de exigencia, es
importante reconocer el potencial existente en los alumnos, pues en el item mas dificil (c)
el 33% de los alumnos lo resolvié correctamente. Curiosamente, en el item (a) hay un 80%
de respuestas correctas, 20% mayor a la situacion similar presentada en el item (b), a pesar
de que en el item (b) se sugiere un contexto mas habitual o cotidiano (de compra) en
comparacion con el item (a) que es mas artificial (comparacién de edades) (figura 6). La
explicacion podria estar en que los problemas sobre edades son de uso mas comun en los

centros educativos.

Solucion realizada por uno de los estudiantes

. b). Carlitos resolvié correctamente un

a). Maria resolvi6 correctamente un | problema relacionado con la compra de
problema relacionado con la edad de un o plinties in gipacote
nifio y planted la siguiente ecuacién. | #+5=10

Escribe un posible texto del problema

x+3=10
Escribe un posible texto del problema

A
Qe et/ %?% /férd(xue/
Aj A po de & Fes aiios

%ﬂm ?(/| _r‘\ ? é(/tli/ﬁ J”n&o /a./fj,ue/ ,{,{:JL;,,:_’ 7%/_
3 2 poler rr 5 47’24,{.-:— AP //{j Aels

o~ ﬁm‘adw‘? &7 é?/‘:l-.//fj *70/5)/)7

Figura 6: Algunas respuestas a la pregunta 5
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¢). Jaimito resolvié correctamente un problema sobre rectingulos y comenz6
planteando la siguiente ecuacion:

2x+(x+3)]=48

Escribe un posible texto del problema que resolvié Jaimito.

13 ‘]‘i""cﬁ‘m\‘d ‘kb MAY N‘ijéf“q(&l/u w&)hq’?m“ 15 Mb,qﬁ»m 'm"k,éw
) b gon ran Yo a3 i

Figura 7: Algunas respuestas a la pregunta 5

Pregunta 6: Grafica las siguientes ecuaciones:

FS

a y=2x+1 3

b. y+2x=4 1

Conocimiento previo evaluadoGraficar rectas.

Andlisis: Los resultados muestran que los alumnos presentan serias dificultades para
graficar rectas. En el item (@) solo un 27% logré graficar correctamente las ecuaciones
dadas y el 60% de los alumnos no sabe graficar rectas. En el item (b) solo un 33% de
alumnos realizaron correctamente la grafica de las ecuaciones y el 47% no hizo el trazado
de la recta correctamente. El 20% de los alumnos no tuvo idea de cémo graficar (lo dejaron
en blanco). Estos porcentajes son realmente preocupantes, porque a pesar de que
demostraron saber ubicar puntos en el plano cartesiano, indican no saber qué relacién hay

entre las variablexX e y presentes en las ecuaciones dadas. Es notorio que algunos

alumnos no tienen idea del significado (geométrico) de una ecuacion de la forma

y=mx+b, otros muestran tener idea sobre la tabulacién pero no concretan con una buena

PUCP Pagina 36

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




1ENE3,E,

s ¢ | PONTIFICIA
[=]
™
s

TESIS PUCP T g;l_:_\gzﬁgfnn

DEL PERU

gréfica. Finalmente, los items que fueron dejados en blanco, probablemente se deba a que
no logran relacionar la parte algebraica (ecuacion) con la parte geométrica (grafica); es

decir, por la poca préactica en el registro grafico, esto lo podemos apreciar en la figura 8.

Solucion realizada por uno de los estudiantes
a y=2x+1

b. y+2x=4

Figura 8: Algunas respuestas a la pregunta 6

Pregunta 7:A continuacion se muestra los graficos de las retiag L, .

N4y Examina cudles de las
N
> siguientes ecuaciones
< {'1 _ corresponden a tales rectas:
- N L e
2
4 18-2x
N P (A y=""
3 N e
2 18+ 5x
B =
1 » \ (B y=—y
/ \\Qj' © y= 2X—6
-2 -1 1 53 4 5 8 7 8 O 3
' 1 7 <
2 (D) y=9-x
A5
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Respuesta:
a. Ecuacion deL;:

b. Ecuacion deL,:

Conocimiento previo evaluado:Reconocer la ecuacion de una recta a partir de su
grafica.

Andlisis: Los resultados muestran que en ambos items el 53% fueron respondidos
correctamente, es decir lograron identificar la ecuacion a partir de su grafica. Ademas, se
pudo observar que los alumnos que graficaron las rectas correctamente de la pregunta
anterior (6), fueron los que respondieron correctamente esta pregunta y que resolvieron la
situacion por tabulacion. Un 40% de los items tuvieron respuestas incorrectas, quizas por la
falta de coordinacion entre el registro grafico y el registro algebraico o por la poca
familiaridad con este tipo de registro. Finalmente, un 7% de los items fueron dejados en

blanco, dando a entender que no tiene idea como graficar rectas ni el método de tabulacion.

Pregunta 8: Dada las siguientes rectas, halla el punto de interseccion:

2x+y=4
X—y=2

Conocimiento previo evaluadoDeterminar el punto de interseccion de dos rectas.

Andlisis: Los resultados muestran que solo un 27% de los alumnos determino
correctamente las coordenadas del punto de interseccion de dichas rectas, es decir
entendieron que bastaba resolver algebraicamente las ecuaciones dadas. Un 13% de los
alumnos mostraron algunos avances, encontrando solo una de las coordenadas, quizas
porgue no les quedo claro que hallar el punto de interseccion era hallar un par ordenado de
la forma (x;y) , es decir un valor para y un valor paray . Un 13% de los alumnos
cometieron errores graves, aqui muchos alumnos en lugar de resolver la pregunta de
manera algebraica lo hicieron usando el registro geométrico, trazando las rectas y tratando
de intuir las coordenadas del punto de interseccién, encontrando errores de todo tipo, sin
embargo, algunos llegaron a la respuesta correcta ya que el punto de intersed@) era
como se parecia en la figura 13, es decir un punto sobre el eje X, considero que la pregunta

debié ser de tal manera que el punto de interseccion no este sobre uno de los ejes
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coordenados (ver solucion de uno de los estudiantes). Finalmente, el 47% de los alumnos
dejaron esta pregunta en blanco, fueron muchos los alumnos que no tuvieron idea de como
resolver esta pregunta, quizds por falta de experiencia en este tipo de preguntas ya que
estamos seguros que si la pregunta hubiera dicho resuelva el siguiente sistema de
ecuaciones, el registro algebraico hubiera salido a flote en ellos y no hubiera visto tantos

items en blanco.

Solucion realizada por uno de los estudiantes

xty=4 ¥
x-y=21 A

Figura 9: Algunas respuestas a la pregunta 8

Problema 9: Halla la ecuacion de la recta que pasa por los potey (5;0).

Conocimiento previo evaluado:Determinar la ecuacién de una recta a partir de dos

puntos dados.

Andlisis: Los resultados nos indican que ningin alumno (0%) contestd correctamente,
lo méas probable es que no conocian el tema. Un 33% de los alumnos trazaron la recta que
pasa por los dos puntos dados, pero no encontraron la ecuacion que se les pidié. El 27% de
los alumnos presentaron respuestas equivocadas, por ejemplo ubicaron mal los puntos
dados. Finalmente, el 40% de los alumnos dejaron la pregunta en blanco, probablemente

por temor a equivocarse o por tener conocimiento de este tema.
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Conclusién general:
Teniendo en cuenta los resultados anteriores y el analisis presentado, concluimos que
las dificultades que méas destacaron son:

v' Definir variables (incognitas) para la resolucion de un problema contextualizado.

v’ Escribir textos que expresen lo enunciado en lenguaje algebraico.

v Resolver ecuaciones con mas de una variable o incognita.

v’ Interpretar la relaciéon que existe entre una expresion algebraica (ecuacion lineal) y
Su representacion geométrica (grafica — recta).

v Representar en registro algebraico la ecuaciéon de una recta que pasa por dos puntos

dados.

Es importante sefalar que, las dificultades encontradas en este grupo de estudiantes,
confirman las dificultades sefaladas por otros investigadores, como Oaxaca (2002), quien
sefala que los estudiantes tienen dificultades para interpretar modelos matemaéticos, la cual
podemos observar en la pregunta 4 (pag. 43). Los resultados de nuestra investigacion
muestran que los alumnos no tienen idea de como resolver problemas con sistema de
ecuaciones lineales, ya que ni siquiera definieron las variables, y como lo dice Trigueros
(2012), los alumnos presentan dificultades en el proceso de modelacion, por ejemplo,
definir las variables y plantear hipotesis. Por otro lado, los alumnos también presentan
dificultades para realizar los cambios de registi@sgura (2004), concluye quelos
estudiantes no realizan en forma correcta el pasaje del registro verbal al algebraico, esto lo
podemos verificar en la pregunta 1 (pag. 40) y que no efectian representaciones y
resoluciones graficas de sistemas de ecuaciones lineales; una muestra de esta dificultad la
podemos ver en la pregunta 8 (pag. 48), pues se esperaba que esta pregunta la resolvieran
usando el método grafico, sin embargo algunos resolvieron algebraicamente el sistema de
ecuaciones, y los pocos que usaron el método gréfico, encontraron la solucion probando
valores. Hubo muchos alumnos que no tuvieron idea de cdmo resolver el sistema de

ecuaciones.
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3.3 Analisis didactico

3.3.1 Los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) con dos incégnitas en los libros
de texto

En esta seccion, se hara el analisis didactico de los libros de texto que se toman en
cuenta en el colegio “Weberbauer”, para evaluar como presentan el objeto matematico en
estudio. Entre estos libros tenemos:

Texto Autor Editorial ARo
Matemaética 3 Coveifias, Manuel Editorial Bruio 2003
Matemaética 3 Santillana Ediciones Santillana 2008

Para este analisis didactico, se ha evaluado la manera en que los autores de estos libros
introducen el tema, cdmo lo abordan y qué tipo de ejercicios y problemas utilizan y cémo

son resueltos.
MATEMATICA 3 — SANTILLANA (2008)

En la pagina 203 de este libro, el autor trabaja el objeto matematico en estudio. Es
importante sefialar que casi siempre un tema se inicia exponiendo elementos como una
resefia histérica u otro tipo de informacion complementaria, ademas se hace una
descripcion de los aprendizajes esperados, las actitudes a desarrollar y pone de manifiesto
el desarrollo didactico como sugerencia metodologica, es decir, expone la manera (paso a

paso), como se abordara el tema.

Para el desarrollo del objeto matematico, comienza recordando como solucionar
ecuaciones de primer grado con una y dos incognitas, asi como su representacion
geomeétrica (rectas). En seguida explica dos ejemplos, el primero es un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas que es resuelto mediante tabulacion hasta encontrar un punto
en comun entre ambas ecuaciones y en paralelo muestra una gréfica con las dos rectas en
donde deja claro que el punto de interseccidn es la solucidon del sistema, el otro ejemplo es
un problema contextualizado, pero ambos ejemplos son usados con la finalidad de definir
formalmente un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas. Posteriormente, explica

los métodos de soluciébn como reduccién, sustitucion y de igualacion; explica los tipos de
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sistemas vy los clasifica: compatibles determinados, aquellos que tienen una Unica solucion,
compatibles indeterminados los que tienen infinitas soluciones y sistemas incompatibles

los que no tienen solucion.

Finalmente, se resuelven 4 problemas contextualizados dejando en claro que el método
de solucion es el explicado lineas arriba (pag. 40), refuerza el tema con varios ejercicios y

problemas resueltos y deja una lista para resolver.

MATEMATICA 3 — COVENAS, MANUEL (2003)

En la pagina 337 de este libro, se encuentra el capitulo denominado sistema de
ecuaciones e inecuaciones con dos y tres incognitas, aqui se abarca el objeto matematico en
estudio. El autor comienza definiendo el concepto de ecuaciones simultaneas, y afirma que
“Son dos 0 mas ecuaciones con dos o mas incognitas que se han de resolver
simultaneamenteen otras palabras simplemente es otra manera de definir los sistemas de
ecuaciones de cualquier orden (no necesariamentexdg). En seguida, nos recuerda
como abordar la solucién de una ecuacion lineal o de primer grado, asi como su significado
geométrico (recta), aqui al igual que el autor anterior usa el método de tabulacion para

encontrar pares ordenados por donde pasa la recta.

Sin méas preambulos se inicia el estudio del objeto matematico, resuelve un ejemplo
tabulando puntos para ambas ecuaciones dadas, hasta lograr un punto en comuan (solucién)
y aprovecha esto para definir un sistema de ecuaciones dos incégnitas y con Unica solucion,
al cual llama sistema consistente, luego propone otro ejemplo para resolverlo de manera
gréfica, incide en la tabulacion y define al punto de interseccion como la solucion del
sistema. Luego, propone dos ejemplos mas, uno para definir cuando un sistema tiene
infinitas soluciones, al cual llama sistema de ecuaciones equivalentes, y el otro para definir
cuando un sistema no tiene solucién, en este caso lo llama sistema incompatible o absurdo,
como antes lo aborda mediante tabulacion y mostrando las gréaficas. En seguida, mediante
ejemplos explica los métodos de reduccién, sustitucion, igualacion y por determinantes, en
este Ultimo define el concepto de matriz y determinante de arden propone algunos
ejemplos de sistemas consistentes para ser resueltos mediante la regla de Cramer.
Finalmente, refuerza lo anterior con varios ejercicios resueltos y una lista de ejercicios

propuestos con sus respectivas respuestas.
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En la solucién de problemas contextualizados, el autor directamente propone y
resuelve 19 problemas, 8 problemas los propone con espacios en blanco para reforzar los
problemas trabajados anteriormente y finalmente deja una lista de problemas clasificados

en nivel | y Il. Este autor también deja claro usar el método estudiado (pag. 41).

A partir de la revision de los dos textos usados en el colegio Weberbauer para la
ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales con dos variables, los autores Covefias y
Santillana desarrollan este objeto matematico mediante tres métodos en paralelo: tabulando,

graficando y mediante un problema contextualizado.

Los autores usan el método de tabulacion para encontrar un punto comun del sistema
de ecuaciones lineales (SEL) dado, lo cual no contribuye a la comprensién de este objeto
matematico. Al tratar el método grafico para la resolucién de problemas relacionados con
SEL con dos variables, no se plantean preguntas que induzcan al alumno a un analisis mas
profundo, como interpretar qué ocurre cuando varian los parametros de los SEL. Ademas,
no hacen preguntas relacionadas con el uso de herramientas tecnolégicas como el
GeoGebra, el cual consideramos muy importante para la ensefianza y aprendizaje de los
SEL. Por otro lado, los problemas son resueltos sin una secuencia que induzca al alumno a
ir interpretandolo y por ende ir formando un sistema de ecuaciones que le ayude a resolver
el problema. En general, se plantean situaciones donde se le pide al alumno resolver
problemas de SEL usando de manera mecanica los métodos de solucion de SEL
(sustitucién, eliminacion, igualacion). Es importante sefialar que después de una breve
explicacion teorica, los autores plantean una cierta cantidad de ejercicios y problemas con
preguntas donde el alumno aplica los métodos estudiados anteriormente, pero no existen
preguntas que estimulen la creatividad del alumno, como, por ejemplo crear problemas a
partir de un SEL con dos variables, o tenga que usar un software matematico como el

GeoGebra para resolver un problema.

3.3.2 Andlisis de restricciones

Esta investigacion se llevara a cabo con 15 alumnos del cuarto afio de secundaria del
colegio “Weberbauer. Para el disefio de las situaciones didacticas tomaremos en cuenta
algunos datos que hemos obtenido de parte de algunos profesores y de los mismo alumnos,

tales como: los alumnos son adolescentes de clase media, fluctian entre los 14 y 15 afios de
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edad, 3 son mujeres y 12 son varones. Por otro lado, en la parte académica nos informaron
gue dichos alumnos, en afios anteriores, han visto el objeto matematico en estudio, quizas
de una manera poco profunda pero nos permitira hacer nuestra investigacion, con la unica

finalidad de mejorar el aprendizaje en alumnos.
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CAPITULO 4: CONCEPCION Y ANALISIS A PRIORI

En este capitulo, describiremos las variables macro y micro didacticas que se pondran
en escena en la fase experimental, detallaremos las cuatro actividades disefiadas para la
secuencia didactica, luego identificaremos las variables en las actividades de aprendizaje y
finalmente haremos un analisis a priori, describiendo los tipos de interacciones con el

medio y los comportamientos esperados.

4.1 Determinacion de las variables

4.1.1 Variables macro didacticas

Al poner en escena las situaciones disefiadas, estaremos en la fase experimental de la
Ingenieria Didactica y se tendran en cuenta las siguientes consideraciones:

La formacion de los grupos sera libremente, en 5 grupos de 3 integrantes cada

uno.

* Las aulas de la institucion educativa cuenta con la infraestructura adecuada, sus
carpetas son movibles y cuentan con equipo multimedia. Ademas, tiene dos

salas de computo.

* La entrega del material con las situaciones didacticas sera al inicio de cada
actividad, donde se detallara las acciones que deben seguir los alumnos de forma
individual y grupal.

e Se ha previsto realizar una clase en el laboratorio de cémputo, para que
conozcan algunos comandos del GeoGebra.

* Se ha considerado los resultados de la evaluacion de exploracion del grupo, para
la elaboracién de las actividades de aprendizaje, situaciones concretas que

permitan comprender el concepto y realizar los procedimientos adecuados.
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4.1.2 Variables micro didacticas

Teniendo en cuenta que la finalidad de las situaciones didacticas es estudiar el conjunto

de condiciones para la construccibn de un conocimiento matematico, y que estas

condiciones pueden variar de tal manera que segun los valores que toma, provoca en el

alumno un cambio de estrategia de resolucién y por lo tanto el conocimiento para resolver

la situacion, hemos considerado las siguientes variables, que ciertamente, no son las Unicas

gue existen.

a) Interdependencia de variables:

Interdependencia de variables

Casos

Ambas ecuaciones con funcion
afin implicita (VMFI)

ax+hy=c¢
B X+ by=c;

{

Donde &, &,y y b, son ndmeros reales

diferentes de 0, llamados coeficientes, mientras
los nimeros reales; y C, son llamados térming

independientes.

Una o ambas ecuaciones con
funcién afin explicita (VMFE)

y= ax+b
y= aX+h,

{

Donded y & son numeros reales diferentes d¢

llamados coeficientes, mientras qie y b, son

nameros reales llamados términos independient|

{

Donde &, & y b, son nlimeros reales diferen

gx+hy=¢
y=ax+h,

de 0, llamados coeficientes, mientras gogy C,

son nuameros reales llamados térmi

independientes.

que

U

[es

N0S
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b) Tipo de Parametros:

Tipo de Parametros Descripcion Ejemplo

] . Los coeficientes y los
Parametro Fijo o _ _ 2x+ 3y =53
términos independientes
(VMPF) x+ty=21

toman valores fijos.

2X+3y=c¢;
x+y=21

Donde c; toma diversos valorgs

\ » & 4l ¥eorle's
Variacion de un término
independiente (VMPV- o+ 3y =53
Ti) {x+ y=¢,

Donde ¢, toma diversos valorgs

reales
X+ 3y =53
Parametro Variable ax+y
x+y=21
(VMPV)
Donde a; toma diversos valores
reales
2X+ =53
Variacion de un by
x+y=21
coeficiente
Donde b; toma diversos valores
(VMPV-C) '
reales
2x+ 3y =53
pxX+y=21
Donde a, toma diversos valores
reales
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2x+ 3y =53
x+by=21

Donde b, toma diversos valores

reales

En esta investigacion, se trabajara solamente con coeficientes y términos

independientes (parametros) que toman valores enteros.

4.2 Disefo de la secuencia didactica

4.2.1 Panorama general

La secuencia didactica ha sido elaborada de acuerdo a la Teoria de Situaciones
Didacticas. Se presentan problemas contextualizados donde los alumnos en forma
individual y grupal, partiendo de sus conocimientos previos, deberdn enfrentar nuevas

situaciones.

La secuencia didactica consiste de cuatro actividades relacionadas, usando las variables
micro didacticas descritas. En las dos primeras se resolveran problemas contextualizados,
en la tercera se resolvera una situacion problematica con ayuda del GeoGebra y en la cuarta

se estimulara a la creacion de problemas.

Cabe mencionar que el disefio de las actividades propuestas, inducen a pasar

progresivamente por situaciones de accion, formulacion, validacién e institucionalizacion.

4.2.2 Identificacion de variables en las actividades de aprendizaje

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE VARIABLES MICRO
“MEDIOS DE TRASPORTE” DIDACTICAS
Actividad 1:

—_—

« Ambas ecuaciones con funcion afin

Situacion en tres partes, relacionada con UNimplicita (FI).

sistema de ecuaciones lineales, que permite B
] ] ) - » Parametros fijos (PF).
descubrir diversas relaciones gréficas| y
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algebraicas.

Actividad 2: _ . )
« Ambas ecuaciones con funcién afin

Situacion relacionada con un sistema |de explicita (FE).

ecuaciones lineales que permite reforzar|las

_ e _ .| « Parametros fijos (PF).
relaciones graficas y algebraicas descubiertas

en la actividad anterior, con trabajos grupales.

—_—

Actividad 3: « Ambas ecuaciones con funcidén afin

. L . implicita (FI).
Situacién en tres partes, relacionada con un

sistema de ecuaciones lineales, que estimula,Parametro variable (PV):
con el uso del GeoGebra, el descubrimiento  _  \/5riacion de un coeficiente.

del manejo de la variacién de parametros. o
- Variacion de un término

independiente.

* Una de las ecuaciones con funcion afin
Actividad 4: explicita (FE).

Situacion que estimula la creacion |dg Parametros fijos (PF).

problemas sobre sistemas de ecuaciones

. . _ » Parametros variables (PV).
lineales, considerando diversos casos, y el

eventual uso de GeoGebra. - Variacion de un término
independiente

En todas las actividades se consideran dificultades graduadas. Las actividades 1y 3
estan disefiadas para trabajos individuales y grupales. Las actividades 2 y 4 solo para
grupales. Los grupos son de a lo mas tres integrantes y en la actividad 4, todos los grupos
son de dos y disponen de una computadora.

4.2.3 Actividades disefadas

La secuencia didactica ha sido disefiada teniendo en cuenta el analisis que hicimos
en los capitulos anteriores, la cual consta de cuatro actividades, donde se espera que los

alumnos valoren la importancia de resolver problemas de contexto real, respetando los
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procesos de aprendizaje que involucran a los sistemas de ecuaciones lineales con dos

variables.

A continuacion presentamos las cuatro actividades disefiadas en base a los andlisis

previos.

ACTIVIDAD 1
Situacion

Alejandro, para ir a su centro de trabajo, utiliza

medios de transporte: El metropolitano y el tren eléctrico :
pasaje en el metropolitano es 2 soles y en el tren electrijg.

soles y sus gastos semanales por movilidad son de 53

Se desea saber el numero de viajes semanaleg
Alejandro en el metropolitano y el nimero de viajes seman; =5

de Alejandro en el tren eléctrico.

Parte I: Trabajo Individual

a. ldentifica y completa los datos conocidos.

La tarifa en el metropolitano es 2 soles

b. Maria dice que Alejandro hace 6 viajes en el metropolitano y 15 viajes en el tren
eléctrico, pero Juan dice que no puede ser, porque asi Alejandro no gastaria 53 soles en

total. ¢, Cual de los dos tiene razén? ¢ Por qué?
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c. Pedro dice que entonces Alejandro hace 13 viajes en el metropolitano y 9 viajes en el
tren eléctrico porque eso explica que gasta en total 53 soles, pero Teresa dice que no
puede ser, porque en ese caso Alejandro habria hecho méas de 21 viajes. ¢Cual de los

dos tiene razén? ¢ Por qué?

d. Identifica y define dos variables que representen los datos desconocidos.

X

e. Utilizando las variables definidas en (d), expresa algebraicamente:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el metropolitano:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el tren eléctrico:

f. Escribe en cada caso una ecuacion que exprese:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro:

Numero total de viajes semanales de Alejandro:

g. Completa la tabla con valores para y paray que sean solucion de las ecuaciones

gue se dan.
Ecuacién1 x+y=21 Ecuacién 2 2x+3y =53
X y (xy) X y (X y)
1 20 (1 20) 1 17 %17
3 3
7 7
10 10

h. Observando la tabla anterior, identifica un par ordenado que es solucion de las dos

ecuaciones (

PUCP Pagina 51

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




: PONTIFICIA
TESIS PUCP 82%‘31‘}21’“"

DEL PERU

i. Grafica en el siguiente sistema de coordenadasEclacion 1y la Ecuacion 2

consideradas en (g).

y
N
j. Escribe las coordenadas del punto de intersecciondelas gr§ ( ; )
k. Elparordenado ( ; ) resuelve la Ecuacion 1y también resuelve la Ecuacion 2

I. ¢ Qué relacion tiene el punto de interseccion de las graficas con el problema propuesto?

Parte II: Trabajo grupal

Todos los integrantes del grupo formado deben comparar sus resultados obtenidos en la

parte individual.

a. Entregar en una hoja adicional las conclusiones del grupo, en las partes g, h, i, j, k, I.
b. Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema.

c. Resolver el sistema de ecuaciones de (b)

d. Explicar la relacion que tiene la solucién encontrada en (c) con el problema propuesto.
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Parte Ill: Trabajo grupal
| d
Situacion: Teleton

PR Sopath
Un grupo de jovenes de una Institucion Educativa, organizaron un evento musical con
la finalidad de recaudar fondos para la TELETON. Se sabe que, al evento asistieron adultos

y nifios por lo que el precio de las entradas no son las mismas.

Marta y Carmen asistieron al evento, pero ellas no saben cuél fue el precio de las
entradas, pero si recuerdan cuanto pagaron en total: Marta pagé S/.96 por 3 nifios y 5

adultos y Carmen, pago S/.73 por 4 nifios y 3 adultos.

a. Definir dos variables que representen los datos desconocidos:

X

y:

b. Utilizando las variables definidas en (a), expresa algebraicamente lo siguiente:

Marta pago por 3 nifios y 5 adultos, S/.96:

Carmen pago6 por 4 nifios y 3 adultos, S/.73:

c. Completar la tabla.

Ecuacion 1: ....... +....... =96 Ecuacion2 ....... +....... =73
X y (%) X y (x.y)
1
2 2
6 6
7 7
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d. Graficar en un sistema de coordenadas las ecuaciones consideradas en (c)

4y

e. Escribir las coordenadas del punto de interseccion de las graficas y responder: ¢Qué

relacién tiene el punto de interseccion con el problema propuesto?

Las coordenadas son|  ( ; )

f. Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema y resolverlo empleando

un método diferente al usado en (c) de la Parte |I.

Sistema de ecuaciones Resolver

g. Explicar la relacion que tiene la solucién encontrada en (f) con el problema propuesto.
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ACTIVIDAD 2
Trabajo Grupal

Situacion:
Alejandro, para ir a su centro de trabajo, decide utilizar of

medios de transporte (combi, taxi, Gmnibus, etc.) y solo uno de
dos medios de transporte de la actividad 1 (el metropolitano
tren eléctrico). Analizando la manera de transportarse, él consi\
dos posibles rutas:

Ruta 1: Tomar primero el metropolitano y en seguida otros medios de trasporte.

Ruta 2: Tomar primero el tren eléctrico y en seguida otros medios de transporte.

En base a esta informacion él ha podido determinar el gasto semanal en pasajes, segun
el numero de dias que vaya al trabajo. La ruta 1 le genera un gasto de S/.30 por el uso de
otros medios de transporte mas S/.2 por el numero de dias que vaya al trabajo y la ruta 2 le
genera un gasto de S/.26 por el uso de otros medios de transporte mas S/.3 por el nUmero de

dias que vaya al trabajo.

a. Definir una variablex :

X

b. Utilizando la variable definida en (a), representar algebraicamente:
» Gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 1, segun el nimero de dias que vaya al

trabajo:

» Gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 2, segun el numero de dias que vaya al

trabajo:

c. Sila proxima semana Alejandro solo ir4 tres dias al trabajo, ¢cual de las dos rutas le

conviene si su objetivo es ahorrar? Justificar la respuesta.

d. ¢Cuéantos dias debe ir Alejandro al trabajo para que el gasto semanal sea el mismo ya

sea yendo Unicamente en la ruta 1 o en la ruta 2? ¢, Cual es tal gasto semanal?
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e. Completar la siguiente tabla para obtener diferentes valores del gasto séganal

segun el numero de dias que Alejandro vaya al trabajo.

N° de dias Gasto semandly) por Gasto semandly) por
usar laruta 1 (S/.) usar la ruta 2 (S/.)
X Ecuacion: Ecuacion:
1
2
3
4
5

f. Graficar en un sistema de coordenadas las dos rectas obtenidas en (b), que representan
a ambas rutas.

1 Gastosemanal (S/.)

1 2 3 4 5 6 N dedias

g. Observando las gréficas, determinar las coordenadas del punto de interseccion:

h. Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema y resolverlo empleando
dos métodos diferentes.
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Sistema de ecuaciéon Resolucién

i. Explicar la relacion que tiene la solucion encontrada en (h) con el problema propuesto.

ACTIVIDAD 3
Situacion:
Alejandro se ha enterado que el precio del pasaje en el metropolitano va a cambiar,
pero el niumero total de viajes (21), el gasto total semanal (S/.53) y el precio del pasaje en

tren (S/.3) no variaran.

Parte I: Trabajo individual

Alejandro desea saber: ¢cuantos viajes en metropolitano y cuantos en tren eléctrico
haria en cada uno de los siguientes casos:

i. Si el precio del pasaje en metropolitano es S/. 1

il. Si el precio del pasaje en metropolitano es S/. 3

iii. Si el precio del pasaje en metropolitano es S/. 4

Escribir en cada caso un sistema de ecuaciones que represente el niumero total de viajes

y el gasto total semanal y resolverlo por cualquier método.

Sistema de . :
CASOS ecuaciones Resolucion del sistema
Si el precio del pasaje en
metropolitano es S/.1
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Si el precio del pasaje en

metropolitano es S/.3

Si el precio del pasaje en

metropolitano es S/.4

Escribir una respuesta para cada caso, respecto al nimero de viajes en metropolitano y

en tren eléctrico. Justificar.

CASOS Respuesta Justificacion

=]

a.Si el precio del pasaje €
metropolitano es S/.1

=]

b.Si el precio del pasaje e
metropolitano es S/.3

c.Si el precio del pasaje e
metropolitano es S/.4

>

Parte II: Trabajo grupal
Todos los integrantes del grupo formado deben comparar sus resultados obtenidos en la

parte individual (d, e, fEntregar en una hoja adicional las conclusiones del grupo.

CASOS Respuesta Justificacion

d. Siel precio del pasaje
en metropolitano es S/{1

e. Siel precio del pasaje
en metropolitano es S/,3

f. Si el precio del pasaje
en metropolitano es S/./4

Parte Ill: Trabajo grupal
Con el uso del GeoGebra representar graficamente las ecuaciones correspondientes a

los casos, by ¢ y completar el siguiente cuadro:
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Coordenadas del
punto de
interseccion (En
caso exista)

X y

¢En qué cuadrante
Precio en el | Sistema de ¢Las rectas s| se ubica el punto d
metropolitano | ecuaciones intersecan? | interseccion? (En
caso exista)

a. S/.1
b. S/.3

c. S/4

d. Segun el contexto del problema, ¢en todos los casos, las coordenadas del punto de

interseccién dan la solucion del problema? ¢ Por qué?

e. Si el precio del pasaje en el metropolitano puede ir aumentando o disminuyendo de
S/.0,50 en S/.0,50 ¢existe algun precio que lleve a una solucion del problema?

Explicar.

f. Resolver un problema similar, considerando que se mantienen fijos el precio del
pasaje del metropolitano (S/.2), el nUmero total de viajes (21) y el gasto total en
pasajes (S/.53), pero el precio del pasaje en tren eléctrico variara. Examinar los
casos de aumentos o disminuciones de /.0,10 en S/.0,10. ¢Para qué precios del

pasaje en tren eléctrico existen soluciones?

g. Alejandro tiene la posibilidad de hacer un gasto total en pasajes mayor a los S/.53.

Encontrar todas las soluciones correspondientes a estos gastos considerando
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aumentos de S/.1 en S/.1 y manteniendo fijos el niUmero total de viajes (21) y los

precios de los pasajes en metropolitano (S/.2) y en tren eléctrico (S/.3).

h. Para algin gasto menor de S/.53, ¢ Alejandro viajara solamente en metropolitano?

i. Considerando cambios en el niumero total de viajes semanales y manteniéndose fijo
todo lo demas, ¢ cual es el minimo y el maximo nimero de viajes semanales en total

gue podria hacer Alejandro?

ACTIVIDAD 4
Trabajo grupal
Situacion:
Alejandro realiza viajes en metropolitano y viajes en tren eléctrico.

(Pueden usar GeoGebra cuando lo consideren necesario)

a. ¢Esverdad que al resolver el sistema de ecuaciones

X+y=5
y=2x-3’

la solucion es (3; 2)? Justificar

b. Encontrar un sistema de ecuaciones que tenga como solucion (3; 2)
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c. Escribir un problema cuya solucion sea que Alejandro realiza en un dia 3 viajes en
metropolitano y 2 viajes en tren eléctrico y se obtenga resolviendo el sistema de

ecuaciones encontrado en la parte (b).

d. Considerar el siguiente sistema:

X+y=5
y=2x+a

¢Para qué valor o valores dg, ‘el sistema tiene como soluci({B;O)?

e. Escribir un problema cuya solucion sea que Alejandro realiza 5 viajes en
metropolitano y ningun viaje en tren eléctrico y que se obtenga resolviendo el

sistema de ecuaciones encontrado en la parte (d).

f. Juan dice que inventd un problema relacionado con el nimero de viajes de
Alejandro en metropolitano y en tren eléctrico, cuya solucién la obtuvo resolviendo
el sistema

X+y=5
{y: 2x+8
Maria afirma que es imposible inventar un problema como el que dice Juan.

¢ Cudl de los dos tiene razon? ¢ Por qué?

g. Encontrar todos los valores depara los cuales el siguiente sistema tiene como
solucién un punto cuyas coordenadas son niumeros enteros NO negativos.

X+y=5
y=2x+a

4.2.4 Tipos de interacciones con el medio y comportamientos esperados

ACTIVIDAD 1
Parte I: Trabajo individual
item | Tipo de Interaccion Comportamientos esperados
a Accion Se espera que identifiquen los datos conocidos: el icosto
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del pasaje en tren eléctrico (S/.3), el gasto semandl por

movilidad (S/.53) y el numero total de viajes a la sen
(21).

ana

Acciéon

Se espera que calculen el gasto total semanal en &
transportes, es decir: en el metropolitano (S/.12) y ¢
tren eléctrico (S/.45), sumar dichos resultados (S/.5
comparar con el gasto total semanal (S/.53), dato da
el enunciado del problema. La conclusion debe ser

Juan tiene razon. Es posible que tengan errores de ca

imbos
n el
7)Y
o en
que

culo.

Accion

Se espera que determinen el nimero total de viaje
Alejandro (22 viajes) y comparen con el dato del probl
(21 viajes). La conclusion debe ser que Teresa tief

razén. Es probable que tengan errores de calculo.

2s de

(1)

ma

ne la

Accion

Se espera que definan a las variablese y como el

ndmero de viajes semanales de Alejandro en
Metropolitano y el nidmero de viajes semanales
Alejandro en el Tren Eléctrico (sin importar el order
definirlas). Es probable que tengan dificultades en de

estas variables.

el

de
al

finir

Accion

Se espera que representen en lenguaje algebraico, e
total semanal que Alejandro pueda tener al usa
metropolitano (por ejempl@x) y el gasto total seman
gue Alejandro pueda tener al usar el tren eléctrico

ejemplo 3y). Es probable que tengan dificultades

gasto
r el
al

(por
en

relacionar el precio del pasaje con el nimero total de

viajes para expresar el gasto total semanal en

transponte, es decir:

Costo total = (Costo por unidad)*(cantidad)

cada

Accion

Se espera que representen algebraicamente, me

ecuaciones, el gasto total en viajes por semana y el n(

diante

Imero
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total de viajes por semana de Alejandro. Por ejemplo

2x+3y=53 y x+y=21, ambas ecuaciones dehen

guedar definidas en términos de las variables definidas en

el item (d). Se espera que la aclaracion de las dificultades

de los items anteriores ayude a tener menos dificulta
éste.

eS en

Accion

Dadas las ecuaciones 2x+3y=53 y x+y=21, se
espera que determinen valores pagd ‘tuando x toma

valores dados, escribiendo los pares ordenaboy)

encontrados, respectivamente. Hasta que encuentren

el par

ordenado que coincide en ambas ecuaciones. Es probable

gue los errores solo sean de célculo.

Acciéon

En base a lo realizado en el item (g), se espera que

identifiquen el par ordenadt(alQlil) como solucion dé

ambas ecuaciones.

U

Accion

Se espera que representen graficamente las ecua

2x+ 3y =53 y x+y=21, usando los pares ordenados de

la tabla hecha en el item (g). Considerando los resul

ados

de la exploracion académica, es probable que tengan

dificultades en trazar las rectas y demoren mas de lo

previsto.

Cabe destacar que por la naturaleza del problem

graficas de estas ecuaciones no son rectas propia

A las

mente

dichas sino conjunto colineales de puntos de coordenadas

enteras. Sin embargo, como es usual se trabajara

graficamente con rectas, lo cual simplifica los graficg

los analisis.

Sy

Accion

Se espera que identifiquen el punto de interseccion o

rectas trazadas, expresandolo como par orde(‘ﬂa(ﬁikﬂ).

e las
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k Accion Se espera que escribé]:[]l]).

Al identificar el punto(lQl]), se espera que identifiqguen a
10 como el nimero de viajes en el metropolitano y a 11
Accion como el numero de viajes en el tren eléctrico. Es probable
gue tengan dificultades en interpretar y relacionar el punto

obtenido con las variables desconocidas vy .

Parte II: Trabajo grupal

item Tipo de Interaccion Comportamientos esperados

Se espera que comparen, verifiquen y mejoren| los
resultados de la parte individual. En la tabla, se espera

que observen al puntt(;lQl]) como el Unico que se

repite en ambas ecuaciones, lo mismo debe suceder en la

a Validacion gréfica y por ultimo deben interpretar los valores |del

punto con las variables desconocidas * e “y 7,
concluyendo que el nimero de viajes en el metropolitano
es 10 y que el niumero de viajes en el tren eléctrico es 11

para que la interrogante al problema sea resuelta.

Se espera que comparen, verifiquen y escriban| dos

ecuaciones: una que represente al numero total de yiajes

b Formulacion
semanales y la otra que represente el gasto total semanal.
Por ejemplo x+y =21y 2x+ 3y =53.
y Se espera que resuelvan el sistema por cualquier método
C Formulacion
gue ellos conozcan.
Se espera que comparen los valores de la solucion
d Formulacion encontrada en el item ( c), con el pu(ﬁ‘.@l]) discutido
en el item (a), llegando a la conclusion de que ambos
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resultados resuelven el problema de Alejandro y gu
resolvieron de dos maneras distintas (geométrid

algebraica).

elo

ay

Parte Ill: Trabajo grupal

[tem

Tipo de Interaccion

Comportamientos esperados

Formulacion

En base a lo trabajado en las actividades anteriore

S, Sé

espera que no tengan dificultades en definir las variables

desconocidas del nuevo problema, una alternativa e
definan a la variablex® como el precio de una entra

para adultos y a la variablg”“como el precio de un

entrada para nifos.

5 que
la

a

Formulacién

Se espera que representen en registro algel
(ecuaciones), las expresiones que indiquen el pagq
hacen Marta @x+ 5y =96) y Carmen (@x+ 3y =73)
por las entradas de los nifios y de los adultos qu

acompafan al evento, respectivamente.

raico

) que

e |os

Accion

A partir de las ecuaciones definidas en el item (b
espera que completen la tabla dada, encontrando ¢

ordenado que coincida con ambas ecuaciones.

, Se

2| par

Formulacioén

Tomando como referencia los pares ordena
encontrados en el item (c), se espera que repres

graficamente las ecuacion&s+5y=96y 4x+ 3y =73

1dos
enten

Formulacion

Se espera que a partir de la grafica identifiquen el g
de interseccié|{7;13 e interpreten a 7 como el precio

una entrada para nifilos y a 15 como el precio de

entrada para adultos.

unto
de

una
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Se espera que formen un sistema con las ecuaciones:

X+5y=96y 4x+ 3y =73,y lo resuelvan usando un

resultados resuelven el problema de la TELETON y
fueron conducidos de dos formas distintas (geomeétr

algebraica) para resolver un mismo problema.

Trabajo Grupal

ACTIVIDAD 2

f Accion ] _ ]
método diferente al que emplearon en el item (c) de la
parte Il.
Se espera que comparen los valores de la solucion
encontrada en el item (f), con el pur(t?jl@ discutido
, en el item (e), llegando a la conclusion de que ambos
g Formulacion

que

cay

ftem

Tipo de Interaccion

Comportamientos esperados

Accion

En base a la informacion proporcionada en el problg
se espera que definan a la variakleeomo el niamero d

dias a la semana que Alejandro va al trabajo.

Formulacion

Se espera que expresen el gasto total correspondie
uso de cada ruta, en registro algebraico, emplean
variable x. El gasto total por usar la ruta 30+ 2x ; el

gasto total por usar la ruta 26+ 3x

nte al

o la

Accion

Se espera que le asignen el valor de 3 a la variabl

gue calculen el gasto semanal que generan ambas 11

que finalmente comparen los resultados para concluir

la ruta mas econémica es la 2.

e
utas y

que

Formulacion

Se espera que determinen el nimero de dias a la s¢
gue Alejandro puede ir al trabajx §, ya sea usando

ruta 1 o la ruta 2. Esto se logrard igualando

cmana
a

las
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ecuaciones encontradas en el item (b). Es probablé que
encuentren por tanteo e intuicion el valor para
Se espera que completen la tabla e identifiquen el valor
e Accion de x, en el cual el gasto semanal en ambas rutas sea el
mismao.
A partir de los datos tabulados en el item (e), se espera
f Formulacion que representen graficamente, mediante rectas, las
ecuacionesy =30+ 2x ; y=26+3x
A partir de la grafica hecha en el item (f), se espera que
g Accion identifiquen al par ordenad64;38) como el punto de
interseccion.
. = 30+ 2x
Se espera que expresen el sistema y
y = 26+ 3x
h Formulacion resuelvan usando dos métodos algebraicos distintos. Es
muy probable que uno de los métodos sea e| de
igualacion.
Se espera que de la solucion encontrada en el item (h), se
[ Formulacion concluya que 4 es el numero de dias por semana que
Alejandro va al trabajo y que S/.38 es su gasto semanal.

Parte I: Trabajo individual

ACTIVIDAD 3

ftem | Tipo de Interaccion

Comportamientos esperados

i . X+ 3y =53

a Formulacion Se espera que planteen el sistema , Yy lo
Xx+y=21
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resuelvan por cualquier método, encontrando c

solucionx=5y y =16.

0OMo

Formulacién

. X+ 3y =53
Se espera que planteen el sistema , Yy lo
x+y=21
resuelvan por cualquier método, llegando a la conclu
de que el sistema no tiene soluciéon. Aqui es probablé
concluyan que el sistema tiene alguna solucion deb

posibles errores de interpretacion algebraica.

sion
> que
do a

Formulacién

4x+ 3y =53
> 3y

Se espera que planteen el siste
Xx+y=21

1y|0

resuelvan por cualquier método, llegando a la conclu

de que el sistema tiene como soluciGn-10 y y = 31.

sion

Formulacion

Se espera que donde dice respuesta, analicen la sglucion

hallada en el item (a), mientras que donde

justificacion deben explicar la respuesta en el cont
del problema, y responder: si el precio del pasaj
a S/1

semanalmente podria realiZaviajes en el metropolitan

metropolitano  baja entonces Alejan

y 16viajes en el tren eléctrico.

dice
exto
> en

dro

(@]

Formulacién

Se espera quaonde dice respuesta, analicen la solu
hallada en el item (b), mientras que donde
justificaciéon deben explicar la respuesta en el cont
del problema y responder: Al aumentar el pasaje
metropolitano a S/.3, Alejandro no podria definir
namero de viajes en el metropolitano ni en el
eléctrico. Es deseable que hagan un analisis grafic
probable que den respuestas incoherentes.

Formulacion

Cion
dice
exto
del
el
[ren

0. Es

Se espera que donde dice respuesta, analicen la saglucién

hallada en el item (c), mientras que donde

justificaciébn deben explicar la respuesta en el cont

dice

exto
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del problema y responder: Al aumentar el pasaje| del
metropolitano a S/.4, Alejandro no podria hacer viajes en
el metropolitano ni en el tren eléctrico ya que uno de los
valores obtenidos es un ndamero negativo. Es probable

gue den respuestas incoherentes.

Parte II: Trabajo Grupal

item | Tipo de Interaccion Comportamientos esperados

Se espera que concluyan: Alejandro puede redlizar
d Validacion semanalmente 5 viajes en el metropolitano y 16 en el tren

eléctrico.

Se espera que concluyan: Alejandro debe variar el njnero

ey de viajes semanales, el gasto total semanal o debe variar el
e Validacion _ _
costo del pasaje en tren, de lo contrario el problema no
tiene solucion. Es probable que tengan dificultades.
Se espera que concluyan: el contexto del problema |debe
Y variar debido a que no es posible realizar un namero
f Validacion

negativo de viajes, de lo contrario el problema no tjene

soluciéon. Es probable que tengan dificultades.

Parte Ill: Trabajo Grupal

item | Tipo de Interaccion Comportamientos esperados

Se espera que revaliden lo concluido en el item (d) — parte

a Validacion
II, usando el GeoGebra
b Validacion Se espera que revaliden lo concluido en el item (e) —| parte
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Se espera que revaliden lo concluido en el item (f) — parte

Il, usando el GeoGebra

d Validacion

Se espera que analicen los resultados de los [tems

anteriores y reconozcan que no todos los casos solug

el problema. También se espera que reconozcan (

ionan

ue la

solucion de un problema no puede tener valores negativos

y que la solucién de estos problemas de contexto real

soluciones no negativas.

e Formulacioén

Se espera que al manipular el comandeslizadot del
GeoGebra, observen que si el precio del pasaje ¢
metropolitano es S/0.5, S/.1 o0 S/2.5 entonces existe
solucién coherente para el problema propuesto. Py

concluir que:

e Si el precio del pasaje aumenta de S/.2.00 a S/.2.
punto de interseccion entre las rectag2%1) , es decir
Alejandro puede realizar 20 viajes en metropolitang

viaje en tren eléctrico, sin variar el gasto total semar

e Si el precio es S/. 0.50, Alejandro puede realize

viajes en metropolitano y 17 viajes en tren eléctrico.

e Si cuesta S/.1.00, Alejandro puede realizar 5 viaje

metropolitano y 16 viajes en tren eléctrico.

Es probable que al inicio tengan dificultades
interpretacion por la variacion de parametros y para e
de los comandos del GeoGebra, debido a la poca pr:

con la herramienta “deslizador”.

tiene

an el
» una

eden

50 el

yl
nal.

ar 4

de
uso

Actica

f Formulacion

Se espera que al manipular el deslizador, observen qu

precio del pasaje en el tren eléctrico es S/3.10, S/.4.

e si el

’0 o

S/7.50, entonces existe una solucion coherente pa1ra el
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problema propuesto. Pueden concluir que:

* Si el pasaje cuesta S/.3.1, Alejandro puede realizar 11

viajes en metropolitano y 10 viajes en tren eléctrico

* Si el pasaje en tren eléctrico cuesta S/.4.2, Alejandro
puede realizar 16 viajes en metropolitano y 5 viajes en

tren eléctrico.

* Si cuesta S/.7.5, Alejandro puede realizar 19 viajes en
tren eléctrico y 2 viajes en metropolitano.

Es probable que no relacionen los valores del puntp de
interseccion dado por el GeoGebra con el contexto real del
problema.

Se espera que al manipular el deslizador y hagan varjar el
gasto total (mayor a 53 soles), observen que pueden|tener

las siguientes soluciones:

Para un gasto de: La solucién es:
S1.63 (0; 21)
S/.62 (1; 20)
S/.61 (2; 19)
g Formulacion 7 (3 18)
S/.59 (4; 17)
S/.58 (5; 16)
S/.57 (6; 15)
S/.56 (7; 14)
S/.55 (8; 13)
S/.54 (9; 12)
Es probable que no consideren todas las posibilidarjes.
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Formulacién

Se espera que al manipular el deslizador, observen qu

gasto total semanal es S/.42, la interseccion sera un

e si el

punto

del eje X y en consecuencia Alejandro solo podria viajar en

el metropolitano.

Formulacién

Se espera que al hacer variar el nimero total de viajes

en el

deslizador, observen que para obtener coordenadas no

negativas del punto de interseccion, el minimo nimero de

viajes que puede realizar Alejandro es 18 y el maximo

6.

Trabajo Grupal

ACTIVIDAD 4

item

Tipo de Interaccion

Comportamientos esperados

Formulacion

Se espera que al resolver el sistema respondan d

solucién no es(32), sino (2 ;jo gue verifiquen que (3;

2) no satisface una de las ecuaciones. Es probabile

resuelvan el sistema usando el GeoGebra.

ue la

2 que

Formulacién

Se espera que modifiquen los coeficientes o los térn
independientes del sistema dado en el item (a),
ejemplo la ecuaciory = 2x -3 cambiarla pory = 2x-4.
Se espera que usen el GeoGebra: primero ubiquen el
(32) en la ventana grafica y luego tracen dos rectas
pasen por ese punto; de esta manera podran enc
infinitos sistemas de ecuaciones, con funciones a

implicitas o explicitas.

iN0S

por

punto
que

ontrar

fines

Formulacioén

Se espera que redacten un problema contextualiz:

partir del registro algebraico (sistema de ecuaci

lineales con dos variables) encontrado en el item (b).

espera que la presencia de una funcion afin exp

hdo a
bnes
Se

licita
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ayude a formular el problema.

Formulacién

Se espera que reemplacen los valores del p@iﬁﬂ) en

ambas ecuaciones del sistema y observen que

ecuacion y=2x+a se obtiene el valor da=-10. Es

probable que opten por usar el GeoGebra.

Formulacion

Se espera que redacten un problema contextualiza

partir del registro algebraico (sistema de ecuaci

lineales con dos variables) encontrado en el item (d).

espera que la presencia de una funcion afin explicita &

a la formulacion del problema.

de la

:do a
bnes
Se
\yude

Formulacion

.| x+y=5
Se espera que resuelvan el sste{na y , obtengan
y=2x+8

como solucién(—l‘6) y respondan que Maria tiene

razén porque Alejandro no puede realizar un ndn
negativo de viajes en metropolitano; es decir Juar

puede inventar un problema con el sistema propuesto.

a

nero

1 no

Formulacion

Se espera que usen el comaddslizadordel GeoGebra

encuentren los siguientes valores para

Valor dea | Solucion

-10 (5,0)

5

Es probable que encuentren valores @anano verifiquen
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gue los valores de la solucion al sistema deben ser enteros
no negativos. Puede haber errores en la explicitacion del
rango de variacion da, incluyendo valores da que no
dan coordenadas enteras no negativas. Por ejemplo,
podrian decir, qua puede tomar todos los valores desde -

10 hasta 5.

4.2.5 Informacion complementaria

Para orientar las secuencias didacticas fue necesario obtener y dar informacion
complementaria, iniciando con una evaluacion denominada “Exploracion Académica” y

haciendo recapitulaciones al inicio de una nueva actividad.

Instrumento Descripcion

9 preguntas.

Conocimientos Se consider6 temas estudiados en afios anteriores.

previos Trabajo individual.

Reforzamiento de conocimientos previos.

AN N NN

Recapitulacion 1: Lo realiza la profesora al inicio de la

sesién 2, repasando y complementando lo trabajado en la
sesion 1.

v Recapitulacion 2: Lo realiza la profesora al inicio de la

sesion 3, repasando y complementando lo trabajado en la

Recapitulaciones sesion 2.
v Recapitulacion 3: Lo realiza la profesora al inicio de la

sesion 4, repasando y complementando lo trabajado en la
sesion 3.
v Recapitulacion 4: Se realiza posterior a la sesion 4, donde la

profesora complementa lo trabajado en la sesion.
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4.2.6 Programacion de actividades

A continuacion presentamos detalladamente la secuencia de las actividades, la

forma de trabajo y el tiempo de duracién.

e . _ Duracion
Sesion Actividad Forma de trabajo _
(en minutos)
. L, Exploracién Individual 50
Previa a la sesion 1 académica
Realizada por la profesora 8
Indicaciones Parte I: Individual 35
Sesion 1
Actividad 1 Parte Il: Grupal 30
Parte IlI: Grupal 25
Recapitulacion 1 Realizada por la profesora 20
Sesién 2
Actividad 2 Trabajo grupal 40
Realizada por la profesora
Parte I: Individual 20
3 Recapitulacion 2 Parte Il: Grupal 20
Sesion 3
Actividad 3 (Laboratorio) 20
Parte Ill: Grupal 80
(Laboratorio)
) .| Realizada por la profesora
Recapitulacion 3 20
Sesion 4 N Trabajo grupal:
Actividad 4 _ 60
Laboratorio
Posterior a la sesibn 4  RecapitulacionRealizada por la profesora 30
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CAPITULO 5: FASE EXPERIMENTAL

En esta fase de experimentacion, realizaremos la aplicacion o la puesta en escena de las
actividades disefiadas y el recojo de la informacién respecto al desempefio, dificultades y

logros de los alumnos en cada una de las actividades.

5.1 Puesta en escena de las situaciones didacticas

En esta fase, aplicaremos las actividades disefiadas, en 4 sesiones de 90 minutos cada
una y en los respectivos horarios establecidos para el dictado del curso de matematicas en
la Institucion Educativa. En el siguiente cuadro presentamos las fechas y horas de

experimentacion de cada una de las actividades:

ACTIVIDADES FECHA HORA

Actividad 1 Miércoles, 21 de noviembre del 2012 07:45- 09:15 a.m.
Actividad 2 Viernes, 23 de noviembre del 2012 09:15- 10:55 ajm.
Actividad 3 Miércoles, 28 de noviembre del 2012 07:45- 09:15 a.m.
Actividad 4 Viernes, 30 de noviembre del 2012 09:15- 10:55 ajm.

Con la finalidad de recoger informacién relevante de la interaccion de los alumnos con
las situaciones planteadas, se utiliz6 una guia de observacion para cada una de las
actividades, tanto individuales como grupales. Para el buen desarrollo de las actividades se
contd con la valiosa colaboracion de la profesora Cecilia Gomez Mendoza, profesora del
curso de la institucién educativa Weberbauer y con la observacion de la profesora Flor

Carrillo Lara, estudiante de la maestria “Ensefianza de la Matemaéatica” de la PUCP.
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La colaboracion de dichas profesoras permitié que los estudiantes trabajen sin ninguna
dificultad, al contrario, permiti6 un normal desenvolvimiento en el desarrollo de las

actividades propuestas.

En las actividades que duraron mas de una sesion, se realiz6 un analisis a posteriori
local, con el fin de hacer las correcciones pertinentes de una sesion a otra y continuar las

recapitulaciones antes de empezar la siguiente actividad.

El proceso de experimentacion se realizd conforme se habia planificado, corrigiendo

los errores y las dificultades detectadas después de cada actividad.

5.2 Logros y dificultades encontradas en el desarrollo de las actividades

Teniendo como informacion las guias de observacién utilizadas en cada actividad y las
soluciones obtenidas de los alumnos tanto de forma individual como grupal, a continuacion
se presentan los resultados obtenidos en cada actividad y el analisis respectivo a los logros
y dificultades encontrados.

5.2.1 Resultados y analisis de la actividad 1

En esta parte se presenta una tabla con los resultados obtenidos de la actividad 1, tanto

individual como grupal, sefalando el nimero de alumnos o grupos que llegaron a:

Respuestas correctas.
Respuestas en proceso.

Respuestas incorrectas.

o0 wp

Respuestas en blanco.

De un total de 12 alumnos, se formaron 4 grupos de 3.
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Tabla 3: Resultados de la actividad 1

PARTE I: TRABAJO A B C D
a 9
b 11 1
c 12
d 6
e
f
g 12
h 10 1 1
i 7 2 3
i 11 1
k 11 1
I 0 5 1
PARTE II: TRABAJO A B C D
a g, h,i,j k 4
I 2 2
b 4
(o 4
d 3
PARTE Ill: TRABAJO A B C D
a 4
b 3 1
c 4
d 3 1
e 3 1
f 4
g 1 1 1 1

En base a esta tabla, la ficha de observacion y las soluciones de los estudiantes, se

analizan los logros y dificultades encontradas en esta actividad.
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ACTIVIDAD 1

La actividad se inicia con 12 alumnos, dandoles las indicaciones iniciales de la fo|rma de
trabajo (al inicio individual y luego 2 grupales), se les indicé que las consultas que|hagan,
seran respondidas con otra pregunta o con alguna reflexidn. Se inici6 el trabajo individual y
duré 40 minutos. No llegaron mas alumnos, faltando 3 de los 15 que inicialmente
pensabamos tener, luego se realizé el trabajo grupal 1y Il con 4 grupos de 3 integrantes, el

cual tuvo una duracion de 60 minutos.

Los alumnos iniciaron la actividad leyendo la siguiente situacion problemética:

Alejandro, para ir a su centro de trabajo, utiliza dos meding-

de transporte: El metropolitano y el tren eléctrico. El pasaj¢
el metropolitano es 2 soles y en el tren eléctrico 3 soles
gastos semanales por movilidad son de 53 soles. Ademéa 7

sabe que realiza en total 21 viajes a la semana.

Alejandro en el tren eléctrico.

Parte I: Trabajo Individual

Esta parte duré 40 minutos. Hubo diferencia en cuanto al tiempo que les tom6 com
el texto y empezar a responder los items; algunos iban avanzando méas que otros. Si
terminaban la parte individual antes del tiempo establecido, podian juntarse en grupos e

iniciar la parte grupal. A partir de las respuestas se ha hecho el siguiente andlisis.

a. ldentifica y completa los datos conocidos.

La tarifa en el metropolitano es 2 soles
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Observaciones:
v" Nueve alumnos respondieron correctamente, logrando identificar los tres| datos
restantes, un alumno no identificO uno de los datos, otro alumno repitié el dato ya

dado, tal vez porque no se percaté que estaba en el enunciado y uno de ellos escribio

gue Alejandro gasta semanalmente S/.51, cuando realmente el gasto semanal es de

S/.53.

Reformulacion del enunciado:

a. ldentifigue y complete los datos conocidpe faltan:

La tarifa en el metropolitano es 2 soles.

b. Maria dice que Alejandro hace 6 viajes en el metropolitano y 15 viajes en el tren
eléctrico, pero Juan dice que no puede ser, porque asi Alejandro no gastaria 53 soles en

total. ¢ Cual de los dos tiene razén? ¢ Por qué?

Observaciones:

v" Once alumnos respondieron correctamente, logrando identificar la operacion |6(2) +
15(3) = 12 + 45 = 57 y compararon correctamente este resultado con el gasto semanal
de Alejandro (S/53), mientras que solo un alumno hizo las siguientes operaciones

incorrectas:
* ldia=3viajes entren> S/.9X7 = 63
* 1 dia=3viajes en metropolitang> S/.6X7 = 42

Lo més probable es que no haya comprendido el problema, ya que no dio respuesta a las

preguntas realizadas.
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v Este item fue respondido en el menor tiempo posible.

v Se evidencio6 que los alumnos presentan habilidades aritméticas.

c. Pedro dice que entonces Alejandro hace 13 viajes en el metropolitano y 9 viajes en el
tren eléctrico porque eso explica que gasta en total 53 soles, pero Teresa dice que no
puede ser, porque en ese caso Alejandro habria hecho méas de 21 viajes. ¢ Cual de los

dos tiene razén? ¢ Por qué?

Observaciones:

v' Este item fue respondido en el menor tiempo posible y todos los alumnos lggraron
responder correctamente, dejando claro que lograron identificar la operacion 13 + 9 =
22.

v" Queda claro que los alumnos manejan un pensamiento aritmético.

d. Identifica y define dos variables que representen los datos desconocidos.

Observaciones:

A=)

v Esta pregunta hizo reflexionar a los alumnos porque demoraron mas tiempo de |

previsto.

v Después de haber comprendido el texto, solo seis alumnos contestaron correctamente.

Se muestra un caso en la figura 10.

d. Identificay define dos variables que representen los datos desconocidos.
X _AOMEo de Jaes en el mekco pohsang

Yi_ooone(Q o€ Miaes en e\ xen eléckuco .

Figura 10: Algunas respuestas al problema de la actividad 1

v' Mientras que los otros seis alumnos, tuvieron problemas en definir las variables.

Algunas respuestas incorrectas fueron:

x : Tarifa en el metropolitano.

y : tarifa en el tren eléctrico.

X : veces que viajo en el metropolitano.
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y : veces que viajo en el tren eléctrico.

v' Es importante que los alumnos aprendan a definir correctamente las variables, ya que es
uno de los pasos mas importantes en la resolucion de problemas, por ejemplo hay una
diferencia marcada entre decir “veces que viaja en .. ."” y “niUmero de veces que Viaja en

v Se percibe la dificultad de pasar un enunciado verbal a un registro algebraico.
Devolucion:

v Algunos alumnos preguntaron si en la definicién de variables podian escribir nimeros,
ante esta pregunta se les sugirié leer las condiciones y los datos desconocidos del
problema para que reflexionen y puedan mejorar sus respuestas.

e. Utilizando las variables definidas en (d), expresa algebraicamente:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el metropolitano:
Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el tren eléctrico:
Observaciones:

v' Como era de esperarse, trabajar con variables conlleva dificultades de los alumnos en
relacionar un texto con su representacion algebraica. En este item solo seis alumnos
respondieron correctamente, dos alumnos no relacionaron los datos conocidos| con los
desconocidos, y cuatro alumnos expresaron incorrectamente lo que se pedia.

v A pesar de que algunos alumnos, definieron correctamente las variables del item
anterior, no lograron relacionarlas con los datos proporcionados en este item. Por otra
parte, unos cuantos alumnos que no lograron definir correctamente cada variable, si
dieron una respuesta correcta, lo cual hace pensar en un uso mecénico de las variables.

v Algunos alumnos respondieron con facilidad, otros tuvieron dificultades y demoraron
un poco mas de lo previsto.

Devolucion:
v" Algunos alumnos preguntaron si sus respuestas eran correctas y en vista de que habian
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errores se les pregunto: ¢ cuanto gasta en una semana Alejandro si por ejemplo realiza 3,
4 o 5 viajes en el metropolitano? Esto les sirvid para darse cuenta que solo tenian que

relacionar el precio del pasaje con el numero total de viajesy .

f. Escribe en cada caso una ecuacion que exprese:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro:

Numero total de viajes semanales de Alejandro:

Observaciones:

v' Solo seis alumnos interpretaron el texto y escribieron correctamente las ecuaciones

2+ 3y=51y x+y=21, tres alumnos no lograron expresar las ecuaciones y gn su
lugar escribieron2x+3y y x+Yy, mientras que otros tres alumnos no respondieron

satisfactoriamente.
v Es necesario mencionar que de alguna manera los items (d), (e) y (f) estan relagionados,
esto hizo que algunos alumnos arrastren errores y no les permitio comprender el texto,

llegando a planteamientos incorrectamente como se aprecia en la figura 11.

d. Identificay define dos vanables que representen los datos desconocidos.

x_Zaarfa e of wrefopolitas
Vi Zerifm amr e frosooleibyica

e. Utilizando las variables definidas en (d), expresa algebraicamente

Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el metropolitano Y e 1

Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el tren eléctrico: QA

f. Escribe en cada caso una ecuacion que exprese:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro: ~  AQE=7 xy=— =

Namero total de viajes semanales de Alejandro:

Figura 11: Algunas respuestas al problema de la actividad 1

g. Completa la tabla.
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Ecuacion1 x+y=21 Ecuacién 2 2x+3y =53
X y (%, y) X y (X:Y)
20 (1; 20) 1 17 L:17)
3
7 7
10 10

Observaciones:
v' Todos los alumnos evaluaron y completaron la tabla correctamente, utilizando el|tiempo
establecido.

h. Observando la tabla anterior, identifica un par ordenado que es solucion de las dos

ecuaciones

Observaciones:
v' A pesar de que el 100% de los alumnos respondié correctamente el item g, hubo un
alumno que no respondié este item y otro alumno respondié un par ordenado in¢orrecto
(8;13 Diez alumnos identificaron correctamentélé)l]) como el par ordenado quie

soluciona a ambas ecuaciones a la vez.

i. Grafica en el siguiente sistema de coordenad&uacion 1y laEcuacion 2
consideradas en (g).

Observaciones:

v' Siete alumnos ubicaron los puntos y trazaron las rectas correctamente, dos alumnos

ubicaron algunos de los puntos pero no hicieron las gréaficas, mientras tres alumnos solo

ubicaron el puntc(lQlJ).
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v

v

En este item los alumnos usaron un poco mas del tiempo previsto.

Devolucion:

Hubo preguntas como: ¢se debe graficar las dos ecuaciones por se
Respondiéndoles con otra pregunta: ¢cuantos planos cartesianos tienes? Es
para que el alumno se dé cuenta de que tenia que hacer las gréficas en un mis
cartesiano. Por otro lado, hubo inconvenientes a la hora de ubicar un pun
coordenadas decimales; preguntaban: ¢como puedo ubicar 15,67 La respu

“acuérdate de las aproximaciones”.

parado?
5t0 Sirvio
mo plano
to con

esta fue

Escribe las coordenadas del punto de interseccion de las gf

Observaciones:

De doce alumnos once lograron identificar el punto de interseccidn, a pesar que

algunos no hicieron la representacion grafica completa.

K.

El par ordenado (

) resuelve la Ecuacion 1y también resuelve la Ecuacion 2

v

Observaciones:

De doce alumnos, once lograron identificar el par ordenado que resuelve a

ecuaciones. Un alumno no escribié nada, a pesar que respondié correctamentg

anterior.

ambas

> el item

¢, Qué relacion tiene el punto de interseccidn de las graficas con el problema propuesto?

Observacion:

La mayoria de los alumnos tuvo dificultad para interpretar y relacionar los valo

las coordenadas del punto de interseccion con la solucion del problema,
respuestas como:
» El punto es la solucién del problema propuesto.

Es el resultado (la solucion) de las dos ecuaciones al mismo tiempo.

Es el par ordenado con el cual se resuelven las dos ecuaciones propuesta

res de

dando

1S.
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Devolucion:

v" Pocos alumnos hicieron preguntas. Al ver sus respuestas observamos que relacionaban
el punto de interseccion con la solucién de ambas ecuaciones y no con los valores de las
variables que resuelven el problema. En este caso se les preguntd: ¢ qué representa o que
significa cada una de las coordenadas del punto de interseccion? Esto ayud6 a que
dieran una mejor respuesta, sin embargo, los alumnos que no consultaron dieron

respuestas interpretadas a su manera y no la que nosotros esperabamos.

Reformulacion del enunciado:

[.  Explique, ¢qué relacion tienas coordenadasdel punto de interseccion de las

graficas cora soluciéndel problema propuesto?

Parte II: Trabajo grupal

Para el desarrollo de esta actividad, se conté con la presencia de los 12 alumnos
anteriores. Se formaron 4 grupos de 3 integrantes de diferente nivel académico. Esta
actividad tuvo dos momentos: primero se tenia que discutir los logros de la parte individual
para llegar a una mejor conclusién y un segundo momento para resolver el problema

mediante sistemas de ecuaciones lineales. Esta actividad tuvo una duracién de 30 minutos.

Primer momento:

a. Entregar en una hoja adicional las conclusiones del grupo, en las partes g, h, i, j, k, |.

Observaciones:

v' Todos los grupos mejoraron al 100% los items (g), (h), (i), (j) y (k) respecto a la parte
individual; es decir, graficaron e identificaron el punto de interseccién correctamente.
Mientras que el item (I), no obtuvo mejoras, lo hecho en la parte individual se volyvio a
repetir. Es decir, estamos convencidos de que los alumnos no comprendieron la
pregunta y que ésta debe ser reformulada, como se mencioné al hacer el analisis en la

parte individual.
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Reformulacion del enunciado:

[.  Explique, ¢qué relacion tienas coordenadasdel punto de interseccion de |

graficas cora soluciéndel problema propuesto?

as

Segundo momento:

Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema

Observaciones:

En esta pregunta hubo algunos grupos que tuvieron dificultades para represe
sistema de ecuaciones y se hacian preguntas como: ¢Qué debo escribir aqui? ¢,
sistema?

Devolucion:

Ante esta dificultad, se les preguntd: ¢(COmo representaron al gasto total dé
semanales y el niamero total de viajes semanales de Alejandro?, esto les
comprender que el sistema estaba conformado por dos ecuaciones.

El 100% de los alumnos respondieron correctamente.

2ntar un

Qué es un

> viajes

ayudd a

Resolver el sistema de ecuaciones de (b)

Observaciones:

Tres grupos respondieron correctamente. Los métodos que mas utilizaron son:

sustitucion y eliminacion.

Un grupo tuvo dificultad para resolver el sistema y preguntaron: ¢reemplazarn
valores del par ordenadd(]ll) en las ecuaciones de la pregunta b?

Devolucion:

Ante esta dificultad, se les contestdé con la siguiente pregunta: ¢qué suceder
conocen los valores de e y ? ¢de qué manera resolverian el sistema de ecuac

Esto hizo que reflexionaran y ayud6 a darse cuenta que tenian que resolver el

usando los métodos que conocian.

nos los

ia si no

ones?

sistema
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d. Explicar la relacion que tiene la solucién encontrada en (c) con el problema propuesto.

Observaciones:

v' Tres grupos relacionaron correctamente la soluciéon encontrada con la solucién del
problema propuesto. Mientras que solo un grupo no pudo comprender el signifigado de
los valores encontrados con la solucion del problema.

v' Consideramos que la manera de preguntar es importante para obtener respuestas
esperadas, si nos fijamos en los items (I) (parte individual) y (d) (parte grupal). La
solucion en (c) usualmente se da como valores de las incognitas y no como un par
ordenado, que fue el caso del punto de interseccion en la parte individual. For otra
parte, la palabra “explicar” influyd para que las respuestas en ambos items| fueran
totalmente diferentes. En este item se obtuvo la respuesta esperada, como se aprecia en
la figura 12.

d. Explicar la relacién que tiene la solucién encontrada en (c) con el prob[ema propuesto.

jn Wm’nn bjufam% diw L /U'ﬂuuh-. \}mjn&zww Anade

-

5 hn M vt q.u.n:, ,KJ:;N J WJM&E\M ke -“f" N
VLo, st m ﬂ m

I_Iguld. 1. AlYUIIADS 1ESpPULSLIAS dl pluvicilia ue ia avuviuau

Devolucion:

v' Hubo un grupo que no entendi6é la pregunta, y ante esta situacidon se les comento:
“tenemos un problema al inicio de la actividad entonces ¢cémo relacionamos las

respuestas obtenidas con la solucion del problema propuesto?”

Reformulaciéon del enunciado:

d. Explicar la relacion que tiene la solucion encontrada en (c) csollgion del

problema propuesto.
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Parte Ill: Trabajo grupal

Esta actividad fue disefiada con la finalidad de hacer que los alumnos vivencien lo
trabajado anteriormente pero con una situacion problemética diferente. Se trabajo|con los
mismos grupos y con la misma dinamica durante un tiempo de 30 minutos. Sg pudo
observar que los alumnos trabajaron con mas confianza y seguridad, y algunog grupos

terminaron antes del tiempo previsto.

Situacion:
Un grupo de jovenes de una Institucion Educativa, organizaron un e\ %
musical con la finalidad de recaudar fondos para la TELETON. Se sabe

al evento asistieron adultos y nifios por lo que los precios de las entrac =~ ™=

son los mismos.

Marta y Carmen asistieron al evento, pero ellas no saben cual fue el precio de las
entradas, pero si recuerdan cuanto pagaron en total: Marta pagé S/.96 por 3 nifios y 5

adultos y Carmen, pagd S/.73 por 4 nifios y 3 adultos.

a. Definir dos variables que representen los datos desconocidos:

Observaciones:

v' Los grupos trabajaron en forma entusiasta, participativa y discutiendo sopre lo

presentado. El 100% de los alumnos identificaron y definieron correctamente los datos
desconocidos:

x : Precio del boleto para nifios.

y : Precio del boleto para adultos.

b. Utilizando las variables definidas en (a), expresa algebraicamente lo siguiente:

Marta pago por 3 nifios y 5 adultos, S/.96:

Carmen pago por 4 nifios y 3 adultos, S/.73:

Observaciones:

v' Tres grupos relacionaron correctamente los datos conocidos y desconocidos del
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problema mediante ecuaciones. Solo a un grupo le faltd completar la expresion, dando
COmo respuesta:
e 3xt+5y
*  A4x+3y

v' Se evidencia que algunos alumnos aln presentan dificultades para pasar un enunciado

verbal a un registro algebraico.

c. Completar la tabla.

Ecuaci6on 1: ...... +......=96 Ecuacion 2:
X y (xY) X y (Xy)
1 1
2 2

d. Graficar en un sistema de coordenadas las ecuaciones consideradas en (c)

Observaciones:
v" Todos los grupos completaron correctamente la tabla y solo un grupo no terminé de

graficar las rectas, pero si ubicé correctamente el punto de interseccion.

e. Escribir las coordenadas del punto de interseccion de las graficas y responder: ¢, Qué

relacion tiene el punto de interseccion con el problema propuesto?

Las coordenadas son| ( ; )

Observaciones:
v' Tres de los grupos respondié de manera esperada, interpretando cada valar de las
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coordenadas del pun(ﬂ;lg, mientras que solo un grupo no pudo explicar lo esperado,
dando como respuesta:

* Larelacion es de que resuelve los dos problemas.

Reformulacion del enunciado:
e. Escribir las coordenadas del punto de interseccion de las graégaticar: ¢ Qué

relacion tiene el punto de interseccion cosdliciondel problema propuesto?

Las coordenadas son:

f. Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema y resolverlo

empleando un método diferente al usado en (c) de la Parte II.

Observaciones:
v' Todos los grupos plantearon correctamente el sistema de ecuaciones que resuelve el
problema y lo resolvieron usando un método diferente al usado en el item (c) de |la parte
II, los métodos que usaron fueron sustitucion y eliminacion.
v' A pesar de que todos los grupos plantearon correctamente el sistema de ecuaciones,

creemos conveniente reformular el enunciado, para una mayor claridad.

Reformulacion del enunciado:

f.  Escribir un sistema de ecuacionpe sirva para resolver el problema y resolver|o
empleando un método diferente al usado en (c) la Parte II.

g. Explicar la relacion que tiene la solucién encontrada en (f) con el problema propuesto

Observaciones:
v/ Encontramos que solo un grupo respondié de la manera esperada y hubo un grupo que
dejé en blanco esta parte. Esto muestra deficiencias en la relacion de la parte algebraica
con el contexto del problema. También consideramos conveniente reformular el
enunciado de la pregunta.

Reformulaciéon del enunciado:
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g. Responder ¢qué relacidn tiene la solucion encontrada en (f) cosdcior del

problema propuesto?

COMENTARIO DE LA PRIMERA ACTIVIDAD

En el trabajo individual, al inicio se pudo observar que algunos alumnos no
comprendian los enunciados, estaban un poco timidos y esperaban que el profesor les ayude
a resolver alguna situacién, poco a poco fueron familiarizandose y entraron en mas
confianza; a pesar de la orientacion proporcionada tuvieron dificultades en algunos items y
sus respuestas no fueron las esperadas.

En la parte grupal, parte Il, se pudo observar mayor confianza, hubo integracion entre
los miembros del equipo formado; comenzaron a discutir sus respuestas y trabajaron en
forma ordenada. Hicieron menos consultas que las hechas en la parte individual, se les
brindé apoyo pero a pesar de ello aun hubo respuestas no esperadas. Cabe destacar que
hubo una mejora notable respecto a la parte individual.

En la parte grupal, parte Ill, la situacion didactica se hizo con la finalidad de
comprobar el trabajo anterior, simplemente se les dio un problema diferente con menos
preguntas, quizas mas directas debido a que ya contaban con una experiencia previa;, como
era de esperarse el trabajo en equipo se notd, hubo mucho mas entusiasmo y los resultados
fueron mejores a los dos anteriores. Hubo menos consultas y el tiempo empleado fue
menor. Se percibe la influencia positiva de lo trabajado en las partes | y II.

Consideramos que algunas respuestas pudieron ser mejores, ya que es muy probable
gue algunos alumnos no hayan comprendido el texto de la pregunta, incluso algunos
interpretaron de manera diferente a lo esperado, razén por la cual hemos reformulado
algunos items.

5.2.2 Resultados y analisis de la actividad 2

En esta parte se presenta una tabla con los resultados obtenidos de la actividad 2, tanto

individual como grupal, sefialando el nimero de alumnos o grupos que llegaron a:

A. Respuestas correctas.

B. Respuestas en proceso.
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C. Respuestas incorrectas.

D. Respuestas en blanco.

De un total de 14 alumnos, se formaron 4 grupos de 3y 1 grupo de 2.

Tabla 4: Resultados de la actividad 2

PARTE I: TRABAJOGRUPAL | A | B | C | D
a 5
b 5
c 5
d 5
e 5
f 5
g 5
h 2
i 2 | 3

En base a esta tabla, la ficha de observacion y las soluciones de los estudiantes, se

analizan los logros y dificultades encontradas en esta actividad.

ACTIVIDAD 2

Esta sesion se inici6 con una recapitulacién de la actividad anterior, sefialando los
logros, las dificultades y los errores que tuvieron. Se enfatizd en explicar la relacidn que
tiene la solucion encontrada desde el punto de vista algebraico y grafico con la solucion del
problema propuesto. La actividad se realiz6 con la presencia de 14 alumnos g¢on una
duracién 40 minutos, de los cuales se formaron 4 grupos de 3 integrantes y up grupo
formado por 2 integrantes debido a que falté 1 alumno. Se les dio las indicaciones para el
trabajo grupal, indicAndoles que sus preguntas seran respondidas con otra pregunta que

oriente a la respuesta o con una reflexion.

Los alumnos iniciaron la actividad leyendo la siguiente situacion problemética:
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Situacion:

Alejandro, para ir a su centro de trabajo, decide utilizar of

medios de transporte (combi, taxi, Gmnibus, etc.) y solo uno de Ios&;/@(
medios de transporte mencionados en la actividad 1 (el metropolite® "g %’

el tren eléctrico). Analizando la manera de transportarse, él cons.uc.«

v A

dos posibles rutas:
Ruta 1: Tomar primero el metropolitano y en seguida otros medios de trasporte.

Ruta 2: Tomar primero el tren eléctrico y en seguida otros medios de transporte.

En base a esta informacion él ha podido determinar el gasto semanal en pasajes, segun
el numero de dias que vaya al trabajo. La ruta 1 le genera un gasto de S/.30 por el uso de
otros medios de transporte mas S/.2 por cada dia que vaya al trabajo, y la ruta 2 le genera
un gasto de S/.26 por el uso de otros medios de transporte mas S/.3 por cada dia que vaya al
trabajo.

Trabajo Grupal

a. Definir una variablex :

Observaciones:

v' Todos los grupos lograron identificar el dato desconocido y lo definieron de la siguiente
manera:

x : Numero de dias que Alejandro va al trabajo.

v" Uno de los grupos demoré en comprender el problema, sin embargo, logré identificar y

definir la variable solicitada.

b. Utilizando la variable definida en (a), representar algebraicamente:
* Gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 1, segun el nimero de dias que vaya al

trabajo:

» Gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 2, segun el nimero de dias que vaya al

trabajo:

Observaciones:

v' En este item, los alumnos al inicio tuvieron algunas dificultades, hicieron consultas y
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verbal en la actividad anterior, ayudo a mejorar esta habilidad, ya que en un prin

habia detectado dificultades.

demoraron mas tiempo de lo establecido. Finalmente, todos los grupos Ig
relacionar la variablex con los datos conocidos del problema, respondiendo:

o 30+2x para el gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 1.

» 26+3x para el gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 2.

Consideramos que el haber trabajado representaciones algebraicas de un e

Devolucion:

Los integrantes de algunos grupos no se ponian de acuerdo y llamaron al profe
ver quien tenia la razon, y ante esta situacion el profesor pidié que cada uno ju
su procedimiento ante sus compafieros. Se pudo observar que la mayor dificulta

en relacionar los datos del problema con la variable

graron

nunciado

Cipio se

sor para
stifique

d estuvo

Si la proxima semana Alejandro solo ira tres dias al trabajo, ¢cual de las dos

conviene si su objetivo es ahorrar? Justificar la respuesta.

rutas le

Observaciones:

En este item no se presentaron inconvenientes, los 5 grupos usaron lo trabajjdo en la

parte (b) y lograron determinar que la ruta 2 es la mas conveniente para Alejand
Se mostré un adecuado manejo del registro verbal y los registros algebraig

conllevan.

0.

0s que

¢,Cuantos dias debe ir Alejandro al trabajo para que el gasto semanal sea el mismo ya

sea yendo Unicamente en la ruta 1 o en la ruta 2? ¢ Cual es tal gasto semanal?

Observaciones:

v Este item tampoco present6 inconvenientes, todos los grupos lograron detert
valor igualando las expresiones algebraicas correspondientes en cada ruta y res

la ecuacion (figura 13).

minar el

solvieron
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d. /Cuantos dias debe ir Alejandro al trabajo para que el gasto semanal sea el mismo ya
sea yendo tnicamente en la ruta 1 o en la ruta 2? ;Cual es tal gasto semanal?
30t 2x = 261+ 3k
A= K
E| @ py & 24
Alycnolcn deve & aday &\ AeuGy0e E\ geyto ©

Figura 13: Algunas respuestas al problema de la actividad 2

v' Demostraron un adecuado tratamiento de los registros algebraico y verbal.

e. Completar la siguiente tabla para obtener diferentes valores del gasto ség)anal

segun el numero de dias que Alejandro vaya al trabajo.

N° de Gasto semandly) por Gasto semandly)
dias usar la ruta 1 (S/.) por usar la ruta 2 (S/.)

X Ecuacion: Ecuacion:

1

2

3

4

5

Observaciones:
v" Todos los grupos completaron correctamente la tabla con los gastos semanales para las
rutas 1y 2 segun el nimero de dias.
Devolucion:
v Alinicio algunos grupos consultaron: ¢,cémo obtenemos los gastos semanales? Ante

esta consulta, se les pidié mirar la tabla con el propdsito de hacer notar que debian usar

las ecuaciones encontradas anteriormente.
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f. Graficar en un sistema de coordenadas las dos ecuaciones obtenidas en (e), que
representan a ambas rutas.

Observaciones:

v En este item, los grupos trabajaron con mucha confianza y rapidez. Se percibe la
influencia la experiencia vivida en la actividad 1.
v' Todos los grupos demostraron que saben relacionar las variables nimero de dias y el
gasto semanal como un par ordenado (figura 14)
v' Todos los grupos trazaron correctamente las dos rectas sefialando el punto de
interseccion, notandose un manejo adecuado del registro grafico.

f. Graficar en un sistema de coordenadas las dos rectas obtenidas en (b), que representan
a ambas rutas.

Gasto semanal (S/.)

44
43
42
41
40
39
38
37
36
35
34
33
32
31
30
2]

1 2 3 4 5 6 N°de dias

Figura 14: Algunas respuestas al problema de actividad 2

g. Observando las graficas, determinar las coordenadas del punto de interseccion:

« 5 )

Observaciones:

v" Los 5 grupos escribierofA;38) como las coordenadas del punto de interseccion.

v" No hubo dificultades. Consideramos que es consecuencia de las soluciones correctas del
item anterior.
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h. Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema y resolverlo empleando
dos métodos diferentes.

Observaciones:

v Todos los grupos lograron plantear correctamente el sistema de ecuaciones, a pesar que
al inicio tuvieron dificultades.
v En cuanto a la resolucién del sistema, todos los grupos utilizaron el métqgdo de
igualacién. Como segundo método, tres grupos usaron el método de eliminaciéh y uno
el de sustitucion.
v Dos grupos lograron determinar el nimero de dias y el gasto semanal, lo que nos hace
pensar que manejan la resolucién de sistemas de ecuaciones con funcion afin explicita.
Por otra parte, tres grupos solo encontraron el nimero de dias. Consideramos que
resolver este tipo de sistemas de ecuaciones, no permitid al alumno recordar quée existen
dos variables que estan relacionadas y que deben encontrar valores especificos de
ambas (figura 15).

h. Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema y resolverlo empleando

dos métodos diferentes [~ Sistema de councion _"l Wil Resolucion

Sistema de ecuacion Resaluciin [— - — —_ —

—— S |

[ | a o+ Zn = FI% | D430 =Y
=t
2

| 2 3% ) | =10, t_-:j.

|

[R= | 7, #4730 it
.'
|

s =1
e e | ot ]

Figura 15: Algunas respuestas al problema de la actividad 2

Reformulacion del enunciado:

h. Escribir un sistema de ecuaciongse conduzca a la solucion del problemaly
resolverlo empleando dos métodos diferentes.

i. Explicar la relacion que tiene la solucion encontrada en (h) con el problema propuesto
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Observaciones:

problema?

Devolucion:

como esperdbamos, mientras que otros grupos, dieron respuestas como:
» La solucién encontrada en (h) nos muestra que la variablé és igual a 4. Estg

es la cantidad de dias que se va a trabajar por semana.

concluir en los mismos resultados que la variakles igual a 4 yy es igual a 38

Las respuestas anteriores no son las esperadas y creemos que esto se debe

este item.
Reformulacion del enunciado:

i. Explicar la relacion que tiene la solucion encontrada en (h)laopregunta

planteada en (d)

COMENTARIO DE LA SEGUNDA ACTIVIDAD

En esta actividad, todos los grupos desarrollaron las situaciones planteadas co

dificultad respecto a la primera actividad, conocian la dindmica de trabajo y demo

v' En este item, algunos grupos tuvieron dificultad para responder lo solicitado; $e noto
gue los integrantes de los grupos no se ponian de acuerdo en la respuesta que debian

dar, ellos se hacian preguntas como: ¢qué pide el problema? ¢cuél es la pregunta del

v' Ante estas inquietudes, se les indicé que la pregunta al problema esta propuesta en el

item (d), ello hizo que algunos grupos respondieran correctamente lo solicitado tal

* Aqui tenemos tres maneras de resolver el problema, una usando funciones, al

a que la

pregunta al problema, no debi6 estar en el item (d) o de lo contrario debid especificarse en

n menor

straron

interés por resolver el problema planteado. Se noté que los alumnos estuvieron mas

motivados; a pesar de las dificultades mencionadas anteriormente, los grupos terminaron en

el tiempo previsto e incluso antes. Observamos que los alumnos aun presentan difi

cultades

para relacionar datos conocidos con las variables e interpretar el significado de la solucion

de un sistema de ecuaciones con la solucion del problema planteado.
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5.2.3 Resultados y analisis de la actividad 3

En esta parte se presenta una tabla con los resultados obtenidos en la actividad 3, tanto

individual como grupal, sefialando el nimero de alumnos o grupos que llegaron a:

A.

B
C.
D

Respuestas correctas

. Respuestas en proceso

Respuestas incorrectas

. Respuestas en blanco

De un total de 12 alumnos, se formaron 4 grupos de 3 (parte Il) y 6 grupos de 2 (parte

).

Tabla 5: Resultados de la actividad 3

PARTE |: TRABAJO GRUPAL A B C D
a 12
b 7 3
C 4 5
d 8 3 1
€ 5 5 2
f 5 5 2
PARTE |I: TRABAJO A B C D
d 4
€ 2 2
f 3 1
PARTE Ill: TRABAJO A B C D
a 6
b 6
(9 6
d 5 1
€ 4 1
f 1 3 2
g 4 2
h 4 1 1
i 4 1 1
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En base a esta tabla, la ficha de observacion y las soluciones de los estudiantes, se

analizan los logros y dificultades encontradas en esta actividad.

ACTIVIDAD 3

En esta actividad se conté con la presencia de 12 alumnos, iniciamos [con la
recapitulacion de la actividad anterior y una vez mas sefialamos sus logros y dificultades,
resaltando que aun tienen dificultades para relacionar datos conocidos con las vafiables e
interpretar el significado de la solucion de un sistema de ecuaciones con la solucion del
problema planteado. La actividad tuvo dos momentos, en el primero se trabajo 2 partes, una
individual y la otra grupal, ambas en el aula. El segundo momento se trabaj6 en la sala de
computo, ya que usamos el software GeoGebra. Respecto a las regla de trabajo se les

recalcé que serian las mismas de las actividades anteriores.

Los alumnos iniciaron la actividad leyendo la siguiente situacion problematica:
Situacion:
Alejandro se ha enterado que el precio del pasaje en el metropolitano va a cambiar,

pero el niumero total de viajes (21), el gasto total semanal (S/.53) y el precio del pasaje en

tren (S/.3) no variaran
Primer momento: Aula
Parte I: Trabajo individual

Alejandro desea saber: ¢cuantos viajes en metropolitano y cuantos en tren eléctrico

haria en cada uno de los siguientes casos:

I. Si el precio del pasaje en metropolitano es S/. 1
il. Si el precio del pasaje en metropolitano es S/. 3

iii. Si el precio del pasaje en metropolitano es S/. 4

1. Escribir en cada caso un sistema de ecuaciones que represente el niUmero total de
viajes y el gasto total semanal y resolverlo por cualquier método.
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CASOS Slst(_—:tma de Resolucién del sistema
ecuaciones

a. Siel precio del pasaje en

metropolitano es S/.1

b. Si el precio del pasaje en

metropolitano es S/.3

c. Siel precio del pasaje en

metropolitano es S/.4

Observaciones:

v' Todos los alumnos escribieron correctamente los sistemas de ecuaciones para cada
caso. Inicialmente hubo algunas inquietudes para lograr el planteamiento.
v' Respecto a la resolucion:

* En el item (a), los doce alumnos lograron encontrar la solucion del sistema de
ecuaciones(5;16), como se puede apreciar en las figuras 16 y 17. No hubo
dificultades.

 En el item (b), dos alumnos lograron darse cuenta que el sistema no se podia
resolver y uno de ellos expresd que el conjunto solucion era vacio (figura 16).
Siete alumnos usaron mecéanicamente el método de eliminacién o de sustitucion
(figura 23) y llegaron a expresiones como:

0=-10 0 63=53,
Que parece no haberlos sorprendido, por la ausencia de preguntas al respecto. Cuatro
alumnos tuvieron serias dificultades, cometiendo errores de calculo.

« En el item (c), tres alumnos lograron encontrar la soluciébn de sistema de
ecuaciones(— 1Q 3]), cuatro alumnos solo encontraron un valor como solucion

del sistema (figura 17) y cinco alumnos tuvieron errores de célculo.
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CASOS f::s::?::n':g Resolucion del sistema
x.-{.‘}/:?__/& K"l’ﬂ?*:i{“%-f}
. =11
a. Si el precio del pasaje en 12y=53 _E(_i,\-L_/}.Z-
metropolitano es §/1 | © ¥ 431 _
¢ fgi |
y=4g ¥ J
x+y=21 Sxtdy=53
; 0 - & r_1--1‘:1_ h -:.'H'-‘"y
dridree Qg O
etropolitano es 8/, = f =32
P x-ir“;‘—ﬁ;a ' 'iﬂ“"?’ id'
xty=lp
- K i WL S g
xty=74 Gty
¢. Si el precio del pasajeen 1% T Y~ 2= T
metropolitano es S/ 4
= .

Figura 16: Algunas respuestas al problema de la actividad 3
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P 1
CASOS i oo Resolucién del sistema
mRYeea X+ 11-%) =S~
a. S1 el precio del pasaje en Xf—(‘_g :%"5 }'\+(;'—5,‘7,&:<;‘))
metropolitano es S/.1 y = B -;'_;‘,7{@
N = =X Vvl  X=S
Yy 22 .
_ 7= | 3K131-)=%,
b.8i el precio del pasaje en Bt g
metropolitano es S/.3 DREI o T ol e =63
1753 G353
\f.f T21-%
NN )
Uy = Gt %E‘M h})':(‘..?.?’
c.Si el precio del pasaje en / =2 LE‘C. 1633 = 53%
metropolitano es 8/4 '8 Yo =—1p
Y =1~k
|
Figura 17: Algunas respuestas al problema de la actividad 3
Devolucion:
v' Ante las inquietudes iniciales, se les sugiri6 leer nuevamente la situacion planteada y
recordar la forma de plantear sistemas de ecuaciones en las actividades anteriores.

2. Escribir una respuesta para cada caso, respecto al nimero de viajes en

metropolitano y en tren eléctrico. Justificar.

CASOS Respuesta Justificacion

d. Si el precio del pasaje en

metropolitano es S/.1

e. Si el precio del pasaje en

metropolitano es S/.3

f. Si el precio del pasaje en

metropolitano es S/.4
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Observaciones:

v' En los items (d), (e) y (f), los alumnos no encontraban diferencia entre: esta tabla y la
anterior, no sabian qué hacer donde flisgficacion.
v Esto nos hizo pensar, y rapidamente nos dimos cuenta que no debimos considerar dos
tablas. En ese momento decidimos hacer la siguiente aclaracion: dondesplicssta
deben tener en cuenta los valores obtenidos en los items (a), (b) y (c), mientras donde
dicejustificacién deben explicar la respuesta en el contexto del problema. A pesar de
esta aclaracion, las respuestas de algunos alumnos no fueron las esperadas.
v Como se puede observar, donde dice justificacion el alumno volvié a resolver el
problema o simplemente comprobd los valores.
v' Consideramos pertinente reformular los enunciados 1 y 2 y fusionarlos presentando un
solo cuadro y cuatro columnas.

Reformulacion del enunciado:

2. En el cuadro se presentan tres casos del nuevo precio del pasaje|en
metropolitano. Para cada uno de ellos escribir un sistema de ecuaciones que
exprese el numero total de viajes y el gasto total semanal. Resolverlo por

cualquier método y dar una respuesta para cada caso, al problema de

—

Alejandro de determinar el nimero de viajes en metropolitano y en tref

eléctrico con el nuevo precio del pasaje en metropolitano que se especifica.

Sistema Resolucién Respuesta al

SRS de ecuaciones  del sistema problema (Justifique)

a. Si el precio del pasaje

en metropolitano es S/|1

b. Si el precio del pasaje

en metropolitano es S/{3

c. Si el precio del pasaje

en metropolitano es S/|4
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Parte II: Trabajo grupal

Todos los integrantes del grupo formado deben comparar sus resultados obtenidos en la

parte individual (d, e, fEntregar en una hoja adicional las conclusiones del grupo.

CASOS Respuesta Justificacion

d. Siel precio del pasaje en

metropolitano es S/.1

e. Siel precio del pasaje en

metropolitano es S/.3

f. Si el precio del pasaje en

metropolitano es S/.4

Observaciones:

v' En esta parte y después de haber hecho la aclaracion (parte individual), las respuestas

estuvieron mejor justificadas

v Los cuatro grupos respondieron y justificaron correctamente en el item (d), dandp como

respuesta:

» Si el precio del pasaje en metropolitano cuesta S/.1, Alejandro haria 5 viajes en

metropolitano y 16 viajes en tren eléctrico.

v' En el item (e), dos grupos lograron darse cuenta que el sistema no era compatible y que
por lo tanto no hay solucién al problema (figura 18), y los otros dos grupps no

terminaron de concluir su respuesta.

v En el item (f), tres grupos analizaron correctamente la solucion del sistema de

ecuaciones, relacionando las variables con la vida real, dando como respuesta:

* No se puede realizar — 10 viajes en el metropolitano, y por lo tanto el problema

no tiene solucion a menos que algunos de los datos varie.

Solo uno de los grupos no relacion6 la solucion del sistema con la solucion del

problema, como se muestra en la figura 19.
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Figura 18: Algunas respuestas al problema de la actividad 3
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f. el precio del pasaje en N = - 1OY

metropolitano es S/.4

Reformulaciéon del enunciado:

Todos los integrantes del grupo formado deben comparar sus resultados obtenidos en la

parte individuala, b, c) Entregar en una hoja adicional las conclusiones del grupo.

Sistema de Resolucion del Respuesta al

SR ecuaciones sistema problema (Justifique

a. Si el precio del pasaje
en metropolitano es S/|1

b. Si el precio del pasaje

en metropolitano es S/|3

c. Si el precio del pasaje

en metropolitano es S/|4

Segundo Momento: Laboratorio
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Parte Ill: Trabajo grupal

Con el uso del GeoGebra representar graficamente las ecuaciones correspondientes a

los casos, by ¢ y completar el siguiente cuadro:

Precio en el | Sistema de| ¢Las rectas s| ¢ En qué cuadrante § Coordenadas del punto de
metropolitano | ecuaciones| intersecan? | ubica el punto de interseccion

intersecciéon? (En caso exista)
(En caso exista) X y
d. S/.1
e. S/.3
f. Sl4

Observaciones:

v/ Para esta parte, se les indic6 que tomaran en cuenta los sistemas de ecuacjones del

problema planteado en las partes | y Il.

v' En los items (a), (b) y (c), todos los alumnos completaron correctamente la tablal (figura
27), dejando indicios que conocian el software GeoGebra y ademas lograron relacionar e

interpretar la parte geométrica con la algebraica.

d. Segun el contexto del problema, ¢en todos los casos, las coordenadas del punto de

interseccién dan la solucion del problema? ¢ Por qué?

Observaciones:

v' Esta es una de las preguntas que respondieron sin dificultad, cinco grupos Ipgraron
relacionar correctamente la solucién del sistema de ecuaciones con la soliciéon o

respuesta del problema.

v Solo un grupo no logré dar la respuesta esperada.
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e. Si el precio del pasaje en el metropolitano puede ir aumentando o disminuyendo de
S/.0,50 en S/.0,50 ¢existe algun precio que lleve a una solucién del problema?
Explicar.

Observaciones:

v Al inicio algunos grupos tuvieron dificultad para comprender el enunciado, y usar el
GeoGebra (herramienta — deslizador). Tres grupos lograron identificar a: S/.0,50;
S/.1,00 y S/.2,50, como los precios del pasaje en el metropolitano que conducen a una

solucion razonable del problema. Mientras que otros grupos dieron respuestas como:

* Si se puede resolver desde S/0.50 hasta S/.2.50. A partir de S/.3.00 ya no se
puede.

» Si, los precios entre S/0.50 y S/.2.50; porque estan entre los limites.

* No, debido a que mientras aumente el precio, aparecen valores que no pueden

resolver el problema.

v Estas respuestas se debieron a que no se especific6 qué precios conducian a una
solucion coherente para el problema.

Devolucion:

v' Ante las dificultades en el uso del GeoGebra, se les preguntd: ¢qué herramienta del
GeoGebra hace variar valores en un cierto rango? Enseguida los alumnos reg¢ordaron

gue la herramientdeslizadorera lo que debian usar para resolver el problema.

v' Por otro lado, también tuvieron dificultad para responder la pregunta, es por esq que se

les preguntd: ¢qué representa la variahtequé representa la variabl@ Esto ayudo ;

57

reflexionar y a comprender que tenian que buscar precios para el pasaje en
metropolitano donde la solucion o punto de interseccidon tenga como coordenadas

ndameros enteros y positivos.
Reformulacion del enunciado:

e. Si el precio del pasaje en el metropolitano puede ir aumentando o disminuyendo de
S/.0,50 en S/.0,50q¢é precios conducera la solucion del problema? Explicar.
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f. Resolver un problema similar, considerando que se mantienen fijos el precio del
pasaje del metropolitano (S/.2), el nimero total de viajes (21) y el gasto total en
pasajes (S/.53), pero el precio del pasaje en tren eléctrico variara. Examinar los casos
de aumentos o disminuciones de S/.0,10 en S/.0,10. ¢ Para qué precios del pasaje en

tren eléctrico existen soluciones?

Observaciones:

v En este item, a pesar de que la situacién planteada era similar a la del item anterior, los

integrantes de algunos se mostraron confundidos y solicitaron ayuda del profesor.

v" Solo un grupo respondié correctamente, es decir identificaron a: S/.3,10, S/.4,20 y |S/.7,50,
como los precios del pasaje en tren eléctrico que conducen a una solucidn razonable del
problema. El resto de los grupos presento dificultades en el analisis de sus respuestas, pues
dieron algunos valores que no tenian sentido en el contexto del problema. Algunas respuestas

fueron:
e Si,sies3;3,1;4,2;7,5y 13.

« De S/.2,60 hacia delante, pues por mayor que sea el niumero, no volverd a ser
negativo.

* Desde 2,6 hasta S/.12.
Devolucion:

v' Al ver que los grupos estaban un poco confundidos, se les preguntd: ¢en qué transporte
variara el precio?, esto los ayud6 a darse cuenta que debian plantear un sistema similar al del
item anterior pero cambiando los valores en el precio del pasaje en tren eléctrico, luego

comenzaron a explorar y a manipular el deslizador del GeoGebra.

g. Alejandro tiene la posibilidad de hacer un gasto total en pasajes mayor a los S/.53.
Encontrar todas las soluciones correspondientes a estos gastos considerando
aumentos de S/.1 en S/.1 y manteniendo fijos el nimero total de viajes (21) y los
precios de los pasajes en metropolitano (S/.2) y en tren eléctrico (S/.3).
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Observaciones:

v' Para este item, los grupos estaban con mas confianza en la manipulacioh de la
herramienta deslizador del GeoGebra, comprendian mejor el uso de un parametro en el

sistema de ecuaciones que planteaban y su respectiva variacion.

v Cuatro grupos lograron identificar correctamente los pares (figura 20) como todas las
soluciones posibles al problema tal que Alejandro tenga un gasto total en pasajes mayor
a S/.53,00. Mientras que dos grupos entendieron que solo debian indicar el mayor gasto

de Alejandro, el cual no era lo solicitado.

54155 565FHBLBAW0I6116 2163
Tl 9! 2l @151 ¢l 3]2]14]0
T Aeal 19 1131421 18] 16 | 42| 4g14a] 201 24

Figura 20: Algunas respuestas al problema de la actividad 3 (parte III)
Devolucion:

v" Una de las consultas fue: ¢mayor a S/.53 incluye a S/.53? Se les respondio: en|{lugar de

mayor usa mas de S/.53.

h. Para algin gasto menor de S/.53, ¢ Alejandro viajara solamente en metropolitano?

Observaciones:

v' En este item, los grupos trabajaron sin complicaciones pues entendieron que debian

continuar con lo hecho en el item anterior pero bajo una nueva condicion.

v' Cuatro grupos lograron identificar que con un gasto de S/.42 Alejandro viajara solo en
metropolitano. Un grupo respondié que si, pero no sefialé cual es el gasto y un grupo

tuvo dificultades de interpretacién de la pregunta.

i. Considerando cambios en el numero total de viajes semanales y manteniéndose fijo
todo lo demas, ¢ cudl es el minimo y el maximo nimero de viajes semanales en total

gue podria hacer Alejandro?

PUCP Pagina 111

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP g:_:_\gﬁg?\o

DEL PERU

Observaciones:

v' Cuatro de los seis grupos lograron responder que Alejandro haria como maximo 26
viajes y como minimo 18 viajes. Algunos grupos agregaron a su respuesta la golucién
del sistema, el nimero de viajes que haria en metropolitano y en tren eléctrico, |[aunque
no se les pidié. Un grupo logré encontrar el maximo pero en el minimo se equivpcé. El

otro grupo no comprendio la pregunta.

COMENTARIO DE LA TERCERA ACTIVIDAD

El desarrollo de esta actividad se realiz6 en tres partes y en dos ambientes: en el aula y
en el laboratorio. El primer momento corresponde al trabajo en el aula, en la parte
individual hubo confusion por las tablas, algunos alumnos no encontraron diferencia entre
una y la otra; sin embargo, se hizo la aclaracidon oportuna, lo que permiti6 un buen
desarrollo de los items planteados. La mejora se vio reflejada en la parte grupal, y las
conclusiones fueron mejores a las de la parte individual. En cuanto al trabajo en equipo se

noté compromiso y entusiasmo.

El segundo momento, corresponde al trabajo en el laboratorio. Como era de esperarse,
trabajar con un ambiente dindmico como es el software GeoGebra, motivé a los alumnos a
resolver la actividad con mayor entusiasmo. Se pudo notar que tuvieron dificultades para
resolver sistemas de ecuaciones con parametro variable (variacion de coeficientes y
términos independientes), sin embargo, se puedo observar un debate profundo para

defender sus respuestas y para corregir sus errores.

Cabe mencionar que este tipo de dificultades no se presenta en la secundaria ni en los
cursos de matematicas basicas de nivel superior; sin embargo corresponden a situaciones de
la realidad y se ha verificado que su comprension esté al alcance de los estudiantes y que el

software GeoGebra ayuda fuertemente a tal comprension.

En esta actividad se esta poniendo énfasis en la variable micro-didactica VMPV, y

observamos que la reaccion ha sido favorable y se han podido superar.
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5.2.4 Resultados y analisis de la actividad 4

En esta parte se presenta una tabla con los resultados obtenidos en la actividad 4, tanto

individual como grupal, sefialando el nimero de alumnos o grupos que llegaron a:
A. Respuestas correctas
B. Respuestas en proceso
C. Respuestas incorrectas
D. Respuestas en blanco

De un total de 13 alumnos, se formaron 6 grupos de 2 y 1 grupo de un alumno.

Tabla 6: Resultado de la actividad 4

PARTE |: TRABAJO GRUPAL A B C D

a 6

b 6

9 4 2

d 6

€ 3

f 3 2

o] 4

En base a esta tabla, ficha de observacion y las soluciones de los estudiantes, se

analizan los logros y dificultades encontradas en esta actividad.

ACTIVIDAD 4

En esta actividad se contdé con la presencia de los 12 alumnos, los mismos que
participaron en todas las actividades anteriores, se empezd con la recapitulacian de la
actividad anterior, sefialandoles sus dificultades y errores.

Toda la actividad se trabajo en el laboratorio, los grupos fueron los mismos que

trabajaron en la actividad 3 — parte Ill.
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Los alumnos iniciaron la actividad leyendo la siguiente situacién problemaética:
Situacion:
Alejandro realiza viajes en metropolitano y viajes en tren eléctrico.
Trabajo grupal
(Pueden usar GeoGebra cuando lo consideren necesario)

a. ¢Esverdad que al resolver el sistema de ecuaciones

X+y=5
y=2x-3

la solucion es (3; 2)? Justificar

Observaciones:

v' En este item los alumnos respondieron sin dificultad, todos los grupos respondieron
correctamente a la pregunta. Algunos grupos justificaron sus respuestas de la siguiente

manera:
» Resolvieron el sistema de ecuaciones y concluyeron que la solucién no e$ (3, 2).
* No porque el resultado seria decimal.
* No, la solucién es 2.67 y 2.33.
* No, porque al reemplazar, la segunda ecuacién sale desproporcionada

v' Todas estas respuestas se consideran validas pues responden a la pregunta.

v Ningun grupo recurrié al uso del GeoGebra para resolver el sistema de ecuaciones.

b. Encontrar un sistema de ecuaciones que tenga como so(&i'a)n

Observaciones:
v' En este item, todos los grupos respondieron correctamente. Algunos grupos se |valieron
del GeoGebra para descubrir un sistema de ecuaciones, graficando dos rectas cuyo
punto de interseccion era el pun(aZ). Mientras que la mayoria de los grupos

realizaron un procedimiento algebraico y hasta mental para llegar a un sistema de

ecuaciones con la solucion pedida.
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v Dentro de las respuestas tenemos los siguientes sistemas de ecuaciones:
X+y=5
y=2x—-4
X+y=5
x-y=1
X+y=5
2y+5=3x

c. Escribir un problema cuya solucion sea que Alejandro realiza en un dia 3 viajes en
metropolitano y 2 viajes en tren eléctrico y se obtenga resolviendo el sistema de
ecuaciones encontrado en la parte (b).

Observaciones:

v' En este item los alumnos trabajaron de forma ordenada y sin complicaciones, hicieron

pocas consultas, mayormente nos pedian que les dijeramos si estaban bien o np.

v' De los seis grupos, cuatro lograron pasar correctamente a un enunciado verbal, el
registro algebraico encontrado en el item (b).

] ; X+Yy=5 .
v" Todos los grupos que tenian como sistema de ecuac{lonegx 4respondleron:
y=aX-
» Alejandro utiliza el tren eléctrico y el metropolitano para ir a trabajar. Se
desea saber cuantos viajes realiza en cada uno, si el nUmero total de viajes es
5y el numero de viaje en tren eléctrico es el doble del nimero de viajes len

metropolitano menos 4.

En la figura Aqui uno de los grupos no hizo la pregunta: ¢ cuantos viajes en metropolitano y
tren eléctrico realizo Alejandro?, como se muestra en la siguiente figura.

X+y=5

, escribid6 un enunciado que ho
Xx-y=1

v' El grupo que tuvo como sistem{

correspondia al sistema planteado (figura 21), pero su propuesta implicaba un|sistema

de ecuaciones que conduce a la solucion pedida.
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Figura 21: Algunas respuestas al problema de la actividad 4

v' Consideramos pertinente reformular el problema, poniendo énfasis en la vinculacion

del enunciado verbal con el sistema obtenido en la parte (b).

v' Se observd que la presencia de una funcion afin explicita ayuddé a formular el
problema

Reformulacion del enunciado:

c. Escribir un problema relacionado con los viajes de Alejandro, cuya solucion se

obtenga resolviendo el sistema de ecuaciones encontrado en la parte (b).

g. Considerar el siguiente sistema:

X+y=5
y=2Xx+a

¢Para qué valor o valores @8,“el sistema tiene como solucidE;O)?

Observaciones:

v' Dos grupos encontraron el valor decon ayuda del software GeoGebra. Hacigndo

uso de la herramienta deslizador.

v' Cuatro grupos prefirieron reemplazar el pur(lﬁO) en el sistema, resolverlo |y

encontrar el valor dea. Hubo un grupo que primero realizé procesos algebraicos,
resolvio por sustitucion el sistema de ecuaciones, con una funcién afin implicitg y otra
explicita, y luego reemplazé el valor de la abscisa en la ecuacion simplificada| En la

figura 22, observamos las respuestas de dos alumnos utilizando métodos algebraicos y
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aritméticos.

(Para qué valor o valores de “a”, el sistema tiene como solucion (3, 0)?

NG e PO
75x+0f5
3(@)«AQ=5

Q=0

;Para qué valor o valores de “a”, el sistema tiene como solucion (3; 0)? ‘=its
Reemp laza, 4

8y oo o)
0= 2C(8) ra

( O

cS

Figura 22: Algunas respuestas al problema de la actividad 4
v" Todos los grupos determinaron correctamente queapgard0 el sistema tiene como
solucion el par (5; 0).

v/ Se aprecia una buena relacioén entre el tratamiento algebraico y las operaciones

aritméticas.

h. Escribir un problema cuya solucibn sea que Alejandro realiza 5 viajes en
metropolitano y ningun viaje en tren eléctrico y que se obtenga resolviendo el sistema

de ecuaciones encontrado en la parte (d).

Observaciones:
v' En este item, los grupos debian realizar algo similar a lo hecho en el item (c), es decir
pasar del registro algebraico al registro verbal. Tres grupos escribieron adecuaglamente

. IX+y=5 .
un contexto para el sistema de ecuaciones , dos grupos tuvieron errores de
y=2-10
interpretacion y redaccion, y uno de los grupos hizo un enunciado correcto, perq olvido

hacer la pregunta a la situacion problematica que estaban planteando (figura 23)

v Se percibe que hay mas naturalidad al afrontar el paso del registro algebraico al yerbal
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v' Consideramos que la funcién afin explicita en la segunda ecuacién facilita el paso al
registro verbal.

e. Escribir un problema cuya solucién sea que Alejandro realiza 5 viajes en
metropolitano y ningln viaje en tren eléctrico y que se obtenga resolviendo el
sistema de ecuaciones encontrado en la parte (d).

Alegaudso realiin wn Total hs Giara. . Aobuos e sole que ef

meno § 10 .

Figura 23: Algunas respuestas al problema de la actividad 4

i. Juan dice que inventd un problema relacionado con el nUmero de viajes de Alejandro
en metropolitano y en tren eléctrico, cuya solucion la obtuvo resolviendo el sistema
X+y=5
{y= 2x+8
Maria afirma que es imposible inventar un problema como el que dice Juan.

¢, Cual de los dos tiene razén? ¢ Por qué?

Observaciones:

v Tres grupos resolvieron el sistema, utilizando los métodos de igualacion , sustitucion y

eliminacion; analizaron las soluciones encontradas y respondieron:
» Maria tiene la razon ya que Alejandro no puede realizar viajes negativos.

* Maria tiene la razon porque es imposible que Juan reakdeviajes en e
metropolitano.

e Maria tiene la razén, pues indica a solucién de Juan un viaje negativo, €| cual

seria imposible realizar en nuestra realidad.

Estas respuestas son correctas y muestra que los alumnos estan mejorando su capacidad de

analisis.
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Cabe mencionar que ninguno recurrido al registro grafico, lo cual hace pensar en la

necesidad de enfatizar las conversiones entre estos registros.

v" Un grupo tuvo errores al resolver el sistema de ecuaciones lineales, pero analizé y

respondid correctamente (figura 24)

v Dos grupos no mostraron haber resuelto el sistema de ecuaciones lineales, sin €mbargo,

trataron de dar una respuesta, por ejemplo escribieron:

* Maria debido a que para que el de Juan sea verdadero una incognita debe ser

negativa.

En esta respuesta se percibe la dificultad de escribir correctamente el resultadp de un
analisis del sistema. Este es un problema “extra matematico” que dificulta el paso del
registro algebraico al verbal.

x+y=35
{y =2x+8
Maria afirma que es imposible inventar un problema como el que dice Juan.
¢Cual de los dos tiene razon? ;Por qué?

. g o etz @4 ecdeala, o Mt
Mo Q\J\g;fh O&&N‘ QL0 Q) X\Q?Qé]\ NQ

/wg f ‘j

Figura 24. Algunas respuestas al problema de la actividad 4

j.  Encontrar todos los valores @epara los cuales el siguiente sistema tiene como
solucién un punto cuyas coordenadas son numeros enteros NO negativos.

X+y=5
y=2x+a

Observaciones:

v Alinicio, tuvieron dificultades de interpretacion, pensaron que el valoades el

gue debia ser entero no negativo.
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Devolucién:

v' Ante esta dificultad se solicit6 a los alumnos que lean nuevamente el enunciado y
descubran ¢quién debe ser entero no negativo? Esto ayudo a reflexionar e interpretar las

soluciones y valores dea™.

En la figura 4, observamos las respuestas de dos estudiantes; algunos verificaron sus
respuestas demostrando su habilidad analitica.

g. Encontrar todos los valores de a para los cuales el siguiente sistema tiene como
solucion un punto cuyas coordenadas son nimeros enteros NO negativos.

X+ P=3
y=2x+a

“S,@“\m}ﬁm Advuthe me;\d —-a 5/ Ly "49 . v WJ\O-

g. Encontrar todos los valores de a para los cuales el siguiente sistema tiene como
solucion un punto cuyas coordenadas son nimeros enteros NO negativos.

X+ y=5
y=2x+a

QLS_\O'_Q‘7§'~-¥J’E"5‘ ; PS%

Figura 25: Algunas respuestas al problema de la actividad 4

v' Todos los grupos se apoyaron en el software GeoGebra, especificamente usaron la

herramienta deslizador. Esto permitio a cuatro grupos, encontraran correctamente todos
los valores de a” (figura 36). Mientras que los otros dos grupos, escribieron que los
valores estaban comprendidos desde —10 hasta 5 como se aprecia en la figura 37, lo cual
significa que no verificaron para valoresaleomo -9, -8, y otros, para los cuales|las

coordenadas del punto de interseccién de las rectas correspondientes al sigtema de
ecuaciones, no son enteras.

COMENTARIO DE LA CUARTA ACTIVIDAD

Esta ultima actividad se trabajé en forma grupal, de dos integrantes cada grupo. Los
alumnos trabajaron con mas confianza, seguridad y rapidez, el haber trabajado las

actividades 1, 2 y 3, ayudoé a familiarizarse con los sistemas de ecuaciones con una funcién
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afin implicita y otra explicita; y con el software GeoGebra, utilizandolo cuando lo

consideraban necesario.

Se observé que los alumnos presentan dificultades para expresar en forma verbal una
ecuacion con funcion afin implicita, sin embargo, para resolver el sistema no tenian

ninguna dificultad, por el contrario lo resolvian con mucha facilidad.

Por otro lado, es pertinente sefalar que para expresar enunciados verbales que
correspondan a un sistema de ecuaciones lineales, los alumnos lo hacen con mayor

facilidad cuando el sistema tiene una funcion afin explicita.

Luego de haber terminado las actividades, se hizo la Ultima recapitulaciéon de lo
trabajado anteriormente, logrando resumir sus logros y las dificultades que tuvieron, para
luego formalizar nuestro objeto de estudio, resolucion de problemas con sistema de
ecuaciones lineales con dos variables, y para ello se tuvo en consideracion sus acciones,
formulaciones para constituir todos los conocimientos y lograr la fase de

institucionalizacion.
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CAPITULO 6: ANALISIS A POSTERIORI

En esta Ultima fase de la Ingenieria Didactica, nos apoyaremos en los datos
recolectados en la fase de experimentacion, las producciones de los alumnos y los

comportamientos esperados.

Se hara una comparacion entre los analisis a priori y a posteriori de las situaciones
didacticas, comparando los comportamientos esperados con los comportamientos que
ocurrieron realmente en la clase. Finalmente se presentard la situacion didactica

reformulada en base a lo encontrado en los andlisis realizados.

6.1 Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

en la experimentacion

En el siguiente cuadro, detallaremos para cada item de las actividades, la comparacion
entre los comportamientos esperados y los comportamientos observados en la

experimentacion.

ACTIVIDAD 1

Parte I: Trabajo individual

item Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

= Se esperaba que los alumnos identificaran los datos conocidos del problema,
como: el costo total del pasaje en tren eléctrico (S/.3), el gasto semanal por
movilidad (S/.53) y el numero total de viajes a la semana (21); sin embargo, de
a los 12 alumnos, solo 9 lograron responder correctamente, y el resto tuvo lerrores

como repetir y confundir datos.

» Se reflejan las dificultades de comprensién lectora para una identificacion

adecuada de los datos.

b | = Talcomo se esperaba, los alumnos realizaron los siguientes caléulds:12,
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15x3=45y 12+ 45=57. Dandose cuenta que S/.57 sobrepasa al gasto re

al que

hace Alejandro en una semana y concluyendo que Juan tiene razon. Los alumnos

no tuvieron dificultad para resolverlo, excepto un alumno que no comprendio el

texto, realizando operaciones incoherentes.

Se esperaba que los alumnos identifiquen la operd3$r©= 22 para hallar e

nuamero total de viajes y concluir que Alejandro no realiza 22 viajes a la semana.

Todos los alumnos identificaron

correctamente.

Este item fue resuelto con mayor facilidad y en un tiempo menor
establecido, posiblemente como consecuencia de la experiencia simila
item (b).

la operacion esperada y concluyeron

a lo

r en el

Tal como se esperaba, los alumnos tuvieron dificultad para definir las va

riables

de los datos desconocidos: nimero de viajes en metropolitano y namero de

viajes en tren eléctrico.

Para resolver problemas contextualizados, es primordial definir la variable o las

variables de los datos desconocidos, por tal razén consideramos que es un punto

a tomar especial atencion. Los resultados confirman la gran dificulta

1 que

presentan los alumnos a la hora de resolver problemas, y esto se debe a que no

pueden conectar los datos dados con las variables que conduzcan a la
del problema. La dificultad fue generalizada a pesar de la devolucio

realizamos.

solucion

N que

Se esperaba que los alumnos relacionen las variables definidas en el item (d) y

los datos conocidos: el precio del pasaje de cada transporte (metropol

tren eléctrico), para expresar en un lenguaje algebraico el gasto total s

gue Alejandro pueda tener al usar el metropolitéhg § el gasto semanal que

Alejandro pueda tener al usar el tren eléctric®y)( Los resultados nos

itano y

emanal

muestran que 6 alumnos presentaron serias dificultades para comprender lo que

se les pedia, es decir relacionaron incorrectamente los datos conocidos

desconocidos (variables).

Esta dificultad siempre se presenta en alumnos de educacion secun

con los

daria e

PUCP

Pagina 123

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP g:_:_\gzﬁg?nn

DEL PERU

incluso en alumnos universitarios, por lo tanto consideramos que es un punto
relevante a trabajar a fin de obtener mejores resultados en la resolugion de

problemas.

= Se esperaba que los alumnos representen mediante ecuaciones, el gasto total en
viajes por semana Zx+ 3y =53) y el niamero total de viajes por semanga (
x+y =21), sin embargo, debido a que los items (d), (e) y (f) estan relacionados,

f los resultados muestran que varios alumnos no respondieron correctamente este

item, tal como se esperaba, debido a los errores cometidos en los items (d) y (e).

= Este item, comprueba una vez mas que los alumnos presentan serias dificultades

para pasar de un registro verbal a un registro algebraico.

= Tal como se esperaba todos los alumnos determinaron correctamente los| valores

para “y” cuando “x” toma valores dados, encontrando un par ordenada que

g satisface ambas ecuaciones.

= Se penso6 que era probable que algunos alumnos tuvieran errores de calculo, pero

esto no ocurrio.

= Se esperaba que no tengan dificultad para identificar el par ordehétld)

h como solucién de ambas ecuaciones, sin embargo, hubo un alumno gue no

respondié y otro que escribié un par ordenado incorrecto.

= Se esperaba que representen graficamente las ecuaci@res3y =53 vy
x+y=21. A pesar de la devoluciéon que se hizo, 2 alumnos ubicaron algunos

puntos pero no hicieron la grafica de las rectas, mientras que 3 alumnos
interpretaron equivocadamente que solo debian ubicar el punto de interseccion

@011 . Tal como se esperaba, los alumnos usaron un poco mas del tiempo

previsto.

= Tal como se esperaba los alumnos identificaron que el ;ﬂﬂlﬁtﬂ) es el puntd

de interseccion. Uno de los alumnos dejo este item en blanco.

*» Tal como se esperaba los alumnos identificaron el &mﬁﬂd) como la

solucion del sistema. Uno de los alumnos dej6 este item en blanco.
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Se esperaba que relacionen las coordenadas del(ib(]infanon la solucién de

problema e interpreten esta solucion como: “Alejandro realiza 10 viaj
metropolitano y 11 viajes en tren eléctrico”. A pesar de la devolucion
hicimos, los resultados demuestran que los alumnos tienen serias dificulta
interpretacion. Las respuestas no fueron las esperadas, razén por

consideramos que es preferible que este item sea reformulado para fac

comprension.

I
S en
que
ades de
a cual

ilitar su

Parte II: Trabajo grupal

item

Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

Tal como se esperaba, todos los grupos mejoraron al 100% los resultado
items (g), (h), (i), (j) y (k), respecto a lo hecho en la parte individual. Mie
que el item () no obtuvo mejoras, las respuestas que dieron en Ia
individual se volvio a repetir, lo cual confirma que el enunciado de este it¢

ayudo a responder lo que esperdbamos.

s de los
ntras
parte

M NO

x+y=21
Se esperaba que los grupos escribieran el sistema de ecu cion)e/,'s
3y+ 2% =53

correspondiente al problema. Al inicio tuvieron dificultades, pero a través
devolucion el 100% de los grupos logré comprender y escribir las ecua

del sistema que resuelve al problema.

de la

ciones

Tal como se esperaba, todos los grupos resolvieron el sistema de ecu
correctamente, 2 grupos resolvieron el sistema de ecuaciones usando el
de sustitucién y los otros dos grupos lo resolvieron usando el méto

eliminacion.

aciones
método
do de

Se esperaba que comparen la soluc(ibﬁlil) del sistema discutido en el itg
(@), y lleguen a la conclusion que ambos resultados resuelven el problem
de forma geométrica como algebraica. Ademas, el enunciado exigia inte

el significado de las coordenadas de la solucion. Solo un grupo tuvo dificu

m
A, tanto
rpretar

ltades
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para relacionar el puntlell) con la solucion del problema, a pesar que y3

habia trabajado en el item (a).

Parte Ill: Trabajo grupal

item

Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

Tal como se esperaba, todos los grupos lograron identificar los

desconocidos y asignarles variables, tales como:
X : Precio de entrada para nifios.

y : Precio de entrada para adultos.

Se esperaba que representen en forma algebraica dos enunciados

especificamente3x+ 5y =96 y 4x+ 3y =73. Solo uno de los grupos prese
dificultades para expresar los enunciados como ecuaciones, dejando ey
gue aun tienen dificultades para comprender un registro verbal y expt

algebraicamente.

sea

datos

erbales,
ntd
idencia

esarlo

Tal como se esperaba, el 100% de los grupos complet6 correctamente la

identificaron el par ordenado comun a ambas ecuaciones.

tabla e

Se esperaba que los grupos ubiquen los puntos encontrados en el item
representen graficamente las dos ecuaciones mediante dos rectas que f
dichos puntos. Solo uno de los grupos, ubicé algunos puntos pero no
representar las graficas de las rectas, notdndose dificultades en usar un

geomeétrico a partir de un registro algebraico dado.

asen por
lego a

registro

Se esperaba que a partir de la grafica identifiquen el punto de inters

(7:15) e interpreten a 7 como el precio de una entrada para niflos y a 15 ©

precio de una entrada para adultos. Todos los grupos lograron identifi
coordenadas del punto de interseccion pero solo 3 grupos lograron relag
correctamente con el problema planteado. El grupo que no lo relé
correctamente es el mismo que se equivocd en el trabajo grupal p:

ademas respondieron lo mismo.

eccion
omo el
car las
ionarlo
1ciono

arte |l;
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= Tal como se esperaba, todos los grupos plantearon y resolvieron el sistema de
ecuaciones que resuelve el problema. Se observo que los grupos que utilizaron el

f método de sustitucion en la parte Il, utilizaron como nuevo método el de

eliminacion y los que usaron el método de eliminacién en la parte I, usaron

como nuevo método el de sustitucion.

» Se esperaba que los grupos relacionen la solucién encontrada en el item (f) con
la solucién del problema propuesto. Las respuestas encontradas no reflejaban lo
gue nosotros esperdbamos, ya que los alumnos interpretaron el enunciado de
este item de una manera diferente a la que nosotros habiamos pensado. En el
altimo item de la parte 1 y Il de esta actividad, se exigia la misma habilidad y
debido a que esta actividad (parte I, Il y 1ll) se hizo en una misma clase, no dio

tiempo para darnos cuenta que el enunciado escrito exigia una reformulacion

con la finalidad de obtener las respuestas que habiamos pensado.

ACTIVIDAD 2

Trabajo Grupal

item Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

= Se esperaba que los grupos definan al dato desconocido como el numerq de dias
a la semana que Alejandro va al trabajo. Sin dificultad y con mayor seguridad

a todos los grupos respondieron correctamente.

= Consideramos que el haber practicado en la actividad anterior ayud6 a mejorar
Sus respuestas.

» La mayoria de los grupos expresé en forma algebraica, el gasto semapal que

b

hace Alejandro por la ruta BQ+2x) y por la ruta 2 26+ 3x).
= Tal como se esperaba, todos los grupos calcularon correctamente y sin dificultad

el gasto semanal que generan ambas rutas por trabajar 3 dias, y concluyeron que

c la ruta 2 es la mas econdémica para Alejandro. Se mostré que existe una buena
relacion entre el registro algebraico y las operaciones aritméticas| para
ecuaciones explicitas.
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Tal como se esperaba, los grupos no tuvieron dificultad para determinar u

para x y concluir que Alejandro debe ir 4 dias al trabajo.

Se considerd probable que encuentre un vadoa X por tanteo e intuiciorn,

n valor

pero esto no se percibid, ya que todos los grupos desarrollaron tratamientos

algebraicos en su hoja de respuestas.

Tal como se esperaba, todos los grupos completaron correctamente la tabla,

aunqgue al inicio algunos grupos no identificaban las ecuaciones con las que

debia trabajar. Con apoyo de la devolucion que se hizo, el 100% de los
respondid correctamente.

grupos

Tal como se esperaba, todos los grupos ubicaron correctamente los p

ntos y

trazaron las dos rectas, sefalando el punto de interseccion. Consideramgs que el

haber trabajado este item en la actividad 1, ayudd a que los alumnos mgnejaran

estas gréficas (registro grafico) con mayor facilidad.

Tal como se esperaba, todos los grupos identificaron correctamente las

coordenadas del punto de interseccion.

Tal como se habia previsto, todos los grupos escribieron y resol
correctamente el sistema de ecuaciones usando el método de igualac
embargo, no todos los grupos resolvieron el problema mediante un se
método y tres de estos grupos encontraron solo una de las componentes

ordenado que resuelve el problema.

vieron
on. Sin
2gundo

del par

A diferencia de lo que se considerd probable, en este item hubo dificultad
responder lo solicitado. La habilidad de interpretar la solucion encontrada
sistema resuelto en el item (h) con la solucion que exigia el problema, u
mas salié a relucir en algunos grupos. A pesar de la devolucién dag
respuestas tuvieron un rumbo distinto a lo que nosotros habiamos p
cuando se plante6 el enunciado de este item.

DS para
1 en el

na vez
la, las

ensado
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ACTIVIDAD 3

Parte I: Trabajo Individual

Item

Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

En este item, tal como se esperaba, todos los alumnos lograron esg
x+y=21

Jo resolvieron y encontraron la soluci
X+ 3y =53

sistema de ecuaciér{

(5;1@. Debido a lo trabajado en las actividades anteriores, no hubo dificult

ribir el

on

ades.

En este item, todos los alumnos escribieron correctamente el s

x+y=21 J .
y , ¥y tal como se esperaba, tratdndose de ecuaciones de
X+ 3y =53
paralelas, algunos alumnos tuvieron dificultades para resolverlo e interpr|
solucion encontrada; hubo diversas respuestas y creemos que esto se de

en las actividades anteriores los sistemas de ecuaciones tenian solucion (

stema

rectas

etar la
ba a que

nica.

Es destacable que en ningun caso se usO una conversion al registro grafico para

examinar la situacion al encontrar algo extrafio algebraicamente.

Tal como se esperaba todos los alumnos escribieron correctamente el
x+y=21
, pero solo tres alumnos lograron resolverlo correctam
4x+ 3y =53

encontrando como solucién x=-10 e y=31. Cuatro alumnos sol
encontraron uno de los dos valores y los otros alumnos restantes tt

errores de calculo.

Se percibe procesos mecanicos Yy la falta de uso del registro gréfic

resolver sistema de ecuaciones con dos variables.

sistema

ente,

o]

Ivieron

D para

Se esperaba que los alumnos escribieran la respuesta encontrada en el

es decir:x=5 e y=16 e interpreten estos valores como los viajes que

realizar Alejandro en el metropolitano y en el tren eléctrico, respectivan

item (a),
debe

nente.

Pero a diferencia de lo que se esperaba, esto no ocurrid en algunos alumnos,

debido a que los alumnos confundieron la primera tabla con la se

pensando que se trataba de lo mismo.

gunda
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Se esperaba que los alumnos escribieran y analizaran la respuesta encol

el item (b), dando como respuesta: “bajo este contexto el problema nc

itrada en

) tiene

solucion”. Pero a diferencia de lo que se esperaba, esto no ocurrid, debido a que

los alumnos confundieron la primera tabla con la segunda pensando
trataba de lo mismo y ademas porque este item dependia de la efectivida
debia tener al resolver el sistema planteado en el item (b), y como se s
todos resolvieron correctamente este item.

que se
1 que se

sabe no

Se esperaba que los alumnos escribieran la respuesta encontrada en el
es decir:x=-10 e y =31y analicen estos valores, dando como respuest
no es posible determinar el nUmero de viajes en el metropolitano ni en

eléctrico, debido a que uno de los valores es un numero negativo.

Cabe mencionar que resolver un sistema de ecuaciones no es lo mis

resolver un problema con un sistema de ecuaciones.

item (c),
A que

el tren

mo que

Parte II: Trabajo Grupal

ftem

Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

Se esperaba que los alumnos comparen y reflexionen las respuestas escr,
parte individual, con la finalidad de uniformizar y dar una respuesta con
Todos los grupos completaron este item tal como esperabamos y eso g
las aclaraciones que surgieron en la actividad grupal, comparando sus res

individuales.

tas en la
creta.
racias a

sultados

Se esperaba que los alumnos comparen y reflexionen las respuestas escr,
parte individual, con la finalidad de uniformizar y dar una respuesta concr

pesar de la aclaracion que hicimos respecto a las respuestas que obsery

tas en la
eta. A

amos en

la parte individual, en este item dos grupos no lograron concluir sus respuestas y

es muy probable que sea por los errores cometidos en el item (e

individual.

parte
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Cabe destacar que el trabajo grupal ayudd a mejorar sus respuest
embargo, a pesar de trabajar grupalmente, no aflora el andlisis grafico, &
resultados algebraicos.

Se esperaba que los alumnos comparen y reflexionen las respuestas escr
parte individual, con la finalidad de uniformizar y dar una respuesta concr
pesar de la aclaracion que hicimos respecto a las respuestas que obsery
la parte individual, en este item solo un grupo no logré relacionar la soluci

sistema con la solucion del problema.

Todos los grupos demostraron conocer los procesos algebraicos para res
sistema de ecuaciones con dos variables y solo uno de los grupos no re
correctamente la solucién encontrada del sistema con el problema propusg

distinto encontrar la solucion de un sistema que la solucion de un problem

Cabe destacar que el trabajo grupal ayudé a mejorar la interpretaci
resultado proveniente de procesos algebraicos. Sin embargo, no aflorg

alumnos el uso de un registro gréfico.

as. Sin

inte los

tas en la
eta. A
amos en

on del

plver un
2lacionod
bsto. Es

a.

bn del

en lo

Parte Ill: Trabajo Grupal

item

Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

Tal como se esperaba, todos los alumnos validaron correctamente el

realizado en los items (d), (e) y (f) — parte Il. Se mostré un trabajo orde

trabajo

nado,

dejando evidencia que conocen el software GeoGebra, logrando relacionar e

interpretar los registros geométricos y algebraicos.

Esta es una muestra de que el instrumento tecnoldgico GeoGebra contr,

gue los alumnos relacionen mas y mejor los registros algebraico y gréfico.

ibuye a

Tal como se esperaba, la mayoria de los grupos respondio que solo en el
las coordenadas del punto de interseccion daban la solucion del problem
en los otros dos casos se tenia que reformular o cambiar los datos par:

problema tenga soluciones coherentes. Solo un grupo dio una respus

item (a)
Ay que
3 que el
xsta no
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esperada.

= Se corrobora lo afirmado anteriormente respecto al GeoGebra

= Se esperaba que al manipular el comando “deslizador” del GeoGebra, olserven
gue si el precio del pasaje en el metropolitano es S/0.5, S/.1 o S/2.5 entonces
existe una solucién coherente para el problema propuesto. Tal como se esperaba,
algunos de los grupos presento dificultades al usar los comandos del GepGebra,

no logrando identificar los precios esperados.

»= A pesar que conocian el software GeoGebra, la poca préactica con la herramienta
“deslizador” para interpretar sistemas de ecuaciones con parametro variable
(variacion de un coeficiente), hizo que se presentaran estas dificultades. Es
evidente que el cambio de variable micro-didactica influyé en sus respuestas.
(De VMPF a VMPV)

= Se esperaba que al manipular el deslizador, observen que si el precio del pasaje
en el tren eléctrico es S/3.10, S/.4.20 o S/7.50, entonces existe una solucién
coherente para el problema propuesto. A diferencia de lo que se esperapa, solo
f uno de los grupos respondid correctamente; el resto de grupos evidencié|la falta
de interpretacion de los valores del punto de interseccion obtenidos con el
GeGeobra, dando respuestas fuera del contexto real del problema. (Uso de la
VMPV-C)

» Tal como se esperaba, todos los grupos mostraron mas confianza para manipular
la herramienta deslizador; la mayoria de los grupos lograron encontrar todos los
pares ordenados que resolvian el problema, es decir que Alejandro tenga un

g gasto total en pasajes mayor a S/.53. Algunos grupos no lograron identificar

todas las posibilidades de solucion, demostrando que no relacionan la situacion

problematica con los valores obtenidos desde el GeoGebra.

» Se perciben las dificultades al pasar a la VMPV-Ti.

= Tal como se esperaba, la mayoria de lo grupos manipularon el des|izador
correctamente y observaron que si el gasto total semanal es S/.42, Algjandro
solo podria viajar en el metropolitano. Solo uno de los grupos presentd
dificultades para interpretar la pregunta de este item.
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» Consideramos, que después de haber trabajado los items anteriores, los alumnos
obtuvieron mas confianza en el uso del GeoGebra y esto les permitié fortalecer

su capacidad de analisis e interpretacion.

= Tal como se esperaba, la mayoria de los grupos al usar la herrgmienta
deslizador, identificaron correctamente que Alejandro debia realizar |como
méaximo 26 viajes y como minino 18. Solo uno de los grupos dio una respuesta
no esperada, ya que sus integrantes comprendieron equivocadamente que la
pregunta exigia la solucion del sistema de ecuaciones o el punto de interseccion

de las rectas.

» Se destaca la importancia del uso del deslizador para el manejo de la VMPV.

ACTIVIDAD 4

Trabajo Grupal

item Comparacion entre los comportamientos esperados y los encontrados

= Tal como se esperaba, todos los grupos resolvieron correctamente el sisfema de

_ X+y=5 -
ecuamone% _y , Y responder que el punt(ﬂZ) no es la solucion.
Ninguno de los grupos evidencio haber usado el GeoGebra para obtener la

a . ' .. .
solucion, por lo que consideramos que solo hicieron uso de los métodlos de
eliminacion o igualacion usados en las actividades anteriores.

» Que no hayan usado el GeoGebra resulta positivo, pues revela que no|hay un
apego al instrumento tecnologico, ya que no lo usan para algo tan simple.

= Tal como se habia previsto en este item algunos grupos hicieron uso del
GeoGebra para encontrar un sistema que tenga como solucién el(ﬁm)ntc

b mientras que la mayoria de los grupos encontré el sistema de ecuaciones

realizando un procedimiento algebraico, modificando el sistema del item a. El

100% de los grupos encontrd un sistema de ecuaciones correcto.

c | = Se esperaba redacten un problema contextualizado (registro verbal) a partir del
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sistema de ecuaciones y su solucidn encontrada en el item anterior (registro
algebraico). La mayoria de los grupos redacté un problema, tal y como lo
esperabamos. Un grupo redacto el problema sin explicitar la pregunta: ¢ cuantos
viajes en metropolitano y tren eléctrico realizé Alejandro? Y otro grupo redacto
un problema correctamente pero no considero el sistema que habia engontrado
en el item anterior; en su lugar consideré otro sistema pero que también fenia la

solucion exigida.

= Consideramos que la presencia de una funcién afin explicita ayud6 a farmular
el problema. (Uso de la VMFE)

= Tal como se esperaba, todos los grupos encontraron que — 10 es el valor de
X+y=5

tenga como solucion el pun((S;O). Se pudo
y=2x+a

para que el sistem%

d observar que para encontrar el valoradealgunos grupos usaron la herramignta
deslizadordel GeoGebra, mientras que otros reemplazaron el F{Brﬂ):) en el

sistema de ecuaciones dado. (Uso de la VMPV-Ti)

» Es positivo que algunos alumnos no hayan usado GeoGebra.

= Se esperaba que redacten un problema contextualizado (registro verbal)|a partir
del sistema de ecuaciones y su solucién encontrada en el item anterior (registro
algebraico). A diferencia de lo que se esperaba, solo la mitad de los grupos
e redactd correctamente el problema, el resto cometio errores de interpretacion y
redaccion. Esto nos sefala la dificultad que tienen los alumnos para conyertir a
un registro verbal un registro algebraico expresado en un sistema lineal de

ecuaciones, por mas simple que éste parezca. En este caso, con VMFE.

*= Se esperaba que resuelvan el sistema dado, obtengan como s(:lubﬁ)ny
respondan que Maria tiene la razén porque Alejandro no puede realizar —|1 viaje

en metropolitano. Solo dos de los grupos no respondié correctamente y |esto se
f debio a que cometieron errores en la solucion del sistema.

» Es pertinente sefialar que debemos enfatizar mas las conversiones entre el
registro algebraico y el registro grafico, ya que ninguno de los grupos recurrio al

registro grafico para resolver el sistema.
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» El que no hayan usado el GeoGebra resulta positivo, pues revela que no hay un

apego a este instrumento tecnoldgico, ya que no lo usan para algo tan simple.

= Tal como se esperaba y a pesar de la devolucion que hicimos, algunos|grupos
presentaron dificultades de interpretacion, especificamente, no tomaron en
cuenta la indicacion que las coordenadas de los puntos debian ser numeros
enteros y no negativos. Sin embargo, la mayoria de los grupos uso
correctamente el comandieslizadordel GeoGebra y lograron describir todas
las soluciones del sistema dado, mostrando dominio en la solucion de los

sistemas de ecuaciones con paradmetros variables usando el software GegGebra.

= Se advierte deficiencias en el conocimiento de los intervalos de numeros|reales,
pues responden que debe variar entre -10 y 5, asumiendo que eso implica
tomar solo los valores enteros. Mas aun, no especifican que entre -10 y 5 hay
algunos numeros enteros para los cuales el valamddleva a un sistema cuya

solucién tenga coordenadas no negativas.

= Considerando que respondieron bien el item anterior y el item d de la actividad
lll, podria deducirse que todavia no se ha avanzado mucho en el manejo de
casos no contextualizados como éste, cuando se tiene VMPV vy el analisis de las

soluciones relevantes.

LAS VARIABLES MICRO DIDACTICAS EN EL ANALISIS DE RESULTADOS
Con respecto a las variables:

a. Interdependencia de variables:Ambas ecuaciones con funcion lineal implicita

(VMFI) y una o ambas con funcion lineal explicita (VMFE).

Este tipo de variables se presentaron en todas las actividades que realizamos y las
reacciones de los alumnos ante los cambios de la variable didactica (interdependencia de
variables), en términos generales, han sido las mismas en cada una de las actividades. No se
han manifestado dificultades especificas con respecto al uso de estas variables. Cabe
mencionar que previo a estas actividades, fue importante que su profesora de Matematica

trabajara los sistemas de ecuaciones lineales con dos variables, esto permitié aclarar el
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concepto de sistemas de ecuaciones, variables, las formas de expresar un sistema (forma

explicita e implicita) y métodos de resolucion.

La VMFE facilité la creacién de problemas que se resuelvan con un sistema

previamente dado.
b. Tipo de parametros:
e Parametro fijo (VMPF)
e Parametro variable (VMPV)
- Variacion de un coeficiente (VMPV-C).
- Variacion de un término independiente (VMPV-Ti).

Este tipo de parametros VMPF y VMPV fueron utilizados con mayor frecuencia en las
actividades 3 y 4. Al inicio de la actividad 3 se trabaj6é con VMPV, en el cual los alumnos
advirtieron algunas dificultades, ya que tenian que variar un coeficiente o un término
independiente en el sistema de ecuaciones haciendo uso del GeoGebra. Para la actividad 4,
los alumnos mostraron mas confianza y conocimiento de la herramienta deslizador y esto
facilito resolver los sistemas con VMPV. Al final, se pudo observar dificultades sobre todo
de interpretaciéon de los enunciados, mas que del conocimiento propio del GeoGebra vy el
uso de VMPV. Cabe mencionar que previo a estas actividades, su profesora realizo una
clase, para que los alumnos conozcan algunos comandos del software dinamico y sobre

todo la herramienta deslizador.

OBSERVACIONES
a. Semejanzas entre lo esperado y lo observado:
 Dificultad para definir una variable para datos desconocidos de un problema.

» Dificultad para representar algebraicamente una ecuacion segun el contexto del

problema.

» Dificultad para representar graficamente las ecuaciones de un sistema de

ecuaciones lineales con dos variables.
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 Dificultad para interpretar y relacionar la solucion de un sistema de ecuaciones
lineales con dos variables en forma grafica o algebraica con la solucién del
problema propuesto.

 Dificultad para determinar e interpretar la solucion de un sistema de ecuaciones

lineales sin solucién.

 Dificultad para interpretar los resultados obtenidos en el GeoGebra con la solucion
del problema propuesto.

» Dificultad para redactar un problema contextualizado, a partir de un sistema de

ecuaciones lineales y su solucion.

Como se habia previsto, estas dificultades fueron disminuyendo conforme se iban
desarrollando las actividades.

b. Diferencias entre lo esperado y lo observado:

* Poca claridad a la hora de definir las variables y relacionarlas con el contexto del
problema, incluso en las actividades finales. Podria ser conveniente incluir mas
preguntas que refuercen esta habilidad.

« Demora, mas alla de lo esperado, en entender los enunciados contextualizados.

» Habian preguntas donde se esperaba que interpreten la solucidon encontrada usando
el registro grafico o algebraico con la solucion del problema, pero se obtuvieron
respuestas inesperadas, lo cual nos hace pensar que hay que enfatizar la
interpretacion en diversos casos y reformular las preguntas de la actividad,
buscando la mayor claridad posible para facilitar la capacidad de analisis e

interpretacion del alumno.

Por motivos de tiempo no se pudo aplicar entrevistas que hubiesen permitido
indagar un poco mas con respecto a sus respuestas.

Estos aspectos mencionados, deberian tenerse en cuenta en futuras

investigaciones relacionadas con temas afines a la resolucién de problemas.
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6.2 Secuencia didactica redisefada

Teniendo en cuenta el analisis a priori, los comportamientos observados durante la
experimentacion y la comparacion entre ambos, realizamos algunos cambios a la situacion

disefiada originalmente, cambios cuya justificacion se explico en los analisis mencionados.

ACTIVIDAD 1

Situacioén

Alejandro, para ir a su centro de trabajo, utiliza
medios de transporte: ElI metropolitano y el tren eléctrico
pasaje en el metropolitano es 2 soles y en el tren eléctrijg.
soles y sus gastos semanales por movilidad son de 53
Ademas, se sabe que realiza en total 21 viajes a la seman{'

Se desea saber el numero de viajes semanales

Alejandro en el metropolitano y el nimero de viajes sema uﬁlh emecmnir ind S
= ' o oe

de Alejandro en el tren eléctrico. F
-

Parte I: Trabajo Individual

a. ldentifica y completa los datos conocidos que faltan.

* Latarifa en el metropolitano es

b. Maria dice que Alejandro hace 6 viajes en el metropolitano y 15 viajes en el tren
eléctrico, pero Juan dice que no puede ser, porque asi Alejandro no gastaria 53

soles en total. ¢ Cudl de los dos tiene razén? ¢ Por qué?

c. Pedro dice que entonces Alejandro hace 13 viajes en el metropolitano y 9 viajes en
el tren eléctrico porque eso explica que gasta en total 53 soles, pero Teresa dice que
no puede ser, porque en ese caso Alejandro habria hecho mas de 21 viajes. ¢, Cual

de los dos tiene razon? ¢ Por qué?
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d. Identifica y define dos variables que representen los datos desconocidos.

X

y:

e. Utilizando las variables definidas en (d), expresa algebraicamente:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el metropolitano:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro en el tren eléctrico:

f. Escribe en cada caso una ecuacion que exprese:

Gasto total de viajes semanales de Alejandro:

Numero total de viajes semanales de Alejandro:

g. Completa la tabla con valores para x y para y que sean solucion de las

ecuaciones que se dan.

Ecuacion1 x+y=21 Ecuacién 2 2x+3y =53
X y (X Y) X y (%)
1 20 (120 1 17 117)
3 3

7 7

10 10

h. Observando la tabla anterior, identifica un par ordenado que es solucién de las dos

« 5 )

ecuaciones

i. Grafica en el siguiente sistema de coordenadakcu@acién 1y la Ecuacion 2

consideradas en (g).
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j. Escribe las coordenadas del punto de interseccién de las gr| ( : )

k. Elparordenado( ; )resuelve la Ecuacion 1y también resuelve la Ecuacion 2
[. Explique, ¢qué relacidn tiene las coordenadas del punto de interseccion de las
graficas con la solucién del problema propuesto?

Parte II: Trabajo grupal

Todos los integrantes del grupo formado deben comparar sus resultados obtenidos en
la parte individual.

a. Entregar en una hoja adicional las conclusiones del grupo, en las partes g, h, i, j,
K, I.

b. Escribir un sistema de ecuaciones correspondiente al problema.
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c. Resolver el sistema de ecuaciones de (b)

d. Explicar la relacion que tiene la solucion encontrada en (c) con la solucion del

problema propuesto.

Parte Ill: Trabajo grupal

Situacion:

Un grupo de jévenes de una Institucién Educativa, organizaror

evento musical con la finalidad de recaudar fondos para y
TELETON. Se sabe que, al evento asistieron adultos y nifios p [eleton

gue el precio de las entradas no son las mismas.

Marta y Carmen asistieron al evento, pero ellas no saben cual fue el precio de las
entradas, pero si recuerdan cuanto pagaron en total: Marta pago S/.96 por 3 nifios y 5

adultos y Carmen, pagoé S/.73 por 4 nifios y 3 adultos.

a. Definir dos variables que representen los datos desconocidos:

b. Utilizando las variables definidas en (a), expresa algebraicamente lo siguiente:

Marta pago por 3 nifios y 5 adultos, S/.96:

Carmen pago 4 niflos y 3 adultos, S/.73:

c. Completar la tabla.
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Ecuacién 1: ....... o =96 Ecuacién 2:
X y (%Y) X y (%y)
1 1

2 2

6 6

7 7

d. Graficar en un sistema de coordenadas las ecuaciones consideradas en (c)

Ay

e. Escribir las coordenadas del punto de interseccion de las graficas y explicar: ¢Qué

relacion tiene el punto de interseccion con la solucién del problema propuesto?

Las coordenadas son: | ( ; )

f. Escribir un sistema de ecuaciones que sirva para resolver el problema y resolverlo

empleando un método diferente al usado en (c) de la Parte II.
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Sistema de ecuaciones Resolver

g. Responder: ¢,qué relacion que tiene la solucion encontrada en (f) con la solucién del
problema propuesto.

ACTIVIDAD 2
Trabajo Grupal
Situacion:

Alejandro, para ir a su centro de trabajo, decide utilizar of @ :
medios de transporte (combi, taxi, dmnibus, etc.) y solo unc > \

*
Actri i Y = N
o el tren eléctrico). Analizando la manera de transportarse ‘ v

los dos medios de transporte de la actividad 1 (el metropolit

considera dos posibles rutas:
Ruta 1: Tomar primero el metropolitano y en seguida otros medios de trasporte.

Ruta 2: Tomar primero el tren eléctrico y en seguida otros medios de transporte.

En base a esta informacion él ha podido determinar el gasto semanal en pasajes, segun
el niumero de dias que vaya al trabajo. La ruta 1 le genera un gasto de S/.30 por el uso
de otros medios de transporte mas S/.2 por el nimero de dias que vaya al trabajo y la
ruta 2 le genera un gasto de S/.26 por el uso de otros medios de transporte mas S/.3 por
el nimero de dias que vaya al trabajo.

a. Definir una variablex :

X
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b. Utilizando la variable definida en (a), representar algebraicamente mediante una
ecuacion:
» Gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 1, segun el nimero de dias que

vaya al trabajo:

» Gasto semanal de Alejandro por usar la ruta 2, segun el nimero de dias que

vaya al trabajo:

c. Sila proxima semana Alejandro solo ir4 tres dias al trabajo, ¢ cual de las dos rutas

le conviene si su objetivo es ahorrar? Justificar la respuesta.

d. ¢Cuéantos dias debe ir Alejandro al trabajo para que el gasto semanal sea el mismo

ya sea yendo Unicamente en la ruta 1 o en la ruta 2? ¢ Cual es tal gasto semanal?

e. Completar la siguiente tabla para obtener diferentes valores del gasto ¢gjnanal

segun el numero de dias que Alejandro vaya al trabajo.

. ; Gasto semandly) por Gasto semanél) por
N°dedias | sariaruta 1 (S/.) usar la ruta 2 (S/.)
X Ecuacion: Ecuacion:
1
2
3
4
5

f. Graficar en un sistema de coordenadas las dos rectas obtenidas en (b), que

representan a ambas rutas.
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Gastosemanal(S/.)

1 2 3 Z 5 6 N dedias

g. Observando las gréficas, determinar las coordenadas del punto de interseccién:

« 5 )

h. Escribir un sistema de ecuaciones que conduzca a la solucion del problema y

resolverlo empleando dos métodos diferentes.

Sistema de ecuacion Resolucion

i. Explicar la relacion que tiene la solucion encontrada en (h) con la pregunta
planteada en (d).
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ACTIVIDAD 3
Situacion:
Alejandro se ha enterado que el precio del pasaje en el metropolitano va a cambiar,
pero el nimero total de viajes (21), el gasto total semanal (S/.53) y el precio del pasaje

en tren (S/.3) no variaran.

Parte I: Trabajo individual
Alejandro desea saber: ¢cuantos viajes en metropolitano y cuantos en tren eléctrico

haria en cada uno de los siguientes casos:

i.  Sielprecio del pasaje en metropolitano es S/. 1
ii.  Sielprecio del pasaje en metropolitano es S/. 3

iii.  Si el precio del pasaje en metropolitano es S/. 4

En el cuadro se presentan tres casos del nuevo precio del pasaje en metropolitano. Para
cada uno de ellos escribir un sistema de ecuaciones que exprese el numero total de
viajes y el gasto total semanal. Resolverlo por cualquier método y dar una respuesta
para cada caso, al problema de Alejandro de determinar el nimero de viajes en
metropolitano y en tren eléctrico con el nuevo precio del pasaje en metropolitano que

se especifica.

Sistema de Resolucion Respuesta al

SR ecuaciones del sistema problema (Justifique)

a. Si el precio del pasaje ¢

metropolitano es S/.1

b. Si el precio del pasaje én
metropolitano es S/.3

c. Si

metropolitano es S/.4

el precio del pasaje en
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Parte II: Trabajo grupal
Todos los integrantes del grupo formado deben comparar sus resultados obtenidos en la

parte individual (a, b, cEntregar en una hoja adicional las conclusiones del grupo.

Respuesta del sistema de Respuesta al problema
CASOS . o
ecuaciones (Justificacion)

a. Si el precio del pasaje
en metropolitano es S/ (1

b. Si el precio del pasaje

en metropolitano es S/3

c. Si el precio del pasaje

en metropolitano es S/ 4

Parte Ill: Trabajo grupal
Con el uso del GeoGebra representar graficamente las ecuaciones correspondientes a

los casos, by ¢ y completar el siguiente cuadro:

Coordenadas de
punto de
interseccion
(En caso exista)

X y

¢En qué cuadrani
Precio en e| Sistema de ¢ Las rectas s| se ubica el punto d
metropolitano | ecuaciones intersecan? | interseccién?
(En caso exista)

a. S/.1

b. S/.3

c. S/4

d. Segun el contexto del problema, ¢en todos los casos, las coordenadas del punto de

interseccion dan la solucion del problema? ¢ Por qué?
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e. Si el precio del pasaje en el metropolitano puede ir aumentando o disminuyendo de
S/.0,50 en S/.0,50 ¢,qué precios conducen a la solucion del problema? Explicar.

f. Resolver un problema similar, considerando que se mantienen fijos el precio del
pasaje del metropolitano (S/.2), el nUmero total de viajes (21) y el gasto total en
pasajes (S/.53), pero el precio del pasaje en tren eléctrico variara. Examinar los
casos de aumentos o disminuciones de /.0,10 en S/.0,10. ¢Para qué precios del

pasaje en tren eléctrico existen soluciones?

g. Alejandro tiene la posibilidad de hacer un gasto total en pasajes mayor a los S/.53.
Encontrar todas las soluciones correspondientes a estos gastos considerando
aumentos de S/.1 en S/.1 y manteniendo fijos el nimero total de viajes (21) y los

precios de los pasajes en metropolitano (S/.2) y en tren eléctrico (S/.3).

h. Para algin gasto menor de S/.53, ¢ Alejandro viajara solamente en metropolitano?

i. Considerando cambios en el niUmero total de viajes semanales y manteniéndose fijo
todo lo demas, ¢.cuél es el minimo y el méaximo nimero de viajes semanales en total

gue podria hacer Alejandro?
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ACTIVIDAD 4
Trabajo grupal
Situacion:
Alejandro realiza viajes en metropolitano y viajes en tren eléctrico.

(Pueden usar GeoGebra cuando lo consideren necesario)

a. ¢Es verdad que al resolver el sistema de ecuaciones
X+y=5
y=2x-3'

la solucion es (3; 2)? Justificar

b. Encontrar un sistema de ecuaciones que tenga como solucion (3; 2).

c. Escribir un problema cuya solucion sea que Alejandro realiza en un dia 3 viajes en
metropolitano y 2 viajes en tren eléctrico y se obtenga resolviendo el sistema de

ecuaciones encontrado en la parte (b).

d. Considerar el siguiente sistema:

X+y=5
y=2x+a

¢Para qué valor o valores d&g,“el sistema tiene como solucicﬂE;O)?

e. Escribir un problema cuya solucion sea que Alejandro realiza 5 viajes en
metropolitano y ningun viaje en tren eléctrico y que se obtenga resolviendo el

sistema de ecuaciones encontrado en la parte (d).
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f. Juan dice que inventd un problema relacionado con el nimero de viajes de
Alejandro en metropolitano y en tren eléctrico, cuya solucién la obtuvo resolviendo
X+y=5

el sistema{
y=2x+8

Maria afirma que es imposible inventar un problema como el que dice Juan.

¢, Cual de los dos tiene razon? ¢ Por qué?

g. Encontrar todos los valores depara los cuales el siguiente sistema tiene como

solucion un punto cuyas coordenadas son numeros enteros NO negativos.

X+y=5
y=2Xx+a
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CAPITULO 7: CONCLUSIONES, RECOMENDACIONES Y
PERSPECTIVAS PARA FUTURAS INVESTIGACIONES

En este capitulo enunciaremos las conclusiones obtenidas con respecto a los objetivos
propuestos, luego daremos algunas recomendaciones y perspectivas para futuras

investigaciones relacionados con el tema que se esta abordando en esta investigacion.

7.1 Conclusiones

A continuacién, presentamos las conclusiones obtenidas en este trabajo de

investigacion en relacion a los objetivos especificos planteados:
a. Enrelacion al primer objetivo especifico

“Disefar, aplicar y analizar situaciones didacticas que ayuden a consolidar
los aprendizajes relacionados con la resolucién de problemas que involucra a

sistemas de ecuaciones lineales con dos variables”

1. Este objetivo se cumplid, pues se hizo el disefio de las situaciones didacticas, se
aplico y se hizo los analisis correspondientes. Todo esto, usando los elementos
tedricos de la Teoria de Situaciones Didacticas y los aportes de la Ingenieria

Didactica.

2. Las situaciones didacticas disefiadas contribuyeron a consolidar los aprendizajes
relacionados con la resolucion de problemas que involucran a sistemas de

ecuaciones lineales con dos variables, porque advertimos lo siguiente:

I. Los resultados de la pregunta 4 de conocimiento previos, revelan que un 73%
de los alumnos presentaban serias dificultades para resolver problemas con
sistemas de ecuaciones lineales con dos variables. El haber trabajado esta
propuesta didactica con problemas contextualizados contribuyd notablemente
al aprendizaje de este objeto matematico; estas dificultades fueron
disminuyendo conforme avanzaban las actividades. Esto se puede apreciar
comparando los resultados de la actividad 1 y la actividad 2, pues todos los
grupos mejoraron notablemente en definir una variable, y convertir un

enunciado verbal a un registro algebraico. Desarrollaron la actividad con
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menor dificultad respecto a la primera actividatby grupos terminaron en

el tiempo previsto e incluso antes.

il. Las dificultades graduadas adecuadamente y propuestas para trabajarlas
individual y grupalmente, son parte importante de la propuesta didactica.
Esto se puede apreciar, por ejemplo, comparando los resultados de la
actividad 1 parte | y Il con la parte IEEs muy importante usar problemas

contextualizados e ir pasando gradualmente a la descontextualizacion.

ii. El haber trabajado en forma grupal permitié a los alumnos pasar por las fases
de formulacion y validacién al comparar sus resultados y tener que dar una
Unica respuesta. Esto se puede apreciar mas claramente en la actividad 1
(parte 1) y en la actividad 3 (partes Il y Ill). Las partes grupales Il fueron
disefiadas con este objetivo especifico, pues las actividades no son diferentes
a las de la parte individual sino seleccionadas de éstas para suscitar la

discusioén y llegar a una conclusién del grupo.

b. En relacion al segundo objetivo especifico

“Disefiar, aplicar y analizar situaciones didacticas que estimulen en los
alumnos la habilidad de crear problemas relativos a sistemas de ecuaciones

lineales con dos variablés

Las situaciones disefiadas contribuyeron también a estimular en los alumnos la
habilidad de crear problemas relativos a sistemas de ecuaciones lineales con dos
variables, como hemos explicitado en el andlisis a posteriori y en la comparacion de

éste con el analisis a priori. Destacamos lo siguiente:

1. Hay diferencias notables entre los resultados de los items sobre creacion de
problemas en la prueba de conocimientos previos, con los resultados de los

items de la actividad 4 disefiada para este fin.

2. Es importante que para una actividad como la creacién de problemas, que no es
usual en la educacion basica, se disefien secuencias didacticas grupales. Las

experiencias observadas nos llevan a esta conclusion.
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3. El reto de crear problemas sobre sistemas de ecuaciones lineales llevé a una
mejor comprension del uso de este objeto matematico; asi, observamos que en la
actividad 4, especificamente en los items (c) y (e), los alumnos trabajaron la
creacion de problemas correspondientes a un sistema de ecuaciones dado, en
forma ordenada, entusiasta y sin complicaciones; no fue necesario hacer una
devolucion para obtener respuestas correctas. Esta actividad se vio facilitada al
proponerles un sistema formado por una funcion afin implicita y otra funcion

afin explicita, teniendo en cuenta las variables micro-didacticas seleccionadas.

c. Enrelacion al tercer objetivo especifico

“Disefiar, aplicar y analizar situaciones didacticas que estimulen la habilidad
de resolver y crear problemas relativos a sistemas de ecuaciones lineales con dos

variables haciendo uso del GeoGebra

Este objetivo se cumplié, complementariamente al objetivo anterior, segun lo
hemos manifestado en los analisis correspondientes a las actividades 3 y 4, que
fueron disefladas en la perspectiva de creacién y solucién de problemas usando el

GeoGebra. Destacamos lo siguiente:

1. El uso del instrumento contribuye a tener una visién mas clara y dinamica de las
representaciones graficas de los sistemas de ecuaciones lineales con dos
variables, lo cual contribuye a su vez a resolver adecuadamente los sistemas y a
crear problemas a partir de éstos. Por ejemplo en la actividad 4, en el item (b) se
valieron de GeGogebra para encontrar un sistema de ecuaciones cuya solucién
sea un punto dado, para luego escribir un problema que se resuelva
solucionando el sistema de ecuaciones obtenido con el GeoGebra. Se destaca la
importancia del uso del deslizador para el manejo de la variable micro-didactica

parametro variable.

2. El uso del GeoGebra ayuda a que los alumnos resuelvan y creen problemas
considerando variaciones de los parametros en un sistema de ecuaciones lineales
de dos variables. Por ejemplo en el item (g) de la actividad 4, se destaca la
importancia del uso de la herramienta deslizador para el manejo de la variable

micro-didactica de parametro variable (término independiente). Cabe mencionar
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gue a pesar de la dificultad y el caracter atipico de este item, los alumnos
mostraron interés por resolverlo y obtuvieron resultados satisfactorios con el uso
del GeoGebra.

3. El GeoGebra no solamente puede ser usado para resolver sistemas de
ecuaciones y visualizar sus representaciones graficas, sino para resolver
problemas. Esto lo podemos comprobar en la actividad 3 (parte Ill), donde los
alumnos iban mejorando en la resolucion de problemas contextualizados
conforme se avanzaba en la actividad y en el item g de la actividad 4, en la que
resuelven un problema atipico y no contextualizado.

Destacamos, finalmente dos conclusiones del trabajo desarrollado en esta investigacion

y relacionadas con las que acabamos de exponer:

1. La creacion de problemas cuya solucion se obtenga resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales dado, es una actividad que contribuye a estimular la habilidad
de resolver problemas que involucren sistemas de ecuaciones. A pesar de no ser

usual, la actividad es asumida con entusiasmo por los estudiantes.

2. En el marco de los sistemas de ecuaciones lineales, el GeoGebra puede usarse no
s6lo para visualizar las ecuaciones y para resolver los sistemas, sino para resolver
problemas, contextualizados o no; en particular, problemas relacionados con la

variacion de los parametros de las ecuaciones del sistema.

7.2 Recomendaciones

En base al trabajo realizado y a las conclusiones que hemos llegado, formularemos las

siguientes recomendaciones:

1. Para el aprendizaje de las matematicas en general, y en particular de los sistemas de
ecuaciones lineales con dos variables, incluir en las actividades situaciones que
induzcan al alumno a pasar por las fases de accion, formulacién, validacion e
institucionalizacion con actividades individuales y grupales de dificultades
graduadas. Es importante disefiar actividades grupales pensadas especialmente para
propiciar el desarrollo de las fases de formulacion y validacion. En nuestra

investigacion, éstas fueron las partes Il de las actividades 1y 3.
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2. En el disefio de actividades de aprendizaje para sistemas de ecuaciones lineales,
enfatizar en las conversiones — en ambos sentidos — entre los registros gréfico y
algebraico, para un mejor analisis de los resultados. Por ejemplo en la actividad 3, si
el item (b) de la parte I, lo hubieran resuelto usando un registro grafico, se hubiera

obtenido un mayor nimero de respuestas correctas.

3. Estimular el desarrollo de la capacidad de crear problemas a partir de un registro

algebraico.

4. Fomentar el uso de una herramienta tecnoldgica, preferentemente dinamica como el
GeoGebra, para resolver problemas, contextualizados o no, que involucren sistemas

de ecuaciones lineales.

7.3 Sugerencias para futuras investigaciones

Consideramos que el presente trabajo se complementara y enriquecera con otros

trabajos de investigacion. A continuacion sugerimos algunas ideas:

1. Continuar la presente investigacion, considerando para la creacion de problemas la
variable didactica “ambas ecuaciones con funcién afin implicita”; sabemos que es

posible trabajarlo y que se puede seguir explorando.

2. Replicar la experimentacion de la secuencia didactica presentada en esta
investigacion, con otros grupos de estudiantes de Educacion Secundaria e incluso
con estudiantes de los primeros ciclos de Educacion Superior, para observar si los

comportamientos y dificultades son los mismos.

3. Luego de las experiencias de crear problemas, hacer una revaluacion de los
conocimientos anteriores para explicitar mas la influencia de esta actividad (la de

crear problemas) en la profundizacién de los aprendizajes.
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ANEXOS

ANEXO N° 1: EXPLORACION ACADEMICA

1. Completa la siguiente tabla:

Lenguaje verbal Lenguaje
algebraico

a. El triple de un nimero, aumentado en 5 es 110.

b. La suma de dos nUmeros enteros y consecutivos es igual
ali.

c. El doble de la suma de un nimero y su mitad es igual a
54,

d. x—4 =15

e. El doble de la edad de Ana dentro de 4 afios sera 14.

f. El triple de un nUmero, aumentado en su mitad es iguyal a

21.
g x+3 _
— =
h. X
~+3=6
2
i. El perimetro de un rectangulo mide 24 cm y su base mide
el triple de su altura.
j- Juan tiene 3 nuevos soles mas que Maria
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2. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a. X+ 24= X%+15

b. X+ 3%X+4=30

3. Ubica en el plano cartesiano los siguientes puntos:

¥

a. N-24)

b. B(42)

C. C(O;_5) R R 1 3 4 s
1
d. D(-22) :
3
4
4. Resuelve el siguiente problema:
Solucion

polos y pantalonetas. El precio de costo
cada polo es 10 nuevos soles y de cadd
pantaloneta es 8 nuevos soles. Si pagd
todo el pedido 1190 nuevos soles,

¢,Cuantos polos y cuantas pantalonetas

recibio?

Un comerciante recibié 130 prendas, entre

de

por
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Crea enunciados de problemas

a. Maria resolvid correctamente un

problema relacionado con la edad @

e

un nifio y planted la siguiente ecuacipn

x+3=10

Escribe un posible texto del problema

b. Carlitos resolvid correctamente un
problema relacionado con la compra
un lapicero y planteé la siguiente

ecuacion.

X+ 3=10

de

Escribe un posible texto del problema

c. Jaimito resolvi6é correctamente un

problema sobre rectangulos y comenzé

planteando la siguiente ecuacion:

Ix+(x+ 3| =48

Escribe un posible texto del problema que

resolvido Jaimito

Grafica las siguientes ecuaciones:

B~

a. y=2x+1

b. y+2x=4 N

-2

-3

-4
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7. A continuacién se muestra los gréaficos de las rettag L, .

N Examina cuéles de las
N siguientes ecuaciones
b corresponden a tales rectas:
& \ o~
> N ~
18-2x
4 (A y=
3 N // 3
N d _ 18+5x
5 (B y= 3
pd N _
1 - D © y=27°
2 -1 1 5 4 S & 7 8 O (D) y=9-x
! 1 v N
2
// 3
Respuesta:
Ecuacion del:
Ecuacion del,:

8. Dada las siguientes rectas, halla el punto de interseccion:

2x+y=4
X-y=2

9. Halla la ecuacioén de la recta que pasa por los pL(ﬂ[B)sy (5;0).
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ANEXO N° 2: GUIA DE OBSERVACION

Actividad: Trabajo:

Dificultades observadas que mas destaca| items que items Actitud durante el trabajo Observaciones

ofrecieron | resueltos
mayor con mayor

dificultad facilidad

(comprension, establecer relaciones
l6gicas, uso de variables, planteamiento de
ecuaciones, representacion grafica, relacionar
solucion gréfica y solucién algebraica,
relacionar la solucion de ecuaciones con la
solucidn del problema)

(negativa, indiferencia, entusiasmo)
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