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Resumen

En el presente trabajo de tesis estudiaremos el problema de optimizacién de pago de divi-

dendos para una compania de seguros. El excedente de la empresa y la tasa de interés de

descuento son modelados por procesos de difusion. Ademaés, en la funcién de valor clasica se

considera un término que depende de la vida 1ultil de la compania. Este término representa

el valor presente que una compania gana mientras se encuentra en actividad. El objetivo

principal del problema es encontrar la funcién de valor y una estrategia éptima para el pago

de dividendos que maximice el valor esperado de los dividendos descontados acumulados

hasta el tiempo de ruina de la compania.

Para este trabajo consideraremos dos escenarios:

(D

(IT)

Cuando la tasa de dividendos es acotada.

En este primer escenario tenemos dos subescenarios que se originan por los parametros
iniciales asociados al modelo. En el primero, encontramos la forma explicita de la
funcién de valor y la estrategia de pago de dividendos 6ptima. En este caso, se debe
pagar la maxima tasa durante la vida ttil de la compania. Adema&s, demostramos un
teorema de verificacion asociado a nuestro problema. En el segundo caso, encontramos
la solucién de la ecuaciéon HJB asociada al modelo, la cual a través de un teorema de
verificacion demostramos que es efectivamente la funcién de valor asociada a nuestro
problema. La estrategia de pago de dividendos 6ptima es de tipo barrera. Es decir,
se debe pagar la méxima tasa cuando el excedente de la compania supera una cierta
barrera y no se debe pagar dividendos cuando el excedente esta por debajo de esta ba-
rrera. En ambos subescenarios se muestran ejemplos numéricos para diferentes valores

de los parametros iniciales de nuestro modelo.

Cuando la tasa de dividendos no es acotada.
En este caso, encontramos la solucion de la ecuacién HJB asociada a nuestro mo-

delo y a través de un teorema de verificacién demostramos que la solucién obtenida es



efectivamente la funcién de valor asociada a nuestro problema. Ademas, encontramos
de forma explicita la funcion de valor y la estrategia éptima de pago de dividendos. Esta
estrategia consiste en pagar en cada instante el maximo de los excesos del excedente
de la compania sobre una cierta barrera hasta dicho instante, caso contrario no se
paga dividendos. Finalmente, se muestran ejemplos numéricos para poder visualizar los

resultados obtenidos.

Palabras clave: Distribucion 6ptima de pago de dividendos, procesos de difusion, ecuacién

HJB, tasa de interés de descuento estocastica, teorema de verificacion.
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Abstract

In this thesis work we will study the dividend payout optimization problem for an insurance

company. The company’s surplus and the discount interest rate are modeled by diffusion

processes. In addition, in the classic value function is considered a term that depends on

the useful life of the company. This term represents the present value that a company earns

while it is in activity. The main objective of the problem is to find the value function and

an optimal dividend payment strategy that maximizes the cumulated value of expected dis-

counted dividends until the time of the company’s ruin.

We will consider two scenarios for this work:

(D

When the dividend rate is bounded: In this first scenario we have two sub-scenarios
that originate from the initial parameters associated with the model. In the first one,
we find the explicit form of the value function and the optimal dividend payment stra-
tegy. In this case, the maximum rate should be paid over the lifetime of the company.
In addition, we prove a verification theorem associated with our problem. In the se-
cond one, we find the solution of the HJB equation associated with the model, which
through a verification theorem we prove is indeed the value function to our associated
problem. The optimal dividend payment strategy is of the barrier type. That is, the
maximum rate should be paid when the company’s surplus exceeds a certain barrier
and no dividends should be paid when the surplus is below this barrier. In both sub-
scenarios numerical examples are shown for different values of the initial parameters of

our model.

When the dividend rate is unbounded. In this case, we find the solution of the
HJB equation associated with our model and through a verification theorem we prove
that the solution obtained is indeed the value function associated with our problem.
In addition, we explicitly find the value function and the optimal dividend payment
strategy. This strategy consists of paying at each instant the maximum of the excess of

the company’s surplus over a certain barrier up to that instant, otherwise no dividends
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are paid. Finally, numerical examples are shown to visualize the results obtained.

Keywords: Optimal dividend payment distribution, diffusion processes, HJB equation,

stochastic discount interest rate, verification theorem.
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Chapter 1

Introduccion

La teoria moderna del riesgo se remonta a principios del siglo pasado y fue introducida por
primera vez por Filip Lundberg. Desde ese entonces muchos autores han trabajado en esta
area. El problema de optimizacién de pago de dividendos es uno de los temas més impor-
tantes en la teoria del riesgo. Fue abordado por primera vez por el italiano Bruno de Finetti
en 1957 en su trabajo “Su un’impostazione alternativa della teoria collettiva del rischio”, en

el cual utilizé un modelo de tiempo discreto.

Los modelos de difusion con las que las aseguradoras controlan su exposicion al riesgo me-
diante el pago de dividendos han despertado un interés significativo en la literatura reciente.
En 1997, S. Asmussen y M. Taksar en su trabajo “Controlled diffusion models for optimal
dividend pay-out” utilizaron un modelo que se rige por una ecuacion diferencial estocéstica
que involucra el movimiento Browniano y el pago de dividendos. En dicha investigacién
encontraron que la estrategia 6ptima para tasas acotadas era no pagar cuando la reserva
estd por debajo de un cierto nivel critico y pagar la tasa de dividendos maxima cuando la

reserva esta por encima de ese cierto nivel critico.

En el ano 2006, H. Albrecher y S. Thonhauser en su investigacion “Dividend mazimization
under consideration of the time value of ruin” utilizaron el modelo de Cramér-Lundberg e
introdujeron una funcién de valor que consider6 el pago de dividendos y el tiempo de ruina
de la compania. Los autores concluyeron que la estrategia 6ptima para el pago de dividen-
dos no acotados es una estrategia de barrera; es decir, la compania paga dividendos a sus
accionistas cuando el excedente esta por encima de un cierto nivel y no se paga dividendos
si el excedente esta por debajo de dicho nivel. Mientras que para el pago de dividendos

acotados es una estrategia de tipo umbral; es decir, se paga la maxima tasa posible durante
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la vida 1til de la compania.

En el ano 2006, H. Gerber y E. Shiu en su trabajo “On optimal dividends: From reflection
to refraction” modelaron el excedente de una compania de seguros a través de un proceso
de Wiener. El excedente de la compania no se invierte, por lo cual, no genera un retorno
estocastico. Los autores concluyeron que para tasas de dividendos acotadas la estrategia

optima es una estrategia de barrera.

En el ano 2006, J. Cai, H. Gerber y H. Yang en su investigacion “Optimal dividends in
an Ornstein-Uhlenbeck type model with credit and debit interest” utilizaron un modelo de
Ornstein-Uhlenbeck con retorno estocastico sobre las inversiones. En esta investigacion se
paga a los accionistas bajo una estrategia de barrera. Si el excedente de la compania supera
un valor critico entonces se paga dividendos. En su trabajo muestran diversos ejemplos
donde calculan explicitamente los valores de las barreras para diferentes parametros iniciales

de su modelo.

En el ano 2010, H. Dai, Z. Liu y N. Luan en su trabajo “Optimal dividend strategies
i a dual model with capital injections” estudiaron tres tipos de problemas de optimizacion
que una empresa puede enfrentar. En el primer problema, consideraron el problema clasico
de dividendos sin emisién de acciones. En el segundo problema, el objetivo fue maximizar
los pagos de dividendos descontados esperados teniendo en cuenta los costos de transaccién
por la emision de acciones y teniendo en cuenta que las reservas son acotadas. En el tercer
problema, se considera el mismo objetivo que en el problema anterior anadiendo que ya no se
tiene limitaciones en las reservas. En cada uno de los problemas se identifican las funciones

de valor y las estrategias éptimas.

En el ano 2010, W. Wang y C. Zhang en su investigacion “Optimal dividend strategies in
the diffusion model with stochastic return on investments” utilizaron un modelo de difusion
con retorno estocastico sobre las inversiones. Ademads, los autores toman en cuenta el tiempo
de ruina de la compania, la cual se ve reflejada en la funcién de valor. Los autores concluyen
que para el caso de pago de dividendos no acotado la estrategia éptima es de tipo barrera y

para el caso de pago de dividendos acotado es de tipo umbral.

En el ano 2012, X. Zhang y M. Song en su trabajo “Optimization of risk policy and
dividends with fixed transaction costs under interest rate” abordaron el problema de opti-

mizacion de dividendos para una corporacion financiera con costos de transacccion. Ademas,
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la corporacion contrata un reaseguro proporcional para reducir el riesgo y el excedente gana
intereses a través de una tasa de interés constante. Los autores resuelven el problema y

muestran la funcion de valor y la estrategia éptima asociada.

Todos los autores, anteriormente mencionados, consideran diferentes modelos de difusion
con o sin retorno estocastico sobre las inversiones con la diferencia que los autores W. Wang,
C. Zhang y H. Albrecher, S. Thonhauser introducen un término en la funcién de valor
relacionado con el tiempo de ruina de la compania, el cual es interpretado como el valor
presente de una cantidad que la compania de seguros gana mientras se encuentra en activi-
dad. Ademads, en todos los estudios anteriores la tasa de descuento con la que se trabaja es

constante.

Las tasas de interés constituyen una parte integral de la economia de mercado, influyendo
en la inversion de grandes empresas, asi como en los hogares pequenos y en sus decisiones de
gasto. Perturbaciones aleatorias en los mercados financieros pueden cambiar drasticamente
el comportamiento monetario de un inversor y conducen a un resultado totalmente diferente
al esperado bajo el supuesto de una tasa de interés constante. Intuitivamente, es claro que
una tasa de interés estocastica comparada con una tasa deterministica refleja mucho mejor

las fluctuaciones del mercado.

En el ano 2015, J. Eisenberg en su trabajo “Optimal dividends under a stochastic interest
rate” considera una compania de seguros con una reserva modelada bajo un proceso de
difusién. La tasa de interés se modela a través de dos procesos estocésticos (Movimiento
Browniano geométrico y Ornstein—Uhlenbeck) y se busca maximizar el valor esperado de los
dividendos acumulados descontados hasta la ruina de la compania. La autora encuentra una
forma explicita para la funciéon de valor y una estrategia 6ptima de barrera cuando la tasa

de interés estd regida por el Movimiento Browniano geométrico.

En el presente trabajo de tesis, el excedente de una compania de seguros estarda modelado
por un proceso de difusién y se utilizard una tasa de descuento estocdstica (Movimiento
Browniano geométrico). En comparacién con la funcién de valor clésica, incluiremos un
término adicional relacionado con el tiempo de ruina de la compania como en el trabajo de
H. Albrecher y S. Thonhauser mencionado lineas arriba. De esta manera, el principal aporte
del presente trabajo de tesis es resolver el problema de optimizacién de pago de dividendos
usando un modelo que usa una tasa de descuento no deterministica y que tiene en cuenta la

vida ltil de la compania. En particular el modelo trabajado es una extensiéon del modelo
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utilizado en [6].

El presente trabajo de tesis esta conformado por 6 capitulos, los cuales estan estructura-
dos de la siguiente forma: en el capitulo 2 se describirda el modelo matematico por el cual
estd regido el excedente de la compania de seguros. Para ello, se mostrara el proceso de
difusion asociado al modelo, la funcién de pago y la funcién de valor a maximizar. Luego,
se describird detalladamente la formulacién del problema el cual consiste en encontrar la

funcién de valor y la estrategia 6ptima de pago de dividendos.

En el capitulo 3, estudiaremos la optimizacién de dividendos con tasas acotadas en el
cual utilizaremos estrategias admisibles para la construcciéon de una solucién. Para ello,
nos apoyaremos en la ecuacion HJB asociada al problema. La soluciéon de esta ecuacién
nos brindara la funcién de valor, lo cual serd corroborado més adelante. Este capitulo sera
dividido en dos casos de acuerdo a las condiciones que cumplan los parametros iniciales de
nuestro modelo. Se encontrard las funciones de valor y las estrategias 6ptimas de pago de
dividendos en cada uno de estos casos. Posteriormente, se demostrara a través de teoremas
de verificaciéon que las soluciones de las ecuaciones HJB son efectivamente las funciones de
valor correspondientes. Este capitulo finaliza con ejemplos numéricos donde se presentaran

tablas y graficos para comprender mejor los resultados obtenidos.

En el capitulo 4, estudiaremos la optimizacién de pago de dividendos con tasas no aco-
tadas. A diferencia del capitulo anterior, el problema no se dividird en casos. De la misma
forma que en el capitulo anterior, se encontrara la funcién de valor y la estrategia éptima.
Concluiremos este capitulo con ejemplos numéricos en los que mostraremos graficos de la
funcion de valor y la relacién que existe entre los parametros del modelo y los valores de

barrera.

Finalmente, en los capitulos 5 y 6 se enunciaran las conclusiones y recomendaciones mas

relevantes de este trabajo, respectivamente.



Chapter 2

Optimizacion de dividendos

2.1 Modelo matematico

En el desarrollo del presente trabajo de tesis consideraremos un espacio de probabilidad

filtrado completo (2, F, {F:}, P). También, asumiremos las siguientes condiciones:

e {F;;t > 0} es una filtracién que satisface las condiciones usuales.

° {Wt( );t > 0 ¢ es un movimiento Browniano unidimensional estdndar con respecto a la

filtracién {F:}.

2 . . . e . ’
. {Wt( );t > 0 ¢ es un movimiento Browniano unidimensional estdndar con respecto a la

filtracion {F;}.

1 . . . c 1 . 7
. {Bt( );t > 0p es un movimiento Browniano unidimensional estandar con respecto a la

filtracion {F;}.

° {Wt(l); t> 0}, {Wt@); t> 0} y {Bt(l); t> 0} son movimientos Brownianos independien-

tes.

e [, 01, r1, 09 son constantes positivas y p € (—1,1) es una constante real.
92
e m, 0 y r son constantes positivas que cumplen la relacién m > 5

Consideramos un modelo de difusién para el excedente de la compania de seguros. Si no hay

inversion, el excedente de la compania esta dado por:

dX\V = pdt + o dW it >0
Xél) =x>0



x : excedente inicial de la compania.

Luego, se invierte el excedente de la compania en un proceso con riesgo el cual tiene un

retorno estocastico y esta regido por,
dX® = ridt + 02dB,,t > 0

Donde B, = th(l) +v1 - ,02Wt(2). Note que {B;,t > 0} es un movimiento Browniano uni-
dimensional estdndar con respecto a la filtracion {F;} y p es el coeficiente de correlacién
entre W( y By.

Entonces, se tiene,
dX? = ridt + oopdW V) + o3\/1 = p2dW Pt >0

Ahora, nos centraremos en el pago de dividendos. Una estrategia de pago de dividendos
consiste en un proceso estocéastico L = {L;;t > 0} el cual representa la cantidad acumulada
de dividendos pagados hasta la ruina de la compania. En nuestro problema, consideraremos
que la compania de seguros invierte el excedente en un proceso con riesgo con retorno es-
tocéstico y paga dividendos a los accionistas de la compania. De esta manera, el excedente

de la compania esté regida por la siguiente dindmica:

dX; = (p+r)dt + (o1 + o9p) dW + o94/1 — dW —dLi,t >0
X() =T — LO

Consideramos que la estrategia de pago de dividendos es admisible si el proceso L, es cadlag,
adaptado con respecto a la filtracion {F;;t > 0} y satisface algunas condiciones que serdn
detalladas en los préximos capitulos de acuerdo al contexto. Sea {L™,m € A} la familia de

estrategias admisibles.

Denotamos a 7™ como el tiempo de ruina del proceso bajo la estrategia admisible L™.
=inf{t > 0; XT <0}
donde X[ es el proceso de reserva de la compania bajo la estrategia L™:

AXT = (p+r1)dt + (o0 + 0ap) AW + 033/T = p2dW? = dLj >0
Xg=a—If



Por lo tanto, después del tiempo de ruina el analisis de nuestro proceso es irrelevante pues

el pago de dividendos de la compania es nula. Asi, consideraremos X] = 0 para t € [77,00).

El valor esperado de los dividendos descontados bajo una tasa de interés estocastica

r = {r;t > 0} es dado por,
7_71'
/ e "sdLT
0

En el presente trabajo, la tasa de interés estocdstica r = {r;;t > 0} estd regida por el

ET’,$

.. . 1 . .
movimiento Browniano Bt( ) de la siguiente manera:

dr, = mdt + 0dB,t > 0

o =T

2.2 Formulacién del problema

Diversos autores, en los ultimos anos, se han enfocado en encontrar la distribucion éptima
de pagos de dividendos bajo una tasa de interés constante de una compania. Esto consiste
en encontrar una estrategia de pago de dividendos que maximice el valor esperado de los
dividendos descontados acumulados de la compania. Sin embargo, debido a los factores de
incertidumbre econémica durante periodos largos de tiempo es recomendable trabajar con
una tasa de interés estocastica, la cual modela de mejor manera las fluctuaciones econémicas.

Asi, se desea maximizar la siguiente media,

7_7T
/ e "sdLT
0

Donde denotaremos por P, , a la medida P condicionada a {ro =r, Xo = 2} y por E, , a la

E, .

esperanza con respecto a P, ;. También, denotamos por Ry al conjunto de ntimeros reales

no negativos.

También, en la funcién de pago consideraremos una cantidad constante A > 0, la cual
es interpretada como el valor presente de una cantidad que la compania de seguros gana

mientras la misma esta en actividad; es decir, tiene en cuenta la vida 1ltil del proceso. De
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este modo, la funcién de pago es dada por:

™ m

T T
Vi(r,z) =E,, / e "sdLT +/ e "sAds|;(r,x) e R x Ry
0 0

Ademas, esta expresion representa lo que los accionistas de la compania esperan recibir en

el futuro gracias a su inversion.

La funcién de valor es dada por,

V(r,z) :==supV™(r,x);(r,z) e R x Ry
meA

donde el supremo es tomado sobre el conjunto de estrategias admisibles.

En el presente trabajo de tesis nos enfocaremos en encontrar la forma explicita de una
solucién de la ecuacién Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) asociada a nuestro problema y se
encontrara una estrategia admisible éptima que maximice la funcién de pago. Ademads, para
poder corroborar que la solucion obtenida de la ecuacién HJB asociada a nuestro problema es
efectivamente la funcion de valor, enunciaremos y demostraremos un teorema de verificacion

de acuerdo a las caracteristicas de nuestro proceso.

De acuerdo a lo anteriormente mencionado, consideraremos dos situaciones: en la primera,
utilizaremos tasas de pago de dividendos acotadas y en la segunda, utilizaremos tasas de pago

de dividendos no acotadas, las cuales se trabajaran en detalle en los siguientes capitulos.



Chapter 3

Optimizacion con tasas de dividendos

acotadas

En este capitulo, consideraremos una tasa de pago de dividendos acotada, la cual nos ayu-

dard a tener un mejor control sobre el modelo matematico.

Fijamos una constante positiva M > 0. Luego, llamaremos estrategias admisibles a los

procesos estocésticos L™ = {LT;t > 0} que cumplan con las siguientes caracteristicas:

t
e El proceso estocdstico L™ = {L];t > 0} es de la forma L] = / ITds.
0
Entonces dL] = [[dt.

o [T €[0,M],Vt>0.
e El proceso estocdstico (] es adaptado a la filtracién {F;, ¢ > 0}.
o ["(t,w) = 0 para cada (t,w) € [7™,00) X (2.

Notemos que esta ultima caracteristica se puede interpretar como la ausencia de pagos de

dividendos por parte de la compania después de la ruina.

Dado el contexto de este capitulo y sin peligro de confusion, a partir de ahora llamaremos

estrategia admisible a [] .

Asi, cuando se utiliza una estrategia admisible [], se tiene que el excedente de la compania

9



de seguros esta dada por,

d)(;T = ([L -+ Tl)dt + (01 + ng)th(l) + 02 V 1-— deWt@) - dL?,t Z 0
Xy =2z

Es decir,

t t t
X =+ / (n+7r1 —17)ds + / (01 + 02p)dW + [ a90/1 — p2dW?
0 0 0

para cada t € [0,77].

Por lo tanto, en nuestro problema asociado debemos encontrar lo siguiente:

1. La funcion de valor

™

.
V(r,x) :=supkE,, / e "s(IT 4+ N)ds
0

TeA

(r,x) e Rx Ry

t t
donde 7, =1+ / mds + / 0dBY = r +mt + 6’B§1)
0 0

2. Una estrategia admisible [T~ tal que:
V™ (r,z) =V(r z)
62
Recordemos que m — 5 > 0.

Esta condicién nos servira para garantizar que la funcién de valor es acotada, como veremos

en el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea r una constante real. Si [™ es una estrategia admisible, entonces:

(M +AN)e™
92
m _
2

Vr(r,x) < Vo e Ry

M+ ANe™"

m — —

2

En particular, V(r,z) <

10



Demostracion:

Como 0 <17 < M entonces A <7+ A <M + A y por lo tanto:

7_71' 7_71"
Vi(r,z) =E,, / e "s(IT+N)ds| <E,, / e "s(M + A)ds
0 0

<E,, [ / e "s(M + A)ds}
0
> 1
= (M—l—A)/ E, . {e—r—ms—GBé )} ds
0

— (M + 1) / ¢TI, {6—9351)} ds
0

0

(M + A)e
G
m—_

2

Donde la igualdad de la tercera linea es por el teorema de Tonelli y la igualdad de la quinta
linea es debido a que —0B" ~ N(0,62s).

O
, . . . . M+ ANe™™
Asi, la funcién de valor esta acotada superiormente por la constante positiva %
m —_— —
2

Este resultado sera de mucha utilidad en la demostracién del teorema de verificacion, el cual

serd tratado en la siguiente seccién.

Consideremos la estrategia en la que la compania de seguros paga la maxima tasa posible

hasta la ruina. Asi, usaremos [ = M 1.

El tiempo de ruina del proceso X[ es dado por,

t t t
™ = 1inf {t >0;x +/ (u+r — M)ds +/ (o1 + 02p)dW + | 0y/1 — p2dW® = 0}
0 0 0

11



Entonces:

(3.1)

Q2
m__
2
0%\ -
026 1—-E,.. |e
m__
2
M+ ANe™"
WD (1 em)
mey

Donde la tdltima igualdad se debe a la férmula 2.0.1 en la seccién Stopping at first hitting
time de la parte II de [10], con

92
—(u+ry— M) — \/(,u—i—rl — M)? +2(03 + 03 + 20109p) (m— —)

2 (3.2)

= 01 + 03 + 20109p

Observacion: Notemos que o} + 05 + 20109p es una constante positiva, ya que,

—1<p<1l= —20109 < 201090 < 20109
= 02+ 02 — 20109 < 02 + 05 + 20102p < 02 + 05 + 20,09
= (01 — 09)* < 02 + 05+ 20109p < (01 + 72)?

= 0 < 0} + 05+ 20,09p

12



Se puede verificar lo siguiente:

Sipg+ri—M>0=n<0
Sip+r—M<0=n<0

Luego, n < 0.

Esta constante serd importante ya que sera parte de la funcién de valor en el presente capitulo.

Ademas, cuando se paga la maxima tasa posible M la funcién de valor esta dada por,

Vr,x) = (M + A@)Ze"“ (1 — 6771’)
m=g

3.1 Construccion de soluciones de la ecuacion HJB

En la presente seccion, construiremos una solucion de la ecuacién HJB asociada al proble-
ma, la cual corroboraremos, posteriormente, que es en efecto la funcién de valor a través de
un teorema de verificaciéon. Para ello, plantearemos la ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB) asociada a nuestro problema, la cual es la siguiente:

1 62
sup {(u + 11— D)V + = (07 + 05 4+ 20109p) Ve +mV, + =V, +e7"(1 + A)} =0
1€[0,M] 2 2

O equivalentemente:

1 62
(+11)V, + 5(0% + 02 4 20109p)Vye +mV, + 5‘/” +e A+ sup {l(e"=V,)} =0

1€[0,M]
Sea (M + A)
- Ui
o=—"4% (3-3)
m —_——
2
3.1.1 Cuando ¢ < 1:
Recordemos que 7 estd definida en (3.2).
X M+ Ae™
En este caso veremos que Z7(r,z) = (M + 0)5 (1 — €' es una solucién de la ecuacién



HJB asociada a nuestro problema.

Calculamos Z7(r, z):

Zj(r7 fL') = 02
m —_— —
2
Como ¢ < 1 entonces,
- M+ Ne el M + A)e'l*
e —Z(r,x)=e"+ n(M + )692 S 1 n(M + 6)26 0

De este modo, Z7(r, z) es solucién de la ecuacién HJB asociada a nuestro problema si y solo

si ZT(r, ) es solucién de

1 62
(n+m)V, + 5(0% + 03 4 20109p) Ve +mV, + 5‘/” +e"A+ M —=V,)=0

o equivalentemente,

1 6?
(71 = M)V + (07 + 05 +20109p)Vew + MV, + TV 467 (M +A) =0

2
Luego,
2 —r NT
- —1*(M + A)e el
Zxx(r7 l’) = 92
m-3
~ (M + A)e™
ZE(rw) = e (1= )
meg
N M+ ANe™"
ZTT’(T’ l‘) = ( 0)2 (1 - 6771.)
m —_ —
2

Ahora, corroboremos que Z7 (7, x) es solucién de la ecuacién HJB asociada a nuestro proble-
ma. Sea

-1 - 6?2
S =(p+r = M)Z] + S(01 + 05+ 20102p) 2, +mZ] + 27 + e (M + A)

14



Entonces,

M+ Ae—Tel%
S:—(,u+r1—M)n( +Ae e

1
_ 5(0% + o2 + 20*102p)77 (

62 62
m— — m— —
2 2
M+ ANe™ 02 (M + Ne T
_ Mt )92 (1— ’795)+2( + )62 (1—eM)y+e (M +A)
M+ ANe Tell? 2(M + Ne Tell?
=—(p+r — M)n( )92 — (0} + 03 + 20102p) )92

_( Je_ e —(p+ry—M)n— 5(0% + 05+ 20102,0)7721 + (M +A)e™ e

Recordemos que 7 es dado por (3.2) y entonces,

1 62
—(p+r—M)n— 5(03 + 05 + 20100p)1)° = — (m - 5)

Luego,
(M + A)e="eM*
92
2

S =

2
(m - %) + (M +AN)e " =0

Por lo tanto, Z™(r, x) es solucién de la ecuacién HIB.

3.1.2 Cuando ¢ > 1:

Debemos resolver la ecuacion HJB.

1 6?
(u+m)V, + 5(0% + 03 + 20109p)Viy + mV, + ng +e A+ sup {l(e"=V,)} =0
1€]0,M]

Notemos que la monotonia de la funcién lineal | — (e~ —V,) depende del signo de e ™" —V/.

Supongamos que hay una solucién de la ecuacién HJB asociada a nuestro problema de clase
C? de la forma Z(r,x) = e "F(z).

15



Las derivadas parciales Z,(r,x), Zy.(r,x), Z.(r,x) y Z..(r,x), estdn dadas por,

Ahora, al reemplazar en la ecuaciéon HJB y simplificar se obtiene,

0= (u+r)F'(x)+ %(Uf + 03 + 20,09p) F" () — <m — —) F(x)

+A+ sup {I(1—F'(2))}
le[0,M]

Asumiremos que F(x) es estrictamente céncava y que existe un valor a > 0 tal que F'(a) = 1.

En particular, F'(z) > 1 cuando z < ay F'(z) < 1 cuando = > a. Asi, tenemos las siguientes

ecuaciones:
lim Fi(z) = lim Fy(x)
T—a~ z—at
lim F{(z) = lim Fy(z)
T—a~ z—at
lim F'(z) = lim Fy(x)
T—a~ r—at
donde

I) Cuando = < a: Entonces F'(z) = Fj(z) > 1.

Debemos encontrar en (3.4) el supremo de una funcién lineal decreciente; asi, el supremo

ocurrird cuando [ = 0 y asf la ecuacién (3.4) se convierte en

1 62
(4 rOFY(0) + 3003+ 03 + 201030) ) — (= § ) Fo) = A

Se tiene una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea con coeficientes constantes.

La solucién de esta ecuacion estd dada por la suma de una solucién particular y la solucién

16



homogénea.

De esta manera, la solucion de esta ecuacién tiene la siguiente forma:

Fi(z) = A+ BeY? + Ce®2®

Donde,

92
—(p+mr)+ \/(u +71)? + 2(0} + 03 + 20102p) (m - _)

2
= >0
al o2 + ag + 20109p
02
(k) =[Gt )2 2008 4 0 + 20100) (- G )
Qo = <0

0?2 + 03 + 20109p

Notemos que,

0=2Z(r,0) =e"F(0)

Entonces,

F(0)=0

Luego, se tiene que C' = —(A + B).

Ahora, para la solucién particular planteamos que Fi,(z) = A. Asi, obtenemos que:

A
92
m__

2

A:

Luego, para obtener el valor de B, utilizaremos que

lim F(z) = F'(a) =1

T—a

17



A A
Fi(x) = 7 + Be™M? 7 + B | e®2?
m— — m— —
2 2
A
F|(r) = Baje®?" — 7zt B | age®??
m-g
Entonces,
A
1= 1_i>m7 F|(r) = Baje®® — 0z + B | ape®2?
m=
Por lo tanto:
L e
m _——
B_ 2

IT) Cuando « > a. Entonces F'(z) = Fj(z) < 1.

Debemos encontrar en (3.4) el supremo de una funcién lineal creciente; por lo tanto, el

supremo ocurrird cuando [ = M. Asi, debemos resolver la siguiente ecuacion:

(w+r— M)Fj(z) + %(af + 02 4 20109p) Fy (1) — (m — %) Fy(z) = —(A+ M)

Como se tiene una ecuaciéon diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, se

plantea que la solucion tiene la siguiente forma:

Fy(x) = P + QePrT 4 R

18



Donde,

2
= >0
b 0?2 + 03 + 20109p

62
—(p+m —M)+\/(u+r1 — M)? +2(0f + 03 + 20102p) (m— —)

2
= <0
p 0?2 + 03 + 20109p

92
~(pt 1 — M)~ \/<u+n — M)? +2(0% + 03 + 201020) (m— —)

Notemos que By = 7.

Supongamos que la funcién Fy(x) es acotada. Asi, como ; > 0 concluimos que ¢ = 0.

Luego, para la solucién particular planteamos que Fy,(z) = P. Asi, obtenemos que:

AN+M AN+ M

P = 2 y Fy(r) = 2
0 0

m— — m— —

2 2

+ Re'l*

Luego, para obtener el valor de R utilizaremos que,

lim Fy(z) = F'(a) =1

r—a™t

Entonces,

1= lim Rne'™ = Rpe'l®

z—at

Por lo tanto:
1

R= e
U

Asi, la solucién Fy(z) estd definida de la siguiente manera:

AN+ M 1 _
Fy(x) = + 02 + 66 Nt > q
m —_ —
2

Notemos que Fy(x) es creciente. Para demostrar que Fy(z) es acotada mostraremos lo

siguiente,
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L Jim Pe) = =g+
m _— —
2
A+ M
2 lim Fi(e) 0?
m _— —
2
Por lo tanto:
Ad+M 1 A+ M
02 5 Fy ($> 92
m— — m— —
2 2

Ahora, para que la funcién F(x) sea de clase C? en R, se debe cumplir que,

lim F'(z) = lim Fy(x)

T—a~ r—a™t

Esta condicion es necesaria para poder utilizar el Lema de Ito en el teorema de verificacion
que desarrollaremos en la siguiente seccion.

_ T T
) — Qo ] Aoy ot ae e
1(x) = ——ze + + 2 ¢ aLa sa
0 0 e — yet2
m— — m— —
2 2
Entonces,
A2 2,00T _ 2 0k
Bl () — Aoy, 1 Aas  ana € ase
[ (z) = 7€ + +—¢ aLa a0
0 0 o e — oppe2
m— — m— —
2 2
También,

En consecuencia,

FY(r) = ne 19
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2 2
lim F(a) = 202 casa |, D92 aga (O‘le

(&
T—a~ 92 92 aleo‘la - CKQ@aQa
m — — m — —
2 2
lim Fy(a) =7
z—at

Luego, se tiene,

2 2,010 _ 2 Q20
Aoz q,a s Aoy L0201 aje ase —
R 02 e — 20
m— — m— —
2 2

De esta forma, debemos hallar el valor de a de tal manera que F(x) sea de clase C% en R.
Sin embargo, dada la forma de la ecuacion no hallaremos el valor de a explicitamente sino
que demostraremos que esta tltima ecuacién tiene solucion y es tnica. Para ello, definimos

la funcion g : R, — R dada por:

(a) —Ao; aua s Aoz ua el — q2e20
aq) = ————=¢e —5 €
g 62 02 1010 — 020
m— — m— —
2 2
Observacion: Notemos que ae¥1% — qye®2% > () para todo a > 0 y entonces g estd bien

definida en a € R,

Asi, debemos probar que la ecuacién g(a) = 7 tiene una tnica solucién. Para tal fin, es
suficiente que,

1. lim g(x) >n

T—+00
2.9(a) <n
3.4'(a) >0,Va € R,

, . —Ao3 a0 Aoy 4oq el — 220
L. lim g(a) = lim ——e™%+ [ 14 ———e"? o a
a——+o00o a—-+00 0 0 a1e*1% — ampet2
m— — m— —
2 2
_ 2 2 _ 2,09 — Q)
= lim —Aay e+ [ 1+ Ao e@2d ot a2e( )
2 2
m— — m— — 1 2

2 2
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Como as < 0y as — a; < 0 entonces,

lim e®2% =0
a——+00
lim e(O‘2 —ma _ 0
a——+00

Por lo tanto:

A2 A 2 _ 2 (s —aq)a
1ir+n 2% ama + |11+ %6(12& (al P2¢ =a;>0>n
a—r—+00

a1 — Qg
m — — m — —
2 2
Aa1a2
—a1+0z2+ 92
m__
2

Ahora, analicemos la monotonia de la funcién g(a).

Al simplificar la funcién g(a) se tiene,
A —
—92041042(@1 — ap)eM 4 a%e(al az)a _ %

m — —

2

g(a) = oy — a2) a

ale( — (9

Utilizando la derivada de un cociente y simplificando, se obtiene,

Aoy — an)aial

[6(2041 —ag)a _ 6041CL} ~(ay — a2)2a1a26(a1 —ag)a

[Ozle(o‘l —ag)a _ a2]2

2
Como as <0< a;,A>0ym— e > 0, entonces las siguientes expresiones son positivas.

Aoy — an)aial
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o —(ay — ag)Qalage(al — @)a
2
. (ale(al —ag)a _ a2>

e(2a1 —ag)a _ aqa

[ (&

Asi, ¢'(a) > 0,V a > 0. Por lo tanto, g(a) es estrictamente creciente en R .

Solo nos faltaria probar que

Aoy
n>g(0):a1+a2+ 1022
m__
2
Notemos que
Aoy 2 +r1+ A
a1 + a9 + 122:_2<,U21 )
—_— 6= oi{ + 05+ 20109p

2

Entonces debemos probar que

62
—(pu+r—M)— | (p+r — M)2+2(0? + 03 + 20102p) (m— —>
2 2(u+ 11+ A)

_a% + 02 4 20109p

2 2 >
o] + 05+ 20109p

Esta ultima inecuacion es equivalente a

92
(02 + 02 + 20102p) (m - —)
2 — A

M >

2(p+r1+A)

92
(02 + 02 + 20109p) (m - —)
—A

2
Probaremos que ¢ > 1 es equivalente a M >
que ¢ auy 2(n+r1+A)
02
(O 4 A) Gt ra = M) 4Gt ra = MY+ 2008 + 03+ 201000) (= )
7 > 1
(07 + 03 + 231020)(m — )
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Por consiguiente,

02
7 (02 + 02 + 20109p) (m — 5)
(M—i-?"l—M)2—|—2(0'%—|—U%+20'102p) <m—§)> M+A
—(p+r— M)

Elevando al cuadrado a ambos lados de la ultima ecuacién se tiene,

62\’
(02 + 02 + 20109p)* (m - —)

2
(M + A)?

92
(411 — M)*42(02 + 02 + 20,09p) (m — 3) >

‘92

2(u+ 11— M)(0? + 02 + 20109p) (m — —)

— 2 + (p+r — M)?
M+ A o

Simplificando obtenemos,

92
2, 2 _
2> S <m 2) _2(ptr— M)
(M + A)? M+ A
De esta forma,
92
2(M 4 A)? > (07 + 03 + 20109p) (m - 5) —2(p+1r— M)(M + A)

Por consiguiente,

92
2(M 4+ A)Y(A+ p+11) > (02 + 05 4+ 20109p) (m — E)

Finalmente:

92
(02 + 02 + 20109p) (m - E)
M > —A

2(p+ri +A)

De esta forma, concluimos que la ecuacién g(a) = 1 tiene una tnica solucién. Por lo tanto,

podemos afirmar que la funcién F(x) es de clase C* en R, y estd dada por:
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A - Aas o0 el — 2t
92(1—62)—{— 1+ 7 2 et peat si 0<z<a
m— — m— —
A+M 1 _
+ 02 —e naenx, sl Tr>a
| My

Como F(x) es continua en [0; a[ entonces F(x) es acotada en [0;a[. También, notemos que

F(z) es acotada para x > a ya que,

A+M 1 _ A+ M 1 _ A+ M 1
Ze Na N < Ze Nhanr Zl<C
02—}—776 e < 02 +‘ne e iz ‘77’ 1
m— — m— — m— —
2 2 2
Asi, F(x) es acotada en R;.
Luego, calculamos F'(z).
4
—Nas  q,n Aoy ua a1eMY — qpe®2¥ _
F'(x) m 0 ’ i m 0? a1t — qpe@20 )7 st Use<a
x) = -5 -5
2 2
\ 6—776167755’ si T>a

Como F'(x) es continua en [0; a| entonces F'(z) es acotada en [0; a[. También, notemos que

F'(x) es acotada para x > a, ya que n(z — a) < 0 entonces:

‘e—naenx‘ <1
Asi, F'(x) es acotada en R.

Por lo tanto, el candidato a funcién de valor esta dada por:
Z(r,x) =e "F(x)
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Z(r,x) =
’ A+M 1 _
e " + 5 +—¢ naegnw si T >a
0=
\ mTy
donde,
Ac
1+ 292 e2d
A A _ me=y (3.5)
g2 ¥ e — ye®20

y a es la tinica solucién de la ecuacion:

An2 2,004 _ 2,020
Aas L0201 " Aoy L0201 aje ase —
62 02 e — 20
m— — m— —
2 2

Ademas, en la siguiente seccion veremos que la estrategia éptima estd dada por:

i =Mx: > )
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3.2 Teorema de verificacion

La principal finalidad del teorema de verificacion es encontrar condiciones suficientes que nos
garanticen que la solucién encontrada en la ecuacion HJB asociada a nuestro problema es,
efectivamente, la funcién de valor y ademas, verificar que la estrategia admisible encontrada
es Optima.

Recordemos que ¢ estd dado por la ecuacion (3.3).

Teorema 3.2.1 Supongamos que ¢ < 1. Sea Z(r,z) = g (1 — em:).

Entonces,

a) Z(r,z) =V(r,z),¥(r,z) € R x Ry.
b) IF = Mﬂ{t < £} €5 una estrategia 6ptima. Es decir, V7 (r,z) = V(r, z).

Demostracion:
Sea [™ una estrategia admisible y 7" el tiempo de ruina del proceso.

Note que Z(r,z) = e "H(x), donde:

Ademés, Z(r,z) es de clase C?. Por la férmula de It6 generalizada:

iz X,) = 22 g: X0 g 1 92 (g;’ X0 ix, + %%(d&f
Note que,
07 a(; 9 _
AT
. 82? g; ) T ()
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2
. 0°Z (r,x) B

—r
52 = ¢ H(z)
0?7 (r,x) B 0?7 (r,x) I
* “ozor  oror ¢ H'(z)

o (dX;)? = (0] + 03 4 20109p)dt
) (d’r’t)2 = 92dt
[ ] (d'l"t>(dXt) =0

La ultima igualdad se debe a que los procesos Wt(l), Wt@) y Bt(l) son independientes.

Luego, al reemplazar estos valores en la formula de Ito, se tiene,
dZ(ry, XT) = — ¢ TtH(XT) <mdt + 9dB§”)
+ e T (XT) ((u b — 1Pt + (o1 + 02p)dW D + o \/1—inth(2)>
+ ; “TtH"(XT) (07 + 03 + 20109p)dt + ;e—rtH(X“)emt
Por consiguiente,
dZ(ry, XF) = e "tH' (X)) (pn +ry — I7)dt + %e_rtH”(Xt“)(af + 05 + 20109p)dt
e (XT) (01 + oup)dW Y + e T (XT) <ag ﬂ) aw®

_ 62 _
— e TtH(X]) (m - 5) dt — e "tH(XT)dB"

Luego, integrando de 0 a t A 7™ la ultima ecuacion, se tiene,
tATT
e "N H(Xyper ) = € "H(x) + / (p+r —I5)e  "sH'(XT)ds
0

tATT
+ = (02 4+ 05 + 20102/))/ e "sH"(XT)ds
0

N | —

tAT™
+ (01 + 02p) / e s H'(XT)dW (3.6)

oay/1 — / e "sH'(XT)dw®

T

92 tATT
- (m - 5) / e "sH(XT)ds — 9/ e "sH(X™)dBWY
0 0
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Recordemos que Z(r, x) es la solucién de la ecuacién HJB. Entonces, se cumple la siguiente

igualdad:

1 62
sup {(u + 11 =) 2y + = (02 4+ 08 4+ 20109p) Zye + MZy + —Zpp + e (1 + A)} =0
1€[0,M] 2 2

Por consiguiente, para todo [ € [0, M] :

1 62
(w+r — e "H'(z) + 5(0% + 03 + 20109p)e” "H" (z) — <m — 5) e "H(x)+e "(I+A) <0

En consecuencia, para todo [ € [0, M] :

1 2
(u+mr —1e"H'(x)+ 5(0% + 02 + 20109p)e " H" (z) — (m — %) e "H(x) < —e"(l+ A7)

Asi, se tiene lo siguiente,

_ 1 _
e "t(IT+AN) > (p4r —1)e” "H(X]) + 5(0% + 03 4 20109p)e” T H"(X])
2
- (m - %) e "tH(XT)

Integrando de 0 a ¢t A 7™ la tltima inecuacion,

tAT™
—/ e "s(IT + N)d pAr—IM)e "sH'(XT)ds
0

c\

1 tATT
RO S 20102;)) / eTHN(XT)ds  (3.7)
0

- (m- ) T H(XT)ds

tATT
e "N H (Xyper) < e TH(x) — / e "s(IT 4+ AN)ds
0

[\

De (3.6) y (3.7) se tiene,

tAT™
+ (01 + 02p) / e TsH'(XT)dw D

o9y/1 — / e s H(XT)dW®

tAT™
— 0 / e "sH(XT)dBM
0
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Al tomar esperanza a ambos lados de la tltima desigualdad, se tiene,
tAT™
E,, [e—TwﬂH(XW)] < e H(z)—E,, [ / e Ts(IT + A)ds]
0
tAT™
+ (01 4+ 02p)E, . { / e—TsH'(Xg)dWs(l)]
’ tATT (38)
+09\/1— p?E,, { / e_TSH’(X;r)dWS@)}
0

tAT™
—0E,, { / e—TsH(X;T)dB§1>]

0

tAT™
Ahora, se analizard (o1 + 02p)E, , [/ G_TSHI(X;T)dWs(D] :
0

Se afirma que,
tATT t
B[ e Onan®)| < | [ a o mant] <o
0 0

Sea £2,([0,t] x ) la familia de procesos estocdsticos f(s) que satisfacen las siguientes condi-

clones:

1. f es Fs-adaptado.
2. f € L*([0,t] x Q). Es decir, /tlE[(f(s))Q]dS < 00.
0

En efecto, demostraremos que e_TtH’(Xt“)IL{S <77} € L£2,([0,t] x Q), para todo t > 0.

Sabemos que,

M + A)ne'l* M+ A
OgH’(x):—( + )97726 §—( +92)U,V51720.

m— — m— —

2 2

Entonces,

M+ A

H’(w)SRl,VxZOCoanz—%.

)
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Por lo tanto,

=0, si §>177
-
e 5H’<X;r)ﬂ{s < 7_71'}
< Rie s, sios< 7T
: —Ts ! 7r —Tg
En consecuencia, e~ "s H'(XT)1 {s <77 < Rie 's.

Luego, se tiene,

2
|:6_TSH/(XT(‘)]]_{ ] < R%G—Qr — 2ms — 20 BV

s<T1"}

Por consiguiente,

2
1
E., ([ ~TsH'(XT)1 {s . }} > < RE,, [e_% — 2ms — 20 BV

_ R%e_% —2(m — 6%)s

En consecuencia,

' —Tg 7y ) ? 2 t—27“—2(m—92)s
/OEW [ sH'(XT)1 {s< }] dSSRl/Oe ds

_ _21(%516:292) (e—Q(m — )t 1)

t
Por lo tanto, / E, .
0

2
(e—TsH/(X;r)IL{S < Tﬂ}) ] ds < o0, Vt > 0.

t
—Ts ry/ T (1) _ :
Entonces, /0 e ""H'(X])1 {s < Tﬂ}dWS es una J;— martingala.

t
/ —Ts g/ T 1| —
Asi, E,, [/0 e "SH'(X] )IL{S < TW}dWS ] = 0.

Siguiendo un procedimiento similar al anterior, podemos concluir que:

tATT
/ e TS H'(XTYdW® = / “TsHI(XT)1 }de) es una J;— martingala.
0 0

{s<71"

t
Asi. E,., “TsH'(X™)1 dW® | =0.
S, , |:/0 ( {S <7 } s
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tAT™
Ahora, se analizard 0E, , {/ G_TSH(X;r)ngl):| :
0

Afirmamos que:

tAT™ t
E,. ~"sH(XT)dBY | =E,, / “TsH(XT)1 ~dBM| =0
7|:/0 € (s) s ) 06 (s){3<7—} s
En efecto, demostraremos que e_rtH(Xf)]l{s <7 € L2,([0,] x Q), para todo t > 0.

Sabemos que H(z) es acotada, pues

02 52 Ve >0
m — — m — —
2 2
M+ A
Entonces, H(x) < Ry,Vax > 0 con Ry = ( +02)
Y
Por lo tanto,
=0, si o s>71"
e_TSH(X;r)]]_{S < Tﬂ-}

En consecuencia, e_TSH’(X;T)IL{S <77} < Roe™ s,

Luego, se tiene,

? (M
< Rge_QT — 2ms — 208,

{e_rtH(Xtﬂ)ﬂ{s < TW}
Por consiguiente,

1
Er@ S RSET,m |:6—2T —2ms — QQBg )

(g, < )

_ Rge_QT —2(m — 6*)s
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Asi,

t
/ E.,
0

0

2 t 9
<€—7’tH(Xt7r)]1{S _ TW}> ] ds < Rg/ e—QT—Q(m—@ )SdS

. R%e‘”) (6—2(m — ) 1)

2 (m — 62

t
Por lo tanto, / E, .
0

2
(e—TsH(X;T)]L{S < T”}) ] ds < 00,Vt > 0.

t
—Ts a 1) _ 1
Entonces, /o e "sH(X] )]l{s < TW}dBS es una J;— martingala.

¢
{ —Ts M| —
Asi, E,, {/o e H(XS)IL{S < 7_7r}(1lBS } = 0.
Luego, de (3.8) se tiene,
tATT
E., [e_TtAT”H(Xt,\Tﬂ)] < e H(z)—E,, { / e~ Ts(I" + A)ds
0
Ahora, se analizard E, , [e_rt/\T”H(XMTW)].

Sit>7"=tANT" =7" = H(Xp) = H(X,~) = H(0) = 0. En particular:
€_rt/\TWH(Xt/\Tw) - e_Tt/\TﬁH(Xt/\Tﬂ)IL{TW > t}
Sabemos que,

e T H(Xpper )1 (77> 1) < Rpe” tnm {7

—r,
" >t} < Rpe

>

Entonces,

E,, [e—"’tAT”H(XtW)] = By [T H (X)L t}}

S Er,x —R2€_rt]

:E R2€—r—mt—93§1)1

02
—r — (m— —)t
:R26 2
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Asi, se tiene,

92
!
0<E,, [e_rtAT”H(XtATW)} < Rye 2

2
Recordemos que m — 5 > (0 entonces,

lim E,, [e—TtAT”H(XtW)] —0

t—+00

Ahora, analizamos

tATT
lim E,, [/ e "s(IT + A)ds}
t——+o00 0

Notemos que e~ "s(IT + A) > 0 y entonces

tATT
/ e "s(IT+ N)ds >0 c.s
0

También, cuando t — o0

AT T
/ e "s(IT 4+ A)ds 1 / e "s(IT 4+ N)ds c.s
0 0

Luego, por el Teorema de convergencia mondtona, cuando t — +o00:

™

tAT™ T
Er,:z: |:/ 6—7”5 (l;r + A)ds} T Er,x |:/ 6—7‘5 (l;r + A)d5‘|
0 0

Luego, cuando ¢t — +o0 en la ecuacién (3.9) se tiene,

™

0<e "H(z)-E,, [/ e "s(IT + A)ds]
0

Finalmente,

™

E, » {/ e "s(IT + A)ds] <e "H(x)
0
Entonces, V™ (r,z) < Z(r,x), para todo control admisible {J. Asi, V(r,z) < Z(r, z).

Ademas, de (3.1), Z(r,x) =V7™(r,z) < V(r,x).
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En conclusion, la funcién de valor es

M+ ANe ™™ -
Vi) = 2ra) = SR o) v <o
m—_
2

es una estrategia optima.

Teorema 3.2.2
Supongamos que ¢ > 1.

Sea f(r,xr) = e "F(x) una funcién de clase C? tal que:
o F(0)=0
e [(x)y F'(x) son acotadas.

o f(r,x) =e "F(x) es solucién de la ecuacion HJB asociada a nuestro problema.

Entonces se cumple,

L. f(r,x) =V(r,x),¥Y(r,z) € R x R;.

2.1 = MIL{X* > o) © una estrategia 6ptima.
Es decir, f(r,z) = V™ (r,z) = V(r,z).
Demostracion:

1. La prueba es exactamente la misma que la primera parte del Teorema 3.2.1 cambiando
H por F.

Ahora, para la segunda parte del teorema de verificacion se procedera de la siguiente manera:
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2. Sea la estrategia admisible 6ptima [} = M]l{X* > a}-
De la demostracién de la parte a), se tiene lo siguiente:
AT
e "th (X e ) < e "F(3) — / e "(I"+ A)ds
0
tAT™"
o+ ) [ T Jaw

oay/1 — / e s F(X,)dw®
AT
—0 / e "sF(X,)dBY
0

Ademads, como f(r,x) es solucién de la ecuacién HIJB se tiene,

2

1 0
_<J% + O’% + 20102p)fzx + mfr + Efrr + eir(l* + A)} = 0

sup {0t = 107+

1*€[0,M)

Como I* = M1 {z* > a} entonces se cumple la igualdad.

1 62
(w+mr —1")e"F'(z) + 5(0% + 02 + 20109p)e " F () — (m — 5) e "F(x)+e"(I"+A)=0

O equivalentemente,

1 0
(ntr1 =) F'(z) + 5 (07 + 03 + 20109p)e ™ F'(z) = (m - 5) b)) = -+ A

Por lo tanto, el proceso que se seguird es el mismo que en la demostracién de la parte a).
La diferencia radica en que en la primera parte se tiene una desigualdad, pero ahora se tiene

una igualdad.

De esta forma,

tATT
e "F(x) - E,, / e "(I"+A)ds| =0
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Finalmente, se tiene:

>V™(r,x) , [T arbitrario
flr,z) =
=V™(rx) , I =*

A partir de lo demostrado se puede concluir lo siguiente:

V(r,z) > V™ (r,z) = e "F(z) >sup V™ (r,z) = V(r,z)

lelm

Por lo tanto, V (r,x) = f(r,x) y I = M]l{X* > ¢} o una estrategia 6ptima.
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3.3 Ejemplos numéricos

A continuacién, mostraremos resultados obtenidos a partir de diferentes valores para los coefi-

cientes de las ecuaciones diferenciales estocasticas que involucran nuestro modelo matemaético.
Recordemos que ¢ esta dado por (3.3).

3.3.1 Cuando ¢ < 1.

Recordemos que

. M+ A)e ™
n esta definida por (3.2) y V™(r,z) = (M + 9>2€ (1— €M)
me=

a) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes pardmetros:
u=0.15; o, = 0.4; ry = 0.1; o9 = 0.6; p=0.3;

m = 2; 0=1; M = 1.5; A =0.05
Entonces, se obtiene n = —0.9568 y ¢ = 0.9887.

(a) Funcién de valor (b) Concavidad en x de la funcién de valor

Figure 3.1: Funcién de valor y concavidad en x parar =0.1y M = 1.5
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b) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes pardmetros:

u=0.15; o, = 0.4; ry = 0.1; o9 = 0.6; p=0.3;
m = 2; 0=1; M =1.T7, A =0.05
Entonces, se obtiene n = —0.8089 y ¢ = 0.9437.

(a) Funcién de valor (b) Concavidad en x de la funcién de valor

Figure 3.2: Funcién de valor y concavidad en « parar =0.1y M = 1.7

¢) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes parametros:
w=0.15; o1 =0.2; ry = 0.1; o9 = 0.2; p=10.3;
m=2; 0=1; M = 10; A =0.05
Entonces, se obtiene n = —0.1025 y ¢ = 0.6868.

(a) Funcién de valor (b) Concavidad en x de la funcién de valor

Figure 3.3: Funcién de valor y concavidad en = parar =0.1 y M = 10
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En las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 para diferentes valores inciales de los coeficientes de nuestro
modelo podemos observar las funciones de valor y la concavidad en x de la funcién de valor

correspondiente. En estas ultimas graficas se utilizé r = 0.1.

3.3.2 Cuando ¢ > 1.

Recordemos que a es la unica solucion de la ecuacion:

—Aad o0 Aoz ua ateM® — qzet2d
—e + | 1+——Fe¢ o awa | =1
0 e — pet2

y 1 esté definida en (3.2).

A continuacién, analizaremos la relacion que existe entre los valores de A y a. Mostraremos
tres ejemplos donde se encontrardn los valores de a a partir de diferentes valores de A. Estos
valores representan las barreras a partir de las cuales se debe pagar la tasa de dividendos
M a los accionistas de la compania de seguros. Los resultados obtenidos se muestran en las
diferentes tablas y se representan graficamente para poder visualizar la relacién entre A y a.

Ademas, en las tablas respectivas se hallaran los valores de ¢ correspondientes.
a) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes pardmetros:
w=0.1; o1 = 0.5; ry = 0.09; oy =0.7; p=0.15

m = 0.2; 0 = 0.4; M=5
Entonces, n = —0.0247.

Figure 3.4: Valores de barrera en funcién de A cuando M =5

40



A 0| 01} 02} 03] 04| 05| 06| 07| 08| 09 1
1.08 | 1.68 | 2.14 | 2.50 | 2.80 | 3.05 | 3.26 | 3.44 | 3.61 | 3.75 | 3.89
¢ |1.03]105|107(1.09|1.11|1.13|1.15|1.17 | 1.19|1.21|1.24

Q

Table 3.1: Valores de a y ¢ en funciéon de A cuando M =5

b) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes parametros:

w=0.15; o1 = 0.4; ry = 0.1; o9 = 0.6; p=0.3
m = 0.3; 0=0.7; M =3
Entonces, n = —0.020.

A 0} 01} 02| 03] 04| 05| 06| 07| 08| 09 1
287335 3.7|397 419 | 437|453 |4.66 | 4.79 | 4.90
o 109113116 1.2|1.24| 127|131 | 134|138 |1.42|1.45

Q

Table 3.2: Valores de a y ¢ en funciéon de A cuando M = 3

Figure 3.5: Valores de barrera en funciéon de A cuando M =3

Como podemos observar en las Figuras 3.4 y 3.5 a medida que los valores de A aumentan
los valores de barrera a también aumentan; es decir, existe una relacion directa entre las

variables.
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Chapter 4

Optimizacion con tasas de dividendos

no acotadas

En este capitulo consideraremos el caso en el que las estrategias admisibles son procesos
crecientes y continuos por derecha con limites por la izquierda donde existe la posibilidad de

saltos.

De manera maés precisa, llamaremos estrategias admisibles a los procesos estocasticos

L™ = {L7;t > 0} que cumplen con las siguientes caracteristicas:

1. El proceso estocéstico LT tiene trayectorias continuas por la derecha con limites por la

izquierda (Cadlag).
2. El proceso estocastico L] es no negativo y tiene trayectorias crecientes.
3. El proceso estocastico L] es adaptado a la filtracion {F;}.
4. dLT = 0 para cada (t,w) € [7™, 00) X Q.
5. X" > L7 — LT para todo t < 77.

Asi, bajo una estrategia admisible el excedente de la compania de seguros esta modelado

por:

AXT = (u+r)dt + (o1 + 02p)d W, + 00 /1 — p2dW? — dLT ¢t >0
X§-=z— L]

Asumiremos que LT_ = 0.

De esta manera, en nuestro problema asociado debemos encontrar lo siguiente:
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1. La funcién de valor

™ m

T T
/ e "sdLT —I—/ e "sAds
0 0

t t
donde r, = 1 + / mds + / 0dBY = r +mt + 6B
0 0

V(r,z) :=supE,,
TeA

(r,x) e Rx Ry

2. Una estrategia admisible LT tal que:
V™ (r,x) =V(r,x)

Sea A™ = {s>0,LT # LT} el conjunto de instantes donde L7 es discontinua. Este con-
junto es numerable porque L] tiene una cantidad numerable de saltos durante el tiempo de

vida de la compania de seguros.

Sea f)f y E? la parte discontinua y continua de L™, respectivamente:

L= (L7 -1})
SEAT

0<s<t

Ly =Lf — L}
De esta forma, podemos descomponer toda estrategia admisible de la siguiente forma:

L =L7+ Y (LT - L)
SEAT
0<s<t

4.1 Construccion de una solucion

De la misma forma que el capitulo anterior, construiremos una solucién de la ecuaciéon HJB
asociada al problema, el cual corroboraremos posteriormente, que es en efecto la funcion de
valor a través de un teorema de verificacion. Para ello, plantearemos la ecuacién Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) asociada a nuestro problema, la cual es la siguiente:

2

1 0
max {(u + 7))V, + 5(0% + 05 4+ 20109p) Ve +mV, + EVW +e A, e — Vx} =0 (4.1)
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Supongamos que la soluciéon de la ecuaciéon HJB que estamos buscando tiene la forma:

Z(r,z) =e "F(x)

Al calcular las derivadas parciales, se tiene,

Asi,

1 02
max {§<a% T 02 4 200030)e T (@) + (4 r)e " F(x) (m - 5) e F(2) + Ae™

) f =

O equivalentemente,

2

max {%(af + 03 4 20109p) F" () + (1 + 11) F' () — (m — %) F(z)+A,1- F'(x)} =0

Entonces,

1—F'(z)<0= F'(z) > 1

Asumiremos que F'(x) es céncava y que existe un punto a > 0 tal que F'(z) es estrictamente
concava en [0,a) y F'(a) = 1. En particular, F'(z) > 1 cuando x < a, F'(z) = 1 cuando

x > a. Entonces:

Fi(z) si z<a

r+Ay, si z>a
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Asi, tenemos las siguientes ecuaciones:

lim Fi(x) = lim 2+ Ay =a+ Ay

Tz—a~ z—at

lim F{(z)= lim 1=1
Tz—a~ z—at

lim F'(z) = lim 0=0
rz—a~ z—a™t

Luego, Fi(x) es la solucién de

1 2
5(0% + 03+ 20109p) F"(2) + (pn + 1) F'(2) — (m — 5) Flz)+A=0,z<a (4.2)

La ecuacién (4.2) es una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea de coeficientes
constantes. La solucién de esta ecuacion estda dada por la suma de las soluciones particular

y homogénea.

Asi, la solucién de esta ecuacion tiene la siguiente forma:

Fi(z) = A + 3165190 + Cleﬁﬂ

donde

2
B = >0

0% 4+ 03 + 20109p

02
—(u+r)+ \/(u +71)2 +2(0F + 03 + 20109p) (m - —)

Q2
—(p+r) — \/(,u +711)%2 4+ 2(0% 4 03 + 20109p) <m - 5)

_ <0
b 02 + 03+ 20109p

Notemos que del capitulo anterior se tiene:

041251

042:52

Notemos que Z(r,0) = 0. Entonces, F;(0) = 0. Luego, se tiene que C; = —(A4; + By).
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Ahora, para la solucién particular planteamos que Fy,(z) = A;. Asi, obtenemos que:

A
92
m__

2

A1:

Notemos que del capitulo anterior en la subseccion 3.1.2 se tiene,

A1:A

Luego, se tiene:

Fl(l') :A + Blealm — (A + Bl>€a2x

A A
Fi(x) —"2 + Byje™Mt — 7 + By | e®2?
m— — m— —
2 2
Luego, para obtener el valor de B;, utilizaremos que,
lim Fi(z)=1
r—a
Asi,
F/ — B a1 T A B QL
1(z) = Biaue - 0 + 51 | age
meg
De este modo,
A
lim Bia e — | ——— 4 By | awe®? =1
Tr—a— 6
m —_— —



Por lo tanto:
Ao
14 D02 paa
m _— —

By = 2

a1eMd — g e*2

a

Notemos que del capitulo anterior en la subseccion 3.1.2 se tiene,

B, =B

Asi, cuando 0 < = < a, Fi(x) estd definida de la siguiente manera:

e

Qo

Luego, para obtener el valor de A, utilizaremos que

lim Fi(z) =a+ Ay

a1 xr
AOJQ ea2a ( el

e — ye2a

Tr—a~
Es decir,
Aa2 60611‘ _ 60(21‘
lim 7(1—e™T) + [ 1+ 720 ara Qsa
T—a~ 0 0 a1 e*1% — age 2
m— — m— —
2 2
Entonces,
a1a _ ,L00a
A oa Aoz ua et — ™2
A = (1= + |1+ 2
0 0 €10 — ,eX20
m— — m— —
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Ahora, para que la funcién F(x) sea de clase C? en R, se debe cumplir que:

. " o
lim FY(z) =0
r—a

) 2,00T _ 2 0k

FI'(z) = Aog e 4 [ 4 Aoy Qa0 aie ;e
1 - H2 92 e _ Qs

1€ (614

m— — m— —
2 2
Entonces,
. 5 on Aas  qua afe®1? — age™2t
lim e 2 4+ [ 1+ Fe 2 =0
T—a~ 0 0 aleala - Oég@aQa
m— — m— —
2 2
A2 20004 _ 2,000
Aaj Y Aoy 020 aje ase _0
62 62 ala _ asa |
9 m_ e Q€
2 2

Simplificando la ultima expresion,

2 01a 2 (Lo
" Aoy L0201 aje s Aoy 010 ase _0
02 010 _ o020 02 10 a

Notemos que a4 — 2% > (), asi
) )

1+ —Aa292‘€a2a a?e® _ | 14 A aga | zp0za 0

Reduciendo esta expresion se tiene,

a%eala

ana AOqOéz(OﬂeQ_ a2)€(a1 + az)a _ 0
m— —

2

2

Para que la funcién F(z) sea dos veces diferenciable debemos hallar la solucién de esta tltima
ecuacion. Asi, por la forma que tiene la ecuacion no la resolveremos sino que demostraremos

que esta ecuacion tiene solucion y es tnica.
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Sea g : Ry — R tal que:

g(a) = a2eMb — a2e®2® 1 Aanaz(en — a2)€(041 + ag)a

<0

62
Ty
Calcularemos los siguientes limites:
1. 1
2591
2. (ZEI“I]EIOO g(a)
Ademas, analizaremos la monotonia de g.
A _
1. lim g(a) = lim a2e™® — aZe®2% + (s 5 aQ)e(al +az)a
a—07t a—07t 0
m —_——
2
Aajas(ap — « Aoy
:oz%—oz% 105 102 2):(041—042) a1+ oo + 1922
m— — m— —
2 2
Esto se debe a lo siguiente,
02
2/ (4 11)2 4+ 2(0? + 03 + 20109p) (m — 5)
o] — Qg = >0
! ? 0% 4 03 + 20109p
+r
o)+ ay=—— ,u2 :
o{ + 05+ 20109p
92
(-5
=— <0
e 03 + 03 + 20109p
A _
2. lim g(a) = lim afe™® — aje®2% ¢ (s 5 a2)e(a1 +az)a _ +00
a——+00 a——+00 0

m__
2

Esto se debe a lo siguiente:

Como ayq + ag < 0 entonces,
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AOA1O¢2(O¢1 2_ a2)e(a1 + a2)a -0
a——+00 8

2

Como ay < 0 entonces,

lim a3e®2% =0
a—+00

Como a7 > 0 entonces,

lim a?e®? = +00
a——+00

Luego, afirmamos que g(a) es estrictamente creciente pues ¢'(a) > 0 para todo a € R,.

g(a) = a2e™?% — q2e®2% 1 Aoqom(al&; aQ)e(al + az)a
Y
7(a) = aPe® _ o020 4 Aajas(a; — ozz)Q(al + O‘2>e(041 +as)a < g
Ty

Esto se debe a lo siguiente:
Como a3 > 0 entonces,

aze™ > (
Como ay < 0 entonces,

—ase®?? >

Como a3 —ag >0, a1 + as < 0y ajas < 0 entonces,

Aajas(ag — ag) (g + ) (1 + ag)a
2 ‘
m-g

>0

De esta manera, concluimos que la ecuacién g(a) = 0 tiene solucién y es unica. Por lo tanto,

podemos afirmar que la funcién F(z) es de clase C? en R, y estd dada por:
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— €

si0<zx<a

A2

T 0T
(1—e™) + |1+ AO‘220‘2C‘ S :
0 e — pye®2a
m —_— —
2
F(z) =
A Ao ed1d
x+ 7 (1—e®)+ |1+ 292 e2¢ <
| ™3 m-g

Como F'(z) es continua en [0; a| entonces F'(x) es acotada en [0;al.
Ademés, notemos que F(z) tiene crecimiento lineal.

Luego, se tiene,

110 — pe2a

o QT
—Aas (0T " Aoy oa e — ape™2
, 02 02 110 — 020
Flay=4 Mm% "y
\ 1’

Como F'(x) es decreciente en [0; a| entonces:

1< F'(z) < F'(0) = Kp,Vz >0

Por lo tanto, Z(r,z) = e "F(x) es definida por:

. _
A
e~ " 92 (1 o eO@l’) 4 B(ealx o 60421‘) 7
Ry
Z(r,x) = <
e’ x4+ 7 (1 — %2 4 B(eM® — Y20y _ g |
m —_— —
\ L 2
Donde,
Aa
1 + 292 Qo
m —_— —
2

)—a,simZa

si0<z<a



y a es la solucién de la ecuacion:
101 — (g
2,010 20020 A ( 2 )e(al + as)a 0

m__

2

Ademas, veremos en la siguiente seccién que la estrategia dptima esta dada de la siguiente

manera:

Lf* = max{ sup X'g* — a,()}

0<s<T™ AL

donde X7 =+ (u+r)t + (o7 + agp)Wt(l) + o0y/1— W2,
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4.2 Teorema de verificacion

A través de este teorema se pretende verificar que la solucién de la ecuacion HJB asociada
a nuestro problema es, efectivamente, la funcion de valor. Enunciamos el siguiente teorema

de acuerdo a la condiciones de nuestro problema.

Teorema 4.2.1 Sea F : R, — R una funcién de clase C? que cumple las siguientes carac-

teristicas:

e F(0)=0.

e ['(x) es acotada.

o Z(r,x) =e "F(x) es solucién de la ecuacién (4.1).
Entonces, se cumple,

1. Z(r,x) =V (r,z),¥(r,z) € R x R;.

2. Si F' es la solucion encontrada en la seccién 4.1 entonces

LT = max{ sup X7 — a,()}

0<s<T™ AL

donde X7 = .+ (u+711)s+ (01 +02p) W 4+ 091/1 — pP2W? es una estrategia éptima.
En particular,
Z(r,z) =V™ (r,z) = V(r,r)

Observacion: Note que e — e "F'(x) < 0= F'(z) > 1.
Demostracion:

1. Sea L = L™ una estrategia admisible. El excedente de la compania de seguros puede ser

reescrita de la siguiente forma,

t t t
X =2+ / (4 ry)ds + / (o1 + o9p)dW V) 4 / oo/ 1 — p2dW® — LT
0 0 0
- (LE—-LE)

SEAT
0<s<t
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Para la demostracién utilizaremos la formula de It6 generalizada, la cual fue obtenida de la
Seccién 8.3.2 del Capitulo III de [12].

07 (rt,Xt)dXt N
ox
10%Z (ry, Xy)
2 o2
10%Z (ry, X3)
+ 2 Orox
+ Z (Z(Tsa Xs) - Z(Tsa Xs*))

SEA
0<s<t

aZ (rt, Xt) 1 62Z (Tt, Xt)
or dri+ 2 0x?

19°Z (ro, X
(dre)? + 5%@&)@”)

X, (4.3)
(dr)(ax,) — 220X

dZ(ry, Xy) = (dX;)?

dL,

donde X; = X7, dL, = dLT y A™ = A.

Tenemos que,

. % =c¢ "F'(z)
. % = —¢ "F(2)
2D )
. % — T F(x)

O*Z (r,x)  O*Z(r,x)
Oxdr  Ordx

= —¢ "F'(2)
o (dX;)* = (01 + 05 + 20102p)dl

o (dr))?* = 0dt

o (dry)(dX;) =0

La ultima igualdad se debe a que Wt(l), Wt(Q) y Bt(l) son independientes.
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Al reemplazar estos valores en (4.3) se obtiene:
dZ(re, X)) = — e TR (X)) (mdt + QdBt(l))
+e (X)) ((u +r1)dt + (o1 + oop)dW + agﬂth(2))
+ %e_rtF”(Xt)(J% + 02 + 20109p)dt + %QQe_TtF(Xt)dt
— e " F'(X,)dL + Y e [F(X,) - F(X,-)]

SEA
0<s<t

Agrupando e integrando de 0 a ¢t A 7 la tltima ecuacion, se obtiene

tAT
e_rt/\TF<Xt/\7_) = @_TF(J;) + (,u, + 7"1) / e_rsF,<Xs)dS
0

N | —

tAT
+ =(0% 4 03 + 20109p) / e "sF"(X,)ds
0

0 S
tAT
+ 09/1 — p? e TS F(X)dw®
0
92 tAT tAT
— (m — 5) / e TsF(X,)ds — 0 / e "sF(X,)dBY
0 0

- /Ot/\T e_rsF/(Xs)dIN/s + Z e [F(Xs) - F(Xs*)]

sSEA
0<s<tAT

tAT
+ (o1 + 02p) / e s F(X)dw D

donde 7 = 77.

Por consiguiente,
e " F(Xipr) = e F ()

tAT 1 o o
+/ {5(‘7%+U§+2010’2P)6 BF(X) + (n e B F(X)
0

2 tAT
- (m - %) e s F(X,) ] ds + (01 + 0ap) / e TS F (X)W
0

tAT tAT
+ 09/ 1 — p? / e TS F'(X,)dw® — 6 / e "sF(X,)dBY
0 0

tAT
_ / e )dL + S e [F(X.) — F(X,)]
0 SEA
0<s<tAT

(4.4)

Para cada k > 1, cumpliendo con —k <r < ky 0 < x < k definimos Dy = (—k, k) x (0, k).
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Consideremos el primer tiempo de salida del proceso (r;, X;) del conjunto Dj,.

7= tnf{t > 0; (r, X,) & Dy}

Para cada t > 0, en la ecuacion (4.4),
e "€ F(Xe, ) =e "F(z)
“k 1 2 2 - " T /
—1—/ 5(01 + 05+ 20109p)e” SF(X) + (u+r)e” TS F(X)
0
‘92 €k
— (m — 5) e TsF(X,) } ds + (o1 + 02,0)/ e s F'(X,)dw W
0

€k €k

+ 09y/1 — ,o2/ e s F'(X,)dw® — 9/ e "sF(X,)dBY
0 0

Ek B
_ / (X)L + S e T [F(X,) - P(X,)]
‘ OSSSGSAek

(4.5)

donde e, =t AT, k=123, ...

Recordemos que Z(r,x) es solucién de la ecuacién (4.1). Entonces se cumple la siguiente

igualdad:
1 2 2 —r ol —r 92 —r —r
max 5(01 + 05 + 20100p)e " F(z) + (p+r)e” "F'(x) — ( m — 5 )¢ F(x)+ Ae™",
e — e_TF’(x)} =0
Asi,
1 2 2 —r —r 62 —r —r
5(01 + 05 + 20109p)e " F(x) + (u+1)e " F(x) — [ m— 5 )¢ F(z)+Ae™ <0
En consecuencia,
—-r 1 2 2 —r e nl 02 -r
—Ae™" > 5(01 + 05 +20109p)e " F'(z) + (p+11)e”"F'(x) — [ m — 5 )€ F(x)
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Integrando de 0 a ¢ la ultima desigualdad, obtenemos,

Ek Ek 1
/ —Ae  "sds 2/ {5(0% + 03 +20109p)e” S F"(X,) + (u+r)e” TS F(X)
0 0

5 (4.6)
— (m - 5) e_rsF(Xs)} ds
Ademas,
e " —e"F'(x) <0
—e"F'(z) < —e"
Por consiguiente,
€k - €k -
- [Tl < - [ e, (4.7)
0 0
Luego, utilizando las ecuaciones (4.6) y (4.7) en la ecuacion (4.5), se tiene lo siguiente:
€k €k
e "EkF(Xe,) <e "F(x)— / e "sAds + (o1 + 02/))/ e T F/(X)dw Y
0
€k
o9/ 1 — / s F(X,)dW P 9/ e "sF(X,)dBWY
0
6 ~
- / el + S e (P(X,) — F(X,))
0 SEA
0<s<ep
Al tomar esperanza a ambos lados de la tltima desigualdad, se obtiene:
Ek
E, . e_rng(ng,)] <E,, [e_TF(x)] —E, . [/ e_TSAds}
0
i -
+ E,. |(01 +02p)/ e_TSF/(XS)dWS(I)}
i 0
- -
+ E,. [02v/1— p2/ e_rsF/(Xs)de)] (48)
I 0 :

r €k €k -
~E., |0 / e_TSF(Xs)dBS)} —E,, { / e_rdes}
0 0

+ Er,m Z G_TS(F(XS) - F(Xs—))
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S

€k
Ahora, se analizard [E, , {(01 + 02,0)/ e—TsF/(Xs)dW(l)} )
0
Se afirma lo siguiente:

tATE t
—Ts (1) — —Ts (1) —
E,, [/0 e s B (X ) dW ! ] E.. UO TTE X)L AW =0
—ry 2
Demostraremos que e 't F’ (Xt)IL{S <7} € L£5,([0,t] x Q), para todo ¢t > 0.
Por las condiciones del teorema, existe Ky > 0 tal que 1 < F'(x) < Ks.

Entonces,

=0, si s> 71
e—TsF/(XS)]l{S <)

< Kye™ s, si o s<Ty

Luego, se tiene que (r;, X;) € Dy cuando s € [0,&;); es decir, v, € [k, k] v X, € [0, k]
cuando s € [0,&) .

Asi, para cada s € [0,¢y),
e_rsF/(Xs)]l{s <7} <Kye s
Por consiguiente,
2
ey, | <Kie
Tomando esperanza a la ultima desigualdad,

2
) <. |[K3e ]

=E,, {Kzze—Qr —2ms — 2038)}

]ET,:): <|:6_TSF/(XS)1{S < Tk}

_ K226—27" —2(m — 6%)s

58



Integrando de 0 a ¢,

t 2 t 2
/ E, . [e_rsF'(Xs)]L 1 ds < / ng_QT = 2(m = 07)s g
0 {s < T} 0

t
S/ K22€—2r —2(m — 92)sd8
0

()

<00

t 2
D E “TsEI(X,)1 .
e esta manera /0 v ({e (Xs) {s < Tk}} ) < oo,Vt >0

Asi, e_TtF’(Xt)]l{S <7 € L2,([0,t] x Q), para todo t > 0.
t
—Ts v 1) _ i
Entonces /0 e SF(X)1 {5 < Tk}dWS es una JF;— martingala.
t (1)
E ia B TTSF(X)1 dwiV| =
n consecuencia E,. [ /0 e (Xs) [s<m) W } 0

Siguiendo un procedimiento similar al anterior, podemos concluir que

S

€k t
/0 e_TSF'(XS)dW(z) = /0 e_TSF’(XS)]l{S < Tk}dWS(Q) es una J;— martingala.

Asi,
t
E, . [02\/1 —p2/ e_TSF’(XS)]l{S - Tk}dWS@)} =0
0

Luego, en la ecuacién (4.8) obtenemos:

€k
E, . e_TEkF(ng)] <e"F(x)—E,, [/ e_rsAds]
0

T €k €k -
~E,. |0 / e_TSF(XS)dBS)} —E,, { / e_rdes}
L Jo 0 (4.9)

FB | S e (R - F(X,0)

SEA
| 0<s<ej
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€k
Ahora analizaremos E, , [9 / e IsF (Xs)ngl)}:
0

Se afirma lo siguiente:

Ek t
—Ts O] — —Ts 1) | —
E,. [/0 TSP (X,) dB! } _E,, [/0 TP (X)ABVLy _qdBY| =0
Demostraremos que e_rtF(Xt)IL{S <7 € L2,([0,t] x Q), para todo t > 0.

Como F’(x) > 1 para todo = > 0 entonces F'(z) es creciente. Asi, cuando X € |0, k]
tenemos F(X;) < Kj.

Entonces,

=0, si s>y

G_TSF(XS)I].{S < Tk}

< KieT s, si os<my

Asi, para cada s € [0, gg):

e—TsF(Xs)n{S <} S Kye s

Por consiguiente,

2
_ 2
|:€ 7’SFj()(Sﬂ]_{S <7—k}:| §K126 Ts

Luego,

2
- —2r — - (1)

E, s {6 "sF(Xy) ll{s - Tk}:| <Erq {Kfe 2r — 2ms — 20 B, ]
= K’E {e_2r —2ms — QGBS)]

:Klze—Zr—Q(m—GZ)s
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De este modo, integrando de 0 a t la ultima desigualdad, se obtiene:
t 2 t 9
/Er,x[e_rsF<Xs)ﬂ- } dSS/Klze—Zr—Q(m—Q)st
0 {s <} o
2 ,—2r
2(m—0?)
<o

Entonces,

2

t
/0 E, » [e F(Xy) IL{S < Tk}} ds < oo, Vt>0

Asi, e_rfF(Xt)IL{S <7l € L2,([0,t] x Q), para todo t > 0.
t
De esta forma / e s F(X,) ]l{ dB"Y es un F;—martingala para cada k fijo.
0 s < Tk}

t
Por 1 E s F(X,)1 BY| =0
or lo tanto, E, , [/0 e (Xs) {s< Tk}d s
Luego, reemplazando en la ecuacién (4.9) obtenemos:

€k €k -
E, . [e_rng(ng)} <e"F(x) —E,, {/0 e_TSAds} —E, ., {/0 e_rdes}

“E. | Y e (F(X,) - FX,)

SEA
0<s<ep

En particular, como e™ "€k F(X¢, ) > 0,

€k €k N
e "F(z) > E,, [/ e_TSAds] +E,, [/ e_rdes}
0 0

=+ Er,x Z e_rS(F(Xs*) - F(Xs>)

SEA
0<s<ep

(4.10)

€k
Ahora, analizaremos [E, , [ / e_TSAds} .
0

Recordemos que g, =t A 73,
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Como 73, es una sucesién de tiempos de parada tal que 7, T 7 c.s. y e~ "sA > 0 entonces por

el Teorema de covergencia monétona, afirmamos lo siguiente:

Para todo t > 0, cuando k — 400 entonces e Tt ATy

Ek tAT
E, . {/ e_TSAdS} —E, {/ e_rsAds}
0 0
Ek 5 tAT B
E, . { / e_TSdLS} — E,, { / e_rdes}
0 0

Analogamente,

Ahora, analizaremos

E,. Z e Ts(F(X,-) — F(X,))
OgssegAek

Como los saltos en el excedente de la compania ocurren solo si ocurren saltos en los dividen-

dos, entonces:

Como L; tiene trayectorias crecientes, entonces:
Ly —L,<0
De esta forma:
Xi—X,- 0= X, < X,
Como F'(x) > 1 para todo t > 0, entonces F'(x) es creciente. Asi:
FX)<F(X, )= F( X)) - F(X)>0=¢ "t (F(X,-) - F(X,)) >0

Cuando k — 400 entonces € T tAT. Por lo tanto, por el Teorema de convergencia mondtona,

afirmamos lo siguiente:

ET,IE Z e_TS(F<XS—> - F<Xs>> - Er,m Z e_TS<F(Xs—) - F(Xs))

sEA SEA
0<s<ep 0<s<tAT

62



Luego, cuando k — oo en la ecuacién (4.10) se obtiene:

tAT tAT N
e "F(z) > E,, [/ e_rsAds] +E,, [/ e_TSdLS}
0 0

+E. | Y e (F(Xe) - F(X))

SEA
0<s<tAT

(4.11)

Recordemos que,
XS_XS_ :Ls— _LSSO

Como F es de clase C? cuando s € A, por el teorema del valor medio, para algtin ¢ > 0:

F(Xs)_F(Xs—) >1

F’ =
(C) Xs - Xs* -

Asi,

Luego,

Por consiguiente,

TP (X,) — F (X, ) < e s (Ly — Ly)

Entonces, en (4.11) obtenemos:

tAT tAT
e "F(z) > E,, { / e_rsAds] +E,, { / e_rdes} + B | Y € 8(Li— L)
0 0

SEA
0<s<tAT

De esta forma,

(4.12)



Ahora, analizaremos:

Notemos que e TsA > 0, entonces,

tAT
/ e "sAds >0 c.s.
0
También, notemos que e~ "s > 0, entonces,
tAT
/ e "sdLy, > 0 C.S.
0
Luego, por el Teorema de convergencia mondtona, cuando t — 400 entonces t A7 17y

tAT tAT T T
E, . [/ e s Ads +/ e_TSdLS} — E, {/ e "sAds +/ e_TSdLS}
0 0 0 0

Entonces, cuando t — 400 en la ecuacién (4.12) se obtiene:

e "F(z) > E,, {/ e s Ads +/ e_TSdLS]
0 0
Por lo tanto:
e "F(x) > V(r )

2. Ahora, probaremos la segunda parte del teorema de verificacion.

Sea la estrategia admisible

0<s<T™ At

Lf* = max{ sup X7 — a70}

donde X[ =z + (u+ 7))t + (07 + ng)Wt(l) +ooy/1— W2,

. * . . ’ *
Notemos que esta estrategia L] es continua y creciente. Ademas, Lj = z — a. Esta

estrategia debe interpretarse de una manera diferente a la del pago de dividendos con tasas

acotadas. La barrera a es el nivel que, segtin la estrategia 6ptima, el excedente de la compania

no debe superar. Siempre que el excedente de la compania supere la barrera a, el maximo

de los excesos de X sobre a debe pagarse como dividendos.
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Por lo tanto, sin pérdida de generalidad y procediendo del mismo modo que en [17] notemos
que Xt”* < aparatodo0 <t < 7™
Utilizando la férmula de Ito generalizada y el mismo proceso de la primera parte de este

teorema, se tiene:

e_rng(X k) =e "F(x)

87; 1 2 2 —Ts —Ts v
—l—/ 5(01 + 05 4+ 20109p)e” SF"(Xg) + (n+1)e T F(Xs)
0
QZ
- <m - —) e s F(X,)
2
€k
ooy/1 — / s E(X)dW P — 6 / e "sF(X,)dBY
0

£ )
- / e TsF'(X,)dLT
0

donde X; = X7, 77 :=inf{t > 0;(ry, X;) &€ D} yer=tA7TF, k=1,23,...

€k
ds + (o1 + U2P)/ e F (X )dw (4.13)
0

Ademads, como Z(r,x) es solucién de la ecuacién HJB se tiene,

1 62
max {é(af + 03 + 20109p)e " F" (x) + (u+11)e " F(z) — (m — E) e "F(x)+ Ae™",

e"—e "F(x )} 0

Recordemos que cuando x < a se cumple,

1 QZ
5(0% + 03 + 20109p)e” " F"(x) + (4 11)e " F'(z) — <m - 5) e "F(x)+ A" =0
O equivalentemente, cuando x < a se cumple,
1 2 2 —r —r 02 —r —r
5(01 + 05 4 20109p)e " F" () + (u+r1)e " F(x) — [ m — 5 )€ F(z) = —Ae

Entonces, como X, < a para todo 0 < s < 77 se obtiene,

1
5(0% + 05 + 20109p)e " F(X,) + (u+11)e " F(X,) — (m — —) e "F(X,) = —Ae™"
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Integrando de 0 a ¢}, la ultima igualdad tenemos,

“k —Ts _ “k 1 2 2 —Ts N —Ts
—Ae™ sds = 5(01 + 05 4+ 20109p)e” S F"(X5) + (p+r)e” S F(X)
0 0

(4.14)
0*\ _,
—\m=5)e sF(X,)|ds
Notemos que cuando X; < a, LT es constante para s en una vecindad de ¢ entonces,
E:;:? * EZ * 67; *
/ e "sF(X,)dLT = / e "sF'(a)dLT = / e "sdLT (4.15)
0 0 0

Asi, utilizando las ecuaciones (4.14) y (4.15) en la ecuacién (4.13) se obtiene,

*

€k £k
e SkF(X k) =e¢ "F(x) — / e "sAds + (o1 + agp)/ e TS F (X)) dw
0 0

€k
oo/ 1 —p / s E(X)dW P — 6 / e "sF(X,)dBY
0

€L
- / e "sdLT
0

Al tomar esperanza a la ultima igualdad se obtiene,

£
/ e s Ads
0

] »
+ B, | (01 + 0ap) / e_TSF’(XS)dWs(l)]
0

E,. [e_rglt:F(X .

6*)} ~E,, [e—rF(x)} ~E.,

(4.16)

+1Em oar/1—p / “TsE(X dWS(Q)]

- Er,z

£k
—E,., |0 / e s F(X,)dBY
0

Luego, siguiendo el mismo procedimiento que la primera parte de este teorema, la ecuacién

(4.16) queda reducida a la siguiente expresion:
€k
/ e "sAds
0
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Ex .
/ e "sdLT (4.17)
0

E., [e_rng(ng)] — ¢ TF(z) — E,, ~E,,




Luego, cuando £ — +00 se tiene las siguientes convergencias:

£l
/ e s Ads
0

* -

tATT™
/ e TsAds
0

:[E’I‘Qf

)

— Er,a:

5;; . AT *_
E, . / e "sdLT | = E,, / e "sdLT
0 0 |
Afirmamos lo siguiente:
—
]Er,x |:€ ng(ng)] - ET,x [e_rtATW*F(Xt/\T”*) (418>

o
Sea 7, = ¢ 5kF(X€2). Notemos que Zj > 0.

Como X, es continua y 1, tiene trayectorias continuas, entonces cuando k — 400 se tienen

las siguientes convergencias c.s.,

er = tATT

Xg;'; — Xt/\Tﬂ'*

€ ng(XEZ,) — e T (X )

Por esta tltima convergencia, para demostrar que se cumple la convergencia en (4.18), basta

probar que la sucesién de variables aleatorias (Zj) es uniformemente integrable. Recordemos
que F(z) < K, para todo x € [0, k.

1 2
M, = 6_2931(1 )26 % 4 > 0 es una martingala con E, , [M,] = 1.

Por el Teorema de muestreo opcional [E, , [MMTE*} = 1. Como gf = t A7 < t, entonces

6720251? Z 67202t y 1= ]Erx [Mt/\ W*] — ]Erx e € 672926:@ Z efQQQtErx e g
) ’Tk y )
—293(1*) 2
Por lo tanto, E,., |e er | < 207t
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—2r _x

2
Enx [Zlﬂ = Er,x |:6 Sk [F(Xg*)} :|
T
<K’E,, [e Tﬁkl

—2r — 2me;, — 20 B%)
€k

= KiE,, |e

—26BY

< Kfe_leEm e €k

2
é K126_2T€29 t
Asi,

2
E,. [Z7] < Kfe_Qr +20% para todo k >1

En particular, la sucesién (Zj) es uniformemente integrable.

Luego cuando k — +00, de la ecuacién (4.17) se obtiene lo siguiente,

*

tATT
/ e "sAds
0
AT
/ e s dLj;*]
0

Ahora, analizaremos el término E, , [e_rt/\fﬂ* F (X, )} :

E,., [e_rm”* F(X, e )] — ¢ "F(z) — E,,

- Er,x

Sea w € €.

Cuando t > 7™ (w) : t AT™ (w) = 77 (W) = F( X (W) = F(X, =+ (w)) = 0.

Cuando t < 77 (w) 1 e T F(X,, - (w)) = e_rt(“’)F(Xt(w)).
En consecuencia,
0< e F(Xypper) = ¢ (X)) Loy < ¢ TUF(X)
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X <z+(p+r)t+ (o1 + O'Qp)Wt(l) + 094/1 — p2Wt(2). F es creciente y tiene crecimiento
lineal, es decir, existe una constante K tal que F(z) < K(1+ x), entonces para todo = > 0:

F(X;) <K [1 +x+ (u+r)t+ (o1 + azp)Wt(l) + o9/ 1 — pQWt@)}
Por consiguiente,

0<e "F(X) <Ke "t [1 + x4 ()t + (o1 + oap)WiY +02/1— P2Wt(2)]
=K1 +a)e "+ K(u+r)te "t + K(oy + agp)Wt(l)e_Tt

+ Kogy/1 — pQWt(Q)e_rt

Tomando esperanza en la iltima desigualdad se obtiene,
0<E,, [e—TtF(Xt)} <E., [K(l + x)e—ﬂ +E., [K(u + rl)te_”}

By |[K(o1 + 02p)W et 4 Bry | Kopy/T= 2P|

Recordemos que r; = r+mit+ QBED. Ademas, Bt(l)7 Wt(l) y Wt@) son independientes. De esta

manera,

0<E,, [e—TtF(Xt)} < K(1+2)E,, [e_rt— + K(pu+r)tE,, [e—”]

+ K<Ul + UQP)ET,x |:Wt(1)i| Er,x |:6_Tt:|
_ (4.20)
+ Koo/1— p?E,, Wt(Q)] E, . [e_rt}

=K(1+2)E,, [e_rt_ + K(p+m)tE,, [e_”]

2
Comom—5>07

(%)
—r—|m-——|t
lim E,, [e_rl‘} = lim e 2 =0

t——+o0 t—+o00
02
—r — (m - —) t
lim ¢E,, [e_rt} = lim te 2 =0
t—4o00 t—+o00

Por lo tanto, de la inecuacién (4.20)

lim E,, [e—”’tF(Xt)] —0

t——+o0
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Luego, utilizando el mismo proceso que en la parte 1 de esta prueba, cuando t — +o0 y

/ e "sAds + / e TsdLT
0 0

utilizando el Teorema de convergencia mondtona, se tiene,

* *

tATT tATT
/ e "sAds / e "sdLT
0 0

Entonces, cuando t — 400 en (4.19)

]Er,:r + ]Er,a: — Er,z

e "F(x)=E,,

e"F(x) =V" (r,z)

De esta forma, se completa la demostracion del teorema de verificacion.

Finalmente:

> V™(r,z) , L" arbitrario
Z(r,x) =
= Vﬂ—* (7“7 l') y a— Lﬂ*

A partir de lo demostrado se puede concluir lo siguiente:

V(r,z) > 748 (r,x) =e "F(x) >sup V™ (r,z) = V(r, z).
TeA

Por lo tanto:

ok

V(r,x) = Z(r,z)y LF = max {supogsgﬂ*m XTI —a, O} es una estrategia éptima donde

Xtﬂ—* =x+ (,u -+ Tl)t + (0'1 -+ O'Q,O)Wt(l) “+ 094/ 1— /)2Wt(2)~
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4.3 Ejemplos Numéricos

A continuacién, mostraremos los resultados obtenidos en tres casos para diferentes parametros
inciales de nuestro modelo. En esta seccién se mostrara la relacion entre la barrera a y A.

También, hallaremos los coeficientes A y B, los cuales forman parte de la funcién de valor.

Recordemos que a es la solucién de la ecuacion:

Ao (g — a
a2 _ 20020 4 ( )e(al + ag)a _ 0

92
me oy
Los valores de A y B son:
Ao
1+ 2(92 el
A m=5
A= 02 y B= o110 — gye2a

De la misma manera que en el capitulo anterior, para diferentes valores de A encontraremos

los valores de a correspondientes. Estos representan las barreras que el excedente de la
~ s . ¥

compania no debe exceder, caso contrario se debe pagar el exceso de X[ sobre a como

dividendos a los accionistas de la compania de seguros.

a) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes pardmetros:
w=0.1; o1 = 0.5; r1 = 0.05; oy = 0.7; p=0.15
m = 0.2; =04
Los valores de A y B para A = 0.5 son:

A=417y B=051

A 0 01} 02| 03| 04| 05| 06| 07| 08] 09 1
a | 1.16 | 1.76 | 2.22 | 2.59 | 2.88 | 3.13 | 3.34 | 3.53 | 3.69 | 3.84 | 3.97

Table 4.1: Valores de barrera a en funcién de A

A continuacion, en las figuras 4.1 y 4.2 se muestran los valores de barrera en funcion de A

y la grafica de la funcion de valor para A = 0.5, respectivamente.
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Figure 4.1: Valores de barrera en funcién de A

Figure 4.2: Funcién de valor para A = 0.5

b) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes pardmetros:

w=0.15; o, = 0.4; ry = 0.1; o9 = 0.6;
m = 0.3; =0.7
Los valores de Ay B para A = 0.1 son:

A=18182 y B = 2.5440
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A 0| 01} 02} 03] 04| 05| 06| 07| 08| 09 1
a | 298|347 | 3.82]4.09 | 430 | 448 | 4.64 | 4.78 | 4.90 | 5.01 | 5.11

Table 4.2: Valores de barrera a en funcién de A

A continuacion, en las figuras 4.3 y 4.4 se muestran la grafica de la funcién de valor para

A = 0.1 y los valores de barrera en funciéon de A, respectivamente.

Figure 4.3: Funciéon de valor para A = 0.1

Figure 4.4: Valores de barrera en funcién de A

¢) Supongamos que nuestro modelo tiene los siguientes pardmetros:
u=0.15; o, = 0.4; ry = 0.1; oy = 0.6; p=0.3
m = 2; =1
Los valores de Ay B para A = 1 son:

A =0.6667y B = 0.1098
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A 0| 01} 02} 03] 04| 05| 06| 07| 08| 09 1
a | 016 022|028 |0.34]0.39 043|047 | 0.51 | 0.55 | 0.58 | 0.62

Table 4.3: Valores de barrera a en funcién de A

A continuacion, en las figuras 4.5 y 4.6 se muestran los valores de barrera en funcion de A
y la gréafica de la funcién de valor para A = 1.

Figure 4.5: Valores de barrera en funcién de A

Figure 4.6: Funcién de valor para A =1

En las figuras 4.1, 4.4 y 4.5 para diferentes valores inciales de los coeficientes de nuestro
modelo podemos observar la relacién que existe entre los valores de A y a y en las figuras
4.2, 4.3 y 4.6 podemos observar las funciones de valor correspondientes. Notemos que a
medida que los valores A aumentan, los valores de a también aumentan; es decir, existe una

relacion dicrecta entre las mismas.
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Chapter 5

Conclusiones

e Cuando la tasa de pago de dividendos es acotada y se cumple que ¢ < 1, la estrategia
optima de pago de dividendos es pagar la maxima cantidad M durante la vida 1util de

la compania de seguros. La funcién de valor es céncava en x y convexa en r.

e Cuando la tasa de pago de dividendos es acotada y se cumple que ¢ > 1, la estrategia
optima de pago de dividendos es una barrera a; es decir, se debe pagar la maxima
cantidad M cuando el excedente de la compania de seguros esta por encima de a, caso
contrario no se debe pagar dividendos. Se encuentra explicitamente la funcién de valor,
la cual es una funcién por tramos y esta compuesta por funciones exponenciales tanto

en r como en r.

e Cuando la tasa de pago de dividendos es acotada y se cumple que ¢ > 1, no es posible
encontrar explicitamente la barrera a sino que es la solucién de una ecuacién no lineal.
Ademas, existe una relacién directa entre los valores de a y A. A medida que los valores
de A aumentan los valores de a también aumentan. Esto se puede interpretar de la
siguiente manera: a medida que los accionistas de la compania de seguros reciban una
funcién de pago mayor, el excedente de la compania de seguros debe superar una mayor

barrera para poder realizar el pago de dividendos.

e Cuando la tasa de pago de dividendos es acotada, la funciéon de valor estd acotada por

o (M + A

la constante positiva %
m —_——
2
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e Cuando la tasa de pago de dividendos no es acotada se tiene una estrategia optima
de tipo barrera a. Se debe pagar el maximo de los excesos de X7 sobre la barrera a
hasta un tiempo t, caso contrario no se paga dividendos. Encontramos explicitamente
la funcién de valor, la cual es una funcién por tramos y esta compuesta por una funcién
exponencial y lineal en x y una funciéon exponencial en r. Ademads, la funcién de valor

es concava en xr y convexa en r.

e Cuando la tasa de pago de dividendos no es acotada no es posible encontrar explicitamente
la forma de la barrera a sino que es la tnica soluciéon de una ecuaciéon no lineal. Del
mimso modo que en las tasas de pago acotadas la relacion entre los valores de a y A es

directa.

e Al comparar los resultados obtenidos en el presente trabajo de tesis con los resultados
en [6] se encuentran las siguientes similitudes: tanto para tasas de pago de dividendos
acotadas y no acotadas se encuentra explicitamente la funcién de valor, la cual es una
funciéon por tramos compuesta por funciones exponenciales y lineales. La estrategia
optima de pago de dividendos es de tipo barrera. Sin embargo, también se encuentran
las siguientes diferencias: a diferencia de [6] no se puede encontrar explicitamente la

barrera a, sino que es la tnica solucién de una ecuacion no lineal.
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Chapter 6

Recomendaciones

e Para futuros trabajos de investigacién se recomienda utilizar el modelo de Ornstein
Uhlenbeck como tasa de descuento en la funcién de pago ya que es un proceso con

reversion a la media.

e Para futuros trabajos de investigacion se puede considerar una extension de este modelo

considerando cambio de régimen.
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