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Resumen

DINAMICA SIMBOLICA PARA CONJUNTOS DE ROTACION

Alexander Manuel Lozano Cerna

Asesor: Alfredo Poirier Schmitz

Titulo obtenido: Magister en Matemaéticas

En el presente trabajo se estudian los conjuntos de rotacion irracional dentro
de la dindmica de multiplicaciéon por d en el circulo unitario. Se presenta la
dinamica simbolica necesaria para poder extraer la existencia de conjuntos de
rotacion irracional dentro este esquema de multiplicaciéon por d. Se introduce
el espacio de desplazamiento, donde se le asigna una secuencia simboélica a los
puntos a fin de hacerla compatible con el desplazamiento. Luego se muestra
que existen estos conjuntos de rotaciéon irracional y se estudian sus principales
caracteristicas. Como las secuencia de desplazmiento en d simbolos pueden ser
concretizadas dentro del circulo como multiplicaciéon del argumento por d, esto

en efecto permite materializar rotaciones.

Palabras clave: Rotacion irracional, dindmica simbdlica, conjuntos de rotacion.



Abstract

In this work we study irrational rotation sets within the dynamics of
multiplication by d in the unit circle. We develop the symbolic dynamics
necessary to fit rotations in a multiplication by d squeme. We introduce the shift
space where we assign symbol sequences compatible with both dynamical systems.
Then we prove the existence of rotation domains and study their main features.
Thus, as the shift of symbol sequences symbol also represents multiplication by d,
we have in fact materialized rotation domains in a multiplication by d dynamical

system context.

Key words and phrases. Irrational rotation, symbolic dynamics, rotation sets.

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 37F50; Secondary
37B10.



Indice general

8

9

Espacios de desplazamiento

El desplazamiento como sistema dinamico

Del intervalo unitario al espacio de simbolos

Del espacio de simbolos de regreso al intervalo.

Conjuntos de rotacién finito

Pesos

Un modo alternativo de estudiar conjuntos de rotacién finitos
Respetando el orden

Conjuntos de rotacién irracional

10 Despliegue irracional ctibico

11 Despliegue irracional en grado d

12 Desplazamiento de secuencias admisibles

Bibliografia

12

17

21

25

29

35

38

42

47

49



Introduccion

En la presente tesis nuestro punto de partida son los trabajos de Golberg y
Milnor [Gol92| donde se estudia los conjuntos de rotacion dentro de la dindmica
de multiplicacion por d en el circulo unitario.

Se presenta la dinamica simbolica necesaria para poder entender la existencia
de conjuntos de rotacién irracional dentro de un esquema de multiplicaciéon por d.
En nuestro desarrollo haremos un repaso de las ideas introducidas por Golberg en
[GM93] con el fin de adaptarlas a nuestro contexto. El caso de rotacion periodica
en el circulo es conocido y lo que nos interesa es desarrollar las técnicas necesarias
para poder entender el caso de rotacion no periédico, es decir el llamado caso de
rotacion irracional.

En el capitulo 1 se desarrollan los preliminares que necesitamos para la
demostracion de los teoremas de los capitulos posteriores: basicamente, el espacio
de secuencias simbolicas, lugar donde se puede estudiar ambos las rotaciones como
la multiplicacion por un entero (ver también [Dev18]). Ello lo hacemos en busca
de caracteristicas comunes. Primero repasaremos la nomenclatura para el estudio
de los espacios de desplazamiento. Después introducimos el desplazamiento de las
secuencias como el sistema dindmico candnico en este espacio.

En el capitulo 2 se ve algunos conceptos ttiles cuando se estudian sistemas
dinamicos. Estamos interesados en conocer la historia futura de un puntoen ) .
Es decir, el historial de sus desplazamientos, o si queremos ser mas formales, el
conjunto de todos las posibles iterados de o.

En el capitulo 3 se desarrolla la dindmica simbolica que consiste en asociar
puntos del intervalo [0,1) una secuencia de ) que los distinga de manera
natural. Para poder utilizarlo como modelo es indispensable que el sistema
dindmico sea conjugado al desplazamiento simboélico. Por otro lado, la secuencias
de desplazamientos en d simbolos pueden ser concretizadas dentro del circulo

como multiplicacién del argumento por d. Ello significa que el diagrama que se



establece se vuelve conmutativo.

En el capitulo 4 se ve una manera natural de retornar del espacio de simbolos
al intervalo [0, 1].

En el capitulo 5 explicaremos lo fundamental del articulo de Lisa Golberg
[Gol92] respecto a los llamados conjuntos de rotacion finitos.

En el capitulo 6 definiremos los pesos de los arcos complementarios de un
conjunto de rotaciéon junto con su correspondiente longitud. Esto permitira
describir adecuadamente los conjuntos de rotacion “desde fuera’”.

En el capitulo 7 se ve un modo alternativo de estudiar conjuntos de rotacion
finitos. Aqui se analiza un ejemplo de conjunto de rotacién finito pero bajo una
perspectiva diferente.

En el capitulo 8 estudiaremos brevemente la dicotomia avanzar-retroceder

) . D . .
para una rotacion estandar por A ==, con p, q relativamente primos. El caso

donde A is nulo, que corresponde a p= 0, g=1, es atipico, por lo que asumimos
0<p<yqg.

En el capitulo 9 se tiene ahora p,(-) como una rotaciéon por un ndmero
irracional A. Esta funcién p, avanza en el intervalo A = [0,1 — \), mientras
retrocede en R = [1 — A, 1), ello no cambia. Podemos entonces replicar las ideas
de los capitulos anteriores y definir una secuencia, para posteriormente ver que
la asiganacion simbolica respeta el orden.

En el capitulo 10 se estudia el despliegue irracional ctibico. Para ello, aparte del
ntmero de rotaciéon propiamente dicho, se incorpora la secuencia de despliegue.
El efecto de esa secuencia es separar el conjunto de rotaciéon en dos bloques.
Comparar esta parte de nuestro trabajo con el libro |Zak18§].

En el capitulo 11 se estudia el despliegue irracional en grado d de un conjunto
de rotacién irracional, ademas se definen las secuencias por izquierda y derecha
de un elemento para posteriormente definir las secuencias admisibles.

Finalmente, en el capitulo 12, estudiaremos el desplazamiento de las
secuencias admisibles y la relacion de orden que ellas establecen. Esto al final

permitira establecer la existencia de conjuntos de rotacion.



Capitulo 1

Espacios de desplazamiento

Al conjunto de sucesiones infinitas

Z:{(so,sl,SQ,...):siE{O,l,...,n—l}}

lo llamaremos espacio de secuencias en n simbolos. De ser necesario
escribiremos ) en vez de ) . A fin de aligerar la notacién, se suele escribir
$ = 508152 . .. en vez del “correcto” s = (sq, 1, Sa, . .. ). Por motivos obvios, en lo
sucesivo tomaremos n > 1.

En este espacio de define el desplazamiento (de ahi el nombre) de s =

508182 ... por la formula
o(s08182...) = 8182. ..,

es decir, se elimina el primer valor sy y el resto se desplaza hacia la izquierda
para ocupar el casillero que se deja vacio. A esta funcion o se le llama también
shift, por su nombre en inglés. Al par (>_,0) se le conoce como espacio de

desplazamiento en n simbolos (o0 espacio de shift en n simbolos).

Ejemplo 1.1. Para s = sps15253. .. se tiene
o(s) = s18983. ..

0?(s) = 0(0(s)) = o(s15285...) = 525354 . . ..

De igual manera, al iterar n veces, se logra

o"(8) = SpSpat-- -



Dados s = 595182 ...y t = totity... en > definimos

o)
2 :,0 S,, 7,
=0

donde

0 si tz = S;,

p(si, ti) = )
1 sit; #s;.

Lema 1.2. La funcion d(-,-) define una métrica en .

Demostracion. Verifiquemos cada una de las condiciones.

Para s,t € > se tiene p(s;,t;) > 0, conque para cada i = 0,1,2,... se cumple

p(si, ti)
ni

=

>

Al sumarlos todos se logra

Zpsu z

=0

donde la suma es convergente al estar dominada por una serie geométrica de
razon 1/n.
Para s,t € ) sujetos a d(s,t) = 0 se cumple

p<5i7 ti)
ni

=0,

M

Il
=}

)

lo que implica p(s;,t;) = 0, o lo que es lo mismo s; = t; para todo i. Como s = ¢
implica s; = t; es claro el retorno.

La condiciéon d(s,t) = d(t,s) es inmediata del hecho de que se cumple
p(si ti) = p(ti, si)-

Para la desigualdad triangular tomamos s, r,t € Y. La desigualdad triangular

de la distancia discreta

p(sisti) < p(si,ri) + p(ri, t;)

implica
P(Sz‘jtz’) < p(si,'n) n P(Tu‘ti),
nt n' n'
y de esto se deduce d(s,t) < d(s,r) + d(r,t). O



Lema 1.3. Para s,t € ) sujetos a
80:t07 Slztla sy Sk:tk‘

se cumple
d(s,t) < —.
(Excepto para n = 2 la desigualdad es estricta.)

Demostracion. Si para s = $p$182...y t = totita... en Z se asume s; = t; para
todo 0 <17 < k, se tendra

= p(sists) = 1 1 1 1
d(s,t) = e B — = — <=
o= Aoy S e

i=k+1 i=k+1

[]

Lema 1.4. Para s,t € Y tal que d(s,t) <
0<:< k.

—, se cumple s; = t; para todo
n

Demostracion. Si suponemos s; # t; para algin j < k, tendremos

= i7ti 'Jt' 1 1
d(S,t) _ Z 10<Snl ) > p(SJ‘ J) =l 2 i
=0

— ol ni — nk’
: 1
lo que contradice el hecho de que se cumpla d(s,t) < —-. O
n
Si pensamos en los simbolos {0, 1,2, ..., n—1} como un alfabeto, una “palabra”

es una sucesion finita wy ... wy, de estas letras. Esto es 1til cuando pretendemos
ordenar secuencias lexicograficamente en una “biblioteca”.

Aprovechamos la oportunidad para introducir el orden lexicografico aunque
recién lo utilizaremos luego. En el espacio de simbolos ) , diremos que t
es lexicograficamente mayor que s cuando la primera vez que difieran
s y t, digamos en la i-ésima entrada, la correspondiente a t es mayor que
la correspondiente a s. Ahi estd nuestra biblioteca. Pasemos a catalogar los
voliimenes.

Para N < M dos enteros positivos, fijemos una palabra
W =WnWni1--- W
Al conjunto
C(W;N,M)={s¢€ Z csy =Wy, sna1 = Wi, o, s = Wiyt

3



se le llama un cilindro asociado con la palabra W. Cuando se tenga N = 0 se
hablara de cilindros iniciales.

En concreto, el cilindro C(W, N, M) congrega las sucesiones del espacio de
desplazamiento cuyos casilleros desde la posicion N a la M coinciden con los de
la palabra W.

Si pensamos en el orden lexicografico, la primera palabra del cilindro
C(W,0, M) es Wy ... W,00000000 . . . y la ultima resulta ser Wy ... Wy (n—1)(n—
Dn—-1)....

Lema 1.5. Dada una palabra Wy - - - Wy existe una secuencia s para la cual se
tiene

sy =Whn,snyt1 = Wnii,..., 8 = Wy

En efecto, todos los cilindros C(W, N, M) son conjuntos infinitos. 0

Un término genérico del cilindro C'(W, N, M) sera referido cual w para facilitar

su manipulacion.
Lema 1.6. Todo cilindro es abierto en el espacio métrico ), .

Demostracion. Esto es realmente un corolario al lema 1.4. Tomemos w €
C(W, N, M). Para s sujeto a

1

d('LU, S) < n_M

se tendra s; = w, para todo 0 < j < M. Al cumplirse w; = W; para N < j < M
por transitividad logramos s; = W; y la inclusion s € C(W, N, M). O

Lema 1.7. Los cilindros forman un sistema fundamental de vecindades del
espacio de simbolos. En efecto, todo abierto no vacio en el espacio de simbolos es

una union de cilindros.

Demostracion. Sea V # () abierto del espacio métrico Y. Para todo w € V existe
una bola abierta B(w, €) contenida en V. Por lo tanto V' es uniéon de esas bolas
abiertas (una para cada punto w € V).

Si demostramos que entre w y B(w,€) podemos intercalar algin cilindro
C(W,N, M), es claro que V se expresa como union de esos cilindros (uno por
cada punto de w € V). Esto, sin embargo, es relativamente sencillo.

Sea M de modo que se tenga



eleccion que garantiza indirectamente la desigualdad

Z%<E.

M<i

Tomemos la palabra W = W, - - - W), definida por
Wi =w;
para i =0,..., M. Al igual que en el lema anterior es claro que se cumple

we C(W,0,M) C B(w,e).

Nuestra primera aplicacion es la continuidad del desplazamiento.
Teorema 1.8. El desplazamiento o : >, — > es una aplicacion continua.

Demostracion. En efecto, el desplazamiento es una funcién continua en todo
punto pues la preimagen del cilindro C(W, N, M) coincide con C(W, N+1, M+1),

también un cilindro. O

Nota 1.9. Observemos que cuando restringimos el desplazamiento a un cilindro
tipo C'(W, 0, M), este preseva el orden lexicografico. Ello se debe a que la primera

discrepancia en estos casos nunca es en el primer simbolo.

Ahora nos tomamos un momento para establecer dos propiedades

fundamentales del espacio de desplazamiento.
Lema 1.10. El espacio de desplazamiento (D _,d) es compacto.

Demostracion. Como >, es espacio métrico, bastard con probar que es
secuencialmente compacto. Sea {s }reny una sucesion cualquiera en ), tengamos

presente que cada s; € > es de la forma

k kK
Sk = 508152... s
k
con 57 € {0,...,n—1}.
Puesto que los valores que puede tomar s son limitados, es posible encontrar
un subconjunto infinito de ellos para los cuales la entrada s& coincide. Sea entonces

to la letra (o una de las tantas que puede haber) tal que coincide con una cantidad
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infinita de los s&. Ac4 escogemos uno de los tantos indices k = ng para lo cual esto
es cierto. Del mismo modo, adicionalmente a la condicién s§ = ¢, deberan existir
infinitos s¥ que se repiten. Elegimos con ¢, uno de estos valores junto con un indice
ni > ng a fin de tener ¢; = s7* en paralelo con ¢y = s;° = s;*. Si continuamos con
este proceso, habremos conseguido una secuencia que inductivamente satisface

ke

junto con

Esto, sin embargo, determina una subsucesion s™ claramente convergente a

t = toty - --. Queda por tanto probado que ) es compacto. O

En estos espacios existen hartos conjuntos que son simultaneamente abiertos

y cerrados. Los méas caracteristicos son los cilindros.

Lema 1.11. Fijemos un simbolo o € {0, ...,n—1}. Entonces todo cilindro bdasico
C(a,N,N) es abierto y cerrado.

Demostracion. Ya sabemos que es abierto. Y por la misma razoén

Cla, N,N)=> —|JC(8,N,N)
B#a
seré cerrado. N

Corolario 1.12. Todo cilindro C(W, N, M) es cerrado y abierto en .

Demostracion. Una palabra Wy --- W), permite reconfigurar el cilindro
C(W,N, M) cual

M
() C(Wi,i,4),
i=N
es decir, como intersecciéon de un numero finito de conjuntos cerrados y
abiertos. O

Lema 1.13. El espacio de desplazamiento (Y, d) es totalmente disconexo.

Demostracion. Para s,t dos elementos distintos existe kg € N tal que sg, # tg,.

En este caso

U=A{r:rg, = Sk}, V=Ar:ri, # Sk}

son vecindades de s y t, respectivamente, claramente relacionadas via UNV = ()
y UUV = >". De esta forma podemos concluir que cada componente de ) tiene

exactamente un punto. ]



Capitulo 2

El desplazamiento como sistema

dinamico

Recordaremos algunos conceptos tutiles cuando se estudian sistemas dinédmicos.
Estamos interesados en conocer la historia futura de un punto en ) . . Es decir,
el historial de sus desplazamientos, o si queremos ser méas formales, el conjunto
de todos las posibles iterados de o.
La n-ésima iterada de o se define como la n-ésima composiciéon de o consigo

misma, esta la denotaremos por ¢°”. Es decir, escribiremos

o =go0go...00
——

n veces
para cada n positivo. Por convencién pondremos ¢°® = Id, con Id la identidad.

Decimos que A C ) es invariante si satisface 0(A4) C A. El ejemplo mas

importante —y el que lo inicia todo— es el concepto de orbita.
Ejemplo 2.1. La érbita de p € ), bajo o es el conjunto
O, ={p,a(p),o*(p),...} = {o°"(p) : n > 0}.
Este conjunto es invariante pues se tiene
o(0y) = {o(0),0*(p) ...} = {o°"(p) i1 > 1} € {0 (p) : n > 0} = O,
Obsérvese que de pasada se ha verificado la igualdad

U(Op) = Oﬂ(p)'



Ejemplo 2.2. Un punto p € ) es periédico para o si cumple 0°"(p) = p,
para algin n > 1. Denotaremos por Per (o) al conjunto de los puntos periddicos.

Como de 0°"(p) = p se pasa a

0*"(o(p) = 0" (p) = a(°"(p)) = o (p)

se concluye que o(p) es periddico (con el mismo periodo que p ademas).

Concluimos que Per(c) es invariante.

Ejemplo 2.3. Diremos que p es un punto de periodo n si satisface 0°*(p) = p,
Denotamos por Per, (o) al conjunto de estos puntos periddicos de periodo n. Tal

como fue trabajado en el ejemplo anterior, este conjunto es invariante.

Ejemplo 2.4. Un caso particular es el de los puntos fijos. Un punto p es un
punto fijo para o si satisface o(p) = p. Este conjunto es invariante pues coincide
con Pery.

Proposicién 2.5. El sistema dinamico o : ) +— > admite orbitas densas.

Demostracion. La mejor manera de dejar esto en claro es construyendo una tal

orbita que visite cualquier cilindro inicial, por ejemplo

§=01---(n—1) 0001 --- (n—1)(n—1) 000001 --- (n—1)(n—1)(n—1)---

---00000001 -+ (n—=(n—=1(n—-1)Mn—-1)---,

donde hemos puesto un espacio entre bloques del mismo tamano y dos espacios
cuando hemos cambiado de tamano de bloque, esto lo haremos por claridad y no
porque realmente existan.

Esto garantiza que dada cualquier palabra inicial existe un iterado de esta
secuencia de tal suerte que se va a encontrar la palabra inicial, esto es, se intersecta
con todos los elementos del sistema fundamental de vecindades. Por tanto se

intersecta con cualquier abierto. Esto prueba que tal érbita es densa. O



Capitulo 3

Del intervalo unitario al espacio de

simbolos

Dado n > 1, vamos a reinterpretar la estructura de un ntimero real en el intervalo
[0,1) como un sistema dinamico.

Cara a ello consideraremos un entero n estrictamente mayor que 1. Pensaremos

en los intervalos [%, %) como etiquetados Iy, I1, ..., 1, 1. Para x € I; escribimos
((x) = 4. A continuacién consideramos F' : [0,1) — [0,1) definida por

F(z) = nx — [nz], es decir, multiplicacion por n seguido de reduccion modulo
1. Obsérvese que esta asignacion no es continua. En efecto, debido a la falta de
continuidad de la funcién menor entero, la F' tiene discontinuidades precisamente
enl/n,2/n,....,(n—1)/n.

El siguiente lema aparentemente inocente es crucial para muchas pruebas.

Lema 3.1. La funcion F restringida a cada intervalo I; es una biyeccion con

[0,1). En efecto, esta restriccion es lineal y viene dada por
F(z) = [nzx] — 1.

Demostracion. Todo x sujeto a ((x) = i satisface

L <z< L 1,

n n
de modo que persistentemente se tiene i = [nx]. La definicién entonces implica
que se cumple

F(z) = nx —1i.
La imagen conjunta por supuesto es [0, 1). ]

9



Corolario 3.2. Si J C I; es un intervalo de longitud €, entonces F(J) es un
intervalo de longitud ne.
Reciprocamente si J C [0,1) es un intervalo de longitud €, entonces cada

conjunto

FY))={rel,:F(x)eJ}

es un intervalo de longitud €/n. ]

La secuencia simbolica asociada a x € [0,1) es entonces por definicion
s(x) = so(z)s1(x) -+,
donde s;(x) = ((F°(x)).

Ejemplo 3.3. Obsérvese que se tiene so(x) = i siy solo si z pertenece al intervalo

[i/n, (i + 1)/n). Similarmente se tendra

. . : . 8 C s i+1
=1, = si y solo s N el —— | -
so(z) =14, s1(z) =17 iy i i n+n2 n—I— . >

(Para j = n — 1 notemos que i/n + (j + 1)/n? se convierte en (i + 1)/n.)

Lema 3.4. Dada la aplicacion desplazamiento o : Y. — >y s, F definidas

arriba, se tiene el diagrama conmutativo
[07 1) ;' [07 1)
Zn = Zn il

En otras palabras, se cumple so F = oo s en [0,1).

Demostracion. Dado x € [0, 1), para F(z) € [0,1) se tiene por definicion

s(F(x)) = so(F(x))s1(F(x))s2(F () . ..

10



Gracias a la expansividad local de F', el conjunto de puntos que puede asumir

una palabra inicial no puede ser muy grande.

Lema 3.5. Sea W = Wy--- Wy una palabra inicial. Entonces el conjunto de

puntos

C(W)={z€[0,1):s;(x)=W;, paratodoi=0,1,...,N}

N+ (cerrado a la izquierda, abierto a la

es un semiintervalo de ancho 1/n
derecha). Para cada uno de estos semiintervalos la restrccion FONTL: C(W) —

[0,1) es un isomorfismo lineal.
Demostracion. Esto es una facil induccion en uso del corolario 3.2. O

Ya estamos listos para confirmar la consistencia de esta asignacion.

Lema 3.6. La asignacion s(-) : [0,1) — > dada por s(x) = so(x)si(x)--- es

myectiva.

Demostracion. En efecto, el conjunto de puntos que comparte secuencia simbolica

N+1

con x es un intervalo de ancho menor o igual a 1/n para todo N. Esto es

posible solamente si tal intervalo se reduce a un punto. O]

Esta asignacion no es sobreyectiva. Esto serd corroborado en el siguiente
capitulo cuando estudiemos una inversa parcial de este operador. No obstante,

esta asignacion si respeta el orden natural del dominio y rango.

Corolario 3.7. La asignacion de secuencias preserva el orden. En efecto, si x <y

en [0,1), entonces s(z) es lexicogrdficamente menor que s(y).

Demostracion. Tomemos x < y. Como s es inyectiva tenemos s(x) # s(y) en ) .
Asi tiene que haber un primer simbolo en el que las correspondientes secuencias
son distintas, digamos si(z), sk(y). Con la palabra W = sg(x)---sp_1(z) =
So(y) -+ sp—1(y) tenemos z,y € C(W). De este modo del lema 3,5 obtenemos
F°F(z) < F°*(y) lo mismo que implica

sk(@) = C(F*(x)) < ((F*(y)) = su(y),

pues (¢ es monotona. Esto implica si(z) < sg(y) pues no puede haber
igualdad. [
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Capitulo 4

Del espacio de simbolos de regreso

al intervalo.

A continuacién veremos una manera natural de retornar del espacio de simbolos

al intervalo [0, 1].

Lema 4.1. La aplicacion T : >~ — [0,1] definida mediante
T(soss ) = Y i es cont
S0S1-..) = 2 i es continua.

Demostracion. Probaremos continuidad a través de sucesiones. Para ello
tomemos una sucesion covergente s, — a en » . Probaremos que 7'(sy) converge
a T(a) en [0,1].

Consideremos g1 = con € > 0, y N € N de modo que se tenga

_EH
n—1’

d(sk,a) < &1 cuando k > N. Ahora, debido a que con cualquier par de simbolos

a,b€{0,...,n} se cumple |a — b| < (n — 1)p(a,b), obtenemos

>
nitl

1>0

1T (s1) — T(a)| = <> % <(n-1)) % = (n=1)d(sp,a) < €

i>0 i>0

para todo k > N. Asi la sucesion T'(si) converge al punto T'(a), y la aplicacion

T resulta continua. O

Ejemplo 4.2. La aplicacion T definida en el lema anterior no es inyectiva. En
efecto, dado un elemento s = sps155...sx5(n — 1), con sy # n — 1, su “sucesor”

t=505182...(sny +1)0... es tal que se cumple T'(s) = T'(¢).

Lema 4.3. La aplicacion T : ) — [0,1] es mondtona creciente en el sentido
que s <t implica T'(s) < T(t).

12



Demostracion. Cuando s es lexicograficamente menor que ¢, hay un primer
simbolo que son distintos, con s; < t; ademas. De este modo logramos

k—1 k—1

T(S)—Z Si i Sk +Sk+1 <Z S; 4 Sk +Zn—1
4 nk+1 nk+1 nk+2 T — 4 nitl nk+1 ' nt
1=0 =0 i>k+2
k—1
< S; Sk 1
- Z niJrl + nk+1 + nk:Jrl
1=0
k—1
< Si 142
S e ]
1=0
k—1 s [%S) "
<§ : i z : i T(t).
— £ ni—i—l 2k : ni—l—l <t)
1=0 i=k

]

Corolario 4.4. Sean s,t € ) sujetos a T(s) = T(t). Entonces cualquier

elemento lexicograficamente contenido entre s,t tiene la misma imagen que ellos.

Demostracion. Obvio debido a la monotonicidad. O

A cada palabra W = wy - - - wy le asignamos el valor

WN
nN+1 :

K(W):%-i-ﬂ-f—"'-i-
n2

n

Veamos su relaciéon con los operadores s y 7.

Lema 4.5. Para puntos iguales a K(W) se cumple s(K(W)) =

wowsy - - - wy000---.
Demostracion. Por definicién de s tenemos
s(K(W)) = so(K(W))s1(K(W)) -

Es evidente la inclusion K (W) € I, pues se cumple

N
Wo Wo w; wWo 1 wy 1
— < K(W)=— — < — -1 — = — 4 —.
n ") n+; n+(n );n”l n+n

Para s;(K(W)) = ((F(K(W))) tendremos
F(K(W)) :n(K(W))—wo=%+%+...+% € I,

y esto implica F(K(W)) € I,,,, por lo que se tiene s1(K(W)) = wy.
Es claro que una induccién trivial nos lleva a s(K(W)) = wowy - - - wy000 - - - .

]
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Lema 4.6. Para la composicion T os, donde estan T y s definidos anteriormente,
se satisface T o s(K(W)) = K(W).

Demostracion. Esto es facil pues por el lema anterior tenemos

TOS(K(W))IT(wow1~~~wN000~-):Z

1=0

wy
nitl

= K(W).

]

Por una cuestion de consistencia es importante tener a mano los posible valores

numéricos de los K(W).

Lema 4.7. Para cada 0 < o < nN*t1 existe una palabra W = Wy ---W,, a la que

se le asigna K(W) = ]S:Ll.
n

Demostracion. Emplearemos inducciéon sobre N. Para N = 0, ponemos W =

wy = «. Para N = 1, el algoritmo de la division nos entrega
a = Woen + Wy,

con w; < n; claramente también se tiene wy < n.

N+1

En general para o < n ponemos

a=wen™ + o

con o < n”. Sila palabra W (') = w; - - -wy41 estd asociada a o/, entonces wy

seguido de W ('), es decir wowy - - - w41, es la palabra asociada con a. O

Si bien T o s no es a priori continua —pues definitivamente s no lo es—, a
la postre es la identidad. Lo siguiente aparece como un corolario conjunto de los

dos lemas.
Corolario 4.8. Para todo x € [0,1) la composicion T o s es la identidad.

Demostracion. Puesto que tanto s como 7' son monoétonas creciente, tenemos que
para x > y se cumple T o s(x) < T o s(y). En consecuencia, del lema anterior

podemos concluir que se satisface

r= su = su T'(s <T(s(xr)) < Inf T(s(z))= 1iInf z=u.
sp oy= s TE) STOE)S i TeE)= it
Se cumple entonces T'(s(z)) = = para x € [0,1). O

14



Este corolario tiene dos consecuencias importantes, una ya conocida. En
primer lugar concluimos que T es sobreyectiva, una primicia. Para s(-), no

obstante, recuperamos algo que no es novedad: es inyectiva.

Como una observacion podemos afirmar que palabras distintas arrojan
numeros asociados distintos. Como consecuencia, palabras distintas determinan
intervalos distintos. Su importancia radica en que corresponden al valor asignado
al inicio del cilindro.

Lema 4.9. Sea W = wy---wy una palabra. Para el simbolo s(W) =

wg - - - wy00000. .. se tiene

Y para el simbolo t(W) = wg---wn(n—1)(n—1)... se cumple
TEW)) = K(W) + 1/n*t.
Demostracion. Esta es la definicion de K (). O

Lema 4.10. La imagen de un cilindro inicial C(W) = C(W,0, N) bajo T cumple

niN+1

T(C(W,0,N)) = |:K(W),K<W)+ ! }

Demostracion. Un elemento s € C(W,0,N) tiene la forma s =

W+ WpSpi1Snt2 - - - . De este modo podemos acotar
S; n—1 1
KEW)<T(s)=KW)+ Y — SKEW)+ B S SEW) +

i=N+1 i=N+1

Que sea precisamente el intervalo es consecuencia de la sobreyectividad de Ty

de la monotonicidad conjunta. O

Otra consecuencia interesante es la siguiente. Si s, s1, S2,... son las letras
“iniciales” de s entonces podemos inductivamente formar palabras Wy = so, W; =

5081, ..., Wi =58g...8k,..., cada vez mas largas. Con ellas se tendra
T(s) € [\ [K(Wi), K(Wi) + 1/n**1].

Al hablar de una interseccion de compactos encajados cuyo diametro tiende a 0,

se tiene una identificacién.
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Un corolario de todo esto es que dos nimeros son distintos si y solo si
pertenecen a intervalos distintos asociados a palabras de la misma longitud. En

efecto, consideremos x,y € [0,1] con x < y. Sea N de modo que se tenga

1

— <y—z
nN+1 ’

desigualdad posible por la propiedad arquimideana de los niimeros reales. Como

T es sobreyectiva, existen s,t € > tal que
v=T(s), y=T().

Si consideremos la palabra con las N + 2 primeras letras de cada uno de ellos

tendremos
v e [K(Wy), K(W,) +1/2""2), gy e [K(W,), K(W,) +1/n""2].

Al satisfacerse

1 1
nN+1 <y—x§K(Wt)+W

- K(Ws)a

se cumple de pasada

n—2 1 2 1
K(Wt)_K<Ws)_WSy_'T-

0< — <
= pN+2 = pN+1  pN+2

De este modo se logra

K(W,) + —— < K(W,),

niN-+2

y junto a ello también
[K(W,), K(W,) + 1/n" 2 0 [K(Wh), K (W) + 1/n" 2] = 0.

Lema 4.11. La aplicacion s : [0,1) = > no es sobreyectiva. En efecto ningin

punto de la forma s¢sy.....sn(n—1) con sy distinto de n — 1, pertenece a la

1magen.

Demostracion. Por el absurdo consideremos = € [0,1) tal que s(x) =

S0S1 - .. Sn(n — 1). Debido al corolario 4.7 tendremos

x=T(s(x)) =T(s081...sn(n—1)) =T (s081...(sxy + 1)0....) = K(W).
Esto es imposible dado que se tiene

s(K(w)) = sps1...(sy + 1)0....) # sp81...8n5(n — 1)
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Capitulo 5
Conjuntos de rotacién finito

En este y el siguiente capitulo explicaremos lo fundamental del articulo de Lisa
Golberg [Gol92] respecto a los llamados conjuntos de rotacion finitos.

Un subconjunto B = {6,601, ...,0, 1} del circulo S' (parametrizado por el
intervalo [0,1)) es indexado si satisface 0 < 6y < 0; < ... < 6,1 < 1. Fijemos

un entero d > 1. En S' consideremos la dindmica
fa:0+—do méd 1.

Sean m y m numeros enteros no negativos sujetos a 0 < m < n (con n > 1). Un
subconjunto indexado B = {6y, 6, ...,0,_1} de S! serd un conjunto rotacional
de tipo ™ para grado d si se cumple fq(0;) = 6i1m moa 1 Parai =0,1,...,n—1.
En general los ntimeros m y n no necesariamente son primos relativos. De ser

m

. __ kp - ¢ :
este el caso, se tendra o = %e bara algiin £k > 1 con esta vez p y ¢ si primos

relativos, y el nimero de rotacién del conjunto B sera p = §.

Ejemplo 5.1. A modo de ejemplo consideremos el conjunto indexado

1 2

4
B:{90:?791:?792:?}-

Un breve célculo demuestra que se cumple
0< fg((gg) < f2(90) < f2(91) < 1.

con f, duplicacion de angulo. Esto entre otras cosas senala que el orden ciclico del
conjunto es preservado, es decir, simula una rotacion. Al cumplirse f5(6;) = 6,41

tenemos un conjunto rotacional de tipo p = %
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Ejemplo 5.2. Los conjuntos de rotacion tipo p = % representan apenas un

subconjunto de los puntos fijos bajo multiplicaciéon por d. En consecuencia estos

tipos de conjuntos son aquellas subcolecciones de

0 1 d—2
d—1"d-1""""d-1

con exactamente m miembros.

Ejemplo 5.3. Todos las fracciones con un denominador fijo relativamente primo
con d (y distintas de 0 si asi lo prefieren) forman un conjunto invariante bajo
multiplicacion por d, y en efecto, una biyecciéon. No obstante, bajo la dindmica
de f; esto no asemeja una rotacion.

Para aclarar esto, consideremos B = {6, = %, 0, = %, Oy = %, 03 = %},
subconjunto de S! invariante bajo duplicacion. En este caso se tiene

f2(00) = 61,  fo(01) = 03,  fo0) =0, fa(03) = Oa,

y el orden natural para las imagenes queda en

0 < fa(02) < fobo) < fa(f3) < fo(01) < 1.

Esto muestra que el orden ciclico no es respetado y no puede ser pensado como

una rotacion bajo ninguna 6ptica.

Sea B = {6y, ...,0,_1} un subconjunto finito de S' (indexado de preferencia).
La secuencia de despliegue de grado d de B es una secuencia no decreciente
de enteros no negativos (si,...,S4-1) donde cada s; cuenta la cantidad de
tetas hallados en el intervalo [0, -%7). (Obsérvese que los puntos fijos de f; son

precisamente los angulos 5 con 1 <7 <d —1.)

Ejemplo 5.4. Para apreciar la relaciéon entre conjuntos de rotaciéon y este nuevo

concepto veamos algunos graficos en el contexto d = 3.
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Acé las circunferencias admiten dos tipos de cortes: uno que lo parte en tres —
estas aparecen como muescas—, que es la natural para la dinamica cubica, y otra
que lo parte en dos: los puntos gordos en 0 y 1/2; cortes necesarios para definir
la secuencia de despliegue. Ahora podemos leer comodamente las secuencia de

despliegue ctbico como (2,2), (3,4), (1,4), (1,2), (0,2), respectivamente.

Ejemplo 5.5. Los conjuntos de rotacion tipo p = % como en el ejemplo

5.2 quedan totalmente determinados por su secuencia de despliege pues indica

precisamente cuales puntos fijos hay que tomar en cuenta y cuales no.
Nota 5.6. Pese a ser triviales, tengamos en cuenta los siguientes detalles.

1. La ultima entrada sz ; es justo la cardinalidad de B. En el caso de un

conjunto de rotacion, este valor siempre es el producto kgcon 1 < k < d—1.
2. Este invariante no contiene informacion para d = 2 (es solo el ntumero kq).

3. La secuencia de despliegue de grado d de un conjunto de rotaciéon nos indica
la ubicacién relativa respecto a los puntos fijos de f;, no con respecto a las
fa-preiméagenes de 0. Por lo tanto, no determina, a priori, las expansiones

en base d de los constituyentes.

Dado un conjunto indexado, respecto a fy, multiplicaciéon por d, diremos que

un punto ¢ esta avanzando si f,(6) > 0 y esta retrocediendo si f;(f) < 6.
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Lema 5.7. Un conjunto de rotacion de grado d estd completamente determinado
por su numero de rotacion p = § y su secuencia de desplieqgue 0 < 51 < 89 <

v < 841 =kq.

Demostracion. La prueba depende de la interaccion entre los puntos fijos de fy
y las preimagenes de 0. Como el caso “estatico” p = 0 ya fue analizado en su
totalidad, tomamos m > 0.

izl _J
d—17 d—1

preimagen de 0, punto que divide el intervalo en un par de subarcos

_ (1=l
Vige (d—l’d)’

_ (I _J_
U],ret_ (dad_1>

Estos arcos reflejan el hecho de que se cumple

Para j = 1,...,d — 1, pongamos U; = ( ). Cada U; contiene a %,

=

— <0< fy0) <1
i fa(0)
€n Uj,ava y
J
0< fad) <0< —
al0) < 0 < =
en Uj et
Cuando B = {6y, ..., 0k,—1} es un conjunto de rotacion de tipo :—Z para grado
d con secuencia de despliegue (sy, Sa, ..., Sq4—1 = kq), los angulos 0y, . .., Org—kp—1
avanzan, mientras Opg_pp, ..., 0k -1 retroceden. Dicho en otras palabras, para
0 < i < kqg—kp—1, se tiene 0; € Ujaa = (3,2) C (51, 1), y para
. I\ S
q—p<i<q—1,secumple ; € Uj,et = (%, 755) C (%, %)

Acabamos de determinar la ubicacion relativa de los 6; respecto a las fy-
preimégenes de 0. Esto junto con la dindmica determina la expansion en base

d. ]
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Capitulo 6
Pesos

En este capitulo definiremos los pesos de los arcos complementarios de un
conjunto de rotaciéon junto con su correspondiente longitud. Esto permitira

describir adecuadamente los conjuntos de rotacion “desde fuera”.

Sea B = {0p,01,...,0k1} C S* un conjunto de rotacién finito bajo fy. El
complemento de B en S' consta de kq arcos Ag, Ay, -+, Ag,—1, etiquetados de
modo que A; queda limitado por 6; y 6,11 msd kg (contrarreloj).

Definimos el peso del arco A; como el ntimero de puntos fijos de la aplicacion fy
que estan contenidos dentro, valor que denotaremos por w(A;). (En caso se tenga
p/q = 0, cada arco tiene como limite un punto fijo de f;, de modo excepcional
cada uno de ellos de peso 1/2.)

La longitud de estos arcos A;, la cual denotaremos por [(A;), es igual a la

diferencia 60,11 — 0; cuando ¢ < kg — 1 e igual a 1 + 6y — O,—1 cuando ¢ = kg — 1.

Ejemplo 6.1. Entre punto fijo y punto fijo de f; media una longitud de 1/(d—1).
Esto permite concluir que en el caso p = p/q = 0 la longitud de A; coincide con

w(A;)/(d — 1). Para referencia futura notemos que se cumple
d-1(4) =d-w(A)/(d—1) = w(A) + w(Ai)/(d— 1) = 1(A) + w(A).

Lo desarrollado en el ejemplo anterior prueba el contenido del siguiente lema

para el caso de nimero de rotacién p = p/q = 0.

Lema 6.2. Sea B = {6y, 6:,...,0k,-1} un conjunto de rotacion de tipo Q—Z para

grado d. Para los arcos complementarios Ay, A1, ..., Agg—1 se cumple
d-U(A;) =UAiskp msd kg) T w(A;).
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Adicionalmente, los arcos A; Yy Aitkp med kg Serdn homeomorfos bajo fq st y solo

si el peso w(A;) es cero.

Demostracion. Puesto que los extremos del arco A; son llevados en los extremos

de A;ikp msd kg € claro que se debe cumplir
d-1(A;) = Aijkp med kq) + T,

con cierto n; entero no negativo. Es més, acd tendremos que la restriccion de fy
a A; serd homeomorfismo si y solo si n; = 0. Por lo desarrollado en el ejemplo,
podemos dedicarnos en exclusiva al caso p = p/q > 0. El meollo del asunto esta
en determinar si estos n; valen precisamente w; = w(A4;). Nosotros procederemos
de manera indirecta: mostraremos que se cumple n; > w;. Veremos luego que esto
seré suficiente.

Siw; = 0, entonces la desigualdad se reduce a n; > 0, la misma que es evidente.

Cuando w; > 0, ordenamos los puntos fijos en A; de modo que contra el reloj
el primero sea z3 y el ltimo z, (donde no se descarta que estos sean iguales).
De este modo podemos ubicar a 65 = 6, a una distancia (negativa) 5 de x5 y a
0, = 0,11 a una distancia (positiva) a de z,. Por tanto, el segmento A; queda

seccionado en tres:

(xg — B, zp) U[zg, To) U(xa, Ty, AF @)

Puesto que entre 6; = 03 y x5 no hay puntos fijos adicionales (igual que entre z,
y 0iv1 = 0,) se tiene 0 < f < 1/(d — 1) (respectivamente 0 < a < 1/(d — 1)).
Como nota adicional notamos que dado que p/q, el nimero de rotacion, es no
nulo, el arco A; iy méd kg, acotado por ity méd kg Y Qit14kp méd kg, €5 disjunto de

A,;. Por lo tanto, el orden ciclico
To < Qa < fd(gg) < fd(éa) < 95 < Zg.

resulta evidente (ver la figura abajo). De este modo podemos calcular

d-1(A) =d-1(8s,25) +d - Uzgxa) +d - U(za,00)

(fa(0p), x5) + (w(Ai) = 1) + Uwg, xa) + Uz, fa(ba))
U(fa(05),25) + U(zp, o) + LT, fa(ba)) + w(A;) — 1
> 1+ 1(fa(0s), fa(ba)) + w(A;) — 1

= U Aitrp mod ke) + w(4;).

22



Gracias a esto se comprueba la relacion n; > w(A;), esperada. Estas ideas quedan

materializadas en el siguiente grafico.

Ahora el remate. Como la suma I(Ag) + - - - + [(Aqg—1) vale 1, podemos sumar

las relaciones
d-U(A;) = UAitkp méd k) + i > W Aitkp moéd kq) + Wi
y obtener
W - Ny e T | gl o (i s - iy - 0 )

pues hay en total d — 1 puntos fijos. Esto, por supuesto, implica igualdad a todo

lo largo y concluimos que se cumple persistentemente n; = w(A;). O

Ejemplo 6.3. Sea el conjunto de rotacion ciibico

s[5 15 45 1 42
— 121 1210 1217 1217 121

2
con numero de rotaciéon p = —. El complemento de este conjunto esta dado por

los arcos Ag, Ay, Ay, As, Ay, acotados por 0; ¥ 0;11 med 4, con 0 < i < 4.
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Los pesos correspondientes vienen dados por w(Ag) = 0, w(4) 0,
w(Az) = 0, w(A3) = 0, w(As) = 2. Unicamente cuando se restringe al tltimo
la multiplicacién por 3 deja de ser homeomorfismo. En este caso el peso indica

que cubre al menos 2 veces cada punto de la circunferencia y a aquellos puntos
en A;, tres veces.
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Capitulo 7

Un modo alternativo de estudiar

conjuntos de rotacion finitos

En este capitulo analizamos un ejemplo de conjunto de rotacion finito pero bajo

una perspectiva diferente.

Ejemplo 7.1. Como de costumbre trabajemos en el intervalo semicerrado [0, 1).

Ahi estudiamos la rotaciéon estandar por A = % arrancando desde oy = 0, la

misma que esta dada por

O—>2—>4—>1—>3—>0
S . '

La ubicacion relativa habla por si sola en el grafico.

2 . 4
Acd los elementos que avanzan son ag = 0,7y = =y ag = 5 mientras as = =

5
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y oay = 3 retroceden. De este modo desde el punto de vista de 0, su rotacion
queda tipificada por el bloque periédico AARAR.

Ahora vinculemos esta secuencia con un conjunto rotacional dentro de una
dindmica por duplicacion. Como por duplicacion en [0, 1/2) se avanza y en [1/2, 1)
se retrocede, de acuerdo con lo insinuado arriba «g deberé estar asociado en base

2 con el bloque periédico 00101, es decir, con la fraccién

5 0+0+1+0+1 1
31 (2 4 8 16 32 1-1/32°

5
Y en efecto, la orbita de 6y = 3l viene dada por

3 10 20 9 18 )

R - e
31 31 31 31 31 31

De esta forma hemos construido cinco elementos que se mueven,
cuadraticamente, como una rotacion por 2/5. (Los elementos que avanzan son

0o, 01,05, mientras los que retroceden son 65, 6y.)

Ejemplo 7.2. No obstante, trabajar con [0,1) como modelo del circulo puede
resultar para algunos sesgado. Si tomamos en su reemplazo I = (0, 1] la dinamica

del mismo punto toma cuerpo en

2 4 1 3
l=--—=-=-=-=1
5 5 ) )

La ubicacién relativa es la misma que en el grafico anterior, pero aca los puntos

2 1
que avanzan son (3, = 3,53 = 3754 =z mientras fy = 1y o = — retroceden.

En este caso el bloque periddico asociado cambia a RARAA.
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Ahora vinculemos esta secuencia con un conjunto rotacional dentro de la
dindmica por duplicacion. Como en (0,1/2] se avanza y en (1/2,1] se retrocede,
el valor para 6y deberé estar asociado en base 2 con el bloque periédico 10100, la

fracciéon

20 _[1,0,1, 0 0 1
31 |2 4816 32] 1-1/32

Y en efecto, la 6rbita de 6y = TR viene dada por

0,9 B8 5 1020
31 31 31 31 31 31
La posicion relativa de estos angulos esta dada en el mismo grafico de arriba.
De este modo hemos construido cinco elementos que se mueven, por
duplicacion, al compas de una rotacion de tipo p = % (Los elementos que avanzan

son [, B3, B4, mientras los que retroceden son Sy, 5s.)

Como nota comparativa entre los dos ejemplos podemos resaltar que las
secuencias AARAR (con angulo 5/31) y RARAA (angulo 20/31) generan la
misma orbita. Obsérvese ademés que el arco (20/31,5/31) contiene un punto

fijo, por tanto resulta de peso 1.

Las rotaciones (las de veras) que empiezan en 0 arrancan en A, avanzando
(pues si estan moviéndose cualquier valor estd mas alla de 0), y culminan en R
(para regresar a 0 se debe retroceder). Por el contrario, si la rotacién empieza en
1, al primer intento se retrocede y en el ultimo se avanza. Salvo por estos dos
detalles, para los integrantes intermedios de la ¢rbita no hay ambigiiedad posible.

De este modo ambas secuencias A*** Ry R* %% A en términos de fracciones
materializan la rotacion en estudio. El primero corresponde (lexicograficamente)
a un numero menor que el segundo. Cuénto menor es relativamente facil de
predecir: al ser los términos centrales los mismos, la mayor diferencia se centra en
el simbolo inicial, y la diferencia entre R y A es de media vuelta; es decir, estan
“casi” en oposicion.

Si queremos determinar con mayor precision la posicion relativa de estos dos
valores, ubicamos primero en la circunferencias A *x * x A. Exactamente media
vuelta después vemos a R * * x A, uno de los involucrados. En el grafico de abajo
ambos vienen marcamos en azul. Pero A * x *x R —en primero en discordia— es
ligeramente mayor que Ax*x*x A; mientras su antipoda Rx*xx* R resulta ligeramente

mayor que R xx A.

27



De este modo A * %« Ry R x % % A estan separados por un angulo menor
a 180° mirado contrarreloj (en amarillo en la figura), e inevitavlemente el peso
de la regiéon en morado debera ser 1, es decir contendréa a 0, el punto fijo bajo

duplicacion.
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Capitulo 8

Respetando el orden

Estudiemos brevemente la dicotomia avanzar-retroceder para una rotaciéon
estandar por A = §, con p, g relativamente primos. El caso A = 0, que corresponde
ap=0,qg=1, es atipico, por lo que asumimos 0 < p < q.

Sea entonces p,(-) la rotacion por A. Esta funcion py avanza en A = [0,1— \),
mientras retrocede en R = [1 — A, 1). De este modo, si replicamos ideas de los

capitulos anteriores podemos definir una secuencia simbdlica

donde

)
R si p}" ()
Es claro que se cumple en este caso s(px(z)) = o(s(x)), con o el desplazamiento.

No obstante, esta asignaciéon no discrimina puntos y, peor, no asume todas las

combinaciones formales disponibles.
g, ”Tl>, es claro que para todo n se cumple
P (), pS™ € Iy, para el mismo k,. Se observa de esto que z e y tienen asignada

Si tomamos z,y € [, = [

la misma secuencia. De este modo concluimos que a la larga habra a lo mucho
tantas secuencias simbodlicas como intervalos existan, ¢ en total.
Al simbolo en comun del intervalo I, lo denotaremos s(1,;). Como I, bajo py(+)

tiene periodo ¢, por definiciéon lo mismo ocurre con estas secuencias simbolicas.

Lema 8.1. La asignacion simbolica respeta el orden: para 0 < z < y < 1 se

cumple lexicogrdficamente

s(0) < s(z) < s(y) < s(1).
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Acd s(1) debe interpretarse como s(1, -1 donde 1 -1 = —q 1 1
( ( ) P q ’ q
q

Demostracion. Para que lexicograficamente se satisfaga S > T', ha de cumplirse
s; =t; parai=0,...n—1 pero s, > t,, para cierto n, donde por convenciéon

aceptamos A < R. Puesto que tenemos

s(pa(Ir)) = o(s(Ix)),

podemos proceder por induccién.

Para la base inductiva facilmente notamos que se cumple

so(lo) =+ =s0(lg—p-1) = A < R=s0(Ig—p) = -+ = s0(I4-1)-
Ahora supongamos que = < y implique so(x) - - s,(z) < so(y) - - - sp(y), es decir,
se tenga so(z) -+ - sn(x) < so(y) -+ sn(y) 0 so(x ) = 50(y), -, 5n(x) = sn(y) para
i =0,...,n. Puesto que el primer caso ya implica s(z) < ( ), nos limitamos a

mostrar que el segundo caso conduce a $,+1(x) < s,41(y). Y en efecto, al tenerse
so(x) = so(y), se reducen las posibilidades: o bien se satisface x,y € A, o, en
su defecto, z,y € R. Como de ambos casos se infiere py(z) < pa(y), la hipotesis

inductiva lleva a so(pr(x)) - - sn(pa(®)) < so(pa(y)) - - sn(pa(y)) o, lo que es lo
mismo debido a la hipétesis de trabajo, a

Snt1(%) = sn(P2(2)) < 5n(pa(Y)) = 5n41(y)-
Esto por supuesto implica so(x) -+ Spp1(x) < Sso(y) « -+ Spr1(y)- O

Como ultimo detalle falta ver que las secuencias s(I) son distintas entre
si. Puesto que sabemos que el orden es respetado, es suficiente mostrar que las
secuencias simbolicas s(Iy) y s(Ix11), de intervalos consecutivos, son distintas.
Para ello basta constatar que para algin n, sin importar cual, se tiene s, (I;) #

Sn(Ig+1). Escogemos entonces n de modo que se tenga

k
+n~]—?:p§\" <—)
q q

Es inmediato ver entonces debido a que la rotacion es continua que se tiene

1=

| T

Sn(lpp1) = A# R = s,(1Ix);

Esto redondea nuestro analisis.
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Ejemplo 8.2. Retomemos el ejemplo de rotacion por 2/5 para apreciar como la
preservacion del orden ayuda a predecir la formacién de la secuencia simbolica
asociada.

Consideremos entonces A = 2/5. Como ya comentamos, los elementos que
avanzan pertenecen al intervalo A = [0,3/5) = [0,1 — A) y los que retroceden a
R=1[3/51)=[1-A\1).

Esbocemos cortes en 0,

w

4 3 .
= 1, como en el grafico, a modo referencial.

ol DN

1
57 757

En vez de pensar la dindmica hacia “adelante” pensémosla un momento
hacia “atras” tomemos la inversa por la rotaciéon %: de este modo el intervalo
[2/5,3/5) se “monta” sobre [0,1/5), el intervalo [3/5,4/5), sobre [1/5,2/5), y asi
sucesivamente. De este informacion lo que realmente nos interesa es la dualidad
A-R: es decir, estamos asigndndole a cada intervalo un segundo simbolo. Como
ayuda visual, en el grafico nos limitamos a asignar un segundo simbolo a quienes

empiezan con A; con R se procede igual.

Si se trabaja en la seccion [3/5, 1), con imagen en [0,2/5] C A, se rescatan los

simbolos faltantes. Al final todo queda como en la siguiente figura.
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Comparemos esta figura con la primera que esbozamos. En la primera, habia
dos bloques bien diferenciados: aquellos sectores que corresponden a A, y los que
corresponden a R; el quiebre se da en 3/5. En la segunda, aparecen tres paquetes
(especificamente AA, AR, RA). Al respecto, un par de comentarios son urgentes.
i Por qué aparecen solo tres de los cuatro bloque posibles? (Es decir, ;jdénde esta
RR?) (Por qué es en 1/5 el cambio entre AA y AR? (El cambio en 3/5 no hay
manera de eliminarlo pues es el salto entre A y R).

La segunda cuestion es més facil de explicar. El punto de discontinuidad en
1/5 se debe a que es la inversa de 3/5, otro valor de cambio. Por supuesto, si
estamos copiando valores distintos (en el primer casillero), obtendremos copias
distintas (en el segundo).

Para determinar las secuencias de tres simbolos diferenciamos, como ya es
costumbre, en la parte externa el avance del retroceso. En la parte interna

escribimos rotada en sentido inverso la informaciéon parcial hasta acé recabada.

Los bloques para cada sector ahora se leen de manera directa. Es mas, vemos
que las discontinuidades antiguas no han sido enmendadas. Sin embargo, aparece
una nueva en 4 /5, la preimagen de 1/5, la anadida en el paso anterior. Esto explica
por qué la cantidad de bloques se incrementa en uno, y en efecto aparecen cuatro

bloques triples en vez de los 23 disponibles.
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Si repetimos el proceso de escribir las preimégenes de estos bloques (dentro

del circulo) como en

la lectura de los bloques resultantes es inminente.

Para el dltimo paso notamos una curiosidad: las sucesivas preimagenes de 3/5
han regresado al lugar de partida y vemos que de acé en adelante los bloques de

a cinco se repetiran indefinidamente.
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Capitulo 9

Conjuntos de rotacién irracional

Tomemos ahora p,(-) como una rotacién por un nimero irracional A. Esta funcion
px avanza en el intervalo A = [0,1 — \), mientras retrocede en R = [1 — A, 1),
ello no cambia. Podemos entonces replicar las ideas de los capitulos anteriores y
definir una secuencia

s(x) = so(x) -+~ sn(2) -+,

donde
A si p3*(z) € A,
sn(7) =
R si pS*(x) € R.

Es claro que similarmente se cumple s(py(z)) = o(s(x)), con o el desplazamiento.
Al igual que antes, esta asignacién no asume todas las combinaciones disponibles.

No obstante si discrimina puntos.

Lema 9.1. La asignacion simbolica respeta el orden: para 0 < x < y < 1 se

cumple lexicogrdficamente
s(0) < s(x) < s(y) < s(1).

(Ahora s(1) es la secuencia simbolica que se diferencia de s(0) solamente en la

primera entrada, la misma que troca A por R.)

Demostracion. Para que lexicograficamente se tenga s < t se ha de cumplir
s; =t; parat =0,...n—1 pero s, < t,, para cierto n > 0, donde por convenciéon

aceptamos A < R. Al satisfacerse
s(pa(x)) = o(s(x)),
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se procede por induccién.

Para la base inductiva partimos de

A sizxe A=1[0,1—-X),

so(r) =
R sixe R=[1—-\1),

y facilmente notamos que z < y implica so(x) < so(y) con igualdad si y solo si
r,ye Aox,y € R.

Ahora supongamos que z < y implique so(x) - s,(z) < So(y) - - sn(y), es
decir, se tenga so(z) -+ $,(x) < So(y) -~ sn(y) 0 so(x) = S0(Y), ..., 5n(T) = 5n(y)
parai =0, ...,n. Puesto que el primer caso ya implica s(z) < s(y), nos limitamos
a mostrar que el segundo caso conduce a S, 41(x) < s,41(y). Y en efecto, al tenerse
so() = so(y), se reducen las posibilidades: o bien se satisface x,y € A, o, en su
defecto, x,y € R. Como de ambos casos se infiere p)(x) < pa(y), la hipotesis

inductiva lleva a so(pr(x)) - - sn(pa(®)) < so(pa(¥)) - - sn(pa(y)) o, lo que es lo
mismo debido a la hipoétesis de trabajo, a

Sn+1(7) = sn(pA(2)) < 50(pa(Y)) = Snr1(y)-

Esto por supuesto implica so(z) - - Spt1(2) < Sso(y) - - - Spr1(y).

Esto no acaba acé: atin debemos mostrar que para todo = € [0,1) se tiene
s(x) < s(1). Como so(1) = R, es claro que la desigualdad se cumple para
x € A. Cuando z € R, se tiene so(z) = so(1) y por tanto s(x) < s(1) equivale
o(s(z)) < o(s(1)). Pero esto tltimo es facil: € R implica 0 < py(z) < A = p,(0).

Esto lleva entonces, por lo ya probado, a

s(pa(z)) < s(A) = o(s(0)).

Al cumplirse o(s(z)) = s(pr(x)) ademas de o(s(0)) = o(s(1)), se concluye lo
deseado.
Finalmente, en este contexto probaremos que x # y lleva a s(z) # s(y). En

efecto, cuando = < y < 1, es suficiente mostrar lo pedido cuando se satisface
y—x <max{\ 1— A},

pues de ahi se puede rematar el trabajo en uso de la monoticidad.
Como las preimagenes de 0 por rotacion irracional son densas (ver [Poi05,
corolario 2, capitulo 6, pagina 65]), existe m de modo se tiene py"(z) = 0 para

algiin z sujeto a x < z < y. Para este m se ha de tener
0<p\"(y) ="y =" =y —2<y—-aw<1-A
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(lo cual implica s,,(y) = A), junto con
L>pi™a) =pX" (@) —pi"(z) =2 —z+1=1-(z—2)>1—(y—2) =2 1-A

(de donde se obtiene s,,(x) = R).
Queda entonces claro que z e y tienen asignadas distintas secuencias.
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Capitulo 10
Despliegue irracional ctibico

En el caso de un conjunto cubico de rotaciéon racional, aparte del ntiimero de
rotacion propiamente dicho, es necesario contar con informacion suplementaria:
la secuencia de despliegue. El efecto de la secuencia de desplieque es separar el
conjunto de rotaciéon en dos bloques. Para ello surte el mismo efecto seleccionar
un angulo 0 y considerar dos paquetes: aquellos 6; menores o iguales que 0 y
aquellos mayores que este.

Pensando en conjuntos de rotacion cubicos, fijemos A como antes y un segundo
valor 9. Cada uno de ellos determina por derecho propio secuencias dindmicas que
trataremos de vincular con un conjunto de rotaciéon ciibico. En la figura anotamos

también el 0, el mismo que representa una marca técita.

A cada x asignamos

A si pSt(x) € A=10,1—N),
,un(x) = .
R si pft(x) € R=[1—\,1),
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en alucién a si avanza o retrocede, y

a sip(e) € [0,9),

"N b e,

para referirnos a la posicion relativa respecto al valor auxiliar.

Para describir comodamente una dinamica por triplicaciéon necesitamos
exactamente tres simbolos. Aca desgraciadamente tenemos dos paquetes de dos,
lo que en conjunto configura cuatro posibilidades. Si aceptamos que v(z) nos
indica la posicion relativa respecto a los puntos fijos por triplicacion (es decir si
pertenece a a = (0,1/2) oa = (1/2,1)) y que u(z) a si pertenece a las zonas de
avance (con A =1[0,1/3)U[1/2,2/3)) o repliegue (con R = [1/3,1/2) U[2/3,1))

idealmente tendremos el grafico

Las marcas en rojo determinan las distintas zonas de despliegue. La marca azul

indican el principio y fin de las correspondientes zonas de avance y retroceso.

Para centrar ideas aceptemos que se cumple 0 < 0 < 1 — A como en la primera
figura. Como en este caso se cumple [0, ) C [0, 1—\) tenemos que v;(z)=ca implica
wi(x)=A, y concluimos que la combinacion de 5 con A es incompatible. Podemos
entonces resumir la secuencia simbolica en uso de 0 (para v = o, u = A), 1 (para
v=_p,pu=2A),2 (para v = 5, = R). En efecto, el simbolo 0 representa estar
situado en el primer tercio de circunferencia pero estar obligado a avanzar (lo cual

no es ninguna noticia pues ello es siempre cierto). Para el simbolo 1 entramos en

la zona de avance del segundo tercio, es decir en [, =). Con 2 estamos en la zona
de retroceso del tercer tercio (nuevamente informacion tautologica).

En el caso ctibico general necesitamos un niimero niimero adicional 0 < A < 1
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aparte de A\. Confundimos A y 1 — X con ¢; y d2 de modo que se tenga
0=00<06 <0 <03=1

(no se descarta la posibilidad §; = d;11).

Ponemos w(x) = i cuando = € I; = [J;, 0;41), lo que facilita definir la secuencia
s(x) = so(x) -+ sulz) -+,

con S,(x) = w(p*(z)). Por su propia definicion es obvio que se cumple

s(pr(x))=c(s(x)), donde o es el desplazamiento.

La rotacion p, es continua y por tanto monoétona en el sentido que cada
intervalo I; avanza o retrocede de manera conjunta: para ser exactos, avanza o
retrocede dependiendo en cual de los d sea 1 — .

Lema 10.1. La asignacion simbolica respeta el orden: para 0 < x < y < 1 se

cumple lexicogrdficamente
s(0) < s(x) < s(y) < s(1).

(Ahora s(1) es la secuencia simbdlica que se diferencia de s(0) solamente en la

primera entrada, la misma que cambia de 0 a 2.)

40



Demostracion. La prueba es idéntica a la ya dada dos veces anteriormente (ver
lemas 8.1y 9.1). O

41



Capitulo 11

Despliegue irracional en grado d

Consideremos valores 0 = §yp < 61 --- < dg = 1, con uno de ellos igual a 1 — A,
donde A es irracional. Ponemos también I;=[d;, d;11). Al igual que en el capitulo
anterior definimos w(z) = ¢ cuando x € I;. Esto, por supuesto, posibilita definir
la secuencia

s(x) = so(x) -+~ sn(2) -+,

con sp(x) = w(p™(z)). Por su propia definicion se cumple s(py(x))=c(s(x)),
donde o es el desplazamiento.

El siguiente resultado es rutina y no requiere prueba.

Lema 11.1. La asignacion simbolica respeta el orden: para 0 < x < y < 1 se

cumple lexicogrdficamente
s(0) < s(x) < s(y) < s(1).

(Ahora s(1) es la secuencia simbolica que se diferencia de s(0) solamente en la

primera entrada, la que pasa a ser d —1.) [

Pero queda como duda qué valores son asumidos y si existen brechas y cuan
amplias son. Por ejemplo, si convertimos las secuencias a ntimeros en base d a
través de la funcion T del capitulo 4, la brecha mas obvia se abre alrededor del
0: ninguno de los valores comprendidos contra el reloj entre los asociados a s(1)

y s(0) son tomados.
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Para mejor comprension, asignaremos a cada z dos simbolos s(z)~, s(z)" de
modo que ningun valor en el intervalo (T'(s™(z)), T(s*(z)) ) sea asumido; esto es
una brecha. Para tal efecto distinguimos algunos casos.

Si la orbita de x, esto es O(x) = {z, pr(x), pi(z),...}, no se interseca en
{b0,-..,0n}, simplemente definimos s (x) = s~ (z) = s(x).

En caso contrario, si se intersecan, como el segundo conjunto es finito,
eventualmente dejardn de hacerlo. Podemos entonces proceder por una especie
de induccion. Supongamos entonces que s~ (p(x)), sT(p(x)) ya estén definidos. En

todos los distintos casos a trabajar pondremos

$n (2) = 5,1 (p(2)), sy (1) = s,_4(p(2)),

para n > 1. Obsérvese que esto garantiza que se cumplira o(s*(z)) = s=(pa(z)).
Para definir sT(z) tenemos que distinguir tres casos.

Six # dy,...,0,, entonces x pertenece al interior de exactamente un intervalo
I;. Ponemos s, (x)=sg (z) = 1.

Siz =0 (o z =1, pues es lo mismo), existe un primer indice de modo que
se tiene ;11 # 0 (pues por ahi flota §y = 1 — A\ que no vale 0 o 1), y un mayor

indice d; # 1. Tenemos de esta manera
0250:"':5i<6’i+1 <... Séj <5j+1:5d:1-

Ponemos en este caso s, (0) = j y s4(0) = .
Si x pertenece a {do,...,dq} pero es no nulo, igualmente existe un mayor

indice ¢ y un menor indice j de modo que se tiene
50S...§§i<5i+1:-..:l’:..-:6j<5j+1§...§(5d:1_

Escribimos s, (z) =iy sg (z) = j.

Obsérvese que hay una sutil diferencia entre los casos * = dp = 0 y
0 < x = 0, < 1. Esto se hace para que en cualquier circunstancia se tenga
so(x) = so(xz —€) y sT(z) = so(x + €) siempre que € > 0 sea suficientemente

pequeno.
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Nota 11.2. La observacion anterior carga con un detalle minimamente ambiguo:
;qué ocurre cudndo x = 07 En este caso vemos que so(0 — €) ha de interpretarse

como so(1 — €), motivo por el cual para referirnos a s~ (0) mas conviene utilizar
s~ (1).

Nota 11.3. Notemos que excepto para z = 0 se cumple siempre s, (z) < s§ ().
Es més, si x = 4y, ..., 041 tendremos s, (z) < s¢ (z). No obstante, para x = 0 se
cumple sg(0) < 4 (0).

Lo siguiente es una mejora sustancial al lema 11.1.

Lema 11.4. Para las secuencias stmbolicas se cumple lo siguiente.
e Para todo = se tiene s™(x) = s(x).
e Para x # 0 se tiene s~ (x) < st (z).
e Para x <y se tiene sT(x) < s~ (y).

e Para 0 <z <y se tiene s~ (z) < s~ (y).

Demostracion. La primera propiedad se sigue de la precausion de haber tomado
en todo momento s§ (z) = j cuando x € [§;,d;11), junto con induccion.

La segunda es nuevamente induccion, esta vez con el hecho de que siempre se
eligio sy (z) < sg ().

Para la tercera parte procedemos en dos pasos. Primero es claro que al tenerse
siempre s§ () < sy (y) (ver las correspondientes definiciones segin el caso), se
cumple s7(0) < s~ (y). Notemos de pasada que esto es valido incluso para y = 1.

Ahora, si intercalamos cierto z entre x e y tendremos
st (@) = s(z) < s(2) = s7(2) < s (),

donde las igualdades son fruto de la primera propiedad aca probada, la
desigualdad estricta del lema 11.1 y la no estricta de la primera porciéon de esta
prueba. Se concluye entonces lo deseado.

Esto es inmediato al combinar la segunda con la tercera propiedad. O

Una secuencia es admisible cuando es la secuencia (sea izquierda o derecha)

de algtn elemento .

Nota 11.5. Con anterioridad se demostr6 (cf. lema 11.1) que toda secuencia

admisible s(x) esta sujeta a
s(0) < s(x) < s(1),
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donde s(1) se definia de una manera un tanto ambigua. Con la notaciéon
introducida, esta informacién es reformulada como sigue: ninguna secuencia s
sujeta a

s < s7(0) 0 s (1) <s

es admisible.

Para completar esta descripcion, veamos qué ocurre si x # 0, 1.

Proposicion 11.6. Para todo x € (0, 1) ninguna secuencia sujeta a s~ (x) < s <

st (x) es admisible.

Demostracion. Gracias a la nota 11.5 ni s7(0) ni s~ (1) pertenecen al intervalo
lexicografico (s™(x),s™(x)). Similarmente, y esta vez por motivos obvios, los
extremos s~ (z),s"(z) quedan fuera. Resta entonces por analizar los casos 0 <
y<zyzr<z<l

Si 0 < y < x tenemos entonces s~ (y) < sT(y) < s (z) por el lema 11.4;

mientras < z < 1 conduce a st (z) < s7(z) < s(2). O

Proposicion 11.7. Sea s sujeto a s7(0) < s < s (1) no admisible. Entonces

existe T de modo que se tiene s™(1) < s < sT(7).

Demostracion. Se definen los intervalos
I"={z<1:s%(x) <s}
I"={z>0:s5<s (1)},

no vacios pues se tiene 0 € I~ y 1 € I'". El hecho de que ambos sean intervalos
es una consecuencia directa del lema 11.4.

Dados © € I- ey € IT se tiene s™(x) < s < s (y), lo cual es posible
exclusivamente cuando x < y. De aca se concluye la desigualdad max /I~ <
min /.

Por otro lado para z > max I~ se cumple z ¢ I, de donde se pasaa s*(z2) > s:
como no puede haber igualdad (pues s no es admisible), se logra s™(z) > s. Ahora,
si tuviesemos s~ (z) < s < s7(z), el lema estaria probado. De lo contrario —al
no poder haber igualdad— se tendria s < s7(z), es decir z € I'". Esto implica
que I contiene, por lo menos, al intervalo (méx I, 1]. Se concluye facilmente la
desigualdad inf It < max I~. Ponemos entonces 7 = max I~ = min I,

Como segundo paso mostraremos que se satisface 0 < 7 (respectivamente

7 < 1). Mostraremos que existe ¢ > 0 con el cual se tiene [0,e) C I~
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(respectivamente (1 — €, 1] C IT). Como se cumple s7(0) < s existe un primer

simbolo sy con el cual se tiene s4(0) < sy. Por continuidad de la rotacion,

existe € > 0 de modo que para cada = € (0,¢) se tiene p'(z) & {do,01,...,0n}

para ¢ = 0,...,N. En términos de la secuencia, esto significa que se tiene
si(z) = s7(0), lo cual deriva en
so (@) =s5(0) =50, ..., sy_1(®)=sy_1(0) =sn-1, sy(x)=sy(0) <sn,

es decir, se tiene (0,¢) C 1. Obtenemos entonces 7 > € > 0. La prueba de 7 < 1
es idéntica.

Ahora probaremos que el 7 asi definido es el buscado. Si no lo fuera,
tendriamos que s no pertenece al intervalo (s7(7),s" (7)) y aparecen dos
posibilidades o bien se tiene s < s7(7) < s7(7) 0 en su defecto s (7) < sT(7) < s
(pues s no puede ser igual sT(7)). Trataremos solo el primer caso pues el
tratamiento del segundo es analogo.

Sea entonce N de modo que se tenga
So(T) =580, -..ySy_1(T) =58n-1, Sn <sy(T).

Por continuidad existe entonces € > 0 se modo que para x € (T — €, 7) se tiene
p(z) € {00, -,0n},cuandoi = 0, ..., N. Concluimos que se tiene s; (z) = s; (1),
lo cual a su vez implica s < s~ (z). Esto estd mal pues para estos mismos z se

tiene r < 7 = max [T, lo que permite concluir que se cumple
st(z) < s,
lo cual combinado con s < s~ (x) es un absurdo. O

Corolario 11.8. El conjunto de las secuencias admisibles es cerrado (en efecto

es compacto pues el espacio de simbolos lo es).

Demostracion. En  efecto, el conjunto de las secuencias admisibles esté

conformado por el complemento la unién de intervalos abiertos. O
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Capitulo 12

Desplazamiento de secuencias

admisibles

En este capitulo estudiaremos el desplazamiento de las secuencias admisibles y
la relacién de orden que ellas establecen.
Llamemos A al conjunto de las secuencias admisibles, sean izquierdas o

derechas.

Nota 12.1. Si s,t € A son distintos, la asignacion numeérica T del capitulo 4
determina valores distintos T'(s),T'(t). En efecto, la asignacion T es inyectiva
excepto si nos topamos con simbolos que en su cola repiten el mismo simmbolo.
En nuestro caso repetir el mismo simbolo significa quedarse deltro del mismo
intervalor [0;,0;11], lo mismo que es imposible pues toda orbita balo rotaciéon
irracional es densa. Obsérvese que este mismo argumento muestra también que

ningun valor 7'(s), con s admisible, es de la forma 1/d".
Lema 12.2. La asignacion T : A — (0,1) es estrictamente creciente.

Demostracion. En efecto, obsérvese que tanto 0 como 1 quedan fuera de la imagen
T(A). Ademas, la nota anterior indica que T restringido a A es inyectiva. Al ser
T creciente, se tiene que s < t implica T'(s) < T'(t). No obstante la igualdad

queda descartada para elementos en A. O

Quedamos listos entonces para describir los conjuntos de rotaciéon dentro del

espacio de simbolos.

Proposicion 12.3. La aplicacion o : A — A es sobreyectiva. Ademds es 1-1 con

la posible excepcion de a lo mds d parejas.
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Demostracion. Pongamos AT, A~ para la secuencia de simbolos positiva y
negativa respectivamente. Mostraremos que cada restriccion o : AT — AT es
biyectiva. Esto mostraré sobreyecvidad y nos pondra en la pista corercta para
tratar la inyectividad global. Trabajaremos con o™, el estudio de o~ es idéntico.
Recordemos que p : St — St es la rotacion por .

Para z € S! tenemos o7 (s(x)) = o¥(p(x)), lo mismo que indica la buena
definicion. Para la sobreyectividad basta notar que se tiene o™ (s(y —\)) = s*(y).
Para la inyectividad basta ver que x < y implica s*(z) < s*(y) por el lema 11.4,
por lo que nunca sera posible la igualdad.

Por lo ya realizado, la coincidencia de la imagen de o de dos secuencias
admisibles se requiere de una positiva, digamos s™(z) y una negativa s~ (y). En

este caso tendremos
st+A) =0 (s7(2) =0 (s (y) = s (y +A).

Como el lema 11.4 implica que para a # b se tiene s*(a) # s~ (b), obligatoriamente
tendremos x+ A = y+ A, y con ello x = y. No obstante los tinicos posibles valores
para los cuales se tiene sT(x)o # s~ (x)o son algunos de los ;. Estos son en total

d posibles sitios de conflicto. O

Hemos llegado asi al final de trabajo. En efecto, la imagen T'(A) asociado a la
rotacion por A con las corerspondiente marcas es un conjunto de rotaciéon dentro

de la dinamica de multiplicaciéon por d.
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