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Vlad́ımir Ígorevich Arnold (1937 - 2010)



Resumen
La geometŕıa simpléctica en la mecánica clásica

Este trabajo se adentra en la exploración de las aplicaciones de la geometŕıa

simpléctica en la f́ısica en el contexto de la mecánica clásica. La motivación sub-

yacente a esta exploración radica en la comprensión de que la teoŕıa convencional

proporcionada por la literatura tradicional resulta insuficiente para analizar todas

las complejidades que un sistema f́ısico puede presentar. Por ejemplo, asegurar la

existencia de trayectorias periódicas o identificar simetŕıas en el sistema no puede

alcanzarse plenamente con los conocimientos clásicos de la mecánica. Por lo tanto,

se hace imperativo incorporar los conceptos de geometŕıa diferencial y sistemas

dinámicos en el marco de la mecánica.

Para alcanzar este objetivo, comenzaremos por revisar los fundamentos de la

mecánica, enfocándonos inicialmente en los formalismos Lagrangiano y Hamilto-

niano. A medida que desarrollemos estos conceptos esenciales, observaremos cómo

emergen de manera natural los conceptos de variedades diferenciales, formas di-

ferenciales, formas simplécticas y otros elementos relacionados con la geometŕıa

diferencial y simpléctica.

Adicionalmente, profundizaremos en la teoŕıa de invariantes, donde presentaremos

y demostraremos el teorema de Noether en el contexto de la geometŕıa diferen-

cial. Este teorema proporcionará una comprensión más profunda para abordar

los sistemas f́ısicos desde una perspectiva geométrica. Finalmente, exploraremos

cómo estas influyentes teoŕıas matemáticas, tanto la teoŕıa de invariantes como

la geometŕıa simpléctica, nos dotarán de herramientas más sólidas para enfrentar

las complejidades de los sistemas f́ısicos analizados en la literatura de la mecánica

clásica, permitiéndonos resolverlos de manera más efectiva.
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5. Teoŕıa de Invariantes 71

5.1. Invariancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.2. El Teorema de Noether . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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5.5.1. Simetŕıas en coordenadas polares, caso simplificado . . . . . 85
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Caṕıtulo 1

Introducción

A lo largo de este trabajo, exploraremos la interacción de tres campos del

conocimiento: la geometŕıa simpléctica, la teoŕıa de invariantes y la mecánica

clásica. La mecánica clásica, aunque suele ser la primera teoŕıa que abordamos al

estudiar f́ısica, dista de ser simple. De hecho, encontramos en ella ejemplos

emblemáticos que marcan la carrera de cualquier f́ısico, como el péndulo simple y

el oscilador armónico.

Para profundizar en el análisis de esta rama de la f́ısica, es esencial emplear el

formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano de manera detallada en el espacio de

Rn. Esto se justifica por la necesidad de establecer conexiones con otras áreas

matemática, lo que nos exige una aproximación más rigurosa.

Una vez que hayamos asimilado plenamente la formulación Lagrangiana y

Hamiltoniana en Rn, exploraremos cómo estos conceptos se traducen al lenguaje

de la geometŕıa diferencial. En este proceso, observaremos cómo los conceptos de

variedad diferenciable emergen de manera natural y comprenderemos por qué se

utilizan, aśı como los beneficios que aportan a nuestro enfoque.

Dentro del amplio espectro de temas en geometŕıa diferencial, nuestra atención

se centrará principalmente en el estudio de la geometŕıa simpléctica, dado que

esta subárea constituye la formalización matemática de la dinámica

Hamiltoniana, la cual cumple un papel fundamental en el contexto f́ısico.

1
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Una vez que hayamos adquirido una comprensión sólida de estos nuevos

conceptos, abordaremos la teoŕıa de invariantes desde una perspectiva más

geométrica. Como resultado, exploraremos el teorema de Noether, que nos

permitirá establecer v́ınculos entre simetŕıas geométricas y cantidades

conservadas en nuestro sistema f́ısico.

Si bien cada una de estas áreas, por separado, proporciona un marco teórico

sólido para abordar una variedad de sistemas f́ısicos, se requerirá la aplicación

conjunta de ambas para lograr un análisis completo del sistema estudiado. En la

última parte de este trabajo, nos centraremos en cómo estas áreas se

complementan mutuamente para ayudarnos a resolver problemas de manera más

integral y profunda.



Caṕıtulo 2

Geometŕıa Diferencial

2.1. Variedades Diferenciables

En este caṕıtulo, se explican los fundamentos de la geometŕıa diferencial. Para

comenzar, estableceremos la definición de variedades diferenciables.1

Definición 2.1. Sea M un espacio topológico no vaćıo Hausdorff y segundo con-

table y la colección U = {(Ui, ϕi : Ui → Rn)}i tal que

1. Los conjuntos Ui ⊂ M , M = ∪iUi y Vi := ϕi(Ui) ⊂ Rn son abiertos para

todo i.

2. Las aplicaciones ϕi : Ui → Vi son homeomorfismos para todo i.

3. Si Uij := Ui ∩ Uj ̸= ∅ la aplicación ϕij = ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Uij) → ϕi(Uij) es un

difeomorfismo infinitamente diferenciable.

entonces diremos que (M,U) es una variedad diferenciable de dimensión n.

1Para más referencias puede revisar [1, Caṕıtulo 5]
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φij

Ui

φi

φi(Uij)

φj(Uij)

φj

Uj

Vi

Vj

M

Uij

Figura 2.1: Las aplicaciones ϕij : ϕj(Uij) → ϕi(Uij) son llamadas cambios de
coordenadas.

Diremos que un abierto U ⊂ M es un abierto trivializable si existe un abierto

V ⊂ Rn y un homeomorfismo ϕ : U → V tal que

ϕ ◦ ϕ−1
i : ϕi(U ∩ Ui)→ ϕ(U ∩ Ui)

es un difeomorfismo infinitamente diferenciable. El par (U, ϕ) será llamado sistema

coordenado.

Las aplicaciones ϕi serán llamadas sistemas de coordenadas y las aplicaciones

inversas ϕ−1
i son llamadas parametrizaciones. Además, llamaremos cambios de

coordenadas a las aplicaciones de la condición (3).

Ejemplo 2.1. Considere sobre Rn la topoloǵıa Euclidiana, en dicha topoloǵıa un

conjunto no vaćıo U ∈ Rn es abierto si para todo x ∈ U existe un número r posi-

tivo tal que la bola centrada en x y de radio r, B(x, r) está contenida en U . Para

este espacio topológico la colección {(Rn, ϕ = id : Rn → Rn)} dota a Rn de una

estructura diferenciable de dimensión n.

Del mismo modo, sea U ⊂ Rn abierto, con topolǵıa Euclidiana, podemos asociar de

manera canónica la variedad diferenciable (U,U), donde U = (U, ϕ = id : U → U).

De ahora en adelante, consideraremos siempre esta estructura diferenciable para

U ⊂ Rn abierto. Observe que todo abierto V ⊂ U es un abierto trivializable, pues

basta tomar ϕ = id : V → V .

Ejemplo 2.2. Otro ejemplo importante es el siguiente

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : ∥x∥2 = x21 + · · ·+ x2n+1 = 1}
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este conjunto es llamado esfera de dimensión n.Construimos una estructura dife-

renciable, para ello marcamos dos puntos

N := (0, . . . , 0, 1)

S := (0, . . . , 0,−1)

llamados polo norte y polo sur respectivamente.

Luego consideremos las aplicaciones

ϕ1 : Sn\{S} → Rn

p = (p1, . . . , pn, pn+1) 7→
(

p1
1+pn+1

, . . . , pn
1+pn+1

)
ϕ2 : Sn\{N} → Rn

p = (p1, . . . , pn, pn+1) 7→
(

p1
−1+pn+1

, . . . , pn
−1+pn+1

)
con inversas

ϕ−1
1 : Rn → Sn\{S}

q = (q1, . . . , qn) 7→
(

2q1
∥q∥2+1

, . . . , 2qn
∥q∥2+1

, −∥q∥2+1
∥q∥2+1

)
ϕ−1
2 : Rn → Sn\{N}

q = (q1, . . . , qn) 7→
(

2q1
∥q∥2+1

,− 2q2
∥q∥2+1

, . . . ,− 2qn
∥q∥2+1

, ∥q∥
2−1

∥q∥2+1

)
como ambas funciones son continuas entonces son homeomorfismos.

El cambio de coordenadas viene dado por

ϕ1 ◦ (ϕ2)
−1 : Rn\{0} → Rn\{0}

q = (q1, . . . , qn) 7→
(

q1
∥q∥2 ,−

q2
∥q∥2 . . . ,−

qn
∥q∥2

)
esta función es diferenciable y por tanto la esfera de dimensión n es una variedad

diferenciable de dimensión n con esta estructura diferenciable.

De aqúı en adelante denotaremos a la variedad diferenciable (M,U) simplemente

por M .

Definición 2.2. Sean M , N variedades diferenciables y f : M → N continua.

Diremos que f es diferenciable si para todo punto p ∈M existen abiertos triviali-

zables U , V tal que p ∈ U , f(p) ∈ V para el diagrama
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U
f−→ V

↓ φ ↓ ϕ
φ(U) ϕ(V )

con ϕ y φ sistemas de coordenadas, la aplicación φ ◦ f ◦ ϕ−1 es diferenciable.

Notemos que para el caso M = Rn y N = Rm, con la estructura diferenciable

canónica descrita arriba, recuperamos la definición usual de función diferenciable.

Ejemplo 2.3. La función identidad f : Sn → Sn es diferenciable.

ϕ ◦ f ◦ (ϕ)−1 : Rn\{0} → Rn\{0}
q = (q1, . . . , qn) 7→ (q1, . . . , qn)

Definición 2.3. Sea f :M → N función diferenciable biyectiva con f−1 : N →M

diferenciable diremos que f es un difeomorfismo y M , N son difeomorfos.

La derivación es un concepto que se aplica a funciones diferenciables en Rn. Sin

embargo, cuando se trata de variedades diferenciables, se presenta una complica-

ción. En este contexto, carece de sentido hablar de f(p+ h)− f(p), dado que las

variedades no admiten un valor p + h, y mucho menos una diferencia entre ellos.

Para superar este obstáculo conceptual, es necesario introducir el concepto de es-

pacio tangente, que nos permitirá definir la noción de derivada para funciones en

el contexto de las variedades diferenciables.

Definición 2.4. Sea M una variedad diferenciable y p ∈ M . Dadas dos curvas

diferenciables α1, α2 : ]−1, 1[→ M con α1(0) = α2(0) = p, diremos que definen el

mismo vector tangente a M en p si existe un sistema coordenado ϕ : U → Rn con

p ∈ U , tal que

(ϕ ◦ α1)
′ (0) = (ϕ ◦ α2)

′ (0). (2.1.1)

Desde que la condición de definir el mismo vector tangente es una relación de

equivalencia, llamaremos vector tangente a M en p a una clase [α] con α(0) = p.

Ejemplo 2.4. Sea Rn con la estructura diferenciable canónica y sea p ∈ Rn. Dado

v ∈ Rn considere la curva:

αp,v : ]−1, 1[→ Rn
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definida por αp,v = p + tv define un vector tangente a Rn en p. Dada cualquier

otra curva diferenciable α : ]−1, 1[→ Rn con α(0) = p, tome v = α′(0), entonces

[α] = [αp,v].

Aśı toda clase [α] está únicamente definida por α(0) y α′(0) y podemos identificar

TpRn con Rn.

Observación 2.1. Sea M una variedad diferenciable y p ∈ M . Dado U abierto

trivializable con p ∈ M y ϕ : U → V trivialización, con V ⊂ Rn abierto y

q := ϕ(p). Dada una curva diferenciable α : ]−1, 1[ → U con α(0) = p, note que

α̃ := ϕ−1 ◦ α es una curva diferenciable con α̃(0) = q, además [α̃1] = [α̃2] śı y solo

si [α1] = [α2], luego tenemos la biyección

TpM → TqV

[α] 7→ [α̃]

dado que podemos identificar a TqV con Rn, entonces también podemos identificar

TpM con Rn. Dicha asignación, dota a TpM de estructura de espacio vectorial; si

consideramos dos sistemas de coordenadas ϕi, ϕj con p ∈ Uij, dado que

Dϕij(ϕi(p)) : Tϕi(p)Vi → Tϕj(p)Vj

es un isomorfismo lineal, entonces dicha estructura vectorial es independiente de

la trivialización.
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U

φ

V

M
p

q = φ(p)

α

α̃

v

Figura 2.2: Tenemos la biyecci’on TpM → TqRn : [α] 7→ [α̃] = [αq,v].

Observe que impĺıcitamente asumimos que ϕ◦αi son diferenciables, además que el

dominio ]−1, 1[ es también irrelevante, basta con ser un intervalo I ⊂ R abierto.

Sigue de la condición (3) sobre cambio de coordenadas que (2.1.1) es independiente

del sistema de coordenadas.

Definición 2.5. Denotaremos por TpM a los vectores tangentes a M en p y lo

llamaremos espacio tangente a M en p; aśı mismo, denotaremos por la unión

disjunta

TM =
∐
p∈M

{p} × TpM

y lo llamaremos espacio tangente de M .

Es importante señalar que el espacio tangente de una variedad diferenciable de

dimensión n, M , es una variedad diferenciable, con la estructura (Ui × TUi,Φi),

donde TU =
∐

p∈U TpM y las parametrizaciones

Ψi : Vi × Rn → Ui × TUi

(q, v) 7→ (ψ(q), [ψ ◦ αq,v]) .

La topoloǵıa de TM es tal que las aplicaciones Ψi son continuas, para todo i.
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Definición 2.6. Dada f : M → N función diferenciable entre las variedades

diferenciables M y N . Definiremos la derivada de f en el punto p ∈M por

df(p) : TpM → Tf(p)N

[α] 7→ [f ◦ α]

y de manera global tenemos la aplicación diferenciable

df : TM → TN

(p, [α]) 7→ (f(p), [f ◦ α])

llamada derivada de f .

De la construcción de estructura lineal sobre TpM dada en Observación 2.1 y del

diagrama conmutativo

TpM
df(p) //

��

Tf(p)N

��
TqRn d(ϕ̂ ◦f◦ ϕ−1)(q) // Tq̂ Rn

(2.1.2)

tenemos que df(p) : TpM → Tf(p)N es una aplicación lineal.

U

φ

V

M
p

q = φ(p)

α

α̃

v

Û

φ̂

V̂

N

f(p)

q̂ = φ̂(p̂)

f ◦ α

φ̂ ◦ f ◦ α
v̂

f

φ̂ ◦ f ◦ φ−1

Figura 2.3: La linealidad de df(p) : TpM → Tf(p)N viene del diagrama (2.1.2).

Ejemplo 2.5. Cuando U ⊂ Rn es abierto, tenemos que TU es difemorfo a U ×
Rn donde cada clase [v] ∈ TqU es representada canónicamente por el camino

diferenciable αq,v(t) = q + tv.

Para el caso U ⊂ Rn y V ⊂ Rm abiertos con la estructura diferenciable canónica,

recuperamos la definición usual de aplicaciones diferenciables.
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Observación 2.2. Dadas las aplicaciones diferenciables f :M → N y g : N → P ,

entonces g◦f :M → P es también una aplicación diferenciable. Más aún, tenemos

que vale la regla de la cadena

dgf(p)dfp = d(g ◦ f)p

para todo p ∈M .

Definición 2.7. Diremos que M es una variedad diferenciable de Rn cuando

M ⊂ Rn, la aplicación inclusión i : M → Rn es diferenciable y la derivada dip es

inyectiva para todo p ∈ M . En éste caso podemos identificar M con su imagen

dentro de Rn.

Es sabido, mas no será mostrado el siguiente resultado2:

Teorema 2.1 (Teorema de Whitney). Sea M una variedad diferenciable, Haus-

dorff, segundo contable y de dimensión m. Entonces existe una aplicación i :M →
R2m diferenciable tal que es un homeomorfismo con su imagen y dip es inyectiva

para todo p ∈M .

Aplicaciones con éstas propiedades son llamados “encajes”.

2.2. Espacio Tangente

En esta sección, presentaremos una perspectiva adicional del espacio tangente, que

se fundamenta en un enfoque más algebraico. Posteriormente demostraremos que

es equivalente a la definición que establecimos.

Dado un punto p ∈ M , consideremos dos funciones diferenciables, f : M → R
y g : M → R. Definimos la relación f ∼p g como válida si y solo si existe un

conjunto abierto U que contiene a p, donde las restricciones de f y g a U , es decir,

f |U y g|U , son iguales.

Observación 2.3. Dado p ∈M , ∼p es una relación de equivalencia.

Definición 2.8. Un germen asociado a un punto p ∈M es [f ]p, donde f :M → R
diferenciable.

2Puede revisar [2, Página 21].
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Para no sobrecargar la notación denotaremos a [f ]p simplemente como f .

Definición 2.9. Sea p ∈ M denotaremos al conjunto de germenes en el punto p

como C∞
p (M).

Definición 2.10. Una función lineal

D : C∞
p (M)→ R

es una derivación cuando dado dos germenes f y g

D(fg) = (Df)g(p) + f(p)Dg.

El concepto de derivaciones nos recuerda a derivadas y a la regla de Leibniz. Esto

nos da la intuición de definir el concepto de derivadas parciales en variedades

Definición 2.11. Sea p ∈M y sea {U, ϕ} una carta de p. Donde ϕ : U → Rn con

ϕ = (x1, x2, ..., xn). Definimos la derivada parcial de la siguiente manera;

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

: C∞
p (M)→ R

f 7→ ∂

∂ri
(f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)),

donde
∂

∂ri
es la derivada parcial usual de Rn

Observación 2.4. Es fácil ver que
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

es una derivación en el punto p.

Definición 2.12. Un vector tangente en un punto p de una variedad M es una

derivación en p.

De esta menera estamos viendo al espacio TpM como el espacio de derivaciones

que pasan por el punto p. Esta definición además nos permite mostrar una base

para TpM de manera expĺıcita.

Proposición 2.1. Sea (U,φ) = (U, x1, . . . , xn) una carta alrededor de un punto p

en una variedad M . Entonces

ϕ∗(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

) =
∂

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)
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Demostración. Para cualquier función f ∈ C∞
ϕ(p)(Rn),

ϕ∗(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)(f) =
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f ◦ ϕ)

=
∂

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

(f ◦ ϕ) ◦ (ϕ)−1

=
∂

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

f

Dado que las cartas son difeomorfismos, sus derivadas mapean vectores linealmen-

te independientes en vectores linealmente independientes. De aqúı se sigue que los

vectores { ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

} forman una base para TpM .

La proposición que sigue mostrará que las dos definiciones que hemos propor-

cionado son, de hecho, equivalentes.

Proposición 2.2. Para cualquier punto p en una variedad M y cualquier vector

tangente Xp ∈ TpM , existe una curva suave c : ]−ϵ, ϵ[ → M para algún ϵ > 0 tal

que c(0) = p y c′(0) = Xp.

Demostración. Sea (U,φ) = (U, x1, . . . , xn) una carta centrada en p, es decir,

φ(p) = (0, . . . , 0). Supongamos que Xp =
∑
ai

∂
∂xi
|p. Sea r1, . . . , rn las coordenadas

estándar en Rn. Entonces xi = ri ◦φ. Para encontrar una curva c en p con c′(0) =

Xp, comenzamos con una curva α en Rn tal que α(0) = 0 y α′(0) =
∑
ai

∂
∂ri
|0.

Luego mapeamos α a M a través de φ−1. Un candidato posible de α es:

α(t) = (a1t, . . . , ant), t ∈ ]−ϵ, ϵ[ .

Sea ϵ suficientemente pequeño para que α(t) esté contenido en φ(U). Definimos

c = φ−1 ◦ α : ]−ϵ, ϵ[→M . Es fácil ver que c(0) = p y c′(0) = Xp.
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2.3. Campos vectoriales

Definición 2.13. Un campo vectorial X es una función que:

X :M → TM,

tal que

X(p) ∈ TpM, ∀p ∈M.

Dado un punto p ∈ M y una carta (U, ϕ) = (U, (x1, x2, . . . , xn)), podemos apro-

vechar que el espacio TpM ya posee una base natural. En consecuencia, podemos

expresar localmente un campo vectorial X en el conjunto abierto U de la siguiente

manera:

X =
∑

ai
∂

∂xi
,

donde ai : U → R son funciones. Se dice que el campo vectorial X es C∞ cuando

las funciones {ai} son C∞.

Definición 2.14. Sea un campo vectorial X, decimos que la curva c : ]a, b[→ M

es una curva integral de X cuando:

c′(t) = X(c(t)), t ∈ (a, b).

Sea p ∈ M , la existencia de una curva integral esta ligada a resolver un sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden(E.D.O). Aśı, el teorema de

existencia y unicidad de las EDOs nos garantiza que siempre existirá una única

curva integral alrededor de un pequeño abierto de p.

Ejemplo 2.6. En R2 − {0}, sea p = (x, y). Entonces

X = − y√
x2 + y2

∂

∂x
+

x√
x2 + y2

∂

∂y
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Figura 2.4: Curvas integrales del campo X

2.4. 1-Formas Diferenciales

Sea p un punto sobre la variedad M . Llamaremos T ∗
pM al dual del espacio TpM

como espacio cotangente. Los elementos de este espacio serán llamados covectores

sobre el punto p. Estos covectores son funciones lineales:

wp : TpM → R.

Una 1-forma diferencial no es más que un covector para cada punto de p. Forma-

lizaremos esta definición más adelante.

Definición 2.15. Se define el fibrado cotangente como

T ∗M =
⊔
{p} × TpM
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Observación 2.5. De manera análoga al fibrado tangente uno puede probar que

el fibrado cotangente es una variedad diferenciable.

Ahora si estamos en condiciones de dar una definición más precisa de las 1-formas

diferenciales.

Definición 2.16. Una 1-forma diferencial es

w :M → T ∗M,

donde

w(p) ∈ T ∗
pM, ∀p ∈M.

Definición 2.17. Sea f una función C∞ sobre la variedad M su diferencial es

definido como 1-forma diferencial tal que ∀p ∈M y ∀Xp se tiene que:

dfp(Xp) = Xp(f).

Observación 2.6. Sea (U, ϕ) = (U, (x1, x2, x3, ..., xn) una carta sobre M. Enton-

ces los diferenciales dxi son 1-fomas sobre U . Además estos {dxi} son los duales

de
∂

∂xi
por lo tanto {dxi} forman una base local del espacio cotangente. Esto

permite escribir de manera local cualquiere 1-forma diferencial como combinación

lineal de estos dxi. Es decir, sea w una 1-forma diferencial tomando una vecindad

coordenada U de un punto p entonces

w|U =
∑
i

aidxi,

donde ai : U → R, y de igual manera que los campos vectoriales uno puede decir

que la 1-forma w es C∞ si y solo si las funciones ai son funciones C∞.

2.5. k-Formas Diferenciales

Un k-tensor f de un espacio vectorial V es una función k-lineal:

f : V × V × ....× V → R
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Definición 2.18. Un k-tensor f se dice que es alternado cuando para toda per-

mutación σ ∈ Sk se tiene que:

f(vσ(1), vσ(2), ..., vσ(k)) = sgn(σ)f(v1, v2, ..., vk)

Definición 2.19. Denotaremos Ak(V ) al espacio de k-tensores alternados de V.

De esta manera podemos definir:

Definición 2.20. Denotaremos Ak(T
∗
pM) al espacio de k-tensores alternados de

TpM .

Observación 2.7. Al conjunto Ak(T
∗
pM) tambien se le denota

∧
(T ∗

pM ×T ∗
pM ×

T ∗
pM × T ∗

pM...× T ∗
pM) =

∧k T ∗
pM .

Definición 2.21. Se llama k-ésima potencia exterior del haz cotangente a lo si-

guiente:
k∧
T ∗M =

∐
{p} ×

k∧
T ∗
pM

Observación 2.8. Análogamente como en el caso del fibrado tangente, a este

espacio se le puede dotar de estructura diferenciable.

Definición 2.22. Una k-forma diferencial w es una función

w :M →
k∧
T ∗M,

donde

w(p) ∈
k∧
T ∗
pM

Observación 2.9. Sea (U, ϕ) = (U, (x1, x2, .., xn)) una carta de M, entonces la

k-forma w en ese abierto U se escribe como:

w|U =
∑

ai1i2i3...ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ ...dxik ,

definiendo I = (i1, i2, i3, ..., ik) podemos escribir:

w =
∑

aIdxI ,

y al igual que con las 1-formas uno puede definir que una k-forma w es C∞ cuando

las funciones aI son C∞.



Caṕıtulo 3

Mecánica clásica

La mecánica clásica es la primera teoŕıa a la que tenemos contacto cuando

empezamos a estudiar f́ısica. Sin embargo, esto no significa que su estudio y

comprensión sean sencillos. En este caṕıtulo, mostraremos una descripción un

poco más rigurosa de la mecánica clásica. Para ello, es necesario profundizar en

la teoŕıa del cálculo de variaciones.

3.1. Cálculo de Variaciones

El estudio de las trayectorias de un objeto f́ısico, ya sea bajo la influencia de

fuerzas externas o generadas por restricciones geométricas (constraints), requiere

formalizar el espacio en el que se desarrollarán los fenómenos f́ısicos. Este espacio

será el de curvas diferenciales suaves.

Definición 3.1. Empecemos definiendo el espacio de curvas diferenciales, que es

nuestro dominio de interés.

C∞([t1, t2] ,Rn) = {γ : [t1, t2]→ Rn, γ ∈ C∞} (3.1.1)

Definición 3.2. Una curva h ∈ C∞([t0, t1] ,Rn) se dice ϵ- acotada cuando |h| < ϵ

y |h′| < ϵ

Definición 3.3. Sea una curva γ ∈ C∞([t0, t1] ,Rn) diremos que γ̂ es una curva

ϵ-aproximada de γ cuando γ̂ = γ + h donde h es ϵ-acotada

17
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Figura 3.1: Gráfico de la curva γ y de su curva ϵ-aproximada γ̂ = γ + h

De esta manera, ahora podemos dar la definición de funcional.

Definición 3.4. Un funcional Φ es una función que va del dominio de curvas

diferenciales al conjunto de números reales. Es decir:

Φ : C∞([t1, t2] ,Rn)→ R (3.1.2)

Ejemplo 3.1. Sea γ ∈ C∞([t1, t2] ,R) podemos definir el funcional asociado a la

longitud de la siguiente manera:

ϕ(γ) =

∫ t1

t0

√
1 + γ̇2dt (3.1.3)

Teniendo la definición de funcional, el siguiente paso a estudiar es cómo cambia

el funcional cuando ocurre una perturbación en una curva. En otras palabras,

cual es la relación entre Φ(γ) y Φ(γ + h).

Definición 3.5. Un funcional ϕ es llamado diferenciable si ϕ(γ+h)−ϕ(γ) = F+R

donde F es una función continua y depende linealmente de h (i.e F (h1 + h2) =

F (h1) + F (h2)) y R(h, γ) = O(h2) en el sentido de que ∀|h| < ε y

∣∣∣∣dhdt
∣∣∣∣ < ε

entonces | R |< Cε2.

La parte lineal del incremento F(h) es llamado diferencial de ϕ.

Proposición 3.1. El diferencial de un funcional ϕ está bien definido.

Demostración. Sea γ una curva fija. Supongamos que tenemos dos diferenciales

F1 y F2:
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ϕ(γ + h)− ϕ(γ) = F1(h) +R1(γ, h) = F2(h) +R2(γ, h) (3.1.4)

(F1 − F2)(h) = (R2 −R1) (3.1.5)

Definiendo F = F1 − F2 y R = R2 −R1, de aqúı tenemos:

F (h) = R(h) (3.1.6)

Observación 3.1. Notemos que R es del orden O(h2) y también que la resta de

dos funcionales lineales es un funcional lineal entonces F es un funcional lineal. Es

decir, se cumple ∥F (h)∥ ≤ C1∥h∥.Para C1 = sup|F (h0)| donde |h0| = 1. Como C1

es el supremo de las curvas con norma 1, entonces existirán curvas xn con |xn| = 1

tal que limF (xn) = C1.

Volviendo a la prueba, notamos que basta tomar las curvas yn =
xn

n(1 + |x′n|)

F (xn) =
F (yn)

|yn|
=
R(yn)

|yn|
(3.1.7)

Tomando ĺımite

limF (xn) = C1 = 0 (3.1.8)

Entonces F1 = F2.

Teorema 3.1. Sea L : R3 → R una función diferenciable entonces el funcional ϕ

es diferenciable:

ϕ(γ) =

∫ t1

t0

L(x(t), v(t), t)dt (3.1.9)

donde {x(t)} es la parametrización de la curva γ y v(t) =
dx

dt
. Además el diferen-

cial de ϕ es:

F (h) =

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂v

)]
hdt+

(
∂L

∂v
h

) ∣∣∣∣t1
t0

(3.1.10)
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Demostración.

Φ(γ + h)− Φ(γ) =

∫ t1

t0

[L(x+ h, v + ḣ, t)− L(x, v, t)]dt (3.1.11)

=

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
+
∂L

∂v
ḣ

]
dt+O(h2) (3.1.12)

= F (h) +R (3.1.13)

donde

F (h) =

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
+
∂L

∂v
ḣ

]
dt (3.1.14)

R = O(h2) (3.1.15)

integrando por partes tenemos:

∫ t1

t0

∂L

∂v
ḣdt = −

∫ t1

t0

[
d

dt

(
∂L

∂v

)]
hdt+

(
∂L

∂v
h

) ∣∣∣∣t1
t0

(3.1.16)

de esta manera

F (h) =

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂v

)]
hdt+

(
∂L

∂v
h

) ∣∣∣∣t1
t0

(3.1.17)

A partir de la definición del diferencial de un funcional, podemos finalmente

establecer el concepto de extremal. Asumiremos, de ahora en adelante, que

nuestro dominio solo contiene curvas con extremos fijos.
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Figura 3.2: Gráfico de la curva γ y de su curva aproximada γ′ = γ + h

Definición 3.6. Un extremal de un funcional ϕ es una curva γ tal que:

F (h) = 0,∀h. (3.1.18)

Para poder entender los siguientes teoremas necesitaremos de la siguiente propo-

sición.

Proposición 3.2. Dado f una función real diferenciable y sea h una función

arbitraria tal que:

∫ t1

t0

f(t)h(t)dt = 0, (3.1.19)

entonces f = 0

Demostración. Supongamos que f ̸= 0. Entonces, existe al menos un valor x tal

que f(x) ̸= 0. Consideremos los dos casos posibles:

Caso 1: f(x) > 0

Dado que f es continua, existe una vecindad ]a, b[ de x donde f es estrictamente

positiva. Sea h una función que es igual a cero fuera de esta vecindad y positiva

dentro de la misma. Esto nos permite afirmar que
∫ t1
t0
f(t)h(t)dt > 0, lo cual lleva

a una contradicción.

Caso 2: f(x) < 0
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De manera análoga, como f es continua, existe una vecindad ]a, b[ de x donde f

es estrictamente negativa. Tomamos nuevamente una función h que es igual a

cero fuera de la vecindad y positiva dentro de la misma. Esto nos lleva a la

contradicción
∫ t1
t0
f(t)h(t)dt < 0.

Dado que en ambos casos llegamos a una contradicción, concluimos que no puede

existir un x tal que f(x) ̸= 0. Por lo tanto, se sigue que f = 0.

Teorema 3.2. Sea ϕ el funcional definido en el anterior teorema entonces una

curva γ es un extremal si y solo si se cumple:

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂v

)
= 0. (3.1.20)

Demostración. Por el teorema anterior tenemos:

F (h) =

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂v

)]
hdt+

(
∂L

∂v
h

) ∣∣∣∣t1
t0

(3.1.21)

Como la curva es cerrada entonces h(t1) = h(t0) = 0. Definiendo además f(t) =
∂L
∂x
− d

dt
(∂L
∂v
). De esta manera nos queda:

∫ t1

t0

f(t)h(t) = 0 (3.1.22)

Y como h(t) es arbitrario. Entonces por la proposición anterior tenemos que f(t) =

0.
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3.2. La ecuación de Euler-Lagrange

Se llama ecuación de Euler-Lagrange del funcional ϕ(γ) =
∫ t1
t0
L(x(t), v(t), t)dt a

la ecuación:

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂v

)
= 0. (3.2.1)

Observación 3.2. Cuando tenemos un sistema f́ısico que depende de múltiples

variables, es posible repetir el proceso y obtener un sistema de ecuaciones que

tenga la forma de la ecuación de Euler-Lagrange. En este contexto (donde L :

Rn×Rn×R→ R), para mantener la claridad del proceso, utilizaremos la siguiente

denotación:

∂L

∂x
=

(
∂L

∂x1
,
∂L

∂x2
, ....,

∂L

∂xn

)
. (3.2.2)

Teorema 3.3. Sean (x1, x2, ...., xn) y (q1, q2, ..., qn) dos sistemas de coordenadas

que describen un mismo sistema f́ısico entonces

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= 0⇔ ∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)
= 0. (3.2.3)

Demostración. Recordemos que la ecuación de Euler Lagrange equivale a que la

curva sea un extremal. Pero que la condición que la curva sea extremal es una

propiedad independiente del sistema de coordenadas. En resumen, lo que queremos

decir es:

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= 0⇔ F (h) = 0,∀h⇔ ∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)
= 0. (3.2.4)

Teorema 3.4. Las ecuaciones de la mecánica coinciden con los extremales del

funcional:

ϕ(γ) =

∫ t1

t0

L(x(t), ẋ(t), t)dt, (3.2.5)
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donde L = T − U (T es la enerǵıa cinética y U es la enerǵıa potencial)

Demostración. Como podemos considerar cualquier sistema de coordenadas to-

memos el sistema cartesiano. De aqui U = U(x) y T =
∑
mi

(x′
i)

2

2
. Usando las

ecuaciones de Lagrange tenemos:

mi
d2xi
dt2

= −∂U
∂xi

. (3.2.6)

Observación 3.3. Como consecuencia del Teorema 3.3 podemos tomar cualquier

sistema de referencia para poder escribir el lagrangiano.

Definición 3.7. Llamamos a L = L(q, q̇, t) lagrangiano del sistema y ∂L
∂q̇i

= pi

momentum generalizado y a las expresiones ∂L
∂qi

como fuerzas generalizadas.

Definición 3.8. Se dice que una variable qi es ćıclica cuando ∂L
∂qi

= 0.

Proposición 3.3. El momentum correspondiente a una variable ćıclica se conser-

va. Es decir, es constante.

Demostración.
∂L

∂qi
= 0 =

dpi
dt
. (3.2.7)

3.3. Formulación Hamiltoniana

La formulación hamiltoniana es otra forma equivalente de estudiar un fenómeno

f́ısico. Este estudio trae nuevas formas de entender un sistema y conserva algunas

propiedades que le son propias. Para poder comenzar con este enfoque, es

necesario estudiar las transformaciones de Legendre formalmente.

3.3.1. Transformación de Legendre

Para ilustrar cómo actúa la transformación de Legendre, trabajaremos primero

con funciones
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f : R→ R (3.3.1)

Definición 3.9. Una función f : R→ R es convexa cuando f ′′(x) > 0,∀x

El hecho de trabajar con una función convexa nos permite inducir una nueva

función, que llamaremos g, y que será la función dual de f. La función g se construye

de la siguiente manera:

Sea

F : R× R→ R (3.3.2)

Donde

F (p, x) = px− f(x) (3.3.3)

Figura 3.3: Transformada de legendre

Gráficamente, esta función F representa la distancia entre la recta de pendiente p

y la función f. Con esto, vamos a buscar que la variable x dependa de p. Para

lograrlo, procedemos de la siguiente manera:

∂F

∂x
= 0, (3.3.4)

es decir, fijo el valor de p estamos buscando los posibles valores de x tal que:

f ′(x) = p. (3.3.5)
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El hecho de que la función sea convexa nos garantiza la existencia de un único

valor de x que satisface la ecuación p = f ′(x). De esta manera, podemos expresar

x en función de p como x = x(p).

Definimos la función g como

g(p) = F (p, x(p)), (3.3.6)

es decir,

g(p) = px(p)− f(x(p)). (3.3.7)

Veremos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.2. f(x) = x2. Su función F (p, x) = px− x2

∂

∂x
F = p− 2x = 0→ x =

p

2
(3.3.8)

g(p) =
p2

2
− p2

4
=
p2

4
(3.3.9)

Ejemplo 3.3. f(x) = m
x2

2
. Su función F (p, x) = px− mx2

2

∂F

∂x
= p−mx = 0 (3.3.10)

x =
p

m
, (3.3.11)

entonces

g(p) =
p2

m
− p2

2m
=

p2

2m
. (3.3.12)

Antes de enunciar el siguiente resultado importante, enunciaremos algunas

proposiciones y teoremas que nos serán útiles.

Teorema 3.5. (Función impĺıcita)

Dado una función F : U ⊆ R2 → R de clase C1, tal que F (x0, y0) = 0 y
∂F

∂y
(x0, y0) ̸= 0. Entonces ∃(x0 − δ, x0 + δ), y = y(x) de clase C1 con y(x0) = y0 ,

donde además
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y′(x0) = −

∂F

∂x
(x0, y0)

∂F

∂y
(x0, y0)

. (3.3.13)

Proposición 3.4. Sea f una función convexa entonces su función dual va ser de

clase C2.

Demostración. Sea p0 ∈ R, por definición x(p0) es el valor que hace que:

∂F

∂x
(p0, x(p0)) = 0. (3.3.14)

Como
∂2F

∂2x
= −f ′(x) ̸= 0. Entonces podemos aplicar el teorema de la función

impĺıcita a
∂F

∂x
y de esta manera x = x(p) y va a ser una función de clase C1.

Como g es una composición de funciones C2 entonces g es de clase C2

Observación 3.4. De la proposición anterior se sigue que x′(p) =
1

f ′(x(p))
. Y

con esto, tenemos que g′(p) = x(p) y g′′(p) =
1

f ′(x(p))
. De aqúı tenemos que el

dual de una función convexa es también una función convexa. Por lo tanto, tiene

sentido preguntarse cuál seŕıa la función dual de g.

Teorema 3.6. La transformación de Legendre es involutiva, es decir, su cuadrado

es la identidad: si se aplica la transformación de Legendre a f y se obtiene g,

entonces la transformación de Legendre aplicada a g será nuevamente f.

Demostración. Sea x0 ∈ R construyamos el dual de g y denotemos a este como h.

Sea G(x, p) = xp− g(p) de esta manera

h(x0) = G(x0, p(x0)) = x0p(x0)− g(p(x0)), (3.3.15)

pero por definición de g

g(p(x0)) = p(x0)x(p(x0))− f(x(p(x0))), (3.3.16)

pero
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x0 = g′(p(x0)) = x(p(x0)), (3.3.17)

de esta manera h(x0) = f(x0).

Proposición 3.5. (Desigualdad de Young) Dado f una función convexa y sea

g su función dual entonces

px < f(x) + g(p). (3.3.18)

Demostración. Dado p ∈ R

g(p) = px(p)− f(x(p)), (3.3.19)

y como la función F (p, x) tiene segunda derivada en x negativa tenemos que g(p)

es el valor máximo de F (p, ·). De esta manera

px < f(x) + g(p). (3.3.20)

Ejemplo 3.4. Si f(x) =
1

2
x2, entonces g(p) =

1

2
p2 y obtenemos la conocida

desigualdad px <
1

2
x2 +

1

2
p2 para todo x y p.

Ejemplo 3.5. Si f(x) =
xa

a
, entonces g(p) =

pb

b
, donde 1

a
+ 1

b
= 1, y obtenemos

la desigualdad de Young

px <
xa

a
+
pb

b
para todo x > 0, p > 0, a > 1, b > 1, y 1

a
+ 1

b
= 1.

Para más información acerca de la desigualdad de Young puede revisar [3, Caṕıtu-

lo 9].

Observación 3.5. Transformada de Legendre en varias variables

Sea f(x) una función convexa de la variable vectorial x = (x1, ..., xn). Esto significa

que la forma cuadrática { ∂2f

∂xi∂xj
dxidxj} es definida positiva. Para mantener una

notación clara, emplearemos la notación de punto para denotar el producto interno

estándar en Rn.
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La transformada de Legendre en Rn es la función g(p), donde p = (p1, ..., pn), y se

define como g(p) = F (p, x(p)) = máxx F (p, x). Aqúı, F (p, x) = px−f(x) y p = ∂f
∂x
.

Siguiendo un razonamiento análogo al caso unidimensional, todos los argumentos

anteriores, incluyendo la desigualdad de Young, pueden aplicarse sin cambios a

este contexto.

3.3.2. Las ecuaciones de Hamilton

Por medio de la transformación de Legendre, el sistema de Lagrange de ecuaciones

diferenciales de segundo orden se transforma en un sistema 2n extremadamente

simétrico de ecuaciones de primer orden. Es decir, se convierte en una E.D.O con

2n variables. A este nueva forma de entender las ecuaciones de movimiento se

denomina sistema de ecuaciones hamiltonianas (o simplemente ecuaciones canóni-

cas).

Consideramos el sistema de ecuaciones de Lagrange ṗ = ∂L
∂q
, donde p = ∂L

∂q̇
, con

una función lagrangiana dada L : Rn×Rn×R→ R, que asumiremos convexa con

respecto al segundo argumento q̇

Teorema 3.7. El sistema de ecuaciones de Lagrange es equivalente al sistema

de 2n ecuaciones de primer orden (ecuaciones de Hamilton), donde H(p, q, t) =

pq−L(q, q̇, t) es la transformada de Legendre de la función lagrangiana con respecto

de la variable q̇.

Demostración. Por definición, la transformada de Legendre de L(q, q̇, t) con res-

pecto a q es la función H(p, q) = pq − L(q), en la cual q̇ se expresa en términos

de p mediante la fórmula p = ∂L
∂q̇
, y que depende de los parámetros q y t. Esta

función H se llama hamiltoniano.

La diferencial total del hamiltoniano

dH =
∂H

∂p
dp+

∂H

∂q
dq +

∂H

∂t
dt, (3.3.21)

es igual a la diferencial total de pq − L para p = ∂L
∂q̇
:

dH =
∂L

∂p
dp− ∂L

∂q
dq − ∂L

∂t
dt. (3.3.22)
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Ambas expresiones para dH deben ser iguales. Por lo tanto,

q̇ =
∂H

∂p
,

∂H

∂q
= −∂L

∂q
,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (3.3.23)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange, ṗ = ∂L
∂q
, obtenemos las ecuaciones de Ha-

milton:

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
. (3.3.24)

Hemos visto que si q(t) satisface las ecuaciones de Lagrange, entonces {p(s), q(t)}
satisface las ecuaciones de Hamilton. El otro sentido de la equivalencia se de-

muestra de manera trivial. Por lo tanto, los sistemas de Lagrange y Hamilton son

equivalentes.

3.3.3. El Hamiltoniano y la enerǵıa

Asumiremos que tenemos un lagrangiano de la forma L = T − U donde T es

una forma cuadrática con respecto a q̇ y U (enerǵıa potencial) una función de la

posición. Siendo más precisos T y U son de la forma:

T =
∑
i,j

aij q̇iq̇j, (3.3.25)

donde aij = aij(q, t) y U = U(q) daremos una proposición que nos sea útil para el

siguiente teorema.

Proposición 3.6. Sea una función f : U ⊆ Rn → R homogénea de orden 2

(λ ∈ R,g(λx) = λ2g(x)). Entonces

g(p) = f(x), (3.3.26)

donde g es la función dual de f .

Demostración.

g(p) = x(p)p− f(x(p)). (3.3.27)
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Recordemos que p =
∂f

∂x
(x(p)), y además, se cumple que:

dfx(x) = x
∂f

∂x
= 2f(x). (3.3.28)

Reemplazando tenemos que 2f(x(p)) = x(p)p y finalmente g(p) = f(x(p)).

Teorema 3.8. Bajo las suposiciones de T y U se tiene H = T + U .

Demostración.

H = q̇p− L, (3.3.29)

usando la proposición anterior tenemos H = 2T − L = T + U .

Ejemplo 3.6. En el caso de dimensión uno con T =
q̇

2
, U = U(q). Usando el

Teorema 3.8 tenemos H =
q̇

2
+ U(q). Y finalmente obtenemos sus ecuaciones de

Hamilton:

q̇ = p (3.3.30)

ṗ = −∂U
∂x

(3.3.31)

Corolario: En particular, para un sistema cuya función hamiltoniana no

depende expĺıcitamente del tiempo
(
∂H
∂t

= 0
)
se cumple la ley de conservación de

la función hamiltoniana H(p(t), q(t)) = constante.

Demostración.

dH

dt
=
∂H

∂p
(−∂H

∂q
) +

∂H

∂q

∂H

∂p
+
∂H

∂t
=
∂H

∂t
(3.3.32)

⇒ dH

dt
= 0 (3.3.33)
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Ejemplo 3.7. Sea L =
1

2
mv2 +

e

c
−→v ×

−→
A + eϕ un lagrangiano independiente del

tiempo. Entonces por el corolario su hamiltoniano H = 1
2m

(
P − e

cA

)2
+ eϕ seŕıa

una constante en el tiempo.



Caṕıtulo 4

Geometŕıa Simpléctica

4.1. Formas Simplécticas

Sea V un espacio vectorial m-dimensional sobre R, y sea Ω : V × V → R una

función bilenal. La aplicación Ω es antisimétrica cuando Ω(u, v) = −Ω(v, u)

Teorema 4.1. Sea Ω una forma bilineal antisimétrica, entonces existe una base

de vectores u1, u2, .., uk, e1, e2, ..., en, f1, f2, .., fn tal que:

Ω(ui, v) = 0, ∀i, ∀v ∈ V

Ω(ei, ej) = 0, ∀i, j

Ω(fi, fj) = 0,∀i, j

Ω(ei, fj) = δij,∀i, j

Observación 4.1. .

1. La base en el Teorema 4.1 no es única, aunque tradicionalmente también se

le llama base canónica.

2. En notación matricial con respecto a tal base, tenemos

Ω(u, v) =
[
−u−

]
0 0 0

0 0 Id

0 −Id 0



|
v

|

 .
33
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Demostración. Esta prueba por inducción es una versión antisimétrica del proceso

de Gram-Schmidt. Para obtener más detalles sobre el proceso de Gram-Schmidt,

puede revisar: [4, Caṕıtulo 10].

Sea U := {u ∈ V/Ω(u, v) = 0 para todo v ∈ V }. Elija una base u1, . . . , uk de U y

elija un espacio complementario W para U en V tal que

V = U ⊕W.

Tome cualquier e1 ̸= 0 ∈ W . Entonces existe f1 ∈ W tal que Ω(e1, f1) ̸= 0. Sin

pérdida de generalidad, se puede asumir que Ω(e1, f1) = 1. Definimos

W1 = span{e1, f1}

WΩ
1 = {w ∈ W |Ω(w, v) = 0 para todo v ∈ W1}.

.

Afirmación: W1 ∩WΩ
1 = {0}.

Supongamos que v = ae1 + bf1 ∈ W1 ∩WΩ1.

0 = Ω(v, e1) = −b

0 = Ω(v, f1) = a⇒ v = 0.

Afirmación : W = W1 ⊕WΩ
1 .

Supongamos que v ∈ W tiene Ω(v, e1) = c y Ω(v, f1) = d. Notemos que (−cf1 +
de1) ∈ W1 y que (v + cf1 − de1) ∈ WΩ

1 y finalmente:

v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1).

.

Continuamos: elijamos e2 ∈ WΩ
1 con e2 ̸= 0. Entonces existe f2 ∈ WΩ

1 tal que

Ω(e2, f2) ̸= 0. Supongamos que Ω(e2, f2) = 1. Definimos W2 = span{e2, f2}. Y aśı

sucesivamente. Este proceso eventualmente se detiene porque dimV <∞. Por lo

tanto, obtenemos V = U ⊕W1 ⊕W2 ⊕ . . . ⊕Wn, donde todos los sumandos son

ortogonales con respecto a Ω, y donde Wi tiene base ei, fi con Ω(ei, fi) = 1.

Observación 4.2. La dimensión del subespacio U = {u ∈ V |Ω(u, v) = 0 para todo v ∈
V } no depende de la elección de la base. Entonces k := dimU es una invariante
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de (V,Ω). Además por cuestiones dimensionales tenemos k + 2n = m = dimV , y

como consecuencia n es un invariante de (V,Ω); 2n se llama el rango de Ω.

4.2. Espacios Vectoriales Simplécticos

Sea V un espacio vectorial de dimensión m sobre R y sea Ω : V × V → R una

aplicación bilineal.

Definición 4.1. La aplicación Ω̂ : V → V ∗ es la aplicación lineal definida por

Ω̂(v)(u) = Ω(v, u).

El núcleo de Ω̂ es el subespacio U mencionado anteriormente.

Definición 4.2. Una aplicación bilineal antisimétrica Ω es simpléctica (o no de-

generada) si Ω̂ es biyectiva, es decir, U = {0}. En este contexto, la aplicación Ω se

llama entonces una estructura simpléctica lineal en V , y (V,Ω) se llama un espacio

vectorial simpléctico.

Las siguientes son propiedades inmediatas de una aplicación simpléctica Ω:

1. Dualidad: la aplicación Ωe : V → V ∗ es una biyección.

2. Según el teorema de la forma estándar, k = dimU = 0, por lo que dimV =

2n es par.

3. Según el Teorema 4.1, un espacio vectorial simpléctico (V,Ω) tiene una base

e1, . . . , en, f1, . . . , fn que satisface Ω(ei, fj) = δij y Ω(ei, ej) = 0 = Ω(fi, fj).

A esta base se le llama una base simpléctica de (V,Ω). Con respecto a una

base simpléctica, tenemos:

Ω(u, v) =
[
− u −

] [ 0 Id

−Id 0

]
|
v

|

 .
Observación 4.3. No todos los subespaciosW de un espacio vectorial simpléctico

(V,Ω) son iguales:

Un subespacioW se llama simpléctico si Ω|W es no degenerada. Por ejemplo,

el span de e1, f1 es simpléctico.
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Un subespacio W se llama isotrópico si Ω|W ≡ 0. Por ejemplo, el span de

e1, e2 es isotrópico.

El prototipo de un espacio vectorial simpléctico es (R2n,Ω0), donde Ω0 está definida

de tal manera que la base

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 1, 0, . . . , 0)

f1 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), . . . , fn = (0, . . . , 0, 1).

es una base simpléctica. La aplicación Ω0 en otros vectores está determinada por

sus valores en una base y su bilinealidad.

Definición 4.3. Un simpletomorfismo ϕ entre espacios vectoriales simplécticos

(V,Ω) y (V0,Ω0) es un isomorfismo lineal ϕ : V → V0 tal que ϕ∗Ω0 = Ω. (Donde

(ϕ∗Ω0)(u, v) = Ω0(ϕ(u), ϕ(v))). Si existe un simpletomorfismo, se dice que (V,Ω)

y (V0,Ω0) son simplectomorfos.

Observación 4.4. Es evidente que ser simplectomorfo es una relación de equiva-

lencia en el conjunto de todos los espacios vectoriales de dimensión par. Además,

según el Teorema 4.1, cada espacio vectorial simpléctico de dimensión 2n (V,Ω)

es simplectomorfo al prototipo (R2n,Ω0); seleccionar una base simpléctica para

(V,Ω) produce un simpletomorfismo a (R2n,Ω0).

4.3. Variedades Simplécticas

Definición 4.4. Sea M una variedad diferenciable, una k-forma diferencial w es

cerrada cuando:

dw = 0.

Definición 4.5. Una 2-forma diferencial w es simpléctica cuando es cerrada y wp

es simpléctica ∀p ∈M .

Definición 4.6. Una variedad simpléctica es un par (M,w) donde M es una

variedad y w es forma simpléctica.
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Ejemplo 4.1. Sea M = R2n con coordenadas lineales x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. La

forma

ω0 =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi,

es simpléctica, y el conjunto(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
,
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yn

)
p

,

es una base simpléctica de TpM .

Ejemplo 4.2. Sea M = Cn con coordenadas lineales z1, . . . , zn. La forma

ω0 =
i

2

n∑
k=1

dzk ∧ dzk,

es simpléctica. De hecho, esta forma es igual a la del ejemplo anterior bajo la

identificación Cn ∼= R2n, zk = xk + iyk.

Ejemplo 4.3. Sea M = S2 considerada como el conjunto de vectores unitarios en

R3. Los vectores tangentes a S2 en el punto p pueden entonces identificarse con

los vectores ortogonales a p. La forma simpléctica estándar en S2 es inducida por

los productos interiores y exteriores:

ωp(u, v) := ⟨p, u× v⟩, para u, v ∈ TpS2 = {p}⊥.

Esta forma es cerrada porque es de grado máximo; es no degenerada porque cuando

u ̸= 0 podemos tomar, por ejemplo, v = u× p de esta manera ⟨p, u× v⟩ ̸= 0.

4.4. Simplectomorfismos

Definición 4.7. Dado dos variedades simplécticas (M1, w1) y (M2, w2). Una fun-

ción diferenciable f :M1 →M2 es un simplectomorfismo cuando f ∗w2 = w1.

El siguiente teorema se llama teorema de Darboux y nos dice como es el com-

portamiento local de cualquier forma simpléctica.

Teorema 4.2. Sea (M,w) una 2m variedad simpléctica, entonces para todo p ∈M
existe un abierto de (U, (x1, x2, ...xm, y1, y2, .., ym)) del punto p donde la forma w

se puede escribir como:
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w =
∑

dxi ∧ dyi.

Para la prueba se necesita más herraminetas, por lo que dejameros su prueba para

más adelante1.

4.5. Forma simpléctica en el fibrado cotangente

4.5.1. Fibrado cotangente

Sea X una variedad de dimensión n y M = T ∗X su fibrado cotangente. Si la

estructura de la variedad en X está descrita por cartas coordenadas (U, x1, . . . , xn)

con xi : U → R, entonces en cualquier x ∈ U , las diferenciales (dx1)x, . . . , (dxn)x
forman una base de T ∗

xX. Es decir, si ξ ∈ T ∗
xX, entonces ξ =

∑n
i=1 ξi(dxi)x para

algunos coeficientes reales ξ1, . . . , ξn. Esto induce un mapa

T ∗U → R2n

(x, ξ) 7→ (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn).

La carta (T ∗U, x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) es una carta coordenada para T ∗X; las coor-

denadas x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn son las coordenadas cotangentes asociadas a las coor-

denadas x1, . . . , xn en U . Las funciones de transición en las intersecciones son sua-

ves: dadas dos cartas (U, x1, . . . , xn) y (U0, x
1
0, . . . , x

n
0 ), y x ∈ U ∩ U0, si ξ ∈ T ∗

xX,

entonces

ξ =
n∑

i=1

ξi(dxi)x =
∑
i,j

ξi
∂xi

∂xj0

∣∣∣
x=x0

(dxj0)x =
n∑

j=1

ξj0(dx
j
0)x,

donde ξj0 =
∑

i ξi
∂xi

∂xj
0

∣∣∣
x=x0

es suave. Por lo tanto, T ∗X es una variedad de dimensión

2n. Para más referecias sobre el fibrado cotangente puede revisar [1, Caṕıtulo 17].

A continuación, exploraremos unas formas simplécticas en el espacio cotangente,

que comúnmente se denominan formas tautológicas. Estas formas canónicas en los

1Puede revisar Página 50.
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fibrados cotangentes desempeñan un papel crucial en diversas disciplinas, como el

análisis de operadores diferenciales, sistemas dinámicos y la mecánica clásica.

4.5.2. Formas Tautológicas y Canónicas en cartas

Sea (U, (x1, x2, . . . , xm)) una carta coordenada. A esta carta podemos asociarla con

una carta en el fibrado cotangente (T ∗U, (x1, x2, . . . , xm, ξ1, ξ2, . . . , ξm)). Definimos

la 2-forma ω sobre T ∗U

w =
∑

dxi ∧ dξi.

Y también podemos definir la 1-forma α de la siguiente manera:

α =
∑

ξi ∧ dxi.

Teorema 4.3. La 1-forma α está definida en todo M.

Demostración. Sean (U, x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) y (U0, x
1
0, . . . , x

n
0 , ξ

1
0 , . . . , ξ

n
0 ) dos sis-

temas de coordenadas en el cotangente. En U∩U0, los dos conjuntos de coordenadas

están relacionados por ξj0 =
∑

i ξi

(
∂xi

∂xj0

)
. Dado que dxj0 =

∑
i

∂xj0
∂xi

dxi, tenemos

α0 =
∑

j ξ
j
0dx

j
0 =

∑
ijk ξi

(
∂xi

∂xj0

)(
∂xj0
∂xk

)
dxk =

∑
ik ξidxkδik =

∑
i ξidxi = α.

A la 1-forma α definida sobre M se le llama la forma tautológica y a w se le llama

la forma simpléctica canónica.

4.5.3. Definiciones sin coordenadas

Sea M = T ∗X tenemos la función proyección

π : T ∗X → X

p = (x, ξ) 7→ x

La 1-forma tautológica α puede definirse punto a punto de la siguiente manera:

αp = (dπp)
∗ξ ∈ T ∗

pM,
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donde (dπp)
∗ es la traspuesta de dπp, es decir, (dπp)

∗ξ = ξ ◦ dπp. No confundir los

dominios donde cada función actúa. Para ello, conviene verlos de manera gráfica:

p = (x, ξ) TpM T ∗
pM

↓ π ↓ dπp ↓ (dπp)∗

x TxX T ∗
xX

Una forma equivalente pero más sencilla de entender α es la siguiente:

αp(v) = ξ
(
(dπp)v

)
, para v ∈ TpM.

En efecto, sea v ∈ TpM entonces tiene la forma v(a1, a2, .., an, b1, b2, .., bn) si eva-

luamos αp(v) =
∑n

i=1 aibi. Por otro lado, ξ
(
(dπp)v

)
= ξ(a1, a2, ...an) =

∑n
i=1 aibi y

son el mismo valor.

Y nuestra 2-forma simpléctica canónica ω en T ∗X puede definirse sin necesidad

de coordenadas, simplemente como:

ω = −dα.

Localmente, ω =
∑n

i=1 dxi ∧ dξi.

4.5.4. Formas Tautológica y Canónica

Sean X1 y X2 variedades de dimensión n con fibrados cotangentes M1 = T ∗X1 y

M2 = T ∗X2, α1 y α2 sus 1-formas tautológicas respectivamente. Supongamos que

f : X1 → X2 es un difeomorfismo. Entonces existe un difeomorfismo natural

f♯ :M1 →M2,

que levanta a f . Es decir, si p1 = (x1, ξ1) ∈ M1 para x1 ∈ X1 y ξ1 ∈ T ∗
x1
X1,

entonces definimos

f♯(p1) = p2 = (x2, p2),

donde x2 = f(x1) y ξ1 = (dfx1)
∗ξ2. De manera gráfica:
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M1

f♯−→M2

π1 ↓ ↓ π2
X1

f−→ X2

Proposición 4.1. f♯ es un difeomorfismo.

Demostración. 1) De la definición de f♯ es fácil ver que el diagrama conmuta

M1

f♯−→M2

π1 ↓ ↓ π2
X1

f−→ X2

2) f♮ :M1 →M2 es biyectiva.

3) f♯ y f−1
♮ son suaves (Para darse cuenta de esto, basta escribir las funciones

usando cartas).

Teorema 4.4. El levantamiento f♯ de un difeomorfismo f : X1 → X2 lleva la

forma tautológica en T ∗X2 de regreso a la forma tautológica en T ∗X1, es decir,

f ∗
♯ (α2) = α1.

Demostración. Sea p1 = (x1, ξ1) ∈ M1, el enunciado del teorema es euivalente a

probar que:

(df♯)
∗
p1
(α2)p2 = (α1)p1 , (4.5.1)

donde p2 = f ∗(p1).

Para dar con la demostración de Ecuación 4.5.1 usaremos los siguientes resultados,

De la definición de f♯ se sigue que:

p2 = f♯(p1)⇔ p2 = (x2, ξ2) donde x2 = f(x1) y (dfx1)
∗ξ2 = ξ1.

De la definición de la 1-forma tautológica se sigue que:

(α1)p1 = (dπ1)
∗
p1
ξ1 y (α2)p2 = (dπ2)

∗
p2
ξ2.
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El diagrama

M1

f♯−→M2

π1 ↓ ↓ π2
X1

f−→ X2

es conmutativo.

Finalmente la prueba de la ecuación Ecuación 4.5.1 es la siguiente:

(df ∗)p1(α2)p2 = (df ∗)p1((dπ2)
∗
p2
ξ2)

= (df ∗)p1((d(π2 ◦ f))∗p1ξ2)

= (d(f ◦ π1))∗p1ξ2
= (dπ1)

∗
p1
((dfx1)

∗
ξ2
)

= (dπ1)
∗
p1
ξ1

= (α1)p1 .

Corolario: La aplicación levantamiento f♯ de un difeomorfismo f : X1 → X2 es

un simplectomorfismo, es decir,

(f♯)
∗ω2 = ω1,

donde ω1 y ω2 son las formas simplécticas canónicas.

En resumen, un difeomorfismo de variedades induce un simplectomorfismo canóni-

co de los fibrados cotangentes:

T ∗X1

f♯−→ T ∗X2

↑ ↑
X1

f−→ X2

Ejemplo 4.4. Sea X1 = X2 = S1. Entonces T ∗S1 es un cilindro infinito S1 × R.
La 2-forma canónica ω es la forma de área ω = dθ∧dξ. Si f : S1 → S1 es cualquier

difeomorfismo, entonces f♯ : S
1 × R→ S1 × R es un simplectomorfismo, es decir,

es un difeomorfismo que preserva el área en el cilindro.

Si f : X1 → X2 y g : X2 → X3 son difeomorfismos, entonces (g ◦ f)♯ = g♯ ◦ f♯. En
términos del grupo Diff(X) de difeomorfismos de X y del grupo Sympl(M,ω) de
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simplectomorfismos de (M,ω), decimos que el mapa

Diff(X) −→ Sympl(M,ω)

f 7→ f♯

es un homomorfismo de grupos. Este mapa es claramente inyectivo. ¿Es sobreyec-

tivo? ¿Vienen todos los simplectomorfismos de T ∗X → T ∗X de difeomorfismos

X → X? No: por ejemplo, la traslación a lo largo de las fibras cotangentes no se

induce mediante un difeomorfismo de la variedad base.

4.6. Simplectomorfismos

La equivalencia entre variedades simplécticas se expresa mediante un simplecto-

morfismo. En este caṕıtulo, estudiaremos con mayor profundidad estos tipos de

mapas.

4.6.1. Subvariedad

Sean M y X variedades con dimX < dimM .

Definición 4.8. Un mapa i : X →M es una inmersión si dip : TpX → Ti(p)M es

inyectiva para cualquier punto p ∈ X.

Un encaje es una inmersión que es un homeomorfismo sobre su imagen.

Una encaje cerrado es una inmersión propia y inyectiva.

Definición 4.9. Una subvariedad de M es una variedad X donde la función

inclusión i : X ↪→M es un encaje cerrado.

Notación: Dada una subvariedad, la inclusión i : X ↪→M induce de manera

natural una forma de incrustar vectores de TpX en TpM . Esto se logra mediante

dip(TpX) ⊂ TpM . A partir de este punto, utilizaremos TpX y dip(TpX) ⊂ TpM

como sinónimos.
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4.6.2. Subvariedad Lagrangiana

Definición 4.10. Sea (M,ω) una variedad simpléctica de dimensión 2n. Una

subvariedad Y deM es una subvariedad lagrangiana si, para cada p ∈ Y , TpY es un

subespacio lagrangiano de TpM , es decir, ωp|TpY ≡ 0 y su dimTpY = 1
2
dimTpM .

Equivalentemente, sea i : Y ↪→M el mapa de inclusión, entonces Y es lagrangiana

si y solo si i∗ω = 0 y dimY = 1
2
dimM .

Sea X una variedad de dimensión n, y M = T ∗X su fibrado cotangente. Si

x1, . . . , xn son coordenadas en U ⊆ X con coordenadas cotangentes asociadas

x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn en T ∗U , entonces la 1-forma tautológica en T ∗X se define

como:

α =
n∑

i=1

ξi dxi,

y la 2-forma canónica en T ∗X es

ω = −dα =
n∑

i=1

dxi ∧ dξi.

La sección cero de T ∗X,

X0 := {(x, ξ) ∈ T ∗X | ξ = 0 en T ∗
xX},

es una subvariedad de T ∗X de dimensión n cuya intersección con T ∗U está dada

por las ecuaciones ξ1 = . . . = ξn = 0. Claramente, α =
∑n

i=1 ξi dxi se anula en

X0 ∩ T ∗U .

En particular, si i0 : X0 ↪→ T ∗X es el mapa de inclusión, tenemos que i∗0α = 0.

Por lo tanto, i∗0ω = i∗0dα = 0, y X0 es lagrangiana.

Todo esto nos lleva a una pregunta ¿Cuáles son todas las subvariedades lagrangia-

nas de T ∗X que están en clase C1 cerca a X0 ?

Sea Xu (la imagen de) otra sección, es decir, una subvariedad de T ∗X de dimensión

n de la forma

Xu = {(x, µx) | x ∈ X,µx ∈ T ∗
xX},
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donde el covector µx depende suavemente de x, y µ : X → T ∗X es una 1-forma.

Con respecto a la inclusión i : Xµ ↪→ T ∗X y la proyección cotangente π : T ∗X →
X, entonces Xu tiene la forma

Xu = {(x, µx) | x ∈ X,µx ∈ T ∗
xX}, (4.6.1)

si y solo si π ◦ i : Xu → X es un difeomorfismo.

Una pregunta natural es cuándo Xu es una subvariedad lagrangiana. Para

responder a ella, presentaremos la siguiente proposición.

Proposición 4.2. Sea Xu de la forma Ecuación 4.6.1, y sea µ la 1-forma asociada.

Denotemos por sµ : X → T ∗X, x 7→ (x, µx), la 1-forma µ considerada exclusiva-

mente como un mapa. Observa que la imagen de sµ es Xu. Sea α la 1-forma

tautológica en T ∗X. Entonces,

s∗µα = µ.

Demostración. Por definición de α, αp = (dπp)
∗ξ en p = (x, ξ) ∈ M . Para p =

sµ(x) = (x, µx), tenemos αp = (dπp)
∗µx. Entonces,

(s∗µα)x = (dsµ)xαp = (dsµ)x(dπp)
∗µx = (d(π ◦ sµ))∗|z=x

µx = µx.

Supongamos que Xu es una subvariedad de T ∗X de dimensión n de la forma

Ecuación 4.6.1, con la 1-forma asociada µ. Entonces sµ : X → T ∗X es una inclusión

con imagen Xu, y existe un difeomorfismo τ : X → Xu, τ(x) := (x, µx), tal que el

siguiente diagrama conmute.

X
sµ //

τ
��

T ∗X

Xu

i

<<

Queremos expresar la condición de que Xu sea lagrangiana en términos de la forma

µ:
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Xu es Lagrangiana⇔ i∗dα = 0

⇔ τ ∗i∗dα = 0

⇔ (i ◦ τ)∗dα = 0

⇔ s∗µdα = 0

⇔ ds∗α = 0

⇔ dµ = 0

⇔ µ es cerrada.

Por lo tanto, existe una correspondencia biuńıvoca entre el conjunto de subvarie-

dades lagrangianas de T ∗X de la forma Ecuación 4.6.1 y el conjunto de 1-formas

cerradas.

Observación 4.5. Cuando X es simplemente conexo, H1
deRham(X) = 0, por lo que

toda 1-forma cerrada µ es igual a df para algún f ∈ C∞(X). De darse el caso, la

función f se llama entonces una función generadora para la subvariedad lagrangia-

na Xu asociada a µ. (Dos funciones generan la misma subvariedad lagrangiana si

y solo si difieren por una función localmente constante.) En variedades arbitrarias

X, las funciones f ∈ C∞(X) originan subvariedades lagrangianas como imágenes

de df .

4.6.3. Fibrados Conormales

Sea S cualquier subvariedad de dimensión k de una variedad X de dimensión n.

Definición 4.11. El espacio conormal en x ∈ S es

N∗
xS = {ξ ∈ T ∗

xX | ξ(v) = 0, para todo v ∈ TxS}.

El fibrado conormal de S es

N∗S = {(x, ξ) ∈ T ∗X | x ∈ S, ξ ∈ N∗
xS}.
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Proposición 4.3. Sea i : N∗S ↪→ T ∗X la inclusión, y sea α la 1-forma tautológica

en T ∗X. Entonces,

i∗α = 0.

Demostración. Sea (U, x1, . . . , xn) un sistema de coordenadas en X centrado en

x ∈ S y adaptado a S, de modo que U ∩ S se describe por xk+1 = . . . = xn = 0.

Sea (T ∗U, x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) el sistema de coordenadas cotangentes asociado.

La subvariedad N∗S ∩ T ∗U se describe entonces por

xk+1 = . . . = xn = 0; ξ1 = . . . = ξk = 0.

Dado que α =
∑n

i=1 ξi dxi en T
∗U , concluimos que, en el punto p ∈ N∗S,

i∗αp = αp|Tp(N∗S) =
∑
i>k

ξi dxi

∣∣∣∣
span{∂/∂xi , i≤k}

= 0.

Corolario 4.4.1. Para cualquier subvariedad S ⊂ X, el fibrado conormal N∗S es

una subvariedad lagrangiana de T ∗X.

Tomando S = {x} como un solo punto, el fibrado conormal L = N∗S = T ∗
xX es

una fibra cotangente. Tomando S = X, el haz conormal L = X0 es la sección

cero de T ∗X.

4.6.4. Aplicación a los simplectomorfismos

Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) dos variedades simplécticas de dimensión 2n. Dada una

difeomorfismo ϕ :M1 →M2, bajo que condiciones se tendŕıa un simplectomorfismo

(Es decir, queremos saber cuando se cumple ϕ∗ω2 = ω1)

Observemos el siguiente diagrama:

M1 ×M2

pr1 ↓ ↓ pr2
M1 M2
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Donde pr1 :M1 ×M2 →M1 y pr2 :M1 ×M2 →M2 son las proyecciones.

Entonces, ω = (pr1)
∗ω1 + (pr2)

∗ω2 es una 2-forma en M1 × M2 que es cerra-

da.

En efecto,

dω = (pr1)
∗dω1 + (pr2)

∗dω2 = 0,

y es una forma simpléctica,

ω2n =

(
2n

n

)
((pr1)

∗ω1)
n ∧ ((pr2)

∗ω2)
n ̸= 0.

Más generalmente, si λ1, λ2 ∈ R \ {0}, entonces λ1(pr1)∗ω1 + λ2(pr2)
∗ω2 también

es una forma simpléctica en M1 ×M2. Tomando λ1 = 1 y λ2 = −1 obtenemos la

forma del ′twisted product′ en M1 ×M2:

ŵ = (pr1)
∗ω1 − (pr2)

∗ω2.

El gráfico de un difeomorfismo ϕ : M1 → M2 es la subvariedad de dimensión 2n

de M1 ×M2

Γϕ := Graph(ϕ) = {(p, ϕ(p)) | p ∈M1}.

La subvariedad Γϕ es una imagen encajada de M1 en M1 ×M2, siendo el encaje:

γ :M1 →M1 ×M2

p 7→ (p, ϕ(p)).

Teorema 4.5. Un difeomorfismo ϕ es un simplectomorfismo si y solo si Γϕ es

una subvariedad lagrangiana de (M1 ×M2).

Demostración. En otras palabras, el gráfico Γϕ es lagrangiano si y solo si (γ∗ŵ) =

0.

(γ∗ŵ) = (γ∗(pr∗1ω1)− γ∗(pr∗2ω2))

= ((pr1 ◦ γ)∗ω1 − (pr2 ◦ γ)∗ω2).

Pero pr1 ◦ γ es la función identidad en M1 y pr2 ◦ γ = ϕ. Por lo tanto,

γ∗ŵ = 0 ⇐⇒ ϕ∗ω2 = w1.
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4.7. Formas Locales

En esta sección, estudiaremos a mayor profundidad los flujos vectoriales y los

teoremas de Moser, que serán de utilidad más adelante.

4.7.1. Isotoṕıas y Campos Vectoriales

Sea M una variedad, y ρ : M × R → M una función, donde definimos ρt(p) :=

ρ(p, t).

Definición 4.12. La función ρ es una isotoṕıa si cada ρt : M → M es una

difeomorfismo, y ρ0 = idM .

Dada una isotoṕıa ρ, obtenemos un campo vectorial dependiente del tiempo, es

decir, una familia de campos vectoriales vt, t ∈ R, que en p ∈M satisfacen:

vt(p) =
d

ds
ρs(q)

∣∣∣∣
s=t

, (4.7.1)

donde q = ρ−1
t (p). En otras palabras,

dρt
dt

= vt ◦ ρt.

A la inversa, dado un campo vectorial dependiente del tiempo vt, siM es compacta

o si los vt tienen soporte compacto, existe una isotoṕıa ρ que satisface la ecuación

diferencial ordinaria Ecuación 4.7.1.

Supongamos que M es compacta. Entonces tenemos una correspondencia uno a

uno:

{isotoṕıas de M} ←→ {campos vectoriales dependientes del tiempo en M}

ρt, t ∈ R←→ vt, t ∈ R.
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Definición 4.13. Cuando vt = v es independiente de t, la isotoṕıa asociada se

llama la función exponencial o el flujo de v y se denota como exp(tv); es decir,

{exp(tv) : M → M | t ∈ R} es la única familia suave de difeomorfismos que

satisface:

exp(tv)

∣∣∣∣
t=0

= idM

d

dt
(exp(tv))(p) = v(exp(tv(p))).

Definición 4.14. La derivada de Lie es el operador

Lv : Ω
k(M)→ Ωk(M)

Lvω =
d

dt
(exp(tv))∗ω

∣∣∣∣
t=0

.

Observación 4.6. En el caso general cuando M no necesariamente es compacta y

se tenga un campo vectorial vt que depende del tiempo, la isotoṕıa correspondiente

ρ todav́ıa existe localmente. Más precisamente, en la vecindad de cualquier punto

p y para un tiempo t suficientemente pequeño, esto se justifica gracias al teorema

de Picard, hay una familia de un parámetro de difeomorfismos locales ρt que

satisfacen:

dρt
dt

= vt ◦ ρt

ρ0 = id.

Por lo tanto, siempre podemos definir la derivada de Lie para cualquier vt. Esta

definción simplemente será:

Lvt : Ω
k(M)→ Ωk(M)

Lvtω =
d

dt
(ρt)

∗ω.

Para más referencias sobre el Teorema de Picard o sobre teoremas relacionados a

ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) puede revisar [5, Caṕıtulo 1].

Proposición 4.4. Hay una relación entre las derivadas de Lie y la derivada exte-

rior (esta relación se llama fórmula mágica de Cartan),

Lvω = ivdω + d(ivω),
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y además también se verifica la siguiente expresión:

d

dt
ρ∗tω = ρ∗t (Lvtω), (4.7.2)

donde ρ es la isotoṕıa (local) generada por vt.

Demostración. Basta con seguir los siguientes pasos:

1. Verificamos la fórmula para 0-formas ω ∈ Ω0(M) = C∞(M).

2. Verificamos que ambos lados conmutan con d.

3. Verificamos que ambos lados son derivaciones del álgebra (Ω∗(M),∧). Por
ejemplo,

Lv(ω ∧ α) = (Lvω) ∧ α + ω ∧ (Lvα).

4. Notemos que si U es el dominio de un sistema de coordenadas, entonces

Ω•(U) se genera como un álgebra por Ω0(U) y dΩ0(U), es decir, cada elemen-

to en Ω•(U) es una combinación lineal de productos exteriores de elementos

en Ω0(U) y elementos en dΩ0(U).

Para los teoremas que vendrán de aqúı en adelante, necesitaremos la siguiente

versión mejorada de la fórmula Ecuación 4.7.2.

Teorema 4.6. Para una familia suave ωt, t ∈ R, de formas diferenciales de

dimensión d, tenemos:

d

dt
ρ∗tωt = ρ∗t

(
Lvtωt +

dωt

dt

)
.

Demostración. Si f(x, y) es una función real de dos variables, usando la regla de

la cadena tenemos

d

dt
f(t, t) =

d

dx
f(x, t)

∣∣∣∣
x=t

+
d

dy
f(t, y)

∣∣∣∣
y=t

.

Por lo tanto,

d

dt
ρ∗tωt =

d

dx
ρ∗xωt

∣∣∣∣
x=t

+
d

dy
ρ∗tωy

∣∣∣∣
y=t

= ρ∗t

(
Lvtωt +

dωt

dt

)
.
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4.8. Teoremas de Moser

4.8.1. Conceptos de Equivalencia para Estructuras Simplécti-

cas

SeaM una variedad de dimensión 2n con dos formas simplécticas ω0 y ω1. De esta

manera, tenemos (M,ω0) y (M,ω1) dos variedades simplécticas.

Definición 4.15. Decimos que:

(M,ω0) y (M,ω1) son simpléctomorfos si existe un difeomorfismo ϕ :M →
M tal que ϕ∗ω1 = ω0;

(M,ω0) y (M,ω1) son fuertemente isotópicos si existe una isotoṕıa ρt :

M →M tal que ρ∗1ω1 = ω0;

(M,ω0) y (M,ω1) son equivalentes por deformación si existe una familia

suave ωt de formas simplécticas que conectan ω0 con ω1;

(M,ω0) y (M,ω1) son isotópicossi son equivalentes por deformación con

[ωt] independiente de t.

Claramente, tenemos:

Fuertemente isotópico ⇒ Simpléctomorfo.

Isotópico ⇒ Equivalente por deformación.

También tenemos que:

Fuertemente isotópico⇒ Isotópico

pues si ρt : M → M es una isotoṕıa tal que ρ∗1ω1 = ω0, entonces el conjunto

ωt := ρ∗tω1 es una familia suave de formas simplécticas que conectan ω1 con ω0,

y [ωt] = [ω1] para todo t, gracias a la invarianza homotópica de la cohomoloǵıa

de deRham. Como veremos a continuación, el teorema de Moser establece que, en

una variedad compacta, el ser isotópico implica ser fuertemente isotópico.
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4.8.2. Teoremas de Moser

Teorema 4.7. Dado que M es una variedad compacta, consideremos el caso en el

que [ω0] = [ω1], y además, que la 2-forma forma simpléctica ωt = (1− t)ω0 + tω1

es simpléctica para cada valor de t en el intervalo [0, 1]. Entonces va a existir una

isotoṕıa ρ : M × R → M que satisface la propiedad ρ∗tωt = ω0 para todo t en el

intervalo [0, 1].

En particular, ϕ = ρ1 : M → M , satisface ϕ∗ω1 = ω0. El siguiente argumento,

debido a Moser, es extremadamente útil y se conoce como el truco de Moser.

Demostración. Supongamos que existe una isotoṕıa ρ : M × R → M tal que

ρ∗tωt = ω0, 0 ≤ t ≤ 1. Sea:

vt =
dρt
dt
◦ ρ−t, t ∈ R.

Entonces,

0 =
d

dt
(ρ∗tωt) = ρ∗t

(
Lvtωt +

dωt

dt

)
.

Esto es equivalente a

Lvtωt +
dωt

dt
= 0. (4.8.1)

Supongamos conversamente que podemos encontrar un campo vectorial depen-

diente del tiempo suave vt, t ∈ R, tal que se cumple la ecuación Ecuación 4.8.1,

para 0 ≤ t ≤ 1. Dado que M es compacta, podemos integrar vt a una isotoṕıa

ρ :M × R→M con:

d

dt
(ρ∗tωt) = 0.

Entonces

ρ∗tωt = ρ∗0ω0 = ω0.

En ese caso, todo se reduce a resolver Ecuación 4.8.1 para vt. Primero, a partir de

ωt = (1− t)ω0 + tω1, concluimos que

dωt

dt
= ω1 − ω0.
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Segundo, dado que [ω0] = [ω1], existe una 1-forma µ tal que

ω1 − ω0 = dµ.

Tercero, por la fórmula mágica de Cartan, tenemos

Lvtωt = d(ivtωt),

ya que ivtdωt = 0.

Finalmente juntando todo, debemos encontrar vt tal que

d(ivtωt) + dµ = 0.

Es suficiente resolver ivtωt + µ = 0.Esta ecuación es muy importante y se llama

ecuación de Moser. Debido a la no degeneración de ωt, podemos resolver esto punto

a punto para obtener un vt único.

Este teorema se puede mejorar de la siguiente manera.

Teorema 4.8. Sea M una variedad compacta con formas simplécticas ω0 y ω1.

Supongamos que ωt, 0 ≤ t ≤ 1, es una familia suave de 2-formas cerradas formas

que une ω0 con ω1 y satisface:

(1) La clase cohomolog’ia: [ωt] es independiente de t, es decir,
d
dt
[ωt] =

d
dt
ωt = 0.

(2) La 2-forma ωt es no degenerada para 0 ≤ t ≤ 1.

Entonces, existirá una isotoṕıa ρ :M × R→M tal que ρ∗tωt = ω0, 0 ≤ t ≤ 1.

Demostración. Tenemos las siguientes implicaciones a partir de las hipótesis:

(1) Existe una familia de 1-formas µt tal que
dωt

dt
= dµt, 0 ≤ t ≤ 1. En efecto,

podemos encontrar una familia suave de 1-formas µt tal que
dωt

dt
= dµt. El argu-

mento involucra el lema de Poincaré para formas de soporte compacto, junto con

la secuencia de Mayer-Vietoris para usar la inducción en el número de cartas en

una cobertura buena de M . Para más detalles puede revisar [6, Caṕıtulo 3].

(2) Existe una familia única de campos vectoriales vt tal que ivtωt+µt = 0 (ecuación

de Moser).

ivtωt + µt = 0,
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como M es una variedad compacta entonces vt esta definido para todo t ∈ R. Este
campo vectorial induce la isotoṕıa ρ. De esta manera, tenemos

d

dt
(ρtωt) = ρt(Lvtωt +

dωt

dt
) = ρt(d(ivtωt) + dµt) = 0.

Observación 4.7. La compacidad de M se usó para poder integrar vt para todo

t ∈ R. Si M no es compacta, necesitamos verificar la existencia de una solución ρt

para la ecuación diferencial dρt
dt

= vt ◦ ρt para 0 ≤ t ≤ 1.

Finalmente vamos acabar este sección enunciando y probando una versión más

general de este teorema.

Teorema 4.9. Sea M una variedad, X una subvariedad de M , i : X ↪→M el ma-

pa de inclusión, ω0 y ω1 formas simplécticas en M . Vamos a probar lo suiguiente:

Hipótesis: ω0|p = ω1|p, ∀p ∈ X.

Conclusión: Existen vecindades U0, U1 de X enM , y un difeomorfismo ϕ : U0 →
U1 tal que ϕ ◦ i = i y ϕ∗ω1 = ω0.

Demostración. .

1. Tomando una vecindad tubular U0 de X. La 2-forma ω1 − ω0 es cerrada en

U0, y (ω1 − ω0)p = 0 para todo p ∈ X. Utilizando la fórmula de homotoṕıa

en la vecindad tubular, se obtiene una 1-forma µ en U0 tal que ω1−ω0 = dµ

y µp = 0 para todo p ∈ X.

2. Considerar la familia ωt = (1 − t)ω0 + tω1 = ω0 + tdµ de 2-formas cerradas

en U0. Si es necesario, reducir U0 para asegurar que ωt sea simpléctica para

0 ≤ t ≤ 1.

3. Resolvemos la ecuación de Moser: ivtωt = −µ. Se observa que vt = 0 en X.

4. Integramos vt. Si es necesario, reducimos U0 nuevamente para garantizar la

existencia de una isotoṕıa ρ : U0 × [0, 1] → M tal que ρ∗tωt = ω0 para todo

t ∈ [0, 1]. Finalmente debido a que vt|X = 0, se tiene ρt|X = idX .

Definiendo ϕ = ρ1 y U1 = ρ(U0) se tiene las vecindades deseadas.
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4.8.3. Teorema de Darboux

Teorema 4.10. Sea (M,ω) una variedad simpléctica y p un punto enM . Entonces

podemos encontrar un sistema de coordenadas (U, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) centrado

en p tal que en U ,

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi.

Como consecuencia del Teorema Teorema 4.10, si demostramos para (R2n,
∑n

i=1 dxi∧
dyi) una afirmación local que sea invariante bajo simpletomorfismos, entonces esa

afirmación se válida para cualquier variedad simpléctica.

Demostración. Aplicando el teorema Teorema 4.9 a X = {p}, utilizamos cualquier

base simpléctica para TpM para construir coordenadas (x10, . . . , x
n
0 , y

1
0, . . . , y

n
0 ) cen-

tradas en p y válidas en algún entorno U0, de manera que

ωp =
n∑

i=1

dxi0 ∧ dyi0
∣∣∣∣
p

.

Hay dos formas simplécticas en U0: la dada ω0 = ω y ω1 =
∑n

i=1 dx
i
0 ∧ dyi0. Y

nuevamente por el teorema de Teorema 4.9, existen entornos U0 y U1 de p, y una

difeomorfismo ϕ : U0 → U1 tal que

ϕ(p) = p y ϕ∗(
n∑

i=1

dxi0 ∧ dyi0) = ω.

Dado que ϕ∗(
∑n

i=1 dx
i
0∧dyi0) =

∑n
i=1 d(x

i
0◦ϕ)∧d(yi0◦ϕ), solo necesitamos establecer

las nuevas coordenadas xi = xi0 ◦ ϕ y yi = yi0 ◦ ϕ.

4.9. Mecánica Hamiltoniana

Las ecuaciones de movimiento en la mecánica clásica surgen como soluciones de

problemas variacionales. Para un sistema mecánico general de n part́ıculas en R3,

la trayectoria f́ısica satisface la segunda ley de Newton. Por otro lado, la trayectoria

f́ısica minimiza el valor promedio de la enerǵıa cinética menos la enerǵıa potencial,

esta cantidad se llama la acción. En el caso de un sistema con restricciones, la
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trayectoria f́ısica es la que minimiza la acción entre todas las trayectorias que

satisfacen la restricción. La transformación de Legendre establece la relación entre

las formulaciones variacionales (Euler-Lagrange) y simétricas de las ecuaciones

de movimiento. En este caṕıtulo veremos más a fondo el estudio de la dinámica

centrada en el Hamiltoniano.

4.9.1. Campos Vectoriales Hamiltonianos y Simplécticos

Sea (M,ω) una variedad simpléctica y H :M → R una función suave. Su diferen-

cial dH es una 1-forma. Debido a la no degeneración, existe un campo vectorial

único XH en M tal que iXH
ω = dH. Suponiendo que M es compacta, o al me-

nos que XH es completo, sea ρt : M → M , t ∈ R, la familia uniparamétrica de

difeomorfismos generada por XH :

 ρ0 = idM

dρt
dt
◦ ρ−1

t = XH .

Proposición 4.5. Cada difeomorfismo ρt preserva ω, i.e. ρ
∗
tω = ω, ∀t.

Demostración. Tenemos

d

dt
ρ∗tω = ρ∗tLXH

ω = ρ∗t (dιXH
ω + ιXH

dω) = 0.

Por lo tanto, cada función en (M,ω) proporciona una familia de simpletomorfis-

mos. Notemos cómo la prueba involucró tanto la no degeneración como la cerradura

de ω.

Definición 4.16. Un campo vectorial XH que satisface iXH
ω = dH se llama

campo vectorial hamiltoniano con función hamiltoniana H.

Ejemplo 4.5. El campo vectorial hamiltoniano asociado a la función de altura

H(θ, h) = h en la esfera (M,ω) = (S2, dθ ∧ dh) tiene la forma:

iXH
(dθ ∧ dh) = dh⇐⇒ XH =

∂

∂θ
.
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Aśı, ρt(θ, h) = (θ+t, h), lo cual es una rotación alrededor del eje vertical; la función

de altura H se preserva con este movimiento.

Observación 4.8. Si XH es hamiltoniano, entonces

LXH
H = iXH

dH = iXH
iXH

ω = 0.

Por lo tanto, los campos vectoriales hamiltonianos preservan sus funciones hamil-

tonianas, y cada curva integral {ρt(x) | t ∈ R} de XH debe estar contenida en un

conjunto de nivel de H.

H(x) = (ρ∗tH)(x) = H(ρt(x)), ∀t.

Definición 4.17. Un campo vectorial X en M que preserve ω (es decir, tal que

LXω = 0) se llama campo vectorial simpl’ectico.

X es simpléctico ⇔ iXω es cerrada.

X es hamiltoniano ⇔ iXω es exacta.

Localmente, en cada conjunto abierto contractible, todo campo vectorial simplécti-

co es hamiltoniano. Si H1
dR(M) = 0, entonces globalmente todo campo vectorial

simpléctico es hamiltoniano. En general, H1
dR(M) mide la obstrucción para que los

campos vectoriales simplécticos sean hamiltonianos.

En resumen, los campos vectoriales en una variedad simpléctica (M,ω) que preser-

van ω se llaman campos simplécticos. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) X es un campo vectorial simpléctico;

2) El flujo ρt de X preserva ω, es decir, ρ∗tω = ω, para todo t;

3) LXω = 0;

4) iXω es cerrada.

Un campo vectorial hamiltoniano es un campo vectorial X para el cual iXω es

exacto. Es decir, iXω = dH para algún H ∈ C∞(M). Una primitiva H de iXω se

llama entonces una función hamiltoniana de X.
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4.9.2. Mecánica clásica

Considera el espacio euclidiano R2n con coordenadas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) y ω0 =∑n
j=1 dqj ∧ dpj. La curva ρt = (q(t), p(t)) es una curva integral para XH exacta-

mente si


dqi
dt

(t) =
∂H

∂pi
dpi
dt

(t) = −∂H
∂qi

.

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones de Hamilton.

De hecho, sea XH =
∑n

i=1

(
∂H
∂pi

∂
∂qi
− ∂H

∂qi

∂
∂pi

)
. Entonces,

iXH
ω =

n∑
j=1

iXH
(dqj ∧ dpj)

=
n∑

j=1

[(iXH
dqj) ∧ dpj − dqj ∧ (iXH

dpj)]

=
n∑

j=1

(
∂H

∂pj
dpj +

∂H

∂qj
dqj

)
= dH.

Observación 4.9. El campo vectorial gradiente de H en relación con la métrica

euclidiana es

∇H :=
n∑

i=1

(
∂H

∂qi

∂

∂qi
+
∂H

∂pi

∂

∂pi

)
.

Si J es la estructura (casi) compleja estándar tal que J
(

∂
∂qi

)
= ∂

∂pi
y J

(
∂
∂pi

)
=

− ∂
∂qi

, entonces tenemos JXH = ∇H.

El caso en el que n = 3 tiene una ilustración f́ısica sencilla. La segunda ley de

Newton establece que una part́ıcula de masa m que se mueve en el espacio de con-

figuración R3 con coordenadas q = (q1, q2, q3) bajo un potencial V (q) se desplaza

a lo largo de una curva q(t) tal que

m
d2q

dt2
= −∇V (q).
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Introduzcamos los momentos pi = mdqi
dt

para i = 1, 2, 3, y la función de enerǵıa

H(p, q) = 1
2m
|p|2 + V (q). Sea R6 = T ∗R3 el espacio de fase correspondiente, con

coordenadas (q1, q2, q3, p1, p2, p3). La segunda ley de Newton en R3 es equivalente

a las ecuaciones de Hamilton en R6:


dqi
dt

= 1
m
pi

dpi
dt

= ∂H
∂pi

m
d2qi
dt2

= −∂V
∂qi

= −∂H
∂qi

.

La enerǵıa H se conserva durante el movimiento f́ısico.

4.9.3. Corchetes

Los campos vectoriales también se pueden ver como operadores diferenciales sobre

funciones.Es decir, si X es un campo vectorial y f ∈ C∞(X), donde df es la

1-forma correspondiente, entonces

X · f := df(X) = LXf.

Dados dos campos vectoriales X e Y , existe un campo vectorial único W tal que

LWf = LX(LY f)− LY (LXf).

W se llama el corchete de Lie de los campos vectoriales X e Y y se denota como

W = [X, Y ], ya que LW = [LX , LY ] es el conmutador.

Teorema 4.11. Si X e Y son campos vectoriales simplécticos en una variedad

simpléctica (M,ω), entonces [X, Y ] es hamiltoniano con función hamiltoniana

ω(Y,X).

Demostración.

i[X,Y ]ω = LXiY ω − iYLXω

= diXiY ω + iXdiY ω − iY diXω − iY iXdω

= d(ω(Y,X)).
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Una álgebra de Lie (real) es un espacio vectorial (real) g junto con un corchete de

Lie [, ]. Es decir, una aplicación bilineal [, ] : g × g → g que satisface:

(1) [x, y] = −[y, x],∀x, y ∈ g, (antisimétrica).

(2) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, ∀x, y, z ∈ g.(identidad de Jacobi).

Definimos:

χ(M) = {campos vectoriales en M}

χsympl(M) = {campos vectoriales simplécticos en M}

χham(M) = {campos vectoriales hamiltonianos en M}.

Corolario 4.11.1. Las inclusiones (χham(M), [·, ·]) ⊆ (χsympl(M), [·, ·]) ⊆ (χ(M), [·, ·])
son inclusiones de álgebras de Lie.

Definición 4.18. El corchete de Poisson de dos funciones f, g ∈ C∞(M ;R) es

{f, g} := ω(Xf , Xg).

Además tenemos X{f,g} = −[Xf , Xg] debido a que Xω(Xf ,Xg) = [Xg, Xf ].

Observación 4.10. El corchete {·, ·} satisface la identidad de Jacobi, es decir,

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Definición 4.19. Un álgebra de Poisson (P, {·, ·}) es un álgebra conmutativa y

asociativa P con un corchete de Lie {·, ·} que cumple con la regla de Leibniz:

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}.

Observación 4.11. El corchete de Poisson {·, ·} definido anteriormente cumple

con la regla de Leibniz.

Concluimos que, si (M,ω) es una variedad simpléctica, entonces (C∞(M), {·, ·})
es un álgebra de Poisson. Además, tenemos una anti-automorfismo de álgebra de

Lie:

C∞(M) −→ χ(M)
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H 7−→ XH

{·, ·} 7−→ −[·, ·].

4.10. Sistemas Integrables

Definición 4.20. Un sistema hamiltoniano es una tripleta (M,ω,H), donde (M,ω)

es una variedad simpléctica y H ∈ C∞(M ;R) es una función llamada función ha-

miltoniana.

Teorema 4.12. Tenemos {f,H} = 0 si y solo si f es constante a lo largo de las

curvas integrales de XH .

Demostración. Sea ρt el flujo de XH . Entonces

d

dt
(f ◦ ρt) = ρ∗tLXH

f = ρ∗t iXH
df

= ρ∗t iXH
iXf

ω

= ρ∗tω(Xf , XH)

= ρ∗t{f,H} = 0.

Una función f como en el Teorema 4.12 se llama integral del movimiento (o inte-

gral primera o constante del movimiento). En general, los sistemas hamiltonianos

no admiten integrales del movimiento que sean independientes de la función ha-

miltoniana. Funciones f1, . . . , fn en M se dicen independientes si sus diferenciales

(df1)p, . . . , (dfn)p son linealmente independientes en todos los puntos p en algún

subconjunto abierto denso deM . De manera informal, un sistema hamiltoniano es

(completamente) integrable si tiene tantas integrales del movimiento conmutativas

como sea posible. La conmutatividad es con respecto al corchete de Poisson. Ob-

serva que si f1, . . . , fn conmutan si f1, . . . , fn son integrales del movimiento para

un sistema hamiltoniano (M,ω,H), entonces en cada punto p ∈ M , sus campos

vectoriales hamiltonianos generan un subespacio isotrópico de TpM :

ω(Xfi , Xfj) = {fi, fj} = 0.



CAPÍTULO 4. GEOMETRÍA SIMPLÉCTICA 63

Si f1, . . . , fn son independientes en p, entonces, según el álgebra lineal simpléctica,

n puede ser a lo sumo la mitad de la dimensión de M .

Definición 4.21. Un sistema Hamiltoniano (M,w,H) es un sistema (comple-

tamente) integrable si posee n =
dimM

2
funciones diferenciables independientes

(f1 = H, f2, .., fn) y además se cumple que:

{fi, fj} = 0,∀i, j.

Con la definición de un sistema integrable podemos definir una función f de la

siguiente manera:

f :M → Rn

f = (f1, f2, f3, .., fn).

La siguiente proposición nos dice como es el comportamiento de las pre-imagenes

de esta función.

Proposición 4.6. Sea un sistema Hamiltoniano (M,w,H) completamente inte-

grable y sean (f1 = H, f2, .., fn) sus funciones independientes. Entonces dado un

valor regular ”c” de la funcion f, se cumple las componentes conexas de f−1(c) son

de la forma Rn−k × T k.

Donde k es un número narural menor que n y T k es un toro de dimensión k.

Demostración. Sean (Xf1 , Xf2 , ...., Xfn) los campos vectoriales asociados a (f1, f2, ..., fn)

respectivamentes. Y sean Φt1
Xf1

,Φt2
Xf2

, ....,Φtn
Xfn

sus flujos correspondientes.

Notemos lo siguiente:

[Xfi , Xfj ] = LXfi
Xf2 = 0

De esta manera, Φt1
Xfi

Φt2
Xfj

= Φt2
Xfj

Φt1
Xfi

. En otras palabras, los flujos conmutan

∀i, j.
Esto nos perimte definir ψ : Rn → Diff(M) un homomorfismos de grupos de la

siguiente manera:

ψ : Rn → Diff(M)

(t1, t2, ..., tn) 7→ Φt1
Xf1
◦ Φt2

Xf2
◦ ..... ◦ Φtn

Xfn
.
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Recordemos que cuando se tiene G ↪→ Rn una acción de un grupo G sobre una

variedad M tenemos dos conjuntos importantes que nos ayudan en el estudio de

esta función. Dado x ∈M

1. El conjunto {gx/g ∈ G} se llama orbitas de x. Denotaremos a este conjunto

como O(x).

2. El conjunto {g ∈ G/gx = x} se llama estabilizador de x. Denotaremos a este

conjunto como Stab(x).

Se tiene por resultado conocido que O(x) = G/Stab(x), para más información

puede revisar [7, Caṕıtulo 5].

Regresando a la prueba, tenemos que en nuestro caso G = Rn y además que

Stab(x) = Zk para algún k. Ya que el estabilizador es un grupo discreto de Rn.

Finalmente

f−1(c) = O(x) = Rn/Zk ≃ Rn−k × (Rk/Zk) ≃ Rn−k × T k.

4.11. Aplicaciones

Para profundizar en la comprensión de estos conceptos, vamos a abordar un ejer-

cicio relacionado con el péndulo simple. En este proceso, aplicaremos herramientas

de la geometŕıa simpléctica para analizar la mecánica del sistema de manera más

detallada y esclarecedora.

El Péndulo Simple

Es un sistema mecánico que consta de una varilla ŕıgida de masa despreciable y

de longitud l, fijada en un extremo, mientras que en el otro extremo tiene una

plomada de masa m, que puede oscilar en el plano vertical. Suponemos que la

fuerza de la gravedad es constante y apunta verticalmente hacia abajo, siendo esta

la única fuerza externa que actúa en este sistema de una sola part́ıcula.
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(a) Sea θ el ángulo orientado entre la varilla (considerada como una masa puntual)

y la dirección vertical. Sea ξ la coordenada a lo largo de las fibras de T ∗S1 inducida

por la coordenada angular estándar en S1. Mostrar que la función H : T ∗S1 → R
dada por

H(θ, ξ) =
ξ2

2ml2
+ml(1− cos θ),

es una función Hamiltoniana adecuada para describir el péndulo esférico. Más pre-

cisamente, podemos verificar que la gravedad corresponde a una enerǵıa potencial

V (θ) = ml(1−cos θ) (omitimos las constantes universales), y que la enerǵıa cinéti-

ca está dada por K(θ, ξ) = 1
2ml2

ξ2.

(b) Por simplicidad, supongamos que m = l = 1. Grafique las curvas de nivel

de H en el plano (θ, ξ). Muestre que existe un número c tal que para 0 < h < c, la

curva de nivel H = h es una unión disjunta de curvas cerradas. Además, demos-

traremos que la proyección de cada una de estas curvas en el eje θ es un intervalo

de longitud menor a π. Mostraremos que ninguna de estas afirmaciones es cierta si

h > c. Describa los movimientos de estas dos curvas. Analice el caso cuando H = c.

(c) Calcule los puntos cŕıticos de la función H. Muestre que, módulo 2π en θ,

existen exactamente dos puntos cŕıticos: un punto cŕıtico s donde H se anula y

un punto cŕıtico u donde H es igual a c. Estos puntos se llaman puntos estables e

inestables de H, respectivamente. Justifique esta terminoloǵıa, es decir, demuestre

que una trayectoria del campo vectorial hamiltoniano de H cuyo punto inicial está

cerca de s permanece cerca de s para siempre, y muestre que esto no es cierto para

u. Analice lo que está ocurriendo f́ısicamente.

Solución

a) Tenemos H : TS1 → R, pero TS1 = S1 × R.

H(θ, ξ) =
ξ2

2ml
+ml(1− cosθ).

Donde la forma simpléctica es w = dθ ∧ dξ. Vamos a calcular XH .

Sea XH = a
∂

∂θ
+ b

∂

∂ξ

dH = mlsenθ
∂

∂θ
+

ξ

ml2
∂

∂ξ

iXH
w = adξ − bdθ = dH = mlsenθ

∂

∂θ
+

ξ

ml2
∂

∂ξ
.
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De esta manera tenemos

a =
ξ

ml2

b = −mlsenθ

Con esto conseguimos los coeficientes del campo XH =
ξ

ml2
∂

∂θ
−mlsenθ ∂

∂ξ
.

Sea (λ(t), ξ(t)) soluciones de XH , de esta manera

θ̇(t) =
ξ(t)

ml2

ξ̇(t) = −mlsenθ(t).

Entonces recuperamos la 2da ley de Newton:

ml2θ̈(t) = −mlsenθ(t).

Definiendo h = l−lcosθ como la altura de la part́ıcula con respecto a su punto base

y recordando que la enerǵıa potencial era de la forma V = mgh = mgl(1−cosθ) =
V (θ). Por otar parte, la enerǵıa cinética era de la forma:

K =
mv2

2
,

donde v = lθ̇, entonces

K =
m

2
l2θ̇2,

pero ξ = ml2θ̇, entonces

K =
ξ2

2ml2
,

de esta manera los valores de
ξ2

2ml2
y V (θ) corresponden a la enerǵıa cinética

y potencial además nuestro hamiltoniano definido al inicio estaŕıa asociado a la

enerǵıa total 2.

b)

H(θ, ξ) =
ξ2

2
+ (1− cosθ)

XH = (ξ2,−senθ).

Como H es una función hamiltoniana y TS1 tiene dimensión 2, entonces H−1(c)

2Para más detalles sobre el significado f́ısico puede revisar [8, Caṕıtulo 9].
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(sus componentes conexas y acotadas) son T 1 es decir son curvas cerradas. Pro-

ponemos como candidato ”c = 2”,sean 0 < h < c.

H =
ξ2

2
+ (1− cosθ) = h < 2,

de esta manera tenemos

| ξ |< 2

0 < 1− cosθ < 2,

entonces θ ∈]− π, π[, ]− 3π, π[, ]0, 2π[,.......

De esta manera si h < 2 las componentes conexas están acotadas y por lo tanto

seŕıan curvas cerradas. Si c < h (h > 2)

ξ2

2
+ (1− cosθ) = h > 2,

entonces θ no estaŕıa acotado.

El movimiento f́ısico que describe la part́ıcula seŕıa:

i) Las componentes conexas acotadas nos muestran un péndulo oscilando alrededor

de θ = 0.

Figura 4.1: Péndulo simple oscilando.

Las componentes conexas no acotadas nos muestran un péndulo que empieza con

una velocidad inicial y empieza a dar vueltas sin parar.
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Figura 4.2: Péndulo simple girando sin parar.

ii) En el caso H = c el campo XH = (0, 0) entonces θ = nπ y ξ = 0. Si n es

impar, 1− cosθ = 2 entonces H = 2. Estamos en un punto estacionario. Es decir,

el péndulo se quedara inmóvil en esa posición.

Figura 4.3: La part́ıcula se queda quieta.
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c) Como XH = (0, 0) entonces θ = nπ y ξ = 0. Tenemos como puntos cŕıticos:

1) θ = 2nπ y ξ = 0 , vamos a probar que son puntos estables.

2) θ = (2n+ 1)σ y ξ = 0, vamos a probar que son puntos inestables.

Porposición La función

H(θ, ξ) =
ξ2

2
+ (1− cosθ),

es una función Liapunov para los puntos (θ = 2nπ, ξ = 0). Para ver más detalles

de las aplicaciones de una función liapunov puede revisar [5, Caṕıtulo 5].

Demostración. 1) H(2nπ, ξ = 0) = 0

2) H(t) =
ξ2(t)

2
+ (1− cosθ(t))

H ′(t) = ξ(t)ξ′(t) + senθ(t)θ′(t)

= ξ(t)(−senθ(t)) + senθ(t)ξ(t) = 0.

De esta manera los puntos (θ = 2nπ, ξ = 0) son puntos estables por el criterio de

Liapunov.

Vamos a probar que los puntos (θ = (2n+ 1)π, ξ = 0) son inestables. Sin pérdida

de generalidad basta probarlo para (π, 0).

Supongamos que (π, 0) es estable, entonces ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 tal que

∀q ∈ B((π, 0), δ) tenemos:

|φ(t, q)− (π, 0)| < ϵ,

donde φ(t, q) es el flujo que inicia del punto q.
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Tomando ϵ < π y sea q = (θ, ξ) donde θ < π (θ = π − δ , ξ = 0) entonces

φ(t, q) es una curva cerrada.Entonces ∃t0 tal que φ(t0, q) = (0, ξ′). Reemplazando

en la desigualdad:

|(0, ξ′)− (π, 0)| < ϵ

|(−π, ξ′)| < ϵ,

entonces π ≤ ϵ < π lo cual es una contradicción.



Caṕıtulo 5

Teoŕıa de Invariantes

En este caṕıtulo nos centraremos en explicar un campo significativo de la mecánica

clásica, que es la teoŕıa de los invarianes. Abordaremos este tema de manera de-

tallada, pero con un enfoque más f́ısico que matemático. Este enfoque nos llevará

a los conceptos de funcionales invariantes y grupos de Lie, los cuales son funda-

mentales en la geometŕıa diferencial. No obstante, en este caso, veremos cómo se

aplican en un contexto f́ısico, principalmente en el ámbito de la mecánica clásica.

5.1. Invariancia

Definición 5.1. Un grupo uniparamétrico de difeomorfismos sobre una variedad

“M” es una aplicación suave:

φ : R×M ⇒M

(ϵ, p) 7→ φ(ϵ, p) = φϵ(p),

tal que

1) φϵ :M ⇒M es un difeomorfismo.

2) φ0 = identidad.

3) φϵ1+ϵ2 = φϵ1 ◦ φϵ2 .

Definición 5.2. Un grupo de Lie “G” es un grupo y al mismo tiempo es una

variedad diferenciable tal que las siguientes aplicaciones son suaves:

71
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1) Operación de producto en G×G:

· : G×G→ G, (g, h) 7→ g · h.

2) Operación (·)−1 en G:

·−1 : G→ G, g 7→ g−1.

Sin embargo, en esta sección daremos una definción mucho más f́ısica.

Definición 5.3. Sea qu los grados de libertad de un sistema f́ısico. Entenderemos

la acción de un grupo de Lie sobre qu de la siguiente manera:

φ(qu(t)) = qu(t, ϵ)

En términos simples, la acción de un grupo hace que las coordenadas, en lugar de

depender solo del tiempo, ahora dependan de un factor “ϵ”.

En nuestro caso tenemos:

φ : (−ϵ, ϵ)× R×M → R×M (5.1.1)

(ϵ, t, qu) 7−→ (t′, q′u) (5.1.2)

entonces podemos enunciar de manera general lo siguiente:

t
′
= T (t, qu, ϵ)

q
′u = Qu(t, qu, ϵ).

Usando el hecho de que son funciones C∞ podemos expandirlas en series de po-

tencias de “ϵ”.

t
′
= t+ ϵ

∂T

∂ϵ
(0) +O(ϵs)

q
′u = qu + ϵ

∂Qu

∂ϵ
(0) +O(ϵs)

Donde s ≥ 2.Llamaremos τ = ∂T
∂ϵ
(0) y ξu = ∂Qu

∂ϵ
(0). De esta manera tenemos:
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t
′
= t+ ϵτ +O(ϵs)

q
′u = qu + ϵξu +O(ϵs).

Con esta notación explicada finalmente podemos dar la definición de invariancia

Definición 5.4. Sea L = L(t, qu, q̇u) el lagrangiano de un sistema y sea L′ =

L(t′, q
′u, q̇

′u) el lagrangiano evaluado en las variables con dependencia del grupo.

Sean

J =

∫ t1

t0

L(t, qu, q̇u)dt

J ′ =

∫ t′1

t′0

L(t′, q
′u, q̇

′u)dt′,

sus respectivas acciones. Diremos que L es invariante bajo estas transformaciones

si y solo si

J ′ − J ∼ O(ϵs); s ≥ 2.

Esta es una definición muy conveniente, ya que en ningún momento se hacen

referencia a coordenadas para definir la invariancia. El único detalle es que la

definición implica trabajar con las acciones. Para abordar esto, presentaremos

una definición equivalente, pero en términos de los Lagrangianos. Esto se logra

de la siguiente manera:

J ′ =

∫ t′1

t′0

L(t′, q
′u, q̇

′u)dt′ =

∫ t1

t0

L′dt
′

dt
dt,

de aqúı tenemos:

J ′ − J =

∫ t1

t0

(
L′dt

′

dt
− L

)
dt.

Proposición 5.1. Un Lagrangiano L es invariante bajo una acción de un grupo

uniparamétrico de difeomorfismos si y solo si

L′dt
′

dt
− L ∼ O(ϵs); s ≥ 2.
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Ahora, disponemos de la definición de invariancia en términos del lagrangiano. A

pesar de ello, esta formulación aún resulta ser bastante compleja al llevar a cabo

cálculos prácticos. Con el propósito de agilizar este proceso, introduciremos un

teorema que no solo facilitará la verificación de la invariancia de manera más

eficaz, sino que también nos guiará de forma natural hacia el teorema de Noether.

Observación 5.1. De este punto en adelante, en el transcurso de esta tesis, cada

vez que se encuentren ı́ndices repetidos (por ejemplo, quξ
u), se asumirá automáti-

camente que implica una sumatoria. No se está considerando ninguna notación

contravariante ni covariante en este contexto.

Teorema 5.1. Un funcional

J =

∫ t1

t0

Ldt

es invariante bajo las transformaciones

t
′
= t+ ϵτ +O(ϵs)

q
′u = qu + ϵξu +O(ϵs),

si y solo si

∂L

∂qu
ξu + puξ̇

u +
∂L

∂t
τ −Hτ̇ = 0. (5.1.3)

Demostración. Como el funcional es invariante entonces:

L′dt
′

dt
− L ∼ O(ϵs); s ≥ 2,

de aqúı, bastaŕıa derivar con respecto a “ϵ” y evaluar la derivada en 0. De esta

manera obtenemos:

L
d

dϵ

[
dt′

dt

]
ϵ=0

+

[
dL′

dϵ

]
ϵ=0

= 0.

Observando como afecta la tranaformación al tiempo y a las coordenadas, podemos

darnos cuenta que:
dt′

dt
= 1 + ϵτ̇

dL′

dϵ
=
∂L

∂qu
∂qu

∂ϵ
+
∂L

∂q̇u
∂q̇u

∂ϵ
+
∂L

∂t′
∂t′

∂ϵ
,
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donde

q̇
′u =

dq
′u

dt′
=
dqu + ϵdξu

dt+ ϵdτ
=
q̇u + ϵξ̇u

1 + ϵτ̇
.

De esta manera:
∂q̇u

∂ϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

= ξ̇u − q̇uτ̇ ,

reemplazando esto en nuestra ecuación inicial:

Lτ̇ +
∂L

∂t
τ +

∂L

∂qu
ξu +

∂L

∂q̇u
(ξ̇u − q̇uτ̇) = 0. (5.1.4)

Llamaremos a la expresión

∂L

∂qu
ξu + puξ̇

u +
∂L

∂t
τ −Hτ̇ = 0, (5.1.5)

como la identidad de Rund-Trautman 1, la cual de manera concisa

denominaremos RTI (1). Usando algo de álgebra uno puede reescribir la

ecuación RTI(1) como:

−(ξu − q̇uτ)
[
∂L

∂qu
− d

dt

∂L

∂q̇u

]
=

d

dt
[puξ

u −Hτ ] . (5.1.6)

Llamaremos a este término RTI(2).

Ejemplo 5.1.

L =

[
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2
]
e

bt

m ,

es invariante bajo la transformación:

t′ = t+ ϵ

x′ = x+ ϵ(
−bx
2m

).

Demostración. Para que el lagrangiano sea invariante se debe cumplir Ecuación 5.1.5.

Es decir,

1Para más referencias puede revisar [9]
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∂L

∂x
ξ + pxξ̇ +

∂L

∂t
τ −Hτ̇ = 0. (5.1.7)

Además de la transformación, podemos obtener que τ = 1 y ξ =
−bx
2m

. Por otra

parte, tenemos:

∂L

∂x
= (−kx)e

bt

m

∂L

∂ẋ
= (mẋ)e

bt

m

∂L

∂t
=

b

m
L,

reemplazando esto en Ecuación 5.1.7 tenemos:

kbx

2m
e

bt

m − bẋ2

2
e

bt

m +
b

m
L

=
−b
m

[
mẋ2

2
− kx

2

]
e

bt

m +
b

m
L = 0.

No siempre cada Lagrangiano será invariante bajo una transformación. Para

ilustrarlo, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2. Sea un Lagrangiano

L =
1

2
mẋ2 − U(t, x),

bajo una transformación t′ = t+ ϵt y x′ = x+
1

2
ϵx de esta manera τ = t y ξ =

x

2
.

Sin embargo, si reemplazamos los términos en Ecuación 5.1.5 nos queda:

−∂Ut
∂t
− x

2

∂U

∂x
̸= 0.

No necesariamente es identicamente 0 para cualquier U(t, x).
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5.2. El Teorema de Noether

En este caṕıtulo, vamos a demostrar uno de los teoremas más importantes en

f́ısica debido a su amplia variedad de aplicaciones. Para ello, utilizaremos el

concepto de invariancia y las identidades RTI que hemos presentado en el

caṕıtulo anterior.

Teorema 5.2. (Teorema de Noether)

Sea un funcional

J =

∫ t1

t0

Ldt,

invariante bajo las transformaciones:

t
′
= t+ ϵτ +O(ϵs)

q
′u = qu + ϵξu +O(ϵs),

entonces la curva que es un extremal(la curva real) va atener la siguiente

cantidad conservada

puξ
u −Hτ = cte. (5.2.1)

Demostración. Como tenemos que nuestro sistema es invariante, entonces se cum-

ple la identidad RTI(2)

−(ξu − q̇uτ)[ ∂L
∂qu
− d

dt

∂L

∂q̇u
] =

d

dt
[puξ

u −Hτ ].

Dado que nos encontramos en una curva extremal, o en otras palabras, estamos en

la curva real, esta debe satisfacer la ecuación de Euler-Lagrange. De esta manera,

podemos afirmar que:

puξ
u −Hτ = cte.

Ejemplo 5.3. Sea el lagrangiano

L =
1

2
m[ṙ2 + r2θ̇2 + ż2]− U.
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Caso 1: Sea la transformación t′ = t+ϵ, r′ = r, θ′ = θ, y z′ = z. Si el Lagrangiano

L es invariante bajo esta transformación, entonces, según el teorema de Noether,

se conserva el Hamiltoniano H = E = cte. Esto implica que la invariancia de

traslaciones temporales nos arrojan la conservación del Hamiltoniano, y en este

caso particular, dado que H = E, la enerǵıa también se conserva.

Caso 2: Sea la transformación t′ = t, r′ = r+ϵ, θ′ = θ y z′ = z. Si el lagrangiano L

es invariante bajo esta transformación,entonces por el teorema de Noether pr = cte.

Caso 3: Sea la transformación t′ = t, r′ = r, θ′ = θ+ ϵ y z′ = z. Si el lagrangiano

L es invariante bajo esta transformación, entonces por el teorema de Noether

pθ = cte.

Caso 4: Sea la transformación t′ = t, r′ = r, θ′ = θ y z′ = z+ϵ. Si el lagrangiano L

es invariante bajo esta transformación,entonces por el teorema de Noether pz = cte.

Ejemplo 5.4. Sea el lagrangiano:

L =

[
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2
]
e

bt

m ,

y sea la transformación t′ = t + ϵ y x′ = x + ϵ
−bx
2m

. Por las cuentas que hicimos

antes, ya sabemos que L es invariante bajo estas transformaciones. Entonces por

el teorema de Noether obtenemos la siguiente cantidad conservada:

[
bxẋ

2
+
mẋ2

2
+
kx2

2

]
e

bt

m = cte. (5.2.2)

Observación 5.2. Cada cantidad conservada proporcionada por el teorema de

Noether se manifiesta en el espacio de fase como una hipersuperficie. Por ende,

el lugar geométrico en el espacio de fase donde se llevará a cabo el movimiento

será la intersección de todas estas hipersuperficies. Dicha intersección constituye

la subvariedad lagrangiana que exploramos en el caṕıtulo anterior.

5.3. Búsqueda de Invariantes

En secciones anteriores, soĺıamos conocer de antemano la transformación bajo la

cual nuestro sistema lagrangiano era invariante. En este caṕıtulo, aprenderemos a

descubrir estas transformaciones. Para hacerlo, seguiremos el siguiente
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procedimiento: Comenzaremos con un lagrangiano fijo, denotado como L, y

consideraremos transformaciones arbitrarias de las variables tiempo y

coordenadas, es decir, t′ = t+ ϵτ + . . . y q
′u = qu + ϵξ

′u + . . .. A partir de aqúı:

τ̇ =
∂τ

∂t
+

∂τ

∂qu
q̇u

ξ̇u =
∂ξu

∂t
+
∂ξu

∂qv
q̇v.

Para encontrar los generadores, introduciremos estas ecuaciones en la ecuación

RTI(1) y obtendremos términos polinómicos en q̇u cuyos coeficientes deben ser

identicamente 0. Estos coeficientes nos darán un sistema de ecuaciones en

derivadas parciales que llamaremos ecuaciones de killing y que debemos resolver

para encontrar los generadores deseados.

Entenderemos mejor esto con un ejemplo.

Ejemplo 5.5. Sea el lagrangiano

L =
mẋ2

2
− U(t, x),

vamos a hallar todas sus simetŕıas para ello usemos:

τ̇ =
∂τ

∂t
+
∂τ

∂x
ẋ

ξ̇ =
∂ξ

∂t
+
∂ξ

∂x
ẋ.

Reemplazando en RTI(1) tenemos:

−∂U
∂t
τ − (

mẋ2

2
+ U)[

∂τ

∂t
+
∂τ

∂x
ẋ] +mẋ[

∂ξ

∂t
+
∂ξ

∂x
ẋ]− ∂U

∂x
ξ = 0,

reagrupando de manera polinómica en ẋ

[
−m
2

∂τ

∂x
]ẋ3+[

−m
2

∂τ

∂t
+m

∂ξ

∂x
]ẋ2+[−U ∂τ

∂x
+m

∂ξ

∂t
]ẋ+[−τ ∂∂U

∂t
−U ∂τ

∂t
−ξ ∂U

∂x
] = 0,
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de esta manera obtenemos las ecuaciones de killing.

∂τ

∂x
= 0 (5.3.1)

−1
2

∂τ

∂t
+
∂ξ

∂x
= 0 (5.3.2)

−U ∂τ
∂x

+m
∂ξ

∂t
= 0 (5.3.3)

∂(Uτ)

∂t
+ ξ

∂U

∂x
= 0. (5.3.4)

De las Ecuación 5.3.1 y Ecuación 5.3.3 tenemos τ = τ(t) y ξ = ξ(x). De la

Ecuación 5.3.2 tenemos:
dτ

dt
= 2

dξ

dx
= C,

integrando obtenemos los generadores

τ = Ct+ t0 (5.3.5)

ξ =
C

2
x+ x0, (5.3.6)

usando el teorma de Noether tendriamos la única cantidad conservada

p(
C

2
x+ x0)−H(Ct+ t0) = cte. (5.3.7)

Para entender mejor esta cantidad conservada, analicemosla por casos:

1er Caso : C = 0, x0 = 0 pero t0 ̸= 0.

En este caso tendŕıamos que H = E = cte.

2do Caso : C = 0, t0 = 0 pero x0 ̸= 0.

En este caso tendŕıamos que p = cte.
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3er Caso : x0 = 0, t0 = 0 pero C ̸= 0.

En este caso tendŕıamos que
1

2
px−Ht = cte que es la conservación adiabática.

5.4. Potencial tipo oscilador armónico

En esta sección, aplicaremos las técnicas de búsqueda de invariantes que

discutimos en la sección anterior para identificar las simetŕıas en el sisema con un

potencial tipo oscilador armónico. Consideremos el siguiente lagrangiano:

L =
m

2
ẋ2 − k(x)x2

2
,

llamando U(x) =
k(x)x

2

2
. Del caṕıtulo anterior tenemos que:

∂Uτ

∂t
+ ξ

∂U

∂x
= 0, (5.4.1)

y además

τ = Ct+ t0 (5.4.2)

ξ =
Cx

2
+ x0, (5.4.3)

y por el teorema de Noether tendŕıamos

p(
Cx

2
+ x0)−H(Ct+ t0) = cte.

Analizaremos las distintas cantidades conservadas caso por caso.

1) Conservación de Enerǵıa: Para que se conserve la enerǵıa en el contexto

de Noether se debe exigir que C = 0 , x0 = 0 y t0 ̸= 0. Usando esto podemos

verificar la Ecuación 5.4.1:

U(x)C + ξ(x)
∂U

∂x
= 0,

como la Ecuación 5.4.1 se cumple independiente de la función k(x) entonces la

enerǵıa se conservará para cualquier función k(x).
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2) Conservación del momento: Para que se conserve el momento en el contex-

to de Noether se debe exigir C = 0, t0 = 0 y x0 ̸= 0. Para obtener la función k(x)

que permita que el momento sea constante, se debe satisfacer la Ecuación 5.4.1

∂U

∂x
= 0.

De aqúı se obtiene:

k(x) =
A

x2x20
.

3) Conservación adiabática: Para que se de la conservación adiabática en el

contexto de Noether se debe exigir x0 = 0, t0 = 0 y C ̸= 0. Para obtener la

función ”k(x)” que permita la conservación adiabática, se debe satisfacer la Ecua-

ción 5.4.1

U(x)C + ξ(x)
∂U

∂x
= 0

dU(x)

dx
= −U(x)C

ξ(x)

dU

U
=
−C
ξ
dx,

de aqúı, tenemos que:

ln(U) =

∫
2dx

x

k(x) =
A

C2x4
.

5.5. Caso general

En este caṕıtulo analizaremos las simetŕıas de un lagrangiano homogéneo de

grado 2 en las velocidades. Es decir:

L =
m

2
guv(q)q̇

uq̇v − U(t, q).

Observación 5.3. Denotaremos a guv como la inversa de guv.

Recordemos que para la acción de un grupo sea invariante se debe satisfacer RTI:
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∂L

∂qu
ξu + puξ̇

u +
∂L

∂t
τ −Hτ̇ = 0.

En nuestro caso tenemos:

∂L

∂qλ
=
m

2

∂guv
∂qλ

q̇uq̇v − ∂U

∂qλ
(5.5.1)

∂L

∂q̇λ
= mguλq̇

u (5.5.2)

H =
1

2m
guvpupv + U(t, q) (5.5.3)

τ̇ =
∂τ

∂t
+

∂τ

∂qu
q̇u (5.5.4)

ξ̇u =
∂ξu

∂t
+
∂ξu

∂qv
q̇v, (5.5.5)

reemplazando en la formula de RTI, tenemos:

m

2

∂guv
∂qλ

q̇uq̇v − ∂U

∂qλ
ξλ + (mguλq̇

u)(
∂ξλ

∂t
+
∂ξλ

∂qv
q̇v)

−∂U
∂t
τ − (

m

2
guv q̇

uq̇v + U(t, q))(
∂τ

∂t
+

∂τ

∂qu
q̇u) = 0,

agrupando tenemos:

−m
2
guv

∂τ

∂ql
q̇lq̇uq̇v + (

m

2

∂guv
∂qλ

ξλ +mgλu
∂ξλ

∂q̇v
− m

2
guv

∂τ

∂t
)q̇uq̇v

+(mgλu
∂ξλ

∂t
− U ∂τ

∂qu
)q̇u + (− ∂U

∂qλ
ξλ − ∂U

∂t
τ − U ∂τ

∂t
) = 0.

Aqúı uno puede verse tentado a decir que las ecuaciones de killing son:

1)
∂τ

∂ql
= 0

2)
1

2

∂guv
∂qλ

ξλ + gλu
∂ξλ

∂q̇v
− 1

2
guv

∂τ

∂t
= 0
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3) mgλu
∂ξλ

∂t
− U ∂τ

∂qu
= 0

4)
∂(Uτ)

∂t
+
∂U

∂qλ
ξλ = 0.

Designaremos a estas ecuaciones como el ′Caso Simplificado′. Sin embargo, es-

ta formulación no abarca el escenario completo, dado que no contemplamos la

presencia de términos simétricos distintos de cero. Para alcanzar una descripción

más abarcadora, es necesario simetŕızar los coeficientes, lo que nos conducirá a las

ecuaciones de Killing. Por lo tanto, es imperativo reformular el polinomio de la

siguiente manera:

1

3
(
−m
2
guv

∂τ

∂ql
+
−m
2
gul

∂τ

∂qv
+
−m
2
glv

∂τ

∂qu
)q̇lq̇uq̇v

+
1

2
(m

∂guv
∂qλ

ξλ +mgλu
∂ξλ

∂q̇v
−mguv

∂τ

∂t
+mgλv

∂ξλ

∂q̇u
)q̇uq̇v

+(mgλu
∂ξλ

∂t
− U ∂τ

∂qu
)q̇u + (− ∂U

∂qλ
ξλ − ∂U

∂t
τ − U ∂τ

∂t
) = 0,

de esta manera las ecuaciones de killing seŕıan:

1) (guv
∂τ

∂ql
+ gul

∂τ

∂qv
+ glv

∂τ

∂qu
) = 0

2) (m
∂guv
∂qλ

ξλ +mgλu
∂ξλ

∂q̇v
+mgλv

∂ξλ

∂q̇u
−mguv

∂τ

∂t
) = 0

3) mgλu
∂ξλ

∂t
− U ∂τ

∂qu
= 0

4)
∂(Uτ)

∂t
+
∂U

∂qλ
ξλ = 0

Aunque estas ecuaciones presentan una mayor completitud, es importante desta-

car que dan lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales notablemente complejo

de resolver. Por consiguiente, no conviene descartar por completo el enfoque sim-

plificado. A pesar de no proporcionar la solución general, tiene su propio valor, ya

que su simplicidad permite una verificación más sencilla y facilita la obtención de

soluciones anaĺıticas. Por esta razón, no debeŕıamos subestimar su utilidad.
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5.5.1. Simetŕıas en coordenadas polares, caso simplificado

Una aplicación directa del caṕıtulo anterior es encontrar las simetŕıas en las

coordenadas polares de una part́ıcula en el caso simplificado. Para llevarlo a

cabo, consideremos el siguiente lagrangiano:

L =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2)− U(t, r, θ).

En este caso tenemos:

guv =

(
1 0

0 r2

)
, (5.5.6)

reemplazando en las ecuaciones de killing, nos queda:

1) τ = τ(t)

2)
1

2

∂guv
∂qλ

ξλ + gλu
∂ξλ

∂q̇v
− 1

2
guv

∂τ

∂t
= 0

3) mgλu
∂ξλ

∂t
= 0

4)
∂(Uτ)

∂t
+
∂U

∂qλ
ξλ = 0,

de la ecuación 3) se desprende que
∂ξλ

∂t
= 0. La ecuación debe analizarse por casos:

1er caso: u = 1, v = 1
m

2

∂ξ1

∂r
− m

4
τ̇

2
∂ξ1

∂r
= τ̇ .

2do caso: u = 1, v = 2
m

2

∂ξ1

∂θ
= 0

∂ξ1

∂θ
= 0

ξ1 = ξ1(r).
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3er caso: u = 2, v = 1
mr2

2

∂ξ2

∂r
= 0

ξ2 = ξ2(θ),

de aqúı, podemos obtener τ y ξ1.

τ = Ct+ t0

ξ1 =
C

2
r + r0.

Estos resultados debemos utilizarlos en el último caso.

4to caso: u = 2, v = 2
∂ξ2

∂θ
+ rξ1 − r2

2
C = 0

∂ξ2

∂θ
=
r2

2
C − r(rC

2
+ r0) = −rr0,

entonces r0 = 0. En resumen, nos queda lo siguiente:

τ = Ct+ t0 (5.5.7)

ξ1 =
C

2
r (5.5.8)

ξ2 = θ0, (5.5.9)

reemplazando en el teorema de Noether:

pr(
C

2
r) + pθθ0 −H(Ct+ t0) = cte. (5.5.10)

De esta manera podemos clasificar las simetŕıas:

Conservacion de Enerǵıa: C = 0, θ0 = 0. De aqúı τ = t0, ξ
1 = 0 y ξ2 = 0.

Reemplazando en la ecuación 4).

∂Uτ

∂t
= 0

∂U

∂t
= 0,
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de esta manera, tenemos una condición necesaria U = U(r, θ) para la conservación

de la enerǵıa.

Conservacion del momento angular: C = 0, t0 = 0. De aqúı, τ = 0, ξ1 = 0 y

ξ2 = θ0. Reemplazando en la ecuación 4)

∂U

∂θ
= 0,

de esta manera, tenemos una condición necesaria U = U(t, r) para la conservación

del momento angular.

Conservacion semiadivática :Esta cantidad conservada es
prr

2
− Ht = cte y

en el contexto de Noether se consigue cuando θ0 = 0, t0 = 0. De aqúı, τ = Ct,

ξ1 =
C

2
r y ξ2 = 0. Reemplazando en la ecuación 4) y tomando U = U(r, θ)

UC +
∂U

∂r

Cr

2
= 0

U =
D

r2
,

de esta manera, tenemos una condición necesaria U =
D

r2
para la conservación de

la semiadiavática.

5.6. Simetŕıas en el Electromagnetismo

En este caṕıtulo, nos adentraremos en el análisis de las simetŕıas en el contexto

del electromagnetismo. Para lograrlo, tomaremos como punto de partida el la-

grangiano electromagnético, lo que nos permitirá derivar las ecuaciones de Killing

correspondientes.

L =
m

2
(q̇21 + q̇22 + q̇23)− eϕ+

e

c
(q̇1A1 + q̇2A2 + q̇3A3).

Vamos a calcular los términos que aparecen en la ecuación RTI(1):

∂L

∂q̇u
= mq̇u +

e

c
Au (5.6.1)
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∂L

∂qu
=
e

c
q̇v
∂Av

∂qu
− e ∂ϕ

∂qu
(5.6.2)

∂L

∂t
= −e∂ϕ

∂t
+
e

c
q̇u
∂Au

∂t
(5.6.3)

τ̇ =
∂τ

∂qv
q̇v +

∂τ

∂t
(5.6.4)

ξ̇u =
∂ξu

∂q̇v
+
∂ξu

∂t
(5.6.5)

H =
1

2m
δuvpupv + eϕ, (5.6.6)

reemplazando en la fórmula RTI(1) tenemos:

−m
2
δuv

∂τ

∂ql
q̇uq̇v q̇l + (m

∂ξu

∂qv
− m

2
δuv

∂τ

∂t
)q̇uq̇v

+(
e

c

∂Au

∂qv
ξv +m

∂ξu

∂t
+
e

c
Av
∂ξv

∂qu
+
e

c

∂Au

∂t
τ − eϕ ∂τ

∂qu
)q̇u

−e ∂ϕ
∂qu

ξu +
e

c
Au

∂ξu

∂t
− e∂ϕ

∂t
τ − eϕ∂τ

∂t
= 0.

De esta manera tenemos las siguientes ecuaciones de killing:

1) δuv
∂τ

∂ql
+ δlu

∂τ

∂qv
+ δvl

∂τ

∂qu
= 0

2)
∂ξu

∂qv
+
∂ξv

∂qu
− δuv

∂τ

∂t
= 0

3) (
e

c

∂Au

∂qv
ξv +m

∂ξu

∂t
+
e

c
Av
∂ξv

∂qu
+
e

c

∂Au

∂t
τ − eϕ ∂τ

∂qu
) = 0

4) −e ∂ϕ
∂qu

ξu +
e

c
Au

∂ξu

∂t
− e∂ϕ

∂t
τ − eϕ∂τ

∂t
= 0.

Para un sistema determinado, nos encontramos ante el desaf́ıo de resolver un

conjunto de ecuaciones diferenciales parciales con el objetivo de identificar todas

las posibles simetŕıas. Sin embargo, la complejidad de esta tarea puede aumentar

significativamente dependiendo de la naturaleza espećıfica del sistema en estudio.

A pesar de ello, nos proponemos demostrar las condiciones que tanto el campo ϕ
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como los campos Au deben cumplir para obtener las simetŕıas más fundamentales:

la conservación de la enerǵıa y la conservación del momento.

Conservación de Enerǵıa: Según el teorema de Noether tenemos;

p1ξ
1 + p2ξ

2 + p3ξ
3 −Hτ = cte.

De esta manera, para confirmar la conservación de la enerǵıa en el sistema, es

esencial que las ecuaciones de Killing se cumplan cuando ξu = 0 y τ = 1 (Desde el

punto de vista f́ısico, esta afirmación indica que el sistema exhibe invariancia ante

traslaciones en el tiempo).

En efecto,

Como ξu y τ son constantes entonces satisfacen las ecuaciones 1) y 2). Finalmen-

te las ecuaciones 3) y 4) nos dan la condición requerida para la conservación de

enerǵıa.
∂Au

∂t
= 0

∂ϕ

∂t
= 0.

Conservacion de momentum: Según el teorema de Noether tenemos;

p1ξ
1 + p2ξ

2 + p3ξ
3 −Hτ = cte.

De esta manera, para confirmar la conservación de momentum en un eje entonces

se debe pedir que las ecuaciones de killling se satisfagan cuando solo un ξu ̸= 0 y

τ = 0 (Desde el punto de vista f́ısico, esta afirmación indica que el sistema exhibe

invariancia ante traslaciones en la dirección qu).

Por ejemplo, si queremos la conservación de momentum en el eje x se deben veri-

ficar las ecuaciones de killing cuando ξ1 = 1 y ξ2 = ξ3 = τ = 0.

En efecto,

Como ξu y τ son constantes entonces satisfacen las ecuaciones 1) y 2). Finalmen-

te las ecuaciones 3) y 4) nos dan la condición requerida para la conservación de

momentum en ”x”.
∂ϕ

∂x
= 0
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∂Au

∂x
= 0,

de este modo, si nuestro sistemas presenta conservación del momentum en to-

das las direcciones, entonces el criterio necesario que debe cumplir es ϕ = ϕ(t) y

Au = Au(t).

5.6.1. Lagrangiano de Storner

L =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż

2

) +
eMρ2ϕ̇2

(ρ2 + z2)
3
2

,

para este caso tomaremos q1 = ρ,q2 = ϕ y q3 = z. Vamos a calcular los términos

que aparecen en la ecuación RTI(1).

∂L

∂ρ
= ϕ̇[mρ+

eMρ

(ρ2 + z2)
5
2

(2z2 − ρ2)] (5.6.7)

∂L

∂ϕ
= 0 (5.6.8)

∂L

∂z
=
−3eMρ2z

(ρ2 + z2)
5
2

ϕ̇ (5.6.9)

∂L

∂ρ̇
= mρ̇ (5.6.10)

∂L

∂ż
= mż (5.6.11)

∂L

∂ϕ̇
= mρ2ϕ̇+

eMρ2

(ρ2 + z2)
3
2

(5.6.12)

H =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż

2

), (5.6.13)
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reemplazando en las ecuaciones RTI(1) obtenemos las siguientes ecuaciones de

Killing:

∂τ

∂ρ
=
∂τ

∂ϕ
=
∂τ

∂z
= 0 (5.6.14)

∂ξ1

∂ρ
− τ̇

2
= 0 (5.6.15)

∂ξ2

∂ϕ
− τ̇

2
= 0 (5.6.16)

∂ξ3

∂z
− τ̇

2
= 0 (5.6.17)

∂ξ1

∂ϕ
+ ρ2

∂ξ2

∂ρ
= 0 (5.6.18)

∂ξ1

∂z
+
∂ξ3

∂ρ
= 0 (5.6.19)

∂ξ3

∂ϕ
+ ρ2

∂ξ2

∂z
= 0 (5.6.20)

m
∂ξ1

∂t
+

eMρ2

(ρ2 + z2)
3
2

∂ξ2

∂ρ
= 0 (5.6.21)

m
∂ξ3

∂t
+

eMρ2

(ρ2 + z2)
3
2

∂ξ2

∂z
= 0 (5.6.22)

m
∂ξ2

∂t
+

eMρ2

(ρ2 + z2)
3
2

∂ξ2

∂ϕ
+ {[mρ+ eMρ

(ρ2 + z2)
5
2

(2z2 − ρ2)]ξ1 − 3eMρ2z

(ρ2 + z2)
5
2

ξ3} = 0

(5.6.23)

∂ξ2

∂t
= 0. (5.6.24)
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Tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que debemos resolver.

Primero notemos que τ = τ(t) y que ξ2 no depende del tiempo reemplazando esto

en la Ecuación 5.6.16 tenemos que para que satisfaga la igualdad ambos términos

deben ser iguales a una constante. De esta manera:

τ = Ct+ t0 (5.6.25)

ξ2 =
Cϕ

2
+ f2(ρ, z), (5.6.26)

donde f2 es una función que depende solamente de ρ y de z. Reemplazando τ

en las ecuaciones Ecuación 5.6.15 y Ecuación 5.6.17 y haciendo un procedimiento

análogo tenemos:

τ = Ct+ t0 (5.6.27)

ξ1 =
Cρ

2
+ f1(ϕ, z, t) (5.6.28)

ξ2 =
Cϕ

2
+ f2(ρ, z) (5.6.29)

ξ3 =
Cz

2
+ f3(ρ, ϕ, t), (5.6.30)

reemplazando en la ecuación Ecuación 5.6.18 tenemos:

∂f1
∂ϕ

(ϕ, z, t) + ρ2
∂f2
∂ρ

(ρ, z) = 0,

de aqúı, tenemos que:
∂f1
∂ϕ

(ϕ, z, t) = −ρ2∂f2
∂ρ

(ρ, z).

Como son funciones de distintas variables entonces para que se tenga una igualdad

ambas funciones deben ser igual a una función que dependa únicamente de z. Es

decir,
∂f1
∂ϕ

(ϕ, z, t) + ρ2
∂f2
∂ρ

(ρ, z) = 0,
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de aqúı, tenemos que:

∂f1
∂ϕ

(ϕ, z, t) = −ρ2∂f2
∂ρ

(ρ, z) = k1(z),

de esta manera f1 y f2 nos quedan:

f1 = k1(z)ϕ+ g1(z, t)

f2 =
k1(z)

ρ
+ g2(z),

donde g2 es una función que depende únicamente de z y g1 es una función que

depende de z y de t. Resumiendo los valores ξi son:

ξ1 =
Cρ

2
+ k1(z)ϕ+ g1(z, t) (5.6.31)

ξ2 =
Cϕ

2
+
k1(z)

ρ
+ g2(z) (5.6.32)

ξ3 =
Cz

2
+ f3(ρ, ϕ, t), (5.6.33)

ahora reemplazaremos estos valores en la Ecuación 5.6.19

k′1(z)ϕ+
∂g1
∂z

(z, t) +
∂f3
∂ρ

(ρ, ϕ, t) = 0,

de aqúı, tenemos que:

∂f3
∂ρ

(ρ, ϕ, t) = −k′1(z)ϕ−
∂g1
∂z

(z, t)

f3(ρ, ϕ, t) = −ρ(k′1(z)ϕ+
∂g1
∂z

(z, t)) + g3(ϕ, t).

Notemos en esta última ecuación que si hacemos ϕ = 0 nos queda:

f3(ρ, 0, t) = −ρ(
∂g1
∂z

(z, t)) + g3(0, t),
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entonces debe cumplirse que
∂g1
∂z

(z, t) debe ser una función del tiempo. Es decir,

∂g1
∂z

(z, t) = λ0(t),

de esta manera:

g1(z, t) = λ0(t)z + λ1(t).

Ahora si reemplazamos ϕ = 1 tenemos:

f3(ρ, 1, t) = −ρ(k′1(z) + λ0(t)) + g3(ϕ, t),

entonces k′1(z) = D = constante. Resumiendo tenemos los siguientes valores de

ξi:

ξ1 =
Cρ

2
+ (Dz + z0)ϕ+ (λ0(t)z + λ1(t)) (5.6.34)

ξ2 =
Cϕ

2
+

(Dz + z0)

ρ
+ g2(z) (5.6.35)

ξ3 =
Cz

2
− ρ(λ0(t) +Dϕ) + g3(ϕ, t), (5.6.36)

reemplazando en la Ecuación 5.6.20 tenemos:

∂g3
∂ϕ

(ϕ, t) = −g′2(z).

Esta ecuación tiene como única solución g′(z) = 0 ya que del lado izquierdo te-

nemos una ecuación con dos variables y del lado derecho una ecuación de una

variable. De esta manera, nos queda:

g2 = L0 = constante

∂g3
∂ϕ

(ϕ, t) = 0.

En resumen, los valores de los ξi son:

ξ1 =
Cρ

2
+ (Dz + z0)ϕ+ (λ0(t)z + λ1(t)) (5.6.37)
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ξ2 =
Cϕ

2
+

(Dz + z0)

ρ
+ L0 (5.6.38)

ξ3 =
Cz

2
− ρ(λ0(t) +Dϕ) + g3(t). (5.6.39)

Finalmente vamos a usar las 3 últimas ecuaciones de killing. Empezemos por la

Ecuación 5.6.21

(λ′0(t)z + λ′1(t)) =
eM

m(ρ2 + z2)
(Dz + z0),

de aqui, tenemos λ′0(t) = λ′1(t) = 0 (es decir λ0 y λ1 son constantes ) y D = z0 = 0.

Reescribiendo los valores de ξi tenemos:

ξ1 =
Cρ

2
+ (λ0z + λ1) (5.6.40)

ξ2 =
Cϕ

2
+ L0 (5.6.41)

ξ3 =
Cz

2
− ρλ0 + g3(t). (5.6.42)

Usemos ahora la Ecuación 5.6.22, nos quedaŕıa:

g′3(t) = 0

De esta manera, g3 es una constante que llamaremos a0. Esto reduce los valores

de los ξi. Estos seŕıan:

ξ1 =
Cρ

2
+ (λ0z + λ1) (5.6.43)

ξ2 =
Cϕ

2
+ L0 (5.6.44)

ξ3 =
Cz

2
− ρλ0 + a0. (5.6.45)

Finalmente, vamos a reemplazar la última ecuación, lo que nos dará un polinomio

que debe ser idénticamente nulo.
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{[mρ+ eMρ

(ρ2 + z2)
5
2

(2z2 − ρ2)](Cρ
2

+ λ0z + λ1)−
3eMρ2z

(ρ2 + z2)
5
2

(
Cz

2
− ρλ0 + a0)} = 0,

de esta manera, tenemos C = λ0 = λ1 = a0 = 0. Con esto las únicas simetŕıas que

tenemos son:

τ = t0

ξ1 = 0

ξ2 = L0

ξ3 = 0,

de este modo, obtenemos que las únicas cantidades conservadas son la enerǵıa y

el momento angular.

5.7. Simetŕıas en el caso Relativista

Nuestro formalismo matemático de acciones de grupo está formulado para

aplicarse en cualquier tipo de variedad. Por lo tanto, podemos aplicar todo el

desarrollo matemático cuando trabajemos en el caso relativista. La única

diferencia será que ahora las curvas en el espacio-tiempo estarán parametrizadas

por un factor ’s’ en lugar del tiempo ’t’. Tomando las precauciones necesarias,

enunciaremos las ecuaciones RTI para el caso relativista.

ξλ = ξλ(s, q)

τ = τ(s, q)

∂L

∂qu
ξu + puξ̇

u +
∂L

∂s
τ −Hτ̇ = 0. (5.7.1)

Esto nos permitirá abordar una variedad más amplia de sistemas f́ısicos. No obs-

tante, en este trabajo nos enfocaremos únicamente en el caso de una part́ıcula

libre.
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5.7.1. Part́ıcula libre

Tenemos el siguiente lagrangiano:

L = −mc
√
ηuvẋuẋv

∂L

∂xλ
= 0

∂L

∂s
= 0

H = 0

∂L

∂ẋλ
=

−mc√
ηuvẋuẋv

ηλvẋ
v,

reemplazando en la formula RTI(1) tenemos:

−mc√
ηuvẋuẋv

gλvẋ
v(
∂ξλ

∂s
+
∂ξλ

∂xl
ẋl) = 0

ηλvẋ
v ∂ξ

λ

∂s
+ gλv

∂ξλ

∂xl
ẋl = 0,

de aqúı, obtenemos las ecuaciones de killing

∂ξλ

∂s
= 0

ξλ

xl
,

de aqúı, ξ1 = a1, ξ
2 = a2, ξ

2 = a2 y ξ3 = a3 donde ai son constantes. Entonces

usando el teorema de Noether:

p0a0 + p1a1 + p2a2 + p3a3 = cte,

como los valores de a(i) pueden ser arbitrarios, entonces tenemos:

p0 = cte

p1 = cte

p2 = cte
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p3 = cte.

En conclusión, el teorema de Noether nos da la conservación del cuadrimomento.



Caṕıtulo 6

Aplicaciones

En el transcurso de este caṕıtulo, exploraremos ejemplos concretos que demues-

tran cómo la teoŕıas de invariantes y geometŕıa simpléctica convergen de manera

significativa para abordar cuestiones f́ısicas. Este entrelazamiento nos ofrece una

perspectiva innovadora para la resolución de problemas en la mecánica, proporcio-

nando un enfoque más geométrico para enfrentar diversas situaciones en el ámbito

de la mecánica clásica.

A continuación, presentamos un procedimiento meticuloso que fusiona los prin-

cipios de la teoŕıa de invariantes y la geometŕıa simpléctica. El objetivo primordial

de este procedimiento es discernir trayectorias periódicas en un sistema dado,

simultáneamente desentrañando las simetŕıas intŕınsecas que subyacen en dicho

sistema. El esquema de este algoritmo se desglosa de la siguiente manera:

1. Definición del Lagrangiano (L): Iniciamos tomando L como el Lagran-

giano que describe el sistema en análisis, estableciendo aśı la base esencial

para el estudio.

2. Identificación de Simetŕıas con Ecuaciones de Killing: Mediante la

aplicación meticulosa de las ecuaciones de Killing, identificamos las simetŕıas

fundamentales inherentes al sistema, proporcionando una comprensión de-

tallada de su estructura subyacente.

3. Traducción de Simetŕıas al Lenguaje de Momentos: Transponemos

estas simetŕıas al lenguaje de momentos, capitalizando la Proposición 4.6 del

99
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caṕıtulo de geometŕıa simpléctica. Este enfoque nos capacita para analizar

minuciosamente el comportamiento de las superficies lagrangianas.

4. Análisis de Caracteŕısticas de Subvariedades Lagrangianas: Al exa-

minar con detenimiento las caracteŕısticas de las subvariedades lagrangianas,

determinamos de manera concluyente la presencia o ausencia de trayectorias

periódicas en el sistema.

Este procedimiento no solo integra de manera coherente la teoŕıa de invariantes

y la geometŕıa simpléctica, sino que también ofrece una metodoloǵıa paso a pa-

so, revelando la complejidad intŕınseca de los sistemas dinámicos mientras busca

comprender sus trayectorias periódicas.

Vamos a ilustrar esto con dos ejemplos.

6.1. Lagrangiano de Storner en el plano

El lagrangiano de Storner es:

L =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż

2

) +
eMρ2ϕ̇2

(ρ2 + z2)
3
2

,

vamos a analizar el movimiento en el plano z = 0. De esta manera el nuevo

lagrangiano seŕıa:

L =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2) +

eMϕ̇

ρ
.

Vamos a calcular los elementos que intervienen en la ecuación RTI(1):

∂L

∂ρ
= mρϕ̇2 − eMϕ̇

ρ2
(6.1.1)

∂L

∂ϕ
= 0 (6.1.2)

∂L

∂ρ̇
= mρ̇ (6.1.3)



CAPÍTULO 6. APLICACIONES 101

∂L

∂ϕ̇
= mρ2ϕ̇+

eM

ρ
(6.1.4)

H =
m

2
ρ̇2 +

m

2
ρ2ϕ̇2, (6.1.5)

reemplazando en la ecuación RTI(1) tenemos:

−m
2

∂τ

∂ρ
ρ̇3−m

2
ρ2
∂τ

∂ϕ
ϕ̇3−m

2

∂τ

∂ϕ
ρ̇2ϕ̇−m

2
ρ2
∂τ

∂ρ
ϕ̇2ρ̇+(mρ2ξ1+mρ2

∂ξ2

∂ϕ
− 1

2
mρ2

∂τ

∂t
)ϕ̇2

+(m
∂ξ1

∂ρ
− m

2

∂τ

∂t
)ρ̇2 + (m

∂ξ1

∂ϕ
+mρ2

∂ξ2

∂ρ
)ϕ̇ρ̇+ (m

∂ξ1

∂t
+
eM

ρ

∂ξ2

∂ρ
)ρ̇

+(mρ2
∂ξ2

∂t
+
eM

ρ

∂ξ2

∂ϕ
− eM

ρ2
ξ1)ϕ̇+

eM

ρ

∂ξ2

∂t
= 0.

De esta manera las ecuaciones de killing seŕıan:

1) τ = τ(t)

2)
∂ξ2

∂ϕ
− 1

2
τ̇ + ξ1 = 0

3)
∂ξ1

∂ρ
− 1

2
τ̇ = 0

4)
∂ξ1

∂ϕ
+ ρ2

∂ξ2

∂ρ
= 0

5) m
∂ξ1

∂t
+
eM

ρ

∂ξ2

∂ρ
= 0

6)
∂ξ2

∂ϕ
− ξ1

ρ
= 0

7) ξ2 = ξ2(ρ, ϕ).

Vamos a resolver este sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Usando 7) en 6) tenemos:

∂ξ2

∂ϕ
(ρ, ϕ) =

ξ1

ρ
(ρ, ϕ, t),
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de esta manera, nos queda ξ1 = ξ1(ρ, ϕ). Reemplazando este resultado en 5) tene-

mos:
∂ξ2

∂ρ
= 0,

de esta manera, tenemos ξ2 = ξ2(ϕ). Reemplazando en 4):

∂ξ1

∂ϕ
= 0,

de esta manera, tenemos ξ1 = ξ1(ρ). Reemplazando en 3) tenemos:

τ = Ct+ t0

ξ1 =
C

2
ρ+ a0,

reemplazando en 2) tenemos:

ξ2 =
C

2
ϕ+

a0ϕ

ρ
+ b0.

Finalmente reemplzazando en 6) tenemos:

∂ξ2

∂ϕ
− 1

2
τ̇ + ξ1 = 0

C

2
+
a0
ρ
− C

2
+
Cρ

2
+ a0 = 0

C

2
ρ2 + a0ρ+ a0 = 0,

de aqúı, tenemos C = a0 = 0. De esta manera las únicas simetŕıas que tiene

nuestro sistema son:

τ = t0 (6.1.6)

ξ1 = 0 (6.1.7)
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ξ2 = b0, (6.1.8)

usando el teorema de Noether tenemos:

pϕb0 −Ht0 = cte.

Haciendo t0 = 1 y b0 = 0 tenemos H = cte. Haciendo b0 = 1 y t0 = 0 tenemos

pϕ = cte que seŕıan nuestras cantidades conservadas.

Si bien estas son las simetŕıas de nuestro sistema este resultado por si solo no

nos sirve para analizar la existencia de curvas periódicas. Para lograrlo tenemos

que escribir estas simetŕıas en lenguaje del espacio de fase y aplicar Proposición 4.6.

Es decir, sea nuesta variedad simpléctica M = ((0,∞) × [0, 2π] × R × R) con la

forma simpléctica w = dρ∧dPρ+dϕ∧dPϕ vamos a definir las siguientes funciones:

H : (0,∞)× [0, 2π]× R× R→ R

(ρ, ϕ, Pρ, Pϕ) 7→ H(ρ, ϕ, Pρ, Pϕ) =
P 2
ρ

2m
+

1

2mρ2
(Pϕ −

eM

ρ
)2,

y la función

Lϕ : (0,∞)× [0, 2π]× R× R→ R

(ρ, ϕ, Pρ, Pϕ) 7→ L(ρ, ϕ, Pρ, Pϕ) = Pϕ.

Notemos que estas dos funciones estan inspiradas en las cantidades que ya sabemos

que van a ser connstantes gracias al teorema de Noesther. Lo que vamos a hacer

a continuación es verificar en el contexto de geometŕıa simpléctica si forman un

sistema completamente integrable. Es decir, vamos a probar que {H,Lϕ} = 0.

Recordemos que {H,Lϕ} = w(XH , XLϕ
) donde:

iXH
w = dH

dH = [(Pϕ −
eM

ρ
)
eM

mρ4
− (Pϕ −

eM

ρ
)2

1

mρ3
]dρ+

Pρ

m
dPρ +

1

mρ2
(Pϕ −

eM

ρ
)dPϕ,

de esta manera

XH = (
Pρ

m
)
∂

∂ρ
+ (Pϕ −

eM

ρ
)

1

mρ2
∂

∂ϕ
− (Pϕ −

eM

ρ
)
eM

mρ4
∂

∂Pρ

,
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además XLϕ
=

∂

∂ϕ
, de esta manera:

{H,Lϕ} = w(XH , XLϕ
) = (iXH

w)(XLϕ
) = dH(

∂

∂ϕ
) = 0.

Ahora tenemos un sistema completamente integrable y podemos usar la Proposi-

ción 4.6 entonces tenemos que definir la función f = (H,Lϕ) y las componoente

conexas de sus valores regulares van a ser de la forma R × R o R × S1 o T 2. En

un primer paso, vamos a ver como son los valores regulares de la función f .

df =


∂H

∂ρ

∂H

∂ϕ

∂H

∂Pρ

∂H

∂Pϕ
∂Lϕ

∂ρ

∂Lϕ

∂ϕ

∂Lϕ

∂Pρ

∂Lϕ

∂Pϕ

 ,
reemplazando el valor de H y de Lϕ tenemos:

df =

(Pϕ −
eM

ρ
)
eM

mρ4
− (Pϕ −

eM

ρ
)2

1

mρ3
0

Pρ

m

1

mρ2
(Pϕ −

eM

ρ
)

0 0 0 1

 .
De esta manera los valores regulares van a ser aquellos donde no se cumple la

condición de {(Pϕ) =
2eM

ρ
∨Pϕ =

eM

ρ
)∧ (Pρ = 0)}. La siguiente proposición nos

va dar las formas de las preimagenes de f.

Proposición 6.1. Sea (E, l) un valor regular de la función f = (H,Lϕ) entonces

sus componentes conexas van a ser de la forma T 2(toro) o R× S1

Demostración. Notemos que si (ρ, ϕ, Pρ, Pϕ) ∈ f−1(E, l) tenemos:

P 2
ρ

2m
+

1

2mρ2
(Pϕ −

eM

ρ
)2 = E (6.1.9)

Pϕ = l (6.1.10)

Recordemos que por la Proposición 4.6 las componentes conexas de f−1(E, l) son

de la forma Rk × T 2−k. Notemos que tanto ϕ y Pϕ estan acotadas entonces queda

descartado que f−1(E, l) sea de la forma R×R. Entonces las componentes conexas

de f−1(E, l) son de la forma T 2 o R× S1.
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Figura 6.1: Gráfico Pρ vs ρ, tomando e = E = m = M = 1 y l = 2,42.

Ahora grafiquemos las componentes conexas de la superficie de H = cte y Pϕ = cte

bajo estas mismas condiciones.

Figura 6.2: Subvariedad lagrangiana
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Figura 6.3: Subvariedad lagrangiana

Debido a que la variable ϕ es periódica, las ĺıneas rectas que conectan ϕ = 0 con

ϕ = 2π eventualmente se juntarán, formando aśı un ćırculo. Este fenómeno da

lugar a las trayectorias periódicas que estábamos buscando. Es importante

destacar que hemos justificado la existencia de estas trayectorias utilizando

únicamente conceptos de teoŕıa de invariantes y geometŕıa simpléctica, evitando

la necesidad de resolver las ecuaciones de movimiento de manera expĺıcita. Este

enfoque nos permite abordar la mecánica desde una perspectiva más geométrica

en lugar de depender exclusivamente de técnicas de sistemas dinámicos.

6.2. Lagrangiano de Storner en el cilindro

El lagrangiano de Storner es:

L =
m

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż

2

) +
eMρ2ϕ̇2

(ρ2 + z2)
3
2

.

Vamos a analizar el movimiento en el cilindro ρ = ρ0 ̸= 0. De esta manera el nuevo

lagrangiano seŕıa:
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L =
m

2
(ρ20ϕ̇

2 + ż2) +
eMρ̇20ϕ

(ρ20 + z2)3/2
.

Vamos a calcular los elementos que intervienen en la ecuación RTI(1):

∂L

∂ϕ
= 0 (6.2.1)

∂L

∂ϕ̇
= mρ20ϕ̇+

eMρ20
(ρ20 + z2)3/2

(6.2.2)

∂L

∂z
=
−3eMρ20zϕ̇

(ρ20 + z2)5/2
(6.2.3)

∂L

∂ż
= mż (6.2.4)

H =
m

2
(ρ20ϕ̇

2 + ż2), (6.2.5)

reemplazando en la ecuación RTI(1) tenemos:

−m
2
ρ20
∂τ

∂ϕ
ϕ̇3 − m

2

∂τ

∂z
ż3 − m

2
ρ20
∂τ

∂z
ϕ̇2ż − m

2

∂τ

∂ϕ
ż2ϕ̇+ (mρ20

∂ξ1

∂ϕ
− m

2
ρ20
∂τ

∂t
)ϕ̇2

(m
∂ξ2

∂z
− m

2

∂τ

∂t
)ż2 + (mρ20

∂ξ1

∂z
+m

∂ξ2

∂ϕ
)ϕ̇ż + (m

∂ξ2

∂t
+

eMρ20
(ρ20 + z2)3/2

∂ξ1

∂z
)ż

(mρ20
∂ξ1

∂t
+

eMρ20
(ρ20 + z2)3/2

∂ξ1

∂ϕ
− 3eMρ20zξ

2

(ρ20 + z2)5/2
)ϕ̇+

eMρ20
(ρ20 + z2)3/2

∂ξ1

∂t
= 0,

de esta manera, las ecuaciones de killing seŕıan:

1) τ = τ(t)

2)
∂ξ1

∂ϕ
− 1

2

∂τ

∂t
= 0

3)
∂ξ2

∂z
− 1

2

∂τ

∂t
= 0
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4) ρ20
∂ξ1

∂z
+
∂ξ2

∂ϕ
= 0

5)
∂ξ2

∂t
+

eMρ20
m(ρ20 + z2)3/2

∂ξ1

∂z
= 0

6) mρ20
∂ξ1

∂t
+

eMρ20
(ρ20 + z2)3/2

∂ξ1

∂ϕ
− 3eMρ20z

(ρ20 + z2)5/2
ξ2

7) ξ1 = ξ1(ϕ, z).

Vamos a resolver este sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Usando 7) en 6) tenemos:

∂ξ1

∂ϕ
(ϕ, z) =

3z

(ρ20 + z2)
ξ2(t, ϕ, z),

de esta manera, nos queda ξ2 = ξ2(ϕ, z). Reemplazando este resultado en 5) tene-

mos:
∂ξ1

∂z
= 0,

de esta manera, tenemos ξ1 = ξ1(ϕ). Reemplazando en 4):

∂ξ2

∂ϕ
= 0,

de esta manera, tenemos ξ2 = ξ2(z). Reemplazando en 2) y 3) tenemos:

τ = Ct+ t0

ξ1 =
C

2
ρ+ a0

ξ2 =
C

2
z + b0,

reemplazando en:
∂ξ1

∂ϕ
=

3z

(ρ20 + z2)
ξ2,

esto nos da el siguiente polinomio:

Cz2 + 3b0z −
Cρ20
2

= 0,

entonces C = 0 y b = 0.

De esta manera las únicas simetŕıas que tiene nuestro sistema son:



CAPÍTULO 6. APLICACIONES 109

τ = t0 (6.2.6)

ξ1 = a0 (6.2.7)

ξ2 = 0, (6.2.8)

usando el teorema de Noether tenemos:

pϕa0 −Ht0 = cte.

Haciendo t0 = 1 y a0 = 0 tenemos H = cte. Haciendo a0 = 1 y t0 = 0 tenemos

pϕ = cte que seŕıan nuestras cantidades conservadas.

Si bien estas son las simetŕıas de nuestro sistema, este resultado por si solo no

nos sirve para analizar la existencia de curvas periódicas. Para lograrlo tenemos

que escribir estas simetŕıas en lenguaje del espacio de fase y aplicar la Proposi-

ción 4.6. Es decir, sea nuesta variedad simplécticaM = ([0, 2π]×R×R×R) con la

forma simpléctica w = dϕ∧dPϕ+dz∧dPz vamos a definir las siguientes funciones:

H : ([0, 2π]× R× R× R→ R

(ϕ, z, Pϕ, Pz) 7→ H(ϕ, z, Pϕ, Pz) =
P 2
z

2m
+

1

2mρ20
(Pϕ −

eMρ20
(ρ20 + z2)3/2

)2,

y la función

Lϕ : [0, 2π]× R× R× R→ R

(ϕ, z, Pϕ, Pz) 7→ L(ϕ, z, Pϕ, Pz) = Pϕ.

Notemos que estas dos funciones estan inspiradas en las cantidades que ya sabemos

que van connstantes gracias al teorema de Noesther. Lo que vamos a hacer a

continuación es verificar en el contexto de geometŕıa simpléctica si forman un

sistema completamente integrable. Es decir, vamos a probar que {H,Lϕ} = 0.

Recordemos que {H,Lϕ} = w(XH , XLϕ
) donde:

iXH
w = dH.
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Notemos que
∂H

∂ϕ
= 0 y que XLϕ

=
∂

∂ϕ
.

De esta manera

{H,Lϕ} = w(XH , XLϕ
) = (iXH

w)(XLϕ
) = dH(

∂

∂ϕ
) =

∂H

∂ϕ
= 0.

Ahora tenemos un sistema completamente integrable y podemos usar la Proposi-

ción 4.6 entonces tenemos que definir la función f = (H,Lϕ) y las componoente

conexas de sus varoles regulares van a ser de la forma R × R o R × S1 o T 2. En

un primer paso, vamos aver como son los valores regulares de la función f y se

procede como en el caso anterior.

Proposición 6.2. Sea (E, l) un valor regular de la función f = (H,Lϕ) entonces

sus componentes conexas van a ser de la forma R× S1.

Demostración. Notemos que si (ϕ, z, Pϕ, Pz) ∈ f−1(E, l) tenemos:

P 2
z

2m
+

1

2mρ20
(Pϕ −

eMρ20
(ρ20 + z2)3/2

)2 = E (6.2.9)

Pϕ = l. (6.2.10)

Notemos que tanto ϕ y Pϕ están acotadas entonces queda descartado que f−1(E, l)

sea de la forma R×R. Ahora de la Ecuación 6.2.9 tenemos que la variable z puede

tomar cualquier valor real menos 0. Es decir, z no está acotada entonces se descarta

T 2. De esta manera, las componentes conexas de f−1(E, l) ≃ R× S1.
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Figura 6.4: Gráfico Pz vs z, tomando e = E = m = M = 1 y l = 1.

Ahora grafiquemos la superficie de H = cte y Pϕ = cte bajo estas mismas condi-

ciones.

Figura 6.5: Subvariedad lagrangiana.

Debido a que la variable ϕ es periódica, las ĺıneas rectas que conectan ϕ = 0 con

ϕ = 2π eventualmente se juntarán, formando aśı un ćırculo. Y al igual que el caso

anterior hemos justifacdo la existencia de trayectorias periódicas sin usar técnicas

de sistemas dinámicos.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

A lo largo del trabajo hemos llegado a los siguientes resultados:

1. La formulación de la Mecánica Clásica revela un enfoque geométrico que en-

riquece notablemente el estudio de esta disciplina. Este enfoque nos capacita

para describir cada sistema f́ısico mediante herramientas de geometŕıa dife-

rencial y geometŕıa simpléctica, proporcionando aśı una perspectiva integral.

Resulta interesante destacar que, con frecuencia, las referencias en los textos

de f́ısica dedicados a la Mecánica Clásica no resaltan este enfoque geométri-

co. Esta omisión impide una descripción completa de las caracteŕısticas de

un sistema; sin la geometŕıa diferencial, no seŕıa posible detectar invariantes,

y sin la geometŕıa simpléctica, se perdeŕıa la capacidad de identificar cur-

vas periódicas. Por consiguiente, subrayamos la importancia de considerar

la formulación geométrica, ya que proporciona una visión enriquecedora y

esencial para lograr una comprensión más profunda de los sistemas f́ısicos.

2. En la mecánica clásica, el lenguaje de la f́ısica y las formulaciones matemáti-

cas de la geometŕıa se entrelazan de manera complementaria para describir

dinámica.

3. Uno puede utilizar el formalismo de Lagrange y puede encontrar los inva-

riantes del sistema sin tener que encontrar las ecuaciones de movimiento.

4. La teoŕıa de invariantes por si sola no alcanza para encontrar las curvas

periódicas de un sistema se necesita herramientas que vienen de la geometŕıa

simpléctica.
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5. Esta nueva perspectiva geométrica en la mecánica clásica nos brinda la opor-

tunidad de ampliarla, ya sea incorporando la geometŕıa simpléctica para

describir la dinámica a través de la función H, o utilizando la teoŕıa de inva-

riantes al describir la mecánica mediante la función L. Esta combinación de

enfoques proporciona una visión integral y fortalece la comprensión de los

sistemas f́ısicos.

6. Finalmente, podemos aprovechar ambas herramientas proporcionadas por

cada área para abordar problemas f́ısicos desde una perspectiva más geométri-

ca, ampliando aśı nuestra comprensión más allá de la teoŕıa de sistemas

dinámicos.
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[4] Elon Lages Lima. Álgebra Linear. Editora IMPA, 1996.

[5] J. Sotomayor. Lições de Equações Diferenciais Ordinárias. Editora IMPA,
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