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Resumen

La geometria simpléctica en la mecanica clasica

Este trabajo se adentra en la exploracién de las aplicaciones de la geometria
simpléctica en la fisica en el contexto de la mecénica clasica. La motivacién sub-
yacente a esta exploraciéon radica en la comprension de que la teoria convencional
proporcionada por la literatura tradicional resulta insuficiente para analizar todas
las complejidades que un sistema fisico puede presentar. Por ejemplo, asegurar la
existencia de trayectorias periddicas o identificar simetrias en el sistema no puede
alcanzarse plenamente con los conocimientos clasicos de la mecanica. Por lo tanto,
se hace imperativo incorporar los conceptos de geometria diferencial y sistemas

dindmicos en el marco de la mecénica.

Para alcanzar este objetivo, comenzaremos por revisar los fundamentos de la
mecanica, enfocandonos inicialmente en los formalismos Lagrangiano y Hamilto-
niano. A medida que desarrollemos estos conceptos esenciales, observaremos como
emergen de manera natural los conceptos de variedades diferenciales, formas di-
ferenciales, formas simplécticas y otros elementos relacionados con la geometria

diferencial y simpléctica.

Adicionalmente, profundizaremos en la teoria de invariantes, donde presentaremos
y demostraremos el teorema de Noether en el contexto de la geometria diferen-
cial. Este teorema proporcionara una comprensiéon mas profunda para abordar
los sistemas fisicos desde una perspectiva geométrica. Finalmente, exploraremos
cémo estas influyentes teorias matematicas, tanto la teoria de invariantes como
la geometria simpléctica, nos dotaran de herramientas méas sélidas para enfrentar
las complejidades de los sistemas fisicos analizados en la literatura de la mecédnica

clasica, permitiéndonos resolverlos de manera mas efectiva.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de este trabajo, exploraremos la interaccion de tres campos del
conocimiento: la geometria simpléctica, la teoria de invariantes y la mecanica
clasica. La mecanica clasica, aunque suele ser la primera teoria que abordamos al
estudiar fisica, dista de ser simple. De hecho, encontramos en ella ejemplos
emblematicos que marcan la carrera de cualquier fisico, como el péndulo simple y

el oscilador armonico.

Para profundizar en el andlisis de esta rama de la fisica, es esencial emplear el
formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano de manera detallada en el espacio de
R". Esto se justifica por la necesidad de establecer conexiones con otras areas

matematica, lo que nos exige una aproximaciéon mas rigurosa.

Una vez que hayamos asimilado plenamente la formulacién Lagrangiana y

Hamiltoniana en R", exploraremos como estos conceptos se traducen al lenguaje
de la geometria diferencial. En este proceso, observaremos cémo los conceptos de
variedad diferenciable emergen de manera natural y comprenderemos por qué se

utilizan, asi como los beneficios que aportan a nuestro enfoque.

Dentro del amplio espectro de temas en geometria diferencial, nuestra atencién
se centrara principalmente en el estudio de la geometria simpléctica, dado que
esta subdrea constituye la formalizacion matematica de la dinamica

Hamiltoniana, la cual cumple un papel fundamental en el contexto fisico.
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Una vez que hayamos adquirido una comprension sélida de estos nuevos
conceptos, abordaremos la teoria de invariantes desde una perspectiva mas
geométrica. Como resultado, exploraremos el teorema de Noether, que nos
permitira establecer vinculos entre simetrias geométricas y cantidades

conservadas en nuestro sistema fisico.

Si bien cada una de estas dreas, por separado, proporciona un marco teérico
solido para abordar una variedad de sistemas fisicos, se requerira la aplicacion
conjunta de ambas para lograr un analisis completo del sistema estudiado. En la
ultima parte de este trabajo, nos centraremos en cémo estas areas se
complementan mutuamente para ayudarnos a resolver problemas de manera mas

integral y profunda.



Capitulo 2

Geometria Diferencial

2.1. Variedades Diferenciables

En este capitulo, se explican los fundamentos de la geometria diferencial. Para

comenzar, estableceremos la definicién de variedades diferenciables.!
Definicién 2.1. Sea M un espacio topolégico no vacio Hausdorff y segundo con-
table y la coleccion U = {(U;, ¢; : U; — R™)}; tal que
1. Los conjuntos U; € M, M = U;U; y V; := ¢;(U;) C R™ son abiertos para
todo .
2. Las aplicaciones ¢; : U; — V; son homeomorfismos para todo 1.
3. Si Uy :==U;NU; # 0 la aplicacién ¢;; = ¢; o q&]_l 2 ¢;(Ui;) = ¢i(U;;) es un

difeomorfismo infinitamente diferenciable.

entonces diremos que (M,U) es una variedad diferenciable de dimensién n.

!Para m4s referencias puede revisar [1, Capitulo 5]
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FIGURA 2.1: Las aplicaciones ¢;; : ¢;(Ui;) — ¢;(Ui;) son llamadas cambios de
coordenadas.

Diremos que un abierto U C M es un abierto trivializable si existe un abierto

V' C R" y un homeomorfismo ¢ : U — V tal que
po¢; ' ¢i(UNU;) — ¢(UNT)

es un difeomorfismo infinitamente diferenciable. El par (U, ¢) sera llamado sistema
coordenado.

Las aplicaciones ¢; seran llamadas sistemas de coordenadas y las aplicaciones
inversas ¢; ' son llamadas parametrizaciones. Ademéds, llamaremos cambios de

coordenadas a las aplicaciones de la condicién (3).

Ejemplo 2.1. Considere sobre R" la topologia Euclidiana, en dicha topologia un
conjunto no vacio U € R" es abierto si para todo x € U existe un ntiimero r posi-
tivo tal que la bola centrada en z y de radio r, B(z,r) estd contenida en U. Para
este espacio topoldgico la coleccién {(R", ¢ = id : R* — R")} dota a R™ de una

estructura diferenciable de dimensiéon n.

Del mismo modo, sea U C R™ abierto, con topolgia Euclidiana, podemos asociar de
manera canonica la variedad diferenciable (U,U), donde U = (U, =id : U — U).
De ahora en adelante, consideraremos siempre esta estructura diferenciable para
U C R" abierto. Observe que todo abierto V' C U es un abierto trivializable, pues
basta tomar ¢ =id : V — V.

Ejemplo 2.2. Otro ejemplo importante es el siguiente

S"={(x1, . ) ERM 2P =27+ a2l = 1}
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este conjunto es llamado esfera de dimensién n.Construimos una estructura dife-

renciable, para ello marcamos dos puntos

N :=(0,...,0,1)
S:=(0,...,0,—1)

llamados polo norte y polo sur respectivamente.

Luego consideremos las aplicaciones

¢1 : Sn\{s} —- R»
p= (plv"‘>pn7pn+1) = <1+};;+1""’1+§Z+1)
¢2 : Sn\{N} - R”
p:(p177pn7pn+1) '_> (—lf]l)n_»,_l’...’—l‘f;n-&-l)
con inversas
R R" — S"\{S}
y 2 2qn  —llal*+1
q=(q, - @) Hq||21+1’ T lallP+1 g2+l )
G RN o SN
. 2q1 __2g2 __2qn M
4= (Ch’ o) (qul2+1’ flal2+12 "2 lglI2+17 [lg]|+1

como ambas funciones son continuas entonces son homeomorfismos.

El cambio de coordenadas viene dado por

pro ()" R™\{0} — R™\{0}
0= (q1, o Gn) (”gﬁ,—%...,—”g@

)

esta funcién es diferenciable y por tanto la esfera de dimensién n es una variedad

diferenciable de dimensién n con esta estructura diferenciable.

De aqui en adelante denotaremos a la variedad diferenciable (M,U) simplemente

por M.

Definicién 2.2. Sean M, N variedades diferenciables y f : M — N continua.

Diremos que f es diferenciable si para todo punto p € M existen abiertos triviali-

zables U, V tal que p € U, f(p) € V para el diagrama
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vlv
lo 1o
oU) (V)

con ¢ y ¢ sistemas de coordenadas, la aplicacién g o f o ¢! es diferenciable.

Notemos que para el caso M = R® y N = R™, con la estructura diferenciable

candnica descrita arriba, recuperamos la definicion usual de funcién diferenciable.

Ejemplo 2.3. La funcién identidad f : S™ — S™ es diferenciable.

gpofo(p)': R™\{0} — R™\{0}
g=(q, -, q) = (@1,---,qn)

Definicién 2.3. Sea f : M — N funcién diferenciable biyectiva con f~!: N — M

diferenciable diremos que f es un difeomorfismo y M, N son difeomorfos.

La derivacién es un concepto que se aplica a funciones diferenciables en R™. Sin
embargo, cuando se trata de variedades diferenciables, se presenta una complica-
cién. En este contexto, carece de sentido hablar de f(p + h) — f(p), dado que las
variedades no admiten un valor p + h, y mucho menos una diferencia entre ellos.
Para superar este obstdculo conceptual, es necesario introducir el concepto de es-
pacio tangente, que nos permitird definir la nociéon de derivada para funciones en

el contexto de las variedades diferenciables.

Definicién 2.4. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Dadas dos curvas
diferenciables oy, g : |—1,1] = M con a;(0) = as(0) = p, diremos que definen el
mismo vector tangente a M en p si existe un sistema coordenado ¢ : U — R" con

p € U, tal que

(¢ 0a1) (0) = (¢ 0az) (0). (2.1.1)

Desde que la condiciéon de definir el mismo vector tangente es una relacién de

equivalencia, llamaremos vector tangente a M en p a una clase [a] con a(0) = p.

Ejemplo 2.4. Sea R" con la estructura diferenciable candnica y sea p € R™. Dado
v € R" considere la curva:
apy:|—1,1[ = R"
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definida por «,, = p + tv define un vector tangente a R" en p. Dada cualquier

otra curva diferenciable v : |—1,1[ — R™ con «(0) = p, tome v = o/(0), entonces

o] = [ep,].

Asi toda clase [a] estd tinicamente definida por «(0) y o/(0) y podemos identificar
T,R"™ con R".

Observacion 2.1. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Dado U abierto
trivializable con p € My ¢ : U — V ftrivializacién, con V' C R" abierto y
q := ¢(p). Dada una curva diferenciable « : |—1,1] — U con «(0) = p, note que

@ := ¢ o« es una curva diferenciable con a(0) = ¢, ademds [a;] = [an] s{ y solo
si [a1] = ], luego tenemos la biyeccion
M — T,V

o] = [a]

dado que podemos identificar a 7,V con R", entonces también podemos identificar
T,M con R". Dicha asignacion, dota a T,M de estructura de espacio vectorial; si

consideramos dos sistemas de coordenadas ¢;, ¢; con p € U;;, dado que
ngij (¢z(p)) : T¢i(P)Vi - T¢j(p)vj

es un isomorfismo lineal, entonces dicha estructura vectorial es independiente de

la trivializacién.



CAPITULO 2. GEOMETRIA DIFERENCIAL 8

M

FIGURA 2.2: Tenemos la biyecci’on T,M — T,R™ : [o] — [a] = [ag.).

)

Observe que implicitamente asumimos que ¢ o a; son diferenciables, ademas que el
dominio |—1,1[ es también irrelevante, basta con ser un intervalo I C R abierto.
Sigue de la condicién (3) sobre cambio de coordenadas que (2.1.1) es independiente

del sistema de coordenadas.

Definicién 2.5. Denotaremos por 7,M a los vectores tangentes a M en p y lo
llamaremos espacio tangente a M en p; asi mismo, denotaremos por la unién
disjunta

T™ = [[{p} x T,M

pEM

y lo llamaremos espacio tangente de M.

Es importante senalar que el espacio tangente de una variedad diferenciable de
dimensién n, M, es una variedad diferenciable, con la estructura (U; x TU;, ®;),

donde TU =[], . 1T,M y las parametrizaciones

peU

v, . ‘/Z'X]Rn — U; xTU;
(¢,v) = (¥(g), [V oag]).

La topologia de T'M es tal que las aplicaciones ¥; son continuas, para todo 1.
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Definicién 2.6. Dada f : M — N funcion diferenciable entre las variedades

diferenciables M y N. Definiremos la derivada de f en el punto p € M por

df(p): T,M — TepN
[a] = [foq]

y de manera global tenemos la aplicacién diferenciable

df : TM — TN
(p,[a]) = (f(p),[foa])

llamada derivada de f.

De la construccién de estructura lineal sobre 7, M dada en Observacién 2.1 y del

diagrama conmutativo

df (p)

.M Ty N
l l (2.1.2)
7 n 4@ 20 07V@ o Yo

FIGURA 2.3: La linealidad de df (p) : T,M — Ty, N viene del diagrama (2.1.2).

Ejemplo 2.5. Cuando U C R" es abierto, tenemos que TU es difemorfo a U x
R" donde cada clase [v] € T,U es representada canénicamente por el camino
diferenciable oy, (t) = q + tv.

Para el caso U C R™ y V' C R™ abiertos con la estructura diferenciable canodnica,

recuperamos la definicién usual de aplicaciones diferenciables.
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Observacion 2.2. Dadas las aplicaciones diferenciables f : M — Ny g: N — P,
entonces go f : M — P es también una aplicacion diferenciable. Mas atin, tenemos

que vale la regla de la cadena

dgrpydfy = d(go f)p

para todo p € M.

Definicién 2.7. Diremos que M es una variedad diferenciable de R™ cuando
M C R", la aplicacién inclusién 7 : M — R" es diferenciable y la derivada di, es
inyectiva para todo p € M. En éste caso podemos identificar M con su imagen
dentro de R™.

Es sabido, mas no serd mostrado el siguiente resultado?:

Teorema 2.1 (Teorema de Whitney). Sea M una variedad diferenciable, Haus-
dorff, sequndo contable y de dimension m. Entonces existe una aplicacion i : M —
R?™ diferenciable tal que es un homeomorfismo con su imagen y di, es inyectiva

para todo p € M.

Aplicaciones con éstas propiedades son llamados “encajes”.

2.2. Espacio Tangente

En esta seccién, presentaremos una perspectiva adicional del espacio tangente, que
se fundamenta en un enfoque mas algebraico. Posteriormente demostraremos que

es equivalente a la definicion que establecimos.

Dado un punto p € M, consideremos dos funciones diferenciables, f : M — R
y g : M — R. Definimos la relacién f ~, g como vélida si y solo si existe un

conjunto abierto U que contiene a p, donde las restricciones de f y g a U, es decir,

flu v glu, son iguales.

Observacién 2.3. Dado p € M, ~,, es una relacién de equivalencia.

Definicién 2.8. Un germen asociado a un punto p € M es [f],, donde f : M — R

diferenciable.

2Puede revisar [2, P4gina 21].
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Para no sobrecargar la notacién denotaremos a [f], simplemente como f.

Definicién 2.9. Sea p € M denotaremos al conjunto de germenes en el punto p
como C°(M).

Definicién 2.10. Una funcién lineal
D:Cr(M)—R
es una derivacién cuando dado dos germenes f y g

D(fg) = (Df)g(p) + f(p)Dg.

El concepto de derivaciones nos recuerda a derivadas y a la regla de Leibniz. Esto

nos da la intuicion de definir el concepto de derivadas parciales en variedades

Definicién 2.11. Sea p € M y sea {U, ¢} una carta de p. Donde ¢ : U — R" con

¢ = (r1, %2, ...,x,). Definimos la derivada parcial de la siguiente manera,

0

— | C®(M R
s Co (M) —

p
0
87“2-

(fo ¢ )(@(p)),

f—

donde

es la derivada parcial usual de R"

67“2‘

es una derivaciéon en el punto p.
p

Observacion 2.4. Es facil ver que

0
8xl-
Definicién 2.12. Un vector tangente en un punto p de una variedad M es una

derivaciéon en p.

De esta menera estamos viendo al espacio 7, M como el espacio de derivaciones
que pasan por el punto p. Esta definicién ademés nos permite mostrar una base

para T,M de manera explicita.

Proposicién 2.1. Sea (U, ¢) = (U, x1,...,x,) una carta alrededor de un punto p

en una variedad M. Entonces

0
81‘1‘

0
) pu—
P 8ri

O

#(p)
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Demostracidn. Para cualquier funcién f € Cgp, (R™),

0
(%UZ-

) = 5

¢ ( (foo)

p

p

0
_(97'1'

(fog)o(p)™
#(p)

0
87”1'

#(p)
]

Dado que las cartas son difeomorfismos, sus derivadas mapean vectores linealmen-

te independientes en vectores linealmente independientes. De aqui se sigue que los

vectores { } forman una base para T,,M.

0x;

tip

La proposicién que sigue mostrard que las dos definiciones que hemos propor-

cionado son, de hecho, equivalentes.

Proposicién 2.2. Para cualquier punto p en una variedad M y cualquier vector

tangente X, € T,M, existe una curva suave c : |—¢, e[ — M para algin € > 0 tal
que ¢(0) =py d(0) = X,

Demostracion. Sea (U,¢) = (U,xq,...,x,) una carta centrada en p, es decir,
¢(p) = (0,...,0). Supongamos que X, = Y ai%b,. Sea rq,...,r, las coordenadas
estandar en R™. Entonces x; = r; o . Para encontrar una curva ¢ en p con ¢'(0) =
X,, comenzamos con una curva « en R™ tal que «(0) = 0y &/(0) = Z@ia%’&

Luego mapeamos a a M a través de ¢~ !. Un candidato posible de o es:

a(t) = (art, ... a,t),t € |—¢, €.

Sea € suficientemente pequeno para que a(t) esté contenido en ¢(U). Definimos

c=p ltoa:]|—€ e[ — M. Es ficil ver que ¢(0) =py d(0) = X, ]
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2.3. Campos vectoriales

Definicién 2.13. Un campo vectorial X es una funcién que:
X:M—TM,

tal que
X(p) € T,M,¥p € M.

Dado un punto p € M y una carta (U, ¢) = (U, (21,22, ...,x,)), podemos apro-
vechar que el espacio T),M ya posee una base natural. En consecuencia, podemos
expresar localmente un campo vectorial X en el conjunto abierto U de la siguiente

manera:

0
- Zaia$i7

donde a; : U — R son funciones. Se dice que el campo vectorial X es C° cuando

las funciones {a;} son C*.

Definicién 2.14. Sea un campo vectorial X, decimos que la curva ¢ : Ja,b] - M

es una curva integral de X cuando:

d(t) = X(c(t)), te(a,b).

Sea p € M, la existencia de una curva integral esta ligada a resolver un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden(E.D.O). Asi, el teorema de
existencia y unicidad de las EDOs nos garantiza que siempre existird una tnica

curva integral alrededor de un pequeno abierto de p.
Ejemplo 2.6. En R? — {0}, sea p = (x,y). Entonces

0 0

Y T
- + e —
/a2 + Y2 ox /22 + Y2 dy

X =
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FiGUurA 2.4: Curvas integrales del campo X

2.4. 1-Formas Diferenciales

Sea p un punto sobre la variedad M. Llamaremos T M al dual del espacio T,M
como espacio cotangente. Los elementos de este espacio seran llamados covectores

sobre el punto p. Estos covectores son funciones lineales:
wy : T,M — R.

Una 1-forma diferencial no es mas que un covector para cada punto de p. Forma-

lizaremos esta definicién més adelante.

Definicién 2.15. Se define el fibrado cotangente como

T°M =| |{p} x T,M
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Observacion 2.5. De manera andloga al fibrado tangente uno puede probar que

el fibrado cotangente es una variedad diferenciable.
Ahora si estamos en condiciones de dar una definicién mas precisa de las 1-formas
diferenciales.

Definicién 2.16. Una 1-forma diferencial es
w: M —T"M,

donde
w(p) € T, M,Vp € M.

Definicién 2.17. Sea f una funcién C*° sobre la variedad M su diferencial es

definido como 1-forma diferencial tal que Vp € M y VX, se tiene que:

dfp(Xp> = Xp(f)'

Observacion 2.6. Sea (U, ¢) = (U, (z1, x9, x3, ..., T,) una carta sobre M. Enton-
ces los diferenciales dx; son 1-fomas sobre U. Ademas estos {dz;} son los duales
0

d
0

1
permite escribir de manera local cualquiere 1-forma diferencial como combinacién

por lo tanto {dx;} forman una base local del espacio cotangente. Esto

lineal de estos dx;. Es decir, sea w una 1-forma diferencial tomando una vecindad

coordenada U de un punto p entonces

’LU|U = Z aidxi,

)

donde a; : U — R, y de igual manera que los campos vectoriales uno puede decir

que la 1-forma w es C'*° si y solo si las funciones a; son funciones C'*°.

2.5. k-Formas Diferenciales

Un k-tensor f de un espacio vectorial V es una funcion k-lineal:

f:VxVx..xV—=R
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Definicién 2.18. Un k-tensor f se dice que es alternado cuando para toda per-

mutacion o € Sy se tiene que:

f(va(1), Vo (2)5 --->Ua(k)) = sgn(o) f(v1, vz, ..., Vk)

Definicién 2.19. Denotaremos A (V) al espacio de k-tensores alternados de V.

De esta manera podemos definir:

Definicién 2.20. Denotaremos Ay (7 M) al espacio de k-tensores alternados de
T,M.

Observacién 2.7. Al conjunto Ay (7, M) tambien se le denota A\ (7, M x T M x
* * * L ¥ k s
TAM X TPM... x TEM) = \FTM.

Definicién 2.21. Se llama k-ésima potencia exterior del haz cotangente a lo si-

guiente:

AT M =T]{p} x \NT;M

Observacién 2.8. Anilogamente como en el caso del fibrado tangente, a este

espacio se le puede dotar de estructura diferenciable.

Definicién 2.22. Una k-forma diferencial w es una funcién

k
w:M— \T"M,

donde .
w(p) € /\ M

Observacion 2.9. Sea (U,¢) = (U, (x1, 22, ..,x,)) una carta de M, entonces la

k-forma w en ese abierto U se escribe como:

w|U = E ai1i2i3__ikdx,-1 A dl’iQ AN dIEZk,

definiendo I = (i1, 49, i3, ..., 9) podemos escribir:

w = E ardry,

y al igual que con las 1-formas uno puede definir que una k-forma w es C* cuando

las funciones a; son C.



Capitulo 3

Mecanica clasica

La mecanica clasica es la primera teoria a la que tenemos contacto cuando
empezamos a estudiar fisica. Sin embargo, esto no significa que su estudio y
comprension sean sencillos. En este capitulo, mostraremos una descripciéon un
poco mas rigurosa de la mecanica clasica. Para ello, es necesario profundizar en

la teoria del calculo de variaciones.

3.1. Calculo de Variaciones

El estudio de las trayectorias de un objeto fisico, ya sea bajo la influencia de
fuerzas externas o generadas por restricciones geométricas (constraints), requiere
formalizar el espacio en el que se desarrollaran los fenémenos fisicos. Este espacio

serd el de curvas diferenciales suaves.

Definicién 3.1. Empecemos definiendo el espacio de curvas diferenciales, que es

nuestro dominio de interés.

Cm([tl,tg] ,Rn) = {’j/ : [tl,tg] — Rn,’y S COO} (311)

Definicién 3.2. Una curva h € C*([to, t1] ,R") se dice - acotada cuando |h| < €
y || <e

Definicién 3.3. Sea una curva v € C*([ty,t1],R") diremos que ¥ es una curva

e-aprorimada de v cuando 4 = v + h donde h es e-acotada

17
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Ficura 3.1: Grafico de la curva v y de su curva e-aproximada 4 = v + h

De esta manera, ahora podemos dar la definicién de funcional.

Definicién 3.4. Un funcional ® es una funciéon que va del dominio de curvas

diferenciales al conjunto de niimeros reales. Es decir:

O C%([t,t2] ,R") = R (3.1.2)

Ejemplo 3.1. Sea v € C*([t1,t2],R) podemos definir el funcional asociado a la

longitud de la siguiente manera:

é(7) = /t /1Tt (3.1.3)

Teniendo la definiciéon de funcional, el siguiente paso a estudiar es como cambia
el funcional cuando ocurre una perturbacién en una curva. En otras palabras,

cual es la relacién entre ®(y) y ®(y + h).

Definicién 3.5. Un funcional ¢ es llamado diferenciable si ¢(y+h)—¢(y) = F+R

donde F es una funcién continua y depende linealmente de h (i.e F(hy + hy) =

F(hy) + F(hy)) y R(h,y) = O(h?) en el sentido de que V|h| < €y

dh‘ -
dt
entonces | R |< Ce2.

La parte lineal del incremento F(h) es llamado diferencial de ¢.

Proposicion 3.1. El diferencial de un funcional ¢ esta bien definido.

Demostracion. Sea v una curva fija. Supongamos que tenemos dos diferenciales
Fiy Fo:
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¢(v+h) = ¢(v) = Fi(h) + Ri(7y, h) = Fa(h) + Ra(v, h) (3.1.4)

(F1 = F2)(h) = (R2 — Ra) (3.1.5)

Definiendo F'= F; — Iy, vy R = Ry, — Ry, de aqui tenemos:
F(h) = R(h) (3.1.6)

Observacién 3.1. Notemos que R es del orden O(h?) y también que la resta de
dos funcionales lineales es un funcional lineal entonces F' es un funcional lineal. Es
decir, se cumple [|[F'(h)|| < C4]|h]|.Para C = sup|F(ho)| donde |hyo| = 1. Como C4
es el supremo de las curvas con norma 1, entonces existiran curvas x,, con |z,| =1

tal que limF(x,) = C).

Volviendo a la prueba, notamos que basta tomar las curvas y,, = S
(1 + [a7,])
F(yn R(yn
F(zy) = ZWn) _ Blyn) (3.1.7)
[l |n]
Tomando limite
limF(z,) =C, =0 (3.1.8)

Entonces F; = F5.

]

Teorema 3.1. Sea L : R? — R una funcién diferenciable entonces el funcional ¢

es diferenciable:

6(7) = / " L(a(), (), t)dt (3.1.9)

to

donde {z(t)} es la parametrizacion de la curva vy y v(t) = d_:tc Ademds el diferen-

o [ -5 () (320

cial de ¢ es:

t1

(3.1.10)

to
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Demostracion.

O(y+h) — d(y) = /t1 [L(z 4 h,v + h,t) — L(z,v,t)|dt

to

“roL oL,
= 4 Zhld 2
/to {aeravh} t+ O(h%)

=F(h)+R

donde
WlgL OL.
F — el .~
(h) /t0 {81‘ + 5 h] dt

R=0(h)

integrando por partes tenemos:

"Ll ! hrd (0L oL

t1

to

de esta manera

20

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)

A partir de la definicién del diferencial de un funcional, podemos finalmente

establecer el concepto de extremal. Asumiremos, de ahora en adelante, que

nuestro dominio solo contiene curvas con extremos fijos.
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FI1GURA 3.2: Gréfico de la curva v y de su curva aproximada v = v + h

Definicién 3.6. Un extremal de un funcional ¢ es una curva ~ tal que:

F(h) = 0,Vh. (3.1.18)

Para poder entender los siguientes teoremas necesitaremos de la siguiente propo-

siciéon.

Proposiciéon 3.2. Dado f una funcion real diferenciable y sea h una funcién

arbitraria tal que:

/ " Hh(t)d = 0, (3.1.19)

to

entonces f =0

Demostracion. Supongamos que f # 0. Entonces, existe al menos un valor x tal

que f(x) # 0. Consideremos los dos casos posibles:

Caso 1: f(z) >0

Dado que f es continua, existe una vecindad |a, b| de x donde f es estrictamente
positiva. Sea h una funcién que es igual a cero fuera de esta vecindad y positiva
dentro de la misma. Esto nos permite afirmar que ftzl f(t)h(t)dt > 0, lo cual lleva

a una contradiccion.

Caso 2: f(z) <0
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De manera andloga, como f es continua, existe una vecindad |a, b[ de = donde f
es estrictamente negativa. Tomamos nuevamente una funcién h que es igual a
cero fuera de la vecindad y positiva dentro de la misma. Esto nos lleva a la

. ., tl
contradiccién [,* f(¢)h(t)dt < 0.

Dado que en ambos casos llegamos a una contradiccion, concluimos que no puede

existir un x tal que f(x) # 0. Por lo tanto, se sigue que f = 0.
O

Teorema 3.2. Sea ¢ el funcional definido en el anterior teorema entonces una

curva vy es un extremal st y solo si se cumple:

oL d [OL
== (%) = 0. (3.1.20)

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos:

"[OL d (9L oL
F(h) = — — — | =— || hdt —h
(h) /to L?x dt (81})] +(8v )
Como la curva es cerrada entonces h(t;) = h(ty) = 0. Definiendo ademéds f(t) =

oL _ d (9L :
5 — 3 (5.). De esta manera nos queda:

t1

(3.1.21)

to

/ " Hh() =0 (3.1.22)

Y como h(t) es arbitrario. Entonces por la proposicién anterior tenemos que f(t) =
0. O
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3.2. La ecuacién de Euler-Lagrange

Se llama ecuacién de Euler-Lagrange del funcional ¢(v) = fttol L(z(t),v(t),t)dt a

la ecuacion:

oL d (0L

Observacién 3.2. Cuando tenemos un sistema fisico que depende de miltiples
variables, es posible repetir el proceso y obtener un sistema de ecuaciones que
tenga la forma de la ecuacién de Euler-Lagrange. En este contexto (donde L :

R™"xR™ xR — R), para mantener la claridad del proceso, utilizaremos la siguiente

denotacion:
OL OL OL OL
‘< g Y . (3.2.2)
ox 0xy O0xs oz,

Teorema 3.3. Sean (1,2, .....,xn) Y (q1,q2, -, @) dos sistemas de coordenadas

que describen un mismo sistema fisico entonces

oL d [(OL oL d (0L
- l5E) e 5 -5 (5) =0 323)

Demostracion. Recordemos que la ecuacion de Euler Lagrange equivale a que la
curva sea un extremal. Pero que la condicién que la curva sea extremal es una
propiedad independiente del sistema de coordenadas. En resumen, lo que queremos

decir es:

oL d (0L oL d (0L
5~ () 0w Fm=ome -5 () <0 G2y

]

Teorema 3.4. Las ecuaciones de la mecdnica coinciden con los extremales del

funcional:

6(7) = / " L(a(t), #(t), ), (3.2.5)
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donde L =T — U (T es la energia cinética y U es la energia potencial)

Demostracion. Como podemos considerar cualquier sistema de coordenadas to-
/\2
memos el sistema cartesiano. De aqui U = U(z) y T = Zml% Usando las

ecuaciones de Lagrange tenemos:

dQCL’i BU
—t = 3.2.6

]

Observacién 3.3. Como consecuencia del Teorema 3.3 podemos tomar cualquier

sistema de referencia para poder escribir el lagrangiano.

Definicién 3.7. Llamamos a L = L(q,q,t) lagrangiano del sistema y g—; = p;
momentum generalizado y a las expresiones g—; como fuerzas generalizadas.

oL

9a = 0.

Definicién 3.8. Se dice que una variable ¢; es ciclica cuando

Proposicién 3.3. El momentum correspondiente a una variable ciclica se conser-

va. Es decir, es constante.

Demostracion.

I
o
I

(3.2.7)

3.3. Formulacion Hamiltoniana

La formulaciéon hamiltoniana es otra forma equivalente de estudiar un fenémeno
fisico. Este estudio trae nuevas formas de entender un sistema y conserva algunas
propiedades que le son propias. Para poder comenzar con este enfoque, es

necesario estudiar las transformaciones de Legendre formalmente.

3.3.1. Transformacion de Legendre

Para ilustrar como actia la transformacién de Legendre, trabajaremos primero

con funciones
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fiR—-R (3.3.1)

Definicién 3.9. Una funcién f : R — R es convexa cuando f”(x) > 0,Vz

El hecho de trabajar con una funcién convexa nos permite inducir una nueva
funcién, que llamaremos g, y que serd la funcion dual de f. La funcién g se construye
de la siguiente manera:

Sea
F:RxR—=R (3.3.2)

Donde
F(p,z) = pz — () (3.3.3)

FiguraA 3.3: Transformada de legendre

Gréaficamente, esta funcion F representa la distancia entre la recta de pendiente p
y la funcién f. Con esto, vamos a buscar que la variable x dependa de p. Para

lograrlo, procedemos de la siguiente manera:

or _
or

es decir, fijo el valor de p estamos buscando los posibles valores de x tal que:

0, (3.3.4)

f'(z) = p. (3.3.5)
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El hecho de que la funcién sea convexa nos garantiza la existencia de un tunico
valor de x que satisface la ecuacién p = f'(x). De esta manera, podemos expresar

x en funcién de p como z = x(p).

Definimos la funciéon g como

9(p) = F(p,z(p)), (3.3.6)

es decir,

9(p) = px(p) — f(x(p)). (3.3.7)

Veremos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.2. f(z) = 2?. Su funcién F(p,z) = pr — x?

0 p
— F=p—20=0 == 3.3.8
gel =p—2e=0—2z=0 (3.3.8)
2 2 2
NGNS
99 =St (3.3.9)
z? max?
Ejemplo 3.3. f(z) = m. Su funcién F(p,x) = pxr — R
OF
By — P me= 0 (3.3.10)
p
= — 3.3.11
r=2, (3311)
entonces ) ) )
p p p
gp)=———=—. (3.3.12)

m  2m 2m

Antes de enunciar el siguiente resultado importante, enunciaremos algunas

proposiciones y teoremas que nos seran tutiles.

Teorema 3.5. (Funcidén implicita)

Dado una funcion F : U C R* — R de clase C', tal que F(zo,y0) = 0 y

F
g—y(xo,yo) # 0. Entonces I(xg — §, 29 +0), y = y(z) de clase C' con y(xy) = yo ,

donde ademds
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oF
_x@o, yo)

Y (w0) = —gF—. (3.3.13)
8_3/(%’ yo)

Proposicién 3.4. Sea f una funcién convexa entonces su funcién dual va ser de

clase C2.

Demostracion. Sea py € R, por definicién x(pg) es el valor que hace que:

OF

%(po, z(po)) = 0. (3.3.14)

2
Como —— = —f'(x) # 0. Entonces podemos aplicar el teorema de la funcién

0%x
implicita a 3 7 de esta manera z = z(p) y va a ser una funcién de clase C'.

Como g es una composicién de funciones C? entonces g es de clase C?

O
L . . 7 . . / 1
Observacién 3.4. De la proposicién anterior se sigue que z’'(p) = m Y
T\p
1
con esto, tenemos que ¢'(p) = z(p) y ¢"(p) = ———. De aqui tenemos que el

!
» - /'(2(p)) |
dual de una funcién convexa es también una funcién convexa. Por lo tanto, tiene

sentido preguntarse cudl serfa la funcién dual de g.

Teorema 3.6. La transformacion de Legendre es involutiva, es decir, su cuadrado
es la identidad: si se aplica la transformacion de Legendre a f y se obtiene g,

entonces la transformacion de Legendre aplicada a g serd nuevamente f.

Demostracion. Sea xg € R construyamos el dual de g y denotemos a este como h.

Sea G(x,p) = xp — g(p) de esta manera

h(xo) = G(x0, p(x0)) = wop(20) — 9(p(0)), (3.3.15)

pero por definicién de g

9(p(0)) = plzo)a(p(xo)) — f(x(p(0))), (3.3.16)

pero
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zo = ¢'(p(wo)) = z(p(zo)), (3.3.17)

de esta manera h(xg) = f(xo).
[l

Proposicién 3.5. (Desigualdad de Young) Dado f una funcién convexa y sea

g su funcion dual entonces

pe < f(z) + g(p). (3.3.18)
Demostracion. Dado p € R

9(p) = px(p) — f(x(p)), (3.3.19)

y como la funcién F(p,x) tiene segunda derivada en z negativa tenemos que g(p)

es el valor maximo de F(p,-). De esta manera

pr < f(z) + g(p). (3.3.20)

]

1 1
Ejemplo 3.4. Si f(x) = §x2, entonces g(p) = —p® y obtenemos la conocida

2
1 1
desigualdad px < §$2 + §p2 para todo z y p.
: . z* P’ 1,1
Ejemplo 3.5. Si f(xz) = —, entonces g(p) = 5 donde - + 3 = 1, y obtenemos
a

la desigualdad de Young

a b
px<x——i—%paratodoyc>0,p>0,a>1,b>1,y%+%:1.

a

Para més informacién acerca de la desigualdad de Young puede revisar [3, Capitu-
lo 9].

Observaciéon 3.5. Transformada de Legendre en varias variables

Sea f(z) una funcién convexa de la variable vectorial x = (zy, ..., z,,). Esto significa
2

que la forma cuadratica { dz;dx;} es definida positiva. Para mantener una

. x .
0L
notacion clara, emplearemos la notacion de punto para denotar el producto interno

estandar en R™.
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La transformada de Legendre en R™ es la funcién g(p), donde p = (p1, ..., pn), v se
- . , , - __of
define como g(p) = F(p, z(p)) = max, F(p,z). Aqui, F(p,xz) = px—f(z)yp = 3t
Siguiendo un razonamiento andlogo al caso unidimensional, todos los argumentos
anteriores, incluyendo la desigualdad de Young, pueden aplicarse sin cambios a

este contexto.

3.3.2. Las ecuaciones de Hamilton

Por medio de la transformacion de Legendre, el sistema de Lagrange de ecuaciones
diferenciales de segundo orden se transforma en un sistema 2n extremadamente
simétrico de ecuaciones de primer orden. Es decir, se convierte en una E.D.O con
2n variables. A este nueva forma de entender las ecuaciones de movimiento se
denomina sistema de ecuaciones hamiltonianas (o simplemente ecuaciones canéni-
cas).

Consideramos el sistema de ecuaciones de Lagrange p = ‘g—s, donde p = %7 con
una funcién lagrangiana dada L : R” x R" x R — R, que asumiremos convexa con

respecto al segundo argumento ¢

Teorema 3.7. El sistema de ecuaciones de Lagrange es equivalente al sistema
de 2n ecuaciones de primer orden (ecuaciones de Hamilton), donde H(p,q,t) =
pq—L(q,q,t) es la transformada de Legendre de la funcion lagrangiana con respecto

de la variable q.

Demostracion. Por definicién, la transformada de Legendre de L(g, ¢,t) con res-
pecto a ¢ es la funcién H(p,q) = pqg — L(q), en la cual ¢ se expresa en términos
de p mediante la formula p = ‘3—2, y que depende de los parametros ¢ y t. Esta

funcién H se llama hamiltoniano.

La diferencial total del hamiltoniano

OH OH OH
H=— — — .3.21
d 8palp+ 34 dq + oy dt, (3.3.21)

es igual a la diferencial total de pq — L para p = ?9_2:

dH = —dp — —dq — —dt. (3.3.22)



CAPITULO 3. MECANICA CLASICA 30

Ambas expresiones para dH deben ser iguales. Por lo tanto,

OH OH oL OH oL
(=% - =—"% a3 = 7 (3.3.23)
dp dq dq ot ot
Aplicando las ecuaciones de Lagrange, p = g—{;, obtenemos las ecuaciones de Ha-

milton:

0H . OH

q= a_p’ p= _8_(]' (3324)

Hemos visto que si ¢(t) satisface las ecuaciones de Lagrange, entonces {p(s), q(t)}
satisface las ecuaciones de Hamilton. El otro sentido de la equivalencia se de-
muestra de manera trivial. Por lo tanto, los sistemas de Lagrange y Hamilton son

equivalentes.

3.3.3. El Hamiltoniano y la energia

Asumiremos que tenemos un lagrangiano de la forma L = T — U donde T es
una forma cuadrética con respecto a ¢ y U (energia potencial) una funcién de la

posicién. Siendo mas precisos 1"y U son de la forma:

T=)" aydi; (3.3.25)
.3

donde a;; = a;;(¢,t) y U = U(q) daremos una proposicién que nos sea 1til para el

siguiente teorema.

Proposicién 3.6. Sea una funcion f : U C R"™ — R homogénea de orden 2
(A € R,g(Az) = N*g(z)). Entonces

9(p) = f(z), (3.3.26)

donde ¢ es la funcién dual de f.

Demostracion.
9(p) = z(p)p — f(x(p)). (3.3.27)
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0
Recordemos que p = —f(x(p)), y ademads, se cumple que:

ox

df.(z) = xg—i = 2f(x). (3.3.28)

Reemplazando tenemos que 2f(z(p)) = z(p)p y finalmente g(p) = f(x(p)).

O
Teorema 3.8. Bajo las suposiciones de T' y U se tiene H =T + U.
Demostracion.
H=¢p-L, (3.3.29)
usando la proposicién anterior tenemos H =27 — L =T + U.
0

Ejemplo 3.6. En el caso de dimension uno con 7' = g, U = U(q). Usando el

Teorema 3.8 tenemos H = g + U(q). Y finalmente obtenemos sus ecuaciones de

Hamilton:

q=p (3.3.30)
| &0
p== (3.3.31)

Corolario: En particular, para un sistema cuya funcién hamiltoniana no

OH __
6t_0

la funcién hamiltoniana H(p(t), q(t)) = constante.

depende explicitamente del tiempo ( ) se cumple la ley de conservacion de

Demostracion.

dH OH, 9H. OHOH OH OH

@ e Y T (3332
dH
= 22 =0 (3.3.33)
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1
Ejemplo 3.7. Sea L = §mv2 + T x Z + e¢ un lagrangiano independiente del
c
tiempo. Entonces por el corolario su hamiltoniano H = ﬁ (P — ﬁ)2 + e¢ seria

una constante en el tiempo.



Capitulo 4

Geometria Simpléctica

4.1. Formas Simplécticas

Sea V un espacio vectorial m-dimensional sobre R, y sea €2 : V' x V — R una

funcién bilenal. La aplicacién €2 es antisimétrica cuando Q(u,v) = —Q(v, u)

Teorema 4.1. Sea ) una forma bilineal antisimétrica, entonces existe una base

de vectores uy, Us, .., Uk, €1, €2, ..., €n, f1, fo, .., fn tal que:
Qu;,v) =0,Vi,YVo € V
Qe;,e5) = 0,1, 5
NN NS
Qes, f3) = 6ij, Vi, j

Observacién 4.1. .

1. La base en el Teorema 4.1 no es unica, aunque tradicionalmente también se

le llama base candnica.

2. En notacion matricial con respecto a tal base, tenemos

0 0 of]
Qu,v) = [—u—} 0 0 Id| (v
0 —1d 0] ||

33
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Demostracion. Esta prueba por induccion es una version antisimétrica del proceso
de Gram-Schmidt. Para obtener mas detalles sobre el proceso de Gram-Schmidt,
puede revisar: [4, Capitulo 10].

Sea U := {u € V/Q(u,v) = 0 para todo v € V'}. Elija una base u,...,uy de Uy

elija un espacio complementario W para U en V tal que
V=UoW

Tome cualquier e; # 0 € W. Entonces existe f; € W tal que Q(eq, fi) # 0. Sin

pérdida de generalidad, se puede asumir que (eq, f1) = 1. Definimos

Wy = Span{elv fl}

W = {w e W|Q(w,v) = 0 para todo v € W, }.

Afirmacién: W, N W = {0}.
Supongamos que v = ae; + bf; € Wi N Weq;.

0=Qv,e1) =-b
0=Q, fi)=a=v=0.

Afirmacién : W = W, & Wi
Supongamos que v € W tiene Q(v,e1) = ¢y Q(v, f1) = d. Notemos que (—cf; +
der) € Wy y que (v+ cfy — dey) € W y finalmente:

vV = (—Cfl + del) + (U + Cf1 - del).

Continuamos: elijamos e; € WS con ey # 0. Entonces existe fo, € W tal que
Q(es, f2) # 0. Supongamos que (e, fo) = 1. Definimos Wy = span{es, fo}. Y asi
sucesivamente. Este proceso eventualmente se detiene porque dim V' < co. Por lo
tanto, obtenemos V =U & W; & Wy @ ... H W, donde todos los sumandos son

ortogonales con respecto a €2, y donde W; tiene base e;, f; con Q(e;, f;) = 1. O]

Observacion 4.2. La dimension del subespacio U = {u € V|Q(u,v) = 0 para todo v €

V'} no depende de la eleccién de la base. Entonces k := dim U es una invariante
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de (V,€). Ademads por cuestiones dimensionales tenemos k +2n =m =dimV, y

como consecuencia n es un invariante de (V,€2); 2n se llama el rango de (.

4.2. Espacios Vectoriales Simplécticos

Sea V' un espacio vectorial de dimensién m sobre R y sea €2 : V x V — R una

aplicacion bilineal.

Definicién 4.1. La aplicacion Q:V = Viesla aplicacion lineal definida por
Qv)(u) = Q(v, u).

El nitcleo de €2 es el subespacio U mencionado anteriormente.

Definicién 4.2. Una aplicacién bilineal antisimétrica €2 es simpléctica (o no de-
generada) si Q es biyectiva, es decir, U = {0}. En este contexto, la aplicacién (2 se
llama entonces una estructura simpléctica lineal en V', y (V, 2) se llama un espacio

vectorial simpléctico.
Las siguientes son propiedades inmediatas de una aplicacion simpléctica €2:

1. Dualidad: la aplicacién €2, : V' — V* es una biyeccién.

2. Segun el teorema de la forma estandar, k = dim U = 0, por lo que dimV =

2n es par.

3. Segun el Teorema 4.1, un espacio vectorial simpléctico (V,€2) tiene una base

€1, ..., €n, f1,..., fn que satisface Q(e;, f;) = d;; ¥ QUes,ej) = 0= Q(fi, f;).
A esta base se le llama una base simpléctica de (V). Con respecto a una

base simpléctica, tenemos:

|
Qu,v) = [— u —] [—2d I(()i] 1|)

Observacién 4.3. No todos los subespacios W de un espacio vectorial simpléctico

(V,Q) son iguales:

» Un subespacio W se llama simpléctico si Q| es no degenerada. Por ejemplo,

el span de ey, fi es simpléctico.
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= Un subespacio W se llama isotrépico si |y = 0. Por ejemplo, el span de

e1, e es isotropico.

El prototipo de un espacio vectorial simpléctico es (R?", ), donde € estd definida

de tal manera que la base

es una base simpléctica. La aplicacion 2y en otros vectores esta determinada por

sus valores en una base y su bilinealidad.

Definicién 4.3. Un simpletomorfismo ¢ entre espacios vectoriales simplécticos
(V,Q) y (Vo, ) es un isomorfismo lineal ¢ : V' — Vj tal que ¢*Qy = Q. (Donde
(0*Q0)(u,v) = Qo(P(u), p(v))). Si existe un simpletomorfismo, se dice que (V)

y (Vo, Qo) son simplectomorfos.

Observaciéon 4.4. Es evidente que ser simplectomorfo es una relacién de equiva-
lencia en el conjunto de todos los espacios vectoriales de dimensién par. Ademas,
segtin el Teorema 4.1, cada espacio vectorial simpléctico de dimensién 2n (V<)
es simplectomorfo al prototipo (R?",€)); seleccionar una base simpléctica para

(V,Q) produce un simpletomorfismo a (R**,€)).

4.3. Variedades Simplécticas

Definicién 4.4. Sea M una variedad diferenciable, una k-forma diferencial w es

cerrada cuando:
dw = 0.

Definicién 4.5. Una 2-forma diferencial w es simpléctica cuando es cerrada y w,

es simpléctica Vp € M.

Definicién 4.6. Una variedad simpléctica es un par (M,w) donde M es una

variedad y w es forma simpléctica.
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Ejemplo 4.1. Sea M = R?" con coordenadas lineales x1,...,%n, Y1,...,Yn. La

forma

Wy = i dCL’Z N dyz,
=1

es simpléctica, y el conjunto

o0 99 0
0wy Dy Oy 0y ),

es una base simpléctica de T,,M.

Ejemplo 4.2. Sea M = C" con coordenadas lineales z1, ..., z,. La forma

i n
Wy = éz:dzk/\dzk,
k=1
es simpléctica. De hecho, esta forma es igual a la del ejemplo anterior bajo la

. . .-, 2 .
identificacién C™ = R*", 2, = x + iy

Ejemplo 4.3. Sea M = S? considerada como el conjunto de vectores unitarios en
R3. Los vectores tangentes a S? en el punto p pueden entonces identificarse con
los vectores ortogonales a p. La forma simpléctica estdndar en S? es inducida por

los productos interiores y exteriores:
wp(u,v) := (p,u X v), parau,v € T,S%={p}*.

Esta forma es cerrada porque es de grado maximo; es no degenerada porque cuando

u # 0 podemos tomar, por ejemplo, v = u X p de esta manera (p,u X v) # 0.

4.4. Simplectomorfismos

Definicién 4.7. Dado dos variedades simplécticas (M, w,) y (Ma, ws). Una fun-

cion diferenciable f : M; — Ms es un simplectomorfismo cuando f*wy = wy.

El siguiente teorema se llama teorema de Darboux y nos dice como es el com-

portamiento local de cualquier forma simpléctica.

Teorema 4.2. Sea (M, w) una 2m variedad simpléctica, entonces para todop € M
existe un abierto de (U, (x1,Z2, ...Tm, Y1, Y2, .-, Ym)) del punto p donde la forma w

se puede escribir como:
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w = dei A dy;.

Para la prueba se necesita mas herraminetas, por lo que dejameros su prueba para

mas adelante!.

4.5. Forma simpléctica en el fibrado cotangente

4.5.1. Fibrado cotangente

Sea X una variedad de dimensiéon n y M = T*X su fibrado cotangente. Si la

estructura de la variedad en X esta descrita por cartas coordenadas (U, 1, ..., x,)
con z; : U — R, entonces en cualquier = € U, las diferenciales (dz1),, ..., (dz,),
forman una base de T;X. Es decir, si §{ € T X, entonces { = Y1, &(dx;), para
algunos coeficientes reales &1, . .., &,. Esto induce un mapa

T°U — R*"

(, &) = (1, ... 20, &1, -+, &n)-

La carta (T*U, z1,...,2,,&1,- .., &,) es una carta coordenada para T*X; las coor-
denadas 1, ..., x,, &1, ..., &, son las coordenadas cotangentes asociadas a las coor-
denadas x1,...,x, en U. Las funciones de transicion en las intersecciones son sua-

ves: dadas dos cartas (U, x1,...,2,) y (Up, x4, ...,20), yxr € UNUy, si £ € TFX

entonces

d% Z & (dap),

=1

donde & = 3", &y dxl es suave. Por lo tanto, T* X es una variedad de dimensién
r=x0

2n. Para mas refere(nas sobre el fibrado cotangente puede revisar [1, Capitulo 17].

A continuacién, exploraremos unas formas simplécticas en el espacio cotangente,

que comunmente se denominan formas tautoldgicas. Estas formas candnicas en los

'Puede revisar Péagina 50.



CAPITULO 4. GEOMETRIA SIMPLECTICA 39

fibrados cotangentes desempenan un papel crucial en diversas disciplinas, como el

analisis de operadores diferenciales, sistemas dinamicos y la mecanica clasica.

4.5.2. Formas Tautoldgicas y Canonicas en cartas

Sea (U, (z1, s, ..., %)) una carta coordenada. A esta carta podemos asociarla con
una carta en el fibrado cotangente (T*U, (x1, xa, ..., Tm, 1,2, -« ., Em)). Definimos

la 2-forma w sobre T*U

w=">"dv; \d;.

Y también podemos definir la 1-forma « de la siguiente manera:

Teorema 4.3. La 1-forma « estd definida en todo M.

Demostracion. Sean (U,xq, ..., 20, &1, 60) Yy (Uo,xd, oo 2l &, ... &) dos sis-

temas de coordenadas en el cotangente. En UNUj, los dos conjuntos de coordenadas

0x; , oz’
—) Dado que dzf, = ), —dz;, tenemos
Li

estan relacionados por 56 =1 ( -
O0x)

ag =Y, Edat = 30, & (a_xg)> <6a:k:> dag =) 5 Sidopdw = 32, Gdvy = . O

A la 1-forma « definida sobre M se le llama la forma tautologica y a w se le llama

la forma simpléctica candnica.

4.5.3. Definiciones sin coordenadas
Sea M = T*X tenemos la funcién proyeccion
m:T"X = X

p=(z,§) =

La 1-forma tautoldgica a puede definirse punto a punto de la siguiente manera:

ap = (dmp)*§ € Ty M,
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donde (dm,)* es la traspuesta de dm,, es decir, (dm,)*¢ = & o dm,. No confundir los

dominios donde cada funcién actia. Para ello, conviene verlos de manera grafica:

p=(z,) T,M M
I Ldm, | (dmp)*
r  T.X T°X

Una forma equivalente pero mas sencilla de entender « es la siguiente:
ay(v) = &((dmy)v), para v € T,M.

En efecto, sea v € T,M entonces tiene la forma v(as, as, .., @y, b1, ba, .., by,) si eva-
luamos o, (v) = > 7, a;b;. Por otro lado, f((dﬂp)v) = (a1, a9, ...an) =Y 0 aibiy

son el mismo valor.

Y nuestra 2-forma simpléctica candnica w en T*X puede definirse sin necesidad
de coordenadas, simplemente como:

w = —da.

Localmente, w = Y\ dz; A d;.

4.5.4. Formas Tautologica y Canodnica

Sean X; y X, variedades de dimensién n con fibrados cotangentes M; = T*X; y
My =T*X5, ay v ag sus 1-formas tautologicas respectivamente. Supongamos que

f: X1 — X5 es un difeomorfismo. Entonces existe un difeomorfismo natural

fﬁ : M1 —>M2,

que levanta a f. Es decir, si p; = (21,&) € M, para x; € X, y & € T Xy,

entonces definimos

fﬁ(Pl) = p2 = (72, p2),

donde z3 = f(x1) y & = (dfs,)*&. De manera gréfica:
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M, 2w,

Tl |l m
x, L x,

Proposicién 4.1. f; es un difeomorfismo.

Demostracion. 1) De la definicién de f; es facil ver que el diagrama conmuta

VAN YA

T 4
e,

2) fy : My — M es biyectiva.
3) fuy f[l son suaves (Para darse cuenta de esto, basta escribir las funciones

usando cartas).

]

Teorema 4.4. El levantamiento f; de un difeomorfismo f : X1 — Xy lleva la

forma tautoldgica en T* Xy de regreso a la forma tautologica en T* Xy, es decir,
fﬁ*(%) = Qaq.

Demostracion. Sea p1 = (x1,&1) € M, el enunciado del teorema es euivalente a

probar que:

(dfﬂ>;1 <a2>p2 = (al)mv (451)
donde py = f*(p1).

Para dar con la demostracion de Ecuacién 4.5.1 usaremos los siguientes resultados,
» De la definicién de f; se sigue que:
p2 = fi(p1) & p2 = (22,&2) donde x3 = f(21) y (dfs,)"& = &

= De la definicién de la 1-forma tautolégica se sigue que:

(1), = (dm); &0y (a2)p, = (dma);, &
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= El diagrama
My L

ml Jm
x, L x,

es conmutativo.

Finalmente la prueba de la ecuacion Ecuacién 4.5.1 es la siguiente:

]

Corolario: La aplicaciéon levantamiento f; de un difeomorfismo f : X; — X5 es

un simplectomorfismo, es decir,

(fﬁ)*WZ = W,

donde wy v ws son las formas simplécticas candnicas.
En resumen, un difeomorfismo de variedades induce un simplectomorfismo candni-

co de los fibrados cotangentes:

fi

T* X1 Y X2
) )
x, L x,

Ejemplo 4.4. Sea X; = X, = S'. Entonces T*S! es un cilindro infinito S* x R.
La 2-forma canénica w es la forma de drea w = dd Ad€. Si f : ST — St es cualquier
difeomorfismo, entonces f; : S' x R — S x R es un simplectomorfismo, es decir,

es un difeomorfismo que preserva el area en el cilindro.

Sif: Xy — Xoyg: Xy — X5 son difeomorfismos, entonces (go f); = gy o f;. En
términos del grupo Diff(X) de difeomorfismos de X y del grupo Sympl(M,w) de



CAPITULO 4. GEOMETRIA SIMPLECTICA 43

simplectomorfismos de (M, w), decimos que el mapa

Diff(X) — Sympl(M,w)
f = fy

es un homomorfismo de grupos. Este mapa es claramente inyectivo. ;Es sobreyec-
tivo? ;Vienen todos los simplectomorfismos de 7*X — T*X de difeomorfismos
X — X7 No: por ejemplo, la traslacién a lo largo de las fibras cotangentes no se

induce mediante un difeomorfismo de la variedad base.

4.6. Simplectomorfismos

La equivalencia entre variedades simplécticas se expresa mediante un simplecto-
morfismo. En este capitulo, estudiaremos con mayor profundidad estos tipos de

mapas.

4.6.1. Subvariedad

Sean M y X variedades con dim X < dim M.

Definicién 4.8. Un mapa i : X — M es una inmersion si diy, : T, X — Tj;,) M es
inyectiva para cualquier punto p € X.
Un encaje es una inmersion que es un homeomorfismo sobre su imagen.

Una encaje cerrado es una inmersion propia y inyectiva.

Definicién 4.9. Una subvariedad de M es una variedad X donde la funcion

inclusién ¢ : X < M es un encaje cerrado.

Notaciéon: Dada una subvariedad, la inclusion ¢ : X < M induce de manera
natural una forma de incrustar vectores de 7, X en 7T),M. Esto se logra mediante
di,(T,X) C T,M. A partir de este punto, utilizaremos 7, X y di,(1,X) C T,M

como sindnimos.
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4.6.2. Subvariedad Lagrangiana

Definicién 4.10. Sea (M,w) una variedad simpléctica de dimensiéon 2n. Una
subvariedad Y de M es una subvariedad lagrangiana si, para cadap € Y, 7T,Y es un
subespacio lagrangiano de T, M, es decir, wy|7,y =0y su dim 7Y = %dim T,M.
Equivalentemente, sea i : Y < M el mapa de inclusion, entonces Y es lagrangiana

siy solo si i*w =0y dimY = dim M.

Sea X una variedad de dimension n, y M = T*X su fibrado cotangente. Si
x1,...,x, son coordenadas en U C X con coordenadas cotangentes asociadas
T1yeeos T, &1y . ., & en TU, entonces la 1-forma tautoldgica en T*X se define
como:

@ = Xn: il i
i=1

y la 2-forma canoénica en T* X es

w=—da =Y d; Adg.
=

La seccién cero de T* X,
Xo={(2,) eT"X | E=0en T; X},

es una subvariedad de T*X de dimensién n cuya interseccion con T*U esta dada
por las ecuaciones & = ... = &, = 0. Claramente, a = Y | & dx; se anula en
XoNT*U.

En particular, si ig : Xo < T*X es el mapa de inclusion, tenemos que ijo = 0.
Por lo tanto, ijw = ijda = 0, y X, es lagrangiana.

Todo esto nos lleva a una pregunta ;Cudales son todas las subvariedades lagrangia-
nas de 7*X que estdn en clase C' cerca a Xy ?

Sea X, (la imagen de) otra seccién, es decir, una subvariedad de 7% X de dimensién

n de la forma

Xy ={(z,pz) |z € X, 0 € Ty X},
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donde el covector p, depende suavemente de x, y p: X — T*X es una 1-forma.
Con respecto a la inclusion ¢ : X# < T* X y la proyeccion cotangente 7 : T*X —

X, entonces X, tiene la forma

Xo={(z, 1) | 2 € X, ptg € T X}, (4.6.1)

siysolosimoi: X, = X es un difeomorfismo.

Una pregunta natural es cuando X, es una subvariedad lagrangiana. Para

responder a ella, presentaremos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 4.2. Sea X, de la forma Ecuacion 4.6.1, y sea p la 1-forma asociada.
Denotemos por s, : X — T*X, x — (x, j1,), la 1-forma p considerada exclusiva-
mente como un mapa. Observa que la imagen de s, es X,. Sea o la 1-forma

tautologica en T* X . Entonces,

* —_—
S, = [

Demostracion. Por definicién de a, o, = (dm,)*€ en p = (2,§) € M. Para p =

su(z) = (z, py), tenemos a, = (dmp)*11,. Entonces,

(Sza>m = (dsy)z0p = (ds,)(dmp)* 1z = (d(7 0 Su)m:zﬂz = llg.

]

Supongamos que X, es una subvariedad de 7T*X de dimension n de la forma
Ecuacién 4.6.1, con la 1-forma asociada . Entonces s, : X — T X es una inclusién
con imagen X, y existe un difeomorfismo 7 : X — X, 7(z) := (z, p), tal que el
siguiente diagrama conmute.

T X

|7

u

Queremos expresar la condicién de que X, sea lagrangiana en términos de la forma

W
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X, es Lagrangiana < i*da = 0
& 1 da =0
& (io7)da=0
& s uda =0
S ds*a =0
S dp =0

& 1 es cerrada.

Por lo tanto, existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de subvarie-
dades lagrangianas de T*X de la forma Ecuacién 4.6.1 y el conjunto de 1-formas

cerradas.

Observacién 4.5. Cuando X es simplemente conexo, H} gp...(X) = 0, por lo que
toda 1-forma cerrada p es igual a df para algin f € C*°(X). De darse el caso, la
funcién f se llama entonces una funcién generadora para la subvariedad lagrangia-
na X, asociada a u. (Dos funciones generan la misma subvariedad lagrangiana si
y solo si difieren por una funcién localmente constante.) En variedades arbitrarias
X, las funciones f € C*°(X) originan subvariedades lagrangianas como imagenes
de df .

4.6.3. Fibrados Conormales

Sea S cualquier subvariedad de dimension £ de una variedad X de dimension n.

Definicién 4.11. El espacio conormal en € S es

N;S={(eT;X |{v)=0, para todo v € T,,S}.

El fibrado conormal de S es

N*S={(z,§) e T"X |z € S5,§ € NS}
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Proposicién 4.3. Sea i : N*S — T* X la inclusién, y sea « la 1-forma tautolégica

en T*X. Entonces,

o= 0.
Demostracion. Sea (U, xy,...,x,) un sistema de coordenadas en X centrado en
x € Sy adaptado a .S, de modo que U N S se describe por x4y = ... =z, = 0.
Sea (T*U,z1,...,2,,&1,...,&,) el sistema de coordenadas cotangentes asociado.

La subvariedad N*S NT*U se describe entonces por

Thp1=...=2, =0 =... =& =0.

Dado que a =Y, & dx; en T*U, concluimos que, en el punto p € N*S,

= 0.
span{d/0z; ,i<k}

i*Oép = ap|Tp(N*S) = Zgz dl’z
O

Corolario 4.4.1. Para cualquier subvariedad S C X, el fibrado conormal N*S es

una subvariedad lagrangiana de T*X .

Tomando S = {x} como un solo punto, el fibrado conormal L = N*S =T/} X es
una fibra cotangente. Tomando S = X, el haz conormal L = X es la seccién
cero de T" X.

4.6.4. Aplicacion a los simplectomorfismos

Sean (M, wy) y (Ms,ws) dos variedades simplécticas de dimensién 2n. Dada una
difeomorfismo ¢ : My — M5, bajo que condiciones se tendria un simplectomorfismo
(Es decir, queremos saber cuando se cumple ¢*ws = wy)

Observemos el siguiente diagrama:

M1><M2

pr, 4 Lpr
M, M,
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Donde pry : My X My — My y pro - My X My — M, son las proyecciones.

Entonces, w = (pry)*w; + (pry)*ws es una 2-forma en M; X M, que es cerra-
da.
En efecto,

dw = (pr;)*dw; + (pry)*dws = 0,

y es una forma simpléctica,

= () (r) A (on)ea)” 20,

Maés generalmente, si A1, A2 € R\ {0}, entonces A (pry)*w; + Aa(pry)*ws también
es una forma simpléctica en M; X Ms. Tomando \; = 1 y Ay = —1 obtenemos la

forma del "twisted product’ en My x Msy:

w = (pry)*wi — (pry) wa.

El grafico de un difeomorfismo ¢ : M; — M, es la subvariedad de dimensién 2n
de M1 X M2

'y := Graph(¢) = {(p, #(p)) | p € M }.

La subvariedad I'y, es una imagen encajada de M; en M; x M, siendo el encaje:
v Ml — M1 X M2

p— (p, 6(p)).

Teorema 4.5. Un difeomorfismo ¢ es un simplectomorfismo si y solo si I'y es

una subvariedad lagrangiana de (My X Ms).

Demostracion. En otras palabras, el grafico I'y es lagrangiano si y solo si (y*@w) =
0.

(v*w) = (v"(priwi) — 7" (praws))
= ((pry 0 7)"wi — (pry 0 y) wa).

Pero pr; o v es la funcién identidad en M; y pry, oy = ¢. Por lo tanto,

YW =0 <= ¢ ws = wy.
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4.7. Formas Locales

En esta seccion, estudiaremos a mayor profundidad los flujos vectoriales y los

teoremas de Moser, que seran de utilidad mas adelante.

4.7.1. Isotopias y Campos Vectoriales

Sea M una variedad, y p : M x R — M una funcién, donde definimos p;(p) :=
p(p,t).

Definicién 4.12. La funciéon p es una isotopia si cada p, : M — M es una

difeomorfismo, y py = id,,.

Dada una isotopia p, obtenemos un campo vectorial dependiente del tiempo, es

decir, una familia de campos vectoriales v;, t € R, que en p € M satisfacen:

d
vi(p) = —ps(@)| (4.7.1)
ds -
donde q = p; *(p). En otras palabras,
i 98
di t © Pt

A la inversa, dado un campo vectorial dependiente del tiempo vy, si M es compacta
o si los v; tienen soporte compacto, existe una isotopia p que satisface la ecuacién
diferencial ordinaria Ecuacién 4.7.1.

Supongamos que M es compacta. Entonces tenemos una correspondencia uno a

uno:

{isotopias de M} <— {campos vectoriales dependientes del tiempo en M }

pt,t€R<—>vt,t€R.
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Definicién 4.13. Cuando v; = v es independiente de ¢, la isotopia asociada se
llama la funcién exponencial o el flujo de v y se denota como exp(tv); es decir,
{exp(tv) : M — M | t € R} es la tnica familia suave de difeomorfismos que
satisface:

exp(tv)| =idy

t=0

%(exp(tv))(p) = v(exp(tv(p)))-

Definicién 4.14. La derivada de Lie es el operador
Ly, : QF(M) — QF(M)

d |
Lyw= E(exp(tv)) w

t=0
Observacion 4.6. En el caso general cuando M no necesariamente es compacta y
se tenga un campo vectorial v; que depende del tiempo, la isotopia correspondiente
p todavia existe localmente. Mas precisamente, en la vecindad de cualquier punto
p y para un tiempo t suficientemente pequeno, esto se justifica gracias al teorema
de Picard, hay una familia de un pardametro de difeomorfismos locales p; que

satisfacen:

%:fv Op
dt t t
p():ld

Por lo tanto, siempre podemos definir la derivada de Lie para cualquier v,. Esta

defincién simplemente sera:

Ly, : QF(M) — QF(M)

d

= a(ﬂt) w-

L, w

Para mas referencias sobre el Teorema de Picard o sobre teoremas relacionados a

ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) puede revisar [5, Capitulo 1].

Proposicién 4.4. Hay una relacién entre las derivadas de Lie y la derivada exte-

rior (esta relacion se llama férmula mégica de Cartan),

Lyw = iydw + d(i,w),
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y ademas también se verifica la siguiente expresion:

d * *
E:Otw = Pt (Lvtw)7 (472)

donde p es la isotopia (local) generada por v;.
Demostracion. Basta con seguir los siguientes pasos:

1. Verificamos la férmula para 0-formas w € Q°(M) = C>*(M).
2. Verificamos que ambos lados conmutan con d.

3. Verificamos que ambos lados son derivaciones del dlgebra (*(M), A). Por
ejemplo,
L,(wAa)=(Lw)ANa+wA (Lya).

4. Notemos que si U es el dominio de un sistema de coordenadas, entonces
Q*(U) se genera como un 4lgebra por Q°(U) y dQ°(U), es decir, cada elemen-
to en Q°(U) es una combinacién lineal de productos exteriores de elementos
en Q°(U) y elementos en dQ°(U).

]

Para los teoremas que vendran de aqui en adelante, necesitaremos la siguiente

versiéon mejorada de la féormula Ecuacion 4.7.2.

Teorema 4.6. Para una familia suave w;, t € R, de formas diferenciales de

dimension d, tenemos:

dwt

d . .
%tht:/)t Lvtwt—i-ﬁ .

Demostracion. Si f(x,y) es una funcién real de dos variables, usando la regla de

la cadena tenemos

d d
% + _f(tay)

d

0=+

r=t y=t

Por lo tanto,

d
= p: <Lvtwt + ﬁ) :

* * d *
%ptwt = %pxwt . + d_yptwy - dt
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4.8. Teoremas de Moser

4.8.1. Conceptos de Equivalencia para Estructuras Simplécti-

cas

Sea M una variedad de dimensién 2n con dos formas simplécticas wgy y w;. De esta

manera, tenemos (M, wg) y (M, w;) dos variedades simplécticas.

Definicién 4.15. Decimos que:

(M,wy) y (M,w;) son simpléctomorfos si existe un difeomorfismo ¢ : M —

M tal que ¢*w; = wy;

(M,wy) y (M,w;) son fuertemente isotépicos si existe una isotopia p; :

M — M tal que pjwr = wy;

(M,wp) vy (M,w) son equivalentes por deformacion si existe una familia

suave w; de formas simplécticas que conectan wy con ws;

(M,wy) v (M,w;) son isotépicossi son equivalentes por deformacién con

[w;] independiente de t.
Claramente, tenemos:

» Fuertemente isotépico = Simpléctomorfo.

= [sotépico = Equivalente por deformacion.
También tenemos que:
Fuertemente isotépico = Isotdpico

pues si p; : M — M es una isotopia tal que pjw; = wp, entonces el conjunto
w 1= pjwy es una familia suave de formas simplécticas que conectan w; con wy,
y [wi] = [w1] para todo ¢, gracias a la invarianza homotépica de la cohomologia
de deRham. Como veremos a continuacién, el teorema de Moser establece que, en

una variedad compacta, el ser isotépico implica ser fuertemente isotopico.
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4.8.2. Teoremas de Moser

Teorema 4.7. Dado que M es una variedad compacta, consideremos el caso en el
que [wo] = [w1], ¥ ademds, que la 2-forma forma simpléctica wy = (1 — t)wy + tw
es simpléctica para cada valor de t en el intervalo [0,1]. Entonces va a ezistir una
wsotopia p : M x R — M que satisface la propiedad pjw, = wy para todo t en el
intervalo [0, 1].

En particular, ¢ = p1 : M — M, satisface ¢*wy = wy. El siguiente argumento,

debido a Moser, es extremadamente util y se conoce como el truco de Moser.

Demostracion. Supongamos que existe una isotopia p : M x R — M tal que
piwr = wp, 0 <t < 1. Sea:

d
Utzﬁop_t, teR.
Entonces,
d, ., . dwy
0= E(tht) = P <Lvtwt + %) :
Esto es equivalente a
AN Ny (4.8.1)
wwi +—— =0. 8.
T dt

Supongamos conversamente que podemos encontrar un campo vectorial depen-
diente del tiempo suave v;,t € R, tal que se cumple la ecuacion Ecuacion 4.8.1,
para 0 <t < 1. Dado que M es compacta, podemos integrar v; a una isotopia
p: M xR — M con:

d, .
E(Pt w) = 0.
Entonces

*k *
PrwWt = PoWo = Wo.

En ese caso, todo se reduce a resolver Ecuacion 4.8.1 para v;. Primero, a partir de

wr = (1 — t)wp + twy, concluimos que

duwy
dt

= W1 — Wo-
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Segundo, dado que [wy] = [w1], existe una 1-forma u tal que
w1 — wo = dp.
Tercero, por la férmula magica de Cartan, tenemos
Ly,wi = d(iy,wy),

ya que i,,dw; = 0.

Finalmente juntando todo, debemos encontrar v; tal que

d(iywt) +dp = 0.

Es suficiente resolver i,,w; + u = 0.Esta ecuaciéon es muy importante y se llama
ecuacién de Moser. Debido a la no degeneracion de wy, podemos resolver esto punto

a punto para obtener un v; Unico. O

Este teorema se puede mejorar de la siguiente manera.

Teorema 4.8. Sea M una variedad compacta con formas simplécticas wy y wy.
Supongamos que wy, 0 <t < 1, es una familia suave de 2-formas cerradas formas

que une wy con wy Yy satisface:

(1) La clase cohomolog’ia: [wy] es independiente de t, es decir,

%[wt] = %wt =0.

(2) La 2-forma w; es no degenerada para 0 <t < 1.
Entonces, existird una isotopia p : M X R — M tal que pjw, = wp, 0 <t < 1.

Demostracion. Tenemos las siguientes implicaciones a partir de las hipotesis:

(1) Existe una familia de 1-formas p; tal que % = du, 0 <t < 1. En efecto,

dwy
dt

mento involucra el lema de Poincaré para formas de soporte compacto, junto con

podemos encontrar una familia suave de 1-formas pu, tal que du. El argu-

la secuencia de Mayer-Vietoris para usar la induccién en el nimero de cartas en

una cobertura buena de M. Para mds detalles puede revisar [6, Capitulo 3.

(2) Existe una familia tinica de campos vectoriales v; tal que i,,w;+pu: = 0 (ecuacién
de Moser).
ivtwt + Mt = 0,
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como M es una variedad compacta entonces v, esta definido para todo t € R. Este

campo vectorial induce la isotopia p. De esta manera, tenemos

d dwt

%(ptwt) = Pt(Lvtwt + %) = Pt(d(ivtwt) + d:“t) =0.

]

Observacién 4.7. La compacidad de M se usé para poder integrar v; para todo
t € R. Si M no es compacta, necesitamos verificar la existencia de una solucién p;

para la ecuacién diferencial % =y op para 0 <t <1,

Finalmente vamos acabar este seccién enunciando y probando una versiéon mas

general de este teorema.

Teorema 4.9. Sea M una variedad, X una subvariedad de M, i : X — M el ma-

pa de inclusion, wy y wy formas simplécticas en M. Vamos a probar lo suiguiente:

Hipdtesis: wyl|, = wilp, Vp € X.
Conclusion: Existen vecindades Uy, Uy de X en M, y un difeomorfismo ¢ : Uy —

Uy tal que poi =1 y ¢*wy = wp-
Demostracion. .

1. Tomando una vecindad tubular Uy de X. La 2-forma w; — wg es cerrada en
Up, v (w1 —wp), = 0 para todo p € X. Utilizando la férmula de homotopia
en la vecindad tubular, se obtiene una 1-forma p en Uy tal que wy; —wy = du

y ip = 0 para todo p € X.

2. Considerar la familia w; = (1 — t)wy + twy = wo + tdp de 2-formas cerradas
en Uy. Si es necesario, reducir Uy para asegurar que w; sea simpléctica para
0<t< 1.

3. Resolvemos la ecuacién de Moser: 7,,w; = —p. Se observa que v; = 0 en X.

4. Integramos v;. Si es necesario, reducimos Uy nuevamente para garantizar la
existencia de una isotopia p : Uy x [0,1] — M tal que pjw; = wy para todo

t € [0, 1]. Finalmente debido a que v;|X = 0, se tiene p;| X = idx.

Definiendo ¢ = p; y Uy = p(Up) se tiene las vecindades deseadas.
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4.8.3. Teorema de Darboux

Teorema 4.10. Sea (M,w) una variedad simpléctica y p un punto en M. Entonces
podemos encontrar un sistema de coordenadas (U, x1,...,%n,Y1,...,Yn) centrado
en p tal que en U, .
w= Z dx; N\ dy;.
i=1
Como consecuencia del Teorema Teorema 4.10, si demostramos para (R*, 3" | dx;\
dy;) una afirmacion local que sea invariante bajo simpletomorfismos, entonces esa

afirmacion se valida para cualquier variedad simpléctica.

Demostracion. Aplicando el teorema Teorema 4.9 a X = {p}, utilizamos cualquier
base simpléctica para T, M para construir coordenadas (z}, ..., 25,48, ..., yy) cen-

tradas en p y validas en algin entorno Uy, de manera que
n
wp =Y _dxh Ndyp| .
i=1 p

Hay dos formas simplécticas en Up: la dada wg = w y wy = > dzy Adyy. Y
nuevamente por el teorema de Teorema 4.9, existen entornos Uy y U; de p, y una

difeomorfismo ¢ : Uy — U; tal que

¢p)=p vy ¢ dxfAdy}) =w.
(=t
Dado que ¢*(3 i, dejAdyl) = D1 d(zhop) Ad(yop), solo necesitamos establecer

las nuevas coordenadas ' = xf 0 ¢ y y' = yi o ¢.

4.9. Mecanica Hamiltoniana

Las ecuaciones de movimiento en la mecanica clésica surgen como soluciones de
problemas variacionales. Para un sistema mecanico general de n particulas en R?,
la trayectoria fisica satisface la segunda ley de Newton. Por otro lado, la trayectoria
fisica minimiza el valor promedio de la energia cinética menos la energia potencial,

esta cantidad se llama la acciéon. En el caso de un sistema con restricciones, la
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trayectoria fisica es la que minimiza la accién entre todas las trayectorias que
satisfacen la restriccion. La transformaciéon de Legendre establece la relacion entre
las formulaciones variacionales (Euler-Lagrange) y simétricas de las ecuaciones
de movimiento. En este capitulo veremos mas a fondo el estudio de la dinamica

centrada en el Hamiltoniano.

4.9.1. Campos Vectoriales Hamiltonianos y Simplécticos

Sea (M,w) una variedad simpléctica y H : M — R una funcién suave. Su diferen-
cial dH es una 1-forma. Debido a la no degeneracion, existe un campo vectorial
unico Xy en M tal que ix,w = dH. Suponiendo que M es compacta, o al me-
nos que Xy es completo, sea p;, : M — M, t € R, la familia uniparamétrica de

difeomorfismos generada por Xpg:

po = idy
dp; _
E Opt 1 pt XH

Proposicién 4.5. Cada difeomorfismo p; preserva w, i.e. pjw = w, Vt.

Demostracion. Tenemos

Epfw = p; Lx,w = p; (dix,w + tx,dw) = 0.

]

Por lo tanto, cada funcién en (M, w) proporciona una familia de simpletomorfis-
mos. Notemos cémo la prueba involucroé tanto la no degeneracién como la cerradura

de w.

Definiciéon 4.16. Un campo vectorial Xy que satisface ix,w = dH se llama

campo vectorial hamiltoniano con funcién hamiltoniana H.

Ejemplo 4.5. El campo vectorial hamiltoniano asociado a la funcién de altura
H(0,h) = h en la esfera (M,w) = (S?,df A dh) tiene la forma:

ix, (dO A dh) = dh <= Xp = %
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Asi, p(0,h) = (641, h), lo cual es una rotacién alrededor del eje vertical; la funcién

de altura H se preserva con este movimiento.

Observacion 4.8. Si Xy es hamiltoniano, entonces
LXHH = iXHdH = iXHiXHw = 0.

Por lo tanto, los campos vectoriales hamiltonianos preservan sus funciones hamil-
tonianas, y cada curva integral {p;(z) | t € R} de Xy debe estar contenida en un

conjunto de nivel de H.

H(z) = (piH)(x) = H(pi(x)), VL.

Definicién 4.17. Un campo vectorial X en M que preserve w (es decir, tal que

Lxw = 0) se llama campo vectorial simpl’ectico.

X es simpléctico & ixw es cerrada.

X es hamiltoniano < iyw es exacta.
Localmente, en cada conjunto abierto contractible, todo campo vectorial simplécti-
co es hamiltoniano. Si Hjz (M) = 0, entonces globalmente todo campo vectorial

simpléctico es hamiltoniano. En general, Hjy (M) mide la obstruccién para que los

campos vectoriales simplécticos sean hamiltonianos.

En resumen, los campos vectoriales en una variedad simpléctica (M, w) que preser-

van w se llaman campos simplécticos. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) X es un campo vectorial simpléctico;

2) El flujo p; de X preserva w, es decir, p;w = w, para todo t;
3) Lxw = 0;

4) ixw es cerrada.

Un campo vectorial hamiltoniano es un campo vectorial X para el cual ixw es
exacto. Es decir, ixw = dH para algin H € C*°(M). Una primitiva H de ixw se

llama entonces una funcién hamiltoniana de X.
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4.9.2. Mecanica clasica

Considera el espacio euclidiano R*" con coordenadas (qi, ..., Gn,P1s---,Pn) Y Wo =
> i1 dg; N dp;. La curva p, = (g(t), p(t)) es una curva integral para Xpy exacta-

mente si

iy = 91
dt N 8q,» .

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones de Hamilton.

De hecho, sea Xy = > ", (gg 8(?11‘ — gg%). Entonces,

z'XHw == ZiXH(dqj VAN dp])
7j=1

I
NE

[(ixydq;) A dp; — dg; A (ix, dp;)]

OH OH
© 8 SIS,
<(9Pj i dq; qJ)

1

<.
S |l

=il

.

I
.
=

Observacién 4.9. El campo vectorial gradiente de H en relaciéon con la métrica

" (O0H 0 OH 0
& Z (3%’ 0g; J Op; 52%’) '

=1

euclidiana es

Si J es la estructura (casi) compleja estdndar tal que J (ai%) = 8‘; y J (a(;) =
0

— 3> entonces tenemos JXy=VH.
7

El caso en el que n = 3 tiene una ilustracion fisica sencilla. La segunda ley de
Newton establece que una particula de masa m que se mueve en el espacio de con-
figuraciéon R? con coordenadas ¢ = (g1, ¢2, g3) bajo un potencial V (q) se desplaza
a lo largo de una curva ¢(t) tal que

d*q
m—-
dt?

=-VV(q).
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dg;
dt

Introduzcamos los momentos p; = m=L para ¢ = 1,2,3, y la funciéon de energia
H(p,q) = 3=|p]* + V(q). Sea R® = T*R3 el espacio de fase correspondiente, con
coordenadas (g1, 2, g3, P1, P2, p3)- La segunda ley de Newton en R? es equivalente

a las ecuaciones de Hamilton en RS:

dgi 1

at = mbi
dpi __ OH
dt ~— Op;

)
> 9q;  Ogq;

m

La energia H se conserva durante el movimiento fisico.

4.9.3. Corchetes

Los campos vectoriales también se pueden ver como operadores diferenciales sobre
funciones.Es decir, si X es un campo vectorial y f € C*(X), donde df es la

1-forma correspondiente, entonces
X - f = df(X) = Lx .

Dados dos campos vectoriales X e Y, existe un campo vectorial iinico W tal que

Lwf = Lx(Lyf)— Ly(Lxf).

W se llama el corchete de Lie de los campos vectoriales X e Y y se denota como

W =[X,Y], ya que Ly = [Lx, Ly] es el conmutador.

Teorema 4.11. 57 X e Y son campos vectoriales simplécticos en una variedad

simpléctica (M,w), entonces [X,Y]| es hamiltoniano con funcién hamiltoniana
w(Y, X).

Demostracion.
Z'[X’y]w = inyw — ’iyLXw
= d’L.XZ'y(,L) + ixdiyw — iydixw — ’iy’ide

— d(w(Y, X)),
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O]
Una dlgebra de Lie (real) es un espacio vectorial (real) g junto con un corchete de
Lie [,]. Es decir, una aplicacién bilineal [,] : g X ¢ — g que satisface:

(1) [z,y] = =y, z],Yx,y € g, (antisimétrica).
(2) [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [2, [z, y]] = 0,Vz,y, z € g.(identidad de Jacobi).

Definimos:

X(M) = {campos vectoriales en M }
Xsympl (M) = {campos vectoriales simplécticos en M}

Xham (M) = {campos vectoriales hamiltonianos en M }.

Corolario 4.11.1. Las inclusiones (Xham(M), [, +]) € (Xsympi(M), [, -]) € (x(M), [-,-])

son inclusiones de dlgebras de Lie.

Definicién 4.18. El corchete de Poisson de dos funciones f,g € C*°(M;R) es

{f, 9} = w(Xp, Xy).

Ademads tenemos Xy = —[Xy, X,] debido a que X, x;, x,) = [Xg, Xy].

Observacion 4.10. El corchete {-,-} satisface la identidad de Jacobi, es decir,

{f7 {ga h}} ~ {97 {ha f}} + {h7 {f,g}} =0.

Definicién 4.19. Un algebra de Poisson (P, {:,-}) es un algebra conmutativa y

asociativa P con un corchete de Lie {-,-} que cumple con la regla de Leibniz:

{f,gh}y ={f,gth+g{f h}.

Observaciéon 4.11. El corchete de Poisson {-,-} definido anteriormente cumple

con la regla de Leibniz.

Concluimos que, si (M,w) es una variedad simpléctica, entonces (C>(M), {-,})
es un algebra de Poisson. Ademas, tenemos una anti-automorfismo de dlgebra de
Lie:

C=(M) — x(M)



CAPITULO 4. GEOMETRIA SIMPLECTICA 62

Hl—)XH

{.’ } — _[.7 ]

4.10. Sistemas Integrables

Definicién 4.20. Un sistema hamiltoniano es una tripleta (M, w, H), donde (M, w)
es una variedad simpléctica y H € C*°(M;R) es una funcién llamada funcién ha-

miltoniana.

Teorema 4.12. Tenemos {f, H} =0 si y solo si f es constante a lo largo de las

curvas integrales de Xp.

Demostracion. Sea p; el flujo de Xp. Entonces

Lo n) = Al = piixydf
= pPiixylix,w
= prw(Xy, Xn)
=pi{f,H} =0.

]

Una funcién f como en el Teorema 4.12 se llama integral del movimiento (o inte-
gral primera o constante del movimiento). En general, los sistemas hamiltonianos
no admiten integrales del movimiento que sean independientes de la funcién ha-
miltoniana. Funciones fi,..., f, en M se dicen independientes si sus diferenciales
(df1)p, - - -, (dfn), son linealmente independientes en todos los puntos p en algin
subconjunto abierto denso de M. De manera informal, un sistema hamiltoniano es
(completamente) integrable si tiene tantas integrales del movimiento conmutativas
como sea posible. La conmutatividad es con respecto al corchete de Poisson. Ob-
serva que si fi,..., f, conmutan si fi,..., f, son integrales del movimiento para
un sistema hamiltoniano (M,w, H), entonces en cada punto p € M, sus campos

vectoriales hamiltonianos generan un subespacio isotrépico de T,M:

W<Xfi’ij) = {fza f]} =0.
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Si f1,..., fn son independientes en p, entonces, segtn el algebra lineal simpléctica,

n puede ser a lo sumo la mitad de la dimensién de M.

Definicién 4.21. Un sistema Hamiltoniano (M,w, H) es un sistema (comple-
dimM

tamente) integrable si posee n = funciones diferenciables independientes

(fi = H, fo,.., fn) y ademds se cumple que:

{fi, f]} - O,VZ,]

Con la definicién de un sistema integrable podemos definir una funciéon f de la

siguiente manera:

f:M—R"
f = (f17f27f3a "afn)'

La siguiente proposicion nos dice como es el comportamiento de las pre-imagenes

de esta funcion.

Proposicién 4.6. Sea un sistema Hamiltoniano (M, w, H) completamente inte-
grable y sean (f; = H, fs, .., fn) sus funciones independientes. Entonces dado un
valor regular ”¢” de la funcion f, se cumple las componentes conexas de f~!(c) son

de la forma R" % x T*.

Donde k es un nimero narural menor que ny 7% es un toro de dimensién k.

Demostracion. Sean (Xy,, Xy, , ..., Xy, ) los campos vectoriales asociados a (f1, fa, ..., fn)

respectivamentes. Y sean ®% &% ... &% sus flujos correspondientes.
J1 f2 In

Notemos lo siguiente:
[Xfi7ij] - LXfinZ =0

t gt ta &t :
De esta manera, @ )éfi o _;fj = )?.f]- o %fz En otras palabras, los flujos conmutan
Vi, j.

Esto nos perimte definir ¢ : R® — Dif f(M) un homomorfismos de grupos de la

siguiente manera:

Y :R" — Dif f(M)
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Recordemos que cuando se tiene G — R" una accién de un grupo G sobre una
variedad M tenemos dos conjuntos importantes que nos ayudan en el estudio de

esta funcién. Dado z € M

1. El conjunto {gz/g € G} se llama orbitas de x. Denotaremos a este conjunto
como O(zx).

2. El conjunto {g € G/gx = z} se llama estabilizador de x. Denotaremos a este

conjunto como Stab(x).

Se tiene por resultado conocido que O(x) = G/Stab(x), para mas informacion

puede revisar [7, Capitulo 5.

Regresando a la prueba, tenemos que en nuestro caso G = R" y ademas que
Stab(z) = Z* para algin k. Ya que el estabilizador es un grupo discreto de R™.

Finalmente

fHe) = O(z) = RY/ZF ~ R x (R*/ZF) ~ R"™" x T*.

4.11. Aplicaciones

Para profundizar en la comprensién de estos conceptos, vamos a abordar un ejer-
cicio relacionado con el péndulo simple. En este proceso, aplicaremos herramientas
de la geometria simpléctica para analizar la mecénica del sistema de manera mas

detallada y esclarecedora.

El Péndulo Simple

Es un sistema mecanico que consta de una varilla rigida de masa despreciable y
de longitud [, fijada en un extremo, mientras que en el otro extremo tiene una
plomada de masa m, que puede oscilar en el plano vertical. Suponemos que la
fuerza de la gravedad es constante y apunta verticalmente hacia abajo, siendo esta

la tnica fuerza externa que actia en este sistema de una sola particula.
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(a) Sea 6 el 4ngulo orientado entre la varilla (considerada como una masa puntual)
y la direccién vertical. Sea € la coordenada a lo largo de las fibras de 75! inducida
por la coordenada angular estdndar en S'. Mostrar que la funcién H : T*S' — R
dada por
£2
H(9,¢) = Sy + ml(1 — cos @),

es una funciéon Hamiltoniana adecuada para describir el péndulo esférico. Mas pre-
cisamente, podemos verificar que la gravedad corresponde a una energia potencial
V(6) = ml(1—cos @) (omitimos las constantes universales), y que la energia cinéti-

ca estd dada por K(0,¢) = 5252

2ml?

(b) Por simplicidad, supongamos que m = [ = 1. Grafique las curvas de nivel
de H en el plano (0, &). Muestre que existe un ntimero ¢ tal que para 0 < h < ¢, la
curva de nivel H = h es una unién disjunta de curvas cerradas. Ademas, demos-
traremos que la proyeccién de cada una de estas curvas en el eje 6 es un intervalo
de longitud menor a 7. Mostraremos que ninguna de estas afirmaciones es cierta si

h > c. Describa los movimientos de estas dos curvas. Analice el caso cuando H = c.

(c) Calcule los puntos criticos de la funcion H. Muestre que, médulo 27 en 6,
existen exactamente dos puntos criticos: un punto critico s donde H se anula y
un punto critico v donde H es igual a c. Estos puntos se llaman puntos estables e
inestables de H, respectivamente. Justifique esta terminologia, es decir, demuestre
que una trayectoria del campo vectorial hamiltoniano de H cuyo punto inicial esta
cerca de s permanece cerca de s para siempre, y muestre que esto no es cierto para

u. Analice lo que esté ocurriendo fisicamente.

Solucién
a) Tenemos H : TS' — R, pero T'S' = S x R.

2

H(9,¢) = Py + ml(1 — cosh).

Donde la forma simgléctica es w = df A d§. Vamos a calcular Xp.

0
Sea Xy = a% + ba_f
0 & 0
dH = mlsenG% + Wa_g

, B I 0 £ 0
ix,w=ad —bd) =dH = mlsenG% + 2 O
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De esta manera tenemos

_ &
ml?
b = —mlsenf
: . § 0
Con esto conseguimos los coeficientes del campo Xy = —— — — mlsenf—.
ml? 00 o€

Sea (A(t),&(t)) soluciones de Xp, de esta manera

£(t) = —mlsend(t).

Entonces recuperamos la 2da ley de Newton:
mi*0(t) = —mlsend(t).

Definiendo h = [—Icosf como la altura de la particula con respecto a su punto base
y recordando que la energia potencial era de la forma V' = mgh = mgl(1 — cosf) =

V(0). Por otar parte, la energfa cinética era de la forma:

=™
2
donde v = lé, entonces
K= 2262,
2
pero & = mi?0, entonces
—2
~ 2mi?’
2
de esta manera los valores de D y V(6) corresponden a la energia cinética
m

y potencial ademas nuestro hamiltoniano definido al inicio estaria asociado a la

energia total 2,

b)

2

H(,¢) = % + (1 — cosb)
Xy = (€2, —senf).

Como H es una funcién hamiltoniana y T'S! tiene dimensién 2, entonces H~*(c)

2Para mas detalles sobre el significado fisico puede revisar [8, Capitulo 9].
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(sus componentes conexas y acotadas) son T es decir son curvas cerradas. Pro-

ponemos como candidato "¢ = 2”,sean 0 < h < c.
52
H:§+(1—0039):h<2,

de esta manera tenemos
[ §]<2

0<1—cosf <2,

entonces 0 €] — w, 7, | — 3w, x|, |0, 27[,.......
De esta manera si h < 2 las componentes conexas estan acotadas y por lo tanto

serfan curvas cerradas. Sic < h (h > 2)
52
E+(1—0038):h>2,
entonces # no estaria acotado.

El movimiento fisico que describe la particula seria:
i) Las componentes conexas acotadas nos muestran un péndulo oscilando alrededor
de 6 = 0.

Ficura 4.1: Péndulo simple oscilando.

Las componentes conexas no acotadas nos muestran un péndulo que empieza con

una velocidad inicial y empieza a dar vueltas sin parar.
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— - —_ -

F1GURA 4.2: Péndulo simple girando sin parar.

ii) En el caso H = ¢ el campo Xy = (0,0) entonces § =nmwy £ =0. Si n es
impar, 1 — cosf = 2 entonces H = 2. Estamos en un punto estacionario. Es decir,

el péndulo se quedara inmévil en esa posicion.

FIGURA 4.3: La particula se queda quieta.
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c) Como Xy = (0,0) entonces § = nm y & = 0. Tenemos como puntos criticos:

1) 0 =2nmw y £ =0, vamos a probar que son puntos estables.

2) 0 =(2n+1)o y £ =0, vamos a probar que son puntos inestables.

Porposicién La funcién

52
2

es una funcién Liapunov para los puntos (0 = 2nm, £ = 0). Para ver més detalles

H(,¢) + (1 — cosh),

de las aplicaciones de una funcién liapunov puede revisar [5, Capitulo 5].

Demostracion. 1) H(2nm,& =0) =0

2) H(t) = @ + (1 — cos(t))

H'(t) = £()€'(t) + senf(t)6'(¢)

= &(t)(—senb(t)) + send(t)E(t) = 0.

De esta manera los puntos (0 = 2nm,& = 0) son puntos estables por el criterio de

Liapunov.

Vamos a probar que los puntos (0 = (2n + 1)m, £ = 0) son inestables. Sin pérdida
de generalidad basta probarlo para (m,0).

Supongamos que (7, 0) es estable, entonces Ve > 0, 30 > 0 tal que
Vg € B((m,0),6) tenemos:

lp(t,q) — (m,0)] <,

donde (¢, q) es el flujo que inicia del punto gq.
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Tomando ¢ < 7y sea ¢ = (0,§) donde § < m (§ = 7 —39 , & = 0) entonces
©(t, q) es una curva cerrada.Entonces 3ty tal que (o, q) = (0,¢’). Reemplazando

en la desigualdad:
|(07§/) - <7T70>| <€

[(=m, &) <e,

entonces ™ < € < 7 lo cual es una contradiccién.



Capitulo 5

Teoria de Invariantes

En este capitulo nos centraremos en explicar un campo significativo de la mecanica
clasica, que es la teoria de los invarianes. Abordaremos este tema de manera de-
tallada, pero con un enfoque mas fisico que matematico. Este enfoque nos llevara
a los conceptos de funcionales invariantes y grupos de Lie, los cuales son funda-
mentales en la geometria diferencial. No obstante, en este caso, veremos cémo se

aplican en un contexto fisico, principalmente en el ambito de la mecanica clésica.

5.1. Invariancia

Definicién 5.1. Un grupo uniparamétrico de difeomorfismos sobre una variedad

“M” es una aplicacion suave:

p:RxM=M

(6,p) = (€, p) = ¢(p),

tal que
1) ¢ : M = M es un difeomorfismo.
2) o = identidad.

3) Perter = Pey © Pey-

Definicién 5.2. Un grupo de Lie “G” es un grupo y al mismo tiempo es una

variedad diferenciable tal que las siguientes aplicaciones son suaves:

71
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1) Operacién de producto en G x G-

:GxG—G, (g,h)—g-h.

2) Operacién (-)~! en G:

GG, g gl

Sin embargo, en esta seccién daremos una defincién mucho mas fisica.

Definicién 5.3. Sea ¢* los grados de libertad de un sistema fisico. Entenderemos

la accién de un grupo de Lie sobre ¢* de la siguiente manera:

©(q“(t) = q"(t,¢€)

En términos simples, la accién de un grupo hace que las coordenadas, en lugar de

(1))

depender solo del tiempo, ahora dependan de un factor “e”.

En nuestro caso tenemos:
p:(—6,e) x Rx M -Rx M (5.1.1)
(e,t,q") — (t',¢"") (5.1.2)

entonces podemos enunciar de manera general lo siguiente:

’

t =T(t q" ¢€)
q" = Q"(t,q" ¢).

Usando el hecho de que son funciones C'*° podemos expandirlas en series de po-

[Agh]

tencias de “€”.

orT

, 0"
(= q+ 22 0) £ o)
Oe

Donde s > 2.Llamaremos 7 = 2L(0) y £ = %(O). De esta manera tenemos:
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t =t+er 4+ O(e)

¢"=q"+ e +0().
Con esta notacion explicada finalmente podemos dar la definicion de invariancia

Definicién 5.4. Sea L = L(t,q",¢") el lagrangiano de un sistema y sea L' =
L(t',q", ¢*) el lagrangiano evaluado en las variables con dependencia del grupo.

Sean

t1
J:/ L(t,q",¢")dt

to

ta ! 1l
7= [,
t/

0
sus respectivas acciones. Diremos que L es invariante bajo estas transformaciones

si y solo si

J —J~0(e);s > 2.

Esta es una definicion muy conveniente, ya que en ningtin momento se hacen
referencia a coordenadas para definir la invariancia. El tnico detalle es que la
definicién implica trabajar con las acciones. Para abordar esto, presentaremos
una definicién equivalente, pero en términos de los Lagrangianos. Esto se logra

de la siguiente manera:

4 L %
J’:/ L(t',q“,q’“)dt’:/ T
y it

0 to

t1 /
J'—JZ/ (L/d—t—L>dt.

Proposicién 5.1. Un Lagrangiano L es invariante bajo una accién de un grupo

de aqui tenemos:

uniparamétrico de difeomorfismos si y solo si

at’
L/E —L~O(e);s > 2.
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Ahora, disponemos de la definiciéon de invariancia en términos del lagrangiano. A
pesar de ello, esta formulacién atn resulta ser bastante compleja al llevar a cabo
calculos préacticos. Con el propésito de agilizar este proceso, introduciremos un
teorema que no solo facilitara la verificacion de la invariancia de manera mas

eficaz, sino que también nos guiara de forma natural hacia el teorema de Noether.

Observacion 5.1. De este punto en adelante, en el transcurso de esta tesis, cada
vez que se encuentren indices repetidos (por ejemplo, ¢,£"), se asumira autométi-
camente que implica una sumatoria. No se estd considerando ninguna notacién

contravariante ni covariante en este contexto.

t1
J:/ Ldt
to

es ivariante bajo las transformaciones

Teorema 5.1. Un funcional

t =t+er+O()

q/u — qu+€€u+0(€8>’

sty solo st

oL

W OL
qu

ot

Demostracion. Como el funcional es invariante entonces:

/
L'Cfl—tt —L~O0(e);s > 2,

(1))

de aqui, bastaria derivar con respecto a “€” y evaluar la derivada en 0. De esta

d [dt’ dL’
L& Rl ('
de |:dt:|e=0+ { d6:|5=O

Observando como afecta la tranaformacion al tiempo y a las coordenadas, podemos

manera obtenemos:

darnos cuenta que:
dr 1 +e7
— = €T
dt

dl' 9L d¢" 0L d¢" _OLOY

de  0q" 0c dgn oc T ov de
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donde ) )
gy dg® dg" +ed€" G+ e

= At dt+edr  1+er

De esta manera:

oq*
Oe

e=0

reemplazando esto en nuestra ecuacién inicial:

Li+—1+ 75“ + 7(5“ —¢"'7) = 0. (5.1.4)

m
Llamaremos a la expresion
oL
6q“ u§“+—T—HT—O (5.1.5)
como la identidad de Rund-Trautman !, la cual de manera concisa
denominaremos RTT (1). Usando algo de dlgebra uno puede reescribir la
ecuacién RTI(1) como:
oL d oL d
—(&* — — — —— | = — [p.£“ — HT7]. 5.1.6
(€= 0'7) | 5 - o | = ot = A (5.16)

Llamaremos a este término RTI(2).

Ejemplo 5.1.
bt

1 1 —
L =|=mi*— =ka*| em,
2 2

es invariante bajo la transformacion:

' =t+e

—bx

)-

¥=x+e(=— o

Demostracion. Para que el lagrangiano sea invariante se debe cumplir Ecuacion 5.1.5.

Es decir,

!Para m4s referencias puede revisar [9]
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oL 0

. L
Ox

= (5.1.7)

—bx
Ademas de la transformacién, podemos obtener que 7 = 1y £ = ——. Por otra
parte, tenemos:

bt
= (—kx)em

8_L
ox
ﬁ

oL = (mx)em

O
oL b
il
ot S

reemplazando esto en Ecuacién 5.1.7 tenemos:

bt bt
kbe —  bi* — b

—em — —em —L
2me 26 +m

bt

1 ) f=s
_ b[%—k—ﬂem+ﬁL:0.
m 2 2 m

No siempre cada Lagrangiano sera invariante bajo una transformacién. Para
ilustrarlo, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2. Sea un Lagrangiano

1
L = §mx'2 - Ul(t, z),

1 T
bajo una transformacién t' =t +ety 2’ = x + ol de esta manera T =ty £ = —.

Sin embargo, si reemplazamos los términos en Ecuacién 5.1.5 nos queda:

out xz0U

ot 2 Ox 0

No necesariamente es identicamente 0 para cualquier U(t, z).
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5.2. El Teorema de Noether

En este capitulo, vamos a demostrar uno de los teoremas mé&s importantes en
fisica debido a su amplia variedad de aplicaciones. Para ello, utilizaremos el
concepto de invariancia y las identidades RTT que hemos presentado en el

capitulo anterior.

Teorema 5.2. (Teorema de Noether)

t1
J = / Ldt,
to

wmwvariante bajo las transformaciones:

Sea un funcional

t =t+er+ O(e)

q/u :qu+€§u+o(68),

entonces la curva que es un extremal(la curva real) va atener la siguiente

cantidad conservada

[t Al —giE, (5.2.1)

Demostracion. Como tenemos que nuestro sistema es invariante, entonces se cum-
ple la identidad RTI(2)

oL d 0L d
—(§" = ")+ — Ea_qu] = a[pufu — Hr].

Dado que nos encontramos en una curva extremal, o en otras palabras, estamos en
la curva real, esta debe satisfacer la ecuacion de Euler-Lagrange. De esta manera,

podemos afirmar que:
P& — HT = cte.

Ejemplo 5.3. Sea el lagrangiano

1 .
L= 5m[f~2 + 720 + 2% - U.
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Caso 1: Sea la transformacion t/ = t+e, ' =r, 0’ =0,y 2/ = z. Si el Lagrangiano
L es invariante bajo esta transformacion, entonces, segin el teorema de Noether,
se conserva el Hamiltoniano H = E = cte. Esto implica que la invariancia de
traslaciones temporales nos arrojan la conservacion del Hamiltoniano, y en este
caso particular, dado que H = E, la energia también se conserva.

Caso 2: Sea la transformacién t' = ¢, ' =r+e, 0 =0y 2/ = z. Si el lagrangiano L
es invariante bajo esta transformacién,entonces por el teorema de Noether p, = cte.
Caso 3: Sea la transformacién t' = ¢, 7' =r, ' =0+ ¢ey 2’ = z. Si el lagrangiano
L es invariante bajo esta transformacién, entonces por el teorema de Noether
Py = cte.

Caso 4: Sea la transformacién t' = ¢, ' =r, 0’ =0y 2/ = z+e¢. Si el lagrangiano L

es invariante bajo esta transformacion,entonces por el teorema de Noether p, = cte.

Ejemplo 5.4. Sea el lagrangiano:

—bx
y sea la transformaciéon ¢ =t +ey 2’ =z + T Por las cuentas que hicimos
m

antes, ya sabemos que L es invariante bajo estas transformaciones. Entonces por

el teorema de Noether obtenemos la siguiente cantidad conservada:

bri -2 k 2 @
:;x + m; + ; em = cte. (5.2.2)

Observacion 5.2. Cada cantidad conservada proporcionada por el teorema de
Noether se manifiesta en el espacio de fase como una hipersuperficie. Por ende,
el lugar geométrico en el espacio de fase donde se llevara a cabo el movimiento
serd la interseccion de todas estas hipersuperficies. Dicha interseccién constituye

la subvariedad lagrangiana que exploramos en el capitulo anterior.

5.3. Busqueda de Invariantes

En secciones anteriores, soliamos conocer de antemano la transformacién bajo la
cual nuestro sistema lagrangiano era invariante. En este capitulo, aprenderemos a

descubrir estas transformaciones. Para hacerlo, seguiremos el siguiente
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procedimiento: Comenzaremos con un lagrangiano fijo, denotado como L, y
consideraremos transformaciones arbitrarias de las variables tiempo y

coordenadas, es decir, ' =t +er+ ...y ¢* =q* +e£* + .. .. A partir de aqui:

71—@4_&'“
~ ot ot
= Tt

Para encontrar los generadores, introduciremos estas ecuaciones en la ecuacién
RTI(1) y obtendremos términos polinémicos en ¢* cuyos coeficientes deben ser
identicamente 0. Estos coeficientes nos daran un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales que llamaremos ecuaciones de killing y que debemos resolver
para encontrar los generadores deseados.

Entenderemos mejor esto con un ejemplo.

Ejemplo 5.5. Sea el lagrangiano

ma?

L:T—U(t,x),

vamos a hallar todas sus simetrias para ello usemos:

— g LY & y
T (91::[
.ot oe
Reemplazando en RTI(1) tenemos:
oU ma? or ot . 0¢€ o8 oU
reagrupando de manera polinémica en &
—-mOoT, .5 —moT o€, 5 or o0& . 00U or ou.,
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de esta manera obtenemos las ecuaciones de killing.

% =0 (5.3.1)
_71% + g_i _ 0 (5.3.2)
_U% N m% —0 (5.3.3)
a(gtT) + Z—Z — 0. (5.3.4)

De las Ecuacién 5.3.1 y Ecuacién 5.3.3 tenemos 7 = 7(t) v & = &(x). De la

Ecuacién 5.3.2 tenemos: p 2
-
_— = 2— =
dt dx ¢

integrando obtenemos los generadores

T =Ct+t (5.3.5)
r” gx . (5.3.6)

usando el teorma de Noether tendriamos la tinica cantidad conservada

p(%x +x9) — H(Ct + ty) = cte. (5.3.7)

Para entender mejor esta cantidad conservada, analicemosla por casos:

ler Caso : C'= 0,29 = 0 pero ty # 0.

En este caso tendriamos que H = E = cte.

2do Caso : C'=0,ty = 0 pero zy # 0.

En este caso tendriamos que p = cte.
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3er Caso : 9 =0,ty = 0 pero C' # 0.

En este caso tendriamos que SP% — Ht = cte que es la conservacién adiabatica.

5.4. Potencial tipo oscilador armodnico

En esta seccion, aplicaremos las técnicas de bisqueda de invariantes que
discutimos en la seccion anterior para identificar las simetrias en el sisema con un

potencial tipo oscilador armoénico. Consideremos el siguiente lagrangiano:

llamando U(z) = P&

. Del capitulo anterior tenemos que:

our ou
—+&—=0 5.4.1
o " tor (5:4.1)
y ademas
T=Ct+t (5.4.2)
Cz
5 = 7 + Xo, (543)
y por el teorema de Noether tendriamos
C
P(Tx + ) — H(Ct + tg) = cte.

Analizaremos las distintas cantidades conservadas caso por caso.

1) Conservacién de Energia: Para que se conserve la energia en el contexto
de Noether se debe exigir que C' = 0, g = 0 y ty # 0. Usando esto podemos
verificar la Ecuacion 5.4.1:

o _

U(z)C + £(x) e

0,

como la Ecuacién 5.4.1 se cumple independiente de la funcién k(z) entonces la

energfa se conservard para cualquier funcién k(z).
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2) Conservacién del momento: Para que se conserve el momento en el contex-
to de Noether se debe exigir C' =0, to = 0 y x¢ # 0. Para obtener la funcién k(x)

que permita que el momento sea constante, se debe satisfacer la Ecuacion 5.4.1

oU

a—I—O.

De aqui se obtiene:

3) Conservacién adiabatica: Para que se de la conservacién adiabdtica en el
contexto de Noether se debe exigir xg = 0, tg = 0 y C # 0. Para obtener la
funcién ”k(z)” que permita la conservacién adiabdatica, se debe satisfacer la Ecua-

cién 5.4.1

ou
U(zx)C + £(x)a—x =0
dU(z)  Ux)C
de ()
au  -C
7 SN
de aqui, tenemos que: "
x
A
[l Tt

5.5. Caso general

En este capitulo analizaremos las simetrias de un lagrangiano homogéneo de

grado 2 en las velocidades. Es decir:

m

Observacion 5.3. Denotaremos a ¢** como la inversa de g,,.

Recordemos que para la accién de un grupo sea invariante se debe satisfacer RTTI:
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oL . oL
——gu v T Hi=0.
8q“€ +pu"+ o7 — HF =0

En nuestro caso tenemos:

O mig U
or 2 Og) 74 og?

oL .
= mguxq

1
H:_uvuv Uta
59" Puby + (t,q)

—&4_&'“
T= 8 T ot
_u_agu afu
o ot +av ’

reemplazando en la formula de RTI, tenemos:

&V S

5an6] SA + (mguind") (5 + 554")
3U g or 0t .,
agrupando tenemos:
—m 0T y.yew . MOGuy . o m 0T ..
5 Ywpgd "l +(28A£+ MGy 5 Juw ;)0
fol3a ot | . ou , oU or,
+(mgru—, 5 anu)q + <_8_qA v UE) =0.

Aqui uno puede verse tentado a decir que las ecuaciones de killing son:

or _
oq

1 09y o 1 or
2) -2 e = S =
) 2 aq)\ 5 _'_g/\uaqv zguv ot 0

0

83

(5.5.1)

(5.5.2)

(5.5.3)

(5.5.4)

(5.5.5)
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85’\ or
our)  ou .,

Designaremos a estas ecuaciones como el 'Caso Simplificado’. Sin embargo, es-
ta formulacién no abarca el escenario completo, dado que no contemplamos la
presencia de términos simétricos distintos de cero. Para alcanzar una descripcion
mas abarcadora, es necesario simetrizar los coeficientes, lo que nos conducira a las
ecuaciones de Killing. Por lo tanto, es imperativo reformular el polinomio de la

siguiente manera:

l(ﬂ ﬁ+ﬂ ﬁ+_m aT)luv
3 9 Guv 8ql 92 Gul aqv glva " q4qq
D LEGN oer or OEN
+ ( a A é— + mg)\uaq mgUU at + mg)‘”a u) q
OEN ot | . A 8U or,
+(MGru—mr % anu)q ( 5 il Ua) =0,

de esta manera las ecuaciones de killing serian:

or or or
1) (guva I +gula v +glva u) =0
8 w 8 2 8 2 or
(95)‘ or
3)mg,\u8t —Ua—qu—()
our)  ou .,
4) T +8_q>‘§ =0

Aunque estas ecuaciones presentan una mayor completitud, es importante desta-
car que dan lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales notablemente complejo
de resolver. Por consiguiente, no conviene descartar por completo el enfoque sim-
plificado. A pesar de no proporcionar la solucién general, tiene su propio valor, ya
que su simplicidad permite una verificacién mas sencilla y facilita la obtencion de

soluciones analiticas. Por esta razon, no deberiamos subestimar su utilidad.
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5.5.1. Simetrias en coordenadas polares, caso simplificado

Una aplicacién directa del capitulo anterior es encontrar las simetrias en las
coordenadas polares de una particula en el caso simplificado. Para llevarlo a

cabo, consideremos el siguiente lagrangiano:

L= %(# 207 — U(t,r, 0).

1 0
wv — s 5.5.6
g (0 T2> (5.5.6)

reemplazando en las ecuaciones de killing, nos queda:

En este caso tenemos:

1) 7 =17(t)
10Guw . or 1 or
a U uv =0
29p T Iuge T glwgy
o
3 u =
e o
T
4 A=0
A
de la ecuacién 3) se desprende que oy o 0. La ecuacion debe analizarse por casos:
ler caso:u=1,v=1
i i
2 4
o0&t
2—— =1.
o
2do caso: u=1,v =2
m &
L5 )
2 00
o0&t
— =0
00
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der caso: u=2,v=1
mrt 8¢ _
2 or
& = &4(0),

de aqui, podemos obtener 7 y &£

T ::(7t4—t0

513: EZT'+'T@

2

Estos resultados debemos utilizarlos en el dltimo caso.

4to caso: u =2, v =2
&2
ol
852 T2

— =—C —r(r=+mr) = —rro,

00 2 2

entonces 1y = 0. En resumen, nos queda lo siguiente:

Y ::(jt4—t0
f= o
52:: 9%

reemplazando en el teorema de Noether:

C
pr(=7) + pebo — H(Ct + ty) = cte.

2

De esta manera podemos clasificar las simetrias:

T2
= +‘T51'—'Ei(j:: 0

86

(5.5.7)

(5.5.8)

(5.5.9)

(5.5.10)

Conservacion de Energia: C = 0, 6y = 0. De aqui 7 = t3, &8 = 0y £ = 0.

Reemplazando en la ecuacién 4).

oUur

)
ot
o,

ot
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de esta manera, tenemos una condicién necesaria U = U(r, #) para la conservacion

de la energia.

Conservacion del momento angular: C =0, ty = 0. Deaqui, 7 =0, ' =0y

&% = 0y. Reemplazando en la ecuacién 4)

oU 0
00 ’
de esta manera, tenemos una condicién necesaria U = U(t,r) para la conservacién

del momento angular.

,
Conservacion semiadivatica :Esta cantidad conservada es % — Ht = cte y
en el contexto de Noether se consigue cuando 6y = 0, tg = 0. De aqui, 7 = Ct,

C
= DL £? = 0. Reemplazando en la ecuacién 4) y tomando U = U(r, 6)

ou Cr

ucC
+8r 2

=0

D
U - —2,
r
e . D .
de esta manera, tenemos una COHdlClOD necesaria U = - para 1& conservaclon de
1,

la semiadiavatica.

5.6. Simetrias en el Electromagnetismo

En este capitulo, nos adentraremos en el analisis de las simetrias en el contexto
del electromagnetismo. Para lograrlo, tomaremos como punto de partida el la-
grangiano electromagnético, lo que nos permitira derivar las ecuaciones de Killing

correspondientes.

m. .o .. e,. . .
L= g(ﬁ + @+ @) —ed+ E(Q1A1 + GoAs + §3As3).

Vamos a calcular los términos que aparecen en la ecuacion RTI(1):

oL e
2 mg, + 2A, 5.6.1
o5, ~ M + (5.6.1)
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L e.0A, 0o
oL _ ¢, _ 0 6.2
00 ¢ 0q,  Oqu (56.2)

oL 96 e 0A,

i —ea + Equﬁ (5.6.3)
. or . ot
= = 30, e (5.6.5)
H = — Guupups + €0 (5.6.6)
— m wwPuPv €, e

reemplazando en la férmula RTI(1) tenemos:

m(s or . A " m 87'),,
- uv uYv m P uv uYv
3 Ouw gy duvdl R T

€ 0A,
c 0q,

o&* e 0 eldA, or . .
SAZS y
ot + c "0q, «c Ot ‘¥ 8qu)qu

e, O&" [9J0) or
_e P eu CYy _
e@qu5 * c "ot ot ot

De esta manera tenemos las siguientes ecuaciones de killing:

+(

' +m

9¢

or or or
1) 6pop— + Opy=— +0pi=— =0
) g “Oq, 'q.,

oer oe ot

2 b =
) 90 T aa
e 0A, 0" e 0¥  edA, or
3) (c 8qv§ +m8t +c anu+c at | e(b(?qu) 0

do _, e 35“_ (30, or
4) e(9quf * CAU ot ot ot

Para un sistema determinado, nos encontramos ante el desafio de resolver un
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales con el objetivo de identificar todas
las posibles simetrias. Sin embargo, la complejidad de esta tarea puede aumentar
significativamente dependiendo de la naturaleza especifica del sistema en estudio.

A pesar de ello, nos proponemos demostrar las condiciones que tanto el campo ¢
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como los campos A, deben cumplir para obtener las simetrias mas fundamentales:

la conservacion de la energia y la conservacion del momento.

Conservacién de Energia: Segin el teorema de Noether tenemos;
1 2 3 _
P& +pf” + psg” — HT = cle.

De esta manera, para confirmar la conservacion de la energia en el sistema, es
esencial que las ecuaciones de Killing se cumplan cuando " = 0y 7 = 1 (Desde el
punto de vista fisico, esta afirmacion indica que el sistema exhibe invariancia ante

traslaciones en el tiempo).

En efecto,
Como £" y 7 son constantes entonces satisfacen las ecuaciones 1) y 2). Finalmen-
te las ecuaciones 3) y 4) nos dan la condicién requerida para la conservacién de

energia.

0A,
ot

¢ _
ot

=0

0.

Conservacion de momentum: Segun el teorema de Noether tenemos;

1€ + pa€® + p3€® — Hr = cte.

De esta manera, para confirmar la conservacién de momentum en un eje entonces
se debe pedir que las ecuaciones de killling se satisfagan cuando solo un £* # 0 y
7 = 0 (Desde el punto de vista fisico, esta afirmacién indica que el sistema exhibe
invariancia ante traslaciones en la direccién ¢*).

Por ejemplo, si queremos la conservaciéon de momentum en el eje x se deben veri-

ficar las ecuaciones de killing cuando ¢! =1y €2 =& =71 = 0.

En efecto,
Como £" y 7 son constantes entonces satisfacen las ecuaciones 1) y 2). Finalmen-

te las ecuaciones 3) y 4) nos dan la condicién requerida para la conservacién de

9 00

momentum en "z
¢

0
ox
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0A,
or

0,

de este modo, si nuestro sistemas presenta conservacion del momentum en to-

das las direcciones, entonces el criterio necesario que debe cumplir es ¢ = ¢(t) y
A, = Au(t).

5.6.1. Lagrangiano de Storner

m, . : _ eMp2¢?
L= D5 4 22 1 27 4 8
2 (0* +2%)2
para este caso tomaremos ¢ = p,q2 = ¢ y g3 = z. Vamos a calcular los términos

que aparecen en la ecuacién RTI(1).

oL . eMp a3
— = Ymp+ ——L (222 - 5.6.7
a0 | e (p2+22)5( Pl (5.6.7)
oL
) (5.6.8)
e 2, .
Ol Soll~ (5.6.9)
0z (0% + 22)2
oL :
oL ,
5 = M# (5.6.11)
‘ 2
OL _ o ote+ —MP (5.6.12)
2 (0 + )8
_ M9 | 959 .2
H=—(p"+p¢o+2), (5.6.13)
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reemplazando en las ecuaciones RT'I(1) obtenemos las siguientes ecuaciones de
Killing:

or Ot Ot
= = = .6.14
dp 0¢ 0z (5:6.14)
o 1 _, (5.6.15)
op 2 o
oe? 7
e 6.1
55 ~3=" (5.6.16)
o0& 7 e
S =5 =0 (5.6.17)
ot 08
> —= 6.1
55 g, =0 (5.6.18)
oct o3 \
e T (5.6.19)
g 08
% +p E =0 (5.6.20)

5 fN —L =2 =9 (5.6.21)

m% ¢ — =0 (5.6.22)

HE2 Mo? &2 M 3eM p?
m% MOy M g2 e - S ey
Ot~ (p*+2%): 09 (p? + 22)3 (p? + 22)3
(5.6.23)
2
9% _ (5.6.24)
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Tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que debemos resolver.
Primero notemos que 7 = 7(t) y que £2 no depende del tiempo reemplazando esto
en la Ecuacién 5.6.16 tenemos que para que satisfaga la igualdad ambos términos

deben ser iguales a una constante. De esta manera:

T=Ct+1ty (5.6.25)

C
&= 1 plo), (5.6.20
donde f; es una funcién que depende solamente de p y de z. Reemplazando 7
en las ecuaciones Ecuacion 5.6.15 y Ecuacion 5.6.17 y haciendo un procedimiento

analogo tenemos:

T=Ct+tg (5.6.27)
= % + fi(¢, 2,t) (5.6.28)
G = % + fa(p, 2) (5.6.29)
&= 724 fulp 6.1), (5.6.30)

reemplazando en la ecuacién Ecuacion 5.6.18 tenemos:

oh 20f2 _
de aqui, tenemos que:
%(¢ z,t) = _p2%(p 2).
8¢ Y ) ap ?

Como son funciones de distintas variables entonces para que se tenga una igualdad
ambas funciones deben ser igual a una funciéon que dependa tnicamente de z. Es

decir,

0 0
a—f;w, i) p2a—f<p7 =0,
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de aqui, tenemos que:

of
06

0
(6,2.1) = —p25—f<p, 2) = ka2,

de esta manera f; y fy nos quedan:

Ji = ki(2)0 + g1(2, 1)

ki(2)

+g2(z)7

donde g5 es una funcién que depende tnicamente de z y g; es una funcién que

fo=

depende de z y de t. Resumiendo los valores £ son:

£ = % + k1(2)p + g1(2, 1) (5.6.31)
& = % + leEZ) + g2(2) (5.6.32)
&= 4 B, (5.6.33)

ahora reemplazaremos estos valores en la Ecuacion 5.6.19

0] 0
(20 2 (e )+ 2206 6.6) =0,

de aqui, tenemos que:

af?) o / agl
/ agl
f3<:07 ¢7 t) = _p(kl<z>¢ + E(th)> + g3(¢7t)

Notemos en esta tltima ecuacién que si hacemos ¢ = 0 nos queda:

F5(0.0,0) = =P (2,8)) + (0,1),
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entonces debe cumplirse que %(2, t) debe ser una funcién del tiempo. Es decir,
z

%,

8z z = )\0(75),

de esta manera:

Ahora si reemplazamos ¢ = 1 tenemos:

fa(p, 1,t) = =p(K1(2) + Ao(1)) + gs(9, 1),

entonces ki(z) = D = constante. Resumiendo tenemos los siguientes valores de

g

Cp

= - T (D24 20)¢+ (Mo(t)z + M (®)) (5.6.34)
s Co  (Dz+ )
== 4 T~ + g2(2) (5.6.35)
;3 Cz
£ = > p(Xo(t) + Do) + g3(9, 1), (5.6.36)

reemplazando en la Ecuacién 5.6.20 tenemos:

993
09

Esta ecuacién tiene como tnica solucién ¢’(z) = 0 ya que del lado izquierdo te-

(6.1) = —g5(2).

nemos una ecuaciéon con dos variables y del lado derecho una ecuacién de una

variable. De esta manera, nos queda:

go = Lo = constante

dg3

“Z(p,t) = 0.
(0.0 =0
En resumen, los valores de los &' son:
p_ Cp
§=— +(Dz+20)9+ (Molt)z + Ai(t)) (5.6.37)

2
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&= % + wz—:ZO) + Lo (5.6.38)
s Cz
£ = — —p(Ao(t) + Do) + g3(t). (5.6.39)

2
Finalmente vamos a usar las 3 tultimas ecuaciones de killing. Empezemos por la

Ecuacion 5.6.21
eM

(alt)z +X(0) = o

(Dz + z),

de aqui, tenemos A, (t) = N[ (t) = 0 (es decir A\g y A1 son constantes ) y D = 2z, = 0.

Reescribiendo los valores de ¢! tenemos:

¢ = % + (Moz + A1) (5.6.40)
g = % + Lo (5.6.41)
&=~ oot ). (5.6.42)

Usemos ahora la Ecuacion 5.6.22, nos quedaria:

g3(t) =0

De esta manera, g3 es una constante que llamaremos ag. Esto reduce los valores

de los &%, Estos serfan:

C
¢ = 7” 4 Moz + A1) (5.6.43)
C
£ = 7(/5 + Lo (5.6.44)
53 = % — p>\0 + ag- (5645)

Finalmente, vamos a reemplazar la tltima ecuacion, lo que nos dard un polinomio

que debe ser idénticamente nulo.
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3eMp?z Oz

(02 N 22)2 <_ - /0)‘0 + aO)} =0,

M C
{lmp+ — L (25 = (= + doz + M) - ;

(% +2%)3 2

de esta manera, tenemos C' = \g = A\; = q¢9 = 0. Con esto las Unicas simetrias que

tenemos son:

T =1
=0
& = Lo
£ =0,

de este modo, obtenemos que las tinicas cantidades conservadas son la energia y

el momento angular.

5.7. Simetrias en el caso Relativista

Nuestro formalismo matematico de acciones de grupo esta formulado para
aplicarse en cualquier tipo de variedad. Por lo tanto, podemos aplicar todo el
desarrollo matematico cuando trabajemos en el caso relativista. La tinica
diferencia sera que ahora las curvas en el espacio-tiempo estaran parametrizadas
por un factor ’s” en lugar del tiempo ’'t’. Tomando las precauciones necesarias,

enunciaremos las ecuaciones RTT para el caso relativista.

& =&Ns,q)

T=17(s,q)
oL . oL
— Y4+ _—7—H7=0. 7.1
3q"£ + pué —0—687' 7=0 (5.7.1)

Esto nos permitird abordar una variedad mas amplia de sistemas fisicos. No obs-
tante, en este trabajo nos enfocaremos tnicamente en el caso de una particula
libre.
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5.7.1. Particula libre

Tenemos el siguiente lagrangiano:

L = —mcy/ Ny, tva?
oL

oz

520

H=0

oL

—mc

U
0P iz

reemplazando en la formula RTI(1) tenemos:

i O 330(8_gA + 8_§>‘xl) -0
N i P = e
A x’“a—{? 08 4

+ v_j; - Oa
8s | ol
de aqui, obtenemos las ecuaciones de killing

& i
ds
fA
E?
de aqui, &' = a1, € = ay, €2 = ay y € = a3 donde q; son constantes. Entonces
usando el teorema de Noether:

Poao + pray + paas + psas = cte,
como los valores de a(i) pueden ser arbitrarios, entonces tenemos:
Py = cte

p1 = cte

pa = cte

97
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p3 = cte.

En conclusion, el teorema de Noether nos da la conservacion del cuadrimomento.



Capitulo 6

Aplicaciones

En el transcurso de este capitulo, exploraremos ejemplos concretos que demues-
tran como la teorias de invariantes y geometria simpléctica convergen de manera
significativa para abordar cuestiones fisicas. Este entrelazamiento nos ofrece una
perspectiva innovadora para la resolucion de problemas en la mecanica, proporcio-
nando un enfoque mas geométrico para enfrentar diversas situaciones en el &mbito

de la mecénica clasica.

A continuacién, presentamos un procedimiento meticuloso que fusiona los prin-
cipios de la teorfa de invariantes y la geometria simpléctica. El objetivo primordial
de este procedimiento es discernir trayectorias periddicas en un sistema dado,
simultaneamente desentranando las simetrias intrinsecas que subyacen en dicho

sistema. El esquema de este algoritmo se desglosa de la siguiente manera:

1. Definicién del Lagrangiano (L): Iniciamos tomando L como el Lagran-
giano que describe el sistema en analisis, estableciendo asi la base esencial

para el estudio.

2. Identificacion de Simetrias con Ecuaciones de Killing: Mediante la
aplicacion meticulosa de las ecuaciones de Killing, identificamos las simetrias
fundamentales inherentes al sistema, proporcionando una comprension de-

tallada de su estructura subyacente.

3. Traducciéon de Simetrias al Lenguaje de Momentos: Transponemos

estas simetrias al lenguaje de momentos, capitalizando la Proposicion 4.6 del

99
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capitulo de geometria simpléctica. Este enfoque nos capacita para analizar

minuciosamente el comportamiento de las superficies lagrangianas.

4. Anadlisis de Caracteristicas de Subvariedades Lagrangianas: Al exa-
minar con detenimiento las caracteristicas de las subvariedades lagrangianas,
determinamos de manera concluyente la presencia o ausencia de trayectorias

periodicas en el sistema.

Este procedimiento no solo integra de manera coherente la teoria de invariantes
y la geometria simpléctica, sino que también ofrece una metodologia paso a pa-
so, revelando la complejidad intrinseca de los sistemas dindmicos mientras busca

comprender sus trayectorias periodicas.

Vamos a ilustrar esto con dos ejemplos.

6.1. Lagrangiano de Storner en el plano

El lagrangiano de Storner es:

m,. : 2 eM pzéz
L= +p"¢"+2 )+ ———,
2 (p* + 2%)
vamos a analizar el movimiento en el plano z = 0. De esta manera el nuevo
lagrangiano seria:
eM gzﬁ

m . .
L= +p'0") +

Vamos a calcular los elementos que intervienen en la ecuacion RTI(1):

oL . eMé
oL
— = 1.2
9 0 (6.1.2)
OL _ oo (6.1.3)
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oL . eM
T+ (6.1.4)
¢ P
m . m .
H = 502 + §P2¢27 (6.1.5)

reemplazando en la ecuacion RTI(1) tenemos:

_moT .5 m _'3_@&-2'_@ 2%‘2- 201 28_52_1 2@ 72
p o 26¢p¢ 2p8p¢p+(mp€+mp 9 5”509

2 o¢! 982 1: . ogt | eM O .
+(mo-— o) + <m8_¢ +mp a—p)ﬂm + (mg + 78_p)p

, 062 eMOE? eM | . eM 9 g

____1 — S
p8t+p0¢> p2§)¢+p8t ')

De esta manera las ecuaciones de killing serfan:

p
7) & =&(p,9)

Vamos a resolver este sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Usando 7) en 6) tenemos:

og &
a_¢(pa gb) - ?(pa ¢,t),
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de esta manera, nos queda &' = £!(p, ¢). Reemplazando este resultado en 5) tene-

mos:
0g _
op

de esta manera, tenemos £ = £2(¢). Reemplazando en 4):

0,

o _
96

de esta manera, tenemos ¢ = £!(p). Reemplazando en 3) tenemos:

0,

W=ICE + to
C

1 _ =

é- - 2 P + ao,
reemplazando en 2) tenemos:
C a
g=Y51 22 1y,
2 p

Finalmente reemplzazando en 6) tenemos:

C
§P2+aop+ao =0,

de aqui, tenemos C' = ag = 0. De esta manera las Unicas simetrias que tiene

nuestro sistema son:

=1 (6.1.6)

=0 (6.1.7)
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&2 = by, (6.1.8)

usando el teorema de Noether tenemos:
pebo — Hty = cte.

Haciendo to = 1 y by = 0 tenemos H = cte. Haciendo by = 1 y t;, = 0 tenemos

Dy = cte que serfan nuestras cantidades conservadas.

Si bien estas son las simetrias de nuestro sistema este resultado por si solo no
nos sirve para analizar la existencia de curvas periddicas. Para lograrlo tenemos
que escribir estas simetrias en lenguaje del espacio de fase y aplicar Proposicién 4.6.
Es decir, sea nuesta variedad simpléctica M = ((0,00) X [0,27] x R x R) con la

forma simpléctica w = dp AdP,+d¢p AdP, vamos a definir las siguientes funciones:

H:(0,00) x[0,2r] x RxR =R

p? 1 eM
P, P,)— H P, P)=-*- P, — —)?
(pa ¢7 [z ¢>) (pa ¢7 09 ¢>) m, + 2mp2( o) P ) >

y la funcién
Ly:(0,00) x[0,27] x RxR—=R

(p7¢7Pp7P¢) '_>L(/)7¢7Pp7p¢):P¢

Notemos que estas dos funciones estan inspiradas en las cantidades que ya sabemos
que van a ser connstantes gracias al teorema de Noesther. Lo que vamos a hacer
a continuacién es verificar en el contexto de geometria simpléctica si forman un

sistema completamente integrable. Es decir, vamos a probar que {H, Ly} = 0.
Recordemos que {H, Ly} = w(Xp, X,) donde:

iXHZU:dH
eM  eM eM 1 P 1 eM
dH =[(Py — —)—— — (P, — —)>—1d —LdP,+ — (P, — —)dP.
[(Py p)mp4 (P p)mpg]P+m p+mp2<¢ p) 3
de esta manera

P,_0 eM. . 1 0O eM eM 0O

X =(-2)— PpR—-—)—— — (P — —)——

m <m)8,0+( ) )mp28¢ (Fs ) )mp48Pp’
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ademas X, = —, de esta manera:

99

. 0
{H, L¢} = w(XH,XL¢) = (ZXHw)<XL¢) = dH(a—¢) =0.
Ahora tenemos un sistema completamente integrable y podemos usar la Proposi-
cién 4.6 entonces tenemos que definir la funcién f = (H, Ls) y las componoente
conexas de sus valores regulares van a ser de la forma R x R o R x S! o T2. En

un primer paso, vamos a ver como son los valores regulares de la funcién f.

OH OH OH OH
|3 9 op, op,
4 =\9L, OL, L, OLy|’

op 9 0P, 0P,

reemplazando el valor de H y de L, tenemos:

eM eM eM 1 P
eSS 0 2
df = p mp p - mp m
0 0 0

De esta manera los valores regulares van a ser aquellos donde no se cumple la
.y 2eM
condicién de {(Py) =

va dar las formas de las preimagenes de f.

M
V Py = 6—) A (P, =0)}. La siguiente proposicién nos

Proposicién 6.1. Sea (£,!) un valor regular de la funcién f = (H, Ly) entonces

sus componentes conexas van a ser de la forma T?(toro) o R x S*

Demostracion. Notemos que si (p, ¢, P,, Py) € f~1(E,l) tenemos:

P? 1 eM
£ Py——)=F 6.1.9

Py=1 (6.1.10)

Recordemos que por la Proposicién 4.6 las componentes conexas de f~'(E,[) son
de la forma R* x T?~*. Notemos que tanto ¢ y P, estan acotadas entonces queda
descartado que f~!(F, 1) sea de la forma R x R. Entonces las componentes conexas
de f~1(E,l) son de la forma 7% o R x S*.
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FIGURA 6.1: Grafico P, vs p, tomandoe=E =m =M =1y | = 2,42.

Ahora grafiquemos las componentes conexas de la superficie de H = ctey Py = cte

bajo estas mismas condiciones.

F1GURA 6.2: Subvariedad lagrangiana
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F1GURA 6.3: Subvariedad lagrangiana

Debido a que la variable ¢ es perioddica, las lineas rectas que conectan ¢ = 0 con
¢ = 2w eventualmente se juntaran, formando asi un circulo. Este fenémeno da
lugar a las trayectorias periddicas que estabamos buscando. Es importante
destacar que hemos justificado la existencia de estas trayectorias utilizando
unicamente conceptos de teoria de invariantes y geometria simpléctica, evitando
la necesidad de resolver las ecuaciones de movimiento de manera explicita. Este
enfoque nos permite abordar la mecénica desde una perspectiva mas geométrica

en lugar de depender exclusivamente de técnicas de sistemas dinamicos.

6.2. Lagrangiano de Storner en el cilindro

El lagrangiano de Storner es:

eMp2q'52

L=—(*+p "+ %)+ 7
(P +2%)2

2

Vamos a analizar el movimiento en el cilindro p = pg # 0. De esta manera el nuevo

lagrangiano seria:
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eM 3¢

m .
= M2 2 ‘
2(:00¢ +27) + (0% + 22372

Vamos a calcular los elementos que intervienen en la ecuacién RTI(1):

oL
o6 !
oL eM p?
o6~ "t T 2y

oL —36Mpgzq5
0z~ (Rt 2P

oL _
0%

mz

m . %
H = §(P3¢2 + %),

reemplazando en la ecuaciéon RTI(1) tenemos:

—m L0713 mOtT 5 m 0T - MOT o5 o5 v 2rl
2 M567 T T et T 290 T g 0T Mg T gy
o mor. ., ,088 o . o¢? eMpj
e ~ et T Mgy T mgg it Gt R as
068 | eMpy 06" BeMpieg . eMpy  O€'

g e a8 G A e o

de esta manera, las ecuaciones de killing serian:

1) 7 =17(t)
¢! Lor
8_%_55_
gy 9 107,

2651 m 287)¢2

107

(6.2.1)

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2.5)

)2
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ogt  og?
2— _— =
4) Po az a(b 0
062 eMph  0g' _
) ottt 2 os 0
6) mp28_§1 n eMp?  O&! 3eMpiz e

o R+ AR (Bt 2P
7) € = £1(6.2).

Vamos a resolver este sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Usando 7) en 6) tenemos:

¢! 3z

2
— = 7 &
de esta manera, nos queda £ = £2(¢, z). Reemplazando este resultado en 5) tene-
mMos: o1
o7

de esta manera, tenemos &' = £(¢). Reemplazando en 4):

0 _
96

de esta manera, tenemos ¢ = £?(z). Reemplazando en 2) y 3) tenemos:

0,

il =@ - to
C
1 _—
S 5P + Qo
C
2
=—2+Db
§ 5% + bo,
reemplazando en:
8_51 - _ 8z &2
06 (p+2°)""
esto nos da el siguiente polinomio:
C 2
C2* + 3byz — % =0,

entonces C' =0y b=0.

De esta manera las tnicas simetrias que tiene nuestro sistema son:
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=t (6.2.6)
¢ =ag (6.2.7)
& =0, (6.2.8)

usando el teorema de Noether tenemos:
peag — Hty = cte.

Haciendo tp = 1 y a9 = 0 tenemos H = cte. Haciendo ay = 1 y tg = 0 tenemos

Py = cte que serfan nuestras cantidades conservadas.

Si bien estas son las simetrias de nuestro sistema, este resultado por si solo no
nos sirve para analizar la existencia de curvas periddicas. Para lograrlo tenemos
que escribir estas simetrias en lenguaje del espacio de fase y aplicar la Proposi-
cién 4.6. Es decir, sea nuesta variedad simpléctica M = ([0, 27] x R x R x R) con la

forma simpléctica w = dp AdPy+dz AdP, vamos a definir las siguientes funciones:
H:(0,2r] x RxRxR—=R

12 I eMp?

Py P.) > H($, 2, Py P) = —= 4 ——(Py — —5—10__y?,
(¢727 [oX) )'_> ((baza o} ) 2m+2mp(2)< ol (08‘1‘22)3/2)

y la funcién
Ly:[0,2n1] x RxRxR—=R

(¢>Z7P¢>Pz) '_>L(¢7Z7P¢>7PZ) :P¢'

Notemos que estas dos funciones estan inspiradas en las cantidades que ya sabemos
que van connstantes gracias al teorema de Noesther. Lo que vamos a hacer a
continuacion es verificar en el contexto de geometria simpléctica si forman un
sistema completamente integrable. Es decir, vamos a probar que {H, Ly} = 0.
Recordemos que {H, Ly} = w(Xy, X,) donde:

iXHw =dH.
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oH
Notemos que — =0y que X, =

9o ¢’

De esta manera

0. OH

{H, Ly} = w(Xpy, X1,) = (ix,w)(Xp,) = dH(8—¢) =95 =

0.

Ahora tenemos un sistema completamente integrable y podemos usar la Proposi-
cién 4.6 entonces tenemos que definir la funcién f = (H, Ly) y las componoente
conexas de sus varoles regulares van a ser de la forma R x R o R x S* o T2. En
un primer paso, vamos aver como son los valores regulares de la funcién f y se

procede como en el caso anterior.

Proposicién 6.2. Sea (£,!) un valor regular de la funcién f = (H, Ls) entonces

sus componentes conexas van a ser de la forma R x S?.
Demostracion. Notemos que si (¢, z, Py, P,) € f~*(E,1) tenemos:

pP? 1 eM p?
% (P¢ ™~ 0
(

2 _

2m  2mpd

Py =1 (6.2.10)

Notemos que tanto ¢ y P, estdn acotadas entonces queda descartado que f~(E, 1)
sea de la forma R x R. Ahora de la Ecuacién 6.2.9 tenemos que la variable z puede
tomar cualquier valor real menos 0. Es decir, z no esta acotada entonces se descarta

T?. De esta manera, las componentes conexas de f~}(E, 1) ~ R x S*.
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Grafico de la Funcion
Eje Pz
2.0¢

0.5-

L . . . . | . . . . i . . . . | . . . . ] EJeZ
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FiGurA 6.4: Grafico P, vs z, tomandoe=E=m=M =1yl =1.

Ahora grafiquemos la superficie de H = cte y P, = cte bajo estas mismas condi-

clones.

FI1GURA 6.5: Subvariedad lagrangiana.

Debido a que la variable ¢ es periddica, las lineas rectas que conectan ¢ = 0 con
¢ = 27 eventualmente se juntaran, formando asi un circulo. Y al igual que el caso
anterior hemos justifacdo la existencia de trayectorias periddicas sin usar técnicas

de sistemas dindmicos.
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Conclusiones

A lo largo del trabajo hemos llegado a los siguientes resultados:

1. La formulacién de la Mecénica Clasica revela un enfoque geométrico que en-
riquece notablemente el estudio de esta disciplina. Este enfoque nos capacita
para describir cada sistema fisico mediante herramientas de geometria dife-
rencial y geometria simpléctica, proporcionando asi una perspectiva integral.
Resulta interesante destacar que, con frecuencia, las referencias en los textos
de fisica dedicados a la Mecanica Clasica no resaltan este enfoque geométri-
co. Esta omision impide una descripciéon completa de las caracteristicas de
un sistema; sin la geometria diferencial, no seria posible detectar invariantes,
y sin la geometria simpléctica, se perderia la capacidad de identificar cur-
vas periddicas. Por consiguiente, subrayamos la importancia de considerar
la formulacién geométrica, ya que proporciona una visién enriquecedora y

esencial para lograr una comprensién mas profunda de los sistemas fisicos.

2. En la mecénica clasica, el lenguaje de la fisica y las formulaciones matemati-
cas de la geometria se entrelazan de manera complementaria para describir

dindmica.

3. Uno puede utilizar el formalismo de Lagrange y puede encontrar los inva-

riantes del sistema sin tener que encontrar las ecuaciones de movimiento.

4. La teoria de invariantes por si sola no alcanza para encontrar las curvas
periddicas de un sistema se necesita herramientas que vienen de la geometria

simpléctica.

112
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5. Esta nueva perspectiva geométrica en la mecanica clésica nos brinda la opor-
tunidad de ampliarla, ya sea incorporando la geometria simpléctica para
describir la dinamica a través de la funcién H, o utilizando la teoria de inva-
riantes al describir la mecénica mediante la funciéon L. Esta combinacion de
enfoques proporciona una vision integral y fortalece la comprension de los

sistemas fisicos.

6. Finalmente, podemos aprovechar ambas herramientas proporcionadas por
cada area para abordar problemas fisicos desde una perspectiva mas geométri-
ca, ampliando asi nuestra comprension mas alla de la teoria de sistemas

dinamicos.
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