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RESUMEN

La revision de la literatura centrada en la nocion de sucesion geométrica permite
identificar el predominio del campo algebraico al abordar dicha nocién, relegando con ello el uso
de tecnologias digitales en el proceso de ensehanza-aprendizaje de los estudiantes que
posiblemente podrian generar aprendizajes mas completos. Es, en ese sentido, que se realiza
esta investigacion, el cual tiene por objetivo analizar como se produce el proceso de génesis
instrumental vinculado al uso de GeoGebra al desarrollar una actividad sobre sucesiones

geomeétricas con estudiantes universitarios.

Para el analisis, se toma en cuenta aspectos del Enfoque instrumental como sustento
tedrico y se emplea una metodologia de caracter cualitativo, el cual permite analizar y describir
los conocimientos matematicos que moviliza el estudiante cuando resuelve una tarea, mediado
por un ambiente de representacion dinamica como GeoGebra, asi como interpretar las acciones
que realiza el estudiante con dicho software. Como parte del proceso metodoldgico, se considera
un conjunto de fases que van desde el planteamiento del problema hasta las conclusiones del

estudio, ademas se brindan recomendaciones para futuras investigaciones.

Se puede afirmar, a partir de los resultados de la secuencia de la actividad, que el sujeto
de investigacion utilizé un conjunto de herramientas de GeoGebra que le permitieron movilizar
diferentes nociones matematicas, como poligonos, areas, puntos medio, funciones, entre otros,
potenciando las propiedades del software y transformandolo en un instrumento para caracterizar

la nocion de sucesion geométrica.

Se concluye del estudio la importancia del uso del ambiente de geometria dinamica como
GeoGebra, como complemento de los procesos algoritmicos y analiticos propios de la
Ensefianza de las Matematicas, brindando un aprendizaje mas completo al conectar las

diferentes representaciones del concepto estudiado de forma simultanea.

Palabras clave: Sucesion Geométrica; Enfoque instrumental; GeoGebra; Funciéon exponencial.



ABSTRACT

The review of the literature focused on the notion of geometric sequence allows us to
identify the predominance of the algebraic field when approaching this notion, thereby relegating
the use of digital technologies in the teaching-learning process of students that could possibly
generate more complete learning. It is, in this sense, that this research is carried out, which aims
to analyse how the process of instrumental genesis linked to the use of GeoGebra is produced

when developing an activity on geometric sequences with university students.

For the analysis, aspects of the Instrumental Approach are taken into account as
theoretical support and a qualitative methodology is used, which allows us to analyse and
describe the mathematical knowledge mobilised by the student when solving a task, mediated by
a dynamic representation environment such as GeoGebra, as well as to interpret the actions
performed by the student with this software. As part of the methodological process, a set of
phases is considered, ranging from the statement of the problem to the conclusions of the study,

and recommendations for future research are also provided.

It can be affirmed, from the results of the activity sequence, that the research subject used
a set of GeoGebra tools that allowed him to mobilise different mathematical notions, such as
polygons, areas, midpoints, functions, among others, enhancing the properties of the software

and transforming it into an instrument to characterise the notion of geometric succession.

The study concludes the importance of the use of the dynamic geometry environment
such as GeoGebra, as a complement to the algorithmic and analytical processes of Mathematics
Education, providing a more complete learning by connecting the different representations of the

concept studied simultaneously.

Keywords: Geometric succession; Instrumental approach; GeoGebra; Exponential Function.
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INTRODUCCION

La nocion de sucesion geométrica se aborda en diferentes cursos de matematica en los
primeros ciclos a nivel universitario. La importancia de su aprendizaje se da por diferentes
razones: desarrollar en los estudiantes habilidades en el célculo numérico para reconocer
patrones, regularidades y realizar generalizaciones a partir de un conjunto de datos particulares.
Del mismo modo, se utiliza como una herramienta para la comprension de otros conceptos
matematicos mas complejos, tales como series, ecuaciones diferenciales, entre otros.

Por otro lado, se presenta en algunas aplicaciones reales que describen patrones de
conducta similares a los trabajados en este tipo de sucesiones. Estos aspectos describen de
forma concisa la importancia de abordar este objeto matematico.

La experiencia en docencia del investigador en la ensefianza y aprendizaje de las
sucesiones geométricas, asi como lo identificado en la revisidn de la literatura realizada para este
estudio, pone en evidencia diversas dificultades de los estudiantes al trabajar esta nocion, como
el determinar el término general de la sucesién, que ocasiona dificultades para abordar nociones
como suma de sucesiones parciales, convergencia, entre otros; asi como diversas propuestas
didacticas para abordar este tema, que involucran o no a las tecnologias digitales.

Las investigaciones reconocen que se prioriza el campo algebraico al trabajar la nocién
de sucesion geométrica, lo cual deja de lado el poder abordar esta nocidon desde otras
perspectivas, como la geométrica o variacional, que pueden complementar la ensefianza de las
sucesiones geomeétricas involucrando otras nociones matematicas y representaciones de estas
nociones.

En otro orden, los reducidos intentos de utilizar tecnologias digitales para abordar este
concepto se reducen a presentar secuencias de figuras que aportan imagenes que cambian,
para luego realizar un trabajo a lapiz y papel buscando patrones.

En este sentido, se desarrolla el presente estudio, que tiene por objetivo analizar cémo
se produce el proceso de génesis instrumental de GeoGebra al trabajar la nociéon de sucesion
geométrica con estudiantes universitarios. Para ello, trasladamos el trabajo con sucesiones
geométricas de un plano algebraico a uno geométrico, donde pueden interactuar, asi como el
uso de un sistema de geometria dinamica como GeoGebra, que esperamos se convierta en un
instrumento para el estudiante para la resoluciéon y caracterizacion grafica de diferentes

sucesiones geométricas.



El desarrollo de la investigacion consta de cuatro capitulos. En el capitulo 1,
presentaremos la problematica de la investigacion, donde se encuentran los antecedentes, que
principalmente son investigaciones donde el objeto matematico estudiado son las sucesiones,
en la que ademas se muestran la justificacion, pregunta de investigacion, objetivos y la
metodologia empleada.

En el capitulo 2, desarrollaremos los aspectos matematicos del concepto de sucesion,
sucesion geomeétrica y sucesiones de sumas parciales, donde se describen los teoremas y
propiedades. Ademas, abordaremos los aspectos didacticos donde se muestra el tema de
sucesiones desde un aspecto mas didactico.

En el capitulo 3, presentaremos el planteamiento de la actividad, ademas mostraremos
el desarrollo y el analisis de la actividad desde el enfoque tedrico del enfoque instrumental, donde
se identifican los esquemas de uso y esquemas de accién instrumentada.

Finalmente, en el capitulo 4, presentaremos las conclusiones a detalle, los cuales validan
el logro de los objetivos y, en consecuencia, da respuesta a la pregunta de investigacion y se

brindan las consideraciones finales, acompafiadas de algunas propuestas a futuro.



CAPITULO |: PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo, presentaremos la problematica de nuestra investigacion, que esta
relacionada al objeto de estudio sucesiones. Por ello, se realiza la busqueda de informacion en
articulos de revistas digitales y en tesis ubicadas en los repositorios de universidades nacionales
e internacionales. Estas investigaciones fueron clasificadas en dos grupos con el fin de mostrar
la pertinencia del objeto de estudio. Ademas, presentaremos la justificacion, pregunta de

investigacion, los objetivos y procesos metodoldgicos.

1.1 Investigaciones de referencia

En esta seccién, se han considerado articulos de investigacion y tesis que desarrollen el
objeto matematico sucesiones en la Ensefianza de las Matematicas desde distintos marcos
tedricos. Del mismo modo, se han revisado articulos donde se realizan propuestas didacticas
para que los estudiantes utilicen GeoGebra como recurso tecnolégico al abordar el estudio de

las sucesiones.

Las investigaciones se clasificaron en dos grupos: investigaciones que abordan el
concepto de sucesiones (sucesiones numéricas y sucesiones geomeétricas) desde diferentes
perspectivas tedricas e investigaciones que usan herramientas digitales para mejorar la

comprension de las sucesiones reales.

1.1.1 Investigaciones que abordan el concepto de sucesiones desde diferentes

perspectivas teoricas.

Entre las investigaciones identificadas, figura la de Verdugo et al. (2022), quienes
plantean una tarea sobre sucesiones a docentes universitarios con el objetivo de encontrar las
caracteristicas del Espacio del Trabajo Matematico (ETM) y sobre el conocimiento matematico

que movilizan cuando desarrollan la tarea propuesta.

Se utilizé el ETM y el conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK)
como aproximaciones tedricas, identificando conexiones entre ellas, debido a que el ETM se
concentra en el analisis de la tarea, mientras que el MTSK analiza los conocimientos del docente
que emplea en dicha tarea, llegando a la conclusién de que, al combinar estas dos teorias, se

logra un mejor analisis.

La metodologia empleada es de caracter cualitativo y el método de investigacion fue el

estudio de casos de tipo instrumental. En esta investigacion, se estudia una tarea matematica y
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su ejecucion por parte de un docente investigador, que es doctor en matematicas con amplia
experiencia en la docencia. Se presentoé un ejercicio de sucesiones que forma parte de los temas

que se imparten en el curso de Calculo Il.

Verdugo et al. (2022) sostienen que, cuando el docente aborda el tema de sucesiones,
por lo general, comienza con la definicion de sucesion, la nocion de limite de una sucesion,
convergencia y acotamiento, donde ademas se incluye la aplicacion de teoremas de

convergencia. Los autores eligieron una pregunta que fue propuesta por el mismo docente en

Sn2+a

s’

ciclos anteriores, sobre una sucesion de recurrencia (S,,), donde S,,;; = a>0yS; >0,y

esta es tomada como la tarea a evaluar, donde el objetivo fue analizar la convergencia de tal

sucesion.

La tarea se divide en cuatro items. En el item a), se solicita al docente demostrar que la
sucesion (S,) sea decreciente si y solo si la sucesion (S,) es acotada inferiormente por /a; en
el item b), se le pide demostrar que si el primer elemento de la sucesién es mayor que Va,
entonces el termino enésimo de la sucesion esta acotada inferiormente por va; en el item c), se
solicita utilizar los items a) y b) para demostrar que si el primer elemento de la sucesidon es mayor
que +a, entonces la sucesion es acotada inferiormente y decreciente; por ultimo, en el item d),

se debe probar que la sucesién es convergente y calcular su limite.

El andlisis de la investigacion consiste en dos partes: la primera se centré en el
planteamiento de la tarea y la segunda parte consistid en estudiar el desarrollo de la tarea.
Respecto al analisis del planteamiento de la tarea, se trata de una aplicacion del método de
Newton — Raphson, orientado al desarrollo de las ecuaciones no lineales, en particular, para
aproximar raices cuadradas. El ETM idéneo del docente se pone en juego al encontrar el valor
de convergencia, pues esta tarea hace que ponga en practica sus conocimientos de acotamiento,

monotonia, convergencia y la relacion de orden en los numeros reales.

Con respecto al analisis del desarrollo de la tarea, los investigadores mencionan que, en
el item a), se evidencia el ETM personal del docente en el plano epistemoldgico referencial. Aqui,
el docente utiliza conceptos relacionados con el principio de induccion matematica y algunas
propiedades de desigualdad de los numeros reales, en la que muestra que conoce la induccion
como una forma de probar propiedades y utiliza cuantificadores y equivalencia para mostrar la
prueba, cuyas acciones corresponden al subdominio del Conocimiento de la Practica Matematica
(KPM). Por otro lado, cuando estudia la monotonia, es necesario que utilice la definicion para

realizar pruebas, lo cual corresponde al subdominio del Conocimiento de los temas matematicos
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(KoT). Ademas, cuando identifica el principio del buen orden y lo utiliza para demostrar la

monotonia, corresponde al Conocimiento de la estructura matematica (KSM).

Verdugo et al. (2022) sostienen que en el item b) el docente nuevamente recurre al
principio de induccion para probar que la sucesion es acotada inferiormente, ya que utiliza
conceptos de funcién cuadratica y propiedades de desigualdad de los numeros reales, lo que
pone en evidencia su KPM, KSM y KoT. Del mismo modo, el desarrollo propuesto por el docente
muestra sus conocimientos sobre propiedades de una sucesion y la resolucién de las
inecuaciones cuadraticas como conocimientos de temas diferentes, lo que compromete

herramientas semidticas y operacionales diferentes.

En el item c), el docente utiliza los resultados de a) y b) para probar que la sucesién (S,,)
es decreciente y acotada inferiormente. En el item d), el sujeto de estudio utiliza el concepto de
limite de una sucesién y el concepto de ecuacion cuadratica (KoT). Este conocimiento sirve para
determinar el valor del limite, donde se evidencia la conexidén entre sucesiones y ecuaciones
(KSM), en términos del Trabajo Matematico (ETM) utiliza una propiedad de sucesiones como

herramienta tedrica, que finalmente le sirve para calcular el limite de la sucesion.

En conclusion, se destaca la conexion del ETM-MTSK que permite un beneficio al
incorporar elementos de un modelo cuando se utiliza el otro. Esto hace que se produzca un
analisis mas enriquecedor e interpretaciones mas exactas sobre el espacio del trabajo
matematico y el conocimiento especializado del docente. A todo esto, los autores consideran que

se alcanza el objetivo de la investigacion.

El estudio realizado por Codes y Gonzalez-Martin (2017) tiene por objetivo analizar como
los estudiantes comprenden la nocién de serie numérica cuando desarrollan una actividad sobre
sucesiones de sumas parciales. En este trabajo, presentan una descomposicién genética de la
nocién de sucesion de las sumas parciales desde una perspectiva de la teoria de aprendizaje
APQOS (Action, Process, Object, Schema; APOE en su traduccion al espafiol). La metodologia

que adoptan es la cualitativa y el método es el estudio de casos.

Los autores realizan la investigacion con 14 estudiantes de los primeros cursos de
Ingenieria informatica, los datos obtenidos fueron recolectados de las notas de clase,
grabaciones de los estudiantes cuando discutian sobre las resoluciones de las tareas asignadas,
y de capturas de pantalla del computador cuando los estudiantes desarrollaban comprobaciones

de ejercicios por medio del software Maple.



Los investigadores formaron seis grupos de estudiantes a quienes se les presentaron dos
tipos de ejercicios: los ejercicios del primer tipo eran tradicionales, centrados en el uso de
definiciones sobre series y sucesiones, y los ejercicios del segundo tipo fueron preguntas
elaboradas por los investigadores. Luego, se mostro el analisis de las respuestas de dos de los
grupos, denominados S1y S3; todos los grupos tuvieron un momento de debate para discutir las
soluciones de dichos ejercicios, esto con la finalidad de observar el momento de construccion de

las sucesiones de sumas parciales.

Dentro de los ejercicios desarrollados por los estudiantes se les presenté una actividad
sobre rectangulos, que se presenta porque, segun los investigadores, es la que introduce el
concepto de series en forma gradual, ademas esta actividad permite el paso de un registro
geométrico (RG) a un registro algebraico (RA), de tal manera que desarrolla los procesos

iterativos y la idea de convergencia.

Codes y Gonzalez-Martin (2017) muestran tres de los cinco apartados en que se
dividieron las actividades. En el primer apartado, se pidié al estudiante observar como se
construye una figura, partiendo de un cuadrado cuyo lado mide una unidad, al cual se afiade la
mitad de dicho cuadrado; es decir, un rectangulo, luego se afade la mitad del rectangulo y asi
sucesivamente. En el segundo apartado, se trabaja con la figura que se construye en el apartado
anterior, donde se pide calcular el area de cada nuevo rectangulo que se agregé y también el

area de la nueva figura.

En el tercer apartado, se mostré a los estudiantes una tabla de cinco filas y de cuatro
columnas, donde en la primera columna se colocaba la variable n, que representaba el lugar del
término de las figuras; es decir, n = 0 significaba el termino inicial de la figura, n = 1, el primer
rectangulo agregado, etc. En la segunda columna, se mostré el area de cada rectangulo que se
iba afiadiendo; en la tercera columna, se present6 el area de la figura sombreada (compuesta
por el area del cuadrado y la suma de las areas de los rectangulos afiadidos) y, en la cuarta, se

muestran los valores aproximados de las areas sombreadas.

Con esta informacién, se buscaba que los estudiantes reconocieran el tipo se sucesion
que sé generod en la segunda y tercera columna. Ademas, se les pidié que representaran como
pares ordenados en el plano cartesiano los valores de la primera y segunda columna, obteniendo
una grafica de puntos que representarian como cambia el area de cada uno de los rectangulos
que se van adicionando a la figura. Del mismo modo, se solicitd representar en el plano

cartesiano los valores de la primera y tercera columna como pares ordenados. En este caso, la



grafica de puntos representaria como cambia la suma de las areas de las n regiones

rectangulares sombreadas.

Con el objetivo de que los estudiantes tengan alguna idea sobre la convergencia, los
autores pidieron encontrar el valor de la suma de los términos de la segunda columna, ademas
de que se les pidié escribir el valor de la suma de las areas de los rectangulos que no se

sombrearon para comprobar la suma de infinitos términos.

A partir de las respuestas de los estudiantes, Codes y Gonzalez-Martin (2017) senalan
que, con relacion a los dos primeros apartados, los estudiantes buscaron introducir el concepto
de series numéricas mediante las sucesiones de sumas parciales. En este apartado, los
estudiantes del grupo S1 respondieron correctamente y reconocieron la sucesién que relaciona
el area de los rectangulos, eso les permitid que establecieran las relaciones entre sumas
parciales (SSP) y el término general, mientras que los estudiantes que integraron el grupo S3,
tuvieron un error de calculo, lo que generd un arrastre de error y fue el motivo por el cual no

pudieron encontrar el patron de la sucesién de areas.

Con relacion al tercer apartado, los investigadores manifiestan que el grupo S1 dibujo el
plano cartesiano en una hoja y ubicaron como puntos los valores que les habian proporcionado
en la tabla. Luego de analizar el comportamiento de los puntos, los estudiantes reconocieron que
se trataba de un proceso iterativo infinito. En tanto, el grupo S3 encontré el término enésimo de

las sumas parciales y usé el software Maple para comprobar los valores y puntos de la grafica.

Los investigadores evidencian, a partir del desarrollo de estas actividades, que ambos
grupos construyeron el concepto de sumas parciales cuando encontraron los términos de la
sucesion y lo concretizaron cuando encontraron el término general de dicha sucesion. Asimismo,
sostienen que cuando los estudiantes se limitan a analizar el término general, no llegan a

conceptualizar las sucesiones de las sumas parciales.

En esta misma direccidon sobre el estudio de actividades con sucesiones, se tiene la
investigacion de Malla (2020), que realiza un estudio con estudiantes universitarios a quienes se
les plante6 una actividad sobre la sucesion de Fibonacci, que tuvo por objetivo implementar y
analizar una propuesta que genere conexiones entre los conceptos de sucesion y limite con base
en la construccion de la sucesion de Fibonacci. En su investigacion, se consideraron aspectos
de la teoria de Registros de Representacion Semidtica (TRRS), sobre todo los relacionados a la

conversion entre los distintos registros.



Malla (2020) realiza su estudio con 40 estudiantes de Ingenieria de los primeros afos de
una universidad de Chile que fueron colocados en grupos de cuatro estudiantes. La metodologia
empleada en la investigacion es de corte cualitativo y usa como método el estudio de clases.
Este método consiste en la elaboraciéon de un taller o un modelo de clase, donde se puedan
identificar pasos, realizar preguntas y conjeturas que estaran a cargo de los maestros, quienes

se encargan de evaluar y analizar los resultados que se obtengan.

El estudio desarrollado por la autora presenta tres momentos. El primer momento tuvo
una duracion de 40 minutos, en la que se les entregoé a los estudiantes un tablero celeste y varias
piezas cuadradas, cuya pieza mas pequena tenia 1 cm de longitud de lado. La actividad consistia
en encontrar la secuencia de dichas piezas para cubrir este tablero, ademas se brindaron ciertas
instrucciones en donde los estudiantes debian indicar cémo cubrieron la superficie del tablero, si
existia otra forma de hacerlo; las dimensiones de una pieza adicional a la ultima colocada; las
dimensiones de una pieza especifica; y que se realice una generalizacion para la enésima pieza.
Estas dos ultimas preguntas, se hicieron con el objetivo de deducir las posibles secuencias de

Fibonacci con relacion al area o al perimetro de la pieza.

El segundo momento tuvo una duracion de 30 minutos para su desarrollo y se le asigné
a cada grupo una computadora. Los estudiantes trabajaron con la hoja de calculo de GeoGebra,
donde digitaron los valores de la sucesion de Fibonacci. Ademas, se les pidié que realizaran el
cociente del término siguiente de la sucesion con el término anterior de la lista de numeros
obtenidos, con la intenciéon de que los estudiantes reconocieran ciertas particularidades de la
sucesion, que infieran posibles valores de estos cocientes si la lista de numeros siguiera
aumentando, que representaran graficamente la posicidon de las piezas y que intuyeran qué figura
geomeétrica se lograria observar, entre otras preguntas. Todas estas preguntas fueron realizadas
con el objetivo de que los estudiantes pudieran deducir la convergencia de ese cociente y

pudieran estudiarlo geométricamente mediante el uso de GeoGebra.

El ultimo momento tuvo una duracién de 20 minutos, tiempo en el cual el docente explicd
el motivo de la actividad y detalld los ejercicios realizados por los alumnos. Asimismo, generé un
pequefio debate entre los estudiantes para profundizar la idea de sucesion y convergencia.
Finalmente, describi6é algunos hechos historicos sobre la relacién entre la sucesion de Fibonacci

y el numero aureo.

Malla (2020) disefa el taller para usar los distintos registros de representacion a través
de las actividades. En el primer momento, se esperaba la conversion de la representacion del

objeto matematico del registro numérico (RN) al registro algebraico (RA) y luego al registro de
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lengua natural (RLN); en el segundo y tercer momento, se esperaba que se dé la conversion de
la representacion del objeto matematico entre los siguientes registros: Registro tabular (RT) -
Registro grafico (RG) - Registro figural (RF), de tal manera que se genere un salto cognitivo en

el pensamiento de los estudiantes.

A partir de los resultados de la investigacién, Malla (2020) observa que la mayoria de
estudiantes trabajaba la convergencia representada en el registro algebraico, lo que implicaba
no reconocer que dicho objeto matematico se podia representar en otros registros. La
investigadora afirma que el uso de métodos tradicionales en la ensefanza de la convergencia y
privilegiar el campo algebraico para su estudio, pudieron motivar a que los estudiantes

evidenciaban una falta de comprension de este objeto matematico.

La investigadora concluye que cuando se trabaja la convergencia en distintos registros,
se logra un mejor entendimiento de dicho objeto matematico. De esta manera, por ejemplo, el
espiral de Fibonacci puede ser visto por los estudiantes como una curva sin una relacion o
sentido, pero cuando se presentan los datos obtenidos en una tabla del programa Excel y se
representa graficamente en un plano, posibilita comprender los procesos infinitos o convergencia

al trabajar con sucesiones.

Ofra investigacion identificada fue la de Verdugo (2020), el cual tiene por objetivo analizar

cémo los docentes universitarios desarrollan una actividad relacionada con la sucesion a, =

(1 + %)n Se utilizaron aspectos del enfoque tedrico del Espacio de Trabajo Matematico (ETM

idéneo), orientado a encontrar las génesis que se pueden activar entre el plano cognitivo y en el

plano epistemolégico.

La investigadora da importancia al estudio de la sucesion a,,, porque que se relaciona
con el numero de Euler “€” y se aplica en areas relacionadas a las finanzas al desarrollar
problemas que involucran el interés compuesto. Dentro de este marco tedrico y teniendo en
cuenta tanto los aspectos matematicos como los antecedentes de esta investigacion, se
encontraron los siguientes paradigmas del analisis real: Analisis-Geométrico/Aritmético (AG),
Andlisis-Calculatorio (AC) y Analisis-Real (AR)

La metodologia empleada en la investigacion es de caracter cualitativo, en donde la
autora realiz6 una entrevista a tres docentes que denominé PU1, PU2 y PU3, quienes trabajaban
en distintas universidades y ensenaban en distintas carreras, en lo que les pregunto: ¢cémo
abordarias en tu clase la sucesion a,?, para lo cual tuvieron 30 minutos para presentar su

respuesta.



El docente PU1 dibujo en el plano un conjunto de puntos de la sucesion; seguidamente,
propuso dos preguntas con sus respectivos objetivos: una relacionada a la monotonia, cuyo
objetivo fue que el estudiante verificara, a través de la observacién, que la sucesion si era
creciente y otra pregunta relacionada a las caracteristicas de la sucesién, el cual tuvo por objetivo
que el estudiante dedujera que esa sucesién convergia al valor de e = 2,7, apoyado de un recurso

tecnolégico como la calculadora.

El docente PU2 present6 una solucién que implicaba el calculo del limite de sucesién a,,,
para la cual utilizé la regla de L'Hdépital, porque los estudiantes se familiarizan bastante con su

uso.

El docente PU3 sefiald primero qué temas previos el estudiante deberia manejar para
poder afrontar el anadlisis de esa tarea. Luego, utilizé el desarrollo del binomio de Newton y
planted tres sucesiones que le ayudaron a comparar y darse cuenta de que la sucesion era
acotada. A continuacién, comprobé la acotacién, usé el teorema de la media para probar que la
sucesion es estrictamente creciente y concluy6 que la sucesién es convergente y que ese limite
es el valor de e. Para comprobar su conjetura, utilizé el programa Maple, grafico la sucesion y

mostré que la convergencia se da alrededor de y = e.

Con relacion a lo presentado por los docentes, Verdugo (2020) sefala que el desarrollo
del docente PU1 se enmarco dentro del paradigma AG/AC, pues se realizaron con frecuencia
interpretaciones geométricas y calculos aritméticos; con relaciéon al docente PU2, identificé una
debilidad en su propuesta, dado a que el concepto de funcién se define en un dominio continuo
y la sucesion se define en un dominio discreto y no se comenta si se ha estudiado esa diferencia,
ya que en los cursos se ha utilizado la regla de L'Hdpital para funciones, pero no para sucesiones,
por lo que concluye que la respuesta del docente se enmarcé en un paradigma (AC), pues utiliza

propiedades del analisis real y se activan la génesis instrumental y la génesis semidtica.

Finalmente, a la propuesta del docente PU3, la investigadora observa que se activo la
génesis instrumental cuando realizé el grafico mediante el uso de Maple y se activé la génesis
discursiva orientada hacia la prueba de convergencia. Ademas, se pudo verificar que el docente
usa el paradigma AC. La investigadora comenta que usar un software ayudd en la estructuracion

del ETM idéneo de los docentes.

En las investigaciones presentadas hasta el momento, se muestran diferentes enfoques
tedricos y tareas o actividades para abordar sucesiones numéricas, series y sucesiones

geométricas, pero existen otras centradas en analizar los errores y dificultades de los estudiantes
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cuando desarrollan actividades sobre sucesiones. Entre ellas, figura la investigacion de Ferraza
(2017), quien realiza un trabajo que consistié en analizar los errores que los estudiantes de
pregrado y postgrado presentan al resolver una actividad de sucesiones numéricas, con el
objetivo de reconocer los distintos registros de representacién semidtica para elaborar un
conjunto de tareas o actividades que se puedan usar para la formacion de maestros de la

licenciatura en Matematicas.

El marco tedrico en el que se apoyd este trabajo es la teoria de Registro de
Representaciones Semidticas (TRRS), que sirvio para el analisis de las respuestas y la

metodologia empleada fue de corte cualitativo y el método utilizado fue el analisis del error.

Para su estudio, Ferraza (2017) realiza una revision previa de los cursos donde se imparte
el tema de sucesiones en 28 instituciones que, en su mayoria, eran universidades y pudo
verificar, a través de los planes de estudio y de los silabos, la importancia de este tema, ya que
en el calculo diferencial, calculo integral y en los cursos de andlisis se usa como herramienta a
las sucesiones y series numeéricas. Para realizar la parte experimental, selecciona dos grupos de
estudiantes de la carrera de Matematicas, un grupo de estudiantes de la carrera de Sistemas de
informacion y un grupo de egresados de la carrera de Matematicas que cursaban una maestria

en Ensefanza de las Matematicas.

La investigadora elabora una pequena actividad donde se les presentd un enunciado, que
consistia en representar un triangulo equilatero de 5 cm. de lado, donde los puntos medios de
sus lados sean los vértices de un nuevo triangulo que resulta ser equilatero, nuevamente se
ubican los puntos medios del nuevo triangulo y asi, sucesivamente, se continda con el mismo
procedimiento. La tarea propuesta fue encontrar la sucesion de los perimetros de los triangulos
equilateros; calcular el sexto término; escribir el término general; y encontrar la suma de los

términos de la sucesion.

Luego de analizar las respuestas de los tres grupos de estudiantes, la autora comenta
que los participantes del primer grupo de 15 estudiantes de la carrera de Matematica no
cometieron muchos errores, por lo tanto, no hubo aporte a la investigacion. En el trabajo de los
siete estudiantes de la Maestria en Ensefianza, se hicieron visibles errores en la busqueda del
término general y en la suma de términos, ya que al parecer algunos estudiantes no recordaban
la suma de la serie geométrica, mientras que en el grupo de estudiantes de la carrera de Sistemas
de informacion, también se encontraron errores, siendo uno de los mas comunes el relacionado

con la obtencién del término enésimo, a raiz de empezar a trabajarlo directamente con la parte

11



algebraica en lugar de realizar previamente un esquema o figura. Otro de los errores comunes

fue no recordar cdmo hallar la suma de términos.

Ferraza (2017) realiza una entrevista a dos estudiantes de la Licenciatura en Matematica,
con el fin de indagar acerca de la resolucion de la tarea, la cual consistio en ocho preguntas
divididas en cuatro grupos. El primer grupo de preguntas estuvo orientado a las dificultades que
presentan los estudiantes; el segundo, orientado a identificar los registros que ellos manejan; en
el tercer grupo, se solicitaron sugerencias de ejercicios que pudieran servir para el aprendizaje
de los estudiantes; y el cuarto grupo de preguntas se centrd en las dificultades de los maestros

al ensefiar sucesiones numeéricas.

La entrevista permitié saber qué piensan los estudiantes sobre el tema de estudio, en el
qgue se comento acerca de las dificultades que presentan los estudiantes, que pueden ser debido
a que, por lo general, resuelven ejercicios que desarrollan en ellos habilidades en el campo
algebraico y no en otros campos de la matematica. Del mismo modo, recomienda que los
estudiantes trabajen las sucesiones numéricas representadas primero en un registro natural,
luego en un registro geométrico y, por ultimo, en el registro tabular. Ademas, se dieron
sugerencias de involucrar casos reales o problemas de contexto al trabajar las sucesiones

numeéricas, donde se brinden imagenes o figuras geométricas.

Ferraza (2017) concluye que la conversién de la representacién de las sucesiones
numeéricas del registro de lengua natural al registro algebraico estuvo presente en todos los

procesos de la actividad.

Oftra investigacién identificada es la de Genc y Akinci (2020), quienes sefialan que las
dificultades y errores que los estudiantes cometen cuando estudian sucesiones de sumas
parciales se debe a la amplitud del campo de la matematica en que se aplica, sobre todo en los
estudiantes de Ciencias e Ingenieria cuando se enfrentan a problemas del analisis y el calculo.
El objetivo de esta investigacidbn es reconocer los errores cometidos por los estudiantes

universitarios al resolver tareas sobre la convergencia de series infinitas.

Se considerd al conocimiento conceptual y procedimental en el aprendizaje de las
matematicas como marco tedrico, en la que emplearon una metodologia de caracter cualitativo
exploratorio mediante el método de estudio de caso, con el que trabajaron con un total de 43
estudiantes de pregrado en Licenciatura de Matematicas de una Universidad de Turquia y los
datos se obtuvieron de una evaluacion escrita de siete preguntas desarrolladas en hoja de papel.

Para el analisis de los datos, se realizaron técnicas descriptivas y de analisis de contenido y se
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elaboraron 11 categorias para identificar los errores que tuvieron los estudiantes al resolver

ejercicios sobre convergencia y divergencia de series.

Algunos de los errores y dificultades identificados por Genc y Akinci (2020) fueron el uso
incorrecto de los criterios de convergencia de una serie y del criterio de comparacion; considerar
el operador sumatorio como una funcion multiplicativa; mal uso de las propiedades de las series
telescopicas; considerar que en una serie no se puede determinar la convergencia por el hecho
de no llegar a una conclusion luego de usar algun un criterio; confundir concepto de sucesion

con el de serie, entre otros.

Los autores concluyen que la comprension conceptual de funcién, limite y sucesiones es
crucial para entender el concepto de convergencia de las series. Sostienen ademas que, incluso
comprendiendo los conceptos mencionados, no aseguran una correcta comprension del
concepto de convergencia en los estudiantes, ya que este estudié también mostré que el nivel
de aprendizaje de los estudiantes o la falta de aprendizaje de conceptos previos afecta en la
correcta comprension conceptual; es decir, los estudiantes con conocimientos procedimentales

insuficientes, no podran afrontar un problema dado.

En virtud de los resultados, los investigadores manifiestan que es necesario establecer
un equilibrio entre conocimientos procedimentales y conceptuales en el aprendizaje de la
convergencia de las series para reducir los errores o dificultades de aprendizaje y asi desarrollar

una comprension matematica profunda.

1.1.2 Investigaciones que usan herramientas digitales para mejorar la comprensién de

las sucesiones.

En esta seccidn, se presentan las investigaciones que usan herramientas digitales, como
GeoGebra, como un medio tecnoldgico para abordar tareas relacionadas con el concepto de

sucesiones numeéricas.

Gonzalez et al. (2021) disefnan una propuesta que consiste en una secuencia de
actividades para abordar y comprender las sucesiones numéricas. La importancia de esta
propuesta surge porque muchos estudiantes universitarios de los primeros ciclos no llegan a
interiorizar la definicion formal de las sucesiones numéricas, ya que las investigadoras sostienen
que el uso de distintos registros para el objeto matematico y el manejo de herramientas digitales

permitiran una mayor comprension.
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El objetivo de esta propuesta es fortalecer y corregir la concepcion de las sucesiones de
numeros reales en los estudiantes de Bioquimica de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales.

La metodologia es de corte cualitativo descriptivo.

Los investigadores plantearon ejercicios para los cuales utilizé GeoGebra para su
desarrollo con el fin de permitir la comprension del concepto relacionado con sucesiones
numeéricas respecto de su monotonia o de su convergencia, si oscila o no. Estas actividades se
orientan también a que se logre comprender la nocién de limite y el entendimiento de la definicion

formal de sucesiones.

Gonzalez et al. (2021) disefaron 14 ejercicios tomando en cuenta los errores comunes
que comenten los estudiantes en el curso de Calculo | al abordar sucesiones. Esta cantidad de
ejercicios estuvo orientada a que el estudiante vaya construyendo el concepto paso a paso hasta
que pueda concretizar dicho concepto. Entre los tipos de ejercicios figuran un enunciado simple,
donde se les brinda tres graficas de puntos que se desprenden de una funcion y se les pide
verificar si es 0 no una sucesion; una grafica de puntos, donde el objetivo es reconocer o
encontrar el término enésimo; una grafica de puntos con un deslizador con el objetivo observar
el comportamiento de la sucesion; la grafica de una sucesién, donde se pide a los estudiantes

reconocer si la sucesion es acotada y si es monétona, entre otros.

Dentro de las consideraciones finales, los investigadores explican que estas actividades
iterativas con el uso de GeoGebra permiten orientar a los estudiantes cuando trabajan el
concepto de sucesiones. También destacan que la manera como se disefiaron las actividades,
mediante esta herramienta digital, hace posible una mejor compresién de conceptos que resultan
ser un poco mas abstractos que otros, asi como el manejo de distintos registros con el uso de

GeoGebra, el cual facilita una mejor comprension de dicho concepto.

En esta misma linea, De Oliveira et al. (2021) realizaron una investigacion sobre el uso
de la tecnologia digital en el aula de clase como un medio para fortalecer y realizar situaciones
didacticas que permitan un aprendizaje efectivo en la ensefianza de las matematicas. Los autores
sostienen que el uso de tecnologias en el aula exige un redisefio en la practica docente que debe

pasar por los procesos tecnoldgicos, pedagdgicos y formativos.

Esta investigacion usa la metodologia cualitativa de tipo bibliografica y exploratoria, en
direccion a generar propuestas innovadoras y por tal motivo la recopilacion de la informacion fue

recogida de varios articulos cientificos y libros.
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Uno de los objetivos principales de esta investigacion es desarrollar y modificar conceptos
e ideas con miras a formular problemas, ya que GeoGebra se usa como herramienta de apoyo
en las clases de Matematica, asi como también el objeto de estudio fueron las sucesiones de

recurrencia.

Respecto al uso de las tecnologias en situaciones de ensefianza en el contexto de
metodologias activas, los autores estan de acuerdo en que las tecnologias de la informacién y la
comunicacion (TIC) son representadas por los softwares educativos, videos y audios con el
proposito de mejorar el aprendizaje, asi como también expandir la docencia en el modo virtual.
Este mecanismo que incluye las TIC como apoyo a los docentes, para los investigadores,
promueve que los estudiantes movilicen los conceptos, ademas que posibilita la capacidad de

modelar lo real y expresar conocimientos construidos de distintas formas.

De Oliveira et al. (2021) explican que el disefio de las actividades se sostiene en dos
fundamentos tedricos: uno de caracter tecnoldgico y el otro psicopedagdgico. Es decir, el enfoque
tecnoldgico refiere a GeoGebra como recurso para ayudar en la construccion del conocimiento
y, se considera como ejemplo de un enfoque psicopedagdgico, al uso de teorias de la ensenanza.
Los investigadores consideran que GeoGebra es una herramienta educativa altamente potencial,
ademas de ser gratuita, pues funciona con o sin internet y ofrece tres ventanas de visualizacion,
que son la vista algebraica y las vistas graficas 2D y 3D, empleadas exclusivamente para la
ensefianza de las matematicas que se pueden usar desde la Educacion Primaria hasta la

educacién superior.

Los investigadores brindan una propuesta que consisti6 en dos problemas sobre
sucesiones de recurrencia. Para el primer problema, plantearon una relacién de recurrencia que
dependia del término enésimo a,;, = ay,41-a, VYMn€zn>1a =8,a, =18, donde se
pide a los estudiantes que encuentren todos los valores de n, para los cuales a,, es un cuadrado

perfecto. Para este fin, se uso la hoja de célculo de GeoGebra.

En el segundo problema, se plante6é una sucesion de recurrencia t,, con dos términos
iniciales, y lo que se pidi6 a los estudiantes es que encuentren la férmula de ese término enésimo.
Aqui también los autores se apoyaron en la hoja de célculo de GeoGebra, donde se usan algunos
pasos para poder validar dicha férmula, lo que ayud6é a hacer los calculos matematicos

necesarios para luego validar la férmula por induccién.

Los autores concluyen que esta propuesta didactica que se realizdé con los estudiantes

ha permitido que ellos tuvieran un comportamiento activo, incluso a través de la interaccién con
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GeoGebra para reafirmar los conceptos, conjeturas y poder verificar las relaciones de
recurrencia. Es asi como se entiende el uso del GeoGebra como una herramienta tecnoldgica

que ayuda en la ensefianza de las matematicas.
A continuacién, presentaremos la justificacién de la presente investigacion.
1.2 Justificacion

La revision de la literatura pone de manifiesto la importancia y la relevancia del estudio
de las sucesiones geométricas en la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas. Uno de los
factores de su importancia es su relacién directa con otros conceptos matematicos de mayor

complejidad.

A través de una actividad contextual relacionado a la sucesién geométrica, Codes y
Gonzalez-Martin (2017) muestran que la sucesién de sumas parciales asociada a esta es un
buen ejemplo para la mejor comprensién de los estudiantes de los primeros afios de universidad,
sobre todo cuando se quiere establecer las diferencias entre sucesiones y sucesion de sumas

parciales (serie numérica).

En otro ejemplo, tenemos a las sucesiones del numero de Euler e, que aparecen en el
calculo diferencial. Generalmente, estas sucesiones se presentan cuando se estudia la funcion
exponencial; en ecuaciones diferenciales las sucesiones estan presentes cuando se analiza las
trayectorias de las soluciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO); en el céalculo
integral y en otros cursos se usan como herramientas para probar teoremas del analisis

matematico, tal y como lo senalan las investigaciones de Malla et al. (2019) y Verdugo (2020).

Del mismo modo, algunas de las sucesiones geométricas estan presentes en situaciones
reales, como en multiples configuraciones bioldgicas, en la manera como se distribuyen las
ramas de los arboles o en la forma como se distribuyen los frutos de la pifia tropical, dado por el

desarrollo cognitivo que se genera al identificar patrones en estas sucesiones (Verdugo 2022).
Al respecto, Malla (2020) nos explica:

A nivel universitario, las sucesiones y series representan uno de los objetos con los cuales
estudiantes, de diferentes carreras, se enfrentan con mayor dificultad, considerando
ademas que ocupan un lugar muy importante en la matematica debido a las multiples
conexiones con otros importantes objetos matematicos como funciones y limites, sin

olvidar el rol que desempefian en los procesos de aproximaciones numeéricas. (p. 5)
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En este mismo sentido, Codes y Gonzalez-Martin (2017) sostienen que el concepto de
sucesiones y serie numérica son conceptos complejos debido al nivel de abstraccién y la cantidad

de elementos matematicos que estan relacionados con él.

Por otro lado, Ferraza (2017) y Genc y Akinci (2020) identificaron errores y dificultades
en el desarrollo de tareas relacionadas al concepto de series, sucesiones y sucesiones
geométricas. Una de estas dificultades se presenta cuando los estudiantes intentan encontrar
patrones geométricos en una sucesion o cuando quieren determinar la suma de los términos que
involucra el uso de sumatorias, asi como identificaron que los estudiantes no entienden la nocion

de convergencia de las sucesiones.

Ferraza (2017) identificé que uno de los principales motivos de los errores que comenten
los estudiantes es que en los problemas de sucesiones solo se acostumbra trabajar dentro de un
lenguaje algebraico, limitando la comprension de dicho concepto a un solo campo de la
matematica, como es el algebraico, en lugar de ampliarlo al utilizar representaciones del objeto

en registros como el grafico o el verbal.

Por los motivos expuestos, consideramos importante seguir con el estudio de este
concepto para generar propuestas de ensefianza que aporten en la comprensién de las

sucesiones numeéricas, en particular, de las sucesiones geométricas.

Una opcién que se ha identificado en la literatura es el uso de tecnologias digitales en la
ensefanza y aprendizaje de las sucesiones. Gonzales et. al (2021) realizaron una propuesta
didactica que prioriza el uso de tecnologia digitales a través de aplicaciones realizadas por los
estudiantes mediante el uso de GeoGebra, en el que sostienen que esto permitird una mejor
comprension en el concepto de limite de sucesiones y de otros inconvenientes que resulten de

la interpretacion grafica y algebraica.

También tenemos la investigacion de De Oliveira et al. (2021), quienes utilizan GeoGebra
como medio facilitador para mostrar los cambios interactivos donde el estudiante tiene que
identificar patrones numéricos a partir de deslizadores en actividades sobre sucesiones de
recurrencia mostrar que puede haber un comportamiento funcional entre la posicion del término
y su valor en general. Ademas, mencionan que el uso de GeoGebra permite explorar conceptos

matematicos geométricos y algebraicos.

Se ha podido reconocer en las propuestas que involucran a las tecnologias digitales que
los investigadores disenan aplicativos con el fin que los estudiantes manipulen deslizadores y

vean los cambios que se generan en las respectivas interfaces digitales, ya que no se identifica
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que se haya realizado una familiarizacién con la tecnologia digital, por ejemplo de GeoGebra,
con la intencién de que el estudiante realice construcciones y se analicen los pasos que realiza
para resolver la actividad, por lo que se puede pensar que dar al estudiante la libertad de explorar
con la tecnologia, permitiria entender su manera de razonar y como trabajaria el concepto

representado en diferentes registros como el algebraico, numérico y grafico de forma simultanea.

Por otra parte, se hizo una revisién de las mallas curriculares, asi como también de los
documentos de la Pontificia Universidad Catdlica de Perua (PUCP), como el silabo del curso
Calculo Aplicado que se dicta en el cuarto ciclo de la Escuela de Estudios Generales Ciencias y
el silabo del curso Matematica | que se dicta en el primer ciclo de la Escuela de Estudios

Generales Letras. La Tabla 1 presenta la informacion antes mencionada.

Tabla 1. Cursos de Estudios Generales en la Pontificia Universidad Catolica del Pert

Curso Facultad Ciclo
Matematicas | Estudios Generales Letras
Célculo Aplicado Estudios Generales ciencias 4

Fuente: Plan de estudios generales Pontificia Universidad Catodlica de Peru. (Recuperado de

https://www.pucp.edu.pe/ )

En la Figura 1, se muestra el silabo del curso Calculo aplicado de la PUCP y la unidad
didactica del capitulo 2. El tema de sucesiones geométricas es importante porque sera utilizado
para abordar temas como convergencia, series y en la resolucion de ecuaciones diferenciales,

que son trabajados en cursos superiores como series y transformadas, entre otros.

18


http://www.unmsm.edu.pe/

Figura 1. Unidad didactica del curso Célculo aplicado de la PUCP

Fuente: Silabo del curso Calculo Aplicado (Recuperado de www.pucp.edu.pe)

En la Figura 2, se muestra la informacion de la semana 14 del curso de Matematica I,
donde observamos que se abordan los temas de sucesiones aritméticas, sucesiones
geomeétricas, propiedades sobre el término enésimo, series y sucesiones de sumas parciales. La
importancia de abordar el tema de sucesiones geométricas en estudiantes de Estudios
Generales Letras se asocia con desarrollar el razonamiento inductivo de los estudiantes con el
fin de realizar generalizacion a partir de casos particulares, aspectos tomados en cuenta en la

toma de decisiones a nivel cualitativo.

Figura 2. Temas de la semana 14 del curso de Matematica | de la PUCP

Sucesiones aritméticas Vi PD&
suUCesiones geométricas.
28 junio - |Propiedades sobre el témino

03 julio .
! enesimo y la suma de los n
primeros términos. Series.

Sucesian de sumas parciales. ldea

infuitiva de convergencia de una

serie. Serie geometrica.

Fuente: Silabo del curso Matematica | (Recuperado de www.pucp.edu.pe)

Por lo mencionado anteriormente, este trabajo de investigacion es pertinente y el hecho
de que se haya decidido involucrar al software GeoGebra en el estudio se centra en que el
estudiante vea este concepto representado en distintos registros de manera simultanea y generar

un aporte orientado con realizar innovacion educativa en la ensefanza de la matematica.
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Por esta razon, consideramos que la aproximacion tedrica del enfoque instrumental es la
apropiada porque nos da herramientas para analizar las acciones que realiza el estudiante con

tecnologias digitales.

1.3 Aspectos tedricos del Enfoque instrumental
En la presente investigacion, utilizaremos como referencial teodrico el Enfoque
instrumental desarrollado por Rabardel (2011). A continuacién, describiremos los elementos de

dicho enfoque que se toman en consideracion para la realizacién del estudio.

Artefacto

Segun el investigador, el artefacto es todo objeto material o simbdlico al que se le ha

realizado una transformacion, aunque sea minima, por un sujeto que ejecuta una actividad.

Esquema de utilizacion

Los esquemas de utilizacion estan relacionados con la utilizaciéon del artefacto, ya sea
que la actividad realizada forme parte del proceso de reconocimiento de propiedades del
artefacto o que la actividad se oriente al objetivo de la tarea. El autor las diferencia entre tareas
segundas, que son las tareas relacionadas con la identificacion y manejo de las caracteristicas
y propiedades del artefacto, y tareas primeras, que son las tareas orientadas con el objetivo de
la actividad que se realiza, para las cuales el artefacto se transforma en una herramienta de
ejecucion.

El investigador distingue tres clases de esquema: los esquemas de uso, de accidn
instrumentada y de actividad colectiva instrumentada. En esta investigacion, solo se
consideraran los dos primeros tipos.

Rabardel (2011) sefiala que los esquemas de uso se asocian con las tareas segundas y
se caracterizan porque estan orientadas al logro de objetivos especificos relacionados con las
diferentes etapas que debe pasar un sujeto en la resolucion de una actividad. Por otro lado, los
esquemas de accién instrumentada, segun el autor, se asocian con las tareas primeras y se

caracterizan por su orientacién al objetivo principal de la actividad.
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Instrumento

Segun Rabardel (2011), el instrumento es lo que un sujeto construye a partir del artefacto
y se le considera una entidad mixta que contiene al mismo tiempo un artefacto, material o no, y
los esquemas de utilizacién construidos por el sujeto durante su interaccién con dicho artefacto.
Trouche (2004) sefala que el instrumento presenta un componente artefactual que utiliza para
realizar un tipo de tarea, pero también presenta un componente psicoldgico asociado con los
esquemas que moviliza, los cuales estan a nivel cognitivo. La Figura 3 muestra estos tres

elementos y como se relacionan.

Figura 3. Componentes de un instrumento.

Esquemas de
Artefacto + Utilizacién
Material o simbdlico Construidos por el

sujeto
‘ INSTRUMENTO ‘
Fuente: Adaptado de de Garcia-Cuéllar (2014, p.21)

La Figura 3 muestra los componentes de un instrumento. Es decir, un artefacto movilizado

para realizar un tipo de actividad y los esquemas que lo organizan.

Génesis Instrumental

Rabardel (2011) denomina proceso de génesis instrumental al proceso a partir del cual
un artefacto se transforma en instrumento. Segun el investigador, se identifican dos componentes

fundamentales asociados con este proceso: la instrumentalizacion y la instrumentacion.

El investigador manifiesta que el proceso de instrumentalizaciéon esta dirigido hacia la
parte artefactual del instrumento, en donde se potencian las propiedades del artefacto por parte
del sujeto al asignarle funciones que lo ayuden a resolver una tarea. Esta atribucion de
propiedades puede generar la transformacién del artefacto relacionado con su organizacion y

funcionamiento.
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Por otro lado, el proceso de instrumentacion, sefala el investigador, esta dirigido hacia el
sujeto a la generacion y movilizacion de esquemas de uso al desarrollar ciertas tareas con el
artefacto y a la creacion de esquemas de accion instrumentada asociadas con el objetivo

principal de la actividad.

La Figura 4 muestra los elementos que componen el proceso de génesis instrumental,
donde se observamos el proceso para que el artefacto se convierta en un instrumento. Ademas,

se muestra los procesos de Instrumentalizacion e Instrumentacion.

Figura 4. Génesis instrumental.

Fuente: Extraido de Garcia-Cuéllar y Salazar (2020, p.206)

A continuacion, presentaremos la pregunta y objetivos de la investigacion asociados con

la problematica identificada y el estudio que se pretende realizar.

1.4 Preguntay objetivos de la Investigacion
¢, Como se produce la génesis instrumental vinculada al uso de GeoGebra al desarrollar

una actividad sobre sucesiones geométricas en estudiantes universitarios?

Objetivo General:

Analizar como se produce el proceso de génesis instrumental vinculado al uso de
GeoGebra al desarrollar una actividad sobre sucesiones geométricas con estudiantes

universitarios.
Objetivos especificos:

» |dentificar los esquemas de utilizacion que se generan o movilizan sobre el artefacto

GeoGebra al resolver una actividad sobre sucesiones geométricas.
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= Reconocer elementos que indiquen que GeoGebra se convierte en un instrumento para

trabajar con sucesiones geomeétricas en estudiantes universitarios.

A continuacion, presentaremos la metodologia de la investigacion.

1.5 Metodologia y procedimientos metodologicos

La presente investigacion es descriptiva e interpretativa y se ubica dentro de una
perspectiva cualitativa, porque, segun Denzin y Lincoln (2011), una investigacion cualitativa
busca dar sentido a los fendmenos que ocurren en el proceso de ensefianza y aprendizaje de
un tema matematico a partir de un conjunto de datos recolectados. Por lo tanto, la atencidn se
centra en los procesos que sigue el sujeto en la resolucion y no tanto en el resultado obtenido,
asi como en los significados que genera el sujeto sobre los conceptos trabajados al desarrollar
una tarea o actividad.

Por tal motivo, como se pretende describir los conocimientos matematicos que moviliza
el estudiante cuando resuelve una actividad, mediado por un ambiente de representacion
dinamica como GeoGebra, asi como interpretar las acciones que realiza el estudiante con dicho
software bajo el sustento tedrico del enfoque instrumental, con el fin de analizar cémo el
estudiante logra la génesis instrumental, decimos que el estudio es cualitativo.

Segun Hernandez et al. (2014), en una investigacion cualitativa, se incluye una variedad
de concepciones, interpretaciones, técnicas, entre otros aspectos, y presenta una serie de
etapas que no son aisladas unas de otras, sino que se interrelacionan a lo largo de la
investigacion. Los investigadores proponen un conjunto de fases por las que transita un
estudiante al realizar este tipo de investigacién. Para este trabajo, se harealizado una adaptacion
del proceso de investigaciéon cualitativa propuesto por Hernandez et. al, que se compone de

cuatro fases que se muestran a continuacion:
Fase 1: Planteamiento del problema

Hernandez et al. (2014) ubican en esta fase la revision de la literatura para conocer el
estado de investigacion sobre el tema estudiado, la justificacion del estudio y la pregunta y
objetivo de investigacion que especifican la problematica a tratar.

Con relacion a esta fase, se realizé la busqueda de investigaciones de referencia en
revistas indexadas, en tesis de maestria y de doctorado relacionadas con el objeto matematico
sucesion real y las nociones relacionadas a esta, tales como sucesiones numéricas, sucesiones

de recurrencia, sucesiones de sumas parciales. Ademas, se identificaron investigaciones
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relacionadas a la convergencia de estas sucesiones que desarrollan actividades con el uso del
GeoGebra.

La revision de la literatura brindé insumos para justificar la presente investigacion, la cual
se realizd desde tres perspectivas diferentes: pertinencia, debido a la importancia del estudio de
las sucesiones en los cursos basicos de los primeros anos de universidad presente en los silabos
oficiales de diferentes universidades, como es el caso de la Pontificia Universidad Catélica del
Peru, asi como también algunos modelos de aplicacién de sucesiones en Ingenieria; relevancia,
al hacer visible las dificultades que presentan los estudiantes al enfrentar actividades sobre
sucesiones, ademas de los beneficios del GeoGebra que permiten tener la idea y la comprension
de convergencia de las sucesiones; e impacto, al presentar una propuesta que involucra el uso
de un sistema de geometria dinamica como GeoGebra como mediador del aprendizaje del
estudiante y como un aporte en innovacion educativa.

Esto llevo al planteamiento de la pregunta de investigacion, objetivo general y objetivos
especificos relacionados al analisis de actividades sobre sucesiones de numeros reales,

considerando aspectos tedricos del Enfoque Instrumental enunciados en este capitulo.
Fase 2: Aspectos Tedricos de la Investigaciéon: Aspectos del Enfoque Instrumental

En esta fase, se seleccionaran los aspectos tedricos de la investigacion. Estos son los
Aspectos del Enfoque instrumental desarrollado por Rabardel (2011), donde se define los
conceptos de artefacto e instrumento. Ademas, se describen los procesos de la
instrumentalizacion y la instrumentacion de la Génesis instrumental, asi como también se definen

los esquemas de utilizacion.

Fase 3: Estudio de las sucesiones

Esta fase comenzara con el estudio de los aspectos matematicos de la sucesion de
numeros reales, en la que mostraremos la definicion formal de una sucesion, definicion del limite
de una sucesion, algunos teoremas y propiedades de convergencia de sucesiones, tal y como
se presentan en un libro tedrico, en este caso, usaremos el libro Lages (1997). Desde un punto
de vista didactico, se presenta como se aborda el tema de sucesiones en los libros Zill y Wrigth
(2011) y Stewart (2012).

Fase 4: Elaboracion de la actividad, aplicacion y analisis

Con relacion a las acciones realizadas en esta fase, se presenta al sujeto de investigacion

y se describe qué conocimientos matematicos trabajoé en aula previo a la parte experimental de
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la investigacion, asi como las herramientas de GeoGebra que conoce y que ha trabajado tanto

en el colegio como en el curso Introduccién al calculo.

Del mismo modo, se presenta la secuencia de una actividad disefiada con el fin de
analizar cdmo el estudiante consigue la génesis instrumental del artefacto GeoGebra al
transformarlo en instrumento para la resolucién de sucesiones geométricas; se describe como
se llevé a cabo la implementacion de la parte experimental; como se realizé la recoleccion de
informacion; el analisis de lo que se esperaba realizara el estudiante; y la presentacién de los

resultados analizados con el referencial teérico del enfoque instrumental.

Fase 5: Conclusiones

En esta fase, se detallan los aspectos relevantes observados al realizar el analisis de los
resultados, la justificacion de la manera en la que se logra responder a la pregunta de
investigacion y como se consiguieron los objetivos del estudio, asi como las conclusiones que
se desprenden de la investigacion y posibles investigaciones que se podrian realizar, tomando
como base el objeto de estudio y el uso de sistemas de geometria dinamica como GeoGebra.
Es importante mencionar que se brindaran recomendaciones futuras para proximas
investigaciones.

A continuacion, presenta los aspectos matematicos y didacticos relacionados con las

sucesiones geométricas que forman parte del segundo capitulo de la presente investigacion.
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CAPITULO II: ASPECTOS MATEMATICOS Y DIDACTICOS DE LAS
SUCESIONES

En este capitulo, presentaremos los aspectos matematicos y didacticos de las
sucesiones, asi como la nocién y definicion formal de sucesiones abordado en los distintos libros

de educacién superior antiguos y actuales.

2.1 Aspectos mateméticos de las sucesiones y sucesion de sumas parciales

Los aspectos matematicos del concepto de sucesiones generalmente se presentan en
los libros de introduccion al analisis matematico o fundamentos del calculo. Para ello, se han
revisado los libros de texto de Lages (1997), Bartle (2010) y Apostol (2002), que estan
direccionados al analisis matematico y es por eso que, en la mayor parte de su contenido, se

observa que los autores se movilizan en el plano algebraico.
Definicion de sucesion

En palabras de Lages (1997), “una sucesién de numeros reales (0 sucesion en R) es una
funcion que se define en el conjunto de los numeros naturales N = {1,2,3, ...} de tal manera que
las imagenes estan incluidas en el conjunto R de los nimeros reales” (p. 25).

Respecto a la notacion de una sucesidn, el investigador advierte que “no debe
confundirse el conjunto {x;,x,,::*,x,, -} de sus términos con la sucesion (x,), expone como
ejemplo la sucesion (1,1,1, ....,1,...) e indica que no es lo mismo que {1,1,1,....,1,...}, ya que

este conjunto es igual a {1}’ (Lages, 1997, p. 25).
Limite de una sucesion

El autor define que a es el limite de una sucesion (x,) cuando para todo € > 0 se puede
encontrar un n, € N de tal forma que todos los x,, con indice n > n, cumplan con la propiedad
de |x, —al| < €. Siendo asi, se escribira que a = lim x,,. Esta definicion se puede escribir de
manera simbdlica como se muestra en la Figura 5, donde se presenta la definicién formal del
limite

Figura 5. Limite de una sucesion segun Lages

Fuente. Lages (1997, p. 26)
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Por otro lado, Bartle (2010) define de manera similar al limite de una sucesion, tal y como
se muestra en la Figura 6.
Figura 6. Limite de una sucesioén segun Bartle
3.1.3 Definicién Se dice que una sucesion X = (x,) en R convergeax e &, 0

que x es el limite de (x,), si para toda £ > 0 existe un numero natural K{¢£) tal que
para toda n = K(£) los términos x,, satisfacen |x, —x| <&

Fuente. Bartle (2010, p. 68)

Es claro que las definiciones en matematica no cambian; sin embargo, se pueden
presentar en distintas versiones, pues en el texto Bartle (2010) se denota a las sucesiones con
f(n), mientras que en los textos de Lages con x,,. Ademas de las definiciones mencionadas, se
tiene una lista de teoremas que facilitan el estudio de las operaciones con el caculo de limites de

las sucesiones.
Algunos teoremas sobre sucesiones
Teorema 1: Una sucesion no puede converger a dos limites diferentes. (Lages, 1997, p. 27)

Teorema 2: Toda sucesion mondétona converge si y solo si es acotada. Segun Lages (1997) la

prueba del teorema es la siguiente:

Demostracion: Sea (x,,) monétona, supongamos que es creciente y acotada. Escribimos
X ={x1, x5, %X, } Y a = sup X. Afirmamos que a = lim x,,. En efecto, dado € > 0, el
numero a — £ no es una cota superior de X. Luego existe n, tal que a — € < x,,, < a.Asi,

n>ny = a—E&<xy, <x, <a+¢ dedonde limx, = a. (p. 29)

Apostol (1996) también presenta una prueba similar del teorema 2, pero se apoya en un
grafico para representar a las sucesiones, donde asume que f(n) es una sucesion creciente y

muestra el grafico que se muestra en la Figura 7.

Figura 7. Sucesion creciente

L — ¢ L

& . .
&

2 B AW fV) fin)

Ficura 103 Una sucesidn creciente acotada converge hacia su extremo superior.

Fuente. Apostol, 1996, p. 466
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Teorema 3: Toda sucesion convergente es acotada.

Teorema 4: Toda sucesion monotona y acotada es convergente.

Teorema 5: (Teorema del Sandwich)
Silimx, =limy, = ayx, < z, < y,,V n€ N suficientemente grande limz, =a
(Lages, 1997, p. 30)

Operaciones con Limites

Teorema 6

Silimx, = 0 e (y,) una sucesion acotada (que puede ser convergente o no),

entonces lim x, - y, = 0. (Lages, 1997, p. 30)
Teorema 7
Silimx, =a ylimy, = b , entonces:

1. lim(x,xy,)=azxbh
2. lim(x,-y)=a-b
Xn a

3. lim—=5 sib+ 0

Yn

Sucesién Geométrica

Lages (1997) define una sucesién geométrica como aquella en el que el cociente de dos
términos consecutivos es un valor constante al que llamaremos “r”, también llamado razon y
esta puede ser positiva o negativa.

Ejemplo:
1) Sea la sucesion:
1,3,9,27,81,243, ...
Aqui observamos que la razén es igual a “r = 3”

2) Sea la sucesion:

”

e z H « 1
Aqui observamos que la razon es igual a “r = >
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Notacién general:

(@ neny = {a,ar,ar?,ard ar?, .., ar™}
Convergencia de una sucesion geométrica

Consideremos {a,, },c y UNa sucesion geométrica de razon r.

e Si |r| <1, entonces multiplicando por |r"*| > 0 obtenemos 0 < |r"*!| < |r"|. Luego,
{Ir™|}, ey €S decreciente, acotado inferiormente y, por lo tanto, es convergente, digamos
que converge a [. Ahora tenemos:|r"*1| = |r||r"| entonces, aplicando limites, tenemos

que [ = |r|l. Como |r| # 1, tenemos que [ = 0. Es decir {|r"|},, ¢ y cOnverge para 0.
e Si|r|>1, entonces |r| =1+ h, con h > 0. Sabemos por la desigualdad de Bernoulli
|r|™ = (1 + k)™ = 1 + nh, entonces |[r"*| - +oo. En particular, {a,},c n €S divergente.
Serie numérica o sucesion de sumas parciales

Lages (1997) en su texto define a una serie como una suma s =a; +a, + az + - +a, +
-+« como un numero infinito de sumandos. Para que esto tenga sentido, escribiremos

s = nl_i)rpoo(al +a, + a; + -+ +a,). Como todo limite, este puede existir o no. Por eso hay
series convergentes y divergentes. (p. 53)
Series convergentes

A partir de una sucesion {a,, },e ny de nUmeros reales dada formamos una nueva sucesion
{Sp}nen, donde
S1=aq4, S =a4 +ay, ", S, =a, +a, +az+ - +a,, etc.

Los numeros s, se llaman sumas parciales de la serie Y’ a,,. El sumando a,, es el n-
ésimo término o término general de la serie. Cuando existe el limite s = “T s, decimos que
n—->+oo
la serie Y, a,, es convergentey s = lirp Yme1Qp =a; +a, +as + - +a, + -+ se llama suma de
n—-+4+0oo

la serie. Si lim S, no existe, decimos que }; a,, es divergente.

n—+oo

Ejemplo: Consideramos una Serie geométrica de termino general a,, = r"~1. Tenemos
Sp=1+r+r2+r3.. 49724071

Sir =1, se tiene de inmediato que S,, = n. Concluimos que {S,,},c n diverge y por lo

tanto Y. a,, diverge. Ahora, supongamos que r # 1. Multiplicando por r a S,, tenemos que:
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TSy =r+ri4rd. 4yl 4
=1+r+r2+r3 4+ l4rn—1
=S, +r*—1

Por lo tanto, S, = (r™ — 1)/(r — 1). Luego, Y a,, converge si y solamente si, |r| < 1y en

este caso

A continuacién, mostraremos los aspectos didacticos de las sucesiones y sucesiones de

sumas parciales.

2.2 Aspectos didacticos de las sucesiones y sucesion de sumas parciales
Para tener una idea de como se desarrolla el tema de sucesiones en los primeros ciclos

de la universidad, revisamos los textos destacados en la Tabla 2:

Tabla 2. Libros didacticos donde se trabaja el tema de sucesiones

Autor Titulo Capitulo Paginas

Zill, D. y Wright, W. Célculos 9 690-727
(2011) trascendentes
tempranas

Stewart, J (2012) Calculo De Una 1 476-554
Variable
Trascendentes
Tempranas

Fuente: Elaboracion propia

Stewart (2012), en el capitulo 11 de su libro, presenta la nocién de sucesién, asi como

también la definicion de ésta. Al respecto, menciona:

Una sucesion se puede pensar como una lista de niumeros escritos en un orden definido:
a,,0y,0as,dy, .., Ay, ... El nNUMero a, recibe el nombre de primer término, a, es el segundo
término y, en general, a, es el n-ésimo término. Aqui tratamos exclusivamente con

sucesiones infinitas, por lo que cada término a,, tiene un sucesor a, ;. (p. 690).
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El autor hace una aclaracion sobre las notaciones; es decir, menciona las distintas formas
en que puede representarse una sucesion.

Figura 8. Notacion de sucesion

Fuente: Zill y Wrigth (2011)

Por otro lado, Zill y Wrigth (2011) presentan la definicion de limite de sucesion, tal como
se muestra en la Figura 9.

Figura 9. Limite de una sucesion

Fuente: Stewart (2012, p. 692)

En la Figura 10, se presenta la definicion de limite de una sucesion y observamos que el
autor se apoya de un grafico para explicar el significado del limite de una sucesion. También se
muestra que los valores de la sucesién se representan con a, y n indica la posicion del término
enésimo, en el que se puede observar que Zill y Wrigth (2011) usa la recta L para representar el

valor del limite de la sucesion.
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Figura 10. Convergencia de una sucesion

Fuente: Zill y Wrigth (2011), p. 477.
Respecto a la convergencia de una sucesién se menciona:

“Si {a,,} es una sucesion convergente, (1) significa que los términos a,, pueden hacerse

arbitrariamente cercanos a L para n suficientemente grande. Se indica que una sucesion

converge a un numero L escribiendo: nl—i>Too a, =L" (Zill, 2011, p. 477)

En la Figura 10, observamos que Zill y Wrigth (2011) muestran todos los casos en que
una sucesion converge y hace uso de graficos para mostrar su idea, ademas que en cada caso
usa una sucesion monétona. Es decir, la primera grafica se trata de una sucesion creciente; la

segunda es una decreciente; la tercera es una aleatoria; y la cuarta es una sucesion constante.

También se evidencia el énfasis en la didactica para mostrar una definicién abstracta.
Andlisis de las tareas de la sucesion.

En Zill y Wrigth (2011) se presentan problemas de sucesiones relacionadas al calculo

numeérico y la tabulacién, tal y como se muestra en la Figura 11.
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Figura 11. Términos de una sucesion

Fuente: Zill y Wrigth (2011)

En la Figura 12, se muestra la solucion que brindaron Zill y Wrigth (2011), donde podemos
observar que el proceso es directo y no se hace mayor detalle.

Figura 12. Solucién propuesta para encontrar los términos de una sucesion

Fuente: Zill y Wrigth (2011), p. 476

En la Figura 13, se observa como se aborda en este texto la nocion de convergencia para
las sucesiones del ejemplo 2 de la Figura 12, siendo la 2 a) una sucesion geométrica, para lo
cual el autor plantea como solucién lo que se muestra en la Figura 13, donde la solucién usa un
razonamiento directo y no usa ninguna propiedad formal, al igual que en los items b) y c) son
sucesiones directas.

Figura 13. Ejemplo de nocién de convergencia de una sucesion

Fuente: Zill y Wrigth (2011), p. 476

Enseguida, se muestran tres ejercicios de sucesién geométricas, donde se refleja el valor

de convergencia identificando la razén de cada sucesion, tal como se puede ver en la Figura 14.
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Figura 14. Ejemplo de sucesiones geométricas

Fuente: Zill y Wrigth (2011), p. 480

En el libro de Stewart (2012), tal como se muestra en la Figura 15, también se presentan
ejemplos sobre sucesiones.

Figura 15. Ejemplo de sucesiones

Fuente: Stewart (2012), p. 480

Como se observa en la Figura 16, se muestra el desarrollo de la sucesion

Figura 16. Desarrollo de sucesiones geométricas

Fuente: Stewart (2012), p. 480

A continuaciéon se presenta la parte experimental de la investigacion y el analisis

respectivo de la informacion recolectada.
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CAPITULO lIl: EXPERIMENTO Y ANALISIS

En este capitulo, se describiremos a los sujetos de nuestra investigacion, el escenario
donde se desarrolla la investigacion y las actividades propuestas con su respectivo analisis a

priori y a posteriori segun los procesos metodoldgicos y el enfoque instrumental.

3.1 Sujeto de investigacién

La presente investigacion se desarrollé con un estudiante del primer ciclo de la carrera
de Educacion de la Pontificia Universidad Catdlica de Perd (PUCP). El estudiante trabajo de
manera individual con su laptop en el aula de clase y la evaluacion duré exactamente dos horas
en un solo dia. Ademas, se tomaron anotaciones de todo lo que respondio el estudiante. Durante
la aplicacion de la actividad estaban presentes dos docentes, uno es el docente del curso y otro

evaluador.
3.1.1 Conocimientos matematicos del estudiante

El estudiante, antes de desarrollar la actividad, habia recibido clases sobre temas
matematicos como la de la ecuacion de la recta, sistema de ecuaciones lineales, conceptos
basicos de intervalos en R, inecuaciones lineales, inecuaciones cuadraticas, conceptos basicos
de geometria analitica, introduccion a la programacion lineal, asi como también sobre la nocién

de funcion lineal, cuadratica y exponencial.
3.1.2 Conocimientos sobre GeoGebra

El estudiante tenia conocimientos basicos de herramientas de GeoGebra como punto o

poligono deslizador, asi como también tenia nociones de cémo usar la hoja de calculo.

3.2 Instrumentos de recoleccion de informaciéon
Los instrumentos de recoleccion de informacion fueron la grabacion del video al momento
de evaluar la actividad, fotos tomadas de la solucion del estudiante, un archivo de GeoGebra de

la actividad desarrollada y la videograbacion de la entrevista semiestructurada.

3.3 Analisis de la secuencia de la actividad

La secuencia estuvo compuesta por una actividad que se detalla a continuacion.

35



3.3.1 Actividad

La actividad tuvo tres etapas: i. se dio un conjunto de instrucciones para generar el
contexto del problema; ii. el estudiante debia resolver un conjunto de preguntas que componian
la actividad, a partir de las cuales el estudiante utilizé GeoGebra y lapiz y papel para apoyarse
en la resolucién de ellas; y iii. se realizaron preguntas a lo largo de la actividad que correspondian
a la entrevista semiestructurada para identificar y clarificar los procesos seguidos por el

estudiante.
Actividad: (Analisis sobre variaciones de los términos de la sucesion)

Abra un archivo en GeoGebra, asigne el nombre Actividad.ggb, y realice las siguientes
instrucciones:
Construya un deslizador a que varie desde -3 hasta 3 con incrementos de 0.1 unidades.

Luego, fije el valor a = 0 y ubique los puntos (0, 0); (4 + &, 0); (4 + a,4 + a); (0,4 + a). A
continuacion, construya un primer cuadrado.

Determine el area del primer cuadrado y represente el resultado obtenido como un punto en
la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Construya un segundo cuadrado inscrito en el primero, cuyos vértices se ubiquen en los
puntos medios de los lados del primer cuadrado. Luego, determine su area y represente el
resultado como un punto en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Repita el procedimiento descrito en el inciso iii) para dibujar 4 cuadrados adicionales.

A partir de estas instrucciones, dé respuesta a las siguientes preguntas:

a) Si se dibujara un séptimo cuadrado, ¢ Cuanto seria su area? Explique su procedimiento.

b) Si se continuara con este procedimiento, ¢Es posible calcular el area de cualquiera de
los cuadrados inscritos? Justifique su respuesta.

c) ¢Existird una curva que pase por todos los puntos ubicados en la vista grafica 27?
Justifique su respuesta.

d) Manipule el deslizador a.
i. ¢Qué cambios observa en ambas vistas graficas?

ii. ¢Es posible determinar una expresion, tal como lo hizo en el inciso b), que modele
coémo cambia el area de los cuadrados?

e) Brinde caracteristicas sobre las siguientes sucesiones geométricas:
i. 36, 18,9, 9/2, ...
i. 24,12,6, 3, ...
i 72,24,8,8/3, ...
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3.3.2 Procedimientos y respuestas esperadas sobre la Actividad

Como el estudiante tenia conocimiento sobre el uso de diversas herramientas de
GeoGebra; es decir, conocia de sus propiedades y de sus funcionalidades, se esperaba observar
un proceso de instrumentalizaciéon de GeoGebra al adaptar dichos conocimientos en un nuevo

contexto.

El disefio de un deslizador, la creacion de los vértices de los cuadrados, el dibujo de
poligonos y la representacion grafica de funciones forman parte de este proceso y se observan
a lo largo de la actividad. Como el contexto es dinamico, se debian crear puntos asociados con
el deslizador, lo que movilizaban conocimiento sobre relaciones funcionales, se debian realizar
generalizaciones sobre casos particulares con el fin de obtener una funcion como modelo
matematico que represente el término general de la sucesion geométrica y realizar
modificaciones a este modelo para resolver y caracterizar diferentes sucesiones geométricas, las
asociaciones y construcciones generaron la creacion de esquemas de uso y de accidn

instrumentada, que son acciones propias del proceso de instrumentacion.

Las preguntas que se muestran a continuacién tienen diferentes funciones: de instruccion,
para guiar al estudiante en la construccién de un contexto dinamico y de activadores de
esquemas de utilizacion, para que oriente su mirada en la construcciéon del modelo matematico
que represente el término general de la sucesidén geométrica y que lleven al estudiante a realizar
los procesos de instrumentalizacion e instrumentacion para que utilice GeoGebra como un

instrumento que le permita desarrollar y caracterizar sucesiones geométricas.

A continuacion, presentaremos las acciones que esperabamos que el estudiante E1

realizara con GeoGebra previo al planteamiento de las preguntas:

Analisis esperado

Instruccién: i. Construya un deslizador a que varie desde -3 hasta 3 con incrementos de 0.1
unidades. Luego, fije el valor a = 0 y ubique los puntos (0, 0); (4 +a, 0); (4 +a, 4 +a); (0, 4 +

a). A continuacion, construya un primer cuadrado.

Analisis esperado para i)

Se espera que el estudiante abra un archivo de GeoGebra, seleccione la herramienta
deslizador y la configure colocando -3 como valor minimo, 3 como valor maximo e incrementos
de 0.1 unidades. Por defecto, GeoGebra asigna al deslizador con el simbolo a. Luego, en la barra

de entrada, se espera que escriba los puntos A=(0,0);B=(4+4a,0);C=(4 +a,4+a);D=(0,
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4 + a). La Figura 17 muestra la construccion realizada de los vértices del cuadrado asociados

con el deslizador.

Figura 17. Deslizador asociado a los vértices del cuadrado

Fuente: Elaboracion propia

Enseguida, el estudiante deberia utilizar la herramienta poligono y dibujar un cuadrado

uniendo los puntos A, B, C, D que corresponden a los puntos de coordenadas (0, 0); (4 + a, 0);

(4 +a,4+ a); (0,4 + a) respectivamente. La Figura 18 muestra la vista algebraica de GeoGebra,

donde aparece el simbolo ¢1, que representa el valor del area del primer cuadrado, que también

se muestra en la Vista Grafica.

Figura 18. Construccién esperada del primer cuadrado

¥ \ista Algebraica
® a=0

® A=(0,0)

® B=(04)

2 = {4, 4)

L = (4, 0}

®
9
2
2
L
2

> | Vist
L]

Fuente: Elaboracion propia
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Estas acciones se relacionan con el proceso de instrumentalizacion porque, segun
Rabardel (2011), se potencian las propiedades del artefacto por parte del sujeto al asignarle
funciones que lo ayuden a resolver una tarea.

Instruccién: ii. Determine el area del primer cuadrado y represente el resultado obtenido como
un punto en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Nota: El punto debe tener como abscisa el niumero del cuadrado y como ordenada su area.

Analisis esperado para ii)

Se espera que el estudiante afiada una Vista Grafica 2 de GeoGebra y escriba en la

barra de entrada el par coordenado (1, ¢1), tal como se observa en la Figura 19.

Figura 19. Figura del primer cuadrado y su par ordenado asociado E en la Vista Grafica 2.

Fuente: Elaboracion propia

Al crear este punto que relacionan dos variables en sus coordenadas, tanto la posiciéon
del cuadrado como abscisa del punto y su respectiva area como ordenada, el estudiante
movilizaria su esquema de uso punto, asociado con la nocion de relacién funcional. Se hace la
distincion que el punto creado indirectamente esta asociado con el deslizador, por tal motivo, es
un punto variable que cambiaria de posicion al variar el deslizador. La creacion de puntos, a partir
de asociaciones de herramientas, implica movilizar esquemas, por lo que esta accion formaria
parte de un proceso de instrumentacion.
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Instruccién: iii. Construya un segundo cuadrado inscrito en el primero, cuyos vértices se
ubiquen en los puntos medios de los lados del primer cuadrado. Luego, determine su area y

represente el resultado como un punto en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Analisis esperado para iii)

En esta instruccion, se espera que el estudiante use la herramienta punto de GeoGebra
para ubicar los puntos medios de los lados de dicho cuadrado, aprovechando la cuadricula de la
Vista Grafica de GeoGebra. Enseguida, deberia utilizar la herramienta poligono para formar otro
cuadrado con los puntos medios encontrados y al hacerlo se generaria el simbolo ¢2 en la vista
algebraica, el cual representa el area del segundo cuadrado inscrito en el primero.

Por ultimo, se espera que el estudiante escriba en la barra de entrada (2, ¢2), con el fin
de dibujar un segundo punto en la Vista Grafica 2 de GeoGebra asociado con el contexto de la
actividad. La Figura 20 muestra el resultado de estas acciones en las vistas graficas de
GeoGebra.

Figura 20. Figura del par E y J asociados al primer y sequndo cuadrado respectivamente

Fuente: Elaboracion propia
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Instruccién: iv. Repita el procedimiento descrito en el inciso iij) para dibujar 4 cuadrados
adicionales.

Analisis esperado para iv)

Se espera que el estudiante repita el proceso que se realizé en el item (iii) y dibuje cuatro
cuadrados adicionales, escribiendo en la barra de entrada los puntos (3, ¢3); (4, c4); (5, ¢5) y (6,
c6), donde c3, c4, ¢c6 y c6 son las areas del tercer, cuarto, quinto y sexto cuadrado
respectivamente. La Figura 21 muestra los seis cuadrados que se espera que el estudiante
construya y los seis puntos asociados a estos, que relacionan la posicion de cada rectangulo y
sus respectivas areas.

Figura 21. Construccion esperada de los seis primeros cuadrados y sus puntos asociados en la
Vista Gréfica 2

Fuente: Elaboracion propia

Se espera que el estudiante movilice su esquema de uso punto medio, relacionado con
la nocién de punto medio de un segmento, para determinar los vértices del sexto cuadrado, dado
que la cuadricula de GeoGebra no le permitiria encontrarlos directamente. Como se emplean
herramientas conocidas por el estudiante y el trabajo es repetitivo, se identifican elementos de
ambos procesos de instrumentalizacion e instrumentacion, por lo que se dificulta diferenciarlos.

Luego de realizar las instrucciones planteadas, se espera que el estudiante se
instrumentalice localmente con las herramientas de GeoGebra: La herramienta deslizador le
brinda la posibilidad de caracterizar una variable al colocar un rango de valores que puede tomar
y de cuanto se incrementaria, asi como la posibilidad de asociarla con otras herramientas y
realizar cambios simultaneos; la herramienta punto que, de acuerdo a su uso, le permite movilizar
la nocién de par ordenado cuando se asocia con el vértice del cuadrado, asi como la nocién de

41



relaciéon funcional al relacionar las variables de estudio posicion del cuadrado y area del
cuadrado, pero también le brinda la posibilidad de asociarlo con otras herramientas para realizar
cambios simultaneos y dinamicos; la herramienta poligono le da la posibilidad de dibujar un
poligono a partir de la construccion de sus vértices y le brinda las medidas tanto de cada lado
como de su area, siendo esta ultima de vital importancia para el estudio que se lleva a cabo; y la
herramienta medio, el cual permite determinar directamente el punto medio de un segmento, en
lugar de realizar otras construcciones geométricas para hacerlo.

Por otro lado, se espera observar la generacion o movilizacién de esquemas de uso,
como es el caso del esquema de uso punto, al construir un punto relacionado indirectamente
con el deslizador, que, al movilizarlo, generara una familia de puntos asociado con alguno de los
términos de una sucesién geométrica; asi como del esquema de uso punto medio, necesario
en la construccion de cuadrados cada vez mas pequenos donde el apoyo visual ya no le es util.
Estas acciones corresponden al proceso de instrumentacion y son necesarios para realizar una
de las tareas principales de la investigacion, que esta relacionada con la generalizacion de casos
particulares en la busqueda de un modelo matematico, asi como en las modificaciones de este
modelo para caracterizar diferentes sucesiones geométricas.

Luego de realizar las instrucciones planteadas en la actividad, se espera que el estudiante

responda a las preguntas que se muestran a continuacion:

item a): Si se dibujara un séptimo cuadrado, ;Cuanto seria su area? Explique su

procedimiento.

Analisis esperado para el item 1 a)

Se espera que el estudiante, luego de observar en la vista algebraica los valores de las
areas de los cuadrados, pueda deducir que el area de cada cuadrado es la mitad del area del
cuadrado anterior. Es decir, como el area del sexto cuadrado es 0.5 u?, entonces deberia concluir
que el area del séptimo cuadrado es 0.25 u?. La informacién brindada por GeoGebra sobre el
comportamiento del area de los cuadrados, permitiria al estudiante movilizar su esquema de uso
que denominaremos esquema de uso patrones, asociado con identificar una razén entre las
areas de dos cuadrados consecutivos.

Otro camino que puede seguir el estudiante es utilizar la herramienta medio o centro de
GeoGebra para encontrar los puntos medios del sexto cuadrado. Luego, se espera que utilice la
herramienta poligono de GeoGebra para dibujar el séptimo cuadrado. El estudiante podria

corroborar su resultado al observar que se genera el simbolo ¢7 que representaria al area del
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séptimo cuadrado. La Figura 22 muestra el séptimo cuadrado que se espera sea construido por

el estudiante.

Figura 22. Figura de la construccion esperada de los siete cuadrados

Fuente: Elaboracion propia

item b): Si se continuara con este procedimiento, ¢ Es posible calcular el area de cualquiera

de los cuadrados inscritos? Justifique su respuesta.

Analisis esperado para el item 1 b)

Se espera que el estudiante movilice su esquema de uso patrones para reconocer que
la razdn entre las areas de dos cuadrados consecutivos: 16, 8, 4, 2, 1, 0.5, 0.25 es igual a 0.5.
Asimismo, se espera que considere importante el area del primer cuadrado con el fin de hacer
las cuentas que crea conveniente y poder determinar un modelo matematico que le brinde el
area de un cuadrado ubicado en cualquier posicion. Este modelo matematico seria la
generalizacion de la sucesion de numeros. Se espera también que movilice su esquema de uso
funcidn relacionado con la construcciéon de la regla de correspondencia de una funcién

exponencial, y obtenga como expresion:
1 x—1
y=16-(3) -
La forma en la que se espera que determine el modelo exponencial dista de la manera
en la que se le fue ensefiado en clase, determinando las constantes de una regla de

correspondencia ya definida: f(x) = C - a*, a partir de dos puntos que pertenecen a su grafica.

En este caso, se espera que involucre nociones de patrones, que emplee un razonamiento
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inductivo, que encuentre regularidades, entre otras nociones matematicas. Por ello, decimos que
se espera que el estudiante movilice su esquema de uso funcién, dado que conoce el concepto

de funcion, pero tendria que adaptarlo al contexto de la actividad.

ftem c): ¢Existira una curva que pase por todos los puntos ubicados en la Vista Gréafica 2?

Justifique su respuesta.

Analisis esperado para el item 1 c)

Luego de movilizar su esquema de uso funcién y determinar un modelo matematico,
cuya regla de correspondencia se asocia con una funcién exponencial, se espera que lo haga

efectivo al escribir en la barra de entrada:

nx-1
y=16-(3) .

Si el estudiante escribe la expresiéon de esa manera, se entiende que esta pensando en
una funcion de variable independiente x, que representaria la posicion de cada uno de los
cuadrados, donde f(x) simbolizaria el area del cuadrado en la posicién x. Cabe mencionar que,
al escribir dicha expresion en la barra de entrada, se utiliza la herramienta funcién de GeoGebra,
que representa algebraica y graficamente a una funcién definida en su dominio natural o implicito.

Se espera que la curva que se trace pase por los siete puntos dibujados por el estudiante
con anterioridad en la Vista Grafica 2 de GeoGebra, permitiéndole reconocer que la funcion
exponencial puede ser aplicada en contextos como el de la actividad. La Figura 23 muestra el
posible modelo matematico que permite hallar el area de un cuadrado segun la posicién que
ocupe (puede haber otras representaciones algebraicas para la misma funcién) y la grafica de la
funcién exponencial que brinda el comportamiento grafico de como varian las areas de los

cuadrados segun la posicion que ocupen.
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Figura 23. Curva asociada a la expresion general.

Fuente: Elaboracion propia

Se espera que el estudiante se instrumentalice localmente con la herramienta funcién de
GeoGebra al asociar la regla de correspondencia de una funcién exponencial con una sucesion
de numeros que presentan una razon constante entre dos numeros consecutivos de dicha
sucesion. Asimismo, identificar en dicha regla dénde se ubica el area del primer cuadrado (valor
ubicado en la primera posicidén) asi como la razon entre dos valores consecutivos de la sucesion
de numeros.

Por otro lado, se espera observar la generacidon o movilizacion de esquemas de uso,
como los esquemas de uso patrones y funcion, que surgen por la necesidad de responder a
una pregunta hipotética, acciones que evidenciarian que el estudiante se encuentra en un
proceso de instrumentacion, dado que estos esquemas tienen una relacion directa con la

consecucion del objetivo principal de la actividad.

item d): Manipule el deslizador a.

i. ¢ Qué cambios observa en ambas vistas graficas?
ii. ¢Es posible determinar una expresion, tal como lo hizo en el inciso b), que modele

como cambia el area de los cuadrados?
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Analisis esperado para el item (i) de la pregunta 1 d)

Se espera que el estudiante manipule el deslizador a. Bien puede hacerlo hacia la
derecha o hacia la izquierda, donde ademas debe visualizar que, si a se desliza hacia la derecha,
el lado del cuadrado inicial aumenta en a unidades, sumado a que los puntos generados en la
Vista Gréfica 2 se desplazarian por encima de la curva que se obtuvo en el item 1c), tal y como
se aprecia en la Figura 24.

Figura 24. Vista Gréfica 1y 2 de GeoGebra paraa = 2,3

Fuente: Elaboracion propia

Del mismo modo, si a se desliza hacia la izquierda, el lado del cuadrado inicial disminuye
en a unidades y los puntos se desplazan por debajo de la curva que se obtuvo en el item 1c), tal
y como se aprecia en la Figura 25.
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Figura 25. Vista Grafica 1y 2 de GeoGebra paraa =-1,8

Fuente: Elaboracion propia

Se espera que el estudiante movilice su esquema de uso variacién que le permita
identificar que, al mover el deslizador, cambia el area del cuadrado inicial (y todos los

posteriores); sin embargo, la razén entre las areas de dos cuadrados consecutivos se mantiene
. 1 ’ . . . o .

fija igual a > Esto le ayudaria a realizar modificaciones a su modelo matematico con el fin de
que, al mover el deslizador, la grafica de la funcidbn también se mueva junto con los puntos

construidos en la Vista Grafica 2.

Analisis esperado para el item (ii) de la prequnta 1 d)

Luego de que el estudiante movilice su esquemade uso variacion, se espera que realice
modificaciones en su modelo matematico, interpretando que el valor del deslizador afecta al valor

del area del primer cuadrado y que la base de la funcién exponencial permanece constante.

Se espera que el estudiante trabaje con un valor particular de a. Por ejemplo, a = 2,
generando un cuadrado inicial de longitud de lado igual a 6u y de area igual a 36u?, tal y como

se muestra en la Figura 26.

47



Figura 26. Grafico un conjunto de cuadrados para a = 2

Fuente: Elaboracion propia

Se espera que el estudiante se fije en las constantes del modelo matematico creado
cuando la medida del lado del primer cuadrado era 4u. Es decir, constantes 16 (area del primer
cuadrado) y 0.5 (razén entre las areas de dos cuadrados consecutivos). Para el caso particular
del cuadrado cuya medida del lado es 6u (a = 2), se espera que pruebe modificando en GeoGebra
la constante 16 de su modelo matematico por 36 y logre con ello que la grafica pase por los
puntos creados en la Vista Grafica 2. Luego, movilizaria sus esquemas de uso patrones y
funcidn para asociar el modelo matematico con el deslizador a, de modo que los cambios se
realicen de forma simultanea, por lo que para ello deberia identificar que dicha constante (16 en
el modelo matematico inicial) deberia ser (4 + a)? y reescriba en GeoGebra su modelo como
sigue:

nx-1
y=4+a)?- (E)

Estas acciones evidenciarian que el estudiante generé su esquema de accion

instrumentada, dado a que conseguiria construir un modelo matematico que describa el

comportamiento de las areas de una familia de cuadrados en funcién de la posicién que ocupan.

Se espera que el estudiante se instrumentalice localmente con la herramienta deslizador
de GeoGebra para asociarlo con otras herramientas, como puntos, poligonos y funciones, que le
permita disefiar un contexto dinamico (como modificar las dimensiones de un cuadrado) y

trabajar con familias de funciones (nuevo modelo matematico asociado con el deslizador) y no
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sélo con contextos estaticos (como lo seria trabajar con un primer cuadrado de dimensiones
fijas). Asimismo, se instrumentalice con la herramienta funcion de GeoGebra al generalizar y
representar el comportamiento de una sucesion de numeros, que cambian dinamicamente al
variar un deslizador.

Por otro lado, se espera observar como la generacion o movilizacion de los esquemas
de uso patrones, variacion y funcién lleven al estudiante a construir su esquema de accidn
instrumentada al disefar e implementar un modelo matematico que represente algebraica,

numeérica y graficamente el comportamiento de una familia de sucesiones geométricas de razén
igual a % y de valor inicial el area del primer cuadrado, lo que seria caracterizar diferentes
sucesiones geomeétricas que cumplan las condiciones antes mencionadas.

Si el estudiante llega a este punto, diremos que ha logrado la génesis instrumental de
GeoGebra en el estudio de sucesiones geométricas de razon igual a % y de valor inicial el area
del primer cuadrado, porque mostraria elementos que validarian haber realizado los procesos de
instrumentalizacion e instrumentacion para lograr el objetivo principal de la actividad.

Antes de mostrarle al estudiante el item (e), el investigador comentaria que la actividad

esta centrada en trabajar con sucesiones geométricas, donde el modelo matematico

representaria el término enésimo se la sucesion.

item e): Brinde caracteristicas sobre las siguientes sucesiones geométricas:

i. 36,18 9 92, ...
i. 24,12,6,3, ...
ii. 72, 24,8, 83, ...

Analisis esperado para el item 1 e)

Se espera que el estudiante utilice su modelo matematico para brindar caracteristicas de
cada una de las sucesiones mostradas. Es decir, construir la expresion general T,, de cada una
de ellas (término enésimo), representar los términos de la sucesion como pares ordenados y

dibujar una curva que pase por dichos puntos.

Con relacion a la sucesion planteada en el item (i), se espera que el estudiante relacione
el primer término con el area de un cuadrado, cuya medida de su lado es igual a 6u. Para ello,
colocaria el deslizador en el valor a = 2 y obtendria la expresion general de la sucesién como se

muestra a continuacion:
2 1 x—1
Te=(4+2% (3) .
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Con relacién a la sucesién planteada en el item (ii), se espera que el estudiante relacione
el primer término con el area de un cuadrado, cuya medida de su lado es igual a v24u, numero
que no se puede colocar con el deslizador a. Se espera también que busque estrategias para

modelar el término general de la sucesion sin depender del deslizador disefiado en GeoGebra.
. .y sy . . 1 .
Como la razon de la sucesion geométrica sigue siendo de ~» Se espera que el estudiante

modifique manualmente la constante inicial y coloque el valor 24, lo que significaria que amplia
su modelo para valores irracionales. La expresion general de la sucesién seria como la que se

muestra a continuacion:
1 x—1
T,=24-(3) .

Con relacién a la sucesion planteada en el item (iii), se espera que el estudiante salga del
contexto de la actividad y centre su atencion en realizar modificaciones a su modelo matematico.
Como ya reconocié en el item anterior que el valor inicial de la sucesién es la constante inicial
del modelo, reemplazaria 24 por 72. Del mismo modo, reconoceria que la razén de la sucesion
es la base de la funcidn exponencial (modelo matematico). La expresién general de la sucesion

seria como la que se muestra a continuacion:
1 x—1
T.=72-(3)

Para resolver las tareas planteadas, el estudiante deberia realizar modificaciones a su
esquema de accién instrumentada, que viene a ser su modelo general asociado con el
deslizador. Es decir, el esquema de accion instrumentada cumple el rol de esquema de uso para

poder caracterizar las sucesiones geométricas planteadas.

Salirse del contexto de la actividad para generalizar con GeoGebra distintas sucesiones
geométricas, realizando modificaciones a su modelo matematico, seria un indicador de que
GeoGebra se transformé en un instrumento para el estudiante con el fin de caracterizar cualquier
sucesion geométrica. Es decir, el estudiante lograria transformar el artefacto GeoGebra en un

instrumento para el estudio de sucesiones geomeétricas.

3.3.3 Andlisis de la informacion recolectada en la Actividad
Con relaciéon a la forma en la que el estudiante, a quien llamaremos en adelante José,

siguid las instrucciones para generar el contexto del problema, se pudo identificar el uso de
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diferentes herramientas de GeoGebra y la generacion y movilizacién de esquemas de uso sobre
el artefacto GeoGebra. A continuacion, se presenta el analisis de la informacion recolectada de
José, a partir de instrumentos como archivos de GeoGebra, grabaciones de video y de una

entrevista semiestructurada.

Anélisis de la actividad desarrollada por José

Instruccién: i. Construya un deslizador a que varie desde -3 hasta 3 con incrementos de 0.1
unidades. Luego, fije el valor a = 0 y ubique los puntos (0, 0); (4 +a, 0); (4 +a,4+a); (0, 4 +

a). A continuacioén, construya un primer cuadrado

Analisis de i)

José abrié un archivo de GeoGebra para realizar sus exploraciones y desarrollar la
actividad propuesta. El estudiante utilizd la herramienta deslizador de GeoGebra para variar
dinamicamente las dimensiones de un cuadrado. Para ello, siguié las indicaciones y configuro el
deslizador colocando -3 como valor minimo, 3 como valor maximo e incrementos de 0.1

unidades.

Luego, con la herramienta punto de GeoGebra, asociado con la nocién de punto como
par ordenado, construyé los puntos: (0, 0); (4 + a, 0); (4 + a,4 + a)y (0, 4 + a), que fueron

simbolizados con las letras A, B, C y D respectivamente.

A continuacién, José utilizé la herramienta poligono de GeoGebra, relacionado con las
caracteristicas y propiedades de dicho objeto matematico, como que presente vértices, lados,
area y que sea cerrado. Para ello, seleccioné de forma consecutiva los vértices A, B, C, Dy A,

formando el cuadrado solicitado.

La Figura 27 muestra el resultado de la construccién realizada por el estudiante, aunque

parece estatica, al mover el deslizador a, las dimensiones del cuadrado cambian.
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Figura 27. Grafica del cuadrado formado por los puntos A, B, C, D.

Fuente: Produccion del estudiante de la Actividad i

Lo dicho en el parrafo anterior, se puede corroborar en el extracto de la entrevista

semiestructurada que se muestra a continuacion:
01. Investigador: ¢ Qué funcion cumple el deslizador a?

02. Estudiante: el a hace crecer los lados. Este en particular porque, bueno, el Unico punto
fijo es el punto A, no el que no se mueve, pero el punto D, B y C son los que estan en
constante movimiento cuando yo muevo el deslizador. Es decir, aumentan las medidas
de los lados [del cuadrado, agregado por el investigador], justamente colocaba punto
donde decian cuatro mas a. Asi que conforme yo voy afadiendo a, va aumentando los

lados.

Luego, se corrobor6 que el estudiante reconocia la informacién brindada por GeoGebra

al construir el poligono, tal y como se muestra en el siguiente dialogo:

03. Investigador: ahora dime, ;Qué informacion te brinda GeoGebra en la vista

algebraica?

04. Estudiante: a ver, la vista algebraica, puedo decir que a, , b, ¢ y d son las medidas de
todos los lados y pues considero que c1 es el area que se forma automaticamente, pero

del cuadrado, me doy cuenta por ello, porque cuando estaba en a = 1 los lados del
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cuadrado miden cinco, entonces seria cinco al cuadrado, sale 25 entonces ahi confirmé

€S0.

05. Investigador: ahora, coloca el deslizador en a = 0 para trabajar la primera parte de la

actividad.

Esta corroboracién fue importante, ya que justifica que José haya utilizado estos simbolos
en las construcciones que realizé a lo largo del proceso de resolucion, lo que permitieron que, al
variar el deslizador, se dieran cambios simultaneos en otros objetos matematicos, como la

construccion de puntos que se describen a continuacion.

Instruccién: ii. Determine el area del primer cuadrado y represente el resultado obtenido como
un punto en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Nota: El punto debe tener como abscisa el numero del cuadrado y como ordenada su area.

Analisis de ii)

El estudiante anadié una Vista Grafica 2 de GeoGebra, donde ubicaria un conjunto de
puntos segun las instrucciones dadas. Para ello, movilizdé su esquema de uso punto relacionado
con la nocién de relacién funcional, ejecutado al escribir en la barra de entrada escribié el par

ordenado E = (1, c¢1), tal como se observa en la Figura 28.

Figura 28. Grafica del par E en la vista grafica 2

Fuente: Producciéon del estudiante de la Actividad ii
Ademas, durante el desarrollo de esta instruccion se tuvo el siguiente dialogo:

06. Estudiante: ok, luego me dice que represente este. El area como un punto en la Vista

Grafica 2, 4 Como lo representaria eso? A ver.

07. Investigador: ahi hay una nota
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08. Estudiante: A qué se refiere con el numero del cuadrado, profesor?

09. Investigador: lo que pasa es que tu vas a seguir haciendo cuadrados, entonces, por
ejemplo, este es el primer cuadrado. Puedo decir que el niumero que le corresponde es
el uno.

10. Estudiante: ah, ok
11. Investigador: uno es el nimero del cuadrado en este caso y ¢1 su area

12. Estudiante: ok. Si es asi, entonces esta grafica voy a usar, 1y el area que seria c1.

Instruccién: iii. Construya un segundo cuadrado inscrito en el primero, cuyos vértices se
ubiquen en los puntos medios de los lados del primer cuadrado. Luego, determine su area y

represente el resultado como un punto en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Analisis para iii)

José utilizé la cuadricula de GeoGebra para ubicar los puntos medios de cada lado del
cuadrado inicial. Luego, con la herramienta poligono, uni6é los puntos y dibujé un segundo
cuadrado. Al conocer el area del segundo cuadrado: ¢2, movilizé su esquema de uso punto
para construir el par coordenado (2, ¢2), que relaciona las variables posicion del cuadrado y area
del cuadrado, con lo cual movilizé la nocion de relacion funcional. La Figura 29 muestra los
resultados de las acciones de José con GeoGebra.

Figura 29. Grafica del primer y segundo cuadrado y de los puntos E y J

Fuente: Produccion del estudiante de la Actividad iii
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Instruccién: iv. Repita el procedimiento descrito en el inciso iii) para dibujar 4 cuadrados
adicionales.

Analisis para iv):

El estudiante utilizé las herramientas punto y poligono de GeoGebra, de la misma manera
en la que lo hizo en el item (iii), con los que construyé los cuatro cuadrados adicionales, y movilizé
su esquema de uso punto para construir los puntos E, J, O, T, A1 y F1, que representan la
relacion entre las variables posicién del cuadrado y area del cuadrado. La Figura 30 muestra los

cuadrados dibujados por José, asi como los puntos creados en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Figura 30. Gréfica de los primeros seis cuadrados y de los pares E, J, O, T, A1, F1

Fuente: Produccion del estudiante de la Actividad iv

Luego de esta primera parte en la que José debia seguir instrucciones para construir la
situacién planteada en la actividad, se observa que casi todas las acciones que fueron previstas
se realizaron. La Unica diferencia se dio en que se habia previsto que utilice la herramienta medio
de GeoGebra para dibujar el sexto cuadrado; sin embargo, no fue necesario para él, dado que
se guio de la cuadricula, aunque present6 dudas de si habia colocado correctamente los vertices
de dicho cuadrado, lo que lo hizo mirar la vista algebraica para ver las medidas de longitud y area

asociadas con ese cuadrado.

José potencié las propiedades y funcionalidades del artefacto GeoGebra al utilizar sus
herramientas deslizador, punto y poligono en un contexto diferente al que las habia utilizado.
Segun Rabardel (2011), podemos decir que José ha instrumentalizado GeoGebra al reconocer
las caracteristicas de las herramientas utilizadas, que le servirian luego en la construccién de su

modelo matematico. Por otro lado, se observo la movilizacion de esquemas de uso, como el
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esquema de uso punto, asociado con la nocién matematicas de relacién funcional, el cual

guarda relacién con el proceso de instrumentaciéon de GeoGebra.

A continuacién, se presenta el andlisis de la informacion recolectada de José a partir de
instrumentos como archivos de GeoGebra, grabaciones de video y de una entrevista

semiestructurada.

item a): Si se dibujara un séptimo cuadrado, ;Cuéanto seria su area? Explique su

procedimiento.

Analisis del item 1 a)

José menciono que, para conseguir el area del séptimo cuadrado, debia continuar con la
misma loégica que en el item anterior, como hallar los puntos medios de cada lado del sexto
cuadrado, unirlos, determinar su area y representarlo graficamente; sin embargo, presento
dificultades para hallar los puntos medios de los lados del séptimo cuadrado, porque ya no los
podia hallar a partir de la cuadricula, tal como lo hizo en los casos anteriores.

El estudiante se tomé unos segundos para pensar en los pasos a seguir y luego describid

su procedimiento de la siguiente manera:

13. Estudiante: bueno, para construir el séptimo cuadrado pues se divide en esta misma
l6gica, ¢ No? Conseguir los puntos medios de este cuadradito mas pequeno que esta aqui
¢No? Solo que en este caso tal vez, para hallar las medidas de sus lados de este
cuadrado, tal vez qué podria hacer.....Bueno, tal vez podria hacer las herramientas del
mismo GeoGebra para medir la distancia de dos puntos para que me dé las medidas de
los lados no esté de séptima. Es decir, primero, pues con la opcién de medio centro no
hallaria los vértices del séptimo cuadrado. Luego, los unificaria ¢No? Los uniria a través
de la herramienta de poligono, para posteriormente emplear a este la herramienta que

nos menciona aca: distancia longitud, y poder hallar a los lados del cuadrado, ¢ No?
14. Investigador: pero puedes hacerlo. Normal.

Una vez descrita la forma en la que iba a resolver lo pedido en la pregunta, el investigador
solicité que el estudiante lo hiciera en GeoGebra. A partir de la construccion realizada, se
evidencio que José utilizd la herramienta medio de GeoGebra, movilizando con su esquema de
uso punto medio, relacionado con la obtencion del punto medio de un segmento, y con la
herramienta poligono de GeoGebra dibujé el séptimo cuadrado. La Figura 31 muestra el
resultado de dicha construccién y permitié al estudiante indicar que el area del séptimo cuadrado

era 0,25 U2
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Figura 31. Grafica de los siete cuadrados y c7.

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 a)

Del extracto de la entrevista semiestructura (linea 13), se observa que el estudiante tenia
conocimiento de ofras herramientas de GeoGebra que lo hubieran llevado a realizar otro

procedimiento de resolucion para hallar el area del séptimo cuadrado.

Se observa la instrumentalizacion de GeoGebra por parte de José al utilizar la
herramienta medio que le permite hallar con exactitud el punto medio de un segmento. Asi como
la movilizacién de la nocién de punto medio asociado con su esquema de uso punto medio y
de la nocion de relacién funcional asociado con su esquema de uso punto, como parte del

proceso de instrumentacion de GeoGebra.

item b): Si se continuara con este procedimiento, ;Es posible calcular el area de cualquiera

de los cuadrados inscritos? Justifique su respuesta.

Analisis para el item 1 b)

José menciond que si es posible calcular el area de cualquiera de los cuadrados inscritos.
Inicialmente, para justificar su afirmacion, el estudiante traté de encontrar una relacion entre la
longitud de cada uno de los cuadrados dibujados en GeoGebra y sus respectivas areas,
movilizando su esquema de uso area de un cuadrado, asociado con la formula geométrica que

permite hallar el area de un cuadrado a partir de la medida de uno de sus lados.
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Para este procedimiento, José no utilizé6 GeoGebra, ya que lo realizé con lapiz y papel en
su cuaderno de apuntes. El estudiante simbolizé el lado del cuadrado con la letra x y con la letra
y su respectiva area. La medida del lado del primer cuadrado dibujado en GeoGebra era de 4 u
(x = 4)y su area era igual a 16 u? (y = 16). Como los vértices del segundo cuadrado eran los
puntos medios del primer cuadrado, el estudiante hallé la medida del lado del segundo cuadrado,
que no era visible directamente en la Vista Grafica de GeoGebra, utilizando el triangulo notable

de 45°, tal como se refleja en la Figura 32.

Figura 32. Longitud del lado del sequndo cuadrado.

Fuente: Produccién del estudiante del item 1 b)

Para el tercer cuadrado, la medida del lado se obtenia directamente de la Vista Grafica
de GeoGebra, que era igual a 2 unidades y su area de 4 u?. José repitié el mismo procedimiento
hasta el sexto cuadrado y los resultados obtenidos los organizé en una tabla, tal como se muestra
en la Figura 33.
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Figura 33. Tabla de valores de los lados de los cuadrados (x) y el area (y).

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 b)

En cada una de las columnas de la tabla mostrada en la Figura 33, se observa que José
movilizé su esquema de uso patrones, relacionado con la identificacién de regularidades en
una secuencia de numeros, lo que le permitié identificar un patréon de cambio para cada una de

las variables. El estudiante reconocidé que los valores del lado del cuadrado siguen una

., Ly ;. 1 . . . .y
progresion geomeétrica de razén igual a 7 Y que el area de dichos cuadrados esta en progresion

Ly L. 1
geomeétrica de razon igual a >

El estudiante presenté dificultades para poder encontrar la relacién entre los valores
mostrados en la tabla, razén por la cual se presentd el siguiente didlogo entre José y el

investigador:

15. Investigador: para ti, ;Qué es x ?

16. Estudiante: x representa las medidas de los lados

17. Investigador: y, ;Qué es “y"*

18. Estudiante: las areas del cuadrado

19. Investigador: entonces, ¢ Cual seria la relacién?

20. Estudiante: a ver, bueno aqui lo mas obvio seria de que sin la medida de los lados,
no podemos obtener las areas, [...] nos damos cuenta que tanto si las medidas de los
lados decrecen, las areas decrecen también. Es algo también que he notado. Ahora,
quiero ver qué comportamiento va a ir detras. Aqui el comportamiento que puedo hallar
es la mitad, ¢ No? Un medio. Entonces, seria por un medio [se refiere a los cambios en el
area de los cuadrados], de igual manera aqui, de la misma manera aqui, [...], pero hay

que tener también entre raiz de 2. Aqui, con esto y esto vamos a ver, porque entre raiz
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de 2 tal vez, si. Creo que si, o bueno por 1. Entre raiz de 2 [se refiere a los cambios en la
medida del lado del cuadrado], si elevo al cuadrado, entonces ...

21. Investigador: ¢ Te cumple?

22. Estudiante: me he dado cuenta de que si me cumple. Por ejemplo, 4 al cuadrado es
16, 2 raiz de 2 al cuadrado, si me da 8.

23. Investigador: ok. Entonces muy bien, [...] la relacién que hay entre "x “e "y" es la
que has puesto acéa [José escribid en su cuaderno de apuntes y = x?2], pues porque si
este es el area del cuadrado y este es su lado, entonces, al final la relacion entre el lado
y el area del cuadrado, es que lo elevas al cuadrado.

24. Estudiante: claro. Este es el area del cuadrado pues.

En ese momento, el investigador retomo la pregunta planteada al inicio, con el fin de que
José centrara su atencion en relacionar la posicion del cuadrado (primero, segundo, tercero y asi

sucesivamente) con su respectiva area:

25. Investigador: ahora, regresemos a la pregunta. ¢Si es posible calcular el area de
cualquier cuadrado 6sea en cualquier posicion? O sea, te estan diciendo que encuentres
una relacion entre estos [se refiere a la relacion entre los valores de la columna "x “ e
"y"], porque este es la posicion y este es el area [se refiere a los valores de la columna
“x” e “y”]. Entonces, como te dije, ¢ Cual seria el area del cuadrado numero 20? ;Cual
seria el area del cuadrado numero 1007 ¢ Es factible tal vez una expresion que te permita

obtener el area en una posicion cualquiera a partir de esta informacién que esta aca?

Luego de la pregunta, José centré su atencion en el comportamiento de los puntos
construidos en la Vista Grafica 2 de GeoGebra, cuyas coordenadas representaban la posicion

del cuadrado y su respectiva area. El estudiante expreso verbalmente lo siguiente:

26. Estudiante: creo que si. Si se va a poder, porque algo también que he notado aqui es
que tal vez va a existir que la expresion va a ir muy pegada al eje de las abscisas, porque
el area no puede ser cero. Por ende, estas cantidades se van a ir reduciendo hasta tal

limite de llegar a ser tal vez un nimero diminuto, pero nunca cero.

José decidié crear una nueva tabla, el cual se puede ver en la Figura 34, en la que
denominé a la primera columna “x”, que representaba la posicién del cuadrado, y a la segunda
columna la denomind “y”, que representaba el area de cada cuadrado. Estos valores fueron

transcritos de las coordenadas de los puntos construidos en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.
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Figura 34. Tabla que relaciona la posicién del cuadrado y su area

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 b)

En esta nueva tabla, el estudiante reconocid que los valores numéricos asociados con la
posiciéon de los cuadrados aumentaban de uno en uno; sin embargo, presenté dificultades para

encontrar la relacién esperada, tal y como se muestra en el siguiente dialogo.

27. Investigador: ¢ Qué significan los valores de tu tabla?

28. Estudiante: que para el cuadrado 1, su area es 16; para el segundo, 8. Bueno, aqui
siempre he tenido problemas tan solo con decir el numero ;No? Es decir, digamos que
puedo poner el niumero 20, me tiene que dar el area de dicho cuadrado.

29. Investigador: si.

30. Estudiante: ah ya. Ok, ... A ver, entonces veamos lo siguiente: “x” representa los
numeros de cuadrado y “y” su area. Aqui podemos darnos cuenta de que el
comportamiento de aqui esta sumando uno en este lado cada vez que es mas uno [se
refiere a que en la columna “x” los valores aumentan en una unidad] y aca una divisioén
por 1/2 [se refiere a la columna “y” donde los valores consecutivos se multiplican por 1/2]
31. Investigador: tu tienes 16. Para uno, es 16. Ahora, ¢ Este segundo numero como se
obtiene? EIl 8, ; Qué haces para obtener el 8?

32. Estudiante: en este caso, bueno seria elevar al cuadrado 22 para que me de 8.
33. Investigador: ya, pero vamos a centrar en estos dos [se refiere a la primera fila de las
columnas “x” e “y”], parax =1 es y = 16, ahora cémo llego a 8, ;Qué has hecho para
llegar a 87

34. Estudiante: bueno, de 16 a 8 me doy cuenta que es una divisién. O sea, se divide
entre 2.

35. Investigador: divides entre 2 y como producto, ¢Qué significa? O sea, expresarlo

como producto no como division, ¢ Por quién estas multiplicando 167?
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36. Estudiante: por un medio estoy multiplicando

37. Investigador: por un medio. Entonces tu puedes, a partir de este primero [se refiere al
valor de 16, ver figura 34], encontrar el segundo ahora y ¢ Tu puedes encontrar este de
aca el tercero a partir del primero?

38. Estudiante: a decir ya, no seria si elevando. En este caso, multiplicando por cuatro.
39. Investigador: ;Por 1/4?

40. Estudiante: por 1/4! Ah claro... Seria 16 a 4 tendria que ser

41. Investigador: y ¢4, Tu puedes llegar de 16 a 27?

42. Estudiante: creo que si. Si se podria llegar. Es decir, tendriamos de que de 16 a 4 si
me doy cuenta de que existe un valor si le saco la raiz cuadrada a 16 llego a 4, pero con
2 me doy cuenta de que podria elevarlo a un medio. 16 a un medio me da 4, 2 seria tal

vez 2 elevado a un cuarto, creo que...

1
43. Investigador: ¢, 24+ ?

44. Estudiante: ah no. Eso creo que no j...

Hasta este momento de la entrevista observamos que José no logra reconocer la relaciéon
entre los valores de la columna x e y. Es por eso que se le brinda unas observaciones para que

tenga una mejor idea, tal y como se muestra en el dialogo siguiente:

45. Investigador: a ver. Otra vez. Te voy a guiar un poquito mas. Tu me has dicho hace
ratito si yo empiezo en 16 para llegar al segundo término, lo multiplico por un medio. Yo
empiezo en 16, para llegar a 8, he multiplicado por un medio. Ahora, de 8 para llegar al
otro otra vez por un medio segun lo que tu has puesto aca, ;No? Entonces, para llegar
de 16 a 4 he tenido que multiplicar [ ver figura 34, segunda columna]

46. Estudiante: dos veces un medio

47. Investigador: un medio por un medio

48. Estudiante: entonces me doy cuenta aqui de que tal vez esto seria lo que se podria
elevar a cuantas veces yo quiera disminuir, ;No? Entonces seria, a ver vamos a ver si
asi sale. Si, porque en el primero es multiplicar 1/2 y en el segundo seria multiplicar por
otro 1/2 y asi sucesivamente. Entonces, eso lo podriamos colocar de este modo ¢No?,
en el cual este “x” representaria los numeros de cuadrados que voy. Es decir, cuantas
veces yo voy a multiplicar, entonces considero que este podria ser, tal vez, la forma en la
cual se podria llegar (el estudiante escribe 16 = (1/2)"x )

49. Investigador: 16 por un medio de “x”. A ver, vamos a ver si funciona
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Observamos en el didlogo previo (fila 48) que José encuentra una relacion entre los
valores de x e y; sin embargo, aun falta comprobar que sea la relacion correcta. Para ello, el
estudiante usa su cuaderno y comprueba los valores y se da cuenta que cuando el nimero del
cuadrado es uno, 0 x = 1, el valor del area es 8, o lo que es lo mismo y = 8. Esta verificacion
le hace darse cuenta que no es correcto. Observamos también que el estudiante utiliza su
esquema de uso patrones, ademas que sigue con la comprobacién, tal como se puede leer en

la siguiente conversacion.

50. Investigador: six = 2, ¢ Cuanto te sale?

51. Estudiante: six = 2, mesaley = 4

52. Investigador: claro. Por ahi va, pero ;Qué modificacién le harias?, porque por

ejemplo, six = 1, deberia darte 16

53. Investigador: pero ;Ddénde debes cambiar? Porque si te das cuenta, cuando le has

dado x =1 y te sale 8, cuando le has dado 2 es 4. Entonces, Qué es lo que debes

variar?

54. Estudiante: tal vez. A ver, sile pongo 16 es 32. No sé. Vamos a ver qué tal me sale.

A ver, si es uno sale 16, si es 2 me da 8, si es 3 me da 4 creo que...

55. Estudiante: 32 por un medio a la “x”

56. Investigador: 32 por un medio a la “x” [se refiere a la ecuacion 32 - G)x 1

Finalmente, José reconocié que los valores numéricos asociados con la posicion de los
cuadrados aumentaban de uno en uno y que, para obtener el area de un siguiente cuadrado, se
debia multiplicar por un medio al area del cuadrado anterior, tal y como lo sefiala en las lineas
54 y 55 del dialogo anterior. Esto nos permite afirmar que José nuevamente utilizé su esquema
de uso patrones al realizar cuentas para obtener los valores correctos. En resumen, se tiene
que el estudiante expreso la relacion entre estas variables como una funcién exponencial

y=z () =52 ().

donde x representa el numero del cuadrado e y su respectiva area, tal como se puede ver en la
Figura 35.
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Figura 35. Expresion general de la sucesion Geométrica

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 b)

Estas acciones nos permiten afirmar que el estudiante movilizé su esquema de uso
patrones y lo llevd a movilizar su esquema de uso funciéon al encontrar una regla de
correspondencia que modela el area de los cuadrados para un conjunto de valores de x, que
representan la posicion de estos. Cabe mencionar que José utilizé lapiz y papel para hacer sus
cuentas, dado que le resultaba mas cémodo hacerlo de esa manera.

Identificamos diferencias entre lo que habiamos previsto y lo que se evidencioé en la parte
experimental, dado a que el estudiante entendio la pregunta del item (b) como si se le estuviera
solicitando una relacion entre el area de un cuadrado y la medida de uno de sus lados. Los
intentos que mostré José para encontrar tal relacion nos hace pensar que primé en él la busqueda
de una generalizacion en lugar de utilizar la formula geométrica que permite hallar el area de un
cuadrado a partir de la medida de su lado. Por ese motivo, es que se sefala que José moviliza
su esquema de uso patrones.

La intervenciéon del investigador fue oportuna para encaminar al estudiante en que
reconociera la relacion entre la posiciéon del cuadrado y la medida de su area como un
acercamiento hacia la nocion de término general de una sucesién geométrica. Las acciones
realizadas por el estudiante, hasta modelar su funcién que representa la relacion antes
mencionada, involucraron la movilizacion de nociones matematicas como patrones,
razonamiento inductivo, funciéon exponencial, entre otros, que fueron puestos en juego al
movilizar su esquema de uso funcidn. Estas acciones pudieron haber sido realizadas en una

hoja de calculo de GeoGebra, como parte de un proceso de instrumentacién de GeoGebra.
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Cabe mencionar que José llega a plantear una expresién diferente a la que se habia
previsto; sin embargo, al realizar operaciones matematicas relacionadas con la teoria de
exponentes, se logra ver que representan a la misma funcion:

Modelo matematico previsto: y = 16 - (%)x_l =16 G)x (%)_1 =16 G)x -2=32- (%)x

X
Modelo matematico del estudiante: y = 32 - G)

item c): ¢Existira una curva que pase por todos los puntos ubicados en la Vista Gréfica 2?
Justifique su respuesta.

Analisis del item 1 c)

José menciond que si es posible, pues en el item anterior logré encontrar el término
general asociado con una funcién exponencial y menciond que en esta pregunta lo que le piden

es comprobarlo. Es asi que el estudiante digité en la barra de entra de GeoGebra la ecuacion:
X
y =32 G) , tal y como se muestra en la Figura 36.

Figura 36. Gréfica de una funcion que modela el n-ésimo término de la sucesion

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 c)

Se evidencia que José movilizd su esquema de uso funcién relacionado con la regla de
correspondencia de una funciéon exponencial definido en su dominio natural, ejecutado con la

herramienta funcion de GeoGebra. Los resultados obtenidos fueron previstos por el investigador.

José utilizé una diversidad de herramientas de GeoGebra como medio, poligono, funcién,
punto, deslizador, asi como las diferentes vistas del software que ya conocia previamente al

haberlas utilizado al trabajar con otros conceptos. Esto evidencia que José potencié las
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propiedades del artefacto GeoGebra al asignarle nuevas funciones para resolver parte de la
actividad. Desde la perspectiva de Rabardel (2011), estos son componentes de un proceso de

instrumentalizacion.

Asimismo, la instrumentacion de GeoGebra se basd en representar graficamente su
modelo matematico, lo que permite caracterizar una sucesion geométrica de valor inicial 16 y

razon 0.5 al movilizar su esquema de uso funcién.

item d): Manipule el deslizador a.
i. ¢Qué cambios observa en ambas vistas graficas?
ii. ¢Es posible determinar una expresion, tal como lo hizo en el inciso b), que modele

como cambia el area de los cuadrados?

Analisis del item 1 d)

Con relacion al item (i) de la pregunta d), el estudiante manipul6 el deslizador a de 0 a 3

y mencioné que los puntos E, J, O, T, A1y F1, que pertenecen a la grafica de la funciény = 32 -

X
(%) ,representada en la Vista Grafica 2 de GeoGebra, se desplazaron por encima de dicha

curva. Ademas, mencion6é que el cuadrado mayor aumenta de lado. Por otro lado, cuando
movilizé el deslizador de 0 a -3, indicé que los puntos E, J, O, T, A1 y F1 se desplazaron por
debajo de la curva y que el cuadrado mayor disminuyd de lado. Estas modificaciones en las

dimensiones de los lados del cuadrado se pueden observar en las Figuras 37 y 38:

Figura 37. Cuadrado de lado 3 unidades (a = -1)

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 d) i
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Figura 38. Cuadrado de lado 5 unidades (a = 1)

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 d) i

Observamos que José moviliza su esquema de uso variacién, relacionado con la
identificacion de los cambios de los elementos del cuadrado (vértices, lados, area) asociados con
los cambios en los valores del deslizador a que fue disefiado en GeoGebra. Esta manipulacion
del deslizador ayuda a que el estudiante pueda relacionar el deslizador a con el termino general

encontrado en el item b).

Con relacion al item (ii) de la pregunta d), el estudiante, al inicio, responde que no le
quedo claro la pregunta. Por ese motivo, el investigador replanted la pregunta como se muestra

a continuacion:

57. Investigador: ;Qué cambios podrias hacer en la expresién matematica que hallaste
en una pregunta anterior, de modo que, cuando cambies las dimensiones del cuadrado
inicial con el deslizador, puedas identificar los valores de las areas en las diferentes
posiciones de los cuadrados?

58. Estudiante: bueno, mi expresién corresponde mas que nada cuando los lados del
cuadrado son 4 [se refiere a la medida de los lados].

59. Estudiante: con 1y 5 [se refiere cuando en deslizador a = 1 y el lado del cuadrado

mayor en ese momento es de 5 unidades]
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Hasta ese momento, el estudiante movilizé su esquema de uso variacion, pues
desplazé el deslizador y lo colocé en la posicién a = 1. En pantalla, se observa que el lado que
corresponde al cuadrado mayor mide 5 unidades y los puntos construidos en la Vista Grafica 2
se desplazaron verticalmente. José no identifico rapidamente qué cambio debia realizar en la
funcién para que su grafica pase por los puntos que se habian desplazado, dado que, si
conseguia hacerlo, hubiera encontrado el término general de la nueva sucesién geométrica de
valor inicial 25 y razdn %.. Para conocer como el estudiante iba a trabajar la sucesion con a = 1,

se presento el siguiente dialogo:

60. Investigador: ¢qué ha pasado con los puntos construidos en la Vista Grafica 2 de
GeoGebra y con las areas de los cuadrados cuando moviste el deslizador y lo colocaste
ena=17?

61. Estudiante: me doy cuenta, inicialmente, de que cuando muevo “a” a un valor positivo
mayor que cero, las areas se incrementan. Por eso que también estos puntos se mueven,
ya cuando es negativo no sucede lo mismo. Al contrario, se reducen porque “a” esta
adentro de este lado porque es “(4 + a)”. Si lo reduzco, pues se reduce también la medida
del lado. Bueno, aqui el comportamiento de 1/2 ese si se mantiene [se refiere a la razon
1/2 encontrado en el item (b)]. Es decir, este comportamiento desde el lado mayor hasta
el menor siempre es 1/2, porque de eso me doy cuenta aqui: 25 por un medio 12,5, 12,5
por un medio 6,25. Entonces creo que ese 1/2, en la expresion que me ha salido, creo

que tal vez deberia quedar.

De lo mencionado por el estudiante, se observa que reconoce que el valor del deslizador
afecta la medida del lado del cuadrado inicial y, por ende,_el resto, al mencionar en la linea 61:
“... porque “a@” esta adentro de este lado porque es “(4 + a)”. Del mismo modo, reconoce que la
razon entre las areas de los diferentes cuadrados sigue siendo %, al indicar en la linea 61: “...
aqui el comportamiento de 1/2 ese si se mantiene. Es decir, este comportamiento desde el lado
mayor hasta el menor siempre es 1/2”. Esto es importante para que el estudiante logre encontrar

el término general de una familia de sucesiones geométricas de razon % y valor inicial (4 + a)?

Para que el estudiante plasme sus ideas y responda a la pregunta (ii) del item d, se le
realizaron algunas preguntas que se muestran en el siguiente extracto de la entrevista

semiestructurada:

62. Investigador: y siguiendo esa misma ldgica, ¢Qué cambios podrias hacer en la

funcién?
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63. Estudiante: tal vez aqui me doy cuenta que al area inicial seria multiplicarle por dos

1
al area total de este primer cuadrado. Si multiplico por 2, es decir, 25-2 - G) me da 25

[se refiere a que cuando a = 1 el area del cuadrado mayor es 25].
64. Investigador: ¢ Puedes hacer ese cambio en tu modelo matematico [el investigador se

refiere a la funcion exponencial] y ver si tu l6gica funciona?
X
65. Estudiante: si. En mi modelo, tengo que 2 - 16 - G) . Esto es siempre y cuando yo

sepa el area del primer cuadrado [se refiere al modelo encontrado para el caso que a =
0]. Es decir, cuando ya no lo sé, varia. Eso, lo de la multiplicacion por 2, queda, pero lo
gue si no voy a saber cual es el area. En este caso, por ejemplo, cuando yo esté aqui [se
refiere cuando a = 1], necesitaria saber cual es el area de este cuadrado, de que va a
seguir esta misma légica. Estoy seguro de que si, pero necesitaria saber obligatoriamente
cual seria el area para poder utilizar este procedimiento

66. Investigador: ¢Y no sabes cual es el area?

67. Estudiante: si sé cual es el area.

68. Investigador: entonces, ¢ Qué cambio harias a tu modelo?

69. Estudiante: aqui creo que he notado algo. De que tal vez como yo tengo c¢17 [se refiere
al simbolo que GeoGebra le asigné al area del cuadrado de la posicion 1]. A ver un ratito.
He notado que ¢7 me da el area inicial y como yo estoy diciendo si multiplico el area inicial
por 2 es igual a la misma logica, tal vez seria representar, con esta expresioén, a 2 por c1,
que representaria el area del cuadrado mayor por un medio elevado a la “X” y “X”
representaria cuantos cuadrados, el orden de los cuadrados [se refiere a la posicion de
los cuadrados]

70. Investigador: Y con ese cambio, ¢Logras tu objetivo?

71. Estudiante: vamos a ver si se cumple

José movilizdé su esquema de uso patrones al reconocer que la razén entre las areas
de los cuadrados se mantiene aun cambiando los valores del deslizador e identificar cémo se
relaciona el valor del deslizador con el area de los cuadrados y movilizé su esquema de uso
funcién al realizar cambios en la regla de correspondencia de la funcidon exponencial,

adaptandola a los cambios en el deslizador. Esto lo hizo efectivo al escribir en la barra de entrada:

1\* . L C
2-cl- (5) , donde c1 representa el area del cuadrado inicial y x la posicién que toman los

cuadrados, tal y como se muestra en la Figura 39. Cabe resaltar que el estudiante reconoce que

x €s un numero natural y empieza en el valor 1, que significa la primera posicion.
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Luego, José movilizé su esquema de uso variacion y reconocio y validé que su
expresion o modelo matematico se desplazaba de forma simultanea con los puntos construidos
en la Vista Grafica 2 y que estos formaban parte de la grafica. Para ello consideré dos valores

del deslizador: a = -0.5, tal como se ve en la Figura 39 y a = 1.7, como se refleja en la Figura 40.

Figura 39. Cuadrado de lado 3.5 unidades (a = -0.5) y cuando c1=12.25

Fuente: Produccién del estudiante del item 1 d) ii

Las Figuras 39 y 40 muestran lo que observaba José en el interfaz de GeoGebra, al
modificar el deslizador y colocarlo en dos valores distintos: a =-0,5y a = 1,7, para los que c1
=12.25y c1 = 32.49 respectivamente; sin embargo, al colocar el simbolo c1, se oculta el valor

del deslizador y no permite ver el modelo matematico con dicho parametro.
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Figura 40. Cuadrado de lado 5.7 unidades (a = 1.7) y cuando ¢1=32.49

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 d) ii

Esto hizo que el investigador le consulte al estudiante si reconocia el papel del deslizador

en su expresion, por lo que se dio el siguiente dialogo:

notas.

72. Investigador: ;Dénde se ubica el valor a del deslizador en tu expresion?
73. Estudiante: creo que el a esta detras del c¢1. Es decir, creo que tal vez detras de ese
c1 seria elevar a (4 + a) al cuadrado por 2 por un medio a la x. Creo que también seria

una manera en la cual se puede representar.

La Figura 41 muestra una imagen de los apuntes que tomaba José en su cuaderno de
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Figura 41. Expresién general en términos de a

Fuente: Produccién del estudiante del item 1 d) ii

Luego, el investigador continud con la entrevista semiestructurada, con el fin de que el
estudiante comprobara que ya sea que se coloque ¢1 0 una expresion en términos de a resultaba

lo mismo.

74. Investigador: ¢ Podrias reescribir tu ecuacion en términos de a?

75. Estudiante: esto seria como habia dicho [el estudiante escribe en la barra de

X
entrada2 - (4 +a)?- G) 1.
76. Investigador: ¢ La grafica obtenida es la misma que la anterior?
77. Estudiante: si, y ahora con a, si, porque sabia de que a estaba involucrado de alguna

manera dentro del comportamiento de las funciones.

Las Figuras 42 y 43 muestran lo que observaba José en el interfaz de GeoGebra al
modificar el deslizador y colocarlo en dos valores distintos: a =-0,5y a = 1,7, lo que le permitio
validar su modelo matematico.

Figura 42. Cuadrado de lado 5.7 unidades (a = -0.5) y cuando c1= (4 — 0.5)?

Fuente: Produccién del estudiante del item 1 d) ii
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Figura 43. Cuadrado de lado 5.7 unidades (a = 1.7) y cuando c¢1= (4 + 1.7)?

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 d) ii

José encontré una expresion general que le permite hallar los términos de una sucesion
geomeétrica compuesta por las areas de diferentes cuadrados de razén igual a %2 y valor inicial
igual a 2 (a + 4)?, asi como su comportamiento grafico para diferentes valores de un deslizador.
Para ello, movilizé sus esquemas de uso variacion, patrones y funcion con los que genero su
esquema de accion instrumentada, el cual le permite caracterizar una familia de sucesiones
geométricas de razon igual a % y valor inicial igual a 2 (a + 4)? , con a que toma valores entre -

3y 3 con incrementos de 0.1.

La movilizacion de esquemas de uso asociadas a las diferentes herramientas de
GeoGebra empleadas por José, hizo que generara un esquema de accion instrumentada
asociado con uno de los objetivos principales de la actividad, que es construir un modelo
matematico que permita caracterizar una familia de sucesiones geométricas de elementos
indicados en el parrafo anterior. Desde la perspectiva de Rabardel (2011), estos son

componentes de un proceso de instrumentacion.

Las acciones realizadas por José con GeoGebra, que fueron previstas por el investigador
tanto en el uso de diversas herramientas como en la generacion y movilizacion de esquemas de
uso, le permitieron generar su esquema de accion instrumentada al construir un modelo
matematico que relacione las variables posicion de un cuadrado y su respectiva area, para una
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familia de cuadrados que variaban sus dimensiones con el deslizador, permiten corroborar que

instrumentalizé e instrumenté GeoGebra y, segun Rabardel (2011), habria logrado la génesis
instrumental de GeoGebra al trabajar sucesiones geométricas de base igual a % y valor inicial el
area de un cuadrado de cualquier medida de sus lados.

El investigador menciond que el contexto de la actividad se relaciona con el estudio de

las sucesiones geométricas y que lo que se buscaba era caracterizar dichas sucesiones con
GeoGebra.

item e): Brinde caracteristicas sobre las siguientes sucesiones geométricas:
i. 36,189 92, ...

ii. 24,12, 6,3, ...
ii. 72,24, 8, 83, ...

Analisis del item e)

Para el inciso i) del item e), José respondié que utilizando el razonamiento anterior y

usando el término general construido en el item d) el resultado de i) es:

—2.36 (1)
= 2

Ademas, se muestra el dialogo que se sostuvo durante la entrevista.

X

78. Estudiante: en primer lugar, me logro dar cuenta ahi de que existe una multiplicacion
por un medio [se refiere a la razén]. Un medio por 36 es 18 y asi entonces vamos a ver.
¢ Lo grafico también?

79. Investigador: no es necesario, pero si deseas, lo haces.

80. Estudiante: ah claro, pero primero voy a encontrar el patron. Bueno, la regla de
correspondencia. jEntonces con “a” también trabajo?

81. Investigador: depende de ti

82. Estudiante: claro

83. Investigador: por ejemplo, aca con el “a”, ; Qué tendrias que usar?

84. Estudiante: bueno, creo que con los cuadrados de aqui ya puedo hallar la respuesta,
porque seria cuestion solo de aumentarle 2 a “a” [se refiere a que en (4+2) en vez de
(4+a)] y si cumple con lo que dice.

85. Investigador: ¢ Si?
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86. Estudiante: si, porque bueno sigue ese mismo orden. Como ya conozco el patron que

sigue, seria pues cuestion de aumentarle a mi lado 2 para que me de 36, que seria el

area del primer cuadrado. Seria 6 por 6. Detras de 36, existe mas 2, que seria el valor de
X

a al cuadrado me da 36 [se refiere a que la nueva expresiones y = 2 - (4 + 2)? - G) ]

87. Investigador: ;Y lo asocias con eso?

88. Estudiante: lo asocio con eso.

Ademas, para poder corroborar si su desarrollo es correcto, observo la vista algebraica,
donde verificd que ¢1 = 36, c2 = 18, ¢3 = 9, etc. y asi confirmd que la curva generada pasa por

esos puntos. Es asi como responde que ese término general es el correcto.

Figura 44. Grafica de la sucesién 36, 18, 9, 9/2, ...

Fuente: Produccién del estudiante del item 1 e) i

Se puede afirmar que el esquema de accion instrumentada que se generd en un item
anterior, para este nuevo item, funciona como un esquema de uso que llamaremos esquema

de uso sucesién geométrica, asociado con un modelo matematico que permite caracterizar
numérica, algebraica y graficamente una sucesion geométrica de razén igual a % y valor inicial el
area de un cuadrado de dimensiones variables mediante un deslizador.

Con relacion a la sucesion geométrica planteada en el inciso (ii) del item e), José se

percata que ya no puede caracterizar la sucesién geométrica manipulando el deslizador, dado

que la medida del lado del cuadrado seria un nimero irracional.
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A continuacién, se muestra el dialogo donde expresa la conclusién mencionada.

89. Estudiante: bueno, seria primero cuestion de hallar mi valor de a entonces... 40 no
puedo usarlo?
90. Investigador: ¢, Qué valor le pondrias a a para obtener los valores de la sucesién?

91. Estudiante: creo que seguiria lo que habia hecho inicialmente: 2 por 24 esto por un
X
medio [se refiereay = 2- 24 - (%) ]

92. Investigador: a ver. Ponlo en tu grafica

93. Estudiante: ya. Si cumple
Y para verificar en la barra de entrada de GeoGebra, el estudiante escribe el punto (1,

X
24) y observa que pertenece a la grafica de la ecuaciény =2 - 24 - G) . A eso, José asegura

que la expresion escrita es la correcta, tal como se puede ver en la Figura 45.

Figura 45. Grafica de la sucesion 24, 12, 6, 3, ...

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 e) ii

José transforma su modelo matematico para adaptarlo a la situacion planteada. Reconoce
que el deslizador ya no le es util y en vez de él, le basta multiplicar por dos el primer término de

la sucesioén. El estudiante amplia su modelo para trabajar con sucesiones de valores reales, pero
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positivas. También genera un nuevo esquema de accion instrumentada a partir del cual sélo

necesita conocer el primer término de la sucesion y la razén igual a >

Pero para el inciso (iii) del item e), el estudiante se da cuenta que la razén ya no es >

ahoraes 3 yquesu modelo matematico no le es util para caracterizar dicha sucesion geométrica.

A continuacién, se muestra el dialogo que se tuvo con José durante la resolucion del inciso (iii):

94. Estudiante: bueno, aqui me logro dar cuenta de que el comportamiento es por 1/3,

por 1/3, por 1/3. Entonces, tal vez eso seria la modificacion. En este caso, en vez 1/2

X
seriatalvez:y =2-72- G)

95. Investigador: ;Cumple?

96. Estudiante: voy a reemplazar el primer punto (1, 72). Creo que no lo he hecho bien.

Ah, no cumple.

97. Investigador: ¢ Qué paso6?

98. Estudiante: es 2 por 72. Ah, es que ya no seria por 2. Seria por 3. Aja, ahora si
99. Investigador: y ¢ Por qué no puede ser 27?

100. Estudiante: porque en el primer caso nos dabamos cuenta de que necesitabamos
un numero anterior que a la vez sea multiplicado. Bueno, es decir, si en el primero hemos
trabajado con un medio, porque anteriormente sabiamos de que teniamos que
multiplicarlo por 2, creo que habia una conexién con el denominador y el que multiplica

de igual manera sucederia aqui. Porque si multiplico por 3, me va a dar 144 [se refiere a

- 1\* 1\*
utilizar el modeloy =3-72- (5) en lugar del modeloy =2 -72- (5) ]

X
José dibujé la curva asociada con la funcidon exponencial y =372 (%) y para

cerciorarse de que el modelo servia, escribié en la barra de entrada el punto: (1, 72) y se dibujo
en la Vista Grafica 2 un punto M+ sobre la grafica de la funcion, tal como se puede ver en la
Figura 46. Podemos afirmar que José construyd un nuevo esquema de accion instrumentada
que le permite caracterizar cualquier tipo de sucesion geométrica a partir de modificaciones en

su modelo matematico.

77



Figura 46. Grafica de la sucesién 72, 24, 8, 8/3...

Fuente: Produccion del estudiante del item 1 e) iii

José construyé un modelo matematico para caracterizar una familia de sucesiones de

, 1 . . o . . . . . .
razén igual 5 ¥ término inicial igual al area de un cuadrado de dimensiones variables mediante

un deslizador. Luego, adapté su modelo matematico para que pudiera caracterizar sucesiones
de razén igual 7Y término inicial igual al area de un cuadrado de cualquier dimensién. Finalmente,

la ultima sucesion planteada, hizo que dejara de utilizar su modelo asociado a una situacién en
particular, sino que lo utilizara para cualquier tipo de sucesién conocidos el valor inicial y la razon

entre dos valores consecutivos.

La manipulacion de herramientas, la movilizacion de esquemas de uso y la generacion
de esquemas de accion instrumentada relacionados con la adaptacion de su modelo matematico
en la busqueda de un modelo mas general que le permita caracterizar cualquier sucesion
geométrica, nos permite afirmar que José realizé la instrumentalizacion e instrumentacion de
GeoGebra. Es decir, logré su génesis instrumental, pero también transformé GeoGebra en un
instrumento que le permitio trabajar con diferentes sucesiones geométricas fuera del contexto de

la actividad.
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CAPITULO IV: CONSIDERACIONES FINALES Y CONCLUSIONES

En este capitulo, mostraremos las evidencias que confirman el logro del objetivo principal
de la investigacion y de los objetivos especificos, se da respuesta a la pregunta de investigacion,
se detallan algunas conclusiones que se desprenden de la investigacién realizada y se

propondran trabajos a futuro relacionados con la presente investigacion.

En relacion con el primer objetivo especifico: Identificar los esquemas de utilizacién que
se generan o movilizan sobre el artefacto GeoGebra al resolver una actividad sobre sucesiones
geométricas, se identificaron diferentes esquemas de utilizacién que fueron presentados en el

analisis realizado.

Por un lado, se identificd que el estudiante movilizd nociones matematicas que hizo
efectivas con diferentes herramientas de GeoGebra. Para utilizarlas, el estudiante reconoci6
propiedades de estas nociones que le permitieron resolver tareas segundas en el sentido de
Rabardel (2011), porque eran tareas secundarias involucradas en el proceso que lo fue guiando
en la construccién de un modelo matematico que permitia obtener el término general de una

sucesion geométrica.

Entre los esquemas de uso que se identificaron figuran: esquema de uso variacion,
relacionado con la nocién de cambio y que hizo efectivo con la herramienta deslizador; esquema
de uso punto, relacionado con la nocién de par ordenado que hizo efectivo con la herramienta
punto de GeoGebra cuando construyd los vértices del primer cuadrado asociados con el
deslizador y con la nocién de relacion funcional de variable discreta al relacionar la posicion de
los cuadrados y sus respectivas areas; esquema de uso punto medio, relacionado con la nocion
de punto medio de un segmento que hizo efectivo con la herramienta punto medio de GeoGebra;
esquema de uso patrones, relacionado con la identificacion de regularidades en un conjunto de
numeros hecho efectivo a lapiz y papel al construir un par de tablas de datos; y esquema de uso
funcion, relacionado con la nocion de regla de correspondencia al obtener una expresion
matematica luego de realizar una generalizacion a partir del valor de las areas de un conjunto de

cuadrados.

El objetivo principal de la actividad era que el estudiante encuentre un modelo matematico
que le permitiera caracterizar de forma numérica, algebraica y gréafica el comportamiento de los

elementos de una sucesion geométrica, considerada esta la tarea primera en términos de
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Rabardel (2011). Al movilizar los esquemas de uso variacion, patrones y funcion, el estudiante

logré generar su esquema de accion instrumentada asociada con la construccién del modelo

X
matematico: T, = 2(a + 4)? - G) , que caracterizaba una familia de sucesiones geométricas de
razon Yz y valor inicial 2(a + 4)?, valor asociado con el area del primer cuadrado que dependia

de los valores del deslizador a.

La identificacion de estos esquemas relacionados con las tareas segundas y la tarea

primera corroboran el logro del primer objetivo especifico.

En relacion con el segundo objetivo especifico: Reconocer elementos que indiquen que
GeoGebra se convierte en un instrumento para trabajar con sucesiones geométricas en
estudiantes universitarios, se reconocieron elementos que hacen pensar que el estudiante utilizé
GeoGebra como un instrumento. Esto se puede observar en el analisis relacionado con el ultimo

item de la actividad.

Por un lado, el estudiante hall6 un modelo matematico que le permitia caracterizar una
sucesion geomeétrica de razon igual a %2 y valor inicial 16, este ultimo asociado con el area de un
primer cuadrado. Como los vértices de ese cuadrado estuvieron asociados con el deslizador, al
manipularlo, se generaban diferentes sucesiones geométricas de razon igual a /2 y valor inicial

el area de otro cuadrado de diferente lado.

Las modificaciones que realizé el estudiante en el modelo matematico, que le permitieron
caracterizar con GeoGebra el comportamiento, tanto de forma numérica, algebraica y grafica de
las diferentes sucesiones geométricas, fue un primer elemento que hace pensar que utilizd
GeoGebra como un instrumento para esa familia de sucesiones geométricas. Hecho que se
corrobora al construir con GeoGebra la sucesion: 36, 18, 9, 9/2,..., para lo cual solo coloco el

deslizador en su valor a = 2, logrando diagramar un cuadrado de lado 6 unidades.

Otro elemento que valida el uso de GeoGebra como un instrumento es dejar de pensar
en que con el deslizador se podia conseguir cualquier valor inicial de la sucesion. Esto fue
corroborado al plantearle la sucesién 24, 12, 6, 3,..., que al ver imposibilitado obtener el valor 24

con el deslizador, dej6 de pensar en el deslizador y escribié en la barra de entrada la expresion
1\* S . . .
2-48- (E) . Esto es sinénimo de que el estudiante puede caracterizar con GeoGebra cualquier

sucesion geométrica de razon igual a Va.

Un dltimo elemento que valida el uso de GeoGebra como un instrumento, es dejar de

pensar en que con el deslizador y con las areas de los cuadrados se podia conseguir cualquier
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sucesion geométrica, como por ejemplo: 72, 24, 8, 8/3,... Esta sucesidén no se consigue ni con el
deslizador, ni con la construccién de cuadrados, cuya razon entre las areas era de %.. Se puede
afirmar entonces que el estudiante adapté su modelo matematico a las nuevas condiciones

X
planteadas que lo llevdé a escribir en la barra de entrada la expresién 3-72- G) . Esto es

sinénimo de que el estudiante puede caracterizar con GeoGebra cualquier sucesion geométrica

de cualquier razon.
La identificacion de estos elementos corrobora el logro del segundo objetivo especifico.

El logro de estos dos objetivos especificos brindé elementos sustanciales para el
cumplimiento del objetivo general de la investigacion: Analizar como se produce el proceso de
génesis instrumental vinculado al uso de GeoGebra al desarrollar una actividad sobre sucesiones

geomeétricas con estudiantes universitarios.

A lo largo del desarrollo de la actividad, observamos que el estudiante utilizé diversas
herramientas de GeoGebra asociadas con diferentes conceptos matematicos, potenciando sus

propiedades al adaptarlas a la tarea que estaba desarrollando.

Se distinguieron dos momentos en la actividad: por un lado, la construccion del entorno
dinamico, relacionado con el dibujo de un conjunto de cuadrados con particularidades especificas
y la representacion grafica de cémo iban variando sus areas; y un segundo momento, en la
busqueda de un modelo matematico que permita determinar las areas de estos cuadrados al
reemplazar valores enteros en la variable independiente, primero, para una dimension especifica
del lado del cuadrado y luego una generalizacion de estas al variar un deslizador que cambiaba

las medidas del cuadrado inicial.

Se observaron en estos momentos el proceso de instrumentalizacién, asociado con la
apropiacion de las propiedades del artefacto y de sus herramientas. En nuestro caso, GeoGebra
y el proceso de instrumentacion, al identificar los esquemas de utilizacion, de uso y de accién
instrumentada, movilizados y generados por el estudiante al transformar el artefacto GeoGebra
en un instrumento que le permitiria luego caracterizar el comportamiento numérico, algebraico y
grafico de cualquier sucesion geométrica, conocida su razén y el término inicial. Desde la
perspectiva de Rabardel (2011), relacionada con el logro de la génesis instrumental y los
procesos que se siguen para transformar un artefacto en instrumento, se puede afirmar que el

estudiante José logré la génesis instrumental de la nocidn de sucesion geométrica.

En este trabajo, se planted la pregunta de investigacién: ;Cémo se produce la génesis
instrumental vinculada al uso de GeoGebra al desarrollar una actividad sobre sucesiones
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geomeétricas en estudiantes universitarios? A continuacion, se presentan algunos indicadores

que caracterizaron como se realizo6 la transformacién del artefacto en instrumento:

El estudiante José estaba familiarizado con el uso de GeoGebra. Herramientas como punto,
punto medio, deslizador, poligono, area, funcion, entre otros, los habia utilizado en
actividades de otros contextos para abordar temas relacionados con funciones diferentes al
contexto de la actividad presentada en nuestra investigacion. Asimismo, el estudiante
desconocia que iba a trabajar con sucesiones geométricas, término que no fue empleado en
el discurso del investigador hasta llegar al ultimo item de la actividad. Por ese motivo,
consideramos que GeoGebra era un artefacto para el estudiante para el tipo de actividad que
iba a desarrollar.

Obtener la funcién exponencial que pasaba por los puntos construidos, considerando la
posicién de los cuadrados y sus respectivas areas, fue un logro para el estudiante; sin
embargo, al mover el deslizador y cambiar las dimensiones de todos los cuadrados, la
sucesion de puntos se modificd, manteniéndose constante su funcién. Ese fue un punto de
quiebre para que el estudiante empiece a realizar modificaciones a la regla de
correspondencia de dicha funcion que le permitiera caracterizar o lograr que al variar el
deslizador también su grafica describa el comportamiento de la sucesién. Este proceso le
permitié construir un modelo matematico para caracterizar cualquier sucesion geométrica de
razon igual a ¥z y término inicial un valor restringido por un deslizador.

Por ultimo, el haber logrado caracterizar con GeoGebra tres sucesiones geométricas, donde
ya no era factible el uso del deslizador y de los cuadrados, dado a que se trataba de un valor
inicial y de una razén diferente, nos da indicios de que su modelo matematico, creado en
GeoGebra, le es util para trabajar cualquier sucesion geométrica. Es decir, GeoGebra se

volvié un instrumento para él.

Se concluye del proceso la importancia del uso de GeoGebra en el proceso de

aprendizaje de los estudiantes, dado que, cuando el estudiante esta familiarizado con la

tecnologia y la utiliza como medio para la resolucion de tareas y como medio que le da

retroalimentacion instantanea, se puede analizar como se ponen en juego diferentes

conocimientos previos que posee y las emplea para generar nuevos. Asimismo, genera un

aprendizaje mas completo de ciertos conceptos matematicos que, por lo general, se abordan con

mucho énfasis en un plano algebraico y no grafico o variacional.

El presente estudio puede dar paso a otras investigaciones relacionadas con el uso de

GeoGebra para abordar temas relacionados con sucesiones geométricas, como estudiar
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diferentes técnicas instrumentadas con GeoGebra que permitan analizar la convergencia de
series de sucesiones geométricas o analizar como impacta el uso de herramientas de GeoGebra
en el razonamiento covariacional de los estudiantes cuando se trabajan sucesiones geométricas

o temas afines, entre otras.
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ANEXOS

Actividad: (Analisis sobre variaciones de los términos de la sucesion)

Abra un archivo en GeoGebra, asigne el nombre Actividad.ggb, y realice las siguientes

instrucciones:

Construya un deslizador a que varie desde -3 hasta 3 con incrementos de 0.1 unidades.
Luego, fije el valor a = 0 y ubique los puntos (0, 0); (4 +a,0); (4+a,4+a);(0,4+a).A
continuacioén, construya un primer cuadrado.

Determine el area del primer cuadrado y represente el resultado obtenido como un punto
en la Vista Grafica 2 de GeoGebra.

Construya un segundo cuadrado inscrito en el primero, cuyos vértices se ubiquen en los
puntos medios de los lados del primer cuadrado. Luego, determine su area y represente
el resultado como un punto en la Vista Gréfica 2 de GeoGebra.

Repita el procedimiento descrito en el inciso iii) para dibujar 4 cuadrados adicionales.

A partir de estas instrucciones, dé respuesta a las siguientes preguntas:

Si se dibujara un séptimo cuadrado, ¢ Cuanto seria su area? Explique su procedimiento.

Si se continuara con este procedimiento, ¢ Es posible calcular el area de cualquiera de
los cuadrados inscritos? Justifique su respuesta.

¢ Existira una curva que pase por todos los puntos ubicados en la Vista Grafica 27
Justifique su respuesta.

Manipule el deslizador a.

i. ¢, Qué cambios observa en ambas vistas graficas?
ii. ¢ Es posible determinar una expresion, tal como lo hizo en el inciso b), que modele
coémo cambia el area de los cuadrados?

e) Brinde caracteristicas sobre las siguientes sucesiones geométricas:

i. 36, 18,9, 9/2, ...
. 24,12,6, 3, ...
iii. 72,24,8,8/3, ...
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