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Resumen

Las infecciones respiratorias son enfermedades que ingresan a nuestro tracto respiratorio
afectando la faringe hasta a los pulmones y segun la Organizacion mundial de salud es la
causa mas comun de muertes en el mundo. En particular, en esta tesis se propone estudiar
la relacién entre la incidencia de infecciones respiratorias agudas (IRA) y la incidencia de
neumonia en el Perti. Por un lado estas variables pueden estar correlacionadas, conforme
aumenta el nimero de casos de una enfermedad también aumenta el de la otra. Por otro
lado, si nos enfocamos en la incidencia de estas enfermedades a nivel provincial, esperamos
que la incidencia de IRA sea similar en provincias vecinas, lo mismo esperamos que ocurra con
la incidencia de neumonia. En este contexto, en esta tesis se propone estudiar la distribucién
espacial entre la incidencia de IRA y neumonia a nivel provincial en el Pert a través de un
modelo espacial multivariado, el cual nos permite estudiar la distribucién espacial de dos o
mas variables correlacionadas entre si. En particular, se propone aplicar un modelo espacial
multivariado con efectos aleatorios condicionales autoregresivos. Para conseguir implementar
la inferencia bayesiana del modelo jerarquico espacial multivariado de forma eficiente se
propone usar el método de integracién aproximada anidada de Laplace (INLA).

Palabras-clave: CAR multivariado, INLA, TRA, neumonfa.



Abstract

Respiratory infections are diseases that enter our respiratory tract affecting the pharynx
to the lungs and according to the World Health Organization it is the most common cause of
death in the world. In particular, this thesis proposes to study the relationship between the
incidence of acute respiratory infections (ARI) and the incidence of pneumonia in Peru. These
variables may be correlated, as the number of cases of one disease increases, the number of the
other also increases. On the other hand, if we focus on the incidence of these diseases at the
provincial level, we expect that the incidence of ARI to be similar in neighboring provinces,
and the same is expected to occur with the incidence of pneumonia. In this context, this thesis
proposes to study the spatial distribution between the incidence of ARI and pneumonia at
the provincial level in Peru through a multivariate spatial model, which allows us to study
the spatial distribution of two or more interrelated variables. In particular, it is proposed to
apply a multivariate spatial model with conditional autoregressive random effects. In order
to implement fast Bayesian inference of the multivariate spatial hierarchical model, it is
proposed to use Integrated nested Laplace approximation (INLA) method.

Keywords: INLA, multivariate CAR, pneumonia, RTI.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones preliminares

El avance computacional actual ha hecho posible recolectar datos que estan a nuestra
disposicién. Por ejemplo realizar un seguimiento de los efectos que causan las enfermedades
permiten hacerle frente, y asi tener un panorama mas general. En la actualidad el analisis
estadistico por intermedio de un entorno espacial facilita el estudio de situaciones criticas
que afronta el sector salud de algunos paises, en particular la estadistica espacial permite
conocer patrones de estos acontecimientos geograficos y nos permiten proponer soluciones
viables que mejoren las politicas de estado. En particular, las infecciones respiratorias agudas,
son enfermedades que ingresan a nuestro tracto respiratorio afectando la faringe hasta los
pulmones y segun la organizacién mundial de salud (OMS) es la causa mas comun de muertes
en el mundo. En este contexto, la tesis propone estudiar las infecciones respiratorias agudas
(IRA) sin neumonia, como son la tuberculosis, y la neumonia, enfermedades que presentan
una prevalencia alta en el Peru (Valero et al., [2009).

Es natural, pensar que la prevalencia de cada una de estas enfermedades es similar en
provincias vecinas, por ello se asume que puede haber evidencia de autocorrelacion espacial.
Esta informacion es crucial porque permitiria plantear soluciones focalizadas para determina-
das provincias. Por otro lado, aunque se puede estudiar la distribucién espacial de cada una
de estas enfermedades en las provincias del pais de forma separada, es importante también
analizar ambas enfermedades de forma conjunta, pues es natural que ambas variables estén
correlacionadas de forma directa, por ser enfermedades que estan relacionadas al sistema res-
piratorio. El andlisis de este tipo de correlacién entre las enfermedades se realiza recurriendo a
modelos multivariados y a la autocorrelacion espacial a través de modelos espaciales para da-

tos de areas. En este contexto, el presente trabajo de investigacién se circunscribe en plantear
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modelos espaciales multivariados para estudiar estas dos enfermedades de forma conjunta.
Estos modelos permitirdn realizar estimaciones, predicciones y mapas de la distribucién de
estas enfermedades en las provincias del pais. En particular, se propone aplicar un modelo
espacial condicional autoregresivo (CAR) multivariado propuesto por (Palmi-Perales et al.,
2021)), el cual es una extensién de los modelos CAR univariados al analisis multivariado.
En general, se podrian estimar los parametros de estos modelos usando inferencia clasica
o inferencia bayesiana. Los métodos bayesianos consisten en actualizar la informacién obte-
nida de los datos mediante el conocido teorema de Bayes, incorporando la informacién del
investigador sobre los parametros de interés. Dadas las caracteristicas de las variables res-
puesta, se puede asumir que cada variable respuesta sigue una distribucién de Poisson, por lo
tanto el modelo multivariado espacial pertenece a una familia de modelos gaussianos latentes,
por lo cual es razonable usar inferencia bayesiana para la estimacion de los pardmetros. En
particular, se podria usar métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC), sin
embargo, es conocido que este método es muy lento debido a la convergencia de las cadenas
de Markov. Motivo por el cual en esta tesis, dada la complejidad de los modelos espaciales
multivariados, se propone usar la integracién anidada de la aproximacién de Laplace (INLA)
propuesta por (Rue et al., [2009), método de inferencia preciso que minimiza los tiempos de

computo.

1.2. Objetivos

El objetivo general de la tesis es de estimar y aplicar a conjuntos de datos reales modelos

bayesianos espaciales multivariados para datos de drea. De manera especifica:

= Revisar la literatura acerca de los diferentes propuestas de modelos bayesianos espacia-

les multivariados.
= Estudiar la estimacién a través del INLA del modelo bayesiano espacial multivariado.

= Realizar estudios de simulacién acerca de los modelos bayesianos espaciales multivaria-

dos sobre diferentes escenarios.

= Aplicar el modelo a conjunto de datos reales en el drea de salud.
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1.3. Organizacion del trabajo

En el capitulo [2| se revisaran los conceptos basicos de modelos lineales generalizados de
Poisson; datos de areas, el modelo condicional autorregresivo (CAR); inferencia bayesiana
e INLA. En el capitulo [3] se realizard una descripcion de los diferentes modelos espaciales
multivariados de datos de drea y la inferencia bayesiana a través del INLA para los modelos.
En el capitulo |4| se mostrara la simulacién de los modelos ajustados. En el capitulo [5| se
mostrara la aplicacién del modelos a un conjunto de datos reales, asociados a las enfermedades
de infecciones respiratorias agudas sin neumonia y con neumonia en el Perd. Finalmente en

el capitulo [6] se discutira las conclusiones obtenidas de los métodos aplicados.



Capitulo 2

Conceptos

2.1. Modelos lineales generalizados

Los modelos lineales generalizados (MLG) fueron introducidos por (Nelder y Wedderburn,
1972), donde se plantea extender los modelos lineales mediante una variable respuesta que
sigue una distribuciéon de la familia exponencial, como la normal, binomial, Poisson y gamma.
Estos modelos son una alternativa a la transformacion de la variable respuesta Y;, que se suele
utilizar ante la falta de linealidad y de homocedasticidad (Dobson y Barnett, [2018]).

En un modelo lineal generalizado asumimos que la variable respuesta Y; pertenece a una
familia exponencial; y la esperanza condicional de Y;, u; , estd asociada a un predictor lineal
1;, que depende de los coeficientes de regresién 5 y un vector de covariables X;, a través de

una funcion de enlace g, es decir,
g9(w) =mi = X' B.

Para todas las distribuciones consideradas de Y; existe al menos una funcién de enlace (Lind-
seyl 2000). Los datos que trabajaremos son de conteo y enfocaremos mas nuestro estudio de

los modelos lineales generalizados (MLG) en el caso particular de la distribucién de Poisson.

2.1.1. Distribucién de Poisson

La distribuciéon de Poisson fue propuesta a mediados del siglo XIX por Siméon-Denis
Poisson (Poisson, 1837)), en su trabajo sobre la probabilidad de sentencias en materia penal
y civil. El trabajo se enfocd en el nimero de condenas injustas en un pais determinado,
centrandose en ciertas variables aleatorias que cuentan, entre otras cosas, el niimero de sucesos

discretos conocidos también como llegadas que tienen lugar durante un intervalo unitario
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establecido.

La distribucién de Poisson es una distribucién de probabilidad discreta que expresa pro-
babilidades de ocurrencias en un periodo unitario; estos eventos ocurren con un tasa media
conocida e independientemente del periodo transcurrido, puede ser aplicado a sistemas con
un ndmero grande de posibles resultados, utilizado en intervalos unitarios especificados como
el tiempo, la distancia, drea o volumen (Hu, [2008). Por ejemplo, llegada de clientes a un
cajero, numero de salmones en un determinadas zonas de un rio.

Si el numero esperado de ocurrencias en este intervalo unitario es A, entonces la probabi-

lidad de que haya exactamente y ocurrencias es igual a:

A
e N \Y
frly) = — = =0,1,23, ...,

donde y es un entero no negativo y denota el nimero de ocurrencias de un evento; A
es un numero real positivo, igual al nimero esperado de ocurrencias que suceden durante el

intervalo unitario fijado. A esta distribucién lo denotaremos como Poisson(\).

2.1.2. Modelo lineal generalizado de Poisson

Los modelos lineales asumen supuestos de independencia, linealidad y distribuciéon nor-
mal. Estos supuestos no siempre se cumplen por ello los modelos lineales generalizados ex-
tienden este modelo lineal cuando existe asociacion no lineal entre la variable respuesta y
las covariables, o cuando la distribucién de los datos no es normal y pertenece a la familia
exponencial. En particular, la distribucion Poisson pertenece a la familia exponencial y este
modelo se denotarda MLG Poisson. Se utiliza para modelar datos que resultan de un conteo,
es decir que toman valores enteros no negativos (Dobson y Barnett, 2018]|). La variable res-
puesta Y; para una observacién ¢ sigue la distribucién de Poisson donde su parametro \; es el
promedio de ocurrencias sobre un intervalo unitario, y serd denotada por E(Y;) = \;; tal que
Y; ~ Poisson()\;) . Para enlazar esta variable con un vector de covariables X; y un predictor

lineal 1; = X ' 3 resulta conveniente introducir una transformacién logaritmica, es decir,
_ _ T
n; = log(\i) = X; B,

donde S es un vector de coeficientes de regresién.
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2.2. Datos de areas univariado

Los datos de drea se definen en una malla (lattice) de un dominio D = {s; : i =1,...,n} C
R? que contiene una coleccién contable de &reas, donde la variable respuesta se observa en

cada area y es definida por:

{Y(s;):i=1,....,n}.

Cada area tendrd un nimero de vecinos que sirve para establecer una estructura espacial que
permita plantear modelos espaciales (Perales| 2020).

El vecindario puede ser considerado como: areas con una frontera en comin, o tomando
la distancia entre los centroides de cada area, o también como un numero de vecinos mas
cercanos. A partir de ello se define una matriz de vecindad W, siendo esta una matriz de
proximidad, estructura o adyacencia. Especificamente, esta matriz brinda un mecanismo pa-
ra introducir la estructura de autocorrelacion espacial en el modelo espacial. Esta matriz
presenta entradas w;; referentes a las dreas i y j; donde w;; = 1 en el caso de que 7 y j sean
vecinos y 0 en caso contrario. Los elementos de W pueden ser considerados como pondera-
ciones o pesos, cuanto mayor sea el peso significaria que 7 y j son areas mas préximas. Esta
relacion entre vecinos puede ser representada a través de un grafo. Por ejemplo, la Figura 2.1
muestra el grafo asociado a las regiones vecinas en el Perd, donde dos regiones son vecinas

estan unidas por una arista.

Figura 2.1: Grafo de vecinos a nivel regional en el Pert.
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2.2.1. Modelo condicional autorregresivo (CAR)

El modelo autorregresivo condicional (CAR) fue introducido por (Besag, 1974)), siendo
este una extensiéon de los modelos autoregresivos clasicos que son ampliamente utilizados
en andlisis de series de tiempo y se basaban en la suposicion de que el valor actual de la
variable es una combinacion lineal de las variables en los tiempos pasados. En un modelo
CAR, se asume que cada variable en un drea dependerd de otras dreas vecinas. Los modelos
CAR se han implementado para modelar la dependencia espacial para datos de area, y es
comunmente descrita por un efecto espacial aleatorio u; en modelos jerarquicos. Los modelos
CAR son empleados como a prioris del efecto aleatorio en un enfoque bayesiano (Songj [2004)).

El modelo CAR es construido a partir de las distribuciones condicionales completas de

los efectos aleatorios espaciales u; de la siguiente forma:
ui|ujij # i~ N(Sbyuz, ), ij=1,..m, (2.1)

donde los b;; son constantes conocidas y 72 es un pardmetro de escala. A través del lema
de Brook (Brookl 1964), se puede obtener una fdp conjunta a partir de las distribuciones
condicionales completas. De esta forma, segin (Besag, [1974), las distribuciones condicionales

completas definidas en la ecuacién generan la siguiente funcién de densidad (fdp) conjunta:

p(u) = p(u,....,un) X  €xp {—;uTDl(I - B)u} , (2.2)
donde
bin bz biz ... bip
B bor baa baz ... bop
bni bn2 bns bnn
y
7 0 0 0
0 2 0 0
D=|0 0 7 0
0 0 0 2

Para que el nticleo de esta fdp sea semejante al niicleo de una fdp normal, se requiere ciertas

condiciones. A continuacién se detallan las mismas segin (Banerjee et al.l 2003). Una de
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estas condiciones es que D~!(I — B) sea simétrica. Asi la estructura espacial del vecindario

se introduce en la matriz B, y es una funcion de la matriz de vecindad W. Especificamente,

Wi 2 . .
4y 72 = T donde w;; son las entradas de la matriz de vecindad W y
Wi+ 1 Wi+ J

se considera b;; =

w;t = ) _; wij es el niimero de vecinos de 7. Por lo tanto:

bii by
J _ Jt . .
— =5 Vi,
T; ;5

garantizando la simetria de D~1(I — B). Luego se define la matriz de precisién Q (inversa

de la matriz de covarianza) la cual se puede expresar de la siguiente manera:

_ 1
Q=D '(I-B)= ﬁ(DW—W),

donde Dw = diag(w;y+) y Q es una matriz simétrica. Asi las fdp completas ahora son
definidas por p(u; | uj,j # i) = N(3_; wjjuj/wiy, 7% /wit). Luego la fdp conjunta de u se
puede expresar de la forma siguiente:

p(u) =p(ug,...,un) o<  exp {—2172uT(DW — W)u} . (2.3)

Como la matriz de precisién @ es singular, no existe su inversa, dado lugar a la otra condicién
para que la ecuacion represente el nucleo de una fdp conjunta normal. Para asegurar la no
singularidad se reemplaza W por pW , donde la medida de asociacién espacial p estara limita-
da en el intervalo [/\1_1; )\;1]; v A1 < ... < A\, son los autovalores ordenados de D;‘}QWD;VUQ.
De esta manera (Dy — pW) serd definida positiva y existe su inversa (Song, [2004). Luego
(Dw — W) en la ecuacién serd reescrita como (Dw — pW), ademas si | p |< 1 tam-
bién se asegura que (Dw — pW) sea definida positiva, tomando todo esto en cuenta la fdp
conjunta de w se podra definir como:

1
p(u) = p(ula ceey un) X exp {_WUT(DW — ,OW)’U,} .

Esto es equivalente a decir que:
1 -1
w= ()~ N0 S(Dw - W) ), pana [ pl< L (2.4)
lo cual puede ser reescrito como:

w=(u1,...,un) ~N(©0,Q"). (2.5)
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Si p = 0 entonces u; son independientes, mientras que si p tiende a 1 significaria mayor

dependencia espacial entre areas vecinas.

2.3. Inferencia bayesiana

En la teoria de probabilidades condicionales existe el llamado teorema de Bayes el cual
fue desarrollado por el matematico britdnico Thomas Bayes y publicado de modo péstumo
por Richard Price (Bayes, 1763). Este teorema nos sugiere como modificar el pardmetro a
evaluar con los datos actuales, utilizando toda la informacién disponible sobre el pardmetro
en cuestion (Pereira da Silva, [2016)).

El teorema de Bayes nos dice que la probabilidad condicional del evento A; de una par-
ticién del espacio muestral €2, dado un evento B es:

P(AinB) _ P(B|Ai)P(A) P(B | Ai)P(Ai)

P(4;| B) = P(B) P(B) T S P(B|A)P(4;)’

donde 2 = A; U...U A, tal que A; N A; = ¢;i # j. Una vez observado un conjunto de
datos, nuestro conocimiento sobre un parametro al cual lo denominaremos por 6, puede con
el teorema de Bayes ser actualizado mediante la distribucién a priori de 6, resultando la

llamada distribucién aposteriori de 6, tal que:

p(0|y) =

donde p(y) = [p(8) - p(y | 6)df. Como p(y) no depende de § podemos también escribir

p(0]y) o< p(@)-ply| o). (2.6)

La distribucién a priori, p(f) representa el conocimiento previo que tenemos sobre un
parametro 0 antes de realizar un experimento o tomar una muestra, mientras que la verosi-
militud p(y | ) es la distribucién de los datos, si conocieramos € y por ltimo la distribucién
a posteriori p(6 | y), es la distribucién de 6 que resume la informacién previa sobre 6 y la

obtenida por los datos (Box y Tiao, 2011)).

2.3.1. Inferencia bayesiana para modelo CAR-Poisson

El modelo espacial CAR-Poisson asume que la distribucion condicional de Y; es dada por:

Y; | B,u, p, 72 ~ Poisson(u;), i=1,...,n;
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donde la media pu; es definida por:
log(p;) = X' B + s,

donde:

Y; : es la variable respuesta en el area i

X, : es un vector de covariables

3 : es un vector de coeficientes de regresién

Para los efectos aleatorios espaciales u; se asume el modelo CAR ecuaciones [2.4]y siendo
ulp,m?~N(0,Q7), (2.7)

con matriz de precisiéon Q = T—g(DW — pW). Se definen también las distribuciones a priori
para los hiperpardmetros & = (3,72, p), distribucién normal para @3, distribucién gamma

inversa para 72 y distribucién uniforme para p:
B~ N(us,Sp)i T2~ GI(ab)  p~U(,1). (2.8)

Luego la funcién de verosimilitud es dada por,

n

L(B,u, 7% p) = L(u,0) = f(y | w,0) = fri(yi| B, p,7%). (2.9)

i=1

La fdp conjunta a posteriori por intermedio de las ecuaciones y estara dada por:
m(Bu,p, 7 [y) o f(y|uw,0) 7(u,8)
f(Bup Y x f(y]u.8) w(u]6) (o)
m(Boupy)  x fly]u.8) w(u| ) () () (o)
Como la fdp conjunta a posteriori por lo general no tiene una forma conocida, se emplearan
métodos computacionales para estimar los pardmetros a posteriori, por ejemplo MCMC,

(Gilks et al., [1995).

2.3.2. Aproximacién de Laplace Anidada Integrada (INLA)

El método integrated nested Laplace approximation (INLA) propuesto por (Rue et al.,
2009)), es un algoritmo determinista que permite aproximar la distribucién a posteriori con
muy buena precision y un tiempo de computo menor a otros métodos como los de la si-
mulacién de cadenas de Markov de Montecarlo (MCMC). Esta implementacién estd dis-

ponible en el paquete R-INLA, y puede desarrollarse para una gran familia de modelos
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gaussianos latentes (Blangiardo et al., 2013) que definiremos con detalle més adelante. Sea
y = (Y1,Ys,...,Y,) " un vector de variables de respuesta y suponga que la distribucién de
Y; presenta un parametro pu;, por lo que el predictor lineal se puede definir de la siguiente

manera:

( )_771 50+Zﬂmzmz+2fj ’U,J, 1:1,...,m;

donde ¢(-) es una funcién de enlace, 5y es un intercepto del modelo, 3 = (81, B2, B3, ..., Bar)
son coeficientes de regresién que miden el efecto de las covariables z = (21, 22, 23, ..., 23r) sobre
el pardmetro p; de la variable respuesta Y;, ademéds f = {f1(-), ..., f7(:)} es una coleccién de
funciones definidas en términos de un subconjunto de covariables u;; (covariable j para la
observacion i), las funciones f;(-) pueden asumir diferentes formas al igual que los efectos
aleatorios espaciales. Esta formulacién puede acomodar una amplia gama de modelos, desde
estandares como regresion lineal hasta modelos espaciales, gracias a las diferentes formas que
pueden tomar las funciones desconocidas en f. Los modelos gaussianos latentes son modelos
bayesianos jerarquicos que tienen tres niveles: i) En el primer nivel definen la distribucién del
vector observado y; ii) en el segundo nivel asignan una a priori gaussiana a ciertos parametros
o efectos aleatorios, como por ejemplo de S, ; {Bm}; {fj(-)}, todos estos términos definen un
vector latente x = (f3,, B, f); y iil) en el tercer nivel se asigna una distribucién al resto de
parametros llamados hiperparametros 6.
La fdp a posteriori de x, 6 es dada por:

r(x,0|y) = T 1%0) 7x60) % 0) r(x,0), (2.10)

m(y)

donde 7(y) representa la fdp marginal de y. Mediante el INLA se obtiene una aproxima-
cién precisa de esta distribucién, la cual mediante métodos convencionales seria complicado
obtener (Outzen Berild et al., 2021]).

En particular, 7(y | x,0) representa la verosimilitud, y asumiendo observaciones condi-

cionalmente independientes dado x y 0 se obtiene por:

n(y | x,0) Hﬂ yi | i, 0) (2.11)

Asumiendo una a priori normal multivariante sobre el vector latente x, con media cero y
una matriz de precisién Q(0), es decir x ~ N(0,Q~1(0)), su funcién de densidad estd dada

por:
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m(x|0) = (2m) % Qo) |*/? exp| — %XTQ(G)X], (2.12)

donde | Q(0) | es el determinante de Q(8). En particular, cuando la matriz de precisién
es dispersa se tiene que x es un campo aleatorio markoviano gaussiano (Rue y Held, |2005)),
y esta propiedad permite que el INLA sea eficiente en términos computacionales. Luego la

distribucién a posteriori de x y 0 se puede expresar por:

m(x,0]y) o w(6) 7w(x|0) 7(y|x,8) )
o w(0) - (2m) 2| Q(6) [V exp [ — 5x"Q(O)x] - [[ 7 (i | x:,0)

i=1

o w(0)- | Q(O)|"/* eap[ — 3xTQ(0)x] - [ expllog(r(y: | xi,0))).
i=1
La ecuacion puede ser reescrita:

T(x,0]y) o« w(0)] Q)2 exp {;xTQ(O)x + Zlog(w(yi | :UZ-,B))} . (2.13)
=1

INLA genera aproximaciones numéricas de las marginales a posteriori para el vector
latente x y los hiperparametros 6. Las marginales a posteriori para las componentes del

vector latente se pueden expresar:

7 |y) = [ 7| 0.5)m(0 | y)do. (2.14)

Las marginales a posteriori para las componentes de los hiperparametros son definidas como:

(0 | y) = / (0| y)do_s, (2.15)

donde 6_j denota todos los hiperparametros excepto el componente k.

Para ello INLA aproxima 7(0 | y) por 7(0 | y). Especificamente, como

m(z,0 | y)
Ol = ey
_ w(y |z, 0)r(x,0) 1
m(y) m(z | 6,y)
_ m(y |z, 0)r(x | 6)m(6)
(y (x| 0,y
ol iome Y
m(z | 0,y) ’

es aproximada por:
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. m(y | x,0)m(x | 6)m(6)
(@ ]y) o Fa(x16.3) e (2.16)

donde 7 denota la aproximacién gaussiana para la condicional completa de x; ademas
x*(80) es la moda a posteriori de (x| 8,y) es decir Arg méxx 7g(x | 0,y).

Las marginales a posteriori para los hiperpardmetros 7(6; | y) se pueden derivar de
7(0 | y) a través de la integracién numérica. De forma similar se aproxima w(z; | 6,y)
usando otra aproximacién de Laplace. Para més detalles sobre el INLA ver (Rue et al.

2009).

2.4. Criterios de seleccion de modelos

Cuando se realiza una investigacion donde intervienen modelos estadisticos por lo general
suelen ajustarse varios modelos de acuerdo a las caracteristicas de los datos, desde el méas sim-
ple hasta uno méas complejo. Sin embargo por el principio de parsimonia se requiere obtener
modelos los mas simples posibles con el objetivo que el modelo llegue a explicar adecuada-
mente la variable respuesta planteada. Para comparaciones de los modelos se emplearan los

siguientes criterios:

» Criterio de informacién de devianza (DIC)
» Criterio de informacién de Watanabe-Akaike (WAIC)

» logarithm pseudo marginal likelihood (LPML).

2.4.1. Criterio de informacién de devianza (DIC)

Este criterio es similar a un criterio empleado en inferencia clasica conocido con el nom-
bre de Akaike information criterion (AIC), solo que en esta ocasién el DIC es aplicado en
inferencia bayesiana, y es igual a la devianza estimada D(é), mas el doble del nimero efectivo
de pardametros pp (Spiegelhalter et al., 2002)). Para un conjunto de datos de tamano n, se
simulan los valores 61,62, ...,6% de la distribucién a posteriori, entonces el DIC se estima de

la siguiente forma:

DIC = D(6) + 2pp,
donde:

. )= Zle 0U) ;  (Media a posteriori de )

Uf—

= D) =237 logf(yi|0); (Devianza estimada de 6)
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s pp=D — D(é); (Numero efectivo de pardmetros)

« D=E[DO)| Y] =437 D0OW) =137 [—230" logf(y: | 09)]

(Media a posteriori de la devianza).

El DIC solo puede ser utilizado para comparar modelos que presentan la misma vero-
similitud, y da resultados equivocados cuando la distribucién a posteriori no es distribuida

normalmente (Gelman et al., 2014)).

2.4.2. Criterio de informacién de Watanabe-Akaike (WAIC)

El WAIC fue desarrollada por el matematico Sumio Watanabe, y se basa en la densidad
predictiva a posteriori, y es donde radica su principal ventaja frente a otras medidas. Es
particularmente util para los modelos jerarquicos. El WAIC es una alternativa al DIC y
desde el punto de vista tedrico es un mejor indicador que el DIC (Watanabe y Opper, 2010)).
Para un conjunto de datos de tamafio n, se simulan los valores 01,62, ..., 0° de la distribucién

a posteriori obteniéndose de esta manera la estimacién de WAIC:

WAIC = —2 " log{m;} + 2w,
i=1
o %Zle m(y; | 29),00));  (Media a posteriori de f(y; | 0))
= pw = ., v;  (Tamano efectivo del modelo)

" v = VJS:1 log{7(y; | £9),00));  (Varianza a posteriori de log[f(y; | 6)]).

2.4.3. Logarithm pseudo marginal likelihood (LPML)

Este criterio parte de las coordenadas predictivas condicionales (CPO) y es una alter-
nativa adicional a los criterios antes mencionados. Sea y_; = (Y1y ey Yie1s Yit1s - Yn), la

coordenada predictiva condicional para la observavién ¢ se define:

CPO; = w(ylye-s)

Si y; brinda informacién relevante en el modelo 7(y) y 7(y(—;)) deberfan ser muy préxi-
mos, valores de y; que son mal ajustados por el modelo (Held et al., 2010). La coordenada

predictiva condicional se puede expresar de la siguiente forma:
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CPO; m(y) m(y)

do

o sty
ro [EUDE
(Y | Y- 719)

—

T(Yi | y—iy,0)

Por ser y; independiente de y(_;) dado 6, se cumple que 7(y; | y(—s),0) = f(yi | #) por lo que:
1

J 7o - w0 1 y)do
1

(0| y)do

CPO; =

= [E@|y)- (m)]_ :

Para poder calcular CPO utilizaremos la aproximacién de Monte Carlo, es decir:

El CPO es una medida de bondad del ajuste para cada observacién, que puede resumirse
para los n datos mediante un tinico valor denominado logaritmo de la pseudoverosimilitud
marginal (LPML); ya que se requiere una medida global, de modo que la comparacién entre

modelos puede realizarse de la siguiente forma:
LPML =" log(CPO;).
i=1

A mayor LPML mejor sera el ajuste del modelo. Para evaluar la proximidad el valor
observado y con la estimacion de la media a posteriori, se calcula la raiz del error cuadratico

medio de estimacién (RMSE) cuyo calculo es del siguiente modo:




Capitulo 3

Modelos bayesianos espaciales

multivariados

Los casos de enfermedades respiratorias pueden ser estudiados a nivel provincial en el
Pert. En esta tesis se propone estudiar la correlacién entre estas enfermedades tomando en
cuenta el patrén espacial de estas enfermedades. Por lo que se aplicard modelos multivariados
de regresion de Poisson que incluyen efectos espaciales en el predictor lineal para analizar
estos datos (Lawson, 2018). En particular, las distribuciones a priori condicionalmente auto-

rregresivas (CAR) son empleadas para modelar los efectos aleatorios espaciales.

3.1. Modelo 1: MCAR propio sin offset

El modelo multivariado de regresién de Poisson condicionalmente autoregresivo (MCAR)
que se presenta a continuacién fue propuesto por (Gomez-Rubio et al., 2019) y en esta tesis
nos permite estudiar la distribucién espacial de d diferentes enfermedades y de esta manera
identificar los patrones de alto riesgo. Como las enfermedades con causas similares pueden
mostrar patrones similares, se podria realizar un andlisis multivariado para obtener mejores
estimaciones de estos patrones compartidos, con la finalidad de construir un modelo conjunto
para d diferentes enfermedades.

Se define Y;; como el nimero de casos de una enfermedad d en el area i, luego se asume
Yiq ~ Poisson(;q) (3.1)

donde i = 1,...,n; d = 1,..., K; donde pu;; representa el ntumero de casos promedio de la

enfermedad d en la i-ésima area. Se usa una funcién de enlace logaritmica para enlazar la

16
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media u;q al predictor lineal 7;4, de la siguiente manera:

log(tia) = Mia = X484 + 0id, (3.2)

donde X;; es un vector de covariables, 5, es un vector de coeficientes de regresién y 6,4 repre-
senta el efecto aleatorio multivariante espacial. La forma de modelar 6,5 puede ser compleja,
donde el efecto latente espacial multivariante puede verse como la combinacién de la variabi-
lidad entre enfermedades y la variabilidad espacial de cada enfermedad. Ambos se modelan
con sus respectivas matrices de varianza y sus propios hiperparametros (Martinez-Beneito y
Botella-Rocamoray, [2019).

Los efectos aleatorios espaciales se representan mediante la matriz © con las entradas ;4
correspondiente al valor de la variable respuesta de la enfermedad d = 1,..., K en el area
1 =1,...,n. Sea O;, la i-ésima fila de la matriz © y G4y la d-ésima columna de la matriz ©.

La matriz © se define a través del operador vec(-), tal que:
vec(©) = (9.T17 . -7@-TK)T-

Luego para modelar la variabilidad dentro de cada enfermedad se puede elegir la distribucién
CAR propia multivariada propuesta por (Perales|, 2020), la cual es una extensiéon del modelo

CAR propio definido en la seccién Luego la distribucién de © es definida:
vec(®) ~ N(0,T1 @ (D —a- W)™, (3.3)

donde Q =T ® (D — aW) es la matriz de precisién , siendo o un mismo pardmetro de
autocorrelacién espacial para todas las enfermedades, D es una matriz diagonal compuesta
por el nimero de vecinos del area ¢, W es una matriz de vecindad, compuesta por elementos
w;; igual a 1, si las dreas i y j son vecinas, y cero caso contrario, y por tltimo I' controla la

variabilidad restante entre las enfermedades. Finalmente I'"1 es definida como:

1/m p12//TiT2 - Pk /TITK

F_l— p12/w/7'17'2 1/7’2

/TR e U

donde pj; es el coeficiente de correlacién de las enfermedades j y [, y 74 es la precision

marginal de la enfermedad d.
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3.2. Modelo 2: MCAR propio con offset

La distribucién multivariada de los casos observados de la enfermedad d en el area i, Y;q,

siguen una distribucién de Poisson, tal que:

Yig ~ Poisson(piq = EiqgRiq); i=1,2,...,n; d=1,..,K (3.4)

donde E;q es llamado compensacién (en inglés offset) que representa el niimero de casos
esperados con la enfermedad d en el area ¢ o casos posibles con la enfermedad d en el drea
i, y R;q es el riesgo relativo para la enfermedad d en el area i. Luego este riesgo relativo se

modela en un segundo nivel como una suma de diferentes términos:

log(Riq) = nia = log(Eia) + X84 + 0ia, (3.5)

donde X;4 es un vector de covariables, 55 es un vector de coeficientes de regresion y 6;4

representa el efecto aleatorio multivariante espacial CAR como se definié en la ecuacién
vec(©) ~ N(0,T7' @ (D —a-W)™1).

3.3. Inferencia bayesiana usando INLA

Bajo el enfoque bayesiano de forma general se pueden definir los modelos presentados

como modelos gaussianos latentes, donde:

= Vector Observado: Las d variables respuesta se representan mediante la matriz Y con
las entradas Yiq correspondientes al valor de la variable respuesta de la enfermedad
d=1,...,K enel drea i = 1,...,n. Sea Yj, la i-ésima fila de la matriz Y y Yaq la
d-ésima columna de la matriz Y. Dado el vector latente x y los hiperparametros 6, Yiq

son condicionalmente independientes, con distribucién definida en las ecuaciones luego

K n
la fdp conjunta de Y es: 7(y | x,6) = H Hﬂ(yid | x,0).
d=1i=1

= Campo Gaussiano latente: Asumiendo una a priori gaussiana para los coeficientes de
regresion Bg, entonces 3, vector compuesto por los vectores B4 parad =1, ..., K, tiene
distribucién normal. También se asume una CAR propia multivariada para vec(©) ~
N0, T7'®(D—a-W)™!). Luego se asume una distribucién normal multivariada sobre
x = {B,vec(9)},
z |6~ N(0,Q ()
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» Hiperparametros: 8 = («a,I)
().

K(K-1)

El conjunto de hiperpardametros a estimar estd compuesto por K precisiones 74, 5

parametros de correlacién pj; (4,1 = 1,...,K), y un pardmetro comin de autocorrelacién

espacial, «, es decir un total de hiperpardametros 6 de w

+ 1. Por ello en vez de asignar
a prioris para las precisiones se asigna una a priori para la matriz I'. En la implementacién
se considera que & ~ U(Qmin, Qmaz); €s decir, una distribucién uniforme siendo amin ¥ Qmax

los limites del dominio de «. Una distribucién de Wishart se considera como una distribucion

a priori conjunta para la matriz
A ~ Wishart g (r, Rfl) ,

donde 7 es el nimero de grados de libertad y R™! es una matriz fija simétrica definida
positiva de dimensién K x K. Bajo las definiciones previas, la distribucién a posteriori de x
y 0 estd dada por:

m(x,0|y) o« 7w(y|x,0) w(x]|0)-7(0).

Las estimaciones a posteriori no son faciles de obtener, y por ello se hace usé del INLA,
que nos facilita el ahorro en el tiempo de calculo, proporciondndonos aproximaciones de las
marginales a posteriori de las variables latentes e hiperparametros. La distribucién marginal

de 0 es aproximada por:

7(y | x,0)m(x,0)m(0)
m(x [6,y)

=7c(f]y),
x=x*(0)

m(0ly) =

donde 7 es una aproximacién gaussiana. De forma similar se aproxima 7(x; | 6,y). Luego

las marginales a posteriori para el vector latente se pueden aproximar por:

(i | ¥) = [ 7| 0.9)7(0 | ).

y las marginales a posteriori para los hiperparametros también se obtienen numéricamente a

partir de:

m(6k | y) = / 76 y)do_y,

donde 0_j denota todos los hiperparametros excepto el componente k.



Capitulo 4

Estudio de Simulacion

En este capitulo, se realiza un estudio de simulacién con el objetivo de mostrar la correcta
estimacién de los pardametros del modelo MCAR utilizando la libreria INLAMSM a través
del R-INLA, que se encuentra disponible en www.r-inla.org. Los resultados obtenidos para
esta simulacién se obtuvieron mediante una computadora con las siguientes caracteristicas,
un procesador Intel(R) Core(TM) i7-7500U CPU @ 2.70GHz 2.90 GHz, una memoria RAM
de 8GB y un sistema operativo de 64 bits, procesador basado en x64. Para simular los datos
de areas en las n = 196 provincias del Per, se generé un grafo para definir una matriz de
vecindad (W) en base a las provincias del Pert, como se muestra en la Figura donde los
cuadrados amarillos representan las provincias no vecinas (valores de w;; igual a cero) y los
cuadrados rojos las provincias vecinas (valores de w;; igual a uno). A partir de esta matriz

de vecindad es evidente que cada provincia solo tiene algunas provincias vecinas.

Figura 4.1: Matriz de vecindad asociada a las provincias del Per.

20
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4.1. Simulacién con interceptos

Se simularon datos a partir del modelo definido en la seccién para K = 2, para
generar datos de una distribucién bivariada. Para ello se asignaron los siguientes valores a
los pardmetros: 5o = 1, fo2 = 5, a=0.8, 7 = (11, 72)= (0.3; 0.5) y p=0.8. Para simular datos
espaciales de un modelo multivariado CAR se calculd la matriz de precision I' @ (D — a- W),

I/n  p/y1im2
p/TiT2  1/m

Luego se simularon los efectos espaciales 6,4, d = 1, 2 para cada variable respuesta a partir

donde I'"! = y D = diag(w;4).

de N(0,T7'® (D —a-W)~1). A continuacién se calculé uig = exp(Bo + 0;q), y finalmente
generamos la variable respuesta segin una distribucién de Poisson, Y;q ~ Poisson(p;q). La

Figura muestra los histogramas de ambas variables respuestas del modelo multivariado

condicional autorregresivo (MCAR).
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Figura 4.2: Histogramas de las variables respuestas del modelo CAR multivariado; y1 para

d =1 (izquierda), y2 para d = 2 (derecha).

La Figura muestra los mapas de los datos simulados de las variables respuesta con el

modelo bivariado expuesto anteriormente para d = 1 (izquierda) y d = 2 (derecha).
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Figura 4.3: Datos simulados de las K= 2 variables respuestas del modelo MCAR para d = 1
(arriba) y d = 2 (abajo).

Luego se ajusté el modelo multivariado CAR propio através del INLA como se describe en
la seccién [3.3] Observamos que a pesar de la complejidad del modelo multivariado, el tiempo
de empleo para la estimacion es por debajo de los 10.6 segundos. En el Cuadro[4.1]se compara
los valores de los coeficientes de regresion verdaderos con las estimaciones a posteriori. Se
puede observar que las estimaciones de las medias a posteriori son cercanas a los valores

originales. Las distribuciones a posteriori de los coeficientes de regresién se muestran en la

Figura [1.4]
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Cuadro 4.1: Valores de los coeficientes de regresién con las estimaciones a posteriori.

original media d.s.
Bo1 1 0.648 0.198
Bo2 5 4.868 0.127

PostDens [intercept1]

o
Q
<
o
o T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5
Mean = 0.648 SD = 0.198
PostDens [intercept2]
o
al
o
o

42 44 46 48 50 52 54
Mean = 4.868 SD = 0.127

Figura 4.4: Estimacion de la distribuciéon marginal a posteriori de los coeficientes de regresion.

Ademis los intervalos de credibilidad incluyen el valor original de los coeficientes de regresién

verdaderos, al igual que de los hiperpardametros como se muestra en el Cuadro

Cuadro 4.2: Estimaciones a posteriori de o1, Bo2 ¥ «, T1, T2 ¥ p-

Cuantil

Parametros original 2.5 50 97.5
Bo1 1 0.248 0.648 1.037

Boz2 5 4.613 4.868 5.123

a 0.8 0.727 0.879 0.954

T 0.3 0.177 0.238 0.324

T2 0.5 0.422 0.521 0.641

p 0.8 0.662 0.759 0.833

Como podemos observar de los resultados, se ha podido recuperar los pardmetros asignados
inicialmente. La Figura[4.5] muestran los mapas de las estimaciones de las medias a posteriori

a través el modelo MCAR ajustado.
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Figura 4.5: Mapas de las medias a posteriori estimadas de las variables respuestas a través
del modelo CAR multivariado, para d = 1 (arriba) y d = 2 (abajo).

4.2. Simulacion con interceptos y covariables

De forma similar, para simular datos del modelo de la seccién se asignaron los siguien-

tes valores a los pardmetros o1 = 1, fo2 = 5, B11 = =2, Bi12 =3, a=0.8 , 7 = (71, 72)= (0.3;

0.5) y p=0.8. Para simular datos espaciales de un modelo multivariado CAR se calculé la

I/nn  p/yTim2
p/VTiT2 /T2

Luego se simularon los efectos espaciales 6,4, d = 1,2 para cada variable respuesta a partir de

matriz de precision I' @ (D — a - W), donde '™ = y D = diag(wi4).

N(O,T7'® (D —a-W)™1). A continuacién se calculé p;q = exp(Bo + 17 +60;4), y finalmente

generamos la variable respuesta segiin una distribucién de Poisson, Y;; ~ Poisson(u;q). En la
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Figura[4.6] se muestra los histogramas de ambas variables respuestas del modelo multivariado.
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Figura 4.6: Histogramas de las variables respuestas del modelo CAR multivariado; y1 para
d =1 (izquierda), y2 para d = 2 (derecha).

La Figura muestra los mapas de los datos simulados de las variables respuesta con el

modelo bivariado expuesto anteriormente para d = 1 (izquierda) y d = 2 (derecha).

Figura 4.7: Datos simulados de las K=2 variables respuestas del modelo CAR multivariado,
para d = 1 (izquierda) y d = 2 (derecha).

Luego se ajusto el modelo multivariado CAR propio implementado en el INLA. Obser-
vamos que el tiempo de empleo para la estimacion estd por debajo de los 10 segundos. En
el Cuadro compara los valores de los coeficientes de regresion verdaderos con las esti-
maciones a posteriori. Se puede observar que las estimaciones de las medias a posteriori son

cercanas a los valores originales. Las distribuciones a posteriori de los coeficientes de regresiéon
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se muestran en la Figura
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Cuadro 4.3: Valores de los coeficientes de regresion con las estimaciones a posteriori.

original media d.s.

Bot 1 0.592 0.187

Bo2 5 4.838 0.118

P11 -2 -2.208 0.096

P2 3 2.974 0.052

PostDens [intercept1] PostDens [intercept2]
o
N (3]
o N
e o
o T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 44 46 48 50 52 54
Mean = 0.592 SD = 0.187 Mean = 4.838 SD =0.118
PostDens [X2] PostDens [X1]
<
©
= o~
N
© L Ll T 1 1 © T 1 T T 1
2.8 29 3.0 3.1 32 -26 -2.4 -2.2 -2.0 -1.8

Mean =2.974 SD = 0.052

Mean = -2.208 SD = 0.096

Figura 4.8: Estimacion de la distribucion marginal a posteriori de los coeficientes de regresion.

Ademss los intervalos de credibilidad incluyen el valor original de los coeficientes de regresién

y de los hiperparametros como se muestra en el Cuadro Como podemos observar de los

resultados se ha podido recuperar los pardmetros asignados inicialmente.

Cuadro 4.4: Valores de los coeficientes de regresion con las estimaciones a posteriori

Cuantil
Parametros original 2.5 50 97.5

Bot 1 0.218 0.592 0.958
Bo2 5 4.602 4.838 5.072
B -2 -2.400 -2.208 -2.023
B12 3 2.872 2.974 3.077
a 0.8 0.685 0.852 0.944
] 0.3 0.186 0.253 0.341
T 0.5 0.417 0.522 0.652
) 0.8 0.708 0.811 0.882
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La Figura [£.9) muestra los mapas de las estimaciones de las medias a posteriori a través el

modelo MCAR ajustado.

Figura 4.9: Mapas de las medias a posteriori estimadas de las variables respuestas a través
del modelo CAR multivariado, para d = 1 (izquierda) y d = 2 (derecha).

4.3. Escenarios de simulaciones bajo diferentes p

Ahora como el pardametro p mide la correlacién entre variables, la estimacién del mismo es
crucial, pues a menor valor menos correlacionadas estaran las variables, y a mayor valor mas
correlacionadas estaran las variables. Por ello realizamos simulaciones para diferentes valores
del pardmetro de autocorrelacién p igual a 0.6, 0.5, 0.4, 0.3 y 0.2, y los mismos valores para
el resto de parametros. En particular, se tomé a = 0,8 que también es de interés en este
estudio, porque implica que existe una autocorrelacion espacial significativa.

En el Cuadro muestra los valores originales de los parametros en las simulaciones y
luego para cada valor diferente de p se muestran los cuantiles a posteriori estimados para
los parametros en cada escenario. Observamos que el verdadero valor de los pardametros se
encuentra dentro de los intervalos de credibilidad, por ello concluimos que la estimacién a
posteriori es adecuada. Y la mediana a posteriori es muy cercana al verdadero valor del
parametro, en todos los casos. Asimismo no se evidencié un patron en las estimaciones a
posteriori para diferentes valores de p. Reflejando que el modelo es capaz de estimar adecua-

damente los pardmetros cuando la correlacién entre las variables es baja a moderada.
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Cuadro 4.5: Estimaciones a posteriori de 8o1, Bo2, S11, Bi2, o, 71, 7o para diferentes valores
de p

Cuantil

Rho Parametros original 2.5 50 97.5
p=02 Bot 1 0.219 0.601 0.973
Bo2 5 4.750 4.998 5.244

Bi1 -2 -2.400 -2.196 -2.001

B2 3 2.874 2.98 3.089

o 0.8 0.699 0.861 0.949

] 0.3 0.188 0.261 0.363

T 0.5 0.404 0.507 0.635

) 0.2 0.033 0.233 0.413

p=03 Bo1 1 0.204 0.598 0.982
Boz 5 4.721 4.977 5.230
Bi1 = -2.401 -2.198 -2.004

P12 3 2.879 2.985 3.093

a 0.8 0.722 0.874 0.956

] 0.3 0.197 0.264 0.355

T 0.5 0.410 0.515 0.646

) 0.3 0.143 0.332 0.500

p=04 Bo1 1 0.207 0.591 0.964
Bo2 5 4.698 4.943 5.186
P11 -2 -2.413 -2.208 -2.014

B2 3 2.873 2.979 3.087

a 0.8 0.689 0.857 0.947

T 0.3 0.188 0.257 0.351

T 0.5 0.406 0.509 0.635

p 0.4 0.255 0.431 0.582

p=05 Bo1 1 0.199 0.587 0.964
Boz 5 4.668 4.914 5.157

Bi1 -2 -2.417 -2.214 -2.02

Bi2 3 2.879 2.984 3.091

a 0.8 0.697 0.861 0.949

] 0.3 0.189 0.255 0.343

T 0.5 0.415 0.519 0.647

) 0.5 0.370 0.533 0.667

p=0.6 Boi 1 0.191 0.587 0.975
Bo2 5 4.629 4.884 5.137
Bi1 -2 -2.413 -2.213 -2.023

P12 3 2.890 2.995 3.102

o 0.8 0.710 0.870 0.954

o] 0.3 0.190 0.258 0.351

T 0.5 0.414 0.519 0.650

P 0.6 0.487 0.629 0.740




Capitulo 5
Aplicaciéon

El presente capitulo tiene como objetivo aplicar el modelo multivariado CAR propio, a un
conjunto de datos reales sobre las Infecciones Respiratorias Agudas (IRA) que habitualmente
han sido una de las principales causas de mortalidad de los ninos que residen en el area rural
o en regiones de la sierra y selva del Pert.

Los datos corresponden a recuentos de personas que tienen problemas de IRA sin con-
siderar neumonias (Y;1) y neumonias (Y;2) en n = 196 provincias del Perd en el ano 2021.
En este andlisis estadistico se estudia la posible relacién entre ambas enfermedades. A través
de las provincias del Peri y su ubicacion, es adecuado construir un grafo donde una aris-
ta representa si dos provincias son vecinas, es decir, comparten lineas fronterizas comunes,
como se muestra en la Figura La matriz de vecindad W para este grafo se muestra en
la Figura donde los cuadrados amarillos representan valores cero de W y los cuadrados

rojos representan los valores igual a uno de W.

Figura 5.1: Matriz de Vecindad W asociada a las provincias del Perti.
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Figura 5.2: Representacion del grafo de las provincias de Peru.

En general, se asume que Y4 es el nimero de casos de IRA sin considerar neumonia
(d = 1) en la i-ésima provincia o el nimero de casos de neumonia (d = 2) en la i-ésima
provincia. Consideramos Y;q ~ Poisson(u;q = FiqR;q), donde p;q representa la media de
casos de la enfermedad d en la provincia i, E;q se define como la poblacién expuesta a la
enfermedad d en la i-ésima provincia y R;4 se define como la incidencia de la enfermedad d en
la i-ésima provincia. Luego se aplicé el modelo multivariado MCAR, detallado en la seccién
1.2)

Ahora realizaremos la modelacién de las tasas de las enfermedades en las provincias del
Pert, por intermedio del modelo multivariado CAR, para asi explicar el niimero de casos de
las enfermedades con respecto a la poblacién en cada provincia del Perd. Se ajustaron seis
modelos con diferentes covariables (precip= media de precipitaciones, pobreza = porcentaje
de pobreza, seguro = porcentaje con seguro de salud y agua.potable=porcentaje de agua
potable) y efectos aleatorios espaciales (efecto), por lo que se calcularon criterios de seleccién

para determinar el mejor modelo, los resultados se muestran en el Cuadro
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Cuadro 5.1: Criterios de seleccion de modelos.

Modelo DIC WAIC -LPML RMSE
M1: interc.4-efecto 3345.48 3262.47 2922.59 8.8E-05
M2: interc.+precip.+efecto 3344.59 3261.85 2493.02 8.6E-05
Ma3: interc.+pobreza+-efecto 3345.99 3263.75 2979.43 0.0001
M4: interc.4precip.+pobreza+efecto 3342.91 3259.88 2976.57 0.0001
M5: interc.4precip.+seguro+-efecto 3344.76 3262.73 2501.45 9.0E-05

M6: interc.+precip.+agua.potable+efecto 3344.66 3262.57 2868.87 8.6E-05

De acuerdo a los criterios de selecciéon el modelo M2, donde interviene la covariable
precipitaciones (precip.) resulté ser el mejor pues presenté el menor LPML y RMSE, y
segundo mejor WAIC. Seguido del modelo M4 quien tuvo el mejor WAIC pero quinto segin
el LPML. De acuerdo a estos resultados a continuacion presentamos los resumenes a posteriori
para el modelo M2.

En el Cuadro se muestran las estimaciones de la mediana posteriori y de los intervalos
de credibilidad al 95 % (IC) de los pardmetros obtenidos a través del modelo Poisson-CAR con
offset descrito en la secciéon Los IC al 95 % de los coeficientes de regresién no contienen

el cero, por lo tanto son significativamente diferentes de cero.

Cuadro 5.2: Mediana aposteriori e intervalo de credibilidad al 95 % para los hiperparametros.

Cuantil
2.5 50 97.5
Bo1 -3.636 -3.505 -3.373
P11 -9.852 -9.561 -9.279
Bo2 0.046 0.105 0.164
B2 0.156 0.282 0.408

o 0.165 0.426 0.685
1 0.490 0.602 0.737
T2 0.117 0.152 0.194
p 0.356 0.489 0.605

A partir del predictor lineal definido en la ecuacion se tiene que

Riq
E;

log(—=) = log(ptia) = X;yBa + ia-

Entonces para interpretar el coeficiente de regresiéon asociado a una covariable se estudia
esta medida cuando se aumenta en una unidad la covariable, asi el cambio en la media pu;q se

calcula a partir de la exponencial del coeficiente de regresién. Estos resultados se muestran
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en el cuadro Cuadro [5.3] Podemos observar que por cada unidad en que se incrementan la
media de las precipitaciones, la media de casos de IRA sin neumonia se reduce en 99.99 %,
mientras al aumentar la media de las precipitaciones en una unidad, la media de casos de

neumonias aumenta en 32.58 %.

Cuadro 5.3: Medida para interpretar los coeficientes de regresién del modelo de Poisson-CAR
con offset

P
Bo1 intercepto (IRA sin neumonia) 0.03005
P11 precipitaciones (IRA sin neumonia) 0.00007
Po2 intercepto (neumonia ) 1.11071
P12 precipitaciones (neumonia) 1.32578

Las distribuciones marginales a posteriori de los hiperparametros se muestran en la Figu-
ra La mediana a posteriori del pardmetro de autocorrelacién espacial (v =0.426) indica
que existe evidencia de autocorrelacién espacial moderada en las tasas de cada enfermedad
entre las provincias vecinas. Asi si una provincia tiene una tasa alta de la enfermedad res-
piratoria d, una regién vecina también presenta una tasa alta de la enfermedad respiratoria
d, para d = 1,2. Los parametros de precision distintos indican que la variabilidad espacial
de ambas enfermedades respiratorias IRA sin neumonia y neumonia son diferentes, siendo
mayor para la tasa de neumonia. El valor de p que esta alrededor de 0.50, indica que existe

una correlacién positiva entre los casos de enfermos con IRA sin neumonia y neumonias.

La Figura muestra mapas de las estimaciones de las medias a posteriori de los efectos
aleatorios espaciales ©44 a través del modelo CAR multivariado ajustado. Se puede observar
claramente un patrén espacial similar entre ambas enfermedades. Finalmente, la Figura [5.5
muestra mapas de las estimaciones de las medias a posteriori de la incidencia de IRA sin
neumonia y la incidencia de neumonias a través del modelo CAR multivariado ajustado. En
primer lugar en efecto el mapa muestra que existe una correlacién entre ambas incidencias,
pues en general en una provincia con alta incidencia de enfermedades respiratorias sin neu-
monia también hay una alta incidencia de neumonias. Y en particular, se observa que las
incidencias de ambas enfermedades son mayores en la regién sur del pais en arequipa, cuzco,
en mayor medida en la costa en Lima, Lambayeque , asi como en la regién de la selva al

norte.
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Figura 5.3: Graficas de las distribuciones marginales a posteriori de los hiperparametros.

Figura 5.4: Mapas de las medias a posteriori estimadas de los efectos aleatorios espaciales a
través del modelo CAR multivariado, para d = 1 (izquierda) y d = 2 (derecha).
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Figura 5.5: Mapas de las medias a posteriori estimadas de las variables respuestas a través
del modelo CAR multivariado: ylest para d = 1 (arriba); y2est para d = 2 (abajo).



Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo principal es estimar para asi detectar la asociacién entre enfermedades res-
piratorias a nivel provincial en el Pertd, tomando en cuenta la distribucién espacial de estas
enfermedades en las provincias del Peri. Para ello se propuso aplicar un modelo espacial mul-
tivariado con efectos aleatorios condicionales autoregresivos al conjuntos de datos de &dreas
usando inferencia bayesiana de manera eficiente a través del método de integracién aproxi-
mada anidada de Laplace (INLA). En ese estudio se observé la bondad de ajuste del modelo
y la eficacia del método en cada simulacién realizada ya que nos proporcionaba tiempos por

debajo de los 15 segundos que en métodos clasicos tomaria mucho mas tiempo.

Con respecto a los resultados obtenidos, podemos concluir que existe correlacién positiva
directa entre los casos de personas con IRA sin neumonia y neumonias. Ademés hay eviden-
cia estadistica de que el aumento del promedio de precipitaciones en una provincia reduce
significativamente la incidencia de IRA sin neumonia en dicha provincia, mientras el aumen-
to del promedio de precipitaciones en una provincia aumenta la incidencia de neumonias
en dicha provincia. El valor de la autocorrelacion espacial indica que existe evidencia de au-

tocorrelacion espacial moderada en las tasas de cada enfermedad entre las provincias vecinas.

Por dltimo, el trabajo mostrado podria analizarse con mas covariables y factores que
puedan explicar adecuadamente la variable respuesta de la investigacién, ademas el modelo
planteado puede ampliarse para aplicar un modelo espacio-temporal empleando INLA, pues
dada su eficiencia computacional se podria trabajar con mucho méas datos. Los datos de IRA
sin neumonia y neumonias también pueden ser usados para estudiar la evolucién temporal

del patron espacial de las enfermedades respiratorias por ejemplo de acuerdo a meses o0 anos.
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