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Resumen

El objetivo de esta tesis es analizar los diferentes Registros de Representacién Semibtica,
formacion, tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se desarrolla en torno a
los limites de funciones en un curso universitario.
Para el andlisis de la investigacion, utilizamos como referente teorico la teoria de Registros de
Representacion Semidtica (TRRS), en la que centramos nuestro estudio en los registros de
representacion algebraico y grafico para el limite de una funcién. En el registro algebraico,
analizamos limites de funciones con funciones polinomiales, funciones definidas a trozos,
funciones racionales y en el registro grafico con funciones continuas y funciones discontinuas.
Todas ellas promueven diferentes actividades cognitivas, como la formacion y tratamientos de
representaciones del limite de una funcion en el registro algebraico y grafico al resolver una tarea
de limite de una funcién. También analizamos, desde la perspectiva de la TRRS, las actividades
cognitivas: formacién, tratamientos y conversiones que se desarrolla en relacién con el limite de
funciones en una practica dirigida de Calculo |, en Estudios Generales area de Ciencias Basicas
de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM). Los resultados que obtuvimos
evidencian que hay un predominio de preguntas en el registro algebraico. Se presentan
diferentes tipos de funciones algebraicas que promueven diversos tratamientos en el registro,
habiendo ausencia de la visualizacién del objeto, que es un aspecto del limite de una funcién que
lo muestra el registro grafico. También podemos observar que hay ausencia de la actividad
cognitiva de la conversion. De acuerdo con la TRRS, es necesario conocer mas de una
representacion del objeto matematico, pues ellos se complementan, aumentan la capacidad
cognitiva y ayudan a la comprensién del concepto cuando se realiza una tarea de limites de una
funcion. La Investigacion es de tipo cualitativo, realizamos un estudio de caso.

Palabras clave: Registro de Representaciéon Semiodtica; tratamientos; conversiones; limite de

funciones.
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Abstract

The aim of this thesis is to analyze the different registers of semiotic representation, formation,
treatments, and conversions in the mathematical sphere developed around the limits of functions
in a university course.

For the analysis of the research, we have taken as theoretical reference the Theory of
Registers of Semiotic Representation (TRSR) and centered our study in the registers of algebraic
representation and graph to the limit of a function.

In the algebraic register we analyze the limits of functions with polynomial functions, slice
functions, rational functions and graph register with continuous functions, discontinuous functions
with finite jump, and functions with movable discontinuity. All of them enhance different cognitive
activities as the formation and treatments of the limit of function representations in the algebraic
register and graph when solving a limit of a function task.

Likewise, we analyze the cognitive activities: formation, treatments and conversions from a
TRSR view regarding the limit of functions in a Calculus | guided activity, within the General
Studies Area of Basic Science at UNMSM. The results show that there is a prevalence of
questions in the algebraic register. Different types of algebraic functions appear to enhance
diverse treatments in the register with a lack of the object visualization which is an aspect of the
limit of a function indicated by the graph register. Also, we can notice that there is a lack of
cognitive activity of the conversion. In accordance with the TRSR, it is necessary to know more
than one representation of the mathematical object as they complement each other, increase the
cognitive capacity and help the understanding of the concept when the task of limits of a function
is performed. The research is qualitative, we conducted a case study.

Key words: Register of semiotic representation; treatments; conversions; limit of functions.
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Introduccioén

Un tema de la Educaciéon Matematica que ha despertado el interés en la comunidad
matematica son las dificultades que tienen los alumnos en la comprension en el desarrollo de
sus tareas en relacion los conceptos matematicos, en particular, con el concepto limite de una
funcién en un punto. Las investigaciones evidencian que las dificultades encontradas tienen su
origen a que dicho concepto es complejo, abstracto e intangible y, de otro lado, la forma en que
ensefa el profesor, donde predominan los aspectos algebraicos del limite.

Al respecto, muchos investigadores se preguntan, ¢jcuales son las actividades que
contribuyen a que un estudiante adquiera la comprensioén del concepto del objeto matematico?
Desde diversos enfoques, como la teoria de Registro de Representacion Semidtica, basada en
las representaciones, la teoria APOE (niveles del conocimiento), la teoria de Situaciones TS,
(generar situaciones en el aula), la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) (organizaciones
didacticas) se ha tratado de dar respuesta a esta pregunta.

El objetivo de esta investigacion es analizar, desde el marco tedrico de la teoria de los
Registros de Representacion (TRRS), los diferentes Registros de Representacion Semidtica,
Tratamientos y Conversiones que se movilizan cuando se resuelven tareas sobre el limite de una
funcioén.

Nuestra investigacién es de tipo cualitativa, cuyo procedimiento metodolégico de investigacién
es de un estudio de caso. El caso es: Andlisis del uso de Registros de Representacion Semidtica
en el calculo de limites de funciones en el nivel Universitario, donde analizamos y describimos
los registros algebraico y grafico, asi como explicamos e interpretamos la actividad matematica

(funcionamiento cognitivo) a través de la formacion, tratamientos y conversiones que se
desarrollan en cada uno de los registros cuando se resuelve una tarea del limite de una funcion.

Analizamos una practica calificada haciendo un estudio de los registros que predominan en

ella y de la actividad matematica que se desarrolla al realizar una tarea del limite de una funcién.



En base a lo anterior, la tesis a presentar se organiza en cuatro capitulos.

En el capitulo I, encontraremos las referencias que nos han servido para conocer la
problematica.

Radillo y Gonzalez (2014) disefian una secuencia didactica utilizando los elementos de la
TRRS, basada en los recursos de visualizacion, que significa relacionar y establecer conexiones
entre las representaciones algebraica, grafica y numérica. Presentan modelos de preguntas
basadas en las formas de representacién y sefalan que tomar en cuenta la exploracién
computacional, ayudara a que el alumno, a través de este recurso, conozca las diversas formas
de las funciones y el Limite de la funcion.

Londofio, Narro y Yatzil (2014) expresan que articular una representacion semiotica de un
registro de representacion con otra representacién en otro registro de representacién significa
construir la comprension el concepto del limite de una funcion. Sugieren utilizar el registro grafico
para que los alumnos visualicen la definicion del limite en este registro. Es decir, sus
representaciones, sus tratamientos y la conversion.

La investigacién de Hitt (2006) expone las dificultades en la comprensién del concepto limite
de una funcién y propone actividades basadas en el marco tedrico de la TRRS. En su trabajo,
sugiere tareas de conversion que involucren los registros algebraico, grafico y numérico.

Por otro lado, Blazquez y Ortega (2001) sefialan algunos criterios a tomar en cuenta en la
eleccion de los Registros de Representacion Semiética. Hitt (1998) expresa cémo la habilidad
del alumno en cambiar de registro para conseguir la solucion de un problema, llamado la
visualizacién matematica, es necesaria en el proceso de aprendizaje.

Vilchez (2018) investiga y describe las articulaciones de las aprehensiones perceptiva,
operatoria y discursiva que los estudiantes de Ingenieria desarrollan cuando movilizan la nocion
de limite de una funcion. Esto lo hace desde la perspectiva grafica tratando de adaptar su

solucion.



Fernandez-Plaza, Ruiz Hidalgo y Rico (2015) analizan, interpretan y describen la capacidad
que tienen los alumnos en el registro verbal de expresar sus definiciones individuales acerca del
concepto de limite de una funcién y como lo aplican para justificar la existencia o no de los limites
en el registro grafico. La metodologia de investigacion que utilizan es del Pensamiento
Matematico Avanzado y el marco tedrico es la TRRS. Los autores concluyen que hay definiciones
particulares o concepciones de los alumnos que coinciden con las definiciones conocidas del
limite de una funcion. También manifiestan que hay concepciones particulares de los alumnos,
como expresar que el limite no existe si la funcidn no esta definida en el punto en estudio.

En este capitulo |, también presentaremos la justificacion, pregunta y objetivos y metodologia
de investigacion.

En el capitulo Il, presentaremos los aspectos considerados de la teoria de los Registros de
Representacion Semidtica (TRRS). Se describen los elementos de éste, representacion
semidtica algebraica, grafica, registros de representacion, actividades cognitivas: formacion,
tratamiento y conversion de representaciones semidticas en los registros algebraico y grafico y
en la que se formulan varios ejemplos.

Presentaremos el fendmeno de la congruencia y no congruencia de las representaciones
semioticas. Daremos un ejemplo de congruencia de la representacion del limite dada por
Weierstrass y la de Blazquez y Ortega, denominada Aproximacion Optima.

En el capitulo lll, realizaremos una aplicacién de los elementos tedricos de la TRRS del
capitulo Il. Haremos un estudio analitico y explicativo del registro de representacion semiotico
algebraico, consideraremos la formacién, movilizacién de tratamientos algebraicos del limite de
una funcion para tres clases de funciones: polinomial, definida a trozos, funcién racional, en
donde cada una de ellas tiene un tratamiento diferente y en la que presentaremos varios
ejemplos. Nuestras referencias han sido importantes para la eleccion de esta clase de funciones.

También haremos un analisis descriptivo y explicativo del registro de representacion semiotico

grafico: formacion, tratamiento (movilizacién de representaciones en un mismo registro) y



conversiones de representaciones (movilizacion entre registros). Aqui investigaremos con
funciones continuas y discontinuas, ya que los tratamientos son diferentes. Movilizaremos la
formacion de representaciones y tratamientos, donde los limites laterales son iguales y cuando
son diferentes. Consideraremos que cada clase de funciones movilizan diferentes tratamientos.

Presentaremos la actividad cognitiva de la conversion para el limite de funciones lineales y
cuadraticas entre los registros algebraico y grafico. Para ello, nos ha sido de utilidad la
investigacion de Duval (2012) en cuanto a la conversién de funciones lineales entre los registros
grafico y algebraico, al cual le hemos implementado la representacion algebraica y grafica el
limite de una funciéon. También utilizaremos la conversién de funciones cuadraticas entre los
registros grafico y algebraico y para ello ha sido de utilidad el articulo Gémez, Guirete y Morales
(2017).

Analizaremos la congruencia y no congruencia de las representaciones en el registro
algebraico y grafico. Formulamos algunos ejemplos.

En el capitulo 1V, presentaremos los resultados y conclusiones de la investigacion.

En los Anexos, mostraremos algunos documentos que avalan esta investigacion.



PRIMERA PARTE: PROBLEMATICA Y METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

CAPITULO |

PROBLEMATICA

En este capitulo, presentaremos las investigaciones que nos han servido de referencia, tales
como investigaciones en Educacién Matematica que abordan, en primer lugar, las dificultades
que enfrentan los alumnos en la ensefianza aprendizaje del limite de una funcién y, en segundo
lugar, alternativas basadas en el disefio de actividades utilizando la teoria de los Registros de
Representacion Semiética (TRRS).

A continuacion, presentaremos la justificacion, plantearemos la pregunta de investigacion,

sefalaremos los objetivos y detallaremos la Metodologia que se utiliza en la investigacion.
1.1 Referencias

En esta seccion, presentaremos las investigaciones relacionadas con el objeto matematico
limite de una funcién en un punto. Los investigadores presentan las dificultades que tienen los
alumnos en la comprension del concepto y proponen disefar actividades, cuestionarios y, en
algunos casos, efectuar entrevistas en base al marco tedrico de la TRRS, donde, para ayudar a
la comprensién del objeto matematico, se toman en cuenta las diversas formas de
representaciones del limite de una funcién, algebraica, grafica, tabular y verbal, pues cada forma
comunica cierta caracteristica del concepto. Ademas, un punto clave que ayuda a la comprension
del objeto matematico es promover la actividad cognitiva de la conversion entre las
representaciones.

Los autores expresan que el concepto de limite de una funcién es un concepto abstracto e

intangible, que, para su comprension, se requiere representarlo.



Las dificultades en torno al concepto del limite de una funcién, como la alcanzabilidad del
limite y el paso de la representacion verbal a la representacidn simbdlica libre de contradicciones,
demando algunos siglos en resolverlos por la comunidad matematica de la época, ya que es muy
estricta en la definicién del concepto, sin ambigiedades, ni contradicciones. Se justifica, hoy en
dia, que la complejidad del concepto es debida a estas dificultades que existieron en el pasado
y debido a la forma de ensenar del profesor en el aula.

La metodologia de investigacion utilizada en todos los casos es la cualitativa, en donde los
autores describen las actividades y disefio del instrumento de evaluacién, denominado
cuestionario, asi como analizan las actividades cognitivas que se realizan, como formacion,
tratamiento y conversion en el desarrollo de tareas que involucran el limite de una funcién.

Los investigadores coinciden que en la ensefanza del limite de una funcion predomina el
registro algebraico, que es el mas abstracto y menos comprensible. Todos coinciden en que se

debe promover el uso de diferentes formas de representaciones, tales como algebraicas,
tabulares, graficas y verbales, y que haya conexion, articulacion y visualizacion matematica entre
ellas, lo cual ayudaria a que los alumnos tengan una comprension integral del concepto. Es asi
como sugieren utilizar la tecnologia para visualizar un mayor numero de funciones y sus limites.
El objetivo de la investigacion de Radillo y Gonzalez (2014) tiene como finalidad analizar,
desde la teoria de Registros de Representacién Semidtica (TRRS), las dificultades que tienen
los alumnos en la comprension del limite de una funcién y disefian una alternativa o una
secuencia did4ctica con el apoyo en recursos de la visualizacion, lo que les permite vincular una
representacion algebraica con su representacién grafica y numérica.

La investigacion se realiza con alumnos entre 18 y 21 afios matriculados en el primer curso
de Calculo Diferencial e Integral en la Universidad de Guadalajara, México.

La metodologia que utilizan las autoras estd basada en una investigacion documental. Es
decir, la revision de la malla curricular, silabo y textos sobre la ensefianza del limite de una

funcién mediante sus diversas formas de representacion. En el trabajo, disefian una secuencia



didactica basada en los elementos de la TRRS con actividades para conseguir los objetivos de
su trabajo.

En cuanto al disefo de las actividades para el limite de una funcién, las autoras trabajan con
representaciones algebraicas, graficas y tabulares de funciones polinomiales, definidas a trozos
y racionales, que, por sustitucion directa en el punto en estudio, son indeterminadas de la forma
cero sobre cero, donde estas funciones tienen la caracteristica que todas son funciones iguales
excepto en un punto.

Radillo y Gonzalez (2014) presentan actividades previas para que el alumno reconozca las
representaciones algebraicas y graficas y, al analizar cada representacion, comuniquen que el
limite no depende de la evaluacion de la funcién en el punto en estudio.

Las autoras proponen en su actividad diferentes formas de representaciones semiéticas para
el limite (algebraica, grafica y tabular), ya que afirman que cada forma comunica algunos
aspectos (contenido) del concepto de limite. Por ejemplo, las representaciones numéricas
(tabular) complementadas con la representaciéon grafica de una funcién describen mejor las
representaciones de un limite al infinito. En otra pregunta, se pide al alumno que complete una
representacion tabular y que la interprete como un limite.

Radillo y Gonzalez (2014) realizan actividades que permite a los alumnos contrastar,
relacionar y conectar las representaciones graficas y algebraicas de las funciones con la finalidad
de mostrarles a los alumnos.

Las autoras hacen una propuesta, expresando que la gran cantidad de alumnos reconocen e
identifican los diversos registros de representacién del limite de una funcién, aunque les falta
establecer conexiones entre los registros. Las autoras también proponen que debe haber un
mayor énfasis en los procesos de traduccion (conversién) de una representacion tabular y grafica
para evitar interpretaciones incompletas o erréoneas por la distorsién en la construccion del

significado del limite de una funcién.



Las autoras sugieren implementar actividades con el uso del computador para que los
estudiantes tengan la libertad de explorar las funciones y sus limites.

Enfatizan que los estudiantes deben justificar ampliamente sus respuestas, pero para que
suceda eso deben tener un mayor dominio de los diversos registros de representacion.

Por su parte, Londofo, Narro y Yatzil (2014) presentan una investigacion en la que hacen un
diagndstico acerca de la adquisicion del concepto del limite de una funcién que tienen los
alumnos que ya han aprobado un curso de Calculo en la facultad de Matematicas de Coahuila
en México.

Las autoras expresan que, en Didactica de las Matematicas, los signos, simbolos, figuras,
entre otros, juegan un rol importante, ya que concede a los docentes tener recursos que les
permita explicar los conceptos matematicos abstractos (por ejemplo, el limite de una funcién en
un punto) y a los alumnos a poder asociarlos, compararlos, entre otros, para aprender el concepto
matematico. Desde ese punto de vista, acotan que las representaciones semiéticas son recursos
para poder aprender el concepto.

Para el analisis de esta investigacion, Londofio et al. (2014) eligen el marco tedrico de la
teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS), que esta basada en las
representaciones semiéticas del concepto, ya que permite a los alumnos poder manipular los
diferentes Registros de Representacion Semidtica del limite de una funcién, como son el verbal,
algebraico, grafico y tabular (numérico); hacer tratamientos internos en cada registro de
representacion y articular una representacion semiotica de un registro de representacion con
otra representacion en otro registro de representacién y asi construir la comprension el concepto
del limite de una funcion.

La metodologia de investigacion que utilizan las autoras es la cualitativa y en la que
participaron 26 estudiantes universitarios con edades comprendidas entre 18 y 22 anos. Los
instrumentos que utilizan para la evaluacion son los cuestionarios, donde su estructura analitica

esta basada en el enfoque tedrico. Las preguntas se centraron en: actividades desde el registro



de representacion verbal, algebraico y grafico y una actividad problema de aplicacion de corte
geometrico, que tiene la intencionalidad de integrar los conocimientos adquiridos sobre limites.
Es decir, utilizar tratamientos y conversiones.

Los resultados en el registro verbal indican que algunos alumnos expresan algunas ideas, sin
respetar la formalidad de lo que es el limite de una funcién en Matematicas, por ejemplo, el orden
de los enunciados en la definicién, mientras que otros alumnos no recuerdan la definicién
algebraica formal. En el registro algebraico (predominante en el curso), obtienen mejores
resultados en el sentido que los alumnos desarrollan tratamientos en este registro, llegando a la
respuesta esperada, pero los que se equivocaron fueron debido a procesos algebraicos, por
ejemplo, una factorizacién que olvidaron o no lo conocian.

Los alumnos no construyen el puente de la articulacion entre representaciones (conversion)
hacia el registro grafico o numérico, ya que ninguno opta por esa eleccion. Afirman que, en cuanto
a la visualizacién de los limites a partir de su representacion grafica, tienen dificultad en identificar
el limite en este registro, salvo cuando las funciones son continuas.

Londorio et al. (2014) dan algunas sugerencias, en las que destacan que utilizar el registro
grafico seria favorable para que los alumnos visualicen la definicion del limite en este registro.
Es decir, sus representaciones, sus tratamientos y la conversién. También proponen utilizar la
tecnologia computacional y ver a través de ésta las diferentes formas y comportamientos de
funciones que se proponen. Ademas, sugieren utilizar los distintos registros de representaciones,
como es el algebraico, grafico y tabular.

De igual modo, proponen indagar, en un inicio del curso, si los alumnos expresan, con sus
propias palabras, la definicion formal cuando se les pregunta qué entienden por el limite de una
funcién y al término del curso explicarles los errores que hubo.

El trabajo de estas autoras ayudara a disenar actividades, en la que ademas se sugiere usar

la computadora como un recurso de implementacion en clase, en la que los alumnos exploren
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las funciones y sus limites. En ese sentido, la investigacibn nos ayudara a conocer las
dificultades, pero ademas en la estructura del cuestionario.

Por su parte, la investigacion de Hitt (2006) nos expresa que en la construccion del concepto
se presentan dificultades de aprendizaje que tienen que ver con la complejidad del concepto en
si y dificultades de aprendizaje relacionadas con la forma como ensefa el profesor en el aula,
predominando en sus clases el enfoque algebraico del limite. En su trabajo, propone una serie
de actividades para promover una mejor aproximacion a este concepto.

El autor presenta algunas dificultades que tienen los alumnos, como son las ideas primitivas
del limite (ideas que trae el alumno de su vivencia), la idea del limite como una aproximacion,
(se acerca, pero no es), significado de las diferentes notaciones, conflictos con la idea del
concepto de limite como una simple sustitucién y conflictos con las lecturas de graficas con
respecto al limite.

También describe conflictos como el que una funcion discontinua no puede tener limites,
significado de los cuantificadores, negacién de los cuantificadores cuando se niega la
convergencia, la Intuicién y procesos de demostracion.

Ante estas dificultades, el autor propone actividades cuya intencion principal en el disefio de
las actividades es que estas propicien un conflicto cognitivo en los estudiantes y permitan una
discusion rica que pueda hacer emerger un cambio de pensamiento.

Hitt (2006) concluye que una posibilidad para mejorar la enseianza del concepto del limite de
una funcién es introducir los procesos algebraicos que predominan en la clase del profesor, pero
acompafiados de tareas que promuevan conversion entre las representaciones algebraicas,
graficas y tabulares. El autor manifiesta que los alumnos pueden primero obtener, a modo de
prediccion, el limite haciendo uso de la representacion tabular (numérica) o haciendo una lectura
correcta al visualizar en la representacion grafica, para luego pasar a la representacion
algebraica. Es decir, utilizando las representaciones semidticas del limite, sus tratamientos

internos y la articulacién entre ellos.
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Esta investigacion nos ayudara a identificar dificultades de aprendizaje del concepto de limite.
De igual manera, el trabajo desarrollado por Blazquez y Ortega (2001) nos es util en esta
investigacion para ver los significados de las diversas representaciones y su relacion con la
comprension, asi como para identificar qué papel ocupa las representaciones en la ensefanza
actual.

Los autores analizan la nocién de limite que tienen los alumnos de Matematicas Aplicadas a
las Ciencias Sociales de entre 17 y 18 afos en el Sistema Educativo Espafiol (LOGSE).

La metodologia de investigacién que utilizan es de tipo cualitativa para saber el lugar que
ocupa en la ensefanza la representacion del limite de una funciéon. Los autores mencionan que
una preocupacion de los investigadores en Didactica de las Matematicas es averiguar cémo se
construye el conocimiento en los alumnos y reflexionan que tiene que ver mucho con la
representacion del concepto. Es por eso, que su investigacion se enfoca en el marco de la teoria
de Registros de Representacion Semidtica.

Al respecto, Castro y Castro (1997) (citado por Blazquez y Ortega, 2001) afirman:

‘Dominar un concepto matematico consiste en reconocer sus principales
representaciones y el significado de cada una de ellas, asi como operar con las reglas
internas de cada sistema y en convertir o traducir unas representaciones en otras,
detectando qué sistema es mas ventajoso para trabajar con determinadas

propiedades®.(p. 221).

Por su parte, Romero (2000), (citado por Blazquez y Ortega, 2001) afirma que “La
comprension se realiza a partir de una serie de actividades asociadas a los sistemas de

representacion”.

Blazquez y Ortega (2001) realizan una investigacién cualitativa que comprende tres ciclos de
investigacion- accion, trabajando sobre una secuencia didactica que aparece en Blazquez (2000)

(citado por Blazquez y Ortega, 2001) en la que expresa que se utilizan diferentes registros en la
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investigacion y analizan si la imagen conceptual que tiene el alumno del concepto de limite se

contrasta con la informacion que consigue de cada registro.

Los autores manifiestan que una cuestion importante a la hora de considerar los sistemas de

representacion en la ensefanza es la seleccion de los sistemas de representacion adecuada a

cada concepto y a la edad. Esto los lleva a plantearse qué representaciones se elegiran para la

ensefanza del concepto de limite de una funcion.

También indican que existen algunas consideraciones que guian la eleccion, las cuales son:

El concepto de limite de funciones parte del concepto de funcién y por tanto utilizan las
representaciones de las funciones y las distintas investigaciones. Sugieren utilizar las
representaciones tabulares (numérico), verbal, grafico y algebraico.

Expresan que trabajar con el limite, desde las representaciones verbales, choca con
significados habituales en el sentido cotidiano que traen los alumnos.

Tener claro qué aspectos del limite se desea resaltar. Por ejemplo, en la Educacién
Secundaria, el curriculo propone un tratamiento intuitivo de los conceptos, lo que implica
que la representacion a utilizar debe ser la numérica, puesto a que este registro muestra
mejor los aspectos de la aproximacion. Debemos considerar que la visibn numérica se
complementa con la grafica y recomienda que, en niveles avanzados, se puede completar
con la algebraica.

El marco Curricular es también importante en cuanto a las representaciones que exige
para la funcién. Al pedir un estudio intuitivo del limite de una funcién y de estudio del
comportamiento de la funcién, es decir, de tendencias, se escogen representaciones

graficas y numéricas.

Concluyen que estudiar la comprension del limite de una funcién a nivel universitario, requiere

considerar los sistemas, verbal, grafico, numérico y algebraico.
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Hitt (1998) nos expresa cdmo la visualizacién en Matematica, que consiste en la habilidad de
convertir un problema de un sistema de representacion en otro donde se logra el entendimiento,
es una ayuda en la resoluciéon de los problemas. Explica cdmo las investigaciones acerca del
papel que juegan los sistemas de representacion en el aprendizaje, evidencian que alumnos de
primer afio de universidad no logran articular los diferentes registros de representacién y que

comprender el rol de los diversos sistemas de representacion ayudaran a entender a los
estudiantes a construir el concepto. La visualizacidn matematica en este contexto tiene que ver
con una vision global integradora que Duval (2004) articule representaciones de varios sistemas.

El investigador expresa como en la Ensefanza de la Matematica los profesores promueven

una ensefianza de corte algoritmico-algebraico y ademas las evaluaciones para medir el
rendimiento de los alumnos son de procesos algebraicos, restandole importancia a la
visualizacion.

Hit (1998) refiere que Zimmermann y Cunningham afirman que la visualizacién matematica es
la habilidad que tiene el alumno para dibujar un diagrama con lapiz y papel o computadora, para
representar un objeto matematico o un problema, de tal manera que le ayude a comprender el
concepto del objeto o resolver el problema.

El autor manifiesta que investigadores en Educacién Matematica reportan que los alumnos se
resisten a utilizar la visualizacidon matematica y que prefieren utilizar los métodos algebraicos en
las resoluciones de sus problemas. También se detecta algo similar en los alumnos que llevaron
el curso de Calculo, donde éste se desarrolla utilizando el sistema de representacion grafico,
incluso las pruebas de las demostraciones, pero aun asi no tienden a utilizarlo.

Los investigadores se han preguntado por qué sucede esto. Las respuestas saltan a la luz,
primero, porque en los profesores predominan mas en la ensefianza de la Matematica a utilizar
el enfoque algebraico que el visual y, segundo, porque utilizar la representacion grafica trae mas

exigencias cognitivas que la algebraica.
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Hitt (1998) presenta resultados de un test que le hicieron a los alumnos de primer afio de
universidad en nociones del Calculo en un marco algebraico, el cual no dio buenos resultados,
traduciéndose esto a la necesidad de considerar otro tipo de representacion y la articulacion de
representaciones en apoyo a la resolucion de problemas.

Desde la perspectiva del entendimiento y aprendizaje de las Matematicas, el autor prueba que
es necesario tener en cuenta las consideraciones visuales, en donde sefiala que los alumnos del
primer afio de universidad no visualizan matematicamente un objeto matematico o resuelven un
problema, no articulan los diversos sistemas de representacion semidtica del objeto matematico
estudiados en el nivel que le corresponden.

Menciona que la comprensién de los diversos registros de representacién ayudara al
estudiante a construir el concepto del objeto matematico.

Hitt (1998) explica, a través de un ejemplo, que surge la necesidad de considerar en la
resolucion de nuestros problemas la visualizacién matematica. Es decir, otra representacion que
ayude a comprender el problema. Por ello, presenta un ejemplo en el curso de Calculo, donde
se le plantea a un profesor del curso, en el registro algebraico, una pregunta

“Sea una funcién diferenciable tal que f(—x) = —f(x). Entonces, para cualquier valor

de a dado

A) f(=a)=—f(=a) B) f(=a) = f(@) C)f(=a)=—f(a)D)Ninguna de las

anteriores.
En la que proporciona como respuesta: f'(—a) = — f'(—a) dado que: f'(—a) =
F-a) = (-f(@) =~ f(a)

Como observamos, el profesor expresa su respuesta en el registro algebraico, como era de
esperarse. La pregunta aqui es, si el profesor habra dado sus respuestas correctas, cémo
saberlo?

El registro algebraico no es ayuda porque solo nos presenta una parte del concepto, como

propiedades, teoremas y corolarios expresados en representacion algebraica. Si convertimos el
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problema al registro semiético grafico, pero con una funcién particular, muestra que la respuesta
del profesor es incorrecta. Es decir, ha construido un contraejemplo en el sistema de
representacion grafico, muestra que algunas propiedades no se cumplen y de los errores del
profesor. Ademas, los tiempos que se podria demorar haciendo calculos para comprobar su
veracidad desde el registro algebraico son mayores. A este hecho de haber construido un grafico
para comprender o resolver el problema, se dice que ha visualizado matematicamente el
problema.

Hitt (1998) expresa también que ocurren problemas en la lectura de graficas por la
computadora o calculadora, debido a que puede haber una falsa percepcion visual. Para ello,
sugiere mayor soltura en el uso del Zoom. También comenta sobre los paquetes matematicos,
que muchas veces se utiliza con una confianza irreflexiva en los resultados que provienen del
computador, no cabiendo la posibilidad de que el Software pueda estar dando resultados errados.

El principal objetivo del trabajo de investigacion de Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas (2006)
es determinar si la conceptualizacion métrica del limite funcional dada por Weierstrass, que es
utilizada en la docencia universitaria o la de Aproximacion Optima, surgida de la Didactica de la
Matematica, considerando el aprendizaje y la comprension de los alumnos, dado por Blazquez y
Ortega,(2006) como la mas sencilla y apropiada para que los alumnos universitarios inicien su
camino de aprendizaje en un curso de Calculo en la universidad.

La investigacion se trabaja sobre la formulacion del limite como una aproximacién éptima que
hacen Blazquez y Ortega (2002) y una exploracion desarrollada con dos grupos: Una parte,
universitarios que estudian en la Facultad de Ingenieria en una Universidad de Argentina y de
otra con Licenciados en Matematicas, Econdmicas, Fisica, Administracion y que poseen una
formacion amplia en Matematicas, ademas estudian el curso de matematicas para obtener el
CAP (Certiticado de Aptitud Profesional, que acredita a un profesional en Espafa, para poder

ejercer la docencia en los colegios secundarios o Institutos de Educacion Superior (IES)) y de
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alli que los autores consideran que las respuestas de la investigacion son altamente confiables
y validas.

Para recolectar la informacion, utilizan los cuestionarios y la entrevista.

En el primer grupo, las preguntas de investigaciéon se centran en la intuicion de la definicién
del limite, tendencia de una variable, aproximacion de un nimero, aproximaciéon optima de una
secuencia, definicion formal del limite de la métrica y el limite por aproximacioén éptima. .

Dado a que el grupo de Licenciados tienen una formacién matematica, aplican en sus
cuestionarios preguntas y a continuacion realizan una entrevista para hacer un contraste entre
ambas definiciones.

Para hacer el analisis y descripcién de la respuestas, utilizan la metodologia cualitativa y la
teoria de los Registros de Representacion Semidtica de Duval (2004).

La propuesta del concepto de limite que hacen Blazquez y Ortega (2006) se basa en las ideas
que contiene la definicion, como son las ideas de aproximacion y la de tendencia de una
sucesion. Para ello, consideran el siguiente ejemplo:

Sea lasucesionreal: 1; 1.1; 1,11; 1,111; 1,1111; 1.11111;.........

A partir del siguiente razonamiento matematico de como se origina el n-ésimo término de la

sucecion planteada, se tiene:

1

a1=1.1=1+0.1=1+m

= = = 1 142
az=111=1+0.1+0.01 1+‘l—6+(1-0)

1 1572 143
a3 =1111=14+0.1+0.014+0.001 =1+ + +

De forma inductiva, se puede establecer que

1 1 2 1 n
an=1+15+ (1 ++ G

Notamos que la sucesion:
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En primer lugar, es una sucesion que se aproxima a 100 (lentamente). Es decir, la diferencia
de cada término y la aproximacion es mayor que cero. Se puede observar que no tiende a 100,

ya que se observa que los términos de la sucesion no se acercan a 100.

Sin embargo, en segundo término, la misma sucesion que se presenta se aproxima a 12, Es
9

decir, la diferencia en valor absoluto de los términos de la sucesion y la aproximacién es mayor

que cero y a medida que toma mas términos en orden ascendente de la sucesién, se puede ver

que la diferencia es menor. Con esto, la sucesién tiende a12 , ya que cada aproximacion de la
9

sucesion es mejorada por otro término de la sucesion, en el sentido que el término de la sucesion

que mejora esta mas cerca del limite 12 que la aproximacion.
9

La diferencia es que, en el primer caso, fijada una aproximacion de 100, por ejemplo 2, no se
mejora por los términos de la sucesioén, en el sentido que no hay un término de la sucesion que

esté muy cerca de 2. En cambio, en el segundo caso, fijada una aproximacion arbitraria de 12
9

(limite de la sucesioén), por ejemplo 2 (como en el caso anterior), es posible encontrar varios

términos arbitrarios que estén mas cerca del limite de la sucesion, que es 19, que de la
9

aproximacion 2.

Esta reflexion que hacen Blazquez y Ortega les permite definir el limite funcional en términos
de aproximacion optima, utilizando la palabra “aproximacion” y “mejorar la aproximacion” como
bien mencionan, sin entrar en tanto formalismo, pero sin perder el rigor, primando un lenguaje y

razonamiento matematico mas cercano al que utilizan los alumnos, ya que utiliza como base de
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conocimiento lo que es una Progresion Geomeétrica, la suma de los n-primero terminos de una
Progresion Geométrica y el hecho de que la razén geométrica es menor que uno.

Pasemos ahora a enunciar la definicion que formulan.

“El limite de la funcion f(x) enx = a es L, si para cualquier aproximacion K de L, K # L, existe
una aproximacion H de a , H # a, tal que las imagenes de todos los puntos que estan mas cerca
de a que H, estan mas préximas a L que a K.”(p. 8).

O, en términos de entorno reducido y aproximacion 6ptima

“El limite de la funcion f(x) enx = a es L, si para cualquier aproximacion K de L, K # L, existe
un entorno reducido de a, tal que las imagenes de todos sus puntos estan mas préximos a L que
K. (las imagenes mejoran la aproximacion K, del limite L” (p. 8).

Si bien en el analisis Blazquez y Ortega, de acuerdo a la teoria de Duval,(2004) hacen una
discriminacién de las unidades significantes de cada representacién del limite, asociando las
unidades significantes de cada representacion que les permite afirmar que como se trata de dos
representaciones de la misma definicién, entonces deben ser equivalentes.

En este trabajo, probaremos que se produce una congruencia entre las representaciones v,
por tanto, se da la conversién de una representacion en otra, lo cual indica que podemos usar
cualquiera de las definiciones sin haber perdido nada conceptualmente hablando de la definicion
tradicional.

Segun Duval (2004), como mencionan Blazquez y Ortega (2006), haber realizado la tarea
cognitiva de la conversion entre dos representaciones, a través de una coordinacion y articulacion
de las unidades significantes, significa que hay una comprension integral entre ambas
definiciones y que no hay dificultades de comprension entre los conceptos.

Blazquez y Ortega (2006) concluyen, de las respuestas y entrevistas realizadas, que la

definicion del limite por aproximacién 6ptima es mas sencilla y de lenguaje cercano al que
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movilizan los alumnos, por lo que plantean considerarla en un primer curso de Calculo en la
universidad.

Algunas caracteristicas que facilitan la conceptualizacion de la aproximacion éptima son de
facil razonamiento matematico y menos formalismo. Mucho mas cercana al razonamiento
matematico de los alumnos, ya que no es necesario tener soltura con el lenguaje matematico,
mas faciles de explicar graficamente e imaginar la solucion.

Por otro lado, la definicion de limite que se da en la docencia universitaria es el de Weierstrass,
que es mas formal. En ella, se necesita traducir las desigualdades en valor absoluto en terminos
de intervalos o entornos en R y luego pasarlos a una interpretacion verbal, cosa que, en un primer
curso, los alumnos no tienen esa solvencia en sus razonamientos matematicos, usando el rol del
epsilon y delta. Los alumnos opinan que la conceptualizacion de la metrica es mas de memoria
que se aprende en ese instante y que facilmente se olvida.

El trabajo de investigaciéon de Vilchez (2018) tiene por objetivo identificar y describir las
articulaciones de las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva que los estudiantes de
Ingenieria desarrollan cuando movilizan la nocién de limite de una funcién.

La investigacion de Fernandez-Plaza, Ruiz Hidalgo, y Rico (2015) se lleva a cabo con
estudiantes de 16 a 17 afos, con un total de 36 estudiantes matriculados en la asignatura
Matematicas de la modalidad Ciencia y Tecnologia del primer curso de Bachillerato en la
provincia de Granada en Espana

El objetivo de la investigacion es verificar la capacidad que tienen los alumnos al argumentar
sus respuestas de las tareas encomendadas con respecto al concepto de limite de una funcion.

Para ello, los autores analizan e interpretan las concepciones que tienen los estudiantes
acerca del concepto de limite de una funcion a partir de su representacion grafica. Aqui se
entiende por concepcion a la definida por Von Glasersfeld (1987) (citado por Fernandez-Plaza,
Ruiz Hidalgo, y Rico, 2015), que la define como todos los elementos y los argumentos (graficos,

simbdlicos por ejemplo) que tienen los estudiantes para dar respuesta a una tarea y, por otro
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lado, la concepcion externa que es referida a la interpretaciéon que hacen los investigadores de
lo que comunican los estudiantes.

En esta investigacion, los autores muestran la intencionalidad que proponen en cada una de
las tareas, por ejemplo con la intencién de establecer un vinculo entre la deduccion formal y la
intuicién trabajan con tareas analiticas/ diagnéstico que involucran propiedades especificas del
concepto de limite, ya que tiene el objetivo de incentivar la tarea de sintetizar una definicion
individual, lo cual impulsa, de parte del alumno, la tendencia a reproducir la definicion que dio
el profesor o del libro de referencia.

También para explorar la relacién concepcién/definicion de un concepto matematico, se
implementan tareas de aplicacion de la definicién que implicaron utilizar y relacionar diversos
sistemas de representacion. La investigacion se centra en las nociones de definicion vy
concepcion. En ella, expresan que una definicion en Matematicas es un conjunto de propiedades
I6gicamente consistente de un concepto matematico, a partir del cual se deducen otras
propiedades de este.

Las descripciones que hace un estudiante de las propiedades o definiciones que sintetizan
los autores la denominan “definicion individual”, con la finalidad de distinguirlas de las que se dan
en los libros de referencias o la propuesta por el profesor.

La nocion de concepcidn considera la de Von Glasersfeld (1985) (citado por Fernandez-Plaza,
Ruiz Hidalgo y Rico, 2015). El trabajo es de corte descriptivo e interpretativo basado en las
encuestas y el analisis de los datos lo hacen de manera cualitativa y cuantitativa.

1.2 Justificacion

El concepto de limite de una funcidon es un referente muy importante en Matematicas por ser
un concepto matematico fundamental del Calculo Diferencial aplicado a las funciones, ya que es

la base en la definicion de otros objetos matematicos, como la continuidad, derivada, integral de
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funciones reales, y que permite resolver problemas de variacion de funciones, problemas de
optimizacién, segun Blazquez y Ortega (2001).

Las aplicaciones a los problemas geométricos del espacio tridimensional (maximizacion,
minimizacion, velocidades, recta tangente, volumenes, entre otros) y a las funciones de varias
variables obligan a extender este concepto a R¥.

De acuerdo con el silabo vigente, se ensefa, en la Unidad I, limites en la quinta semana en
estudios generales, area de Ciencias Basicas en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos
(UNMSM).

En las ultimas décadas, la Comunidad de Educaciéon Matematica ha desarrollado un nimero
considerable de investigaciones mostrando su interés y preocupacion en la ensefianza, como lo
hicieron Radillo y Gonzalez (2014), y comprension, por parte de Londofo, Narro, y Yatzil (2014),
Fernandez-Plaza, Ruiz Hidalgo, y Rico (2015), Blazquez, Ortega, Gatica, y Benegas (2006), Hitt
(1998), Hitt (2006), Pons (2014), del concepto limite de una funcién en alumnos universitarios.

La teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) la hemos elegido porque
permite conocer, analizar, describir y explicar las diversas representaciones del limite de una
funcién, como son el algebraico, grafico, tabular, y conocer el significado del concepto limite de
una funcion desde distintas perspectivas; asi como operar, asociar las representaciones con las
reglas de conformidad dentro de un mismo registro. Es decir, hacer tratamientos y en convertir o
traducir unas representaciones en otras de diferentes registros.

Ademas, su utilidad como referente tedrico en esta tesis permite analizar, describir, explicar
los diferentes Registros de Representacion Semiodtica, tratamientos y conversiones en la
actividad matematica que se desarrolla en torno a los limites de funciones en un curso
universitario.

Las principales referencias consideradas en esta tesis son las investigaciones de Radillo y
Gonzalez (2014); Londono, Narro, y Yatzil (2014); Blazquez y Ortega, (2001) y Hitt (2006) que

evidencian la existencia de dificultades en la ensenanza y comprension del limite de una funcién,
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como son la ausencia de tratamientos internos en los registros gréaficos y tabular, la falta de
conversion de un registro a otro, lo cual hace que los alumnos tengan dificultades en la

comprension del concepto de limite de una funcion.

1.3 Preguntay objetivos de la investigacion

¢, Cuales son los registros, tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se

desarrolla en torno a los limites de funciones en un curso universitario?

Objetivo General

Analizar los diferentes Registros de Representacion Semidtica, tratamientos y conversiones
en la actividad matematica que se desarrolla en torno a los limites de funciones en un curso
universitario.
Objetivos Especificos

Para lograr el objetivo general, establecemos los siguientes objetivos especificos:

¢ Analizar los Registros de Representacién Semiética (RRS) algebraico y gréfico.

e Caracterizar los RRS, teniendo en cuenta la institucion y otras investigaciones.

e Determinary caracterizar los RRS asociados al limite utilizado en los textos y la institucion
elegida.

e Analizar las articulaciones y coordinaciones de las representaciones entre los registros
seleccionados en la actividad matematica que se desarrolla en torno a los limites de
funciones en un curso universitario.

A continuacién, describiremos la metodologia y los procedimientos a realizarse en esta

investigacion.
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1.4 Metodologia de la investigacion

La investigacidn que realizamos es de tipo cualitativo, ya que, segun Hernandez, Fernandez,
y Baptista (2010) la investigacién cualitativa permite analizar, describir e interpretar situaciones,
eventos, interacciones y conductas observadas de los sujetos del estudio.

En esta investigacion, se describira, explicara e interpretara la actividad matematica cuando
se resuelven tareas sobre limites, basandonos en algunos aspectos del marco teérico de la teoria
de Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval (2004).

En particular, realizaremos un estudio de caso, que se caracteriza por ser analitico,
descriptivo, explicativo y contrastan la teoria utilizada con los resultados obtenidos, considerando
a Martinez (2006), son los siguientes:

Su caracter descriptivo.

Investigaremos y describiremos aspectos del marco tedrico de la TRRS, como son los Registros
de Representacién Semiética, para el objeto matematico limite de una funcién y detallaremos los
tratamientos en cada registro, asi como las conversiones asociadas.

Por otro lado, describiremos la actividad matematica en el desarrollo de tareas de limite de
una funcion, identificando los registros que utilizan, cuales son los desarrollos en los tratamientos
y conversiones que realizan, si estos corresponden con la teoria.

Realizaremos el contraste entre los resultados obtenidos (analisis a posteriori) y los esperados
(analisis a priori).

Su caracter exploratorio.

Por medio de las exploraciones, pretendemos un acercamiento entre la TRRS vy los resultados
obtenidos (analisis de textos, practica dirigida, examen parcial).

Como en un estudio de caso, obtenemos la informacion de diversas fuentes como,
documentos, registros de archivos, cuestionarios, entrevistas y analisis de las tareas realizadas

por los sujetos.
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Es precisamente en esta investigacion el caso: analisis del uso de Registros de
Representacion Semidtica en el calculo del limite de funciones en el nivel Universitario.

Para el disefio de nuestro estudio de caso, nos basamos en (Martinez, 2006), quien propone
cinco componentes, las cuales son:

Las preguntas de investigacién

Sirven de referencia o punto de partida para la recoleccion de la informacion, pues las
preguntas contienen los conceptos y fendmenos que se necesitan obtener informacion. De
acuerdo con la autora, no solo sirven de punto de partida en la recoleccion de datos, sino que
también se utiliza en el analisis posterior. En nuestra investigacion, la pregunta de investigacion
es:

¢ Cuales son los registros, tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se
desarrolla en torno a los limites de funciones en un curso universitario?

Las proposiciones tedricas.

Es el marco tedrico utilizado para hacer el analisis de la informacién obtenida, en nuestro caso
es la teoria de los Registros de Representacion Semiética (TRRS).

Hacemos un estudio amplio de los registros de representacion algebraico y grafico del objeto
matematico limite de una funcién, caracterizando en cada registro, como es la forma y qué
significa una representacion algebraica y grafica, del limite de una funcién, asi como son sus
tratamientos en cada registro. En esta parte, hemos analizado casos particulares en cada registro
para ver el funcionamiento de la actividad cognitiva del tratamiento. También hemos analizado y
descrito la actividad cognitiva de la conversion con varios ejemplos.

Este estudio detallado y descriptivo es de utilidad para hacer el andlisis de la actividad
matematica en practica dirigida, examen parcial, textos de la bibliografia, en torno al limite de
una funcidén en los diferentes Registros de Representacion Semidtica, tratamientos vy

conversiones que se movilizan cuando resuelven tareas sobre el limite de una funcién.
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Las unidades de analisis.
Son los elementos que conforman el caso: personas, una institucion, documentos o algun
acontecimiento.

En esta investigacion, las unidades de analisis son practica dirigida, examen parcial, textos
de la bibliografia.

La vinculacién l6gica de los datos a las proposiciones.

Comparacion de la informacion recolectada con los codigos previamente establecidos para
determinar las similitudes o diferencias con el marco teérico.

Para cumplir este punto, se realizara un contraste entre el desarrollo esperado en las tareas
y los desarrollos observados.

Los criterios paralainterpretacion de los datos.

Interpretar las relaciones encontradas entre las categorias establecidas con base en el marco
tedrico y los datos obtenidos e intentar explicar el por qué existe la relacion, lo cual nos conducira
a la comprension del fenomeno estudiado.

En esta tesis, hemos realizado un analisis descriptivo y explicativo de algunos Registros de
Representacién Semiética para el limite de una funcién en un punto, asi como de sus actividades
cognitivas tratamientos y conversiones. En el caso del registro algebraico, para referirnos a los
tratamientos desarrollados en la investigacion para funciones polindmicas, utilizamos el Codigo
(TLFP), para tratamientos de funciones definidas por trozos (TLFRAT), entre otros.

En el registro grafico, para indicar el desarrollo del tratamiento grafico del limite de una funcién
utilizamos el cédigo (TGAO).

Uno de los criterios sera hacer un contraste entre los tratamientos a priori realizados en esta
investigacion y los tratamientos observados en los textos.

Consideramos algunas de las recomendaciones dadas por Martinez (2006) y que seguiremos
para:

o Lalecturay relectura de las trascripciones y notas de campo (Respuestas obtenidas).
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e Laorganizacion de los datos obtenidos a través del uso de cédigos. (Para referirnos a los
tratamientos y conversiones)

o La constante comparacion de los codigos que salen de la informacién recolectada vy
categorias que emergen con los subsecuentes datos recolectados y con los conceptos
sugeridos por la literatura (Contraste entre las respuestas de los alumnos y el marco
tedrico)

o La busqueda de relaciones entre las categorias que emergen de los datos (La relaciéon
entre los tratamientos empleados)

En la Tabla 1, se muestran las cinco componentes en el disefio de nuestro estudio de
caso en esta investigacion.

Tabla 1:

Disefio de Nuestro Estudio de Caso

Etapas Descripcion

Anadlisis del wuso de Registros de
ESTUDIO DE CASO Representacion Semidtica en el calculo de
limites de funciones en el nivel Universitario.

¢ Cuales son los registros de
LAS PREGUNTAS DE representacion, tratamientos y conversiones
INVESTIGACION en la actividad matematica que se desarrolla
en torno a los limites de funciones en un curso

universitario?

Teoria de los Registros de Representacion
LAS PROPOSICIONES TEORICAS Semidtica. (TRRS): registros de
representacion  algebraico y  gréfico,
tratamientos y conversiones para el limite de
una funcion en un punto.

) Los textos, practica dirigida, examen
UNIDADES DE ANALISIS parcial del area de ciencias basicas de
Estudios Generales de la UNMSM.

LA LOGICA QUE UNE LOS DATOS A Comparacion de los resultados obtenidos
LAS PROPOSICIONES en las unidades de analisis con la
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investigacion desarrollada, como es

CRITERIOS PARA INTERPRETAR tratamientos y conversiones en el registro
LOS DATOS algebraico y grafico para el limite de una
funcion.

Fuente: Propia del autor.

Para asegurar la fiabilidad y validez del método, Yin (1989) (citado por Martinez, 2006)
propone adicionalmente el instrumento denominado el “protocolo de estudio de caso”, que es la
guia de los procedimientos que se deben realizar durante la fase de la obtencion de la evidencia.
En nuestro caso, el cuestionario.

El protocolo de estudios de caso se convierte en un documento en el que se materializa el
diseno de la investigacion, las reglas especificas y generales que se deben seguir, lo cual
contribuye al aumento en la calidad de la investigacion.

Elementos del Protocolo de Nuestro Estudio De Caso
Semblanza del estudio de caso.

Consiste en integrar y entrenar a los miembros del equipo de investigacion, de tal manera que
sea un referente para quien desee conocer el proyecto y debe contener los siguientes elementos:
los antecedentes del proyecto, los principales tépicos por investigar, las proposiciones tedricas
por confirmary la literatura relevante.

En esta investigacion, el objeto matematico es el limite de una funcion; el enfoque tedrico: la
teoria de los Registros de Representacion Semiotica (TRRS) de Duval (2004); la institucion
donde llevariamos acabo la investigacién: Ciencias Basicas de Estudios Generales de la
Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM). En los antecedentes, aparecen los
articulos relacionados con el temay el enfoque tedrico es explicado en el Capitulo Il
Preguntas del estudio de caso.

Estan destinadas a garantizar que se obtenga la informacién necesaria que se requiere para

contrastar con el marco tedrico establecido. En nuestro caso, la pregunta es Cuales son los
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registros de representacion, tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se

desarrolla en torno a los limites de funciones en un curso universitario?

Procedimientos que se deben realizar.

Antes de entrar a la fase de la obtencidn de la informacién, se deben realizar las tareas
siguientes:

o Definir los mecanismos para obtener acceso a las organizaciones (UNMSM, Facultad de
Ciencias Matematicas, para poder hacer una revisibn de silabos, practicas dirigidas,
examenes y textos de la bibliografia.

o Establecer suficientes instrumentos para la recoleccion de la informacién. En nuestra
investigacion son entrevista al profesor que dicta el curso, analisis de textos, practica dirigida
y examen parcial.

Guia para el informe del estudio de caso.

No hay un formato reconocido por unanimidad donde se coloque los resultados del estudio.
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Figura 1:

Procedimiento metodologico

| Planteamients del problema |

!

| Revision de la literatura vy estudic del ocbijeto matematico |

|

Principic de
triangulacicn

Recoleccion
De la informacion:

Entrevista a docente

A plicacicn del instrumente cuestionar

!

Transcripcicn de datos

Transoripoion y oaganizacicn de los datos obtenidos en el

instrumento cuestionario

!

Analisis

Contraste dela informacién obienida con los oodigos obtenidos

por el tesista en base al marco tecrico

!

Conclusiones

Fuente: Tomado de Martinez (2006, p.182)

Cada investigador debe disefiar un esquema basico, que sera el reporte del estudio de caso,
el cual facilita la obtencion de la informacién importante para el estudio. Adicionalmente, es util
realizar un plan piloto que permita corregir el plan de la obtencién de la informacién como a los
procedimientos ser seguidos.

En la Figura 1, visualizamos, en el orden establecido, en qué consiste cada etapa del

procedimiento metodologico del estudio de caso para el objeto matematico limite de una funcion,
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con el cual pretendemos cumplir los objetivos de esta investigacion y responder la pregunta de
investigacion

A continuacion, describiremos y explicaremos cada etapa del procedimiento metodologico de
la Figura 1.

Planteamiento Del Problema.

El objetivo de la tesis es: Analizar los diferentes Registros de Representacion Semidtica,
tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se desarrolla en torno a los limites
de funciones en un curso universitario. Para ello, nos planteamos la pregunta  Cuales son los
registros, tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se desarrolla en torno a
los limites de funciones en un curso universitario?

Para poder resolver nuestro objetivo, tuvimos que leer las investigaciones de nuestras
referencias, las cuales nos permiten establecer los Registros de Representacion Semidtica
algebraico, grafico y hacer un analisis descriptivo de la actividad matematica (formacion,
tratamientos y conversiones) que se desarrolla en tareas de limites de una funcion. Analizar, las
articulaciones y coordinaciones entre los registros algebraico y grafico en las tareas asociadas al
limite de una funcion.

Revision de literaturay estudio del objeto matematico.

Revisamos y estudiamos el marco tedérico como es la teoria de Registros de Representacion
Semidtica (TRRS) en relacién con los Registros de Representacion Semidtica, tratamientos y
conversiones para un objeto matematico. Luego, comenzamos a desarrollar la descripcion y
analisis de los Registros de Representacion Semidtica para el objeto matematico limite de una
funcién, asi como sus tratamientos y conversiones.

Recoleccion de lainformacion
Recolectamos practicas dirigidas, examenes parciales y dos textos de la bibliografia

correspondiente a una seccion de estudios generales del area de Ciencias Basicas de la
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Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM). También hicimos una entrevista al

docente que ensefid la seccion.

Transcripcién de datos.

Hacemos una transcripcion de los datos y se organiza y estructura la informacién recolectada
para una mejor comprension de la investigacion. Podemos aplicar cédigos, elegir categorias,
entre otros.

Anélisis.

Hacemos un contraste entre la informacién obtenida, como son los registros, tratamientos y
conversiones que utilizan en la actividad matematica desarrollada, cuando se realizan tareas del
limite de una funcién en el nivel universitario y los que ha propuesto el investigador en el analisis
a priori en esta tesis, para determinar las diferencias y similitudes en base al marco tedrico.
Hacemos una interpretacion de las relaciones encontradas entre los aspectos estudiados en el
marco tedrico y los datos obtenidos y explicar por qué hay esa relacion.

Conclusiones.

Finalmente, presentaremos las conclusiones del caso, que involucran identificar qué registros
movilizan, asi como qué tratamientos utilizan y si hacen conversiones en la actividad matematica
al desarrollar tareas del limite de una funcién en relacion con el objeto matematico limite de una
funcion.

Nuestras conclusiones permitiran el fortalecimiento y desarrollo de los aspectos tedricos
desarrollados en esta tesis en los aspectos de los registros de Representacién Semidtica

algebraico y grafico para el limite de una funcién, asi como en los tratamientos y conversiones.
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SEGUNDA PARTE: MARCO TEORICO DE LA INVESTIGACION

CAPITULO II

TEORIA DE REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA

En este capitulo, presentaremos las bases teoricas del trabajo, en el que utilizaremos el marco
tedrico de la teoria de Registros de Representacion Semidtica (TRRS), propuesta por Duval
(2004). Dicha teoria, permite analizar y describir el desarrollo del razonamiento matematico en el
proceso de comprension de un concepto matematico.

Duval (2004) expresa que para adquirir la comprension de un concepto matematico es
necesario conocer sus diversos Registros de Representacion Semidtica, para hacer tratamientos
y conversiones.

También trataremos algunos aspectos historicos y epistemoldgicos del limite de una funcién

y en la que realizaremos un analisis de textos.
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Figura 2:

Elementos del marco teérico TRRS

Fuente: Propia del autor.

La Figura 2 expresa nuestro objetivo, analizar cémo son las representaciones algebraica y
grafica del limite de una funcién y para conseguirlo necesitamos analizar, describir y explicar los
registros de representacion semiético algebraico y grafico, en el cual las representaciones tienen
un rol importante en las actividades cognitivas del registro, como la formacion, los tratamientos y

la conversion.
2.1 Elementos de la teoria de los Registros de Representacion
Semiotica.
A continuacion, describiremos los elementos de la teoria de Registros de Representacion
Semidtica (TRRS) que utilizaremos en nuestro analisis, como las caracteristicas de una
representacion semiotica y su rol en la actividad cognitiva, asi como las caracteristicas de un

Sistema de Representacion, Registro de Representacion Semidtica y su relacién con la actividad

cognitiva.
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En la Figura 3, representamos los elementos de los Registros de Representacion Semidtica
para el limite de una funcion.
Figura 3:

Elementos de la TRRS

Fuente: Propia del autor.

Representacién Semidtica

Una representacion semiética de un objeto matematico queda definida por los signos y los
significados que aparecen en su formacion. Estas representaciones denominadas como formas,
son visibles, observables, accesibles y explicitas al sujeto quien puede observar algunas
caracteristicas en ella, como por ejemplo, una ecuacion algebraica de segundo grado, el limite
de una funcién definida a trozos, el grafico de una recta, entre otros. Estas caracteristicas se
llaman valores significantes o denominada contenido de la representacion, que le comunica la

representacion al sujeto.
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Duval (2004) expresa que las representaciones semidticas tienen un caracter intencional y
es esencial desde el punto de vista cognitivo “pues permite tener en cuenta el papel fundamental
de la significacion en la determinacion de los objetos que pueden ser observados por el sujeto”
(p. 33). Es decir, se puede extraer informacion significativa, lo que hace que quede determinada
y definida la representacion. Esto es esencial desde el punto de vista cognitivo.

Asi, a través de un significado, podemos realizar una aprehensién conceptual (comprension
del concepto) o perceptiva (visualizacion) del objeto matematico en estudio.

Las representaciones semioticas pertenecen a un sistema semiético, que es un conjunto de
representaciones que queda definido por los signos y reglas de conformidad asociadas al objeto
matematico en estudio. En este sistema, se permite las actividades cognitivas, como la
produccién de mas representaciones, el tratamiento de las representaciones y la conversion de
la representacién de un sistema a otro, actividades importantes desde el punto de vista cognitivo
que ayudan a la comprension del objeto matematico.

Duval (2004) expresa que las representaciones semiéticas se pueden asociar entre ellas, de
acuerdo con las reglas de conformidad, del sistema semidtico o del registro de representacion
semidtica o en el contexto de estudio del objeto.

Las representaciones semidticas se diferencian por el tipo de signos que utilizan en su
formacion y las reglas de conformidad definidas en un sistema de representacion semidtica a
donde pertenecen y que les permiten asociarse unas con otras.

En el caso particular del objeto matematico limite de una funcién, tenemos que se clasifican
como representacion algebraica del limite de una funcion, las cuales utilizan el signo algebraico
(ver Ejemplo 1); las reglas de conformidad se deben a los teoremas, propiedades del limite de
una funcion; la representacién grafica del limite de una funcion, en la cual se utiliza la gréafica de
una funcién en el sistema de referencia cartesiano y; la Representacion tabular, en la cual se

utiliza una tabla de doble entrada (ver Figura 6).
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Las representaciones semibticas sirven para expresar y comunicar las representaciones
mentales utilizando los signos. Las representaciones mentales de un objeto matematico son
todas las informaciones e ideas del objeto que se tenga en la memoria y, para comunicarlas al
exterior, se necesita hacerlo a través de las representaciones semiodticas.

Duval (2004) sostiene que el desarrollo de las representaciones mentales se efectua como
una interiorizacion de las representaciones semioéticas.

Ejemplo 1. Representacion semidtica
Objeto matematico: Limite de la funcion.

Representacion semiotica algebraica: lim (x2 4+ 3x — 1)

x—2

Caracteristica de los signos: funcién polinémica algebraica. El significante que se transmite al

observar la representacion lim (x2 + 3x — 1), es un limite cuando la variable x tiende a 2, de una

x—2

funcién polinomial de segundo grado en la variable “x” , con coeficiente principal 1, término lineal
con coeficiente 3 y termino constante —1. El significante también puede traducirse como el limite
de una funcién algebraica cuadratica en x. Los signos que se utilizan en el Algebra son las
variables, letras y nimeros.
Para resolver el problema, tenemos que movilizar los tratamientos en el registro algebraico. En
esta tesis, trabajaremos con algunas funciones especiales, como por ejemplo, la funcion
polinomial, que tiene como regla de correspondencia:

f(x) = anx® + an-1x7t + -+ L. + aix + ao, donde x variable real, los coeficientes son
nuameros reales y a, # 0.

Con el siguiente ejemplo, queremos mostrar que existen representaciones que no son
semidticas algebraicas para el limite de una funcion.
Ejemplo 2. Representacion no semiética algebraica para el limite de una funcion.
Objeto matematico: Limite de una funcién polinomial de grado 2, de variable real en un punto.

Registro de Representacion Algebraico.
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Reglas de conformidad: Limite de una suma, diferencia, producto, constante de funciones de
variable real, (ver Capitulo Ill, Seccion 3,1, Teorema 3.).

El lim (x2 + 3x” — 1) no es una representacion semiética en el registro algebraico con las reglas

x—2
de conformidad definidas. Las representaciones semiéticas quedan bien definidas en un registro
si satisfacen las reglas de conformidad del registro.

En este ejemplo, estamos definiendo el objeto matematico, el registro y las reglas de
conformidad, que son propiedades para limites de funciones de variable real.

El limite presentado en el ejemplo no es una representacién semidtica en el registro de
representacion algebraico, pues la representacion no satisface las reglas de conformidad del
registro al contener una variable vectorial x~ y las reglas de conformidad son para funciones de
variable real.

Las funciones polinomiales pueden estar definidas en variable real o en variable vectorial,
pero no en ambas variables, pues son de estructuras algebraicas diferentes. No esta definida la
suma de una variable real con una vectorial.

Ejemplo 3. Las representaciones mentales, no son representaciones semiéticas, pues las
representaciones semiodticas son visibles, externas y observables, mientras que las mentales
estan en la mente, ya que no son visibles.

Ejemplo 4. Si en un aula de clase pregunto a los alumnos 4,qué es una recta? un alumno, en su
mente, tendra la idea grafica, también puede pensar en una ecuacién de la recta, en la pendiente,
todo lo que pueda asociar sobre la recta se activa por medio de funciones, pero en su mente, es
una representacion mental y no semiético, pues para que sea semiotico tiene que comunicarla
al exterior a través de signos, por ejemplo, comunica usando un lapiz y papel f(x) = 3x + 2,10

cual seria una representacion semioética algebraica de la recta.
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En el registro grafico, una de sus caracteristicas es que le permite al alumno visualizar los
procesos dinamicos (tendencias en el Eje X ytendencias en el Eje Y; coordinacion de tendencias
tanto en el Eje X como en el Eje Y) para determinar el limite de una funcion en el registro grafico.
Ejemplo 5. Representacion semiética grafica para el limite de la funcién f(x) = x2 cuando x
tiende ac = 2.

En la Figura 4, visualizamos un conjunto de tratamientos para obtener la representacién grafica
del limite de la funcién f(x) = x2 cuando x tiende a c = 2.
Figura 4:

Representacién semibtica grafica para el limite.

Fuente: Propia del autor.

En la Figura 5, mostramos un primer tratamiento, cogiendo una primera aproximacion al punto

en estudio ¢ = 2.
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Figura 5:

Un Tratamiento de la Representacion Semibtica de f.

Fuente: Propia del autor.

Segun Blazquez y Ortega (2001, p. 225 y 226), el registro tabular o numérico es el que mejor
muestra el aspecto de aproximacion del limite de una funcion, donde los tratamientos estan
basado en la definicion del limite lateral.

Ejemplo 6. Representacion semiodtica tabular
Objeto matematico: Limite de una funcién.
La Figura 6 es una representacion tabular para el limite de la funcion f(x) = x2 cuando x tiende

ac=2.



Figura 6:

Representacion Tabular

x se aproxima a 2 por la izquierda

x se aproxima a 2 por la derecha

1.999

c=2

2.001

2.1

2.2

2.3

fix) | 2.89 | 3.24

3.8

3.996

c=4

4.004

4.040

4.41

4.84

5.29

fix) se aproxima a 4 por la izquierda

fix) se aproxima a 4 por la derecha

Fuente: Propia del autor.

El rol de las representaciones semiéticas en la actividad cognitiva

40

Las representaciones semidticas sirven para expresar y comunicar las representaciones

mentales utilizando los signos. Las representaciones mentales de un objeto matematico son

todas las informaciones e ideas del objeto que se tenga en la memoria y, para comunicarlas al

exterior, se necesita hacerlo a través de las representaciones semioticas. Duval (2004) sostiene

que el desarrollo de las representaciones mentales se efectia como una interiorizacion de las

representaciones externas.

Ademas, tienen la funciéon de comunicar, pero también las funciones de tratamiento de la

informacién y funciones de objetivacién, donde el sujeto es consciente de los significantes que

posee la representacion, ya que estas funciones son inherentes a un registro de representacion

semidtica.
Ejemplo 7.

Registro Algebraico.

Objeto matematico: limite de una funcion.

Representacion semiodtica: lim (x2 + 3x — 1).

x—2
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Las producciones de las representaciones semioticas se hacen con la movilizaciéon de un registro
de representacion.

Las representaciones semidticas tienen la propiedad de transformarse (producimos,
construimos), ya sea dentro de un mismo registro transformandose internamente en otras
representaciones semioticas (tratamiento interno) a partir de la representacion inicial. A este
hecho, Duval (2004) expresa “una mirada actualizada del objeto” o transformandose en otra
representacion en otro registro (transformaciones externas o conversiones).

Las representaciones pueden ser convertidas en representaciones “equivalentes” (se hace
por medio de la coordinacidon o puesta en correspondencia de los significantes de cada
representacion semiética en registros diferentes) en registros semidticos diferentes, tomando
significantes diferentes para el sujeto que las utiliza. Esto se debe a la actividad cognitiva de la

conversion entre diferentes registros de representacion.

2.2 Sistemas de representaciones semiodticas para un objeto

matematico.

Un sistema de representacion semiotica de un objeto matematico es un conjunto de
representaciones caracterizadas por un signo en el cual estan definidas unas reglas
denominadas reglas de conformidad en el contexto del objeto matematico en estudio, en el que
se verifican tres actividades cognitivas:

e La presencia de una representacion semiética identificable como una
representacion del sistema dado.

e Los tratamientos

e Las conversiones.

Un elemento (representacion semiotica) se dira que estad en el dominio del sistema (que
pertenece al sistema de representacion) si verifica las reglas de conformidad del sistema. Es

decir, cuando se pueden asociar los elementos (representaciones semibticas) con las reglas de
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conformidad establecida para el sistema. Por el contrario, se dird que no estan en el dominio del
sistema, si no pueden asociarse con los signos definidos por el sistema (no cumplen las reglas
de conformidad del sistema).

Podemos decir que un sistema de representacion semiodtica queda definido por sus
representaciones que la conforman, las cuales cumplen caracteristicas identificables como el
signo (signo considerado) y las reglas de conformidad definidos en el sistema. Estas
caracteristicas lo diferencian de cualquier otro sistema de representacion.

Ejemplo.

Objeto matematico: Limite de una funcion.
Registro algebraico

2x—1

Representacion semidtica: lim
x—2 X

Las reglas de Conformidad son las propiedades que se utilizan para resolver el limite,

. 2x—1 .. ’ ’ . . .
lim <% , en este caso, el limite del cociente de funciones; limite de una diferencia de

x—2 X
funciones; limite de una constante por una funcion; limite de la funcién identidad y; limite de una
constante (ver Capitulo lll, Seccién 3,1, Teorema 1, Teorema 3, Corolario 1).

Cuando el objeto matematico a estudiar es el limite de una funcion, es un objeto abstracto vy,
por tanto, se requiere el uso de estas representaciones que permitan caracterizar al objeto
matematico desde diferentes perspectivas y, de acuerdo a la teoria de Registros de
Representacion Semidtica (TRRS) de Duval (2004), ayuda a comprender el objeto.

Como expresan Blazquez y Ortega (2001), los sistemas de representacion se complementan,
ya que muestran distintos aspectos del concepto, con mayor o menor claridad, todos ellos son
limitados y se necesitan.

Por otro lado, Hitt (1988) ejemplifica la importancia de la articulacién entre las
representaciones del concepto (correspondencia entre los significantes de las representaciones),

ya que ayudan a comprenderlos.
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Actividades cognitivas de los sistemas de representacion inherentes a toda
representacion.

En el marco de la comprensién de un objeto matematico, tenemos asociado a ello actividades
cognitivas que se realizan en un sistema de representacion semiética como son:

Marca o varias marcas

Un sistema de representacion semiotica esta constituido por una marca o varias marcas, la
marca o varias marcas es para referirse a las representaciones identificables y un conjunto de
reglas, que permiten identificar la representacién en un sistema determinado.

Tratamientos

Consiste en transformar las representaciones iniciales en otras representaciones, teniendo en
cuenta las reglas del sistema. Asi se pueden producir nuevas representaciones que consisten en
ganancias del conocimiento con respecto a las representaciones iniciales. También decimos que
“actualizamos la mirada del objeto”.

Conversiones.

Transforman las representaciones de un sistema de representacion inicial en otro sistema de
representacion final, de manera que se permita explicitar diferentes significaciones del objeto
representado.

Duval (2004) manifiesta que hay sistemas de representacion que no verifican las tres
actividades cognitivas.

Presentamos algunos ejemplos en donde las reglas de conformidad no estan bien definidas
de tal forma, que al realizarlas se encuentre un elemento que no esta en el sistema. Las reglas
de conformidad deben asegurar que, al asociar dos elementos del sistema, este debe pertenecer
el sistema.

Ejemplo: La codificacion de transito.
El conjunto V es nuestro sistema de representacion

V = {Luz rojo, Luz &mbar, Luz verde;Verde y Ambar; Rojo y Ambar}
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Donde cada color expresa sefales (marca).

Regla={Luz roja, Luz ambar, Luz verde, ambar y verde, ambar y rojo} sefales significativas en
el transito.

La luz roja, ambar y verde estan en V, verificando la regla de conformidad, pero las
representaciones Verde y Ambar, Rojo y Ambar, que pertenecen a V, no verifica la regla de
conformidad.

Luego, en V falla la primera actividad cognitiva expresada antes, ya que hay una
representacion en V que no cumplen las reglas de conformidad. Por tanto, V no es una
representacion semidtica con las reglas de conformidad definidas de esa forma.

Otro ejemplo al respecto en el que la operacion que se define en el sistema no es cerrada.
X ={0;1; 2} con las operaciones en R.
0+1=1eX; 0+2=2¢X; 1+2=3¢X.Xnoesunconjunto cerrado en R.

Los sistemas de representacion semidtica no siempre verifican las tres actividades cognitivas,
como los ejemplos anteriores; sin embargo, aquellos que si cumplen los denominaremos
Registros de Representacion Semidtica.

A continuacion, enunciamos cuales son las condiciones necesarias que debe cumplir un
sistema de representacion para que sea un registro de representacién semidtica para un objeto

matematico

2.3 Condiciones para que un sistema de representacion se considere

un registro de representacién semiotica para un objeto matematico.

Los Registros de Representacion Semidtica permiten que se cumplan las tres actividades
cognitivas inherentes a toda representacion:

1. La presencia de un sistema de representacién semidtica identificable, donde sus

elementos se denominan representaciones semidticas, con propiedades propias que lo

definen (reglas de conformidad).
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2. Tratamientos. Consiste en transformar internamente (reformula, reemplaza) las
representaciones (iniciales) de acuerdo con las Unicas reglas propias al sistema, de modo
qgue se obtengan otras representaciones (finales) que puedan constituir una ganancia de
conocimiento en comparacion con las representaciones iniciales o anteriores (respecto a
un problema una cuestiéon o una necesidad).

3. Conversion. La conversién es la transformacion de la representacién de un objeto dado
en un registro en una representacion de este mismo objeto en otro registro, en la que se
conserva la totalidad o solamente una parte del contenido de la representacion inicial y
que estas ultimas permitan explicitar otras significaciones relativas a aquello que es
representado. La conversion es una actividad cognitiva diferente e independiente del
tratamiento.

En el siguiente capitulo, describiremos los Registros de Representacion Semiédtica algebraica
y grafica para el limite de una funcién.

A continuacion, presentamos ejemplos que muestran cémo funciona la actividad cognitiva del
tratamiento en el registro algebraico, grafico y tabular. En esta parte, mostramos cémo se
movilizan los tratamientos en el Registro Algebraico para resolver una tarea del limite de una

funcion.

Ejemplo 1. Determine el limite lim\/ A

x—2 2x

Solucion:

. VI3 ., . . L
Observamos que el lim_~— ™ " " es una representacion algebraica del limite de una division
x—2 2x

por la forma de representacion en que se presentay los significantes que comunica (los simbolos
0 signos que utiliza).
Para hallar la solucion, hacemos tratamientos a partir de la representacion inicial

- xiaxiiys  lim VxZ¥x+1+3 _
lim XXX ® —xo2  Trgtamiento Interno

x—2 2x lim (2x)
x—2
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Esta igualdad o transformacién de la representacion algebraica del limite (inicial) se debe al

limite de una division de funciones (ver Capitulo Ill, Seccion 3,1, Teorema 3, iv).

Ahora;

limVxZ+x+1+3 hm(V&2+x+1)+lhn3 ) . .

=2 = x=z - x=2. Tratamiento interno (ver Capitulo Ill, Seccién 3,1, Teorema
lim (2x) 2 limx
x—2 x—-2

1).

Seguimos con los tratamientos

i 2
lim (Va?FxF1)+1lim (3) v lim (x“+x+1) +3
x—=2 x—=2 = x—2

i Tratamiento interno
im x 2(2)

x—2

La actualizacion de la mirada del objeto, como expresa Duval (2004), se debe a propiedades
de los limites,

lim (x2+x+1) +3
v lim € ) _ 73

2(2) 4

Tratamiento interno.

Igualando la representacion inicial con la representacion final, obtenemos:

 Nxr+2x+1+3_V7+3
lim =

x—2 2x 4

Observamos que, para encontrar la solucién del problema, transformamos la representacion
algebraica inicial del limite (problema propuesto) en otras representaciones algebraicas para el
limite, donde cada transformacion nueva se llama un tratamiento.

El funcionamiento de la actividad cognitiva, como son los tratamientos, han sido posible
gracias a las reglas de conformidad definidas en el registro algebraico utilizadas para este
ejercicio, como son los teoremas y corolarios, que han permitido hacer los tratamientos internos
a partir de la representacion algebraica inicial y que se hayan generado nuevas representaciones
algebraicas para el limite, sin salirse del registro algebraico, hasta obtener la representacion
algebraica que lleve a la solucion.

Ahora, presentamos un ejemplo en el cual describimos los tratamientos en el Registro grafico

para el limite de una funcién, donde los limites laterales son iguales.
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Ejemplo 2. Tratamientos en el registro grafico.

Para obtener una representacion semidtica grafica para limite de la funcion f(x) = x2, cuando
x tiende a ¢ = 2, seguimos una construccion (representacion).

i) Dada la definicion de la funcién f(x) = x2 en estudio, se procede a hacer su
representacion semiotica grafica
En la Figura 7 realizamos la representacion grafica de la funcion propuesta, utilizando el sistema
de coordenadas cartesianas.
Figura 7:

Una Representacion Semiética Gréafica de la Parabola

Fuente: Propia del autor.

ii) Luego, representamos la convergencia del limite de variable real, expresandolos por
medios de signos correspondientes en este medio grafico, aplicando los criterios de convergencia
para funciones de variable real.

En efecto:

La construccion, significado y contenido de la representacion semidtica grafica se debe a la

definicion de limite lateral.
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La gréfica de la flecha azul, que va de derecha a izquierda en el Eje X, es una representacion
grafica para expresar o significar que si los valores de “x” tienden (se aproximan) a “c” desde
valores mayores que “c” (desde la derecha de la grafica) y representamos la flecha azul sobre el

“,_ 9

Eje Y para expresar que los valores de “y” en la grafica, se aproximan al numero L = 4, que es
la representacion grafica del limite por la derecha (ver Figura 8).
Por un argumento similar, se sigue la grafica de la flecha roja que va de izquierda a derecha

“, 9

en él Eje X es una representacion grafica para expresar que, si los valores de “x” tienden (se

aproximan) a “c” desde valores menores que “c” (desde la izquierda de la grafica) y
representamos la flecha roja sobre el Eje Y para expresar que los valores de “y” en la gréafica se
aproximan al numero L = 4, que es la representacion grafica del limite de la funcién por la
izquierda.

En la Figura 8, observamos varios tratamientos y la representacion grafica para el limite de
la funcién f(x) = x2cuando x tiende al valor 2 en el registro grafico.

Figura 8:

Representacién grafica del limite de una parabola

Fuente: Propia del autor.
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Del registro grafico, concluimos que: limx2 = 4 y lim x2 = 4, por la regla de conformidad

x—-2+ x—>2~
debido al Teorema Limite Bilateral (TLB) Capitulo I, Seccién 3.2, tenemos que el limite existe y

es lim x2 = 4. Tratamiento.

x—2

La Figura 9 es la representacion grafica de un primer tratamiento en la construccion del limite
en el registro grafico.
Figura 9:

Limite bilateral en el registro grafico.

Fuente: Propia del autor.

En el siguiente ejemplo, a partir de la Figura 10, veremos cémo se movilizan los tratamientos
en el registro grafico para el limite de una funcion discontinua en el punto de estudio.

Ejemplo 3. A partir de la grafica siguiente que corresponde a la funcién
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Figura 10:

Representacion grafica de una funcioén discontinua

Fuente: Adaptado de Londofio, Narro y Yatzil (2014, p. 95)

Obtener:
i) JCl_i)r;rf(x). Justifique su respuesta.
ii) lir?_f(x). Justifique su respuesta.
x—
iii) A partir de ello, concluya si existe el }cl_rg f(x). Justifique su respuesta.
Solucion.

La representacion semidtica inicial esta en el registro grafico (ver Figura 11) para la funcion,
de la representacion grafica de fy del tratamiento en el registro grafico para el limite de una

funcién visto en el (Capitulo lll, Seccién 3.2), donde podemos concluir que el lirr% f(x) no existe.
xX—
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Figura 11:

Funcién en el registro grafico

Fuente: Adaptado de Londofio, Narro y Yatzil (2014, p. 95)

Pasamos a hacer una descripcion de este hecho en detalle.

1. Podemos visualizar los tratamientos internos en el registro grafico para el limite por la
derecha de la funcién propuesta cuando x tiende a 2 y concluir que el limite, en el registro
grafico, es el punto en el Eje Y de valor 8.

En la Figura 12, representamos los tratamientos debido al limite lateral por la derecha en
el registro gréafico.
Figura 12:

Limite lateral derecha de una funcién discontinua

Fuente: Propia del autor.
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2. Los tratamientos para el limite de la funcién, cuando x tiende al valor 2 por la izquierda,
es el punto en el Eje Y de valor —8.

En la Figura 13, representamos los tratamientos basados en el limite lateral por la izquierda

Figura 13:

Limite lateral izquierda de una funcién discontinua.

Fuente: Propia del autor.

Por tanto, tenemos que: lim f(x) =8 # —8 = lim f(x)

x—2+ x—2~
De acuerdo con las reglas de conformidad, debidos a, (ver Capitulo Ill, Seccién 3,2, Teorema

del Limite Bilateral) concluimos que el lim f(x) no existe.

X2

En la Figura 14, representamos los tratamientos centrados en el limite lateral por la

derecha e izquierda.



53

Figura 14:

Limite Bilateral de una funcién discontinua.

Fuente: Propia del autor.

El limite en el registro grafico de la funcion f no existe.

A continuacién, presentamos como se movilizan los tratamientos en el registro tabular o
numéerico

Ejemplo 4. Una Representacion semidtica tabular para el limite de la funcién f(x) = x2

cuando x tiende ac = 2.

En este caso, la representacion semidtica tabular es como sigue:

i) Dada la definicion de la funcién f(x) = x2 en estudio, se procede a construir la
tabulacién correspondiente. Es decir, la tabla de dos filas por un nimero finito de
columnas.

La Figura 15 representa una tabla de doble entrada que se utilizara para hacer la

representacion tabular del limite de una funcién.



Figura 15:

Tabla a contener las tabulaciones

i) Luego, representamos la convergencia del limite de funciones de variable real
expresandolos por medios de la tabulacién, aplicando los criterios de convergencia

para funciones de variable real (limite lateral).

En efecto:

1. Graficamos una tabla con el centro el nimero real ¢ = 2.

La Figura 16 es la representacion tabular del limite de la funcién f(x) = x2 en

c = 2 en el registro tabular o numérico.

Figura 16:

La tabla de evaluacion de la parabola.

x se aproxima a 2 por la izquierda

x se aproxima a 2 por la derecha

1.998

2.001

fix) | 289 | 324 | 3.8 | 3.94

3.996

4.004

4.0490

4.41

4.84

5.29

fix) se aproxima a 4 por la izquierda

fix) se aproxima a 4 por la derecha

Fuente: Propia del autor.

2. Analizamos el comportamiento de los valores de la funcién f (x) = x2 cerca del

numero real ¢ = 2, en la que usamos dos conjuntos de valores de x. Uno cuando
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la variable independiente x se acerque en la recta numérica al numero 2 por la
derecha, como se ilustra en la tabla, y, el otro cuando, la variable independiente
se acerque en la recta numérica a x = 2 por la izquierda.

3. Por la definicién del limite lateral, concluimos que limx2 = 4.

x—2

Duval (2004) expresa que el objeto representado (la representacién) no debe confundirse con
el contenido de la representacion (el objeto matematico). El contenido de la representacion es lo
que el registro representa explicitamente y para ello sugiere trabajar con, por lo menos, dos
representaciones semiéticas.

Duval (2004) nos expresa al respecto que:

“Toda confusion entre el objeto y su representacion provoca, en un plazo mas o menos
amplio, una perdida en la comprension: los conocimientos adquiridos se hacen
rapidamente inutilizables por fuera de su contexto de aprendizaje, sea por no recordarlos,
0 por que permanecen como representaciones inertes que no sugieren ningun tratamiento

productor” (p, 14).

Ejemplo 5.

Si pedimos a un estudiante universitario en el aula, al terminar el tema de limites, que escriba
su respuesta utilizando lapiz y papel a la pregunta

¢ Qué significa el limite de la funcién constante cuando la variable tiende a 27?.

Obtenemos una respuesta, lim ¢ = ¢, en otra respuesta el alumno utiliza el sistema de

x—2

coordenadas cartesianas y grafica la funcion constante, una recta horizontal paralela al Eje X
que corta al Eje Y en c, considerando ¢ positivo por ejemplo y pinta en el grafico las imagenes

que toma la funcion, que siempre es la constante ¢ cuando x se aproxima al punto 2,
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Las respuestas obtenidas son dos representaciones diferentes, una algebraica y otra grafica

de un mismo objeto matematico, limite de la funcién constante.

2 e
Ejemplo 6. lim ™ ™"

x—2 2x

¢, Cual es la representacion y cual es el contenido?

La representacion utilizada es la representacién algebraica del limite de una funcién, por los
simbolos que lo definen.

Contenido de la representacién: limite de una funcién racional en x, donde el numerador es
un polinomio de grado 2, con término cuadratico, lineal y constante y el denominador es una
funcién lineal en x.

Duval (2004) afirma que, para la adquisicion de un objeto matematico. Es decir, la
comprension del objeto matematico, es necesario, por lo menos tener dos Registros de
Representacion Semiotica. Duval (1998) (citado por Blazquez S. , Ortega, Gatica, y Benegas
2006) declaran que:

“Para comprender un concepto es necesaria la coordinacion de los diferentes registros
de representacién, pues con uno solo (mono-registro), no se obtiene la comprension

integral del concepto”.

Blazquez S. , Ortega, Gatica, y Benegas (2006) expresan, que “Esta teoria plantea
que la comprension integral de un concepto se encuentra basada en la coordinacion de

al menos dos registros de representacion”.

Duval (1995) afirma que disponer de varios registros de representacion no es suficiente
para garantizar la comprension, ya que se necesita de una segunda condicion, la cual
consiste en la capacidad que tiene un sujeto para reconocer una representacion de un
objeto en dos o mas registros diferentes. A esta capacidad, se le denomina la

coordinacion.
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Con solo una representacién (mono registro), se adquiere parcialmente la comprensién del
objeto matematico. Cada registro de representacién semiética para el objeto matematico define
caracteristicas diferentes en la representaciéon semiética correspondiente del objeto.

Por ejemplo, el registro algebraico muestra un aspecto mas formal del limite, estatico y
abstracto en las definiciones formales, ya que las propiedades, la definicién de los limites por la
derecha, por la izquierda, los teoremas de existencia del limite. El registro grafico es menos
formal que el algebraico, ya que muestra el aspecto visual del limite, tendencias en el Eje X, el
Eje Y y la coordinacion de las tendencias en ambos ejes.

Para entender el concepto matematico, segun Duval (2004), se requiere complementar las
propiedades que facilitan ambos registros.

Un ejemplo.

Objeto matematico, funcion lineal; registro algebraico; representacion semiética: f(x) = 2x +
1, -3 < x < 3, sus propiedades son estaticas y rigidas. Describiremos algunas, la pendiente m =
2, el coeficiente principal a = 2, termino independiente ¢ = 1. Dom(f) = [-3;3].

Por otro lado, en el registro grafico, en la Figura 17, se puede ver o visualizar mas
propiedades, interpretar y hacer lecturas. Ejemplo es una recta creciente, corta al Eje X en el

punto (— 1; 0) y un punto de corte de la recta con el Eje Y es el punto (0,1), la pendiente indica
2

que, por cada L unidad que avance en el Eje X, avanzaré una unidad en el Eje Y.
2



58

Figura 17:

Visualizacion de la recta en el Registro gréfico.

Fuente: Propia del autor.

También Duval (2004) manifiesta que cambiar de registro no es facil, ya que esto es convertir
una representacién de un registro en una representacion en otro registro y viceversa.
Obviamente, en algunos casos, si se podra hacer de manera rapida la conversion. En este caso,
se dice que hay una congruencia de representaciones, como por ejemplo, la conversion de la
recta f(x) = mx + b, m # 0, b constante real, entre los registros algebraico y grafico.

Para realizar un analisis de congruencia, es necesario realizar la discriminacién de las
unidades significantes. A continuacién, presentamos la discriminacion de unidades significantes
en la Tabla 2, ver Duval (2012).

fx)=mx+b
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Tabla 2:

Discriminacion Entre Variables Visuales y Simbdlicas de la Recta

Variables Visuales Valores Unidades Simbdlicas
Significativas

Es creciente de izquierda a derecha m>0
Pendiente de la recta

Es decreciente de izquierda a derecha m<0

La recta intersecta al eje Y positivo b>0
La interseccion de la recta

La recta intersecta al eje Y en el origen b=0
conelejeY

La recta intersecta al eje Y negativo b<0

Fuente: Tomado de Duval (2012)

Conversidn del registro algebraico al registro grafico.

En la representacion algebraica de larecta y = 2x + 1, las unidades simbodlicas significativas
en el registro algebraico son la pendiente m = 2 y el intercepto de la recta con el Eje Y, que es
la unidad significativa b = 1.

Para hacer el grafico, consideramos:

Intercepto con el Eje X: hacemos y = 0, entonces (—i; 0)
2

Intercepto con el Eje Y: hacemos x = 0, entonces (0;1)
Graficamos la recta en el sistema de coordenadas cartesianas.

La Figura 18 es la representacion de la recta f(x) = 2x + 1 en el registro grafico.
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Figura 18:

La pendiente y su interceptos
EjeY

f(x)»2x+ 1

./ Eje X

Fuente: Propia del autor.

Conversion del registro gréafico al registro algebraico.

Sea la gréfica, a partir de ella, vamos a buscar que la ecuacion de la recta en su forma y =
mx + b quede determinada. Para ello, buscamos la pendiente m, la cual esta construida en el
grafico y el (0; b) punto de la recta luego del grafico b = 1. Del gréficom = 2;yb = 1, asila
recta pedida es y = 2x + 1.

En la Figura 19, se representa los elementos de la recta del registro algebraico al registro

gréfico.
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Figura 19:

Del registro algebraico al Registro gréfico, en una recta.

Fuente: Propia del autor.

Asi, se ha producido la conversion de registros, del algebraico al grafico y viceversa.

Hemos coordinado las unidades significantes de cada registro, como son la pendiente y el
punto de intercepto de la recta con él Eje Y, al lograr articular estas unidades significantes se ha
producido una congruencia de representaciones semidticas y a su vez se ha producido la
conversion de registros, del algebraico al grafico y viceversa.

La Figura 20 muestra la actividad cognitiva de la conversion de una recta del registro

algebraico al registro grafico
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Figura 20:

Ejemplo de conversién de una funcion lineal en registro grafico y registro algebraico.

Fuente: Propia del autor.

En cuanto a la congruencia, hacemos el andlisis (ver Tabla 3)
Tabla 3:

Registro algebraico Versus Registro gréfico

Registro Algebraico Registro Grafico

Ecuacién Algebraica: f(x) =Cx + 1.

es de laforma f(x) = mx + b.x
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Criterio: Correspondencia de los
elementos significantes

Criterio: Correspondencia de los
elementos significantes

De la ecuacion Algebraica
1. La pendiente: m =2

2. Laordenada en el origen=»b =1.

Del grafico.

1. La pendiente: m = Y=
Ax

2. (0;b) punto en la recta ubicado en
el EjeY,conb = 1.

Univocidad de los elementos
significantes.
1. Son Unicos
2. Son unicos

Univocidad de los elementos
significantes

1. Unico

2. Unico

Criterio: Organizacion de los
elementos significantes de cada
representacion.

1. Pendiente m.
2. Intercepto de la ecuacion con el
EjeY

Criterio: Organizacioén de los
elementos significantes de cada
representacion.

1. La pendiente: m = Y=
Ax

2. (0;b) punto en la recta ubicado en
el EjeY,conb = 1.

Fuente: Propia del autor.

Ahora, presentamos otro ejemplo al respecto de la congruencia de representaciones semidticas.

Ejemplo.

Si,f(x)=10—x, 2<x <14

lim f(x) = 8, es una representacion semidtica algebraica congruente a la representacion

x—-2t
semidtica grafica
En efecto:

lim f(x) =8,

x—-2t

La funcion lineal f(x) =10 —x,2<x<14,con m=—1yun punto de la rectaen el

dominio de la funcién. Por ejemplo (2, 8), permite graficar el segmento en el plano cartesiano

En la Figura 21, observamos un conjunto de tratamientos en el Registro Grafico del limite

lateral por la derecha.
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Figura 21:

El limite por la derecha

Fuente: Propia del autor.

Al aplicar los tratamientos del limite de una funcion en este registro, podemos decir que el
limite de la funcién por la derecha es el valor 8.

Si x tiende a 2 por la derecha x = 2,5, x = 2,1, x = 2,01, entonces, en el Eje Y; f(x), tiende (se
aproxima) a 8, representada por la flecha celeste en el Eje Y (ver Figura 22)
Figura 22:

Conversion del registro algebraico al registro grafico.
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Fuente: Propia del autor.

f(25)=75,f(21) =79, f(2,01) = 7.99.

Entonces se ha producido una conversion para el limite de la funcion, propuesta del registro
algebraico al registro grafico y la conversién inversa del registro grafico al registro algebraico. La
Figura 23 es la representacion grafica del limite de la funcién en su registro grafico.

Figura 23:

Representacién grafica del limite de una funcion

Fuente: Propia del autor.

Podemos traducir la representacion grafica del limite en la representacién algebraica como sigue,

lim f(x) = 8, donde falta determinar la ecuacion algebraica de la recta.

x—-2%t
De acuerdo a las variables visuales que brinda el grafico, como son dos puntos de la recta,

podemos hallar la pendiente y la ecuacién de la recta en su forma punto y pendiente por todo

f(x) = 10 — x, luego tenemos: lim 10 — x = 8.

x—2%
En el caso que sea posible trasladarnos (movilizarnos) de un registro a otro, se dird que se ha
producido la “congruencia” de representaciones. Hay tres criterios para obtener la congruencia

entre las representaciones semioticas, segun Duval (2004), las que detallamos mas adelante.
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En caso de no haber sido posible transformar el registro inicial en otro registro, se dice que
“no hay congruencia” entre las representaciones y se produce el fendmeno de “encapsulamiento”
en el registro de representacion (no se puede convertir o movilizar).

Supongamos dos representaciones de un mismo objeto, pero tomadas en dos registros
diferentes, uno inicial (algebraico) y el otro final (grafico), donde cada representacién es diferente
por los signos que utiliza, asi como sus tratamientos en cada registro. El trabajo para construir la
congruencia de registros es coordinar y articular cada unidad significante (significado) del primer
registro con una unidad significante (significado analogo) del segundo registro, tal como dice
Duval (2004), es un trabajo especifico del conocimiento.

Duval (2004) expresa que “La importancia de un cambio de registro esta en que justamente
se pueden efectuar tratamientos totalmente diferentes en un registro distinto a aquél en el que
fueron dadas las representaciones iniciales” (p.55).

La no congruencia se traduce en que no se ha comprendido el objeto matematico, sino mas
bien que solo se ha hecho parcialmente. Es decir, que con el tiempo lo olvidaremos. También
nos dice que no conocemos bien el objeto en cada registro y, por tanto, no se ha formado la
aprehensién conceptual del objeto matematico (comprension del concepto del objeto
matematico).

El siguiente ejemplo nos muestra la conversion de la representacion algebraica de una funcion
a la representacion grafica, pero es complicado partir de la representacion grafica y obtener su
representacion algebraica (ver Figura 24).

En la practica, se convertirda en la imposibilidad de realizar alguna tarea que requiera la

conversion de dos registros. La no congruencia no permite la transferencia del conocimiento.
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Figura 24:

Ejemplo de no congruencia.

Fuente: Adaptado de Spivack (2009, p.114)

La coordinacion de registros es inherente a la conversion, ya que es la puesta en
correspondencia de las unidades significantes (los valores que pueden tomar las diferentes
variables en un registro de una representacion) del registro de partida con las unidades
significantes de otra representacion en el registro de llegada.

Duval (2004) expresa que la coordinacion entre registros es un trabajo de aprendizaje
especifico, centrado en la diversidad de los sistemas de representacién, en la comparacién por
la puesta en correspondencia de sus unidades significantes y en sus “traducciones” mutuas.

La conversion entre Registros es una actividad cognitiva primordial menos visible que el
tratamiento, que depende de la coordinacion. Esto se debe a que cada registro esta definido por
sus reglas de conformidad, lo cual permite efectuar tratamientos en el registro. En cambio, en la
conversion de registros, no hay reglas de conversion, ya que uno tiene que coordinar, articular y

conectar las unidades significantes de una representacién en un registro con otras unidades
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significantes correspondientes a otro registro (denominado discriminacion de unidades
significantes). Esto Ultimo se basa en la especificidad que ofrece cada registro.

Las diferencias que hay entre los Registros de Representacion Semidtica son:

¢ La naturaleza de sus significantes.

e Las reglas de conformidad que nos ofrece cada registro.

e El nimero en que puede efectuarse las asociaciones de las unidades
discriminantes en cada registro (dimensién del registro). De acuerdo con Duval
(2004), da la posibilidad de buscar dos registros 0 mas con el mismo numero de
unidades significantes y establecer la congruencia (equivalencia) de registros en
la que se pueden observar tratamientos “equivalentes” con costos menores si se
efectia un cambio de registro apropiado. Por ejemplo, si estamos buscando que
se efectien menos numero de tratamientos o tratamientos visuales y no
abstractos.

En esta investigacion, uno de los objetivos especificos es estudiar, analizar, conocer e
interpretar el funcionamiento de cada registro de representacion semiética del limite de una
funcién. En el capitulo siguiente, daremos con detalle el analisis de estas tres actividades
cognitivas que verifica todo registro de representacién semiotica para el limite de una funcion.

El siguiente esquema nos muestra el proceso de la adquisicién del conocimiento de un objeto
matematico, el cual nos explica que, por ejemplo, si queremos adquirir el concepto de limite de
una funcién real finito, necesitamos conocer dos registros de representaciéon (como minimo).
Digamos el registro algebraico y el registro grafico, en el que cada registro tiene sus propios
aspectos del concepto o tratamientos. Tratamiento 1 en el registro algebraico y tratamiento 2 en
el registro grafico.

Si somos capaces de convertir (movilizar, coordinar) una representacion semiotica de un
registro grafico al registro algebraico y viceversa, entonces facilitara el aprendizaje del concepto

de limite de una funcién de variable real, que significaria que tenemos la aprehension conceptual
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desde dos perspectivas diferentes para el concepto, ya que nos ofrece procedimientos de
interpretacion.

Al respecto, Duval (1993) (citado por Blazquez y Ortega, 2001) expresa que la diversificacion
de las representaciones del mismo objeto o concepto aumenta la capacidad cognitiva de los
sujetos sobre ese objeto.

Afirma que el uso de las distintas representaciones favorece el aprendizaje y lo hace de dos
formas. Por un lado, compensa las limitaciones de unas representaciones con otras y, por otro,
permite que los alumnos se formen una imagen conceptual mas rica, pudiendo escoger la
representaciéon mas apropiada para cada situacion.

En la Figura 25, consideramos para un objeto matematico el funcionamiento cognitivo de los
elementos de la teoria de Registros de Representacion Semiotica (TRRS) entre dos Registros
de Representacion Semidtica.

Consideramos la representacion del objeto en el registro A y el registro B. Las flechas 1y 2
indican la actividad cognitiva del tratamiento en cada registro; la flecha 3 representa la
transformacion de una representacion en el registro B a una representacion en el registro A,
denominada conversién parcial y; la flecha 4 indica la transformacion de una representacién del
registro A en el registro B, denominada conversién inversa.

Si suceden las dos actividades cognitivas representadas por las flechas 3 y 4, se dice que se
ha producido la actividad cognitiva de la conversién, que es representado por la flecha C. Segun

Duval (2004), la conversioén es clave, pues ayuda en adquirir el conocimiento del objeto.
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Figura 25:

Esquema para adquirir el conocimiento por la TRRS

Fuente: Tomado de Duval (2004, p.68)

Cada representacion semidtica tiene una estructura o forma diferente, pero también un
significado propio en cada registro (mirada parcial del objeto matematico). Es por eso que la
complementariedad (mirada integradora, articuladora) de significados enriquece la construccién
del conocimiento del objeto matematico.

Cada registro es importante por las caracteristicas que presenta del concepto, por ejemplo,
en el registro algebraico, cuando se usa la definicidon con el uso de las propiedades, muestra del
concepto un aspecto formal, abstracto y estatico. El sistema numérico o tabular muestra el
aspecto de aproximacion que sugiere una idea dinamica, local y vinculada con la realidad. El
sistema grafico es mas estatico que el numérico y menos formal que el algebraico, ya que
muestra el aspecto visual y ayuda a coordinar las tendencias de ambas variables.

La comprension de algun objeto matematico, de un texto o un razonamiento, movilizan las
actividades de formacion o tratamiento o conversion o las tres actividades cognitivas. También

se utilizan algunos términos como “traduccion”, “ilustracion”, “transposicién”, “interpretacion” y
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“codificacion” para indicar que son operaciones (funciones) que hacen corresponder una

representacion dada en un registro con otra representacién en otro registro en la actividad

cognitiva de la conversion.

A continuacion, exponemos criterios de congruencia entre dos representaciones semioticas y

un ejemplo. La no congruencia mide el grado de dificultad en la conversion.

Criterios de congruencia entre dos representaciones semiéticamente diferentes.

1.

Correspondencia “semantica” de los elementos significantes: A cada unidad significante
simple de una de las representaciones se le puede asociar una unidad significante simple
de la otra representacion.

Entendemos como, unidad significante simple a toda unidad que depende del “léxico”
(significante) de un registro.

Univocidad semantica terminal. A cada unidad significante elemental de la representacion
de partida le corresponde solo una unidad significante elemental en el registro de
representacion de llegada.

De correspondencia. Organizacion de las unidades significantes. Ordenar
respectivamente las unidades significantes de las dos representaciones comparadas
conducen a aprehender (adquirir) las unidades en correspondencia semantica, segun el
mismo orden en las dos representaciones. Este criterio es posible solo si estas tienen el

mismo numero de dimensiones.

Diremos que hay congruencia si se verifican los tres criterios. La dificultad en la conversion

de los registros depende del grado de no congruencia entre la representacion de partida y la

representacion de llegada.

No-congruenciay encapsulamiento de los registros de representacion

Muy ligados a la actividad cognitiva de la conversion.
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Los efectos de la no congruencia en la clase conducen a fracasos en la actividad cognitiva de
conversion, a pesar de que los aprendizajes hayan tenido diferentes tratamientos en los
diferentes registros.

Dificultades a partir de los Registros de Representacion Semidtica del limite de una
funcion.

En esta parte, veremos qué significan las dificultades o incomprension del concepto
matematico o una tarea desde la perspectiva de la teoria de Registros de Representacion
Semidtica (TRRS)

De acuerdo con Duval (2004), no hay comprension en Matematica si se observan los
siguientes resultados:

¢ Sino se distingue el objeto matematico de sus representaciones, no hay comprensién en
Matematica.

e La pluralidad de representaciones semiéticas para un mismo objeto.

¢ La falta de coordinacién entre los diferentes registros.

e La falta de conversion de un registro a otro.

Ejemplo acerca de congruencia de representaciones semioéticas.

Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas (2006) contrastan la conceptualizacion métrica del limite
dada por Weierstrass, que se utiliza en la docencia universitaria, con la conceptualizacion del
limite dado por los mencionados autores, denominada “aproximacion 6ptima” para establecer

cual de ellas es mas apropiada para el aprendizaje.

La conceptualizacion del concepto “aproximacion optima” del limite de una funcién esta
basada en la “aproximacion de un nimero” y “tendencia de una sucesion” (aproximacion optima).
Los autores manifiestan que la cantidad de simbolos y formalismos de la simbologia utilizada en
la representacion algebraica, los alumnos no lo entienden, se equivocan en el rol que cumplen

las letras § y € y no lo recuerdan, con lo que concluyen que no es accesible a los alumnos en
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un primer curso de Analisis Matematico, donde el limite es un tema fundamental y base para

cursos posteriores.

Los autores, preocupados por la comprension de los alumnos, proponen una representacion
del concepto del limite de una funcién en un lenguaje mas cercano a los alumnos. Para ello,
plantean lo que ellos llaman una representacion verbal, centradas en ideas de la definicidon de
Weierstrass. Es decir, de aproximacion de dos numeros (representacién algebraica; donde se
consideran las distancias en valor absoluto) y limite de una sucesién caracterizacion algebraica

(aproximacioén optima) que involucran representaciones algebraicas.

La definicién que proponen Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas (2006) para el limite es:

“El limite de una funcién f en x = a es L si para cualquier aproximacion K de L, K # L, existe
una aproximacion H de a, H # a, tal que las imagenes de todos los puntos que estan mas cerca

de a que H estan mas proximas a L que a K” (p. 195)

En la Tabla 4, vemos la asociacién, conexién y coordinacién de unidades significantes del
concepto de limite de una funcién por Weierstrass y aproximacion optima, entre los registros

algebraico y verbal.

Segun Duval (2004), las representaciones semidticas estdn compuestas por unidades
significantes. Esto es un enunciado, una férmula o un texto o simbolos que expresan

reagrupamientos de férmulas o palabras.

Tabla 4:

Asociacién de Unidades Significantes Elementales.

Definicion Métrica Definicién por Aproximacion Optima.

Para toda aproximacion K # L.
Paratodo e > 0
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Existe una aproximaciéon H # a.
Existeun § > 0

Los x que mejoran la aproximacion H de a.
Losx talesque 0 < |x —a|] <&

Las imagenes f(x) mejoran la aproximacion K de L

If(x) -L| <s

Fuente: Tomado de Blazquez, Ortega, Gatica, Benegas (2006, p.195)

A continuacién, haremos la discriminacion de unidades significantes a fin de probar la
congruencia entre ambas representaciones.
Discriminacién de las unidades significantes.
En la definicién del limite de Weierstrass:
1. Paratodo ¢ > 0, es una unidad significante en el concepto de Weierstrass.

El significado geométrico en el concepto es el siguiente: Fijado el nimero L y ademas
& > 0 determina una banda horizontal en R2, que es el producto cartesiano del Intervalo
simétrico en el Eje Y, de centro L y radio €. Es decir:

Is=(L—¢ L+¢)}conel Eje X.

2. Paratoda aproximacion K diferente de L. Este enunciado es una unidad significante en el
concepto de Blazquez y Ortega (2006).

A continuacién, probaremos que a la unidad significante definida en 1. se le asocia la
unidad significante definida en 2.

Veamos qué significa 2. en el concepto de Blazquez y Ortega (2006). Toda
aproximacion K de L determina una banda horizontal que contiene al numero L. En
efecto, sea K un numero fijo, arbitrario y diferente, aproximacion de L; cogemos el
producto cartesiano: el Intervalo simétrico en el Eje Y de centro L y radio ¢ = |K — L| (asi
el numero L esta contenido en el intervalo), con el Eje X. Denominamos € = |L — K| en

su analogo con la definicion de Weierstrass.
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3. Existe un § > 0, es una unidad significante para la conceptualizacion con la definicion
métrica.
Como ya tenemos el numero ¢ > 0 fijo y arbitrario, podemos, a partir de este formar

otro nimero positivo. Por ejemplo: § = °_, el cual servira para formar una banda vertical
2
en el plano, que contiene al punto “a”.
(xe(a—=8,a+6)xY)

A esta unidad significante, le asociamos la correspondiente en el concepto de Blazquez y Ortega

(2006) que es la que se expresa a continuacion.

4. Existe una aproximacion H diferente de a. Este enunciado representa una unidad
significante de Blazquez y Ortega (2006) en el concepto del limite asociada al punto 3.

Con la aproximacion K de L, dado en el item 2, se puede formar una aproximacion H de

a, con H # a, como la siguiente: H = a + %lL - K|.

Aqui, el 6 > 0, en la representacién algebraica del limite, se relaciona con el valor de

H,donde:H = ° = 1_|L — K| en la representacion optima del limite.

5. Los x tales que 0 < |x — a| < 8. Esta unidad significante, en la conceptualizacién métrica
de Weierstrass, se contrasta con la unidad significante de la conceptualizacion optima
siguiente: Los x que mejoran la aproximacion H de a.

Para establecer una asociacion de unidades significantes, estudiamos qué significan
los valores de x , tales que 0 < |x — a| < 6. Es decir, los x tal que:

-6 <x —a<d,x+# aparaalgun § > 0. En términos de “aproximacion” de Blazquez
(2006), podemos traducir de la desigualdad que 6 y x son aproximaciones de a, pero que

los x que verifican |x —a| < &, x # a, mejoran la aproximaciéon & de a.
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En la Figura 26, representamos en el Eje real una aproximacion del valor a.

Figura 26:

X es una aproximacion de a

<€

o
@
cj-

v

Fuente: Propia del autor.

Por otro lado, los valores x que mejoran la aproximacion H de a, significan los valores x que estan
mas proximos al valor de “a” que la aproximacion. (Blazquez, Ortega, Gatica, y Benegas 2006,

p. 8). Una representacion grafica se puede ver en la Figura 27.

Figura 27:

x mejora la aproximacion H, segun Blazquez-Ortega.

>
< 0 0 o

Fuente: Propia del autor.

6. En la conceptualizacion de la métrica, tenemos: |f(x) — L| < e.

En la conceptualizacion de Blazquez S. , Ortega, Gatica, y Benegas, 2006: Las imagenes
f(x) mejoran la aproximacion K de L.Analicemos la desigualdad |f(x) — L| < € significa que
f(x) pertenece a un intervalo de centro L y radio ¢, llamado épsilon-entorno: —¢ < f(x) — L <
€. En términos de aproximacién optima, significa que €y f(x) son aproximaciones de L, pero

los f(x) que verifican |f(x) — L| < € son los que mejoran la aproximacion ¢ de L.
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En la Figura 28, representamos graficamente en el Eje real una épsilon entorno de f(x).

Figura 28:

f(x) esta en una épsilon entorno.

<€

iy _—

@
—£ L flx)
Fuente: Propia del autor.

La unidad significante elemental de Blazquez y Ortega (2006). Las imagenes de f mejoran la
aproximacion K de L, significa que los valores de f(x) estan mas proximos del valor “L” que la
aproximacion K. Podemos ayudarnos de la representacion grafica para articular la

representacion verbal algebraica y grafica.
Una representacion grafica se puede ver en la Figura 29.

Figura 29:

f(x) mejor tendencia de L que de K

< 9 >

Fuente: Propia del autor.

El analisis anterior esta hecho en el sentido directo e inverso. Es decir, hemos establecido una
relacion entre cada unidad elemental significativa de la conceptualizacién métrica del limite de
una funcion y las unidades elementales significativas de la conceptualizacién dadas por Blazquez
y Ortega (2006), denominada “Aproximacion Optima”.

De acuerdo a la Teoria de Duval (2004), se muestra que hay una congruencia de la

representacion de la conceptualizacion del limite de una funcién en un punto del registro
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Algebraico, con una representacion del concepto en el registro Verbal, ayudada por la
representacion grafica, el cual permite asociar una unidad elemental de una representaciéon
algebraica de la definicion de Weierstrass con una unidad elemental de la representacion del
concepto aproximacion optima y también de manera inversa del registro Verbal al Registro
Algebraico, ya que hemos coordinado (establecido relaciones, articulado unidades significativas
del registro de partida en el registro de llegada y viceversa) cada unidad significante de la
conceptualizacion del registro de partida con una unidad de significacién del registro de llegada.

De acuerdo con la teoria de Duval (2004), hemos realizado una tarea cognitiva de conversion
de una representacion algebraica de un objeto matematico a una representacion verbal y
viceversa, en la cual podemos conservar el contenido parcial o total de los significantes.

Duval (2004) dice que para que haya una comprension integradora del concepto en el alumno,
debemos realizar la conversién de un registro a otro registro, asi como la conversion inversa en
los registros que se trabajen. También menciona que de sélo producirse la conversién en un solo
sentido, significara la comprensién parcial del concepto y esta se traducira como incompleta en
las tareas, ejercicios y razonamientos, a diferencia de producirse la conversion en los dos
sentidos. Es decir, la congruencia de las representaciones se traducira en la eficiencia del alumno
en las tareas y cuestionarios.

La no congruencia de las representaciones se traduce en la dificultad que tienen los alumnos
en realizar las tareas académicas y razonamientos donde se les pida realizar una conversion.
Recordemos que la congruencia mide el grado de dificultad que se tiene cuando se realiza la
actividad cognitiva de la conversion.

A continuacion, representamos, en la Figura 30, las unidades significantes que intervienen en

los conceptos de Weierstrass y Blazquez y Ortega (2006).
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Figura 30:

Comparacioén limite Weierstrass y A.O de Blazquez y Ortega

Fuente: Propia del autor.

Ejemplo: Sea c = 2 una aproximacion, puede ser el numero K1 = 4, que esta a la derecha del
numero ¢ = 2. 0 la aproximacion puede ser el numero K; = —4, que esta a la izquierda del
namero ¢ = 2.

La distanciaentre ellos |2 —4| =2,| —4—-2| =6

Un ejemplo de dos aproximaciones de un numero se refleja en la Figura 31.

Figura 31:

Aproximaciones del numero dos

o o >
E=—4 =2 k=4

Fuente: Propia del autor.
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Los x que mejoran la aproximacion K; = 4 del nuimero ¢ = 2, son todos los x que se
aproximan (tienden) por la derecha al nimero ¢ = 2. Por ejemplo, D; = 3;D; = 2,5; D; = 2,1 son
aproximaciones del numero ¢ = 2, pero que tienden a ¢ = 2 . La representacién grafica se
observa en la Figura 32.

Figura 32:

Optimizacion de las aproximaciones del nimero dos

D, =21 D,=3

——
-

O Q
f\r::—q- c=2 Dq=2_.5 KJ.:4

Fuente: Propia del autor.

2.4 Aspectos matematicos, historicos y epistemolégicos.

En esta seccion, describimos el limite de una funcién desde los aspectos matematicos,
histéricos y epistemoldgicos

Hitt (1998) expresa que en la construccion de las Matematicas, hasta una ciencia deductiva
libre de contradicciones, tuvieron que pasar 14 siglos y durante ese tiempo estuvieron ausentes
las consideraciones visuales en sus argumentos demostrativos, asi como las intuiciones,
representaciones graficas.

El autor relata que en ese proceso consideraban que se formaria una Matematica mas formal
y libre de contradicciones y que no se consideraban las ideas intuitivas, representaciones con
figuras, definiciones informales y todo aquello que no estaba claro o que llevara a la contradiccién
y, sobre todo, la perdida de ese contexto real del cual es su razén de ser.

Szabo (1960) (citado por Hitt, 1998), expresa que Hipdcrates de Quio, en su Quadratura
Lunularum, tuvo mucho cuidado en la prueba tedrica de sus desigualdades, pero que si hubiera
usado la representacion grafica hubieran sido evidentes, pero no confiaba en esa evidencia de

la simple visualizacion.
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El autor cita a Glaser (1972), quien reporta a Duhamel que utilizaba la siguiente definicion:
“Se dice limite de una cantidad variable, a una cantidad fija, a la cual (aquella) se aproxima
indefinidamente” (p. 24).

En esta parte, manifiesta que la definiciébn es imprecisa y errénea, ya que no se podia

. . .y 1 .
mantener por mucho tiempo, pues, por ejemplo, la sucesion es {7} se aproxima a —1, pero su
n

limite no es —1. El autor afirma asi la justificaciéon del refinamiento de las Matematicas en una
ciencia deductiva libre de contradicciones, pero a su vez se pregunta ;debemos seguir ese
camino en términos de ensefanza aprendizaje de las Matematicas sin consideraciones visuales?

El autor cuenta una anécdota realizada en un congreso en el que se encontraban matematicos
conocidos e ilustres y un presentador lanzé el problema siguiente:

“Yo supongo, dijo €l, que cada dia, al mediodia, parte un barco de Havre hacia Nueva York y
al mismo tiempo un barco de la misma compania parte de Nueva York hacia Havre. El recorrido
se realiza exactamente en siete dias, ya sea en un sentido o en otro. jCuantos barcos de la
misma compafiia que realizan un recorrido de regreso se encontrara el barco que sale hoy a
mediodia en su recorrido hacia Nueva York?” (p. 24).

En respuesta, alguno Hitt (1998), dijeron siete, pero ninguno mencioné la respuesta correcta

que, con ayuda de la representacion de la Figura 33, se nota con claridad la solucion.
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Figura 33:

Representaciéon Grafica del problema en un Congreso.

Fuente: Tomado de Hitt (1998, p.25).

Esta anécdota muestra como la representacion ayuda a poder visualizar el razonamiento
utilizado en la solucion y asi responder correctamente.

El autor se refiere a dos ensenanzas que se obtienen de este ejemplo. Una de ellas es ser
paciente con los alumnos que no entienden en una primera intencion conceptos y propiedades
nuevas y, en segundo lugar, la potencialidad de las representaciones graficas en algun un
razonamiento.

Hay algunas preguntas que salen a la luz del problema propuesto como; la intuicién que tiene
un participante no es correcta ¢ por qué nadie acierta la respuesta? Al leer la pregunta, ¢qué
procesos de resolucion se nos vienen a la mente para resolverlos? ;Por qué la consideracion de
la representacion grafica resuelve el problema?

Con este ejemplo, se genera la preocupacion de algunos matematicos del siglo XIX vy
comienzos del siglo XX en términos del aprendizaje y su ensefanza de las Matematicas, en la
gue consideran que se debe utilizar las representaciones visuales, como las representaciones

geométricas en la ensefianza de las Matematicas. De estas consideraciones visuales que
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promueven algunos matematicos, resulta que sucede una corriente matematica denominada
“‘Matematica moderna”.

Hitt (1998) cuenta que sobre la época del 1960-1975 se promovio la “Matematica Moderna”,
con el objetivo de que los alumnos profundicen mas formalmente las Matematicas. La propuesta
de los investigadores era presentar a las Matematicas “en contextos reales”.

Una de las maneras de abordar el tema era que para transmitir esto utilizaron una cantidad
de representaciones hechas en los libros, lo cual no generaban el conocimiento, sino al contrario,
crearon confusién. Es asi entre los afios 1975 y 1985 como sucede una corriente opuesta a esta
denominada “presentaciones cercanas a la realidad”.

El autor manifiesta que aproximadamente desde el 1985 se generé una tendencia a equilibrar
los desacuerdos que se generaron con la Matematica moderna y es asi como desde la
perspectiva de la ensefianza en la matematica han intentado:

i) Comprender cada una de las diversas representaciones semiéticas y el rol que cumplen

de los objetos matematicos en estudio.

i) Cudles son los fenédmenos ligados al aprendizaje y a la adquisicion de los conocimientos
matematicos.
iii) También se ha dado mayor importancia a la generacion de imagenes mentales para el

desarrollo de habilidades como la visualizacibn matematica en la comprension de
conceptos o en la resolucion de problemas.

Desde la perspectiva del entendimiento y aprendizaje de las Matematicas, Hitt (1998) prueba

gue es necesario tener en cuenta las consideraciones visuales. También menciona que la

comprension de los diversos registros de representacion ayudara al estudiante a construir el

concepto del objeto matematico.
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2.5. Analisis de textos.

En esta seccion, realizamos un analisis de dos textos de la Bibliografia Basica propuesto en
el silabo del curso Calculo | para la ensefianza del limite de una funcién, como son Mitacc y Toro
(2009) y Venero (2012). En el analisis, tomamos en cuenta dos caracteristicas que seguimos de
Pons (2014), las cuales son:

1. ¢Como se define el limite de una funcion, representaciones graficas y simbdlicas
(algebraicas)?

2. Anadlisis didactico y cognitivo (objetivos).

Podemos observar en la Figura 34 que ambos autores desarrollan el tema de limites de una
funcién en el capitulo 3. Seguidamente, presentamos la ubicacion y contenido en el texto Mitacc
y Toro (2009).

Figura 34:

Contenidos Mittac y Toro (2009)

CAPITULO 3: LIMITES

Veeindad/deiun PUNtO: o v st v s S S S 8 109
Limite de una Funcion................ L SR b ol 110
Propiedades de los Limites........... S BTN AR SR 2O 118
Limites Laterales........ 134
LAMEES Al TEBNTEO . vio s b s s mrarariliros el o T o SETIAL o S 141
LIRTHES N0, ool i vivevimonivinmidoss s iboro e o A b A e 143
T {1 (2 A e T 158

Fuente: Topicos de Calculo. Mittac y Toro (2009)

En la Figura 35, la ubicacion y contenido en el texto de Venero (2012).
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Figura 35:

Contenido Venero (2012)

CAPITULO 3 LIMITES 234
1 Introduccion 234
2 Vecindades, Entornos. Vecindades reducidas 234
3 Puntos de Acumulacion de un conjunto de ndmeros

reales., Puntos de Acumulaciéon-del dominio de una
Funcién _ 248
4 Limites 251
5 Teoremas sobre Limites y sus aplicaciones 262
6 Limites Laterales. llustracion geoméirica 267
7 Limites de Funciones Compuestas 278
8 Caiculo de Limites 282
9 Limites Trigonométricos : 288
10 Limites Infinitos 296
11 Asintotas: Verticales, Horizontales y Oblicuas 309
12 Serie de gjeicicios 3i4

Fuente: Analisis Matematico 1. Venero (2011, p,251)

Para definir el limite de una funcién, comienzan el estudio definiendo qué es una vecindad, en
la que realizan ejemplos y propiedades, para luego enunciar la definicion formal del limite de una
funcién, segun Weierstrass, en términos de desigualdades y lo reformulan en términos de
desigualdades en valor absoluto.

A continuacion, observamos cédmo los autores definen el concepto, ya que lo hacen en el
registro algebraico, en términos de desigualdades, para luego reformularlas en términos de
desigualdades en valor absoluto.

Definicion formal en ambos autores.

En Mitacc y Toro (2009), luego de la definicion formal, no se desarrolla la interpretacion
geométrica hasta la seccidon correspondiente a la definicion de limites laterales, pero Venero
(2012), luego de la definicion formal del limite, desarrolla un analisis de la interpretacion
geométrica.

A continuacion, en la Figura 36, observamos la definicion de Mitacc y Toro (2009).
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Figura 36:

Definicion formal del limite

Definicion 2 Sea f:IR — R una funcién v @ un punto que no necesariamente
pertencee a Dy, pero que toda vecindad de a contiene puntos de Dy, Se dice que el
limite de f(x) es L, cuando x tiende hacia a, y se escribe lim f(x) = L, cuando

~=u

Ye>0,36>0/Vxe Di,x*¥aya- S<x<a+d =Ll —e< f(x) <L +¢

En terminos del valor absoluto, esta definicion tiene la forma

Ve>0,36>0/VxeD, 0<|x—al<bd= [f(x)—L| <¢

Fuente: Topicos de Calculo. Mittac y Toro (2009, p.110)

En el texto de Mittac y Toro (2009), presentan varios ejercicios resueltos con el objetivo de
presentar diferentes tratamientos algebraicos para efectuar la demostracion. En ella, muestran
limites de funciones polindbmicas, racionales, formas indeterminadas, entre otras. Para efectuar
la demostracion, movilizan diferentes tratamientos, en el registro algebraico.

Como podemos observar en la Figura 37, los tratamientos que dependen de la funcion de
turno, basados en desigualdades en valor absoluto, para demostrar que el limite de la funcién

polinomial f(x) = 3x2 + 2x + 1 cuando x tiende a 1, es el valor 6.
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Figura 37:

Tratamientos algebraicos en la demostracion del limite.

Ejemplo 4. Si f(x) = 3x? + 2x + 1, pruebe que lin: f(x) = 6.
X
Solucién
Dado £ > 0, se debe probarquesi0 < [x — 1| < § = |f(x) — 6| < &.

Teniendo en cuenta la observacion 1, se debe trabajar con |f(x) — 6], esto es,
If(x)—6l=13x2+2x+1—-6|]=|(x—1)Bx+5)| =Ix—1|I13x+5] (1)

Para §; = 1 buscaremos un nimero positivo M tal que,
0<|x—-1|<1=|3x+5|< M

Enefecto,silx —1]<1220<x<2=20<3x<6=>5<3x+5< 11
= |3x + 5| <11 (2)
Multiplicando (2) por |x — 1], se obtiene |[x — 1||3x + 5] < 11|x -- 1].

. : £
De lo anterior,se deduceque 11|x — 1| < ¢ si [x - 1| < 1 En resumen,

AP £
Dadoe > 0,346 = mm[l ﬁ} tal que
O0<|x—=1|<d=2|f(x)-6]=|x—-1||13x+5|<11|lx—- 1] < ¢

Por tanto, lim f(x) = 6.
X1

Fuente: Topicos de Calculo. Mittac y Toro (2009, p.112)

A continuacion, en la Figura 38, la definicion formal del limite en el texto de Venero (2012).
Figura 38:

Definicion simbdlica del limite de una funcién.

4.2 DEFINICIONI.-  Elnimero L es llamado LIMITE DE UNA FUNCION f ENEL
PUNTO x  (que no necesariamente pertenece a Dom [ ) sl

paracada € > 0 es posible hallarun & > 0, que depende de x, ¥ E, tal que

x€Domf A 0<|x-x|<8 = |[f(x)~L|l<e

y en tal caso se denola : Ifim f(x) =1
~, x—oxo

yselee " L esellimite de f(x) cuando x tiende a

Fuente: Analisis Matematico 1. Venero (2012, p.252)
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Seguidamente, en la Figura 39, Venero (2012) enuncia la interpretacion geométrica de la

definicion algebraica y lo expresa en términos de vecindades.

Figura 39:

Representacion geomeétrica del limite en términos de vecindades.

4.6 REPRESENTACIONES GEOMETRICAS DEL PROCESO DEL LIMITE

v_(L)

L+e

L

f(x)
L—-¢

Dado £ > 0 , por muy pequefio que sea

f

Sehalla 8 > 0 alrededor
de X, 1al que:

l[Va(xo) NbDomf)C \"(L)

>y

Fuente: Analisis Matematico 1. Venero (2012, p.253)

En la Figura 40, tenemos una representacién algebraica del limite en término de vecindades.
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Figura 40:

Representacion algebraica del limite en termino de vecindades.

En términos de vecindades el procaso de limite sa puede expresar:

Le lim f(x) si y sblo si
X-bx,

para toda vecindad v‘ (L) existe una vecindad Vg (x,) tal que:

{[(Vé(xo)) nbomf] ¢ v, (L)

Fuente: Analisis Matematico 1. Venero (2012, p.253)

En ambos autores, observamos que introducen ejemplos con diversas funciones a fin de
abordar como se efectia la demostracion en cada caso.

El objetivo de ambos autores es presentar algunos ejemplos, utilizando tratamientos en el
registro algebraico, debido a la definicidn, ya que lo hacen con varios tipos de funciones. Ambos
casos presentan algunos ejercicios resueltos usando diversos tratamientos, en la que formulan
una cantidad considerable de ejercicios propuestos, indicando la respuesta en el registro
algebraico.

Observamos que hay una amplia informacion del limite de una funcién en el registro
algebraico, pero hay ausencia del concepto en el registro grafico, asi como los tratamientos para
obtener la representacion grafica del limite. También hay ausencia de la actividad cognitiva de la
conversion entre registros.

Para la comprension del objeto matematico limite de una funcion, de acuerdo a la teoria de
Registros de Representacién Semidtica (TRRS) de Duval (2004), se debe tener como minimo

dos representaciones semioticas en dos registros diferentes del limite de una funcion, lo cual no
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observamos en los dos textos y solo se detecta el concepto desde la perspectiva algebraica,
ademas de diversos ejercicios propuestos en este registro.

Para garantizar la comprension, Duval (2004) expresa que la actividad cognitiva de la
conversion es necesaria entre dos registros, y en ambos textos no observamos eso.

Ambos textos desarrollan la definicidn de limite de una funcién en el registro algebraico y una
variedad de ejercicios, donde se movilizan distintos tratamientos dependiendo del tipo de funcién.

Andlisis de la Préactica Dirigida N°05.

De acuerdo con la TRRS, concluimos que los ejercicios estan formulados en el registro
algebraico, con una variedad de tipos de funciones que demandan diferentes tratamientos
algebraicos. También observamos una ausencia del limite de una funcién en el registro grafico,
asi como actividades relacionadas con la conversion de registros.

Concluimos que la Practica Dirigida N°05 (Ver Anexo Practica Dirigida N°05, pagina 172.),
s6lo muestra el aspecto formal del limite y, de acuerdo con la TRRS de Duval (2004), para
comprender el limite de una funciéon es necesario representarlo en dos registros, asi como

articular sus representaciones mediante sus significantes en cada registro
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TERCERA PARTE: ANALISIS DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA
CAPITULO 1Il

ANALISIS DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA DESARROLLADA AL RESOLVER

PROBLEMAS SOBRE LIMITE DE FUNCIONES

En este capitulo, presentamos un analisis de los Registros de Representacion Semidtica
algebraico y grafico para el limite de una funcién. Describiremos como son las representaciones
semioticas para el limite de una funcién en cada registro y cuales son sus reglas de conformidad.
También describiremos las actividades cognitivas del tratamiento y conversién en cada registro.

De acuerdo con la teoria de Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval (2004),
para comprender un concepto matematico se necesitan tener al menos dos representaciones
semioticas del objeto matematico, en el que debemos conocer la forma de la representacion del
objeto y su significado, asi como hacer tratamientos en cada registro y hacer la conversién de un
registro en el otro y viceversa.

Duval (2004) considera punto clave para la comprension a la conversion, esto significa
coordinar y hacer corresponder significantes de una representacion de un registro con una
representacion de otro registro.

3.1 Registro de representacion algebraica para el limite de una funcion

En esta seccion, describimos cuales son los Registros de Representacion Semidtica
algebraico para el limite de una funcién en un punto, teniendo en cuenta el silabo y los textos
utilizados

Probaremos que los sistemas de representacion semidtica algebraica para el limite de una
funcién son Registros de Representacion Semidtica algebraica del limite de una funcion. Para

ello, segun Duval (2004), debemos probar tres caracteristicas (ver Capitulo 2, Seccién 2,3)
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En referencia a la primera caracteristica, podemos decir que las representaciones semidticas

algebraicas para el limite de una funcién f son producciones de la forma limf(x), (donde f esta

x—cC
formada por signos algebraicos y c es un numero real), definida utilizando la definicion de
Weierstrass. Es decir:

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto de R, que contiene a c, salvo posiblemente
enc.

La representacion algebraica lim f(x) = L se lee el limite de la funcion f cuando x tiende a ¢

X—C

es el numero L por definicion, si se verifica (DLW).
Regla de conformidad: Definicion del limite de una funcién Weierstrass (DLW)
A continuacion, la definicion algebraica del limite de una funcién de variable real en un punto

limf(x) = L siy solo si para cada numero & > 0, existe un numero 6 > 0 tal que siempre que

X—C
x esté en el dominio de f con 0 < |x —¢c| < . Entonces |f(x) -L| < &. (DLW)

El significado geométrico de la definicion de Weierstrass se traduce en la Figura 41.
Figura 41:

Interpretacion Geométrica del limite de Weierstrass.

Fuente: Propia del autor.
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El tipo de funciones f que consideraremos en nuestra investigacion son funciones
polinomiales, funciones definidas a trozos y funciones racionales como cociente de funciones

polinébmicas con coeficientes racionales.

Ejemplos.

{_Objeto matematico: |imite de una funcion definida a trozos .

Representacion semidtica algebraica: limf(x),con () 2x, x<0
x—2 f x = 4, x>0

Ahora, pasamos a definir un Sistema de Representacion Semiotico Algebraico para el limite
de una funcion.

Un sistema de representacion semiotico algebraico para el limite de una funcion esta
constituido por representaciones algebraicas para el objeto matematico limite de una funcion, asi
como un conjunto de reglas u operaciones. A estas reglas se les llama reglas de conformidad (la
definicion del limite de una funcién, operaciones algebraicas con los limites, definicion de los
limites laterales, entre otras), ademas de los recursos en el Algebra (la factorizacién, el teorema
del algoritmo de la divisién, teorema del factor, entre otras), podemos decir que las reglas de
conformidad definen el registro.

Las reglas de conformidad se utilizan para efectuar la funcién de tratamiento en las
representaciones. Es decir, nos permiten asociar representaciones dentro del registro y
garantizan que las representaciones permanezcan en el registro. Las reglas de conformidad
dependen del Registro.

A continuacién, enunciamos las reglas de conformidad para el objeto matematico limite de
una funcioén, obtenidas luego de enunciar la definicion del limite (DLW).

La definicién del limite (DLW) es una regla de conformidad.

Reglas de conformidad para el limite en el registro algebraico.

Teorema 1

Si ¢ es un numero real y n un entero positivo:
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i) Sif(x) = c,paratodo xeR, entonces lim f(x) = c.

XX

i) Sif(x)=x, entonces limx = x

xX—=Xx0

i)  Sif(x) = xn, entonces lim x» = xon

xX—Xx(

iv)  Si f(x) =+7x, x > 0, entonces lim (Vx) = Vo .

X—X(
Tomado del trabajo realizado por Larson y Edwards (2011) sobre propiedades de
limites.

Lema 1. Si|a] < € paratodo e > 0, entonces a = 0.

Teorema 2. (Unicidad del Limite de una funcion)

Si lim f(x) =Li1y lim f(x) = L,, con L1, L, nimeros reales, entonces L; = L,.
X—XQ

XX
Teorema 3. (Algebra del Limite de funciones)

Si f(x) y g(x) son funciones tales que lim f(x) =A, lim g(x)= B, donde A, BeR.

XX XX
Entonces

l. lim (f(x)+g(x))= lim f(x)+ limg(x)=A+B.

x>0 xX—xg X—X0
Il. lim (f(x)—g(x))= lim f(x)— limg(x) =A—-B.
x-x0 xX—xg X—X0
Il. lim ( f(x).g(x)) = lim f(x). limg(x) = A.B
x—xq X—XQ X—XQ
£(x) lim f(x) A
V. lim — ="=%—<= — siempre que B # 0.

X—Xg 8(X) Xli_)rilog(x)z
Tomado del trabajo realizado por Larson y Edwards (2011) sobre propiedades del

Algebra de limites.

Cada item del Teorema 3 esta expresado en representacion algebraica para el limite de una
funcion. Es importante especificarlo, pues las reglas de conformidad deben pertenecer al registro

algebraico.
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Corolario 1. Si lim g(x) = A, con A € R. Entonces lim [c g(x)] =c. lim g(x) = c. A.

xX—-X0 X=X X=X
A continuacién, presentamos un ejemplo que muestra como se movilizan los tratamientos en
base a las distintas reglas de conformidad.

Ejemplol: Halle lim (4x2 +5)

x—2
Solucioén.
Partimos de la representacion inicial,

lim (4x2 4+5)=1lim 4x2 + lim5 Tratamiento
x—2 x—2 x—2

La igualdad se debe a la regla de conformidad: Teorema 3, parte i).

lim 4x2 + lim5 = 4. (lim x2) + 5 Tratamiento
x—2 x—2 x—2

La primera igualdad se debe a la regla de conformidad: Corolario 1, Teorema 1, i)

4. (lim x2)+ 5 =4 (lim22) + 5 = 25. Tratamiento

x—2 x—2

La igualdad anterior se debe a la regla de conformidad: Teorema 1, iii), Seccién 3.1.

Por tanto, lim (4x2+5) = 25

x—2

El siguiente teorema permite determinar el limite de una funcién racional en un valor x = c en
el cual, si aplicamos el Teorema 3 iv, se obtiene la indeterminada cero sobre cero.

Regla de conformidad: Teorema 4. Si f(x) = g(x), en un intervalo abierto que contiene a ¢

pero con x # c. Si limg(x) existe, entonces el limf (x) también existe y se cumple

X—C X—C

limf(x) = limg(x). Ver Larson y Edwards (2011)

X—C X—C

A continuacion, una regla de conformidad util para resolver problemas que, en su
presentacion, tiene una forma de representacion del limite de una funcion (estructura de la
funcién), en la que se requiere un tratamiento en base al comportamiento de la funcién por la
derecha e izquierda del punto en estudio. Un ejemplo de aplicacion de la regla de conformidad
se puede observar en limites de funciones definidas a trozos.

Reglas de conformidad para el limite de una funcién.
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Limites Laterales
Definicion 1. (Limite lateral por la derecha). Sea f una funcién real tal que:
(¢c;a) € Dom (f) y L un nimero real. Luego:

lim f(x) =L, x >c.
x—-ct

En la Figura 42, se ve el significado de que los valores de f(x) se aproximan al numero L,
cuando los valores de x se acercan por la derecha al numero c.
Figura 42:

Definicion del limite lateral por la derecha de una funciéon real

Fuente: Propia del autor.

Si los valores de x tienden (aproximan) a c, desde valores mayores que c, (desde la derecha
de la grafica), se tiene que los valores de y en la grafica se aproximan al numero L. Entonces, se

dice que el limite de la funcién f(x) , cuando x tiende a ¢ por la derecha, es igual al nimero L, y

lo denotamos lim f(x) =L
x—ct

Definicion 2. (Limite lateral por la izquierda). Sea f una funcion real tal que (d,c) € Dom( f)

y L un numero real. Luego:
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lim f(x) =L, x < c. Significa que los valores f(x) se aproximan al numero L, cuando los

xX—>Cc™
valores de x se acercan por la izquierda al numero ¢. Observamos la representacion grafica en

la Figura 43.

Figura 43:

Definicién del limite lateral por la izquierda.

Fuente: Propia del autor.

Si los valores de x tienden (se aproximan) a c¢, desde valores menores que ¢ (desde la
izquierda de la grafica), se tiene que los valores de y en la grafica se aproximan al nimero L .

Entonces se dice que el limite de la funcion f(x) cuando x tiende a ¢ por la izquierda es igual

al numero L y los denotamos lim f(x) =L

x—Cc™
La siguiente regla de conformidad garantiza la existencia y unicidad del limite (bilateral) de
una funcion en el registro algebraico, a través de los limites laterales por la derecha e izquierda

de la funcién.
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Teorema de Limites Bilaterales (TLB)
Sea f una funcion real e I un intervalo abierto que contiene el numero c. Si f esta definida en
I, excepto quiza en ¢, entonces el limite de f en ¢ existe (es un numero real) si y solo si los limites

laterales de f en c existen y son iguales. Es decir:

limf(x) =L & lim+ f(x)= L= lim f(x).

x—c x—c x—>c~

Si los limites laterales no coinciden, se dice que no existe el limite.

Ahora, enunciamos algunos recursos del Algebra que son necesarios en esta tesis como, por
ejemplo, el teorema del algoritmo de la division, el teorema del factor y la factorizacion, que
permiten realizar los procesos algebraicos en la actividad cognitiva del tratamiento de una
representacion algebraica del limite de una funcion, especificamente cuando abordemos el limite
de una funcién racional en un punto tal que al evaluar la funcion en el punto obtenemos una
forma indeterminada.

Teorema. El algoritmo de la division. (TAD)

Sea D(x) polinomio dividendo, d(x) polinomio divisor no nulo, con grado(D(x)) = grado(d(x)),
entonces existe un polinomio cociente g(x) y polinomio resto r(x) tal que: D(x) = d(x) q(x) +
r(x), donde r(x) es nulo o grado(r(x)) < grado(d(x))

grado( q(x)) = grado( D(x)) — grado( d(x)).

Tomado del trabajo realizado por Curotto (1982)

Teorema del factor (TF). Si r es una solucién de p(x), con peQ[X], entonces p(x) =

(x —r)g(x). Tomado del trabajo realizado por Curotto (1982)

Resolver un problema desde la perspectiva de la teoria de los Registros de Representacion
Semiotica (TRRS) de Duval (2004) significa movilizar la formacion de representaciones y sus
tratamientos internos y conversiones en el registro elegido para lograr una ayuda en la

comprension del concepto de limite de una funcién en un punto.
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A continuacion, describiremos qué significan los tratamientos internos para el objeto

matematico limite de una funcién en el Registro Algebraico.

3.2 Tratamientos internos para el objeto matematico limite de una

funcion en el registro algebraico.

Tratamientos del limite de una funcién (TLF) en un punto, segun la teoria de Registros de
Representacion Semiotica (TRRS) en el Registro Algebraico.

Un tratamiento interno del limite de una funcién en el Registro Algebraico, segun la teoria de
Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval (2004) significa que, dado el limite de

una funcién en la representacion algebraica (representacion inicial) lim f(x) por los significantes

xX—-Xx0
que expresan los signos que definen la representacion de f o el contenido de f, por ejemplo
f(x) = x2 + x + 4, los signos de esta representacion transmiten que es el limite de un polinomio
de grado 2, en la que transformamos (reemplazamos) en nuevas representaciones algebraicas,
utilizando las reglas de conformidad del registro algebraico para el limite de funciones, como por
ejemplo, las propiedades del Algebra de limites de una funcién, detalladas en la Seccién 3.2, de
modo que se obtengan nuevas representaciones algebraicas en el mismo registro, que
constituyen una ganancia de conocimiento en comparacion con la representacion inicial o
anterior hasta conseguir la solucion del problema.

A continuacién, veremos cuales son los tratamientos para el objeto matematico limite de una
funcién cuando f es una funcién polinomial y una funcion definida a trozos y cuando f es una
funcién racional.

Tratamiento del limite de una funcién polinomial (TLFP) en registro algebraico

De acuerdo con la TRRS de Duval (2004), las representaciones semiéticas tienen las
caracteristicas de ser visibles y observables que comunican significantes. En este caso, el

significante se expresa por la representacion f(x) = anx™ + an-1xv1 + -+ ... ... + aix + ao, x
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variable real, a, # 0, con coeficientes en R, hace que se reconozca que se trata de una funcion

polinomial de grado “n” en la variable “x” en el registro Algebraico.

Por ejemplo: lim (x3 + 2x + 3), aqui f(x) = x3 + 2x+ 3 es una funcién polinomial en x de
x—1

grado 3, f es una representacion algebraica, pues esta formado por los signos del Algebra, como
son variables y constantes ligados por operaciones como es la suma.

Ahora, describimos la actividad cognitiva que se realiza en este tipo de funciones, como son
los tratamientos internos en el Registro Algebraico.

El Tratamiento del limite de una funcién polinomial (TLFP) significa que la representacion

inicial lim f(x), donde f(x) es una funcion polinomial (significante) se transforma por las reglas

XX

de conformidad del registro algebraico para el limite de funciones, en otras representaciones
algebraicas en el mismo registro. Al ser una funcién polinomial, es una combinacion por términos
formados por: monomios xn» ; constantes por monomios cx» y de constante e, en el que
utilizamos la regla de conformidad, (ver Capitulo Ill, Seccion 3,1, Teorema 3, i). ) limite de una
suma de funciones esto es un tratamiento.

lim (anx™ + an—1xv1 + -+ ... ... + aix + ao) = lim a,x* + lim ap—1x71 + --- lim ao
X—X0 xX—X0 X—X( X—XxQ

Como: lim a,x* = a, lim (x7) = a.(xo )», debidos a las reglas de conformidad

XX x—xg

(Ver Capitulo Ill, Seccion 3,1, Corolario 1.) y la igualdad de la derecha, debido a la regla (ver
Capitulo 1ll, Seccién 3,1, Teorema 1,iii). ) por todo se han producido nuevos tratamientos,
obteniéndose nuevas producciones o representaciones en el registro

lim anx® + lim an-1x"=1 + -+ lim a0 = an (X0)” + an-1 (X)L + -+ ao
X=X X—X0 X—=Xq

Concluimos que, si f es una funcion polinomial,

lim (anx™ 4+ @p_1xn=1 + -+ .. ... + aix + ao) = an (xo)® + An—1 (x0)" 1 + -+ ao (*)
X—XxQ

Las reglas de conformidad utilizadas: Teorema 1,i), Teorema 3, iii), Corolario 1, Seccién 3.1.
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También podemos decir de (*) que el limite de una funcién polinomial, cuando x tiende a x, , se
obtiene por evaluacion o sustitucion directa de la funcién polinomial en el punto xo.

Denotamos por (EVP) si el limite de una funcién polinomial ha sido obtenido por evaluacién
directa, el cual es un tratamiento, pues ha habido una transformacién de la representacion inicial
dentro del registro a una representacion final.

Ejemplo 1. f(x) = aox® + a1x2 + azx + c; polinomio de grado 3 en la variable x, donde ao,as,
az, ¢ conay # 0 son los coeficientes arbitrarios, pero fijos en Q[x].

Determine lim (aox3 + aix? + azx + ¢).

x—x0
Solucion.

De acuerdo con la TRRS de Duval (2004), la funcién cognitiva del tratamiento algebraico en
el registro algebraico del limite de una funcion, para resolver una tarea, consiste en a partir de la

representacion inicial lim (aox3 + a1x2 + azx + ¢) , podemos producir representaciones nuevas

X—X(
(actualizando la mirada del objeto) debido a los significantes que nos transmiten la
representacion y la Regla de conformidad considerados en el registro.
Partimos de la representacion inicial:

lim (aox3 + a1x? + azx + ¢) = lim (aex3) + lim (a1x2) + lim (azx) + lim c.
X—=X0 X—=X0 X—=X0 X—X( X—=X0

(Tratamiento).

Aqui, la representacion inicial se transforma en la suma de cuatro representaciones nuevas
para el limite de una funcion, debido a la regla de conformidad limite de una suma de funciones,
(ver Capitulo lll, Seccién 3,1, Teorema 3.)

Ahora, los tres primeros sumandos a la derecha de la igualdad son limites de la forma

lim a,x", con n = 1,2,3, que son reemplazadas por representaciones nuevas en el mismo

X=X

registro, limite de una constante por una funcioén, (ver Capitulo Ill, Seccién 3,1, Corolario 1.)
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y el cuarto sumando debido a la regla limite de una constante es la misma constante, (ver
Capitulo Ill, Seccién 3,1, Teorema 1 i).) por todo se han producido nuevos tratamientos,

lim (aox3) + lim (a1x?) + lim (azx) + lim ¢ = ao lim (x3) + a4 lim (x2) + a; lim (x) + c.
X—X0 X—x0 X—x0 X—XQ X—x0 X—x0 X—x0

(Tratamiento).
A continuacién, una nueva transformacion interna (tratamiento) debido a las reglas de

conformidad: (ver Capitulo Ill, Seccién 3,1, Teorema 1, parte iii).), el cual dice que: lim x» =

X—=X0
(x0)n, y produciéndose una nueva representacion que reemplaza a la anterior. Es decir, se han
producido nuevos tratamientos,

ao lim(x3) + a1 lim (x2) + az lim (x) + ¢ = ao(x0)3 + ai(x0)? + azxo +c¢
xX—XxQ X—XxQ xX—Xx0

Cogiendo la primera representacion inicial e igualando a la ultima representacion obtenemos
la respuesta.

lim (aox3 + a1x2 + az2x + ¢) = ao(x0)3 + a1(x0)? + azxo + c.
X—X0

Hemos utilizado las reglas de conformidad: (ver Capitulo lll, Seccion 3,1, Teorema1, i), iii),
Teorema 3,i) y ii), Corolario 1.)

Ejemplo 2. Determine el siguiente limite lim (x3 + 2x + 3). Justifique su respuesta.

x-1
Solucion.
Hacemos tratamientos basados en las propiedades algebraicas del limite, entonces, por las
reglas de conformidad (ver Capitulo Ill, Seccion 3,1, Teorema 3, i), Teorema 1y Corolario1.)

Concluimos, lim (x3 + 2x + 3) = 6.

x—1
En el Ejemplo 2, podemos resolverlo utilizando otro tratamiento, como es por evaluacion directa,
(ver Capitulo Ill, Seccién 3,2, (EVP).) Es decir,

lim (x3 4+ 2x + 3) = (1)3 + 2(1) + 3 = 6. Tratamiento

x—1

Ejemplo 3. Representacion Algebraica



103

En la Figura 44, realizamos la actividad cognitiva de la formacion y tratamiento de
representaciones algebraicas.
Figura 44

Esquema de una representacion algebraica para el limite.

Fuente: Propia del autor.

Duval (2004) expresa que: “El costo del tratamiento aumenta con el nimero de operaciones
combinadas que se realiza y la reiteracién de cada operaciéon combinada”. (p. 39).
“La importancia de un cambio de forma de la representacion por razones de economia

de tratamiento”.(p. 28).

El autor expresa que tenemos la posibilidad de resolver las tareas con menos tratamientos.
Para ello, tenemos que hacer un cambio de registro (cambio de forma de la representacion).

También el autor expresa que podemos actualizar la mirada del objeto. Es decir, transformar
una representacion en otra y esta actividad cognitiva llamada tratamiento la podemos hacer
porque cada registro tiene definida sus propiedades y reglas de funcionamiento (reglas de

conformidad), que le permiten asociar (transformar) una representacion en otra, sin salirse del
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registro. Por tanto, para realizar la actividad cognitiva del tratamiento, es necesario efectuarlo en
un registro de representacion semidtica, ya que nos da la garantia que seguimos produciendo
representaciones y no salirnos del registro. Ademas, los tratamientos dependen del registro de
representacion, ya que no son independientes del registro (cada registro tiene definido sus reglas
de conformidad).

TLF en registro algebraico de una funcion definida a trozos (TLFRAT)

Sea la funcioén f definida a trozos, con regla de correspondencia,
Fx) = {f1(x), x<Xo Conx € R, consideramos f,f funciones en Q[X].
f2(x), x = xo 0 'y
Observamos que f es una representacion algebraica para el limite de una funcion, ya que, por
definicion f1, f2, al ser polinomios en Q[X], son representaciones algebraicas.

Determine: lim  f(x). Justifique su respuesta.
X—=Xo™

El limite propuesto es el de una funcién clasificada en el Algebra, como funcién definida a
trozos con dominio todos los numeros reales. Los tratamientos para resolver esta pregunta estan
centrados en el comportamiento de la funcién a trozos para valores de x < xo. Esto es debido a
las reglas de conformidad: definicion del limite lateral por la izquierda, (ver Capitulo Ill, Seccién
3.1.) y las reglas de conformidad para el limite de funciones.

Los tratamientos movilizan la regla de correspondencia de la funcion f definida a trozos y la
tendencia al valor xo por la izquierda en el Eje X , transformandose la representacion inicial en
otra representacion, de acuerdo con la teoria de Registros de Representacion Semiotica (TRRS)

de Duval (2004) actualizando la mirada del objeto matematico en

lim f(x) =1lim f(x) = lim fi(x) Tratamientos
X—=x0~ X—X0 X—=Xg
x<Xxq

La primera igualdad (de izquierda a derecha) se debe a la regla de conformidad, definicién del

limite lateral de una funcion por la izquierda, (ver Capitulo Ill, Seccién 3.1.) (Tratamiento)
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La segunda igualdad se refiere al comportamiento de la funcién a trozos cuando x < xo.
(Tratamiento)

Ahora, movilizamos los tratamientos de lim f;(x), como f;es una funciéon polinomial de
X—=Xg

segundo o tercer grado, podemos efectuar los tratamientos ya realizados para limite de funciones
polinomiales (ver Capitulo Ill, Seccién 3.1, Tratamiento del limite de una funcién polinomial.)

De manera analoga, se consideran los tratamientos para los limites laterales por la derecha

representados por lim  f(x).

x—xpt
A continuacion,
Ejemplo 1.

Sea f(x) = {x ;_Lx =9 Determine: lim f(x). Justifique su respuesta.
—4; x>0 x—0—

El limite propuesto es el de una funcién clasificada en el Algebra como funcién definida a
trozos, con dominio de todos los niumeros reales.

Los tratamientos para resolver esta pregunta estan centrados en el comportamiento de funcién
definida a trozos cuando x — 0- y las reglas de conformidad para el limite de una funcién, en
este caso: El teorema del limite bilateral (TLB), (ver Capitulo lll, Seccion 3.1) y las propiedades
algebraicas del limite (ver Capitulo Ill, Seccion 3,1, Teorema 1.)

Pasamos a describir los tratamientos.

Como x — 0-, entonces x < 0, por la regla de correspondencia para la funciéon f cuando x <
0 y la definicion de limite lateral por la izquierda, tenemos la transformacion de la representacién

inicial en otra transformacién como es,

lim f(x) = lim f(x) = lim f1(x)
X—0~ J;?(? x—0

Un segundo tratamiento reemplazando la regla de correspondencia de fi(x)

lim f1(x) = lim (x—1)
x—0 x—0
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Para transformar la representacion algebraica lim (x —1), movilizamos los siguientes
Xx—0

tratamientos que se deben a las propiedades elementales de limite de una funcién, como son
limite de una diferencia de funciones y limite de la funcion identidad, que es la evaluacién de la
funcién identidad en el punto en estudio, y limite de una constante, que es la misma constante,
(ver Capitulo Ill, Seccion 3,1, Teorema 1,Teorema 3.)

lim (x—1) =limx—1liml=0—-1=-1

X—0 x—=0 x—=0

Luego, obtenemos la representacion final. lim f(x) = —1.
X—=0"

TLF en registro algebraico de una funcién racional (TLFRAR)

Trabajaremos el caso: lim D(L),forma indeterminada; D(x ) =d(x ) =0.
0 0

x—xo d(x)
Donde D(x) = x2 + bx + c,d(x) = x — x0; D(x),d(x) € K[X],conK =R 0K =Q
Como grado(D(x)) > grado(d(x)) por el Teorema del algoritmo de la divisién (TAD) (ver

Capitulo Ill, Seccién 3,1.) para polinomios, y D(x),d(x) € K[X],conK = Ro K = Q existe un

. . . D(x)
polinomio cociente q(x) = Tz) € Q[X] (o R[X]) y un polinomio resto r(x) tal que:

D(x) = d(x)q(x) + r(x), donde grado (q(x)) =1, y el grado (r(x)) = 0.

Como al evaluar el limite en el polinomio cociente se tiene la forma indeterminada cero sobre
cero, esto se traduce en que no podemos aplicar el teorema limite de un cociente, (ver Capitulo
lll, Seccion 3.1, Teorema 3,iv.) ya que el limite del denominador es cero.

Por hipétesis D(xo) = x02 + bxo + ¢ = 0, la representacién expresa que x, €s una raiz o cero
del polinomio D(x) y por el teorema del factor (TF) (ver Capitulo Ill, Seccién 3.1.) (recurso del
Algebra), tenemos la siguiente representacion algebraica:

x2 + bx + ¢ = D(x0) = (x — x0)g(x), donde g(x) = x + e es un polinomio ménico de grado 1
para algun e € R

Reemplazando en la representacién inicial, debido al teorema del factor, conseguimos un

tratamiento
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. 2 _ .
lim X2Fbxte _ iy &2*0@t+e)  Tratamiento
x—x( X—X0 xX—x0 (x—x0)

De otro lado, por la cancelacidon: G=xte) = x + ¢,x # x Yy considerando el Teorema 4, la
0
(x—x0)

representacion para el limite se transforma en una nueva representacion

lim (=% _ y;1. (x + e); Podemos hacer un nuevo tratamiento,

x—x0 X—Xo0 xX—X0

lim (x + e) = xo + e Tratamiento, debido al limite de un polinomio, (ver Capitulo Ill, Seccion

X—X(
3,2, (EVP).)
Asi de las igualdades, la representacion inicial es igual a la representacion final, obtenemos

la respuesta. lim x*+bx+c

X=2X0  x—Xg

= g(x).

2_
Ejemplo 1. Determine el siguiente limite lim *_>**°

x—2  x—2
Vemos, que al evaluar el limite, no podemos aplicar la regla de conformidad, correspondiente
al teorema del limite de un cociente, (ver Capitulo Ill, Seccion 3.1, Teorema 3, iv).) ya que el
limite del denominador es cero.
x2 —5x+6 lim(x?—5x+6)
lim = X=22

-2 x—2 lim (x — 2)
x—2

Como: lim( x2 —5x +6) = 0y lim (x — 2) = 0, buscamos otro tratamiento dentro del Registro
x—2 x-2

Algebraico. Para ello, utilizamos el recurso en el Algebra, de la factorizacion, debido a que la
funcién presentada es racional y a la cancelacion, el cual nos da otra representacion algebraica

para la funcion racional. Tomado del trabajo realizado por Larson y Edwards (2012).

x2—5x+6 — x-2)(x-3) —

x —3, parax #+ 3,
x—2 x—2

Por la regla de conformidad, (ver Capitulo Ill, Seccién 3.1, Teorema 4.) reemplazando en la

representacion inicial, actualizamos la mirada del objeto

lim * 2% _ Jim (x — 3). Tratamiento interno.

x-2 (x-2) x—2



108

Utilizando la regla de conformidad, limite de una funcion polinomial por evaluacion, (EVP) (ver
Capitulo lll, Seccién 3.1.)

lim (x —3) = 2 — 3 = —1 Tratamiento Interno funcién polinomial.
x-2

Considerando la representacion inicial igual a la representacion final, obtenemos,

. x2—5x+6
lim =

x—1 x—2

—1. Tratamiento interno.

Hemos considerado tratamientos para el lim f(x), donde f(x) es una funcién racional
X—C

particular.
El siguiente limite es de una funcién definida a trozos en la que su regla de correspondencia,

que esta conformada por dos funciones, una de ellas es una funcién racional y una funcién

constante.
2_
:, x#1
Ejemplo 2. Halle el lim f(x), donde f(x) = {x-1 . Justifique su respuesta.
x=1 5 ,x=1

El ejercicio es presentado en la representacion algebraica, ya que es una funcion definida a

trozos con dos reglas de correspondencia: una funcién racional, division de dos polinomios

fl =

x2—1
T para x # 1 y una funcién constante de valor f(x) = 5 para x = 1, expresado con

—

los simbolos del registro algebraico. Vemos que, al evaluar el limite, no podemos aplicar el

teorema limite de un cociente, (ver Capitulo Ill, Seccién 3.1, Teorema 3, iv). ) ya que el limite del

denominador es cero.

2 lim(xP-1 : : o
lim X=L = x-1 , que nos da un tipo de indeterminacion de 0 sobre 0.
x-1 x—1 lim (x—1)

x-1
Buscamos otro tratamiento dentro del Registro Algebraico, en el que utilizamos el recurso en
el Algebra, de la factorizacion, debido a que la funcion presentada es racional, y a la cancelacién,

el cual nos da otra representacion algebraica para la funcion racional

2_ _
X1 GDOH) 41, parax £ 1,

x—1 x—1

Por la regla de conformidad expresada en (ver Capitulo Ill, Seccién 3.1, Teorema 4.)
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2_
lim * "= lim (x + 1) , Tratamiento interno.
x-1 x—1 x—1

Luego, considerando la regla de conformidad: el limite de un polinomio por evaluacién (EVP),
(ver Capitulo lll, Seccién 3,1.)

lim (x +1) = 1+ 1 = 2 Tratamiento Interno
x-1

Considerando la representacion inicial igual a la representacion final, obtenemos

2_ . .
lim % 1 =2. Tratamiento interno.
x-1 x—1

Tratamiento algebraico respuesta.

En esta Seccion, hemos considerado varios casos para los tratamientos de el lim f(x)

x—c
Casos:

1. Cuando, f(x) es una funcién polinomial de grado 1,2, 3,n.

2. Cuando, f(x) es una funcién definida a trozos, donde en su regla de correspondencia

esta formada por funciones polinomiales.

3. Sif(x) = E funcién racional, 2, con un el tipo de indeterminacién con D(x ) =
d@) d(xo) 0

0= d(X()).
Para Duval (2004) es necesario al menos dos registros para considerar la actividad cognitiva
de la conversion. Es por eso que, al terminar de desarrollar la siguiente seccidén correspondiente

al registro grafico para limites de una funcién, recién analizamos esta actividad cognitiva.
3.3 Conversiones.

Dada una representacion algebraica del limite de una funcion, podriamos transformarla en
otra representaciéon semidtica, pero en otro registro, como por ejemplo en el registro grafico. En
esta tesis, trabajaremos con funciones de tipos lineales y cuadraticos.

Al final de la Seccion 3.2, veremos una conversion del registro grafico al registro algebraico y

viceversa.
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En esta préxima seccion, presentamos el concepto del objeto matematico limite de una

funcién desde el registro grafico.
3.4 Registro de representacién grafica para el limite de una funcién

En esta seccion, analizamos las caracteristicas que justifican que el sistema de representacion
grafica del limite de funciones es un Registro de Representacion Semiotico. Comenzamos
recordando qué es una representacion semidtica grafica.

Representacion semidtica grafica de un objeto matematico (RSG).

Es una descripcioén grafica del objeto matematico en el sistema de coordenadas cartesianas,
en la que su estructura esta constituida por signos graficos que comunican visualmente el
concepto del objeto.

Representacidén semidtica grafica para el limite de funciones.

Una representacion semidtica grafica (RSG), en el plano cartesiano para el limite de una
funcion f cuando x tiende a c, es el punto L en el Eje Y, construida en base a la definicion del
limite lateral, representada graficamente en la Figura 45.

Figura 45:

Representacién semibtica grafica del limite de una funcién

Fuente: Propia del autor.
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Ahora describimos la representacion de la Figura 45. En el caso del limite lateral por la
derecha, elegimos un punto xo en el Eje X de las abscisas que se encuentre a cierta distancia

del punto ¢, hacia el cual “va a tender “ o acercarse. A continuacion, levantamos una
perpendicular sobre el Eje X, que resulta ser una paralela al Eje Y, hasta cortar la grafica dada
de y = f(x) en el punto ( xo , yo ). Luego, para hallar el punto de la ordenada real
correspondiente en el Eje Y, proyectamos el punto hallado en la grafica (xo , yo ) sobre él Eje Y.
Es decir, se forma una linea recta perpendicular al Eje Y, determinando un punto de interseccién
sobre el Eje Y, que es el punto yo .

A continuacién, a fin de realizar tratamientos con nuestras operaciones internas (debido a la
definicién del limite lateral por la derecha), nos desplazamos a partir de xo en el Eje X a través
de un pequefio “paso” encontrando un punto xi, para el cual, de forma analoga, realizamos el
mismo procedimiento con la finalidad de obtener su correspondiente y;, obteniendo un segundo
registro ( x1,y1).

De esta manera, seguimos realizando este proceso de operaciones internas un numero finito
de veces, de manera que, segun el “paso” elegido y que puede ser fijo o variable en el Eje X, nos
permita estar cerca “tanto como se quiera” del punto hacia dénde va a “tender “la variable
independiente “x”. Esto generara también el correspondiente numero de variables dependientes
de dichas abscisas. Obteniendo entonces: ( xo,vo ), ( x1,y1 ),... (xn,Vn ). Registros graficos.

De esta forma, sobre el Eje X, hemos generado un numero finito de abscisas x;, bajo un
criterio que nos permite que nos acerquemos hacia el punto donde tiende (por la derecha) la
variable x, lo cual ha determinado el comportamiento de la tendencia de las y; en el Eje Y a un

determinado valor L, el cual es la representacion grafica del limite de la funcién f por la derecha,

gue nos permite concluir que el correspondiente limite lateral por la derecha es L.
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Un procedimiento analogo se realiza para el limite de la funcion f por la izquierda en el punto

A continuacién, presentamos un ejemplo de una representacion semiotica grafica para el limite

de una funcion.

Ejemplo 1. En el siguiente grafico, ¢se cumple que lim x2 = lim x2 ?

x—2t x—2~

A partir de la Figura 46, construimos la representacion grafica del limite.

Figura 46:

Representaciéon semibtica grafica de la parabola

Fuente: Propia del autor.

1.

En el caso del limite lateral por la derecha, elegimos un punto en el Eje X de las abscisas
que se encuentre a cierta distancia del punto hacia el cual “va a tender”; digamos x = 3.
A continuacion, levantamos una perpendicular sobre el Eje X, que resulta ser una paralela
al Eje Y, hasta cortar a la grafica dada de f(x) = x2 y luego, para hallar el punto de la
ordenada real correspondiente en el Eje Y, proyectamos el punto hallado en la grafica
sobre el Eje Y. Es decir, se forma una linea recta perpendicular al Eje Y, determinando un
punto de interseccion sobre el Eje Y. De esta forma, hemos determinado una primera

representacion grafica (3;9).
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La Figura 47 es la representacion grafica del primer tratamiento a partir de la Figura 46.

Figura 47:

Primer tratamiento grafico del limite de la parabola

Fuente: Propia del autor.

2. A continuacién, a fin de realizar nuestras operaciones internas, nos desplazamos a partir de
3 enel Eje X através de un pequeno “paso” 0,8 un punto 2,2 , para el cual de forma analoga
realizamos el mismo procedimiento, a fin de obtener su correspondiente y:, obteniendo un
segundo registro ( 2,2 ; 4,84).

En la Figura 48, observamos dos tratamientos debidos al limite lateral por la derecha.
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Figura 48:

Representacién semibtica grafica del limite lateral de la parabola por la derecha.

Fuente: Propia del autor.

3. De esta manera, seguimos realizando este proceso de tratamientos internos un numero
finito de veces, de manera que, segun el “paso” elegido y qué puede ser fijo o variable en

‘

él Eje X, nos permita estar cerca “tanto como se quiera” del punto hacia dénde va a “tender’
la variable independiente “x”. Esto generara también el correspondiente numero de
variables dependientes de dichas abscisas. Con x = 2,1 tenemos y = 4,41, vemos que las
y estan tendiendo al valor 4 en el Eje Y, entonces concluimos que la representacion grafica
del limite de f(x) = x2, cuando x tiende a 2 por la derecha es el punto 4 en el Eje Y.

4. En la Figura 49, las representaciones semidticas graficas color celestes de derecha a
izquierda se han ido transformando (tratamiento) debido a la regla de conformidad que
hemos aplicado de acuerdo con la definicién del limite lateral por la derecha, (ver Capitulo
lll, Seccion 3.1, Definicién 1.) y en el que se concluye que la representacion grafica del
limite lateral por la derecha de la funcion f(x) = x2 es el valor 4 localizado en el EjeY.

5. Las representaciones semiéticas de la Figura 36 de izquierda a derecha, de color rojo, se

han ido transformando (tratamientos) debido a la regla de conformidad que hemos
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aplicado, la definicion del limite lateral por la izquierda, (ver Capitulo Ill, Seccién 3.1,
Definicion 2.) y se concluye que la representacion grafica del limite lateral por la izquierda
de la funcion f(x) = x2 es el valor 4 localizado en el Eje Y.

6. Como la representacion grafica del limite de la funcion por la derecha y la representacion
grafica del limite de la funcion por la izquierda coinciden, decimos que, debido a la regla de
conformidad: Teorema del limite bilateral, el limite existe y su representacién en el registro
grafico es el valor 4 en el Eje Y; (ver Capitulo lll, Seccién 3,1.) El limite existe y su
representacion grafica es el punto 4 en el Eje Y.

Figura 49:

Representacion semibtica grafica del limite bilateral de la parabola.

Fuente: Propia del autor.

Ahora, presentamos un ejemplo donde no se tiene una representacion semioética grafica para
el limite de una funcion (ver Figura 50).

Ejemplo. A partir de la representacion grafica de la siguiente funcion,
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Figura 50:

Representacién semibtica grafica de una funcion lineal f.

EjeY

/ EjeX

£ E) . 1 1

Fuente: Propia del autor.

Obtener: lim f(x). Justifique.

x>0+
La siguiente representacion grafica (ver Figura 51) no es una representacion (RNSG)
para el limite propuesto.
Figura 51:

Una representacion que no es Representacion semidtica grafica algebraica del limite.

Fuente: Propia del autor.
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Del grafico, visualizamos que si la variable x se aproxima al valor 0 por la derecha, esto esta
representado por la flecha celeste, entonces los valores de y tienden a 1 (color rojo) de manera
ascendente, desde el valor 0 hasta el valor 1 en el Eje Y. Podemos observar que no estan bien
efectuados los tratamientos.

La representacion semidtica grafica (RSG) del limite propuesto esta representada en la Figura

52.

Figura 52:

Representacién semibtica grafica para el limite de una funcion lineal.

Fuente: Propia del autor.

De acuerdo con la construccion de la representacion grafica del limite de una funcion, si
elegimos valores que tienden a 0 por la derecha, entonces los valores de y en el Eje Y tienden
al valor 1 de manera descendente. Los tratamientos en el registro grafico los visualizamos en la

Figura 52.
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Sistema de representacion semiético gréafico para el limite de funciones. (SRGL)

El sistema de representacion semidtico grafico, para el limite de una funcién (SRGL), esta
compuesto por las representaciones graficas para el limite de una funcién (definidas lineas
arriba) con las operaciones o reglas de conformidad debidas a la definicion del limite,
operaciones con las graficas de funciones (suma, resta, multiplicacion), entre otras.

Una operacion interna, debido a la definicién del limite de funciones (utilizando la definicion
de limite lateral), funciona asi: dado una representacion grafica del limite de una funcién
(representacion grafica inicial), considerando la definicién del limite lateral de funciones
(operacion), transforma la representacion grafica (inicial) en otra representacion (final) para el
limite de una funcion. Asi se van generando nuevas representaciones.

Un conjunto como éste, con las reglas de conformidad asociadas a él, se le llama sistema de
representacion semiotica grafica para el limite de una funcion.

Tratamientos Internos graficos en el limite de una funcion (TGAO)

Para Duval (2004), los tratamientos internos consisten en transformar una representacion
grafica (inicial) en otra representacion grafica en el mismo sistema.

1. Una primera representacion semiotica grafica inicial en el limite de una funcion.

En el caso del limite lateral por la derecha, elegimos un punto xo en el Eje X de las
abscisas que se encuentre a cierta distancia del punto hacia el cual “va a tender®. A
continuacioén, levantamos una perpendicular sobre el Eje X, que resulta ser una paralela al
Eje Y hasta cortar a la grafica dadade y = f(x) en el punto ( xo , yo ). Luego, para hallar el
punto de la ordenada real correspondiente en el Eje Y, proyectamos el punto hallado en la
grafica ( xo , yo ) sobre el Eje Y. Es decir, se forma una linea recta perpendicular al Eje Y,
determinando un punto de interseccién sobre el Eje Y, que es el punto y, . En la Figura 53,

observamos en el registro grafico lo descrito.
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Figura 53:

Una representacion inicial de tratamiento grafico.

Fuente: Propia del autor.

2. Efectuamos un tratamiento interno en la primera representacion, aplicando la definicidon
del limite lateral por la derecha. Esto hace que la representacion inicial se transforme en
una segunda representacion semiotica para el limite de una funcion, tal como se ve en la
Figura 53.

A partir de x, , nos desplazamos en el Eje X a través de un pequefio “paso”, encontrando un
punto x; para el cual, de forma analoga, realizamos el mismo procedimiento a fin de obtener su

correspondiente y;. En la Figura 54, observamos dos tratamientos en el registro grafico.
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Figura 54:

Segundo tratamiento interno en el Registro Gréafico

Fuente: Propia del autor.

3. De esta manera, seguimos este proceso de operaciones internas un numero finito de
veces, de manera que, segun el “paso” elegido y que puede ser fijo o variable en el Eje X,
nos permita estar cerca “tanto como se quiera” del punto hacia dénde va a “tender” la
variable independiente “x”. Esto generara también el correspondiente niumero de variables
dependientes de dichas abscisas. yo, y1,.. Yn .

De esta forma, sobre el Eje X, hemos generado un numero finito de abscisas x;, bajo un
criterio que nos permite acercarnos hacia el punto donde tiende (por la derecha) la variable x; el
cual ha determinado el comportamiento de la tendencia de las y; en el Eje Y a un determinado
valor L, el cual es la representacién grafica del limite de la funcion f por la derecha, lo que nos
permite concluir que el correspondiente limite lateral por la derecha es L.

Un razonamiento analogo se hace para los tratamientos del limite lateral por la izquierda.

En la Figura 55, mostramos, con las representaciones graficas color celeste, los
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tratamientos internos a la derecha del punto c y, con las representaciones graficas color rojo, los

tratamientos a izquierda del punto c de la funcién y = f(x)

Figura 55:

Limite bilateral en Representaciéon semidtica grafica

Fuente: Propia del autor.

En el grafico, la tendencia de las abscisas x;, en el Eje X, determina la tendencia de las
correspondientes ordenadas y; en el Eje Y.

De la operacion interna (definicion de limite lateral por la derecha, analogamente por la
izquierda) y las representaciones graficas del limite de la funcidn f (generadas) cuando x tiende
a ¢, concluimos que una representacion grafica para el limite de la funcion f cuando x tiende a ¢

es elpunto Len el EjeY.
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TGAO significa los tratamientos en el registro grafico que se sigue para construir la
representacion grafica del limite de una funcion f.

El tratamiento que acabamos de describir es valido para cualquier funcién f que satisfaga las
condiciones de existencia del limite lateral por la derecha (izquierda).

Veremos en el siguiente ejemplo los tratamientos cuando la representacion grafica es una
funcién lineal.

3.2 Tratamientos Internos en el Registro Grafico de una funcidn lineal continta

Ejemplo.

A partir de la representacion grafica, de la funcion siguiente, Figura 56, que corresponde a la
funcion f que aparece a continuacion,
Figura 56:

Tratamientos de una funcién lineal continua.

EjeY

/ EjeX

Fuente: Propia del autor.

Obtener:

i) lim f(x). Justifique

x—0t

i)  lim f(x). Justifique

x—=0"

i)  lim f(x). Justifique

+x-0
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Tratamientos en el Registro Grafico.

La pregunta presenta una representacion grafica de la funcion, donde se haran los
tratamientos graficos y se pide dar como respuesta en el registro algebraico. Para resolver la
pregunta, se requiere visualizar la definicion del limite lateral por la derecha en el registro grafico.

Dada la gréfica de la funcion y = f(x) en R2, en el sistema de coordenadas cartesianas,

utilizamos la definicién del limite lateral por la derecha a una funcién. Para ello, analizaremos el

comportamiento de los valores de la funcion y = f(x) cuando la variable x tiende al valor 0 por
la derecha.

La expresion x tiende al valor 0 por la derecha en el Eje X significa que: de acuerdo con algun
criterio, debemos localizar un conjunto de valores de x en el Eje X que se aproximan por la
derecha al valor de 0 (mayores que 0).

» Enel Eje X, elegimos los puntos: x1 = 1,5; x2 = 1; x3 = 0,5, x4« = 0,3, xs = 0,1 que se
aproximan al valor 0 por la derecha, el cual representamos con la flecha azul en el Eje X.

» Visualizamos en la grafica sus correspondientes imagenes en el Eje Y. Para ello, por
ejemplo, en x1 = 1,5 levantamos una perpendicular desde x1 = 1,5 del Eje X hasta llegar
a la grafica de la funcién, en el que ubicamos su par ordenado correspondiente en la
grafica (1,5; f(1,5) = y1). Aca proyectamos este par ordenado al Eje Y, consiguiendo el
valor y;. Hacemos este proceso para cada uno de los valores de x, consiguiendo los
correspondientes valores en el Eje Y.

f5) =yy; f(1) =y2,£(0.5) = y3,f(03) = ys,f(0,1) = s

» Luego, observamos en la grafica de la funcién f que, a medida que nos aproximamos al
valor 0 en el EjeX, los valores correspondientes de sus imagenes y1,yz , V3 ,Vs . ys en el
Eje Y se aproximan al valor 1. Esto lo representamos con la flecha roja en el Eje Y. Ese
valor 1, en el Eje Y, es la representacion en el registro grafico del limite de la funcién f

cuando x tiende a cero por la derecha (ver Figura 57).
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» Esto nos permite decir que, limf(x) =1, en el registro algebraico.

x—0

» Enresumen: De acuerdo con la teoria de Registros de Representacion Semidtica (TRRS)
de Duval (2004), visualizamos que se movilizan representaciones graficas y tratamientos

internos para conseguir la respuesta (Ver Figura 57)

Figura 57:

Tratamientos limite lateral derecho de una funcioén lineal.

Fuente: Propia del autor.

Tratamientos Internos en el Registro Grafico de una funcién definida a trozos.
Ejemplo 1.

A partir de la grafica siguiente que corresponde a la funcion (ver Figura 58)
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Figura 58:

Tratamientos internos funcién discontinua.

Fuente: Fuente: Adaptado de Londoino, Narro y Yatzil (2014, p. 95)

Obtener:
i) xlim+f(x) Justifique su respuesta.
i) xl_iglﬁf(x) Justifique su respuesta.
iii) A partir de ello, concluya si existe el }:inz f(x). Justifique su respuesta.
Solucién

Tratamientos en el Registro Grafico.

La pregunta presenta una representacion grafica de la funcién, donde se haran los
tratamientos graficos y se pide dar como respuesta en el registro algebraico. Para resolver la
pregunta, se requiere visualizar la definicién del limite lateral por la derecha en el Registro
Gréfico.

Dada la grafica de la funcién y = f(x), en R2, en el sistema de coordenadas cartesianas

utilizamos la definicion del limite lateral por la derecha a una funcién. Para ello, analizaremos el
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comportamiento de los valores de la funcion y = f(x) cuando la variable x tiende al valor 2 por

la derecha.

La expresion x tiende al valor 2 porla derecha en el Eje X significa que, de acuerdo con algun

criterio, debemos localizar un conjunto de valores de x en el Eje X que se aproximan por la

derecha al valor de 2 (mayores que 2).

>

En el Eje X, elegimos los puntos: x1 = 2,5; x2 = 2.1; x3 = 2.01 que se aproximan al valor
2 por la derecha.
Ahora visualizamos en la gréfica sus correspondientes imagenes en el Eje Y. Para ello,
por ejemplo, en x; = 2,5 levantamos una perpendicular desde x; = 2,5 del Eje X hasta
llegar a la grafica de la funcion en el que ubicamos su par ordenado correspondiente en
la grafica (2,5; f(2,5) = yi1), proyectamos este par ordenado al Eje Y, consiguiendo el
valor y1. Hacemos este proceso para cada uno de los valores de x, consiguiendo los
correspondientes valores en el Eje Y.

f@25) =y f(21) =y2f(2,01) = y3
Luego, observamos en la Grafica de la funcion f que, a medida que nos aproximamos al
valor 2 en el EjeX a la derecha, los valores correspondientes de sus imagenes
y1,¥2 ,Y3 en el Eje Y se aproximan al valor 8, El punto 8, en el Eje Y, es la representacion

en el registro grafico del limite de la funcién f cuando x tiende a 2 por la derecha.

Esto nos permite decir que limf(x) = 8 en el registro algebraico.

x—2
En resumen: de acuerdo con la teoria de Registros de Representacion Semiética (TRRS)
de Duval (2004), visualizamos que se movilizan representaciones graficas y tratamientos

internos para conseguir la respuesta.

En el item ii), de acuerdo con los tratamientos internos por la izquierda por (ver Capitulo I,

Seccion 3,4, TGAQ.), seguimos de manera analoga que:

lim f(x) = —8.

x—-2"
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En iii), de acuerdo con el teorema de existencia del limite, mediante los limites laterales en
(ver Capitulo Ill, Seccion 3,2, TLB.), como los limites laterales son diferentes, lo podemos

observar en el item i) y ii), con el que concluimos que el limite no existe (ver Figura 59)

Figura 59:

Tratamientos Limite bilateral en una funcién a trozos en el Registro grafico

Fuente: Propia del autor.

Ejemplo 2. A partir de la representacion grafica de la funcién (ver Figura 60)
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Figura 60:

Funcién seccionalmente continta definida en el Registro grafico.

Fuente: Propia del autor.

Obtener:
i) lim f(x). Justifique.
x-0%
ii) lim f(x).Justifique.
x—-2%

iii) lim f(x). Justifique
x—-57
Solucion:

De los tratamientos efectuados en la Figura 61, podemos decir

i) lim f(x) = -1

x—0t

ii) limf(x) =1

x—2t

fii) lim f(x) = 4

x—5~
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Figura 61:

Representacién semibtica grafica para el limite de una funcién definida a trozos.

Fuente: Propia del autor.

El esquema de los tratamientos internos en el caso del limite de una funcidn tipo

parabola (ver Figura 62)

Figura 62:

Representacién Grafica

Fuente: Propia del autor.
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Tratamientos internos:
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Esquema resumeén del proceso de los tratamientos internos desde el Registro grafico sobre
el objeto limite desde una representacion inicial haca una representacion final (ver Figura 63)
Figura 63:

Tratamientos en el Registro grafico

Fuente: Propia del autor.

A continuacién, presentamos las posibles distintas conversiones entre los registros algebraico
y grafico. Luego de la revisién de los textos y evaluaciones, hemos visto la ausencia de las
conversiones, las cuales mostraremos entre funciones lineales y cuadraticas.

Conversiones en el limite de una funcion.

La conversion es la transformacion de la representacion del limite de una funcién dado en un
registro inicial en una representacion de este limite, pero en otro registro final en la que se
conserva la totalidad o solamente una parte del contenido de la representacion inicial y que estas
ultimas permitan explicitar otras significaciones relativas a aquello que es representado. La
conversion es una actividad cognitiva diferente e independiente del tratamiento, mientras que en

el tratamiento movilizamos las reglas de conformidad del registro en el contexto del objeto
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matematico en estudio. En la conversién, movilizamos la coordinacion, la articulacién y la
congruencia de las unidades significantes en cada registro.

e Trabajamos con rectas y parabolas.

o Dada una representacion grafica de la recta, podemos encontrar su representacién
algebraica con dos puntos o con un punto y su pendiente en el registro grafico.

o Dado la representacion grafica de la parabola en el plano cartesiano, podemos hallar,
con al menos tres puntos de la grafica, su representacién algebraica. También
podemos utilizar metodologias para reconstruir parabolas y rectas a partir del registro
grafico.

Duval (2004) expresa que seria ingenuo pensar que, si el alumno realiza uno o dos tareas de
conversion, eso es suficiente para que haya adquirido el concepto. En el caso del objeto
matematico limite de una funcién, se presentan diversos casos de ejercicios, como limites de
funciones a trozos; limites de funciones irracionales indeterminadas, el cual se utiliza para su
resolucion el conjugado; o limites de la forma indeterminada “O sobre 0”, donde utilizamos la
factorizacion; o limite de la funcion maximo entero, entre otros. Todas demandan el conocimiento
de los diferentes tratamientos y conversiones de tal forma que tenemos que enfocarnos con qué
tipo de ejercicios se trabaja y, a partir de ello, realizar la conversién para decir que hay una
comprension especifica en una cierta clase de ejercicios.

Conversion de la funcion cuadrética f(x) = ax? + bx + c, entre los registros algebraico
y grafico.

Comenzamos analizando la conversion entre los registros algebraico y grafico para una
funcion cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢, a, b, c coeficientes reales, a diferente de cero.

Sea f(x) = ax? + bx + ¢ una ecuacion cuadratica en la variable x

Describimos qué representan sus coeficientes o unidades significantes de la ecuacion

cuadratica en el registro algebraico y las variables de visualizacion en el Registro grafico.
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» c eslaordenada en el origen del punto de interseccion de la cuadratica con el Eje Y.

> El vértice de la cuadraticaesV = (x ,y ), dondex = —i; y =f(x).
070 0 2a O 0

» Sia > 0 la cuadratica se abre hacia arriba y si a < 0 la cuadratica se abre hacia abajo.
A continuacion, en la Tabla 5, presentamos la discriminacion de unidades significantes en
cada registro.
Las unidades significantes son los valores que puede tomar los diferentes parametros o
variables en un registro. En nuestro caso, seran las constantes a, b, c.

f(x) =ax?2 +bx+c

Tabla 5:

Discriminacion de Unidades Significantes en la Parabola en Registro grafico y Registro

algebraico
VARIABLES VISUALES VALORES UNIDADES SIMBOLICAS
SIGNIFICATIVAS
CONCAVIDAD DE LA CONCAVA HACIA a>0
PARABOLA ARRIBA
CONCAVA HACIA ABAJO a<0
, EN LA PARTE
LA INTERSECCION DE  SUPERIOR DEL EJE X o c>0
LA PARABOLA CON EL EJE  PARTE POSITIVA DEL EJE
Y Y
c=0
EN EL ORIGEN
EN LA PARTE INFERIOR
DEL EJE X o PARTE c<0
NEGETIVA DEL EJE Y
POSICION DEL VERTICE A LA DERECHA DEL EJE -b  —b
RESPECTO DEL EJE Y. Y V= (% i f (%))

(b<O0Aa>0)V
b>0Aa<0)eab<0
ENEL EJEY b=0
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A LA IZQUIERDA DEL (b>0Aa>0)V
EJEY (b<O0Aa<0)<ab<0

Fuente: Tomado de Gémez-Blancarte, Guirette y Morales-Colorado (2017, p.209)
Los ejemplos los veremos reflejados en la Tabla 6 para algunos coeficientes especificos de la

funcién parabola.

Tabla 6:

Algunos Ejemplos de Conversion de la Parabola en los Registro algebraico y Registro gréfico

a>0b>0 a<0,b=0
c>0,c=0,c<0 c>0,c=0,c<0
f(x)=2x2+3x+1 f(x) =-2x2+1

g(x) =2x2 + 3x g(x) = —2x2
h(x)=2x2+3x—-1 h(x) = -2x2-1

Fuente: Adaptado de Gémez-Blancarte, Guirette y Morales-Colorado (2017, p.210)

Ejemplo 1

Con la informacién de la grafica de la siguiente funcion (ver Figura 64). Determine lim f(x).

x—2
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Figura 64:

Registro de representacion gréafico de la parabola.

Fuente: Propia del autor.

Solucién

La intencionalidad de la pregunta es que para resolverla se movilicen elementos del registro
grafico, para determinar el limite propuesto, (ver Capitulo Ill, TGAO)

Sin embargo, con esta pregunta también esperamos que se haya promovido una conversion
del registro grafico al registro algebraico. En esta direccion, presentamos la discriminacion de las
unidades significantes (ver Tabla 7)

f(x) = x?
Tabla 7:

Discriminacion de Unidades Significantes en un ejemplo. Registro grafico-Registro algebraico

VARIABLES VALORES UNIDADES
VISUALES SIMBOLICAS
SIGNIFICATIVAS

CONCAVIDAD DE LA .
PARABOLA CONCAVA HACIA ARRIBA a

1
BN
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LA INTERSECCION DE

LA PARABOLA CON EL EN EL ORIGEN c=0
EJEY
v=C2ir Py
POSICION DEL A LA DEEII?\IEECLHI,EAJEE(L EJEY =Gif
VERTICAL RESPECTO A | A DERECHA DEL EJEY b ?000)
V= (0;

Fuente: Propia del autor.

A continuacién, haremos un analisis de lo expresado en el cuadro anterior.
» Conversion del registro grafico al registro algebraico.

La grafica presentada es una parabola en el Plano XY, la ecuacién algebraica que representa
la parabola en el registro algebraico es una ecuacion de segundo grado de laforma f(x) = a x2 +
bx + c. Para determinarla, hallaremos los valores de a; b y c, utilizando los elementos y alguna
propiedad de la grafica de la parabola.

En la lectura de la grafica de la parabola (identificacion de coordenadas de puntos
particulares), podemos ver que su vértice es el origen, V = (0; 0). Al pasar la grafica por el vértice
(0;0), hacemos en la ecuacion de f(x), x =0 ey = 0, obteniendo ¢ = 0.

Para hallar el valor “a” desplazamos una unidad del vértice de la grafica de la parabola a la
derecha, generando un punto x; en el Eje X. Desde alli, trazamos la perpendicular al Eje X hasta
cortar a la grafica de la funcion. Esa distancia dirigida que se genera desde x; hasta el f(x;) es
el valor de “a”. En nuestro caso, al ver la grafica, vemos que el x1 = 1,a = 1.

El valor "b" se halla de la forma siguiente: el vértice definido por la ecuacién de la parabola

esta dado por V = (— b_;f (- b_)), pero de la gréfica, el vértice de la parabola es el (0;0), con
2a 2a

b
lo cual, ~-——=0, lo que implica que b = 0.

a

En resumen: f(x) = x2 es la representacion algebraica de la parabola de la grafica.
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Para obtener la representacién algebraica de la ecuacién de la parabola propuesta, hemos
realizado las coordinaciones entre el registro grafico y algebraico. Para Duval (2004), es
necesario para favorecer la coordinacion entre Registros, ya que es un trabajo de aprendizaje
especifico centrado en la diversidad de los sistemas de representacion, en la utilizacion de sus
posibilidades propias, en su comparacion por la puesta en correspondencia y en sus
“traducciones” mutuas.

La conversion entre Registros es una actividad cognitiva primordial menos visible que el
tratamiento, que depende de la coordinacion.

Ahora, calculemos lim x2 en el registro Algebraico

x—2

Por la propiedad del limite de un producto lim x2 = lim x.lim x =

x—-2 x—2 x—2

Como limite de la identidad es la evaluacion de la variable x en el punto 2.
= 2.2 =4 (producto en R).

Concluimos que lim x2 = 4 desde el Registro Algebraico del limite de una funcion.

x—2

En este ejercicio, vemos como hallamos el lim x2 en el Registro algebraico, presentada la
x—2

grafica de la funcién f(x) = x2 en el Registro grafico.

Observacion.

Podemos hacer otro tratamiento en el Registro Grafico para determinar la ecuacion que
representa a la parabola en el registro Algebraico.

La funcién algebraica que representa la parabola de la gréfica es f(x) = ax2 + bx + c, si
podemos localizar en la grafica al menos tres puntos de paso (dado el grafico cuadriculado,
donde se pueda percibir tres puntos de paso), conoceremos los valores de a, b y ¢ al resolver el
sistema que se forma.

Duval (2012) nos expresa que la conversion es fundamental en la comprensién de un objeto

matematico y para alcanzarla se realiza previamente la coordinacién entre las representaciones.
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Duval (2012) afirma que en el caso de las ecuaciones cuadraticas f(x) = ax? + bx + ¢, los
alumnos no logran reconocer el significado de la constante b en el registro grafico. Es decir, para
b # 0, b = 0, este determina si el eje de la parabola coincide o no con el Eje Y. El autor afirma
que esas dificultades se deben a que no se ha realizado una discriminacién de las variables
visuales y simbdlicas que se deben hacer mediante un reconocimiento cualitativo, colocandolas.
en correspondencia, sin calculos numéricos.

El autor se refiere al tratamiento de las cuadraticas, desde la perspectiva grafica, como una
interpretacion global para referirse a que el alumno debe lograr reconocer qué significan las
constantes a, b, ¢ y sus propiedades en el registro algebraico como en el registro grafico, para asi
lograr la coordinacion en ambos registros.

Expresa que hay varias formas de coordinar la ecuacion de la parabola con su representacion
grafica, como por ejemplo con calculos numéricos, calculando su vértice, sus puntos interceptas
con los ejes, pero que la interpretaciéon global significa que el alumno, al ver la ecuacién y los
coeficientes, debe saber qué rol cumple cada coeficiente en el registro grafico, de tal manera que
pueda graficarlo, sin necesidad de hacer grandes calculos.

Conversion de la recta entre los registros algebraico y grafico.

Presentamos la discriminacion de unidades significantes de la recta, en el registro algebraico

y en el grafico (ver Tabla 8)

fx)=mx+b

Tabla 8:

Discriminacion de Unidades Significantes en la recta, Registro grafico y Registro algebraico

VARIABLES VISUALES VALORES UNIDADES SIMBOLICAS
SIGNIFICATIVAS

ES CRECIENTE DE

PENDIENTE DE LA RECTA IZQUIERDA A DERECHA m>0



ES DECRECIENTE DE
IZQUIERDA A DERECHA

LA RECTA INTERSECTA AL

EJE Y POSITIVO
LA INTERSECCION DE LA LA RECTA INTERSECTA AL
RECTA CONEL EJEY. EJEY EN EL ORIGEN

LA RECTA INTERSECTA AL
EJE Y NEGATIVO

m<0

b>0

b=0

b<0

Fuente: Tomado de Duval (2012).
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Al respecto, para mas informacion acerca de la discriminacién de la recta en los registros

grafico y algebraico, Duval (2012).
Un ejemplo del caso anterior podemos verlo en la Figura 65.

Figura 65:

Ejemplo 2 de conversion.

Fuente: Adaptado de Londofio, Narro y Yatzil (2014, p. 95)

Obtener:

i) lim f(x) Justifique su respuesta.

x—2t

i) lim f(x) Justifique su respuesta.

xX—=2"
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iii) A partir de ello, concluya si existe el lim f(x). Justifique su respuesta.
x—2

La intencionalidad de la pregunta es que se desarrolle la solucién utilizando el registro grafico;
sin embargo, podemos esperar soluciones en la que se utilice la conversion del registro grafico
al registro algebraico. Para los desarrollos en el registro grafico, (ver Capitulo Ill, Seccion 3,2,
TGAO.)

El grafico nos expresa que para que quede determinada la representacion algebraica del limite
de la funciodn f, nos falta conocer la representacion algebraica de f, a partir de su representacion
grafica. Duval (2012) menciona que, para convertir una recta en su representacion algebraica
debemos tener en cuenta, la pendiente, los intercepto con los ejes y las simetrias, ver (Tabla 8).

Los puntos de paso de f cuando x € [2,14].

(10,0), (2,8) que definen la recta f(x) = —x + 10, x € [2,14]. Entonces la representacion

algebraica del limite

lirrlr flx) = lim+(—x+ 10) Utilizando las propiedades (ver Capitulo Ill, Seccion 3,2) en el
x—-2 x—2

registro algebraico se tiene:
Jim 10 =
Por la izquierda:

Los puntos de paso de f cuando x € [—16,2) son: (2,—8) y (—16,4), luego:

2 20 € [-16,2)
X)) = — —X— l X - 1]
f) 3573
lim f(x) = lim (— 2x — 22) = —8.
x—2~ x—-2~ 3 3

Como los limites son diferentes, podemos concluir que no existe el limite ver el Teorema
(TLB).

La siguiente pregunta promueve utilizar los procesos algebraicos en su desarrollo; sin
embargo, también se espera soluciones que, en su desarrollo, utilicen la conversién de la

representacion algebraica a una representacion grafica.
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Ejemplo 3 de conversion.

. X%—1
Halle el lim

x—-1 x—1

Solucién:
Seguimos los siguientes pasos:
X2—1

1) Hacemos la representacion grafica de la funcion f(x) = ., x # 1.
x—1

Para ello construimos la representacion semiética tabular de la funcién f (ver Figura
66) de la manera siguiente: consideramos algunos valores de la variable x que
pertenecen al dominio de la funcion f, los cuales los evaluamos respectivamente en la
funcion f , consiguiendo los valores que toma la variable dependiente y; = f(x;). Asi se
van generando ( x; f(x:)) en la Representacién Tabular.
Figura 66:

Representacién semibtica tabular para la funcion f.

X -2 -1 0 1 2 3 4
fx) -1 0 1 No 3 4 5
definido

Fuente: Propia del autor.

2) Representamos en el plano cartesiano algunos valores (x; y: = f(x:)) de la tabla. Alli,
estamos haciendo un tratamiento externo de como es la conversién, que consiste en
transformar la representacién semidtica Tabular para la funcién f en una representacion

semiotica grafica para la funcién f, consiguiendo el grafico de f en el plano cartesiano.
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Figura 67:

Representacién semibtica grafica de la funcion racional en el Registro grafico.

Fuente: Propia del autor.

3) Para hacer Tratamientos internos para determinar el limite de la funcion en el Registro
Grafico, seguimos los siguientes pasos:

Si la variable x se aproxima a 1 por la derecha, comenzamos con x = 2, hallamos la
representacion grafica del limite para este punto generando el punto y = 3. Consideramos
algunos puntos mas en el Eje X , obteniendo algunos puntos en el Eje Y.

Vemos en la grafica (ver Figura 67) que los valores de la funcién f(x) tienden al valor 2.

Concluimos que la representacion grafica del limite lateral por la derecha es el punto en el Eje Y

de valor 2, representado algebraicamente por limf(x) =2,

x—1
Ahora, si la variable x se aproxima a 1 por la izquierda, desde la recta numérica vemos en la
grafica que los valores a los que se aproxima la funcién f(x) es 2. Luego, concluimos que la
representacion grafica del limite lateral por la izquierda de una funcion es un punto en el EjeY de

valor 2 o representado en el registro algebraico como, lim f(x) = 2.

x—1"
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De las reglas de conformidad debido al limite bilateral, concluimos en el registro grafico que
el limite existe, es Unico y esta representado por el valor 2 en el Eje Y y en el registro algebraico

2_
lo representamos por lim oo, (Ver Figura 68)
x—>1 X—1

Figura 68:

Tratamientos para el limite de una funcién racional en el Registro grafico.

Fuente: Propia del autor.

3.5 Registros de Representacion Semiotica grafico computacional del
limite de una funcion, utilizando el software libre, GeoGebra

Las representaciones computacionales son aquellas que no requieren la mirada del objeto
matematico y permiten una transformacion algoritmica de una serie de significantes en otro,
(Duval, 2004 p.37). Una serie de algoritmos que resuelve la maquina, a través del software

GeoGebra, que permiten resolver el problema.

Podemos dar una representacion grafica animada en la siguiente figura (ver Figura 69)
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Figura 69:

Representacién semibtica grafica computacional de una funcién seccionalmente continta.

Fuente: Propia del autor.
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CUARTA PARTE: RESULTADOS CONCLUSIONES

CAPITULO IV

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En relacion con el objetivo general de la investigacion: Analizar los diferentes Registros de
Representaciéon Semidtica, tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se
desarrolla en torno a los limites de funciones en un curso universitario, en el marco de la teoria
de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval (2004), establecimos los
registros algebraicos y grafico para el limite de una funcion.

En el registro algebraico con funciones polinomiales, funciones definidas a trozos, funciones
racionales como cociente de polinomios con coeficientes racionales, describimos las
representaciones algebraicas de cada tipo de funcidon que son identificables en el registro.
También analizamos los significantes que transmite cada representacién que se va formando,
para poder definir un conjunto de propiedades necesarias en cada caso, denominadas reglas de
conformidad, que permiten movilizar diferentes tratamientos en la actividad matematica que se
desarrolla al realizar un problema en torno al limite de una funcioén. Describimos los diferentes
tratamientos que se movilizan y que dependen de las reglas de conformidad, definidas en el
registro.

Del analisis hemos llegado a establecer, en el caso de las funciones polinomiales, que las
reglas de conformidad se deben a las propiedades algebraicas del limite de una funcién, para las
funciones definidas a trozos, los significantes que transmitan la representacién es el
comportamiento de la funcién alrededor del punto en estudio, las reglas de conformidad por la
definicidn del limite lateral por la derecha, limite lateral por la izquierda, limite bilateral, las cuales

permiten diferentes tratamientos.
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En el analisis de las funciones racionales con limite 0 sobre 0, un primer tratamiento que
aplicamos es la regla de conformidad, debido al limite de una funcién racional, que es la
evaluacién del polinomio numerador y denominador en el punto en estudio en el que obtenemos
la forma indeterminada 0 sobre 0. Buscamos nuevos tratamientos en el registro algebraico que
permitan resolver este tipo de tareas, en el que también analizamos los significantes de la
representacion racional propuesta y requerimos levantar la forma indeterminada 0 sobre 0. Para
ello, requerimos, como una posible solucion, recursos del Algebra, como la factorizacion y
cancelacion, para expresar la representacion inicial en una funcién polinomial equivalente, asi
como la regla de conformidad, debido al limite de funciones para relacionar esta equivalencia
con el limite.

Del analisis definimos las reglas de conformidad, la factorizacion, el teorema del factor y la
cancelacion, si dos funciones son iguales, excepto en un punto, entonces sus limites son iguales,
excepto posiblemente en ese punto. Las reglas de conformidad permiten definir el registro para
este tipo de funciones y movilizar representaciones debidos a los tratamientos.

Por lo expuesto, logramos establecer el registro algebraico para ciertos tipos de funciones y
describir el funcionamiento cognitivo en términos de la formacion, tratamientos y conversiones
de representaciones en el registro, asi como permite conocer el aspecto formal y abstracto del
concepto.

En el registro grafico, hemos considerado funciones continuas y discontinuas, apoyados en el
sistema de coordenadas cartesianas y sus elementos, como la proyeccion, los ejes, trazos
perpendiculares, los puntos, entre otros. Construimos una representacion grafica para el limite
de una funcion en términos de la coordinacion de tendencias de las variables dinamicas x e y en
los Ejes X, Eje Y respectivamente, basados en el limite lateral, consiguiendo definir la

representacion grafica del limite en el registro grafico.
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Con el andlisis, descripcion y explicacion, definimos el registro grafico para cierto tipo de
funciones continuas y discontinuas, permitiéndonos conocer la actividad cognitiva que se realiza
dentro del registro y que permite conocer el aspecto grafico del concepto limite de una funcion.

e Por todo lo anterior, logramos cumplir con el objetivo especifico “Analizar los
Registros de Representacion Semidtica algebraico y grafico”

El objetivo especifico:

e Caracterizar los Registros de Representacion Semiodtica, teniendo en cuenta la
institucion y otras investigaciones.

En el analisis de los registros algebraico y grafico, algunas de nuestras funciones han sido
tomadas de nuestras referencias y practicas del material bibliografico del curso Calculo | de
Estudios Generales del area de Ciencias Basicas de la Universidad Nacional Mayor de San
Marcos (UNMSM).

e Con respecto al objetivo especifico “Determinar y caracterizar los Registros de
Representacion Semidtica asociados al limite utilizado en los textos y la institucion
elegida”

El estudio descriptivo y explicativo de los registros algebraico y grafico ha permitido, desde la
perspectiva de la teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS), un analisis de
dos textos universitarios, Practica Dirigida N°05 (ver Anexo)

En el andlisis, tomamos en cuenta dos caracteristicas que seguimos de Pons (2014), las
cuales son:

1. ¢(Como se define el limite de una funcién, representaciones graficas y simbodlicas
(algebraicas)?
2. Analisis didactico y cognitivo (objetivos).

Los resultados del analisis son: ambos textos desarrollan la definicién de limite de una funcion

en el registro algebraico o definicion de Weierstrass. En el andlisis, vemos algunos ejercicios en

el registro algebraico, donde se utilizan diversos tratamientos debido a la definicion métrica del
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limite. También observamos una variedad de ejercicios propuestos en el registro algebraico con
diferentes tipos de funciones, donde se movilizan distintos tratamientos dependiendo del tipo de
funcion.

Podemos concluir que hay ausencia del concepto del limite de una funcién desde el registro
grafico, asi como la actividad cognitiva de la conversion entre registros.

En el andlisis de la Practica Dirigida N°05, tema: Limite de funciones. Propiedades basicas.
Limites Laterales y aplicacion, desde la perspectiva de la TRRS, identificamos: ejercicios en el
registro algebraico donde se pide demostrar el limite de una funcién cuadratica, en la que los
tratamientos son debidos a la definicion de Weierstrass, ejercicios donde se requiere calcular el
limite de una funcion para diferentes tipos de funciones algebraicas, que demandan diferentes
tratamientos algebraicos donde se utilizan los recursos del Algebra, como la factorizacién,
racionalizacién, completacion de cubos, completacidon de cuadrados, entre otros, ejercicios
donde se presenta una funciéon a trozos y se pide calcular los limites laterales. También
observamos un ejercicio de aplicacion, en la que se describe una situacion en el registro verbal
y se muestra una representacion grafica asociada de la que se pide determinar los limites
laterales.

De acuerdo con la TRRS, observamos ausencia de una variedad de ejercicios en el registro
grafico con funciones continuas y discontinuas que demanden diferentes tratamientos debidos a
la lateralidad del limite.

De acuerdo con el marco tedrico de la teoria de los Registros de Representacion Semidtica
(TRRS), podemos concluir que en los textos y Practica Dirigida N°05 predomina el concepto de
limite de una funcién en el registro algebraico con una bateria de ejercicios propuestos en este
registro. Observamos la ausencia de la perspectiva grafica o visualizacién del concepto, que
permite la complementariedad del concepto.

La perspectiva algebraica del limite nos muestra movilizar tratamientos debido a la definicion,

propiedades y teoremas, donde la parte operacional del limite, con sus diferentes tratamientos,
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es lo mas importante para la obtencién de la respuesta; sin embargo, considerar el registro grafico
significa visualizar la definicién dinamica del limite basada en la coordinacién de tendencias en
las variables x e y en el sistema de coordenadas.

Para garantizar la comprension de un objeto matematico, Duval (2004) expresa que la
actividad cognitiva de la conversion es necesaria entre dos Registros de Representacion
Semidtica. En ambos textos y en la Practica Dirigida N° (Spivak, 2009)05, no observamos eso.
Con respecto al objetivo especifico

o Analizar las articulaciones y coordinaciones de las representaciones entre los registros

seleccionados en la actividad matematica que se desarrolla en torno a los limites de
funciones en un curso universitario.

Hemos realizado la actividad cognitiva de la conversion del registro algebraico al registro
grafico y viceversa para rectas y parabolas. La conversion es una actividad que se desarrolla a
través de la asociacion de las unidades significantes de la representacion en cada registro, que
permite coordinar y articular un significante de la representacion del limite en un registro con un
significante de la representacién en otro registro.

Por todo esto, hemos logrado cumplir todos nuestros objetivos especificos y, como
consecuencia, cumplir con el objetivo general y asi responder a la pregunta de investigacion
¢, Cuales son los registros, tratamientos y conversiones en la actividad matematica que se
desarrolla en torno a los limites de funciones en un curso universitario?

La metodologia de investigaciéon ha sido importante, ya que permitié organizar en cinco etapas
el proceso de la investigacion. En nuestro caso, para resolver: Anélisis del uso de Registros de
Representacion Semiética en el calculo de limites de funciones en el nivel universitario, asi como
validar los resultados obtenidos a través del contraste de los resultados de la investigacion con

los resultados observables.
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RECOMENDACIONES

Para una mejor comprension en la actividad matematica en torno al limite de una funcién en el
nivel Universitario de acuerdo con la teoria de Registros de Representacion Semidtica

recomendamos:

Considerar por lo menos dos Registros de Representacion Semidtica, el registro algebraico y el

registro grafico para la clase de funciones desarrolladas en esta tesis.

Recomendamos incluir tareas matematicas en torno al limite de una funcioén, en la que se
consideren actividades cognitivas de tratamiento y conversion entre los Registros de

Representacion Semidtica Algebraico y Grafico.

Ampliar las fuentes bibliograficas, en la que se desarrolle el limite de una funcioén, en el registro

grafico.

Como una investigacion a continuar, hacer un analisis con una clase mas amplia de funciones,
en los Registros de Representacion Semidtica Algebraico y Grafico, considerando diversos

tratamientos y conversiones.

Analizar, caracterizar el registro de Representacién Semidtica Tabular o Numérico para el limite
de una funcion, asi como describir los diferentes tratamientos y conversiones que se movilizan

y que dependen de las reglas de conformidad definidas en el registro.
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Il SUMILLA

El curso incluye conocimientos sobre Relaciones binarias, Funciones reales de

variable real, Limites, Continuidad y Derivadas de Funciones reales, Aplicaciones

(maximos y minimos) y diferenciales aplicados a la solucion de problemas que involucren

seres Vivos.

Il. LOGROS O RESULTADOS DE APRENDIZAJE (Competencias de asignatura)

3.1 Componentes

3.1.1 Competencias

Utiliza contenidos conceptuales y procedimentales, que se manifiestan en
signos y simbolos del pensamiento critico - reflexivo para obtener diversos
modelos matematicos del mundo real de forma logica y creativa.

Soluciona problemas y genera aprendizajes a través de multiples estrategias
y alternativas que lo lleven al éxito y logro de metas propuestas.

Utiliza herramientas y medios digitales en la comunicacion sincronica y
asincrénica, para intervenir en forma responsable, segura y ética en entornos
digitales corporativos o propios que fortalezca el desarrollo de su formacion

profesional.

3.1.2 Actitudes y valores

Valora la importancia del aprendizaje autbnomo para permanecer vigente y
actualizado en su profesion.

Asume responsabilidades por su formacion profesional y la realizacién de
trabajos.

Evalua sus decisiones y acciones desde un contexto moral y ético.
Comunica de manera clara y convincente en forma oral, escrita y gréfica
segun los diferentes tipos de interlocutores y audiencias.

Cumple las normas de N etiqueta en la comunicacién en redes.

Valora la importancia del trabajo en equipo, se integra y participa en forma

efectiva en equipos multidisciplinarios de trabajo.

IV. PERFILES DEL EGRESADO
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4.1 Perfil del egresado de la universidad

* Aplica conocimientos a la practica para resolver problemas con compromiso
ético.

*+ Capacidad de andlisis y sintesis en la toma de decisiones con
responsabilidad, sentido critico y autocritico.

» Trabaja en equipo con una perspectiva transdisciplinar para comprender y
transformar la realidad compleja.

* Genera nuevos conocimientos que aportan al desarrollo de la sociedad
mediante la investigacién, con sentido ético.

» Gestiona la informacion y la difusion de conocimientos con adecuada
comunicacion oral y escrita de la propia profesion, ejerciendo el derecho de
libertad de pensamiento con responsabilidad.

» Desempenfia su profesion con liderazgo, adecuandose a los cambios y a las
nuevas tendencias, comprometido con la paz, medio ambiente, equidad de

género, defensa de los derechos humanos y valores democraticos.

4.2 Perfil del egresado de la Escuela de Estudios Generales

El egresado de la Escuela de Estudios Generales del Area de Ciencias Basicas es
protagonista de su desarrollo académico integral, posee valores, desarrollo ético y
compromiso social, es solidario y respeta el medio ambiente. Posee capacidad de
analisis y pensamiento critico, tiene habilidad para la comunicacién oral y escrita en
espafol, muestra interés tanto en el desarrollo nacional, asi como en las herramientas
tecnolégicas contemporaneas y tiene una solida formacion en ciencias basicas vy

sociales.

COMPETENCIAS TRANSVERSALES

* Investigacion

Capacidad de investigacion basica, pensamiento critico y creativo: Habito de la
mente caracterizado por la exploracion intensiva de asuntos de interés, ideas, objetos
y eventos, antes de aceptar o formular una opinién o conclusién y como consecuencia,
la capacidad de plantear una accion de estudio de esta en un nivel basico. Habilidad

para combinar o sintetizar ideas existentes, imagenes u otro pensamiento original y la
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experiencia de pensar, reaccionary trabajar en un modo imaginativo, caracterizado por
un alto nivel de motivacién, pensamiento divergente y asuncion de riesgos

* Responsabilidad social

Razonamiento ético: Capacidad de razonar acerca de qué es apropiado y qué es
equivocado en la conducta humana. Requiere de los estudiantes ser capaces de
evaluar sus propios valores éticos y el contexto social de los problemas, reconocer los
dilemas éticos en una variedad de circunstancias. Los estudiantes adquieren su propia
identidad ética la que debe evolucionar con ellos en su vida universitaria y profesional.

* Liderazgo

Estudiar y trabajar para hacer una diferencia en la vida civica de nuestras
comunidades y desarrollar la combinacion de conocimiento, habilidades, valores y
motivacién para crear esa diferencia. Esto quiere decir lograr un desarrollo individual
creciente a través de promover la calidad de vida de la comunidad a la que pertenezca,
en un inicio podra ser su vecindario, luego de las organizaciones a donde se incorpore,

sin perder de vista las necesidades a nivel del pais o a nivel global.
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VI. PROGRAMACION DE CONTENIDOS
PROGRAMACION DE CONTENIDOS
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VIl. ESTRATEGIAS METODOLOGICAS
a. El Método Sincrénico es aquel en el que el emisor y el receptor del mensaje en el
proceso de comunicacién opera en el mismo marco temporal, es decir, para que se pueda
transmitir dicho mensaje es necesario que las dos personas estén presentes en el mismo
momento. Son: Videoconferencias con pizarra, audio o imagenes, Internet, Chat, chat de voz,

audio y asociacion en grupos virtuales.

b. EIl Método Asincrdnico, transmite mensajes sin necesidad de coincidir entre el emisor y
receptor en la interaccion instantanea; son Email, foros de discusién, dominios web, textos,

graficos animados, audio, presentaciones interactivas, video, etc.

c. El Método B-Learnig (Combinado asincronico y sincrénico), donde la ensefianza

y aprendizaje de la educacion virtual se hace mas efectiva.

d. Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) es una metodologia centrada en el
aprendizaje, en la investigacion y reflexion que siguen los estudiantes para llegar a una

solucion ante un problema planteado por el profesor.

e. Aprendizaje Basado en Proyectos (AOP) El aprendizaje basado en proyectos es una
metodologia que se desarrolla de manera colaborativa que enfrenta a los estudiantes a

situaciones que los lleven a plantear propuestas ante determinada problematica.

f. Portafolio de Evidencias es una colecciéon de documentos trabajados en el aula, con
ciertas caracteristicas que tienen como propésito evaluar el nivel de aprendizaje que se ha

adquirido, es decir, sus logros, esfuerzos y transformaciones a lo largo de un curso.

g. Taller Trabajo Colaborativo en grupos, interesados en aprender, mediante ejercicios

practicos sobre los temas tratados.
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VIll. EVALUACION DE LOS APRENDIZAJES Y CRITERIOS
La evaluacién formativa en un enfoque por competencias se concibe como

un proceso permanente, global, planificado que permite la retroalimentacién y

toma de decisiones para la mejora de los procesos de aprendizaje.
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Teorema del
\valor medio.
/Aplica los criterios de Formula y [Presentacion Rubrica 40%
La Derivada para [sustenta los |de portafolio
Optimizar modelos |problemas virtual con el
Relacionados a su |relacionadosasu [Uso de
especialidad. especialidad. herramientas
Digitales 0
manuales.
Calcula extremos (Calcula Presentacion y [Rabrica 20%
IAbsolutos  De una |extremos Desarrollo de [Debate
Funcion continlia absolutos de |Practicas
Definida sobre un [funciones dirigidas.
intervalo cerrado continuas en los
ejercicios  dados
de manera
correcta.
TOTAL 100%

FORMULA DE EVALUACION

Ev.C1= Nota de evaluacion continua 1 (30 %)
Ev.C2= Nota de evaluacion continua 2 (30 %)
E.P= Nota de examen parcial (20 %)

E.F= Nota de examen final (20%)

PROMEDIO FINAL = (Ev.C1 x 0.30) + (E.P. x 0.20) + (Ev.C2 x 0.30) + (E.F. x 0.20)

Los resultados son reportados al Sistema Unico de Matricula de la UNMSM, en 2
momentos: primer momento en la semana 10 del semestre, segundo momento al
finalizar el semestre, no hay examen sustitutorio. El sistema de calificacion es
vigesimal.
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Practicas de estudios generales de Ciencias Basicas de la UNMSM

Practica 5
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Practica 6
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VI- En un distrito de la capital se ha determinado que dentro de [ meses la poblacion
infantil afectada por la anemia sera
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Grafique p(r) e Interprete la asintota.

miles de ninos.

-0.15¢

VIl- La temperatura de un medio es 25°C yla funcian 1(f) =23+125¢ dala

temperatura de una sustancia (de mayor temperatura que el medio) [ minutos

despues de ser colocada en dicho medio.

a) ;Cuanto vario la temperatura de la sustancia durante el tercer minute despues de
ser colocada en el medio?

b} Grafigue T(f) e Interprete |a asintota.
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Practica 7
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Practica calificada
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Entrevista

Como parte de la investigacion, se desarroll6 una entrevista con una profesora de la

Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM) via telefénica, dada las circunstancias en

la que estamos viviendo, como es la pandemia del covid19.

Profesora: Maruja Gavilan.

Curso que ensena: Calculo I, Seccién 3 de la UNMSM.

Area: Estudios generales de Ciencias Basicas.

Entrevista efectuada los dias Martes 6 de Octubre y 8 de Noviembre del 2020.

Hora: 10:00 am

Cuestionario propuesto:

1.

Buenos dias, profesora Maruja. Como parte del equipo docente en el area de Estudios
Generales de Ciencias Basicas, podria indicarnos ¢qué aspectos del concepto limite de
una funcién considera en su proceso de ensefianza, en relacién al concepto matematico
del limite de una funcién real de variable real?

Ella nos afirmé que: utilizamos la definicion con épsilon y delta predominan los
ejercicios algebraicos, como calculo de limites de funciones racionales, que al evaluar en
el punto de estudio, da la forma indeterminada cero sobre cero. Limites de funciones
irracionales en la que deben aplicar el conjugado para levantar la indeterminacion. Limites
de funciones trigonométricas.

También la profesora nos expresé que, al iniciar el tema de Limites de una funcion,
motiva a sus alumnos el tema con aproximaciones, donde evalua la funcién en un nimero
considerable de puntos para ver a dénde tienden las imagenes, utilizando la aproximacion
numeérica. Es decir, el Registro Tabular, para luego introducir la definicion formal del limite

de una funcién debido a Weierstrass y luego resuelven ejercicios de la guia que son
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elaboradas para este fin, tomando en cuenta algunos ejercicios que hacen que se utilice
la racionalizacién o el conjugado.

La profesora nos expresd que en Limites laterales lo realizan siguiendo ejercicios
algebraicos y graficos.

Ademas, nos comentd que, en las Practicas Calificadas, Examen Parcial (ver Anexo)
se evaluan ejercicios algebraicos donde predominan los procesos algebraicos, como, por
ejemplo: levantar la indeterminacion en un limite de una funcién racional indeterminado
en el punto en estudio, pero que en los examenes toman en cuenta las demostraciones
(Ver en el Anexo, el Examen Parcial).

También nos expresé que los textos que se utilizan como referencia es el libro de
Calculo | por Mitacc y Toro, en el cual predomina el Registro Algebraico (en estudio).
También la profesora nos expresoé que, al iniciar el tema de Limites de una funcion, motiva
a sus alumnos el tema con aproximaciones, donde evalua la funcién en un numero
considerable de puntos para ver a dénde tienden las imagenes, utilizando la aproximacion
numeérica. Es decir, el Registro Tabular; para luego introducir la definicion formal del limite
de una funcion debido a Weierstrass y luego resuelven ejercicios de la guia que son
elaboradas para este fin, tomando en cuenta algunos ejercicios que hacen que se utilice
la racionalizacién o el conjugado.
¢ En qué porcentaje cumple con el Silabo elaborado para el alumnado del Curso Calculo
I, sobre el tema de limites?

Con el 100% del silabo
Estadisticamente, ¢qué porcentaje de aprobados suele tener en el tema de limites? y
¢,cOmo se ve su aprendizaje con relacion a los demas temas?,

De 33 alumnos matriculados, quedaron 22 alumnos de ellos 4 alumnos desaprobaron
¢, Qué tipos de ejercicios utiliza en su proceso de ensefianza — aprendizaje en relacién a

la pregunta anterior?
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La profesora, nos afirmoé que pone énfasis en los ejercicios algebraicos, pero que en
limites laterales lo realizan siguiendo ejercicios, tanto del tipo algebraico como grafico.
¢, Coémo son las preguntas en las evaluaciones y en los examenes?

En este sentido, nos comentd que, en las Practicas Calificadas, Examen Parcial (ver
Anexo) se evallan ejercicios algebraicos, donde predominan los procesos algebraicos.
Por ejemplo: levantar la indeterminacion en un limite de una funcién racional
indeterminado en el punto en estudio, pero que en los examenes toman en cuenta las
demostraciones (Ver en el Anexo, el Examen Parcial).
¢, Cuales son los textos de consultay los de ejercicios que utilizan los alumnos en el curso?

En relacion a esta pregunta, nos expresé que los textos que se utilizan como
referencia, para su labor docente, esta conformado entre otros por el libro de Calculo | de
los profesores Mitacc y Toro, en el cual predomina el Registro Algebraico y también
utilizan el de Steward para las aplicaciones.
¢,Como desarrolla el contenido del curso?

La profesora Maruja nos expres6 que, al iniciar el tema de Limites de una funcidn,
motiva a sus alumnos el tema con el uso de las aproximaciones, donde evaluan la funcion
en un numero considerable de puntos para ver a dénde tienden las imagenes utilizando
la aproximacion numérica. Es decir, el Registro Tabular; para luego introducir la definicion
formal del limite de una funcién debido a Weierstrass y luego resuelven ejercicios de la
guia que son elaboradas para este fin, tomando en cuenta algunos ejercicios que hacen
que se utilice la racionalizacién o el conjugado.
¢ Hay asesorias?

Para los alumnos que tienen dos repitencias.

¢, Qué modificaciones le haria al curso?
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El incremento de horas. La hora pedagdgica es de 45 minutos. Tenemos cinco horas
a la semana distribuidas en tres horas de teoria y dos de practica, que resultan
insuficientes. El curso, en las areas de ingenierias, consta de seis horas.

10. ¢ Hace un diseno didactico para el dictado de clases?

No. En las clases de practica, los alumnos salen a la pizarra virtual y comienzan a

resolver un ejercicio asignado vy, si hay dificultades, les aclaro la dificultad.
11. ¢ Qué criterios utilizan para elegir las preguntas en la evaluacion?

En las practicas calificadas, esperamos que se enfrenten, por ejemplo, a limite de
funciones irracionales donde apliquen propiedades algebraicas, tales como diferencia de
cubos, factorizacion, limites de funciones racionales y limites trigonométricos.

En el Examen Parcial, evaluamos una demostracion sencilla de la definicion del limite
de una funcién racional

12. ; Considera en sus ejercicios de clase ejercicios del tipo: si lim f(x) = 4? ;Se puede

x—2
determinar qué forma tiene f(x)?.

No, profesora.



