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RESUMEN

En este trabajo de investigacién, se pretende realizar un aporte que permita recuperar
el sentido de las matematicas encontrando una razén de ser de los saberes sobre
funciones elementales. Esto se debe a que la razén oficial que aparece en el ultimo
nivel de la educacion secundaria y el primer ciclo de universidad de estos saberes
mayormente responde a cuestiones que limitan al estudiante a usar formulas o un
conjunto de pasos para llegar a la respuesta, mostrando en forma aislada mucho de
los saberes de funciones o relacionado a ellos. Por esa razon, en esta investigacion,
se plantea un problema que permita el proceso de modelizacion matematica sobre el
tiempo de contagio por el virus (COVID-19). Para ello, se disefia e implementa una
actividad como propuesta de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, basada
en un dispositivo didactico llamado recorrido de estudio e investigacion. Esto permitio
que los estudiantes del primer ciclo universitario desarrollen una investigacion a partir
de una cuestion inicial, que generd diversas cuestiones derivadas determinandose
una ensefianza por investigacion como el paradigma del cuestionamiento del mundo.
Para ello, se estudia por medio de los indicadores de grado de completitud, las
organizaciones matematicas que emergieron en el proceso de modelizacion de la
actividad aplicada. Los resultados fueron que solo dos de los siete indicadores de
completitud no llegan a cumplirse por la rigidez en el uso de ostensivos y el escaso

uso de tareas inversas.

Palabras clave: Funciones; Teoria Antropoldgica de lo Didactico; Recorridos de
Estudio e Investigacion; Indicadores del Grado de Completitud de una Organizacién

Matematica Local.



ABSTRACT

In this research work, intended to make a contribution that allows recovering the
meaning of mathematics by finding a reason for being of knowledge about elementary
functions. This is due to the fact that the official reason that appears in the last level of
secondary education and the first cycle of university of this knowledge mostly responds
to questions that limit the student to using formulas or a set of steps to get an answer,
showing in isolation much of the knowledge of functions or related to them. For this
reason, in this research, a problem is posed that allows the mathematical modeling
process on the time of contagion by the virus (COVID-19). To do this, an activity is
designed and implemented as a proposal for teaching and learning mathematics,
based on a didactic device called a study and research path. This allowed the first
cycle university students to develop an investigation from an initial question, which
generated various derived questions, determining a teaching by research as the
paradigm of questioning the world. For this, the mathematical organizations that
emerged in the modeling process of the applied activity are studied by means of the
degree of completeness indicators. The results were that only two of the seven
completeness indicators were not met due to the rigidity in the use of ostensive and

the scarce use of inverse tasks.

Keywords: Functions; Anthropological Theory of Didactic; Study and Research Path;

Indicators of the Degree of Completeness of a Local Mathematical Organization.
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INTRODUCCION

En este trabajo, se postula que los problemas relacionados a la modelizacion sobre la
cantidad de contagiados por un virus determinan una posible razén de ser de los
saberes sobre funciones elementales propuestos en la Educacion Basica Regular y
en el primer ciclo semestral de universidad. De este modo, se atiende al fenomeno

didactico de la pérdida de razones de ser de dichos saberes.

Por ello se plantea la siguiente pregunta de investigacion ;Qué grado de completitud
presenta una organizacién matematica de la nocion de funciones por medio de un
Recorrido de Estudio e Investigacion sobre un contexto de COVID-19 con estudiantes

del primer ciclo de universidad?

Por lo cual nuestro objetivo principal es analizar el grado de completitud de la
organizacion matematica de la nocion de funciones realizado por medio de un
Recorrido de Estudio e Investigacion relacionado al tiempo que toma alcanzar la
inmunidad de rebano respecto al COVID-19 con estudiantes del curso de Matematica

de la Facultad de Medicina Humana de una universidad

Por ello vamos a seguir la metodologia de tipo cualitativa planteada por Barquero y
Bosch (como se cito en Garcia et al., 2019), la cual es una adaptacién de la
metodologia de la ingenieria didactica para el desarrollo de recursos y formacién del
profesorado donde se indica como vamos a realizar nuestro recorrido de estudio e

investigacién. El cual analizaremos mediante los indicadores de grado de completitud.

De acuerdo con esta metodologia, se implementd, en un grupo de 2 estudiantes de
medicina del primer ciclo de la universidad, un taller donde el docente aplicé un
recorrido de estudio e investigacion para que los estudiantes puedan resolver una
cuestion problematica sobre el tiempo que debe transcurrir para que una poblacién

alcance la inmunidad de rebano tras el contagio por COVID.

Los resultados del analisis mediante los indicadores de grado de completitud fueron
que solo dos de los siete indicadores no llegan a cumplirse por la rigidez en el uso de
ostensivos y el escaso uso de tareas inversas, lo cual determina cierto grado de

completitud de la OM que emergié durante el desarrollo del taller.



A continuacion, mostramos la estructura de nuestro trabajo.

En el primer capitulo, se expone la problematica que comienza con la exposicion de
las investigaciones de referencia. Luego, sigue la justificacién, el planteamiento de la

pregunta de investigacion y los objetivos.

En el segundo capitulo, se realiza un analisis epistemoldgico de la nocion de funciones
gue se busca encontrar qué tipo de problematicas en la historia favorecieron al origen

de los saberes de funciones y qué nociones se encontraban relacionadas con este.

En el tercer capitulo, se muestran algunas componentes de la Teoria Antropoldgica
de lo didactico (TAD) que nos ayudaran a realizar el analisis de la actividad
matematica planteada como la nocién de praxeologia, recorrido de estudio e
investigacion y los indicadores de grado de completitud. También, se aborda una
adaptacion de la metodologia de la ingenieria didactica empleada para el desarrollo

de la investigacion

En el cuarto capitulo, se analiza libros de textos de Matematica del quinto afio de
secundaria y de un curso del primer ciclo de la universidad. Se disefia la cuestion
generatriz y se describe un posible recorrido. Luego, se implementa el REI propuesto.
Para esto, se elabora actividades a desarrollar en cada sesiéon del taller de acuerdo
con los avances mostrados por los estudiantes. Después, se describe el REI que ha

sido implementado en los estudiantes del primer ciclo de la universidad.

Finalmente, en el quinto capitulo, se analiza los resultados del REIl implementado
mediante los indicadores de grado de completitud de una organizacién matematica

local.



CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este primer capitulo, se presentara investigaciones respecto a la modelizacion
matematica mediante un recorrido de estudio e investigacion, propuestas de

aprendizaje sobre las funciones y estudios sobre las dificultades en el aprendizaje.

Posteriormente, con la informacion recopilada, se justificara la presente investigacion.

Luego, se planteara la pregunta investigativa y los objetivos trazados.

1.1. Investigaciones de referencia

Investigaciones relacionadas a la modelizacion matematica mediante un

recorrido de estudio e investigacion.

Las investigaciones que se muestran a continuacion desarrollan la modelacién
matematica mediante el proceso de estudio e investigacion de una cuestidon
problematica Q. Dicha cuestidon y sus derivadas son investigadas por un grupo de
estudiantes X, bajo la direccion de un grupo de profesores Y, denominado Comunidad
de estudio o Sistema Didactico S (X; Y; Q). De esta manera, se determina a Q como

la razén de ser de nociones, propiedades, teoremas y técnicas.

En trabajos anteriores de la Maestria en la Ensefianza de las Matematicas (MEM) de
la PUCP, existen investigaciones sobre la modelacion matematica mediante un
recorrido de estudio e investigacidn como se aprecian en Lujan (2019) y Menéndez
(2020). Cada uno desarrolla un REI del tipo bidisciplinar, pues abordan los campos de
la matematica y la fisica. Estas investigaciones buscan establecer particularmente
razones de ser de las nociones funcién seno y derivada. Esto nos muestra que en la
MEM existe interés por usar un REI como un medio para desarrollar un proceso de

modelizacion matematica.

Por otro lado, en Serrano (2013), aborda cémo ensenar y organizar las matematicas
eficientemente, pues muchos de los estudiantes del ambito de la economia evaden
los cursos de contenido matematico dejandolos para el final de su carrera. Por esta
razon, en su trabajo, recurre a un proceso de modelizacidn matematica del estudio e
investigacién en estudiantes del primer ciclo universitario. El objetivo consistia mejorar

la articulacion y concepcidn de contenidos matematicos relacionados a la economia y
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empresa (en el primer curso de matematica). El fin era mostrarles la utilidad para

estudiar dichos contenidos.

En dicha investigacion, se propone articular los conocimientos matematicos de los
estudiantes, mediante el dispositivo didactico llamado Recorrido de Estudio e
Investigacion (REI). Esto es una herramienta de Modelacion Matematica desarrollado
en el marco de la Teoria Antropolégico de lo Didactico (TAD), que se define de la

siguiente manera:

Un REI viene generado por el estudio de una cuestion viva con fuerte poder
generador, capaz de plantear un gran numero de cuestiones derivadas. El
estudio de dichas cuestiones conduce a la construccion de respuestas
provisionales que delimitaran el mapa de los posibles recorridos y sus limites.
(Serrano ,2013, p.33)

De los resultados de Serrano (2013), en la aplicacion y analisis de los REI,
desarrollados con estudiantes en los primeros ciclos de universidad (en talleres de
Modelizacion Matematica) se destaca que el nivel de asimilacion y comprension en
los estudiantes es muy superior comparado con la clase magistral. Asimismo, afirma
que el REI es un dispositivo didactico idéneo para recuperar el sentido de los saberes
matematicos. Esto se debe a que parte de una cuestidn problematica que es la razén
de ser de estos saberes. Por ende, facilita la modelizacion matematica, logrando
avances en la ecologia del REI (gracias a la continua mejora del disefio de este

dispositivo).

Otra investigacion similar a la anterior se muestra en Donvito et al. (2017). Se plantea
la cuestidon problematica relacionada a las finanzas personales, ;cual es el mejor plan
de ahorros para generar la mayor cantidad de ingresos con un depdsito bancario que
paga intereses? Esto conduce a estudiar variados contenidos matematicos entre ellos

a las funciones que otorga una razon de ser para estos.

Este trabajo nos ayudara a desarrollar nuestra investigacién por estar relacionado a
la razdn de ser de los saberes relacionado a funciones y contribuir al aprendizaje de
los conceptos matematicos a partir de la investigacion. Donvito et al. (2017) muestran
la necesidad de cambiar la forma tradicional de ensefiar matematicas en la escuela

secundaria a ensefiar matematicas por investigacion. Esto se debe a que es percibida
4



poco util para la formacion ciudadana e incluso para los docentes es complicado
encontrar aplicaciones importantes en la vida real. Es decir, lo que se ensefia, al
parecer, carece de sentido y trae como consecuencia que estos contenidos se

estudien solo, porque lo sefiala el curriculo y hacen que el estudiante pierda el interés.

Por ello, es que se propone recuperar el sentido del estudio de las funciones,
particularmente la lineal y exponencial mediante la ensefianza de preguntas, lo cual
define una ensefianza por investigacion, que es una de las caracteristicas en el
desarrollo de un REIl. Esto es una de las razones para desarrollar la presente

investigacion, la cual se usara este dispositivo didactico.

En el trabajo Donvito et al. (2017), se describe el disefio de un REI que ha ido
mejorando en el transcurso de su implementacion en varias instituciones durante un
largo tiempo con estudiantes del nivel secundario. Dicho disefio parte de la pregunta
Qo: ¢cual es el mejor plan de ahorros que genera la mayor cantidad de ingresos con
un depdsito bancario que paga intereses? La pregunta es formulada por el docente
quien se limita a orientarlos durante la investigacién como un director de un equipo de
investigacion y no como una fuente de informacion privilegiada. Esta pregunta inicial
origina multiples preguntas a estudiar, y las respuestas a estas preguntas hacen
necesario estudiar nuevos saberes relacionados a una gran variedad de contenidos

matematicos (funcion lineal, exponencial y logaritmo).

De manera similar Rojas y Sierra (2021), disefan e implementan un REI en
estudiantes del nivel secundario. Para esto, parten de un tipo de problema que deben
resolver. La busqueda de la solucién motiva el uso de ciertos contenidos geométricos,
que establece de este modo una razén de ser para dichos contenidos. Este trabajo
ubica al problema sobre el disefio y construccion de un envase de litro como una de
las razones de ser de los saberes geométricos. Se pretendia que dicha razon llegara
articular saberes de geometria y de funciones, pero solo se pudo constatar la

articulacion entre saberes de la geometria plana y del espacio.

Por lo expuesto, se considera al RElI como un dispositivo didactico adecuado para la
modelizacion matematica. Es decir, para el proceso que parte de cuestiones
problematicas planteadas por un grupo de estudio, los cuales constituyen la razén de
ser de las actividades matematicas que es necesario realizar para obtener una

respuesta. En dicho proceso, se realiza fundamentalmente la actividad de producir,
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transformar, interpretar y hacer evolucionar modelos matematicos con el fin de brindar
respuestas a las cuestiones problematicas como se indica en Serrano (2013), y Garcia
y Sala (2020).

Por otro lado, se analizara la actividad matematica realizada por los estudiantes
mediante los indicadores del grado de completitud de una organizacion matematica
local (OML). Esto significa, segun Bosh, Fonseca y Gascén (2004), analizar dos
aspectos. La primera son las caracteristicas del proceso de reconstruccion de la OML;
es decir, la dinamica del desarrollo de estudio cuyo producto final es dicha OML. La
segunda son las propiedades de su estructura; es decir, los componentes de la OML

(tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias) asi como de las relaciones entre ellos.

Investigaciones relacionadas a propuestas de aprendizaje de contenidos

matematicos relacionado a funciones.

Existen investigaciones donde se disefian actividades matematicas para el
aprendizaje de las funciones. Un ejemplo de ello es Flores (2019), que muestra una
secuencia de actividades para la construccion de la funcidon exponencial con

estudiantes del quinto de secundaria.

Flores (2019) usa la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) con el objetivo de
identificar los aportes de las situaciones didacticas disefiadas respecto a la funcién
exponencial. Evidencia que los estudiantes logran la construcciéon de un tipo de
funcion exponencial, y la identificacion de caracteristicas de crecimiento y
decrecimiento. Ademas, indica la ventaja en el modelamiento con la funcion
exponencial comparado con las funciones afin, lineal o cuadratica. Asimismo, se
sefala que los estudiantes prefieren desarrollar tales actividades de construccion de

la funcién exponencial en vez de haber visto la teoria y luego resolver los ejercicios.

Otra investigacion orientada a la ensefianza de funciones, particularmente la funcién
exponencial, se aprecia en Reyes et al. (2017). Usa la Teoria Antropologico de lo
Didactico (TAD) para analizar praxeologias que emergen al desarrollar actividades
sobre la funciéon exponencial con estudiantes de ensenanza media en Colombia. En
dicha investigacién, se considera importante elaborar y perfeccionar actividades que
permitan el uso de técnicas que pueda aplicar el estudiante al intentar resolver un

problema (donde las nociones descubiertas sean aplicables a un contexto real) la cual



determine una praxeologia que se mantenga en el tiempo y que sea usada para

construir otras praxeologias.

Por otro lado, Reyes et al. (2017) sefialan que el desarrollo de las tecnologias en la
actualidad ha permitido obtener cualquier tipo de informacion casi instantaneamente.
Por ende, la idea de que el estudiante quien guarda mayor cantidad de informacion
sea mas inteligente ha quedado desplazada por las habilidades de plantear y resolver
problemas mediante un andlisis apropiado, y la habilidad para comunicar al resto los

resultados obtenidos.

Asimismo, Reyes et al. (2017) mencionan que los procesos de pensamiento como
deducir, inducir, argumentar, interpretar, ejemplificar, proposicionalizar (formar
proposiciones y debatir si estas son verdaderas o falsas) y otros, en muchos casos,
no son ensefiados. Estos puntos son importantes en el sistema educativo del Peru, ya
que representan desempenos establecidos en los niveles de desarrollo de
competencias (estandares de aprendizajes) que se muestran actualmente en el

Curriculo Nacional (Ministerio de Educacion, 2016).

Ademas, Reyes et al. (2017) indican que las operaciones intelectuales son las
habilidades y acciones que realiza una persona para poner en funcionamiento a los
instrumentos de conocimiento, por ejemplo, interpretar, deducir, argumentar,
ejemplificar, comprender situaciones o ideas, etc. Asimismo, manifiestan que los
instrumentos de conocimiento son aquellos que uno conoce y le sirve para realizar
operaciones intelectuales. Por ejemplo, el estudiante que use sus conocimientos de
la nocién de funcién cuadratica o sus propiedades que pueda resolver problemas
donde se le pida la ganancia (expresada en funcion cuadratica dependiente del tiempo
transcurrido en dias) maxima de una empresa interpretando la ubicacion del vértice
de la parabola (grafica de la funcién cuadratica) como el valor maximo de la ganancia
de la empresa evidencia que utiliza su conocimiento sobre la funcion cuadratica como

un instrumento de conocimiento.

Por otro lado, Reyes et al. (2017) mencionan que un profesor quien ensefia a pensar
es aquel que promueve la inteligencia que fortalece las operaciones intelectuales en
sus estudiantes. Esto es lo que buscar impulsar la educacion, ya que tiene como
objetivo el permitir que toda persona debe ser productivo en sus talentos y habilidades,

lo que implica que cada uno sea quien dirija su proyecto de vida. En tal sentido, en
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nuestro trabajo de investigacion, se busca promover la inteligencia que fortalezca las

operaciones intelectuales en el estudiante.

Por otro lado, el disefio de una actividad matematica centrada en el modelamiento de
funciones posee aplicaciones importantes como los modelos de funciones
exponenciales, que son usados para resolver problemas de la vida cotidiana, de
finanzas, de economia, de estadistica de ingenieria, de Medicina, de Quimica, de
Fisica, de Astronomia, de Geologia, entre otros. Estos generan interés en el

estudiante como afirman Reyes (2015) y Flores (2019).

Otras investigaciones desarrolladas en el nivel universitario como en Camacho,
Valenzuela y Caldera (2017) tienen como objetivo que los estudiantes de ingenieria
sean capaces de identificar graficamente las funciones exponenciales y logaritmicas,
que modelan el fendbmeno de capacitancia. Usan el modelo praxeoldgico extendido,
propuesto en Castela y Romo-Vasquez (2011). Este consiste en incorporar a la TAD
un componente llamado tecnologia practica para generar técnicas practicas que no
aparecen en las tecnologias teoricas (teoremas, definiciones, etcétera) con el fin de

promover técnicas matematicas que contribuyen al desarrollo de la tarea.

Como ejemplo de una técnica practica Camacho et al. (2017) mencionan que los
estudiantes del nivel superior manejan usualmente el software Wolfram para resolver
ecuaciones diferenciales que se proponen como ejercicios. Dicha aplicacion muestra
la solucion de la ecuacion con pasos incompletos, generando desconcierto. En este
contexto, Wolfram es considerado una técnica practica, que utilizada

convenientemente favorece la comprension de los problemas.

En el presente trabajo, se apoyara también en un software que pueda ser usado como
una herramienta por los estudiantes en el desarrollo de las actividades que se iran
proponiendo en el REI. Este software es el Geogebra, donde una de sus multiples
funciones es ayudar a la visualizacién de las graficas de funciones. Esto ayudara a
responder ciertas cuestiones que se planteen a los estudiantes durante el REI. No
obstante, es importante precisar que no es nuestro foco de estudio tomar al Geogebra

como una técnica practica.

Por otro lado, existen dificultades en el aprendizaje sobre funciones como indica
Henao et al. (2018). Las dificultades y errores que tienen los estudiantes sobre el tema
de funciones (como la funcién exponencial) radican en la simbologia y en el uso de
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propiedades propias de la regla de la funcion al momento de representarlas algebraica

o graficamente.
Algunos de estas dificultades y errores son los siguientes:

1. Cuando el estudiante realiza trazos de lineas rectas al graficar funciones
exponenciales

2. Cuando relaciona a la funcion exponencial creciente f(x) = a™*" + b con
f(x) =a™+a™ + b.

3. Cuando considera al exponente como una constante en una funcion

exponencial

En resumen, los trabajos descritos anteriormente nos sefialan el interés de disenar
actividades dirigidas a los estudiantes, que permiten establecer una razon de ser para
las nociones matematicas como la nocion de funciones (donde varios de esos trabajos
indican la relevancia sobre el tema de funciones) que enfatizan sus aplicaciones en el
mundo real. Ademas, sefialan varias dificultades y errores cuando a los estudiantes

se les presenta el tema de funciones.

Por lo tanto, es necesario desarrollar una ensefianza distinta a la tradicional, que
permita dar sentido al estudio de las nociones matematicas, particularmente a las de
funciones. La idea es que estas nociones logren articularse con otras nociones
matematicas y que se muestren utiles para la sociedad. Por ello, un medio adecuado
para hacerlo, segun nuestra indagacion, es mediante una actividad de modelizacion

matematica por medio de un REI.

A continuacion, justificaremos nuestro trabajo con la investigacion bibliografica

realizada anteriormente.



1.2. Justificacion

La matematica es una de las disciplinas que forman parte de nuestro legado cultural.
Forma parte importante en la ensefianza de todos los niveles educativos. Permite
conocer las cuestiones que impulsan el uso de saberes matematicos, que logran la
conexioén y articulacion entre los saberes que se ensefian. Esto da sentido a lo que se

propone para ser ensefiado como sefala Rojas y Sierra (2021).

Segun Donvito et al. (2017), la cultura humana crea conocimientos, que responden a
problematicas importantes como los saberes matematicos. Esto constituye una razon

de ser para dichos saberes.

Sin embargo, actualmente, se afronta una ausencia de las razones de ser de los
saberes matematicos como sefala Rojas y Sierra (2021). Por ejemplo, la razén del
porqué recurrir a los saberes de funciones estan ligados, en la mayoria de las veces,
a actividades sin una aplicacion a la vida real. Lamentablemente, se usa a las
funciones como una férmula para que el estudiante halle un valor o valores para
reemplazar. Ademas, existen actividades que se les pide determinar alguna
caracteristica de la funcion como su dominio o rango y tengan que seguir algun
algoritmo para llegar a una respuesta. Esto muestra un sentido superficial de estos

saberes y poco util como sefialan también Lujan (2019) y Donvito et al. (2017).

En consecuencia, los contenidos matematicos se estudian en bloques separados o
poco relacionados entre si. Un ejemplo de ello son los saberes de funciones y
sucesiones que se muestran en libros de texto del gobierno Minedu (2017a) y Minedu
(2017b) que al finalizar la unidad tematica se continia con un tema nuevo. Esto causa
que el estudiante piense que el tema anterior ya no le es util o no logre comprender

por qué se les ensefa estos saberes como sefiala Donvito et al. (2017).

Moraga et al. (2015) mencionan que los estudiantes, quienes inician estudios en la
universidad, tienen sus mayores dificultades en los cursos de matematicas, pues se
requiere el uso de un lenguaje simbdlico y pensamiento légico para conseguir un
aprendizaje significativo. Ademas, nos aclaran que los conocimientos adquiridos por
los estudiantes en el nivel medio necesitan ser reforzados con un enfoque mas actual
e integrador y se despojen de sus concepciones erroneas como sSe menciona a

continuacion: (a) un numero negativo elevado al exponente cero es -1 o el mismo
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nuamero negativo, (b) el cuadrado de la suma de dos numeros es la suma de cuadrados

de dichos numeros, entre otros (Gamboa et al, 2019).

Ademas, los estudiantes de las instituciones del nivel superior presentan dificultades
para aprobar los primeros cursos de la universidad. Segun Serrano (2013), indica que,
en Espafa, particularmente por motivos de la transicion de la secundaria a la
universidad, es complicado para el estudiante promedio comprender las matematicas,
principalmente, por la forma como las matematicas fueron ensefadas en el nivel
secundario. Por ende, se presenta nociones desarticuladas, aisladas y carentes de

sentido como se sefiala también en Flores (2019) y Donvito et al. (2017).

En la misma linea, Duche et al. (2020) mencionan que los estudiantes, en los primeros
ciclos de universidad en el Peru, tienen dificultades para adaptarse a la vida
universitaria, donde la causa mas importante académicamente es la poca capacidad
de razonamiento l6gico matematico, acompafado de la falta de habilidad para resolver
operaciones matematicas. Por esta razon, algunas instituciones universitarias
establecen como solucién desarrollar un ciclo de nivelacién antes del ingreso o llevar
cursos de nivelacion después del ingreso que implica contenidos matematicos con el
fin de que el estudiante tenga cierta base para afrontar sus primeras clases en la

universidad.

Por lo expuesto, se evidencia la necesidad de implementar y mejorar las estrategias
educativas (en particular en el primer ciclo de universidad) para una mejor adaptacion
de los estudiantes en cursos de contenido matematico. Por esta razén, nuestro trabajo
implementa un REI con estudiantes del primer ciclo de universidad, ya que favorece a
la articulacién de nociones (Serrano, 2013). En nuestro caso, se realiza relacionado a
los saberes de funciones. Ademas, el REI parte de una cuestion que, da sentido a los
saberes que emergen en su desarrollo. Esto permitird en los estudiantes una razon

para estudiar estas nociones (Donvito et al., 2017).

Asimismo, en esta investigacion, se postula una razén de ser para los saberes de
funciones mediante un problema que parte de una pregunta que permite un proceso
de modelizacion matematica en un contexto de la vida real. De este modo, se busca
la articulacion de saberes matematicos relacionado a funciones y determine un
aprendizaje de las matematicas con mayor significado. Para esto, es relevante que

los estudiantes sientan satisfaccion cuando puedan relacionar cualquier saber
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matematico con actividades o trabajos de la vida cotidiana como se indica también el

curriculo peruano (Rutas de Aprendizaje) (Minedu, 2013).

Desarrollando dicha razén de ser sobre el tema de funciones, se contribuira en dar
sentido el estudio de funciones (las funciones lineal, cuadratica, exponencial entre
otras). Esto se debe a que muestran relevancia, ya que forma parte del curriculo
institucional, que deben seguir los estudiantes tanto del nivel secundario como del
nivel universitario. Su estudio es mas detallado en las diversas carreras universitarias,

como ingenierias y ciencias basicas.

En el Curriculo Nacional (Minedu, 2016), se evidencia que, en el nivel secundario, el
tema de funciones aparece dentro de las capacidades que deben desarrollar un
estudiante en los niveles 6, 7. La competencia destacada indica lo siguiente:
“‘Resuelve problemas de regularidad, equivalencia y cambio”. Ademas, se evidencia
la capacidad siguiente: “Resuelve problemas relacionado a analizar cambios
traduciéndose a expresiones algebraicas que contengan reglas del tipo funcion
exponencial, funcion periddica, funcidon cuadratica, funciones lineal y afin, evaluar si
la expresion cumple las condiciones del problema expresar comprension de su regla

de formacion, etc.”. Esto se reafirma con la Figura 1.

Figura 1

Tema de funciones en el Curriculo Nacional.

DESTACADO

Fesuelve problemas referidos a analizar cambios discontinuos o regularidades, entre magnitudes, valores o expresiones; traduciéndolas
@ expresiones algebraicas que pueden incluir |a regla de formacion de sucesiones convergentes o divergentes, funciones periodicas seno
y COseN0, © ecuaciones exponenciales que mejor se ajusten al comportamiento. Expresa su comprension de las propiedades o elementos
de los sistemas de inecuaciones lineales, ecuaciones exponenciales y funciones definidas en tramos; usando lenguaje formal y diversas
representaciones; y las usa para interpretar informacion cientifica, financiera y matematica. Combina e integra un amplio repertorio de
recursos, estrategias o procedimientos matemdticos para interpolar, extrapolar valores o calcular el valor méximo o minimo de sucesiones
y sumatorias notables, asi como de funciones trigonométricas y evaluar o definir funciones por tramos; optando por los mas pertinentes a
la situacion. Elabora afirmaciones sobre |a validez general de relaciones entre conceptos y procedimientos algebraicos, asi como predecir el
comportamiento de |as variables; las sustenta con demostraciones o argumentos que evidendan su solvencia conceptual.

Resuelve problemas referidos a analizar cambios continuos o periddicos, o regularidades entre magnitudes, valores o expresiones,
traduciéndolas a expresiones algebraicas que pueden contener la regla general de progresiones geométricas, sistema de ecuaciones
lingales, ecuaciones y funciones cuadraticas y exponenciales. Evalla si la expresion algebraica reproduce las condiciones del problema.
Expresa su comprension de |a regla de formacion de sucesiones y progresiones geometricas; la solucion o conjunto solucion de sistemas
de ecuaciones lineales e inecuaciones; la diferencia entre una funcidn lineal y una funcidn cuadritica y exponendial y sus pardmetros; las
usa para interpretar enunciados o textos o fuentes de informacion usande lenguaje matematico y graficos. Selecciona, combina y adapta
variados recursos, estrategias y procedimientos matematicos para determinar términos desconocidos en progresiones geométricas,
solucionar ecuaciones lineales o cuadraticas, simplificar expresiones usando identidades algebraicas; evalla y opta por aquellos mds
iddneos segln las condiciones del problema. Plantea afirmaciones sobre enunciados opuestos o casos espediales que se cumplen entre
expresiones algebraicas; asi como predecir el comportamiento de variables; comprueba o descarta la validez de la afirmacion mediante
contragjemplos y propiedades matematicas.

Nota. Nociones de funciones en el Curriculo Nacional. Fuente: Minedu (2016).
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En el nivel universitario, el tema de funciones aparece en cursos del primer ciclo,
denominados Matematica Basica, Fundamentos de la Matematica o Matematica I, etc.
Por ejemplo, en el curso de Matematica, de los estudiantes del primer ciclo de
Medicina Humana de una universidad del Peru, se aprecia el tema funciones, que
abarcan contenidos sobre la funcion inyectiva, inversa, funciones especiales,
exponencial, logaritmo, por tramos y propiedades sobre estas como se muestran en

la Figura 2.

Figura 2

Temas de funciones en el curso de Matematica de una universidad.

SESION | CONTENIDOS CONCEPTUALES CONTENIDOS PROCEDIMENTALES ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

Sesion en linea T: Exposicion - didlogo
Lectura, cuestionario, clase grabada y

Funciones y Algebra de funciones

- Dominio y rango de una funcion foro.
- Funciones especiales en R - ldentifica la funcion y determina el dominio y rango de ella
7 - Operaciones con funciones - Grafica e identifica las diferentes funciones especiales
- Resuelve las diferentes operaciones con funciones. Tarea Actividad aplicativa 7: Aplican
Eduardo Espinoza; Matematica Funciones y Algebra de funciones.
Basica. Editorial Servicios Lectura, cuestionario, exposicion y
Gréficos 2008 prueba_
. : Sesion en linea 8: Exposicion - didlogo
) mﬁmm defunciones - Identifica y resuelve [a composicion de una funcion. ) Lectura, cuestionario, clase grabada y
- |dentifica funciones inyectivas, graficandolos en el plano cartesiano o en for.
- Funcwgnes exponenciales. forma sagta
= raFnugnomon exponencial dominoy | _ Identifica, grafica y resuelve a las funciones inversas
- Identifica y aplica las diferentes propiedades de la teoria de exponentes y

- Funcitn logarfmica. logaritmicas en los ejercicios y problemas de las guias.

8 = ;L;ncémes BopnesCry) | dentifica y aplica propiedades para el calculo del dominio y rango de las | Tarea Actividad aplicativa 8: Aplican
Grégﬂdo o —m—— funciones exponenciales y logaritmicas. Funciones exponenciales.
) Apiicaciones - Grafica a la funcion exponencial y logaritmica e identifica mediante el grafico | Lectura, cuestionanio, exposicion y
A " el dominio y rango de la funcidn. prueba
Equ_a\rdc Espnoza. Matemdfica | _ denfifica y resuelve las funciones en las diversas situaciones problemaficas de
Bésica. Editorial Servicios la vida diaria

Graficos 2008

Nota. Desarrollo de contenidos sobre funciones del curso de Matematica,
Facultad de Medicina Humana. Fuente: USMP (2022).

Ademas, desde la perspectiva del conocimiento de una persona, los saberes de
funciones poseen mucho valor, debido a las diferentes aplicaciones que se le puede
aplicar en la vida diaria. Por ejemplo, estan los temas de Matematica Financiera (como
es el caso de los depdsitos a plazos, préstamos, e intereses y otros) los cuales
estamos familiarizados (Donvito et al., 2017). Ademas, se presentan en problemas
relacionados a la economia, la estadistica, la ingenieria, la medicina, la quimica, la

fisica, la astronomia, la geologia, y otros (Reyes, 2015).

Por otra parte, en la linea de investigacion de la didactica de las matematicas, se han

desarrollado investigaciones relacionadas propuestas de razones de ser de saberes
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matematicos mediante un proceso de modelizacion. Esto implica que el estudiante
recurra a una gran variedad de saberes de las matematicas, recuperando el sentido
del estudio de las matematicas como las realizadas por Rojas y Sierra (2021), Serrano
(2013), Lucas et al. (2017), Donvito et al. (2017), entre otros. Por ello, es importante
escoger a los recorridos de estudio e investigacion para una modelizacidn matematica
en torno a los saberes de funciones. Ello nos permitira establecer una razén de ser
para dichos saberes. Esto significa desde la perspectiva de la TAD, realizar una
ensefianza fundamentalmente a partir de las cuestiones a las que responde dicho

saber, lo que determina la razén de ser de dicho saber segun (Rojas y Sierra, 2021).

Por ello, los REI que son un dispositivo didactico que facilita la modelizacion
matematica (basada en la pedagogia que Chevallard denomina la Pedagogia de la
Investigacion y del Cuestionamiento del Mundo). Es decir, la ensefianza es a través
de preguntas planteadas al estudiante, lo que permitira al alumno construir su
conocimiento y dar sentido a las matematicas mediante un estudio por investigacion.
La idea es que el estudiante presente una mejor concepcion sobre las nociones

matematicas que se quieren ser ensefiados (Donvito et al., 2017).

Por lo tanto, se plantea disefiar un REI para que sirva de apoyo a los docentes que
ensefian cursos de Matematicas en el ultimo afo del nivel secundario o en los
primeros ciclos de universidad, y en cursos que hagan uso de las nociones de
funciones y las que se lleguen a articular en el proceso de modelizacion de nuestra
propuesta. La idea es que puedan mostrar a sus estudiantes una posible razén de ser

sobre los saberes de funciones, que dara sentido a lo que se esta ensefiando.

Al término de este trabajo de investigacion, se disefara una actividad matematica, que
podrian usar los docentes de diferentes instituciones educativas, al tener una razén
de cuando uno puede usar los saberes de funciones y a qué cuestiones responden.
Ademas, la implementacion de este REl permitiria tener en sus manos una
herramienta que articule los saberes de funciones en el nivel secundario o universitario
mediante una ensefianza de preguntas lo que se define como una ensefanza por
investigacién. Al respecto, Donvito et al. (2017) sefiala: “La busqueda, construccion y
difusidn de posibles respuestas fundadas a preguntas relevantes, es basicamente lo
que hace la ciencia. Pero también es lo que hace un ciudadano que responsablemente

toma decisiones acerca de la sociedad en la que vive” (p. 7).
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Ademas, el aporte de disefiar una actividad mediante un dispositivo didactico como el
REI, genera una herramienta idonea para la ensefianza de la nocion de funciones, ya
gue esta forma de ensefianza motiva al estudiante a dejar de ser un simple espectador
como en un museo cuando se visita a las obras 0 monumentos, que determina una
pedagogia monumentalista (Chevallard, 2005, citado por Otero et al., 2013), y

convertirse en el arquitecto de su propio conocimiento.

De esta manera, nuestra investigacidon muestra su relevancia, sumandose a las demas
investigaciones de disefio de actividades mediante el REI. Esto sirve de apoyo a las
demas instituciones educativas y a posteriores investigaciones en el desarrollo y
disefo de otras actividades relacionadas a la nocién de funciones elementales u otros

objetos matematicos en distintos niveles de la educacion.
1.3. Preguntay objetivos de la investigacion
A continuacion, se presentara nuestra pregunta de investigacion:

¢ Qué grado de completitud presenta una organizacién matematica de la nocién de
funciones por medio de un Recorrido de Estudio e Investigacion sobre un contexto de

COVID-19 con estudiantes del primer ciclo de universidad?

Objetivo Principal:

Analizar el grado de completitud de la organizacion matematica de la nocion de
funciones realizado por medio de un Recorrido de Estudio e Investigacion relacionado
al tiempo que toma alcanzar la inmunidad de rebano respecto al COVID-19 con
estudiantes del curso de Matematica de la Facultad de Medicina Humana de una

universidad
Objetivos especificos:

1. Identificar las praxeologias matematicas que se podrian presentar en el disefo
del REI propuesto

2. ldentificar las praxeologias matematicas asociadas al contenido que se
presente en la implementaciéon del REI

3. Analizar los indicadores de grado de completitud de la organizacion matematica

de la nocion de funciones en base a los resultados del REI implementado
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CAPITULO II: FUNCIONES

Este capitulo, se sumerge en la historia de las matematicas para determinar de qué
forma aparece la nocién de funciones, qué tipo de problematicas motivan el uso de
este objeto matematico e identificar las nociones que favorezcan su emergencia. La
finalidad es establecer una base para el disefio de la actividad didactica que

pretendemos proponer entorno a los saberes de funciones.
2.1. Analisis epistemolégico

A continuacién, organizaremos la evolucién de la nocién de la funciéon como se realiza
en Sastre et al. (2008) en tres periodos: Epoca Antigua, Edad Media y Periodo

Moderno
2.1.1. Epoca Antigua

En este primer periodo, Sastre et al. (2008) mencionan que no se muestran evidencias
de la idea abstracta de variable, que es un elemento de la nocion funcién. Esto se
debe a las cantidades que se describian verbalmente o por medio de graficos. Sin
embargo, Ruiz (1994) senala que los términos (longitud, anchura, area y volumen)

servian para ese fin, por ejemplo, 7 longitud + 5 longitud = 12 longitud.

Otras nociones cercanas a la nocion de funcidon son en el conteo que evidencia una
correspondencia entre un conjunto de objetos y una secuencia de numeros. Esta
accion parece ser evidente en las personas de la antigiedad. Por ejemplo, el hombre
prehistorico dejé marcas simples en huesos, que pudo ser producto de haber contado
algo. Esto implicaria que la nocién de funcion tiene su origen en el desarrollo de la

nocién numero (Sastre et al., 2008).

Por otro lado, Sastre et al. (2008) indican que los babilonios (2000 a.C. — 500 a. C.)
ya habian conseguido construir varias tablas numéricas, donde se presentaba el
resultado de multiplicaciones y divisiones, de cuadrados, de cubos y raices cuadradas
y cubicas. En cambio, los egipcios, en el Papiro de Rhind (Egipto 1700 a.C.), muestran
tablas de descomposicion de fracciones, que era usada para facilitar los calculos de

la época (Ugalde, 2014).
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Por ello, se observa un aspecto elemental de la nocién de funcién, llamado concepto
de dependencia entre cantidades, que estan presentes en las tablas de arcilla de los
babilonios y en los papiros egipcios (Ugalde, 2014). Por ejemplo, los babilonios
muestran en sus tablas como calculaban el producto de dos numeros, donde este
producto dependia del valor de los cuadrados de los numeros y la suma o diferencia

de estos (Ugalde, 2014). Esto se muestra en la Figura 3.

Figura 3

Relacion de los babilonios para calcular el producto de dos numeros.

Nota. El producto de dos numeros depende de los cuadrados de los numeros y de la

suma o diferencia. Fuente: Ugalde (2014, p. 5)

Ademas, las representaciones en estas tablas tienen forma de columnas como las
usadas actualmente para representar a funciones de una variable real y = f(x)
(Ugalde, 2014).

Por lo descrito, los babilonios aun no llegan a usar la nocién funcion como se usa en
la actualidad. Sin embargo, Sartre et al. (2008) y Ugalde (2014) mencionan que se
evidencian estudios sobre problemas donde se encontraban implicito nociones que se
aproximaban a la nocion de funcién en tablillas: la variacion de la luminosidad de la
luna en intervalos de tiempo iguales, periodos de visibilidad de un planeta respecto a
su posicion relativa con el sol y la relacién pitagérica en ternas de numeros positivos
a, by c en la Tablilla de Plimpton (Figura 4), que cumple a? + b? = ¢? (Mansfield y
Wildberger, 2017). Estos tienen la idea de funcionalidad, es decir, de dependencia o

correspondencia, de relacion entre cantidades (Ferrari y Farfan, 2004).
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Figura 4
Tablilla de Plimpton 322.

Nota. En esta tablilla babilonica aparecen ternas pitagoricas como la terna 119, 120

y 169. Fuente: Universidad de Nueva Gales del Sur/ Andrew Kelly (s.f.)

Otra nocién anterior a la nocidn de funcién es la nocién de férmula, cuya interpretacion
es que a diferentes valores o variaciones de una cantidad inicial producen diferentes
resultados de una cantidad final, donde los babilonios y egipcios no llegaron a

proponer dicho concepto (Ugalde, 2014).

Del mismo modo, Ruiz (1994) afirma que los babilonios no expresan sus resultados
de forma general, pues sus tablillas solo presentan casos concretos, sin formulaciones
genéricas. Por ejemplo, los egipcios usaban estrategias diferentes para resolver
situaciones semejantes como el calculo del area de un circulo. La estrategia, para
hallar el area del circulo de radio 3, es distinta a la estrategia para hallar el area del
circulo de radio 4. Sin embargo, se evidencia la nocion de dependencia, en el sentido

que al variar la longitud del radio varia también el area del circulo (Ugalde, 2014)

Por otra parte, Mesa (2008) senalan que los babilonios presentaban situaciones
relacionadas a nociones cuadricas, es decir, relacionadas a la nociéon de funcion

cuadratica. Por ejemplo, revisemos la siguiente situacion:

“Hallar un numero talque sumado a su inverso dé un numero dado” (Kline, 1972 como

se cité en Mesa, 2008)

Esta situacion implica formular una ecuacion cuadratica, acercandose de esta forma

a expresiones que se usan en una funcién cuadratica.
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Por otro lado, Ruiz (1994) indica que los griegos de esta época determinan que el
estudio de los objetos en movimiento es materia de la fisica, mientras que en las
matematicas las nociones de cambio y movimiento no eran tomadas en cuenta por
considerar que “los objetos matematicos no estan sujetos al movimiento con sola
excepcion de aquellos a los que se refiere la astronomia” (Aristoteles como se citd en
Ruiz,1994, p.151).

Por ello, es que los estudios realizados en ese momento se encontraban limitados por
las normas que existian, y en consecuencia se estudiaban, por ejemplo, objetos fijos
y sus relaciones como en los Elementos de Euclides (Ruiz, 1994). Ademas, los griegos
hablaron en términos de incognitas e indeterminadas mas que en términos de
variables. Esta postura fue un obstaculo para el desarrollo de la nocién funcién, pues

solo llegarian a alcanzar las nociones de proporcion y ecuaciones (Ruiz ,1994).

Por otro lado, Ugalde (2014) sefiala que las nociones primitivas de funcion como la
nocion dependencia se muestran con mayor claridad en el campo de la Fisica, con
Arquimedes y las leyes de la Mecanica. Por ejemplo, en el principio de Arquimedes,
se indica: “Todo cuerpo total o parcialmente sumergido en un fluido sufre un empuje
de abajo hacia arriba por una fuerza de magnitud igual al peso del fluido que desaloja”
(Whitten,1985 como se cité en Vera et al., 2010, p.6).

En este principio, es notorio la dependencia entre la fuerza y el cuerpo sélido. Es decir,
al cambiar de cuerpo sdélido y sumergirlo en algun fluido determinara una variacion en
el peso del liquido desalojado, lo que segun la definicion equivale a una variacién en

la fuerza.

Segun Ugalde (2014), dentro de otros trabajos, Arquimedes evidencia también la

nocién de dependencia como se muestra a continuacion:

“El area barrida por el radio en la segunda vuelta es 6 veces el area de la primera
vuelta.” (Ugalde, 2014, p.6)

“La esfera tiene un area y un volumen equivalentes a dos tercios de los del cilindro.”
(Ugalde, 2014, p.6)

Ademas, Arquimedes descubre una relacion entre areas sobre la cuadratura de la

parabola, afirmando lo siguiente:
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El area comprendida entre una parabola y una linea recta es 4/3 del area de un
triangulo que tiene por base el segmento de la recta y cuyo vértice superior esta
sobre la parabola, en el punto medio que forman las verticales a través de los

puntos de interseccion. (Ugalde, 2014, p.7)

En estas afirmaciones, Arquimedes evidencia el uso de la nocion de proporcion entre
cantidades, el cual es una nocion primitiva de la funcion lineal (Gomez, 2011).

Ademas, en la Figura 5, se muestra cdmo se veria dicha relacidn entre areas.

Figura 5

Relacion de Arquimedes sobre el area dentro de una parabola.

Nota. Tomado de Ugalde (2014, p.7).

Por otra parte, Euclides, en su obra Elementos contiene la teoria de las proporciones

;. . a a an— An— .z
numeéricas continuas de la forma =2 = 2 = ... 2=2 = —2=1 |g que lo lleva a la nocién de

a az an-1 an

progresion geométrica de numeros enteros. Esto muestra que la relacidén entre los

elementos de una proporcion continua es una forma antigua de la potencia de
numeros (Ribnikov ,1991), la cual es una nocion que se proxima a la nocién de funcién

exponencial.

También, se indica en Ribnikov (1991), que en la obra de Arquimedes denominada E/
Arenario, se encuentran escritas las potencias sucesivas de una base al,a?, a3, ..,

motivando la propiedad: a™. a™ = a™*™. Por lo tanto, se deduce que las nociones
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basicas de exponente y potencia eran conocidas en este periodo. Estos hallazgos
hacen que se acerquen a las expresiones que se usa actualmente en una funcién

exponencial.

Ademas, Segun Sastre et. al (2008), en este periodo, aparecen los llamados
problemas clasicos: (a) el problema de la cuadratura del circulo y b) la duplicacion del
cubo. Estos se identificaron como problemas no planos, es decir, problemas que no
pueden ser resueltos con regla y compas. Para resolver este tipo de problemas, es
necesario usar las cénicas y construir nuevas curvas como lo hicieron Apolonio,

Arquimedes, Pappus, entre otros.

También, se sefala que problemas relacionadas a la astronomia fueron resueltas por
los griegos mediante las tablas del seno y coseno, las cuales eran similares a las
tablas actuales (Sartre et al., 2008). Uno de estos problemas era calcular la distancia
de la tierra al Sol y los tamafios de estos, las cuales fueron resueltas por Aristarco
(Vargas, 2019).

Los arabes también muestran indicios de lo que se conoce como las razones
trigonométricas en la actualidad. Ellos poseian las tablas de senos, cosenos, secante,
cosecante, tangente y cotangente. Al parecer, esto permitié surgir a las nociones de
funciones trigonométricas. Sin embargo, la nocién de este tipo de funciones estaba
aun implicita y debia esperar, ya que las obras de esa época eran distintas a la

trigonometria elemental de hoy (Ugalde, 2014).

Por otro lado, una tradicion enfocada en las matematicas helenisticas pone en relieve
ala geometria y los métodos deductivos. Tabit ibn Qurra descubre una formula general
para hallar “nUmeros amigos”, es decir, dos numeros positivos tales que cualquiera de
ellos es la suma de los divisores propios del otro. Por ejemplo, esta el numero 220
cuyos divisores propios son 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55y 110, y el numero 284
con divisores propios 1,2,4,71 y 142. Luego, se verifica que, 220 y 284 son numeros
amigos (Ugalde, 2014).

También, existen nociones primitivas de funcion: las tablas de valores, la férmula, y la
nocién de dependencia y correspondencia. Luego, los artesanos arabes de la época
lograron construir en sus ceramicas lo que vendria ser una parabola. Esta

construccion tiene influencia griega, que presenta las siguientes indicaciones:
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Sobre una recta AG se situa un punto arbitrario B y se traza la recta BE,
perpendicular a AG. En el segmento BG se marcan puntos arbitrarios H, D, Z, ...
Las semi circunferencias de diametros AH, AD, AZ, ... determinan,
respectivamente, los puntos T, |, F, ... de la recta BE. los puntos K, L, M, ... de la
figura pertenecen a la parabola de vértice B, eje AG y parametro AB. (Ugalde,
2014, p.9)

Realizando estos pasos, se obtiene la parabola mostrada en la Figura 9, donde la
recta directriz y el foco ambas de color rojo, estan ubicadas a un cuarto de distancia

del punto B.

Figura 6

Forma que dibujaban a una parabola los artesanos arabes.

Nota. Tomado de Ugalde (2014, p.9).

Este disefo que realizaban los arabes dista de la nocién funcién cuadratica por el
método geométrico empleado. No obstante, muestra relacion con la parte grafica, lo

cual forma parte la nocion de funcion cuadratica (Ugalde, 2014).

Por lo tanto, en este periodo, no se muestra la nocién de funciéon, a pesar de que
existieron problemas que tenian oculta la idea de funcién, pero no pudieron

identificarla. Por ende, no hubo simbolos para representarla (Sartre et al., 2008).
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2.1.2. Edad Media

En este periodo, se hicieron investigaciones sobre fenémenos naturales como calor,
luz, color, densidad, distancia y velocidad media de un movimiento uniformemente
acelerado. Ademas, se usaban las ideas de cantidades variables independientes y
dependientes, aunque sin una definicion formal. De este modo, la evolucién de la
nocion funcion estaba relacionada al cambio y en particular al movimiento. Entonces,
se describia a una funcién mediante sus propiedades especificas o un grafico (Sastre,
et al., 2008).

Por otro lado, el desarrollo del concepto funcion fue muy escaso. Sin embargo, hay
dos sucesos casi al final del siglo XIV. El primer suceso es el uso de un “algebra de
palabras” para mostrar las relaciones de tipo funcional; es decir, hay que utilizar letras
en lugar de numeros para sustituir cantidades variables y expresar, en palabras, las
operaciones de suma, resta, etc. El segundo suceso es el desarrollo de una
representacion grafica que modela la manera de cémo varia algunos elementos como

fendmenos naturales (Ugalde, 2014).

En la Figura 7, se observa a la izquierda una velocidad constante, al centro
velocidades con aceleraciones constantes (una con velocidad inicial cero y la segunda
con una velocidad inicial dada) y a la derecha la velocidad con aceleracion variable.
Se evidencia que los segmentos horizontales representan el tiempo y los verticales
las velocidades. Esto nos muestra un acercamiento a la gréafica de funciones como la
funcién constante, lineal y otras, mediante el estudio de la velocidad de un objeto
(Ugalde, 2014).

Figura 7
Version primitiva de una representacion grafica entre la velocidad y el tiempo realizada

por Oresme.

Nota. Tomado de Ugalde (2014, p.10).
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Segun Ugalde (2014), en estas representaciones, no hay indicios de una escala o
posiciones relativas en el segmento horizontal. En consecuencia, no existia una

relacion de tipo algebraico como en el plano cartesiano que surge mas adelante.

Por otro lado, Ugalde (2014) senala y describe dos situaciones como relevantes entre
los siglos XV a XVI en Europa. La primera situacion es el uso de simbolos para
representar objetos matematicos. Entre los personajes que comenzaron a usar

simbolos para representar objetos matematicos, se tienen a los siguientes:

“‘Al-dJwarizmi 830 escribid: census et quinque radices equantur viginti quator para

representar x + 5vx = 24”(Ugalde, 2014, p. 10)

“Cardano en 1545 mencionoé: “cubus p6 rebus aequalis 20" para representar x3 +
6x2 = 20” (Ugalde, 2014, p. 10).

“Viéte en 1570 escribio: “C+8Q+16N aequ 40” para representar x3 + 8x2 + 16x = 40"
(Ugalde, 2014, p. 11).

“Descartes en 1637 escribiria la ecuacion anterior en la forma: “xxx+8xx+16x=40"
(Ugalde, 2014, p. 11).

La segunda situacion es el inicio del estudio de la naturaleza por parte de la comunidad
cientifica de esa época (Ugalde, 2014). Plantearon problemas desde un punto de vista
experimental y fisico, que los llevd a relacionar las variables para expresarlos y
representarlos mediante numeros. Ello implica nuevas relaciones que se iban
verificando experimentalmente. Estudiando los fendmenos naturales desde este
nuevo enfoque matematico, se descubren nuevas relaciones y un gran avance en las

matematicas.

Por lo tanto, estas dos situaciones aportan al desarrollo de las matematicas y, en
particular, para la nocion de funciones, ya que con ello comienzan a emerger
elementos como los simbolos para expresar a una funcién (Ugalde, 2014). Ademas,
el estudio de la naturaleza determinara el uso de la nocion variable (Sastre et al.,
2008). Por ello, Ribnikov (1991) menciona que las matematicas evolucionan
desarrollando principalmente la mejora de la simbolizacion algebraica y la formacion
de la trigonometria como ciencia. Por ejemplo, en la Figura 8, se muestra la

simbolizacién realizada por Nicole Oresme. Esto mejora la nociéon de potencia al
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introducir los exponentes fraccionarios y realizar operaciones que se adelanta a la

idea de logaritmo con una notacidn especial.

Figura 8

Simbolizacion realizada por Nicole Oresme.

Nota: Tomado de Ribnikov (1991, p. 122).

Segun Foti (2021), en la obra Triparty en la science des nombres, del matematico
Nicolas Chuquet, se introducen los exponentes negativos y el cero. Los cuales son
elementos importantes para la teoria de exponentes y que forma parte de la nocion

de funcion exponencial.
2.1.3. Periodo Moderno

Al inicio de este periodo, Sastre et al., (2008) sefalan que se producen sucesos

relevantes para el desarrollo de la nocion de funcion como se indica a continuacion:

a) La extension del concepto numero al de numeros reales e incluso a numero
complejos

b) La creacién del algebra simbdlica

c) El estudio del movimiento como un problema central de la ciencia

d) La union entre algebra y geometria

Segun Bombal (2014), menciona que Galileo realiz6 diversos estudios entre ellos el
estudio el movimiento en la naturaleza, por ejemplo, los planetas y los cuerpos. Sobre
este Ultimo punto investiga la caida de los cuerpos en un plano inclinado. El encuentra
relaciones entre las trayectorias y las velocidades con la inclinacién del plano, y toma
variables como la velocidad, tiempo y la distancia (Mesa, 2008). Se empieza de este

modo el estudio matematico del movimiento de los proyectiles.

Por otro lado, Mesa (2008) menciona que Galileo llegd a usar la parabola como una

forma de representacion de un fendmeno de movimiento de tipo cuadratico, ya que al
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momento de tratar los incrementos de la parabola afirma que estos corresponden a la

progresion de los numeros impares.

En Ferrari y Farfan (2004), se sefiala algunos alcances de las investigaciones
realizado sobre la descripcion del movimiento de cuerpo en este periodo, tales como
el movimiento uniforme (cuerpo con velocidad constante) o la caida libre de un cuerpo
(cuerpo con aceleraciéon constante) con una relacion tipo progresion aritmética. Sin
embargo, para describir el movimiento de un cuerpo bajo la resistencia del medio en
el que se mueve, se usa las progresiones geomeétricas, debido a que la velocidad del

cuerpo disminuye de manera proporcional.

Sastre et al., (2008) mencionan que Galileo contribuyd a la creacion de la nocion de
funcién (al agregar numeros a sus representaciones graficas y al expresar las leyes
de movimiento) donde usé el lenguaje de la teoria de proporciones. Ademas, en sus
trabajos, aparecen varias expresiones de relaciones funcionales, pues muestra de
forma clara en palabras y en el lenguaje de proporciones (se estan usando variables

y funciones).

En este periodo, Foti (2021) menciona que la notacion exponencial y su nocion siguid
desarrollandose. Ademas, la ciencia arabe muestra su influencia, la cual se evidencia
en la obra la Arithmetica Integra de Michael Stifel. Ahi aparece el tema de las
relaciones entre las progresiones aritméticas y geométricas, de la misma forma que
Chuquet relaciona potencias de base dos con exponentes de 0 a 20. En Ferrari y
Farfan (2004), sefialan que inicialmente se consideraba como una transformacién de
las progresiones que facilitaba los calculos relacionados a necesidades sociales de

navegacion, artilleria y astronomia.

Posteriormente, los logaritmos se les dota de una grafica que, acompafiadas de su
expresion algebraicas, logran resolver problemas fisicos, completar el modelo
matematico de la cuadratura de las curvas e inician una nueva forma de expresarlas

mediante series de potencias (Ferrari y Farfan, 2004).

También, se senala que Stifel da una importancia practica a la asociacion entre una
progresion aritmética y una geométrica (Vargas, 2012 como se cité en Foti, 2021),
como se muestra en la Figura 6. Esto determina un acercamiento a la nociéon de

funcién exponencial en su representacion de tipo tabular.
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Figura 9

Relacion entre PA y PG, que origina la propiedad de producto de potencias de base

igual a 2.

Nota. La primera fila del bloque es una PA y la segunda fila es una PG. Tomado de
Vargas (2012, p.48)

Sobre la Figura 9, Foti (2021) sefala lo siguiente:

Stifel realiza una comparacion de las operaciones sobre los términos de las
progresiones, por ejemplo: suma dos términos de la progresién aritmética como 2
y 4, obteniendo 2 + 4, y lo relaciona con la multiplicacion de los términos de la
progresion geométrica de la segunda fila obteniendo 4 x 16 = 64. Los numeros
de dicha progresion aritmética son los exponentes. Se observa que los valores de
la segunda fila de la tabla se obtienen elevando la base 2 con dichos ndmeros,

haciendo uso del exponente negativo y fraccionario (p.17).

Ademas, Foti (2021) comenta que es complicado encontrar los origenes de las
funciones exponencial y logaritmo. Asimismo, sobre las nociones que dieron origen a
los logaritmos, detalla que Napier debe haber pensado sobre las sucesiones de
potencias de un numero dado, que habian sido publicadas anteriormente como en las

obras de Stifel y Arquimedes, por ejemplo (Boyer, 199, como se citd en Foti, 2021).

Por otro lado, Ferrari y Farfan (2004) afirman que el pensar en funciones
exponenciales, logaritmicas y otras como la covariacion de progresiones aritméticas y
geométricas sirve como argumento para la construccion de estas funciones

particularmente.

Con mas detalle, Ruiz (1994) comenta que Napier realizdé aportes en la introduccion
de los logaritmos, al comparar dos movimientos uno uniforme y otro donde la velocidad
es proporcional a su distancia de un punto fijo. De esta manera, obtuvo la primera

tabla de logaritmos.
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Sobre el algebra de René Descartes, es parecida a la actual, pues utiliza letras del
alfabeto, las primeras para los parametros constantes y las ultimas para las variables.
Estas las utiliza en notaciones de tipo exponencial (Boyer, 1999 como se cit6 en Foti,
2021).

También, se sefala en Foti (2021), que en la obra Arithmetica Infinitorum de John
Wallis, se muestra la evolucion de los exponentes. Se usa a los exponentes
fraccionarios y potencias irracionales, que seria el comienzo del célculo con funciones
trascendentes. Ademas, muestra que algunos de los principales aportes de Wallis son

los siguientes:

a) Mostrar que x° =1

.y — 1
b) Establecer la relacion x~! = o
- , . . . . 1 .
c) Definir a los numeros negativos como exponentes, es decir el indice de ~ como
T 1
—1 y el indice de —; como —2.
X

. v e s . . .1 . , . 1
d) Extender la definicién anterior a fracciones es decir E: tiene indice -7

Ademas, en el siglo XVII, comenzaron a formarse la geometria analitica gracias a los
trabajos de Descartes y Fermat quienes relacionaron el algebra con las curvas

geomeétricas (Foti, 2021).

Mas adelante, varios matematicos entre ellos Euler, Fourier y Cauchy estaban de
acuerdo con la naturaleza arbitraria de las funciones. Sin embargo, las veian como
expresiones analiticas (ecuacién que relaciona la variable dependiente con la variable
independiente) o curvas. Entonces, fue que Dirichlet propone considerar la nocién
funcion como una “correspondencia arbitraria” (Sastre et al., 2008). Asimismo, una las
funciones que construyo Dirichlet es una funcion de variable real discontinua en todo
su dominio, definiéndola de la siguiente manera:

,six € [a,b] N (R|Q)

1
f(x)={ 0 ,six€[a,blNQ

Luego, en el siglo XVIII, Euler crea el analisis infinitesimal en su obra Intruductio
Analysin Infinitorum. Ahi forman las bases del nuevo analisis como la nocién de
funcion que es fundamental para las funciones algebraicas y trascendentes
elementales (Foti, 2021). Estas ultimas (funciones trascendentales) ayudaron a

resolver problemas vinculadas a la Fisica (Sastre et al., 2008).
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Segun Sastre et al. (2008), una discusion entre d’Alambert y Euler sobre el problema
de la cuerda vibrante determina que la nocion de funcién evolucione. El problema
consiste en hallar una funcién, que modele la forma de una cuerda elastica y que vibra

sujeta por los extremos.

Por otro lado, Euler usa también los exponentes imaginarios. Esto le permite descubrir
a las funciones logaritmicas y exponenciales, siendo uno de los primeros en usarlas y

se usa hasta la actualidad (Foti, 2021).

De acuerdo con Ribnikov (1991), la definicién que Euler introduce sobre logaritmo se
muestra clara, y dice lo siguiente: “El logaritmo de un numero positivo es el exponente
al cual hay que elevar la potencia cuya base es la elegida para que dé el numero

prefijado: si a* = N entonces x = log, N” (Ribnikov,1991, p.222).

El trabajo de Euler muestra la deduccién de la férmula

ex=(1+%)

n

Donde i es un numero infinitamente grande. Luego, se simbolizaria
n

e’ = lim (1 +§)

n-—-oo

Finalmente, la definicion de funcién evoluciona impulsado con el desarrollo del algebra
abstracta y la topologia, donde surgen nuevas teorias de conjuntos. En este contexto,
un grupo de matematicos franceses denominado Nicolas Bourbaki proponen una
definicion de funcién similar a la Dirichlet, pero se diferencia en el dominio y el

codominio, ya que no son necesariamente conjuntos de numeros (Sastre et al., 2008).

En resumen, la forma cémo aparece las funciones en un inicio esta asociada a
necesidades de contar y medir. Esto hace que aparezcan las tablas al inicio de la
historia, la cual determina una nocion de correspondencia, y que luego se van
desarrollando relaciones entre las cantidades. Esto evidencia la nocion de
dependencia, lo que lleva a mostrar formulas entre las cantidades. Luego, se cambid
la forma de pensar sobre lo que deberia estudiar las matematicas, ya que se empezo
a estudiar la naturaleza que implica los cuerpos en movimiento. De esta forma, surge

las nociones de las funciones como se conocen en la actualidad.
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Por otra parte, el desarrollo de las tablas babilénicas tuvo como consecuencia que,
actualmente, usemos una de las representaciones de una funcion que es la tabla de
valores a la nocién de funcion (Sastre et al., 2008). Asimismo, el trabajo desarrollado
por los griegos sobre curvas motivd a que hoy usemos una representacion grafica
sobre las funciones. Ademas, se encontraron formas de construir una funcion como
es el caso de la funcion exponencial. Esta se puede realizar a partir desde una
progresion geométrica, desde la relacidén que existe con el logaritmo, desde la nocién

de potencia e inclusive desde la nocidn de funcion continua (Foti, 2021).

Por lo tanto, se tomara en cuenta la forma como van surgiendo las funciones. Para
esto, es importante tener presente las tablas de valores entre dos cantidades, cuyas
cantidades sean determinadas bajo una regla de formacion. Por ejemplo, esta el caso
de las progresiones que nos permite formar algun tipo de funciéon como la lineal, la

cuadratica, la exponencial, la logaritmica, la trigonométrica, entre otros.
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CAPITULO lll: MARCO TEORICO

En este capitulo, presentaremos a la Teoria Antropolégico de lo Didactico (TAD)
desarrollada por Yves Chevallard, como nuestro marco tedrico, con el fin de tener
elementos de la teoria, para realizar nuestra investigacion y de este modo alcanzar
nuestros objetivos. Dichos elementos son: la nocion de praxeologia, recorridos de

estudio e investigacion e indicadores de grado de completitud.
3.1. Marco teérico

En la escuela, casi siempre se ensefian saberes que responden a cuestiones que se
desconocen o se mantienen ocultas, y como consecuencia la razon de ser de esos
saberes continua en las sombras. En la actualidad se practica mucho la ensefianza
sin cuestionamientos, ignorando de este modo la relevancia de las preguntas en el

transcurso de la produccion de conocimiento (Gazzola et al., 2021).

La TAD ha identificado y descrito el fendmeno didactico: visitar las obras o también
llamado la monumentalizacion del saber y pérdida de sentido, donde en el modelo
didactico dominante, el profesor explica y presenta el saber como una obra
museografica, que los estudiantes solo pueden visitar, donde el saber que va a ser

ensefiado no es cuestionado y se estudia como un fin en si mismo (Otero et al., 2013).

Segun Otero et al. (2013), Las consecuencias de este tipo de ensefianza determinan
que la actividad del alumno sea minima y su lugar para explorar se reduzca a lo que
el profesor decide comunicar, lo que determina que el alumno apenas pueda
reproducir lo que le fue presentado. Otra consecuencia de este fendbmeno es la
eliminacion de preguntas las cuales son sustituidas por la ensefianza de respuestas.
De este modo la matematica se ensefia como un saber terminado y sin sentido, al que

solo se le atribuyen usos raros (Otero et al., 2013).

Por ello, nuestro interés es realizar un aporte que ayude a recuperar el sentido de los

saberes ensenados. Particularmente, cuando se ensena el tema de funciones.

La respuesta desde la didactica de las matematicas, al fendmeno de la
monumentalizacion del saber, se desarrolla en el marco de la TAD que nos muestra
a los recorridos de estudio e investigacion (REI), como un dispositivo didactico que

permite desarrollar segun Chevallard la Pedagogia de la Investigacion y del
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Cuestionamiento del Mundo, |la cual permite sustituir al modelo de ensefianza

tradicional por un modelo de ensefianza por investigacion.

Este dispositivo didactico nos permitira realizar una ensefianza por investigacion en
los estudiantes, lo cual determina una mayor responsabilidad en ellos, a través de una

ensefianza por medio de preguntas, como sefala Donvito et al. (2017).

Los principales lineamientos de la TAD. Segun Lucas (2010):
La Teoria Antropoldgica de lo Didactico fue iniciada por el investigador francés
Yves Chevallard a finales de los afios 1980; basicamente es una posicién de
estudio cuyo eje central es el hombre aprendiendo y ensefiando la Estructura
Matematica a través de las relaciones humanas frente a la relatividad del saber
cientifico con respecto a las instituciones sociales. En lugar de plantear los
problemas de ensefanza y aprendizaje en términos de qué hacer para que tal
o cual nocion, actividad o problematica puedan ensefarse o aprenderse mejor
y, en consecuencia, investigar las dificultades que surgen en los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas buscando la manera de
superarlas, la TAD se pregunta cuales son las condiciones que permiten,
facilitan o favorecen que determinadas actividades matematicas y didacticas
puedan desarrollarse (existir, tener lugar, o “vivir’) en un determinado entorno
institucional (la escuela primaria, la escuela secundaria, la universidad, un
entorno profesional determinado o la sociedad en general) y cuales son las
restricciones que dificultan, entorpecen o incluso impiden la puesta en practica

de estas actividades. (p.13)

Uno de los motivos de nuestra investigacion es desarrollar actividades que puedan
desarrollar un nuevo enfoque en la ensefianza y aprendizaje. Es por ello, que la Teoria
Antropologica de lo Didactico se alinea a nuestra necesidad, pues dispone de
dispositivos y metodologia que podemos usar en nuestro interés de recuperar la razon

de ser de la nocién de funciones.
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3.1.1. La nocién de praxeologia matematica

Segun Lucas (2010), Chevallard introduce a mediados de los afios 90 la nocién de
Praxeologia u Organizacién Matematica (OM), que es una de las nociones basicas de
la Teoria Antropolégica de lo Didactico. Uno de sus postulados base consiste en
considerar la actividad matematica como una actividad humana mas, esto le lleva a

introducir la nocidn de praxeologia.

La nocidén de Praxeologia o de Organizacion Matematica constituye asi la herramienta
fundamental para modelizar la actividad matematica. Con mas detalle, segun Bosch,
Gascon e Higueras (2006), la TAD propone que toda actividad humana puede ser
modelada mediante praxeologias (praxis + logos). En la cual es posible distinguir dos

niveles:

El nivel de la praxis, relacionado al saber-hacery a los tipos de tareas, los problemas,

y las técnicas que se construyen y usan para resolverlos.

El nivel del logos o del “saber”, aqui se hallan los discursos que describen, explican
y justifican las técnicas que se usan, denominadas tecnologia. Dentro del “saber” se
postula un segundo nivel de descripcidn-explicacion-justificacion (esto es, el nivel de

la tecnologia de la tecnologia) que se denomina teoria.

Segun Lucas (2010), esta descripcién de los elementos de una OM que estan
fuertemente relacionados entre si, como por ejemplo la consecuencia del desarrollo
de las técnicas genera nuevos tipos de tareas, provocando necesidad de nuevas
tecnologias.

En general, el bloque practico-técnico no puede vivir aisladamente en una institucion,
requerira la existencia del “discurso racional” que justifique la técnica y muestre su

pertinencia para llevar a cabo el tipo de tareas.
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Figura 10

Componentes de una praxeologia u organizacion Matematica.

Componentes Bloque
tarea
prdctico-técnico || Saber hacer
técnica
tecnologia
tecnoldgico-tedrico Saber
teoria

Nota. El sistema formado por estos dos bloques, o cuatro elementos, constituyen una
Praxeologia (Organizacion) Matematica (OM), considerada la unidad minima en que

puede ser descrita la actividad matematica. Fuente: Lucas (2010, p. 25).

Segun Chevallard (1999), existe una distincién de diferentes tipos de OM segun

el grado de complejidad de sus elementos:

* Praxeologias puntuales, si estan generadas por lo que se considera en la
institucidn como un unico tipo de tareas. Esta nocion esta definida a partir del bloque

practico-técnico.

* Praxeologias locales, resultado de la uniéon de diversas praxeologias puntuales.
Cada praxeologia local esta caracterizada por una tecnologia, que sirve para justificar

las técnicas de todas las praxeologias puntuales que la conforman.

* Praxeologias regionales, se obtienen mediante la coordinacidn, articulacion y union

de diversas praxeologias locales alrededor de una teoria matematica comun.

* Praxeologias globales, conformada por la integracion de varias praxeologias

regionales correspondientes a varias teorias.

Segun Bosh et al. (2006), es posible afirmar que lo que se aprende y ensefia en una

institucion escolar son praxeologias matematicas o, al menos, ciertos elementos de
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éstas. Esto determinan elementos que pueden ser analizados en el marco de la TAD

y caracterizar particularmente el estado de las nociones de funciones.

3.1.2. Los recorridos de estudio e investigaciéon

Para la construccion de nuestro REI, nos apoyaremos en investigaciones como la
realizada en Otero et al. (2013), donde se menciona que los REI permiten reformular
los programas escolares como un conjunto de preguntas generatrices, cuyas
respuestas permiten mostrar organizaciones matematicas que se proponen en los
planes de estudio, e introducen una nueva epistemologia, que devuelven sentido y la
funcionalidad a la matematica escolar, la cual reemplaza a, la pedagogia de visitar las

obras.

Segun Llanos et al. (2015), en un REI, un conjunto de estudiantes (X) investigan y
estudian una pregunta Q bajo la direccion del profesor (y) o de un conjunto de
profesores (Y); configurandose el sistema didactico S (X; Y; Q) con el objetivo de
desarrollar una respuesta R¥ a Q. El exponente en RY, indica que la respuesta a Q

esta condicionada a restricciones y que sirve como respuesta para Q.

Esta respuesta RY a su vez no esta establecida de antemano se construye y

reconstruye segun ciertas condiciones, y es funcional a la mismas.

De otro lado los autores mencionan que, RY es consecuencia del estudio llevado a
cabo, por lo cual se asume que la respuesta no es unica ni universal, sino efectiva al

sistema.

Para desarrollar una respuesta R* es necesario elaborar un medio M determinado por
_ (R RO RO :

M= {R},R}, RS, ..., RS, Quits o) Qu Qi 1, O, -, Op ), donde:

- Las R? son las respuestas disponibles y aceptadas por la cultura escolar, respuestas
“hechas” o pre - construidas, como las encontradas en los libros de textos, los
apuntes del profesor, en el internet;

- Las preguntas derivadas de Q, denominadas Qj, que orientarian el estudio en M,
estas preguntas derivadas determinan una forma de construir una respuesta para

Q, buscando algun tipo de informacioén sobre Q y bajo ciertas condiciones.
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- Las Oj, obras que deben estudiarse consideradas como potencialmente utiles para
encontrar una respuesta RY; es decir las teorias, montajes experimentales,

praxeologias matematicas o de otras disciplinas, etc.

Asi el sistema didactico S(X;Y; Q) construye y organiza (—) el medio M con la cual
engendrara o producira () una respuesta RY, y es denominado esquema herbartiano
desarrollado, segun Chevallard. Los REI se formalizarian a partir de dicho esquema,

que se denota como sigue:

[SX,Y,Qr {R},RL,RY, ...,RY, Quits s Qo Q1. Ot -, Op} ]2 R

Al plantear un REI el profesor plantea una pregunta generatriz Q = Q,, cuyo estudio
nos llevara a ver OM, en nuestro caso de la disciplina de las matematicas,
estableciéndose asi una cadena de preguntas y respuestas P = (Q;;R;) 1<i<n
que son la parte vital de este proceso de estudio, siendo Q; todas las preguntas que

se van planteando, R; sus respectivas respuestas.

Como se aprecia el recorrido comienza con Q, , el analisis de sus posibles respuestas
determina recorridos potenciales generados por las preguntas derivadas de Q,,
denominadas Q;. Pero antes de disefiar el REl es necesario construir un Modelo
Praxeolégico de Referencia (MPR), el MPR se realiza al inicio con el objetivo de
analizar cdmo podrian ser las OM que la pregunta generatriz Q, permite estudiar, y
las que proponen los estudiantes, se describen caracteristicas del REI a aplicar, las
posibles respuestas a Q, y la emergencia de nuevas preguntas que se generan como

consecuencia de su desarrollo en el aula.

3.1.3. Los Indicadores de grado de completitud

En Bosch et al., (2004), se definen siete indicadores del “grado de completitud” de una
Organizacion Matematica Local (OML), que usaremos para el analisis de la OM

elaborada durante el REIl implementado y que se detallan a continuacion.

I1. Integracién de los tipos de tareas

En una OML coexisten varios tipos de tareas problematicas relacionadas entre si, por

un discurso tecnoldgico, o sucesivos desarrollos de las técnicas. Su grado de
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completitud dependera de la integracion entre los distintos tipos de tareas y de los
vinculos existentes entre ellas, y sera menos completa cuando los tipos de tarea que
los componen estén mas aislados es decir que se desarrollen por técnicas que no

estén relacionadas mediante ningun elemento tecnolégico.

12. Diferentes técnicas y criterios para elegir entre ellas

Una OML sera mas completa en la medida que existan técnicas alternativas que
pueden ser variantes de una misma técnica, para desarrollar algunos tipos de tareas,
determinando que la relacion entre tipo de tarea y técnica asociada sea unica. Este
indicador implica que en la OML existan los elementos tecnoldgicos que hagan posible
cuestionar las diferentes técnicas alternativas, analizar sus equivalencias o diferencias

y distinguir cual es la mas segura o economica.

13. Independencia de los ostensivos que integran las técnicas

La flexibilidad de las técnicas de una OML implica particularmente, que estas no se
identifiquen rigidamente con los objetos ostensivos que se usan para describirlas y
aplicarlas. Es decir, que acepten diferentes representaciones ostensivas dependiendo
de la actividad matematica en la que estan inmersas y hasta de la tarea especifica

abordada dentro de un tipo de tareas.

14. Existencia de tareas y de técnicas “inversas”

Otro indicador de la flexibilidad de las técnicas se determina cuando existen técnicas
inversa en una OML, es decir que permitan resolver un tipo de tarea y ademas la tarea
inversa, donde el término “inversa” se debe entender como, por ejemplo, si mi tarea
es dado el tiempo transcurrido en dias halle el numero de contagiados, la tarea inversa

seria, dado el numero de contagiados, halle el tiempo transcurrido en dias.

15. Interpretacion del resultado de aplicar las técnicas

Esta caracteristica de la completitud significa que, en la OML hay elementos
tecnolégicos necesarios para realizar la interpretacion del funcionamiento de las
técnicas. Dicho de otro modo, si no se cuestiona la técnica usada. Por lo tanto, no se
realiza busquedas de otras técnicas para resolver la misma tarea entonces no hay una

interpretacién del funcionamiento de las técnicas.
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16. Incidencia de los elementos tecnolégicos sobre la practica

Este indicador analiza si ha habido necesidad de construir técnicas nuevas que
permitan ampliar los tipos de tareas que se consideran inicialmente. Este indicador
constituye la medida en que la tecnologia permita construir técnicas nuevas (para la

comunidad de estudio) capaces de ampliar los tipos de tareas.

17. Existencia de tarea matematica “abiertas”

Una OML sera mas completa en la medida en que permita plantear cuestiones
“abiertas”, esto es, tipos de tareas en los que se estudian situaciones donde los datos
y las incégnitas no se muestran directamente. Dicho de otro modo, estas tareas son
abiertas porque no se conocen de antemano que técnica o técnicas permitiran

resolverlas.
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CAPITULO IV: METODOLOGIA DE INVESTIGACION Y DISENO

En este capitulo, presentaremos la metodologia de investigacion y los procedimientos
empleados, para el disefio de la actividad matematica en torno a un REI. Dicha
metodologia tiene un enfoque cualitativo, donde se muestran procedimientos, para el

disefio de dicha actividad, en base a elementos de la Ingenieria Didactica
4.1. Metodologia de investigaciéon

La metodologia de investigacion, que se empleara para la siguiente investigacion,
tiene un enfoque cualitativo, pues segun Hernandez, Fernandez y Baptista (2010), el
enfoque cualitativo utiliza la recoleccion de datos sin medicidn numérica para
descubrir 0 afinar preguntas de investigacion en el proceso de interpretacion, esto nos
muestra la relacion al disefiar, implementar, y analizar un REI. Con esta metodologia
los datos pueden estar en forma de texto y documentos, el investigador es el
instrumento de recoleccion de datos, usando varias técnicas de recoleccion que se

desarrollan durante el estudio.

Nuestro objetivo es el analisis de la praxeologia de un REI. Por ello vamos a seguir la
siguiente metodologia, planteada por Barquero y Bosch (2015, como se cité en

Garcia, et al., 2019), en donde indica como vamos a realizar nuestro REI.

A continuacion, describiremos la metodologia para el disefio del REI, mostrada en
Garcia et al. (2019), y adaptado a nuestro objetivo. Para ello, se desarrollara las

siguientes fases:
Fase 1: De analisis preliminar

Se realizara un analisis epistemoldgico superficial de la nocion de funciones para
determinar nociones que puedan favorecer la emergencia de las nociones de
funciones. Asi también como un analisis de texto en los libros de matematica del quinto
de secundaria y primer ciclo universitario, para determinar la importancia de las
nociones de funciones en las instituciones educativas, en esta parte nos proponemos
realizar un analisis de los libros de Matematica del quinto de secundaria y del primer

ciclo de universidad, planteado en el marco de la TAD.

Por ello, AlImouloud (2015), plantea los siguientes procedimientos:
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Identificacion de los tipos de tareas: se analizan las actividades propuestas en las
diferentes partes del capitulo. Los ejemplos y las actividades del curso permiten
identificar los tipos de tareas importantes para la institucion. La parte de ejercicio le
permite identificar el conjunto de todo tipo de tareas. En esta etapa, el investigador

realiza agrupaciones de tareas en tipos de tareas

Identificacion de técnicas: Una vez identificado los tipos de tareas, se procede a
caracterizar las técnicas que permiten el desarrollo de las tareas en funcion de

ejercicios resueltos y el analisis matematico de situaciones propuestas.

Identificacion de tecnologias: A partir del analisis de la justificacion tedrica de los

autores respecto a la solucion de las tareas se construye la tecnologia.

Nos centraremos, en determinar la razén de ser de los saberes de funciones que
proponen las instituciones educativas en los textos, para ello seguiremos el criterio

dado por Chevallard, a continuacién:

Criterio de razones de ser: las razones de ser de los tipos de tareas Ti, ¢ estan

totalmente explicitas? O estos aparecen desmotivados?

En la siguiente fase, se realizara el disefio matematico y didactico para el REI.

Fase 2: De diseno y analisis a priori

En esta etapa, se disefia una propuesta de REI basado en el MER dominante donde
se formula una cuestidén generatriz lo suficientemente rica, que determine cuestiones
derivadas que implique el uso de nociones de funciones o relacionadas a ellas y se
describe posibles recorridos. Por otro lado, se realiza el disefio de las actividades que

se desarrollaran durante la implementacion del REI, esta fase posee dos procesos:
Diseno Matematico

Andlisis basado en el MER dominante es decir con los saberes de funciones que
fueron encontrados en los libros de Matematica del quinto de secundaria de la EBR y
libros del curso de Matematica de estudiantes del primer ciclo de una universidad del
Peru. Aqui, se plantea una cuestidon generatriz que determine un mapa de posibles
cuestiones y respuestas que van asociando diferentes nociones matematicas y que

entre ellas aparezca nociones de funciones.

40



Disefo Didactico

En este parte se realiza la construccion de secuencias de ensefianza, que ayuden a
la indagacion de la cuestion, asi también se proporciona de medios de informacién
como el internet, software como el Geogebra, algunos programas para organizar la

informacidén como Excel, entre otros.

Fase 3: Analisis in Vivo

En esta etapa, se aplica el REI propuesto en los estudiantes del primer ciclo de una
universidad del Peru, que llevan de forma paralela el curso de Matematica, se recopila
informacion mediante grabaciones, archivos de Word y Excel compartidos en forma
online como el Jamboard, fotos, entrevista, etc. Esta etapa tiene también dos

procesos.

Experimentacion y observacion clinica

En este proceso se implementa el REI con los estudiantes del primer ciclo de
universidad, gestionado por un solo profesor que hara también de investigador-
observador. Se buscara el trabajo en equipo junto con el profesor, se buscara que el
profesor no sea una fuente de informacién si no un guia de posibles caminos, donde

se tomara las decisiones en equipo sobre la informacién que se vaya recogiendo.

Seleccion de informacion

En este otro proceso, se seleccionara la informacion recogida a partir de las

grabaciones de video, apuntes de los alumnos, y entrevista con los alumnos.

Fase 4: Analisis a posteriori

En esta etapa, analizamos con ayuda de los indicadores de grado de completitud la
OM que emerge del REIl implementado, para determinar en qué grado se encontrarian

completas. En esta fase aparecen dos procesos.

Analisis y Evaluacion
En este proceso, se pretende contrastar con el posible recorrido, en el sentido de como
éstas seguian la propuesta del mapa de posibles recorridos y se analiza la informacion
recolectada, se evalua la OM de acuerdo con los indicadores de grado de completitud.
Se analizara en cada uno de los indicadores lo siguiente:
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1er indicador, se analizara si los tipos de tareas tienen un nexo comun

2do indicador, se analizara si existen diferentes técnicas y criterios para elegir entre

ellas

3er indicador, se analizara si existe independencia de los ostensivos que integran las

técnicas
4to indicador, se analizara si existen tareas y técnicas inversas

5to indicador, se analizara si se cuestionan sobre el funcionamiento de las técnicas

empleadas

6to indicador, se analizara si hay técnicas nuevas, que amplien los tipos de tareas

existentes.

7mo indicador, se analizara la existencia de tareas matematicas abiertas.

Revisiéon y Optimizacion
De encontrar un recorrido distinto a nuestra propuesta realizada por los estudiantes,
sefalaremos que es posible incorporar la nueva nocidén o nociones encontradas con

el grupo de estudio en el curriculo que corresponde.

42



CAPITULO V: DESCRIPCION DE LA PARTE EXPERIMENTAL

En este capitulo, se muestran el desarrollo de tres de las cuatro fases, segun la
metodologia planteada por Barquero y Bosch (2015, como se cité en Garcia, et al.,
2019). En la primera etapa, se realiza un analisis de los libros de texto del quinto de
secundaria y dos libros guia que usan los estudiantes de medicina del primer ciclo de
universidad en su curso de Matematica. En la segunda fase, se disena un REIl y se
analiza sus posibles recorridos. En la tercera fase, se implementa y se describe el REI

propuesto en los estudiantes del primer ciclo de universidad.
5.1. Analisis preliminar

En esta primera fase, se muestra el analisis preliminar donde se desarrolla lo

siguiente:
Analisis de libros

Para nuestro trabajo de investigacion, era necesario realizar el analisis de libros desde
el ultimo ano de educacion secundaria como en el primer curso de Matematicas que
llevan los estudiantes de Medicina Humana del primer ciclo. La idea era determinar

un MER dominante, el cual se detalla a continuacion.

El Ministerio de Educacion provee a los estudiantes de material didactico, como libros
tedricos y cuadernos de trabajos. En particular, los que se encuentran en el quinto afio
de educacién secundaria usan dos textos. Por un lado, estd Matematica 5 texto
escolar libro consulta (LC) que trata aspectos tedricos y estrategias que podrian
usar los estudiantes en las tareas planteadas en clase. Por otro lado, esta Matematica
5 cuaderno de trabajo (CT) que es un texto que el estudiante puede resolver

ejercicios y pone en practica lo aprendido.

Al momento de buscar el tema de funciones en el LC y CT, se encuentra explicitos
teoria y problemas en distintas secciones relacionado a la funcién cuadratica y
funciones trigonométricas seno y coseno. Sin embargo, no se evidencia el contenido
de funcién exponencial a pesar de que este tema habia sido considerado dentro del
Curriculo Nacional (2016) (dentro de las capacidades que deben desarrollar un
estudiante en el nivel 7 de la competencia “Resuelve problemas de regularidad,

equivalencia y cambio”).
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No obstante, de acuerdo con el analisis epistemoldgico, se observa que hay
elementos que podria provocar la génesis de la funcidon exponencial como son las
progresiones geomeétricas, que aparecen en la seccion 2 del LC, provista de una

variedad de propiedades y aplicaciones en Finanzas como se indica en la Figura 11.

Figura 11

Tema de sucesiones.

Nota. En esta seccién aparece el tema de progresiones geométricas. Fuente: Minedu
(20164, p. 2)

Por otro lado, en el CT, se encuentra dos expresiones. Por un lado, esta una de tipo
funcién exponencial, que modela el capital final luego de un periodo de tiempo x, a
una tasa de interés compuesto. Por otro lado, esta otra de tipo funcion lineal, que
modela el capital final, a una tasa de interés simple como se muestra en la Figura 10.
Se motiva al estudiante a construir dichas funciones mediante el software GeoGebra
para que identifique las diferencias entre las graficas, mediados por el software.
Luego, mediante la comparacion de sus graficas, se responder a la pregunta: ¢ cual

es el depdsito a tasa de interés, que conviene mas?

Figura 12

Problema del CT donde se emplea notacion de funcién exponencial.

Nota. Actividad que muestra una expresion del tipo funciéon exponencial. Fuente:

Minedu (2016b).
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Aunque, parece estar ausente el objeto funcidon exponencial en el LC y CT, se debe
recordar que el estudio epistemoldgico nos muestra que las sucesiones conocidas
como progresiones geométricas forman parte de la génesis de la funciéon exponencial
(Vargas, 2012). Por otro lado, la modelizacién propuesta por el REI tiene la intencion
de usar, en un inicio, el tema de sucesiones y segun como se abordan los datos se
podria emplear las progresiones para luego generar, por ejemplo, las funciones de

tipo lineal o exponencial.

Por esta razén, se usara dos textos escolares LC y CT del quinto ano de educacion
secundaria y dos textos universitarios Matematica Basica 1 (LS1) y Matematica
Basica (LS2), que son usados como libros guia en el curso de Matematica del primer
ciclo de una universidad del Peru. El fin es realizar un analisis praxeoldgico sobre
temas de funciones y relacionados a estos como las sucesiones, particularmente, el
tema de progresion geométrica. Esto se debe a que son parte de los saberes previos

de los estudiantes y podria usarse al momento de aplicar el RELI.

A continuacién, se categoriza los tipos de tareas encontrados en los textos, que nos
ayudaran a determinar como se muestra o se propone la ensefianza de saberes de

funciones y relacionado a ellos.
Tabla 1

Descripcion de los tipos de tareas de saberes de funciones o relacionados a ellos

Tipo
de e, .
Descripcion del tipo de tarea LC CcT LS1 LS2
Tarea
(1)
Calcular el limite de una sucesion
T ;. L, an®+bn+c > 1
t; : Calcular el limite de la sucesion a,, = ———
dn+c
Hallar términos de una sucesién
t, 1: Hallar el término general de una sucesion
T2 ’ 3 15
t,,: Hallar los k-primeros términos de una
sucesion dado una secuencia de figuras
T Determinar la posicion del término de una sucesién 1 )
3 . ’
gue es igual a un numero N dado
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t3:Determinar la posicion del término de una
sucesion, sustraida de una secuencia de conjuntos
de objetos donde el término a hallar posee N
elementos.

Construir sucesiones

ty1: Construir una sucesion relacionado a una

Ts situacidn problematica
t4,2: Construir los k primeros términos de una PG
decreciente
Determinar el tipo de sucesion

Ts ts:Determinar si la sucesién es convergente,
divergente u oscilante
Representar graficamente una sucesién

Te ts: Representar graficamente una  sucesion
basandose en una patrén o secuencia de imagenes
Determinar diferencias entre interés simple e
interés compuesto

Tz t,:Determinar diferencias entre interés simple e
interés compuesto cuando se conoce el capital
inicial y la tasa de interés
Calcular la suma de los términos de una PG
tg1: Calcular la suma de los n primeros términos de

Ts una PG
tg,: Calcular la suma de los términos de una PG
decreciente
Calcular el capital final de un depdsito
tg1: Calcular el capital final de un depdsito a una

T tasa de interés simple al cabo de n periodos

9

tg,: Calcular el capital final de un depdsito a una
tasa de interés compuesta al cabo de n periodos de
capitalizacién
Calcular el interés ganado de un depdsito

T1o

t101: Calcular el interés ganado de un depdsito a
una tasa de interés simple al cabo de n periodos
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t102: Calcular el interés ganado de un depdsito a
una tasa de interés compuesta al cabo de n
periodos de capitalizacion

T

Expresar el area de una regién elemental, dada una
condicién de la regidn, en términos de uno de sus
elementos

t111: Expresar el area de una region triangular
equildtera en términos de uno de sus lados

t112: Expresar el area de una region rectangular
con perimetro dado en funcién de uno de sus lados

Expresar la regla de un patrén de figuras

t121:Expresar la regla de un patrén de figuras
conformado por bloques o tapitas

Ti3

Calcular el valor de una funcion evaluado en un
numero, dada su regla

t131: Calcular el valor de una funcién elemental en
un numero (lineal, cuadratica, exponencial,
logaritmo, etc.) dada su regla

t131: Calcular el valor de una funcién por tramos en
un numero dada su regla

T1a

Determinar las coordenadas de puntos de la grafica
de una funcién, dada su regla

t141:Determinar las coordenadas del vértice de
una parabola, dada la regla de la funcién cuadratica

t14,:Determinar las coordenadas de un punto de la
grafica dando valores a x, dada la regla de la
funcidén cuadratica

Determinar si una parabola se abre hacia arriba o
abajo

t15:Determinar si la parabola se abre hacia arriba o
hacia abajo, dada su representacion como funcion
cuadratica

Hallar la regla de una funcion

t16,1:-Hallar la regla de una funcién cuadratica cuya
grafica se oriente hacia arriba o hacia abajo y que
este muy contraida o dilatada, respecto a la gréfica
de la funcién cuya regla es f(x) = x?

62

68
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t162: Hallar la regla de una funcién cuadratica cuya
grafica pasa por puntos dados del plano cartesiano

t163: Hallar la regla de una funcion lineal f si se
conocen los valores de f(x;) y f(x,) dados x; y
X2

t16,4: Hallar la regla de la funcion cuadratica f, si se
conocen los valores de f(x;), f(xz) y f(x3). Para
X1,%X5 Y x3 dados

Hallar la regla de correspondencia que representa
una funcidn, producto de una operacién

elemental entre f y g, dada sus reglas

t16,5: Hallar f + g, dada las reglas de las funciones
fva

t16,6: Hallar f — g, dada las reglas de las funciones
fvg

t16,7: Hallar f. g, dada las reglas de las funciones

fvg

t168: HaIIar§ , dada las reglas de las funciones 'y

g
t160: Hallar f o g, dada las reglas de las funciones
fva

t1610: Hallar la funcién inversa de f dada su regla

t16,11: Hallar la regla de una funcién lineal costo de
producir x unidades de un producto, dado los
costos fijo y unitario

t16,12: Hallar la regla de una funcion lineal el costo
de producir x unidades de un producto, dado el
costo marginal y el costo de producir una cantidad
dada

t16,13: Hallar la regla de la funcién lineal ingreso por
vender x unidades de un producto, dado el precio
de venta

t16,14: Hallar la regla de una funcién ganancia a
partir de las reglas de las funciones costo e ingreso
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t16,15: Hallar la regla de correspondencia de una
funcion exponencial de la forma f(x) = b* dado
un punto de su grafica

t1616: Hallar la regla de correspondencia de la
funcién compuesta de dos funciones por tramos
con componentes de tipo exponencial, logaritmo u
otras funciones elementales

Hallar la regla de correspondencia de la funcién
inversa de una funcion, dada su regla de

correspondencia

t16,17: Hallar la regla de correspondencia de la
funcién inversa de una funcién de tipo
exponencial o logaritmo dada su la regla de
correspondencia

t161g: Hallar la regla de correspondencia de la
funcion inversa de una funcién por tramos con
tramos de tipo exponencial, logaritmico u otras

funciones elementales; dada su regla de
correspondencia

Calcular el maximo o minimo valor de una funcién

t17q1:Calcular la maxima altura a la que se
encuentra un objeto, si la trayectoria de este, en un
instante t de tiempo se expresa como una funcién
cuadratica

t17: Calcular el minimo costo de produccidn, si el
costo de producir x unidades se expresa como una
funciéon cuadratica

t173: Calcular el maximo ingreso de una empresa
qgue ofrece servicio de cable, si el ingreso esta en
funcién del aumento al pago del servicio y esta
representada por una funcién cuadratica

t17 4:Calcular el valor maximo y minimo de la
funcion senoidal: f(x) = asen(bx +c¢) +d

t175: Calcular la ganancia maxima de una empresa
si la funcion cuadratica P representa las ganancias
de dicha empresa por la venta de x unidades de
cierto producto
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t176: Calcular la cantidad maxima demandada,
dada la regla de la funcidn lineal 6 cuadrética de la
demanda

t177: Calcular el minimo precio con la que se
ofrece cierto producto, dada la regla de la funcién
lineal o cuadratica oferta

t17g: Hallar la ganancia maxima de una empresa,
donde la ganancia por vender x unidades de un
producto se representa por una funcién
cuadratica

Tis

Calcular en qué valor la funcién alcanza su valor
maximo o minimo

t1g,1: Calcular en que instante de tiempo, un objeto
alcanza su altura maxima, si la trayectoria de este,
en un instante de tiempo t se expresa mediante
una funcidn cuadratica

t1g: Calcular las unidades que deben producirse
para que el costo de produccidén sea minimo, si el
costo de produccién de x unidades se expresa
como una funcion cuadratica

t1g3: Calcular el aumento maximo del pago del
servicio que ofrece una empresa de cable, si el
ingreso que esta en funcién del aumento al pago
del servicio esta representado por una funcion
cuadratica

t1g4:Calcular cuantas unidades se deben vender
para obtener la maxima ganancia de una empresa,
si la funcidn cuadratica P representa la ganancia de
dicha empresa por la venta de x unidades de cierto
producto.

12

Ti9

Calcular las dimensiones de una region poligonal
dada su perimetro

t191: Calcular las dimensiones de una region
rectangular de perimetro dado cuando el drea de la
regidon es maxima.

T2

Graficar una funcion

Graficar una funcién cuadratica, dada su regla de
correspondencia

ty0,4:Graficar la funcion: f(x) = ax?

52
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t,0,2:Graficar la funcion: f(x) = ax? +c¢
t,0,3:Graficar la funcion: f(x) = ax? + bx
ty0,4:Graficar la funcién: f(x) = ax* + bx + ¢
ty0,5:Graficar la funcion: f(x) = a(x —p)* +¢q

Graficar funciones del tipo seno y coseno, dada su
regla de correspondencia

t206: Graficar la funcion: f(x) = sen(x +¢) 6
f(x) =cos(x £ ¢)

t07: Graficar la funcién: f(x) = sen(x) + ¢ 6
f(x) =cos(x) ¢

t20,8: Graficar funcion: f(x) = a.sen(x) 6
f(x) = a.cos(x)

t20.9: Graficar funcion: f(x) = sen(ax) 6 f(x) =
cos(ax)

t2010: Graficar funcién: f(x) = Asen(Bx + C) +
D

Graficar la funcién dada su regla a partir de una
funcion elemental f como las funciones
constante, lineal, cuadratica, raiz cuadrada, valor

absoluto, signo y maximo entero
tp0,11: Graficar una funcion del tipo f(x) + ¢
tz0,12: Graficar una funcion del tipo f(x — ¢)

ty013: Graficar una funcion del tipo af (x) con

a>0

tp014: Graficar una funcion del tipo

f(ax) cona >0
tz0,15: Graficar una funcion del tipo f(—x)
tz0,16: Graficar una funcion del tipo —f(x)

t2017: Graficar una funcién del tipo Af (Bx + C) +
D

t,01g: Graficar de una funcion de tipo exponencial
a partir de su regla de correspondencia
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to0.19: Graficar una funcién de tipo logaritmico a
partir de su regla de correspondencia

t10,20: Graficar una funcién por tramos con regla de
correspondencia dada

Comparar las graficas de funciones

T t,1:Comparar las graficas de funciones cuadraticas
del tipo f(x) = ax?
Identificar si una funcién pasa por puntos dados

Tr t,,:ldentificar dentro de un grupo de reglas de
funciones cuadraticas, cudl de ellas pasa por un
conjunto de puntos
Hallar el dominio de una funcién
t,31: Hallar el dominio de una funcién cuadratica
segun el contexto

Tos t,3,: Hallar el dominio de una funcién (lineal, 25 127
cuadratica, exponencial, logaritmo o combinacién
de funciones elementales) dada su regla
t,3,3: Hallar el dominio de la funcién f o g, dada las
reglas de las funciones f y g
Graficar funciones usando Geogebra
t,4.1: Graficar por medio de Geogebra, una

Taa funcidn del tipo:
f(x) = asen(bx + c¢) + d, usando como
parametros a,b,cyd
Determinar el tipo de funcién que modela el
movimiento de un objeto.

Tas
t,s1:Determinar el tipo de funcién que modela el
movimiento de un objeto del punto de una rueda
Determinar la amplitud de una funcién senoidal del
tipo seno o coseno, a partir de su regla

T t,61:Determinar la amplitud de una funcion del

20 tipo seno, a partir de su regla

t,62:Determinar la amplitud de una funcién del
tipo coseno, a partir de su regla

T Determinar el periodo de una funcidon

27

trigonométrica
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t,7:Determinar el periodo de wuna funcidon
sinusoidal, a partir de su regla

Tas

Hallar el rango de una funcion
t,g1: Hallar el rango de una funcién dada su regla

t,g2: Hallar el rango de una funcion inyectiva dado
su dominio

28

102

Ty

Hallar los valores a y b de una funcién lineal f:
f(x) =ax +b.

t,91: Hallar pendiente m y término independiente
b de la regla de funcidn lineal f(x) = mx + b, si se
conocen los valores de f(x;) y f(x,) dados x; y
X2

ty9,2: Hallaray b de la funcion f(x) = ax + b, si
secumple: f(x +y) = f(x) + f(y) Vx,y sise

conoce el valor de f(x,) para un x, dado

Tao

Demostrar la propiedad de una funcidn dada su

regla

tso:Demostrar que una funcién f(x) = a*

cumple:

fx+y)=fO)f»)

T31

Hallar los valores de a y b de un conjunto de pares
ordenados

t3,: Hallar los valores de a y b de un conjunto de
pares ordenados que representan una funcién que
contiene a pares ordenados que dependedeayb

T3

Hallar el conjunto de pares ordenados que

representa una funcion

t3p,1: Hallar f + g, dada los conjuntos de pares

ordenados que representan las funciones fy g

17
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t3z: Hallar f — g, dada los conjuntos de pares

ordenados que representan las funciones fy g

t3z,3: Hallar f. g, dada los conjuntos de pares

ordenados que representan las funciones fy g

t324: Hallar f—] , dada los conjuntos de pares

ordenados que representan las funciones fy g

t3ps: Hallar f o g, dada los conjuntos de pares
ordenados de las funciones f y g

t3;6: Hallar el conjunto de pares ordenados que
representa una funcidon exponencial dado su
dominio y regla de correspondencia

Ts3

Encontrar posibles reglas de correspondencia

t331: Encontrar posibles reglas de
correspondencia de una funcién f 6 g, si se

conocen las reglas de las funciones fog 6 gof
yf.

t33,: Encontrar posibles reglas de
correspondencia de una funcidn g, si se conocen
las reglas de las funciones cuadraticas f o gy f
t33,3: Encontrar posibles reglas de correspondencia

de una funcién g, si se conocen la regla de la
funcion cuadrdtica g o f y la funcidn lineal f.

Taa

Determinar si es inyectiva una funcién f

t34 1:Determinar si es inyectiva una funcion del tipo
(lineal, cuadrdtica, exponencial, logaritmo
combinacion de elementales) dada su regla

34

Tss

Determinar si la funcién f es sobreyectiva dada su
regla

t3s:Determinar si la funcién f del tipo (lineal,
cuadratica, exponencial, logaritmo o combinacion
de elementales) es sobreyectiva dada su regla
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Determinar si la funcidon f es biyectiva dada su
regla.

t3g:Determinar si la funcién f del tipo (lineal,

T36
cuadratica, exponencial, logaritmo o combinacidn
de funciones elementales) es biyectiva dada su
regla
Hallar punto de interseccion de dos funciones

Tsr t37 1: Hallar el punto de equilibrio usando las reglas
de las funciones costo e ingreso del tipo lineal o
cuadratica
Determinar por encima de qué precio ya no hay
demanda segun regla de la funcién demanda.

T t41,1: Determinar por encima de qué precio ya no

38 , . s sy

hay demanda segun regla de la funcién cuadratica
de la demanda
Simplificar expresiones

Ts9 t39:Simplificar  expresiones de operaciones
elementales con logaritmos
Determinar si existe la composicion de dos
funciones

Tao tyo:Determinar si existe la composicion de dos
funcionesf y g por tramos que tienen
componentes exponencial o logaritmo y otras
funciones de tipo elemental
Determinar si es creciente una funcién

Ta t41:Determinar si es creciente una funcién de tipo
exponencial
Determinar si una recta, dada su ecuacion, es
asintota a la grafica de una funcién

Ta t421: Determinar si una recta dada su ecuacion es

asintota horizontal a la grafica de una funcién de

tipo exponencial o logaritmica
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t4;»: Determinar si una recta dada su ecuacion es
asintota vertical a la grafica de una funcidn de tipo
exponencial o logaritmica

Tas

Mostrar simetria respecto al origen de la grafica

de una funcidén

t431:Mostrar simetria respecto al origen de la

grafica de una funcidn de tipo logaritmo

Taa

Hallar el conjunto solucién de ecuaciones

t44.1: Hallar el conjunto solucidn de ecuaciones

exponenciales de una variable

t44.2: Hallar el conjunto solucién de sistemas de

dos ecuaciones exponenciales de dos variables

t44,3: Hallar el conjunto solucién de ecuaciones

logaritmicas de una variable

t44,4: Hallar el conjunto solucion de ecuaciones

logaritmicas de dos a tres variables

97

Tas

Hallar el conjunto solucion de inecuaciones

t4s5 1:Hallar el conjunto solucion de inecuaciones

exponenciales de una variable

t4s5 »:Hallar el conjunto solucion de inecuaciones

logaritmicas de una variable

49

67

Tas

Graficar la determinada por el conjunto solucién

de una ecuacidén

t46: Graficar la regidn determinada por el
conjunto de puntos que satisfacen una inecuacion

logaritmica de dos variables de la forma:

Logpuyf(x,¥) <L o Logpuyf(x,y) > L
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De acuerdo con los tipos de tareas encontradas en la Tabla 1, se determinan sus

respectivas técnicas en la Tabla 2.

Tabla 2

Descripcion de las técnicas empleadas para el desarrollo de las tareas relacionadas

a la nocién de funciones

Tarea Técnica: Descripcion de los pasos de las técnicas
(t)
Ty
e Tabular los valores de n desde 1 y aumentando, para determinar los
ty valores de a,,
e Representar los valores obtenidos de a,, en una recta
e Determinar si acerca a un valor de la recta
T2,1
tr1 e Reconocer patrones en las sucesiones
e Describir el término n-ésimo
T2
t22 * T3
e Usar laregla de la sucesion a,, y dar valores a n desde 1 hasta k.
T3!
ts * T21
e Resolver la ecuacion: a, = N
T4.1: Construir reglas de formacion de términos que representen una
taa secuencia de numeros o figuras
tas T4 5t Construir una PG tomando unarazon 0 <r <1
Tg!
ts ° T
e |dentificar el tipo de sucesidn entre convergente, divergente y oscilante
To: Tomar valores n en el eje X, luego reemplazarlos en la regla de la sucesion
te para obtener los a, que seran valores en el eje Y, luego representar los puntos
(n; a,) en el plano coordenado
Ty
e Graficar mediante Geogebra expresiones matemadticas (funciones) que
modelan el capital final partiendo de un mismo capital inicial en funcién
t7 del tiempo en anos, a tasas de interés simple y compuesta
e Observar y comparar los capitales finales en el mismo periodo de
tiempo.
tg1 for a; (r"-1)
' Usar férmula de suma de n términos de una PG: §,, = er
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TS,Z:

tg 2 a
' Usar férmula de suma de términos de una PG: S = 1—1T
T9,1:
ty1 ® Ti01
e Realizar: Cr = C, + 1
Tg‘z:
Usar formula del capital final de un depdsito a interés compuesto:
to2 rant
G =0Co(1+-)
f 0 n
T10,1*
¢ Usar formula de interés acumulado de un depdsito a interés simple en n
10,1 periodos:
i =nrC,
T10,2*
t10,2 ® To2
e Realizar:i = Cr — C,
t111 T11,1
e Trazar una altura del tridngulo equildtero para formar
tridngulos rectangulos
e Hallar dicha altura en términos del lado del tridngulo equilatero
por el teorema de Pitagoras
e Usar formula del drea de la regién triangular
11,2 T11,2°
e Asignar variables a los lados del rectangulo
e Formar una ecuacidn con el valor del perimetro y los lados del
rectdngulo
e Despejar uno de los lados en funcién del otro
e Usar formula del area de la region rectangular
t12 T12:
e Reconocer y sustraer la secuencia numérica guiandose de la figura
mostrada
e Formular la regla del patron usando operaciones basicas
ti3 T,13: Reemplazar x en la regla de f es decir: y = f(x)
t1a1 T141: Hallar el vértice de coordenadas (h; k), por medio de las expresiones:
b b
==tk (-4)
2a y f 2a
t1a2 T141: Usar 7,3 paraformar el par (x; y)
tis 7,5 En una funcién cuadratica f, cuya regla es: f(x) = ax® + bx + ¢

e Sia > 0, la pardbola se abre hacia arriba
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e Sia < 0, laparabola se abre hacia abajo

16,1 Ty6,1: Usar la regla general de una funcién cuadrética f: f(x) = ax? + bx + ¢
e Tomar unvalor de a, considerando 7,5
e Tomar un valor de a, talque si la pardbola se contrae (0 < |a| < 1) ose
dilata (Ja| > 1) respecto a la funcién y = x?
t162 T16,2: Encontrar la secuencia de nimeros sobre las ordenadas, considerando
formacidn potencias de exponente 2
t1e 3 T163: Usar la regla de la funcion lineal f(x) = ax + b y los valores de f(x;)
y f(x,), para formar sistema de 2 ecuaciones con variables a y b, resolver el
sistema y reemplazar los valores hallados en la regla de f.
ti6.4 T16,4: Usar la regla de la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢ ylos
valores de f(x;), f(x2) y f(x3), para formar sistema de 3 ecuaciones con
variables a, b y c, resolver el sistema y reemplazar los valores hallados en la
regla de f
165 t166 .
tie T321, T322, 7323 Y T324 respectivamente
t16s8
t16,9 T169:T325
ti610 T1610: Sea f* la funcién inversa de f, se halla resolviendo la ecuacion
f(f*(x)) =x v f*(f(x)) = x. Otra forma es despejando la variable x de la
regla de f, luego hacer un cambio de variable de x por y, y definir a y como
fr(x)
t1611: T1611: |dentificar segln el contexto la pendiente m y término independiente
b como costo fijo y unitario
t1612° T1612: dentificar la pendiente m como costo marginal, luego usar el valor del
costo en el valor dado para hallar b
1613 T1613: Usar la regla del Ingreso si precio de venta es a y se vende x unidades,
el ingresoes I(x) = ax
t . .
16,14 T16,14: Dadas las reglas de las funciones costo C e ingreso [
Definir como regla de la gananciaa G: G(x) = I(x) — C(x)
t16,15 T16,15: T13
t16,16 T16,16"

e Hacer la composicion de las funciones componentes de ambas
funciones por tramos si estas existen usando 74,

e Definir la regla de la composicién de f o g, a partir de las
composiciones de componentes halladas
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t16,17

T16,17°
e Cambiar f(x) pory
e Aplicar cambio de variable
e Despejar variable dependiente y

e Definiry = f*(x) como la funcién inversa de f

t16,18 T16,18"
Aplicar € a cada una de las funciones componentes de la funcién por tramos
t17,1/ T171 = T172 = T17,3-
t172t173
e ’ [ Usar T15 y T14,1
e interpretar las coordenadas del vértice de la parabola segun el
contexto
17,4 T17,4°
e Graficarusando 7,5 6 7, 6 Desmos
e Segun la grafica obtenida determinar el maximo y el minimo
t175 T17,5-
e Sea la funcién cuadrética f: f(x) = ax? + bx + ¢
e Determinar si la parabola se abre hacia arriba (a > 0) o hacia
abajo(a<0)y
- b
e Hallar el vértice V(h, k) con h = —22V k =f(h)
e Graficar f en el primer cuadrante
e Sjel vértice se encuentra en el primer cuadrante, su maximo o minimo
es k, sino hay que observar el rango de f en la grafica de f
t176 T17,6°
Graficar la funcion demanda como una funcién lineal o como cuadratica
usando 7,5 Y luego, determinar su maximo
ti77 T17,7:
Graficar la funcion oferta como una funcién lineal o como cuadratica usando
T,75 Y determinar su minimo
t178 Graficar la funcion cuadratica usando 74, 5
ti1g1, t1g2 ® Ty71,T172T173 Y T175 respectivamente
183 t184
t19 T19:

e Usartyy, eidentificar que la expresion que determina el area de la
region rectangular en funcién de uno de sus lados se puede expresar
como una funcién cuadratica
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® Ti71

tr01 Ty0,: Para graficar f(x) = ax?
e Usar como vértice (0;0) y el eje de simetria al eje Y.
e Usar 741 Yy terminar de graficar haciendo una tabulacién
t20.2 T,0,2: Para graficar f(x) = ax® + ¢
e Graficar la funcién f, definida como f(x) = ax? con 1y,
e Sic>06c <0,trasladarverticalmente la grafica de la funcién
f, definida como f(x) = ax? ; ¢ unidades hacia arriba o abajo
respectivamente
t20,3 Ty0,3: Para graficar f(x) = ax? + bx
® T1s1
. . . . b
e Orientarse con el eje de simetria es larecta x = o la cual es
paralela al eje Y
e Graficar el vértice y algunos puntos simétricos al eje de simetria
t20.4 Ty0,4: Para graficar f(x) = ax* + bx + ¢
e Graficar la funcién f, definida como f(x) = ax? + bx, mediante
T103 -
e Sic>0 6 c<0, trasladar la grafica de la funcién f, ¢ unidades
hacia arriba o abajo respectivamente.
t20.5 Tyo5: Para graficar f(x) = a(x —p)* +¢q
e Graficar la funcion f, definida como f(x) = ax® + q, mediante
T10,2
e Sip>0 6 p <0, trasladar horizontalmente la grafica de la funcidn
f, p unidades a derecha o izquierda respectivamente
T206: Realizar traslacion horizontal f(x) de c unidades a derecha o izquierda
t206 para obtener la grafica de una funcién cuya regla es f(x —c) 6 f(x + ¢)
respectivamente
; Ty07: Realizar traslacion vertical f(x) de c unidades hacia arriba o abajo para
20,7 obtener la gréfica de una funcién cuya reglaes f(x) = sen(x) +c 6 f(x) =
sen(x) — ¢, respectivamente
To06: Sea ¥y = f(x) unafunciénya > 0
e Si0<ac<1,lagréficadey = af(x), se obtiene realizando una
t20,8 comprensién vertical a la grafica de f(x) cuyarazénes a

e Sia > 1,lagraficadey = af(x), se obtiene realizando un
alargamiento vertical a la grafica de f(x) cuyarazénes a

61




Ty09: Sea ¥ = f(x) unafunciénya > 0.
e Si0<ac<1,lagréificadey = f(ax), se obtiene realizando un
alargamiento horizontal a la grafica de f(x) cuya razén es%

t
7 e Sia>1,lagraficadey = f(ax), se obtiene realizando una
comprensién horizontal a la gréfica de f(x) cuya razén es%
T20,10°
f2010 ® T2065 720,75 7208 Y T209
tromn Ty0.11: Para graficar una funcién del tipo f(x) + ¢, se desplaza la grafica de f
verticalmente, ¢ unidades hacia arriba si ¢ > 0 y hacia abajosic < 0
T0,12: Para graficar una funcién del tipo f (x — ¢), se desplaza la gréfica de f
f2012 horizontalmente, ¢ unidades hacia derecha si ¢ > 0 y hacia izquierdasic < 0
Tp0,13: Para graficar una funcién del tipo af (x) con a > 0, su gréfica se estira
t2013 verticalmente un factor a en base al eje X, si a > 1. Por otro lado, su grafica
se encoge verticalmente un factorde a en base aleje X,si0 <a <1
T,0.14: Para graficar una funcion del tipo f(ax) cona > 0, su gréfica se
t014 encoge horizontalmente un factor a en base al eje Y sia > 1. Por otro lado,
su grafica se estira horizontalmente un factor de a en base al eje Y, si 0 <
a<l1
T,015: Para graficar una funcién del tipo f(—x), se hace rotar la grafica de f
f2015 alrededor del eje Y (rotacion de 180°)
T,016: Para graficar una funcion del tipo —f(x), se hace rotar la gréfica de f
f2016 alrededor del eje X (rotacion de 180°)
T,0,17: Para graficar una funcion del tipo Af (Bx + C) + D, se usan las
f2017 técnicas anteriores 7,0 1, T20,2: T20,3: T20,4: T205 Y T20,6
Ty0,18: Tomar como referencia uno de los casos de la grafica de una
funcién exponencial de la forma: f(x) = b*
t20,18
Caso 1: Si b > 1 entonces f es creciente.
Caso 2: Si0 < b < 1 entonces f es decreciente
t20,19 720,19
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e Encontrar la funcidn inversa de la funcién de tipo logaritmo usando la

e Graficar f* usando 7°

definicion: f(x) = Log,(x) & f*(x) = b*

Graficar el reflejo de la gréfica f* respecto a la recta diagonal y = x

T20,20-

Aplicar para cada funcién componente del tipo exponencial o logaritmico,

t20.20 de la funcién por tramos: Ty 18 Y T2019
Para otros tipos de funcién componente, usar como referencia: las
graficas de las funciones elementales
t21 T21:T201
22 T22:T13
tr31 T,3,1: Observar qué tipo de valores puede admitir la variable independiente x
de la funcién cuadratica, segln las restricciones que da el contexto para esta
variable
tr32 Tp32: Dada la regla de una funcién f, su dominio se determina analizando
todos los posibles valores que puede tomar x de tal manera que f(x) sea real,
salvo en que el dominio sea especificado
t233 1233 7325
tos T,4: Usando Geogebra definir la regla de f y parametros a, b, c y d mediante
deslizadores
75 T,5: Usar 7, y manipular los parametros a, b, ¢ y d, hasta encontrar los que
satisfacen el movimiento de la rueda
te T,6: Sean las graficas de las funciones definidas por: y = Asen(Bx — C);
y = Acos(Bx — C) tienen amplitud |A]|
tyy T,7: Sean las graficas de las funciones definidas por: y = Asen(Bx — C);
. . 21
y = Acos(Bx — C) tienen periodo T = - donde B >0
trg1 T,g1: Dada la regla de una funcién f, su rango se determina despejando la
variable x en funcién de y, luego se analiza todos los posibles valores que
puede tomar y, de tal manera que x sea real
t2g,2

T,g,2: Sila funcién es inyectiva con dominio [a, b], se tiene dos casos:
Caso 1: Si f es creciente el rango de f es [f(a), f(b)]

Caso 2: Si f es decreciente el rango de f es [f(b), f (a)]
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t291 Ty9,4: Con los valores de f(x;1) , f(xz) y la regla f(x) = mx + b, formar
sistema de dos ecuaciones de variables m y b, resolver el sistema
t29.2 Ty9,: Usar la propiedad f(x +y) = f(x) + f(y) y expresarlo segun la regla
de f, deducir que b = 0, luego usar el valor de f(x,) para hallar el valor de a
t293 7232 Y T20,18
ts0 T30: Reemplazar la regla de f en la expresidn dada, y usar propiedades de
potencia de bases iguales para verificar igualdad
tsq T3,: Usar la propiedad de funcién: Si (a,b) € fA(a,c) Ef=>b=c
T3,1: Usar definicion de suma de funciones
t32,1 .
i) Dom(f + g) = Dom(f) n Dom(g)
i) (f+9)(x) = f(x) + g(x); Vx € Dom(f + g)
T3z ,: Usar definicion de diferencia de funciones
t32,2
i) Dom(f — g) = Dom(f) N Dom(g)
i) (f —g)x) = f(x) —gx); Vx € Dom(f — g)
T3, 3: Usar definicion de producto de funciones
t32,3 .
i) Dom(f.g) = Dom(f) n Dom(g)
i) (f.9)(x) = f(x).g(x); Vx € Dom(f.g)
T3, 4: Usar definicion de cociente de funciones
t32,4 i) Dom (g) = Dom(f) N Dom(g) — {x € Dom(g): g(x) = 0}
X
ii) (i) (x) = M; Vx € Dom (i)
g g(x) g
T3, 5: Usar definicion de composicion de funciones
t325 i) Dom(f o g) ={x|x € Dom(g) A g(x) € Dom(f)}
i) (f e )0 = f(g(x)); Vx € Dom(f ° g)
t326 T32,6° T13
T331: Completar cuadrados la regla de f o g de tal forma que se asemeje a la
t33,1

forma de la regla de f. Luego identificar posibles reglas de g.
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T332: Completar cuadrados la reglade g o f, de tal forma que aparezca como

tas o variable la regla de f. Luego hacer cambio de variables para obtener la regla

deg

T34: Usar definicion: si xq, x, € Dom(f) tal que f(x;) = f(xy) = x1, = x;

T35: Hallar el rango con 7,g ;1 y determinar si coincide con el conjunto de

llegada

T36: T34 Y135

T37:Dadas las reglas de las funciones costo C e ingreso [

Resolver la ecuacién: C(x) = I(x)

T3g: Interpretar y hallar en la regla de la demanda D el valor de D(0)

T39:
Simplificar la expresién mediante propiedades fundamentales de los

logaritmos como:

e Logy(x-y)=Logy(x)+ Logy(y)

o Logp(x™) =n-Logy(x)

n 1

o Logy(Vx) ==Log,(x)

e Log, (;) = Logp(x) — Log,(y)
t39 e Logp(x) =Logyn(x™) = Logn\/g(W)
o Logyn(x) = %Logb(x)
o Logyn(x™) = %Logb(x)

e Logy(x)-Log,(b) =1

Loga(r) = 2292 ()

B Log,(a)

Obtener: logy,N = L < N = b’. Usar método de reduccién a base comun
para resolver la ecuacién exponencial

T40: SiDom(f) N Ran(g) # @ entonces la composicidn de funciones existe.
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T41: Aplicar definicion: Six; ,x, € Dom(f)yx; < x, = f(xq) < f(x2).

ta1
T42,1: Aplicar Criterio para hallar Asintota Horizontal:
Si f(x) tiende a un nimero real N cuando x tiende al o, entonces la
taz,1
grafica de f tiene asintota horizontal, cuya ecuaciénes y = N
T4z 2: Aplicar Criterio para hallar Asintota Vertical:
taz2 Si f(x) tiende a oo cuando x tiende al x, , entonces la gréfica de f tiene
asintota vertical, cuya ecuacién es x = x,
tys T43: Demostrar que f es impar, es decir f(—x) = —f(x) ; Vx € Dom(f)
T44,1"
e Simplificar la ecuacién exponencial mediante operaciones elementales
o cambio de variable a una ecuacién exponencial del tipo: a* = bY
e Aplicar uno de los métodos:
tas1 Método de reduccién a una base comun
Sib>0yb#1->b*=b"ox=y
Método de logaritmacion
Seana,b >0vya,b+1
Sia* = bY & Log(a*) = Log(b”) < xLog(a) = yLog(b)
Taa2:
e Aplicar operaciones elementales entre las dos ecuaciones del sistema,
t44-,2 ., .
para obtener una ecuacién exponencial
® Ty4,
T4a3:
. e Encontrar el universo de la variable independiente, teniendo en
44,3

cuenta que la expresion: Logy, f (x) existe si:

a. b>0 Ab#1.
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b. f(x)>0

Simplificar la ecuacién logaritmica usando 73 o propiedades de la
funcidn logaritmo como la inyectividad o definicién de logaritmo,
hasta obtener ecuacién o ecuaciones logaritmicas de la forma:

Log,(x) =a

Despejar x usando 5.

T4-4-,4-

Ta44°

Plantear ecuaciones equivalentes usando 74, 3 para cada ecuacion del

sistema de ecuaciones logaritmico sin expresiones logaritmicas
Resolver el sistema de ecuaciones equivalente considerando las

posibles restricciones las variables

T45,1

Ty5,1°

Transformar las inecuaciones exponenciales en inecuaciones
equivalentes sin exponenciales, mediante los casos:
Casol. Sil < b, entonces b*@ < pe™® & P(x) < Q(x)

Caso2: Si0 < b < 1,entonces b < h?™® & P(x) > Q(x)

Resolver la inecuacién equivalente.

T4-5,2

Tys5.2°

Transformar las inecuaciones logaritmicas en inecuaciones
equivalentes sin logaritmos mediante los casos:
Casol. Seal < b, entonces:

Logy(x) >m e x>b™ V Logy(x) <me 0<x<b™
Caso 2: Si0 < b < 1, entonces:

Logy(x) >m e 0<x<b™ V Log,(x) <me x> b™

Resolver la inecuacion equivalente.

Sustraer inecuaciones a partir de 7,5 ,.
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e Graficar la interseccidn de las regiones que describen cada

inecuacion.

Las Tablas 1y 2, nos indican que sobre los saberes relacionados a funciones en los
textos analizados hay gran cantidad de tipo de tareas, lo cual determiné una cantidad
de técnicas similar. Y sobre las tecnologias que justifican las técnicas, se ha
evidenciado el uso de las definiciones de dominio y rango, de operaciones
elementales entre funciones, definicion de inyectividad, propiedades de funciones
monotonas creciente y decreciente, propiedades en el trazado de la grafica de
funciones como la traslacion vertical y horizontal, la reflexién, la contraccion y la
dilatacion, propiedad del término n-ésimo de una sucesion, propiedades de
ecuaciones e inecuaciones de tipo lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica, tales
tecnologias quedan justificadas en primer lugar por la teoria de funciones, seguido por

la teoria de sucesiones y la teoria de ecuaciones e inecuaciones.

A continuacion, comenzaremos a realizar el disefio matematico y didactico segun

nuestra metodologia.
5.2. Diseio y analisis a priori

A partir de aqui, se empezara a desarrollar la segunda fase de nuestra metodologia;

es decir, el analisis a priori comenzando por:
5.2.1. Diseiio Matematico

A continuacién, se define la pregunta generatriz de un REI potencial. Esto sera por
dos estudiantes del primer ciclo de la carrera de Medicina Humana de una universidad

del Peru, que llevan de forma paralela el curso de Matematica.
Dicha cuestion generatriz es la siguiente:

Qo: ¢En cuanto tiempo tras la llegada una nueva variante del COVID-19, una

poblacién como el Peru alcanzaria la inmunidad de rebano?

La complejidad de la pregunta generatriz Q, determina que no pueda ser respondida
directamente debido a nociones aun desconocidas por los estudiantes. Para poder
dar respuesta a esta pregunta, es necesario aprender sobre el COVID-19, como se

contagia uno de COVID, cémo se propaga en una poblacién y sobre los argumentos
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matematicos que podrian ayudar a describir el contagio por COVID-19. Esto origina

muchas preguntas.

Se dara como respuesta solo a las preguntas que consideramos importantes para la
investigacién. Las consideradas son las siguientes: ¢qué es el COVID-19?, ;cuales
son los sintomas por COVID-197,; qué y cuales son las variantes de COVID-19?, s qué
es la inmunidad de rebano?, ¢cuanto es la poblacion del Peru?, ;como se contagia

una persona de COVID-197,; qué tan rapido se propaga el COVID-19?

Se desarrollara las primeras cuestiones derivadas:

Qo1:¢A cuanto asciende la poblacion del Peru?

La poblacién del Peru asciende a 33 millones 35 304 habitantes.
Qo2:6Qué es la inmunidad de rebafio?

La inmunidad de rebafno ocurre cuando una poblacién esta protegida de una
enfermedad. Esta inmunidad se alcanza de dos maneras: si uno se enferma y
alcanza la inmunidad o si esta se vacuna. La inmunidad de rebano hace dificil la
propagacion de la enfermedad, porque hay menos personas disponibles de adquirir

el virus y transmitirla (Blue Shield, 2021).

La inmunidad colectiva o de rebafio se alcanzaria entre un 70% a 90% segun fuentes

del Minsa y otras.
Qo3:6Qué es el COVID-19?
Sobre esta enfermedad, MINSA (2021) nos menciona lo siguiente:

La COVID-19 es una enfermedad muy contagiosa causada por el coronavirus SARS-
CoV-2. Se propaga cuando una persona contagiada expulsa particulas al momento

de hablar, toser, estornudar, o incluso respirar.

Las personas contagiadas pueden contaminar cualquier tipo de superficie, haciendo
que se contagien otras personas cuando estas tocan esas superficies y luego tocan

Sus 0jos, nariz o boca con las manos sin lavarse.

La Organizacion Mundial de la Salud (OMS) informa que los adultos mayores y las
que padecen de enfermedades respiratorias, diabetes o cardiopatias podrian tener

complicaciones.
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Ql;:¢Cuales son los sintomas por COVID-19?

Los sintomas son fiebre, tos seca, cansancio, dolor de garganta, dificultad para
respirar y congestion nasal (Minsa, 2021). Estos son los sintomas mas comunes, pero
también pueden presentarse otros. Los sintomas pueden aparecer gradualmente y no

todos los casos son iguales e incluso algunas personas no presentan sintomas.

Q33:¢Qué son los coronavirus?

Los coronavirus son una gran familia de virus que causan enfermedades que van
desde el resfriado comun hasta enfermedades mas graves como el sindrome
respiratorio de Oriente Medio (MERS) o el sindrome respiratorio agudo severo

(SRAS). Pueden transmitirse entre animales y personas (Minsa, 2021).
Q35:6Qué y cuales son las variantes de COVID-19?

Sabemos que, durante el 2019 hasta la actualidad, la poblacién del mundial se ha
visto afectada. La informacion que se puede recoger es que el virus ha ido cambiando
y obteniendo nuevas caracteristicas como en el tiempo de contagio y sintomas. Esto

Se conoce como variante.

Segun estas variantes, se informa que el SARS CoV-2 esta mutando constantemente
y generando nuevas variantes que suelen presentar caracteristicas diferentes a las

previamente conocidas (Minsa, 2022).

Existen dos grupos de variantes que se les hace seguimiento. Estas son las

variantes de interés y las variantes de preocupacion.

Las variantes de interés (VOI) son aquellas cuando su material genético tiene
varias mutaciones con caracteristicas observadas de un organismo. Ademas, causa
trasmision comunitaria, multiples casos y se ha detectado en varios paises. Entre

las mas importantes estan la variante Lambda y Kappa.

Las variantes de preocupaciéon (VOC) son variantes de interés que tienen las
siguientes caracteristicas adicionales: aumenta la transmisibilidad y virulencia, y
disminuye la eficacia de las medidas sociales adoptadas como diagnosticos,
vacunas Yy terapias disponibles. Entre ellas se tiene a la variante alfa reportada

inicialmente en el Reino Unido, la variante beta en Sudafrica, la variante gamma en
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Brasil, la variante delta en la India y la variante 6micron nuevamente en Sudafrica.
Sobre esta ultima variante (6micron), las investigaciones muestran que tiene

muchas mutaciones y es mucho mas contagiosa que las otras variantes.
Variantes de la COVID-19

Desde junio de 2020, se han reportado en el mundo diversas variantes como

la variante alfa, variante beta, variante gamma, variante delta, variante émicron.

En nuestro pais, las autoridades han informado que se han identificado nuevas

mutaciones del virus que son las variantes delta plus y mu.
Q¢3: ¢Qué tan rapido se propaga el COVID-19?

En Garrido (2022), se menciona que la variante émicron es 70 veces mas contagiosa
que otras variantes calificadas como VOC. Este virus presenta mas de 32 mutaciones.
Su mayor carga viral causa un contagio mas rapido, ya que una persona podria
contagiar a otras en tan solo dos horas de haberse contagiado. Los estudios del Reino
Unido, Hong Kong y Estados Unidos afirman que el tiempo de contagio de una
persona con el dmicron es menor que con otras variantes. Ademas, se considera que
la persona que presenta el virus del dmicron llega a ser muy contagiosa durante cinco
dias, dos dias antes de los sintomas y dos o tres dias después de los sintomas. Por
otro lado, se afirma que el virus es contagioso durante 5 dias y permanece en el
cuerpo un aproximado de 7 dias (se considera un margen adecuado a la aparicion de
los sintomas, ya que en algunas personas suele aparecer de manera tardia o ser mas
prolongados) (BBC, 2022).

Diversas fuentes como Bacaér et al. (2021) abordan sobre el numero basico de
reproduccidon que permiten medir cuando una enfermedad infecciosa puede
determinar un brote epidémico serio. Esto puede ayudar a afrontar dicha situacioén de

la mejor manera posible.
¢ Qué es el numero basico de reproduccion?

En el campo de la epidemiologia, el numero basico de reproduccion R, de una
infeccidn se define como el numero promedio de casos nuevos que genera un caso

en el transcurso de un periodo infeccioso.
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Segun Comincini, Wilches y Saravi (2021), el R, es interpretada como la velocidad
inicial de propagacion de la infeccion en una poblacién sin inmunizacion alguna. Por
ejemplo, si un brote (la aparicion repentina de una enfermedad debida a una infeccién
en un lugar especifico), tuviese un R, igual a 5. Esto significaria que el primer individuo

que desarroll6 dicha infeccion contagid a cinco individuos mas.

Por ejemplo, en BBC (2020), se menciona que el R, del sarampion seria de 15, la
cual puede causar brotes explosivos. En cambio, el nuevo coronavirus (SARS-CoV-2)
tendria un cercano a 3. Al respecto, Sarukhan (2021) indica que R, SARS-CoV-2,
determinada por la OMS, esta entre 1,4 a 2,5, pero otras estimaciones arrojan R, entre
2 y 3, lo cual significa que cada persona infectada puede infectar a otras 2 o 3

personas.

Figura 13

Numero basico de reproduccion.

e Se S e Se e e e S
e Se S e Se S e So S
e e S e e = e e S

Nota. El R, del coronavirus es aproximadamente 3. Lo que significa que una persona
infectada contagia naturalmente a otras tres en promedio, Fuente: BBC (2020).

Bajo otra perspectiva, en Aragén y Cruz (2020), se describe la situacion respecto a
los numeros de casos de COVID-19 en el Peru a inicios de la pandemia. Es decir,
durante las primeras semanas, se llegaba a duplicar cada 1 o 2 dias. Después de que
se tomaran medidas preventivas como las cuarentenas, toque de queda, uso de
mascarillas, alcohol, etc., la velocidad de contagio comenzé a bajar. En la semana 11,

el numero de personas contagias se duplicaba cada 4 o 5 dias.
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En Lopez (2021), se menciona que el R, aproximado de la variante delta seriade 7 y
de la variante émicron de 10.
De la informacion anterior, que es la parte no matematica, se espera que los

estudiantes puedan recolectar esta informacion o similar.

Luego, se toma esta informacion sobre el numero de contagios por dia y suponiendo
que el numero de personas contagiadas se duplica cada dia, nos preguntamos:
¢cuanto es el numero total son los contagiados por COVID por dia si este niumero se

duplica cada dia y no se toma ninguna medida preventiva?

Si cada dia se duplica, el numero de personas contagiadas seria lo siguiente:
En el dia 1, se tiene el primer caso, es decir, una persona infectada.

En el dia 2, hay 2 personas infectadas.

En el dia 3, hay 4 personas infectadas.

En el dia 4, hay 8 personas infectadas.

En el dia 5, hay 16 personas infectadas.

Y asi sucesivamente.

Estos datos se ordenan en la Tabla 3.

Tabla 3

Regla del numero total de contagiados transcurridos n dias.

N° de dias 1 2 3 4 5 6 7 n
transcurridos

Numero total | 1 2 4 8 16 32 64 ?
de

contagiados

Regla de | 2° 21 22 23 24 25 26 2n-1

formacion

Se observa que en la Tabla 3 hay un patron entre las cantidades numéricas.
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Entonces, nos preguntamos lo siguiente: ¢ cual es la regla de este patron? Lo que
en contexto se traduce ¢ cuanto es el numero total de contagiados en el enésimo

dia?

Se llega a obtener gracias a la regla general de una PG o también de manera intuitiva

la regla de formacién del nimero de contagiados. Es la siguiente: C,, = 2"~1.
¢ Cual seria la extensién de la sucesion a funciones reales?

Una sucesion es una funciéon con dominio el conjunto de numeros naturales. Entonces,
solo extendemos el dominio de C, donde C(n) es el numero total de contagiados
después de transcurridos n dias. Esto se tiene por la regla de formacién que C(n) =

2"~1 donde n es un nimero entero (1 < n).

Haciendo la extension del dominio de C, se expresa de la siguiente forma:
C(t) = 21, cuyo dominio es [1; o >.

Luego, se intenta responder a la pregunta generatriz:

Qo: ¢ En cuanto tiempo tras la llegada del COVID-19, una poblacién como el Peru

alcanzaria la inmunidad de rebano?

Como la poblacidon del Peru asciende aproximadamente a 33 millones 35 304
habitantes, se considera un 80% de la poblacién que alcanzaria la inmunidad

mediante el contagio, es decir, 26 428 243 habitantes.

¢En cuantos dias el 80% de la poblacién alcanza inmunidad mediante el

contagio?

Esto nos lleva a plantear la siguiente ecuacidén, bajo el contexto de adquirir la

inmunidad naturalmente (sin vacunas).
Se plantea la ecuacion exponencial:
2*"1 = 26428 243

Se usa propiedades del logaritmo. En este caso, el logaritmo en base 10 se tiene lo

siguiente:

log (26 428 243
g ( ) « 26

log 2
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Finalmente, se tiene una respuesta a Q,: ¢en cuanto tiempo tras la llegada de una
nueva variante de COVID-19, una poblacion como el Peru alcanzaria la

inmunidad de rebano?

En aproximadamente 26 dias, la poblacién total del Peru alcanza la inmunidad de

rebafo respecto al COVID-19.
Otra forma

Usando la informacion del numero de reproduccion se obtiene otra forma de modelar

el numero total de contagiados por COVID-19.

De la informacioén recopilada, se sabe que, en el Peru, la variante 6micron de COVID
presenta un numero basico de reproduccién de 10, y el tiempo promedio que se

encuentra en el organismo es 7 dias.

En el caso de la variante dmicron tomaremos el periodo de infeccién como 7 dias, de

acuerdo con los datos obtenidos.
Tabla 4

Regla del numero total de contagiados transcurridos n dias basado en el numero

basico de reproduccion RO

N° de 1 2 3 4 5 n
periodos de

7 dias

transcurridos

Numero de |1 10 100 1000 | 10 000 ?
casos

nuevos

Regla de | 109 | 10? 102 103 10* 10m1
formacion

Numero total | 1 11 111 1111 [ 11111 10" -1
de 10—-1
contagiados
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Se observa que en la secuencia hay un patron. Por ende, planteamos la siguiente

pregunta:
¢ Como es el término general del numero total de contagiados?

Se usa la suma de términos de una PG y se logra encontrar el numero total de
contagiados, definiéndolo como C,,, donde n indica el numero de periodos de 7 dias
transcurridos.

o _1om-1
n_ 9 e

- (1)
Donde n es un numero entero tal que n > 1.
¢, Como seria la extension de esta sucesion a una funcion de variable real?

Considerando que las sucesiones son funciones de dominio los naturales

10" -1
9

C(n) = ;neN.L. (2)

para cambiar la variable independiente que determina el numero de periodos a dias,
estableceremos su relacion.

Si 1 periodo equivale a 7 dias, entonces n periodos equivale a d = 7n dias.

Como se puede apreciar, estamos ante una regla de tres directamente proporcional.
Luego, d=7n->n=4d/7

Se reemplaza en la expresion (1).

1047 —1

Cd) =—5—-0

Donde d > 7.
Luego, extendemos su dominio al intervalo [7; c0 >.
Después, se regresa a la pregunta generatriz:

Qo: ¢ En cuanto tiempo tras la llegada del COVID-19, una poblacién como el Peru

alcanzaria la inmunidad de rebano?

Para esto, se considera que se deben contagiar una poblacion de 26428 243
habitantes que representa el 80% de la poblacion total del Peru para alcanzar la

inmunidad natural.
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Estrategia 1
Se plantea la siguiente ecuacion exponencial:
C(d) =26 428243

1047 —1
g = 26428243

10%/7 = 237 854 188
Luego, se aplica las propiedades de logaritmo y se tendria lo siguiente:
log 10%/7 = log(237 854 188)
d = 7log (237 854 188)
d = 7(8,38) = 58,6
Estrategia 2

De la expresion (3), se pudo obtener la funcion inversa que estaria en funcién del
numero total de contagiados y cuya imagen representaria al numero de dias que
transcurren, pues es una funcion inyectiva. Por lo tanto, mediante un despeje de la
variable independiente en dicha expresién, se usara propiedades de logaritmo vy

exponencial y se tendra lo siguiente:
d(N) = 7.10g(9N + 1) .... (4)

N es el numero de personas contagiadas por COVID-19, (N = 0) y d es la funcién
qgue determina el numero de dias transcurridos en el caso de que se tenga un total de
N contagiados por COVID-19.

Luego, se reemplaza en (4) a N por 26 428 243. Se halla de este modo el numero de
dias que deben transcurrir para que un 80% de la poblacién del Peru se contagie por

COVID y de este modo adquiera la inmunidad.

Se obtiene otra respuesta a Q,. que indica que en aproximadamente 59 dias la

poblacion del Peru quedaria infectada por una variante de COVID.

En la Figura 14, se muestra el esquema de un posible recorrido que genera la cuestion

generatriz Q,.
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Figura 14

Mapa de posibles cuestiones y respuestas.
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Continuamos con el segundo proceso de analisis a priori en el disefio de las sesiones,

material y actividades que se realizaron en la implementacion del REI.
5.2.2. Diseno didactico

En esta parte, se muestra el disefio de las secuencias de ensefianza y los dispositivos
empleados para el desarrollo del REI aplicado a dos estudiantes de Medicina de una
universidad del Peru. En total, se disefiaron 6 sesiones para el desarrollo del REI. En
el transcurso de las sesiones, se van realizando modificaciones a las actividades. Esto
se debe a que va presentando informacion diferente a la prevista en el posible

recorrido del REI.

A continuacion, se presenta el disefio de las sesiones y dispositivos didacticos

empleados.
Sesion 1

En esta sesién, se les explicara a los estudiantes la importancia de realizar
investigaciones y sobre como es el rol de un equipo de investigacion. Luego, se les
presentara la cuestion generatriz y se les pedira que intenten formular cuestiones que

permitan responder a dicha cuestion.
Tabla 5

Presentacion del proyecto de investigacion y la cuestion generatriz

Sesion 1 Presentacion del proyecto de investigacion y la cuestion generatriz

Duracion: 100 minutos

Medios y | Uso del Jamboard para la lluvia de preguntas respecto a la pregunta generatriz e

media Internet para la busqueda de informacién que respondan a las preguntas planteadas
Desarrollo Paso 1: El profesor informa a los estudiantes que participardn en un proyecto de
de sesion investigacion basado en un nuevo sistema de ensefianza y que conformardn un

equipo de investigacidn junto con el profesor, cuyo objetivo serd dar respuesta a
una cuestion Q.

Paso 2: Se presenta en un Jamboard la cuestién a trabajar.
Qo: éEn cuanto tiempo tras la llegada de una nueva variante de COVID-19, una

poblacion como el Perti alcanzaria la inmunidad de rebano?
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Paso 3: El profesor invita a los estudiantes a leer la pregunta y a realizar cuestiones
gue permitan entender mejor la pregunta o intentar responderla de algin modo.

Se les indica que pueden hacer busquedas por internet para encontrar informacion
sobre los términos que puedan ser desconocidos para el estudiante, asi como
también encontrar las respuestas a sus planteamientos.

Paso 4: Se organiza la informacidn, y en equipo se van eligiendo las preguntas que
nos acerque mas la respuesta.

Fin de la sesion

Sesioén 2

Antes del inicio de la segunda sesion, se organiza las preguntas recolectadas en un
Word que se comparte de modo online editable al grupo de investigacion. Se les da
algunas indicaciones de como colocar sus respuestas. Se intentara alinear la
investigacién con la intencidon de obtener informacién que nos permita construir un

modelo matematico.
A continuacion, se detalla el disefio de la segunda sesion.
Tabla 6

Estudio de las cuestiones derivadas e inicio de la modelacion de la cuestion generatriz

Sesion 2 Estudio de las cuestiones derivadas e inicio de la modelacion de la cuestion
generatriz.
Duracion 100 minutos

Medios y | Internet y Archivo Word Online compartido.

medias

Desarrollo En esta parte, alinearemos la investigacion. Para ello, se busca informacién
de la Sesion | relevante para luego organizarla y comenzar a plantear un primer bosquejo del

modelo matematico que responda a Q.

El profesor comienza la sesién abriendo el Word online que se comparte mediante

el siguiente enlace:

https://docs.google.com/document/d/1 oPOh 9zyEaQuYlypl-

2CM44jIEIPS1gYDHIWLYOn g/edit?usp=sharing
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A los estudiantes, previo a la segunda sesién, se les pide que coloquen sus
respuestas a las cuestiones derivadas Q¢ generadas en la primera sesion. Ademas,
se hace una revisidén sobre la informacidn recopilada a partir de las cuestiones

derivadas.

Acto seguido el profesor planteara a los estudiantes cuestiones sobre @, con el

objeto de alinear la investigacidn al estudio.

é¢De qué trata esta una nueva variante?

éDe qué forma nos aproximariamos al comportamiento de esta nueva variante?
¢Cual de las variantes de COVID ha afectado mas al pais?

Estas preguntas tienen el objetivo de inclinar la investigacién por la informacién

relacionado a las variantes de COVID de mayor presencia en el Perd.
Luego, se proporciona informacién mediante el siguiente enlace de internet:

https://www.bbc.com/mundo/noticias-52491223

La idea es que intenten responder la cuestion: écudl es la tasa de contagio del

COoVID-19?

Se espera que encuentren informacion relevante en el enlace que les permita

realizar un modelo matematico.

Fin de la sesion

Sesion 3

En esta sesidn, se motivara a realizar un primer modelo matematico. Ademas, se

usara una base de datos y se discutira qué parte de la base de datos tomar para

comenzar a construir un modelo matematico.
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Tabla7

Modelamiento matematico Fase 1: Seleccion de informacion e inicio de la modelacion

matematica de Q,

Sesion 3 Modelamiento de matematico Fase 1: Seleccion de informacion e inicio de la
modelacion matematica de Q.

Duracién 100 minutos

Medios y | Base de datos, video sobre modelacion matematica.

medias

Desarrollo Paso 1: Se inicia la sesién recordando la pregunta Qg, y se vuelve a revisar el llenado

de la Sesion | de las preguntas derivadas.

Paso 2: Posteriormente, se muestra un video motivacional, que trata sobre la
modelacién matematica. Esto se hace con el objetivo de enfocarnos mejor y tener

una idea basica de lo que se intenta hacer.

https://www.youtube.com/watch?v=Lo9QLk5atj4

Paso 3: Se analiza la informacidn dado en forma de grafica de barras que representa

el nimero de contagiados del COVID-19 por dia.

Paso 4: Se discute y escoge parte de la informacién de la base datos.

Paso 5: Se induce a que busquen expresar matematicamente los datos.

Fin de la sesion
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Sesion 4

En esta sesion, se encuentra la regla de formacion del patron propuesto por los

estudiantes en la sesién anterior. Se planteara ver a las sucesiones como funciones

extendiendo su dominio para luego determinar cual de estas es mejor aproximandose

a la data.

Tabla 8

Modelamiento de matematico Fase 2: obtencion de funciones que modelan a Q,

propuestas por los estudiantes y su comparacion con la data

Sesion 4 Modelamiento de matematico Fase 2: obtencion de funciones que modelan a Q,
propuestas por los estudiantes y su comparacion con la data

Duracién 100 minutos

Medios y | Base de datos, Geogebra, Actividad 1

medias

Desarrollo Paso 1: Seinicia la sesidn. Se empieza a revisar la actividad 1, que consiste en hallar

de lasesion | la regla de formacion de las sucesiones planteadas en la sesién 3 por E1y E2, las
cuales son llamadas Propuesta 1y 2.
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Paso 2: Se les induce a que definan funciones a partir de las sucesiones encontradas

usando la extension del dominio.

Paso 3: Se usa el Geogebra como instrumento para graficar la funcién o funciones

encontradas, asi también como para graficar la data.

Paso 4: Se compara de las gréficas de las funciones a la data empleada y se trata
escoger quién seria mejor aproximandose a la data. Para esto, se plantea la siguiente

pregunta: écdmo seria la regla de la funcién que mejor se aproxime a la data?

Fin de la sesion

Sesion 5

Antes de iniciar la quinta sesion, se manda una actividad 2, para que intenten
encontrar otras funciones que puedan aproximarse mejor a los datos, en particular a

la funcién exponencial.
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Tabla 9

Modelamiento matematico Fase 3: modelacion del nimero de contagiados por COVID

Sesién 5 Modelamiento matematico fase 3: modelacién del nimero de contagiados por
CoviD
Duracién 100 minutos

Medios y | Base de datos, Actividad 2, busqueda de informacidn eninternet y de lainformacién

medias recopilada

Desarrollo Paso 1: Se inicia la sesién recordando a la cuestidn generatriz @, y las funciones

de lasesion | que habiamos hallado hasta el momento para la modelacién de Q,.

Paso 2: Se presenta la actividad 2. Se muestra la ficha y se da un tiempo de 30

minutos para que den algunas respuestas.
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Recordemaos que, en la informacian recopilada en el Ward Online, se vio el tema de tasa de contagio,
conocido en el campo de |z epidemiologia como Ry ndmero basico de reproduccion.

De acuerdo esto, nos hacemos |a siguiente pregunta:

£Cual seria la regla de formacion del nimero total de contagiados por COVID, si cada persona que
contrae dicho virus llega a contagiar a dos personas en promedio?

Complete la siguiente tabla para determinar la regla de formacion

N° de dias | Nomero de casos | Nimero total de contagiados
transcurridos | nuevos por dia
1 1

e | Qa2

Paso 3: Se espera que con la actividad 2 encuentren otra funcién como la

exponencial o que sea candidato para aproximarse a los datos.

Paso 4: Se intenta manipular el nimero basico de reproduccion del COVID R, para

generar una funcidn que se aproxime a los datos de tipo exponencial.

Fin de la sesion

Sesion 6

En esta sesion, se empleara el método de minimos cuadrados (regresién cuadratica)
para encontrar la mejor funcion cuadratica que mejor se aproxima a los datos. Luego,

se usara esta funcién para dar una respuesta a Q.
Tabla 10

Modelamiento matematico Fase 4: obtencion de una respuesta a Q,

Sesién 6 Modelamiento matematico Fase 4: obtencidn de una respuesta a Q

Duracion 100 minutos

Medios y | Base de datos, actividad, Geogebra, Excel, videos sobre regresidon cuadratica,

medias actividad 3
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Desarrollo

de la sesion

Paso 1: Se hace un repaso de la cuestion generatriz Q, y del modelo que hemos

obtenido hasta el momento.

Paso 2: Se desarrollara la actividad 3, cuyo objetivo es encontrar la funcién

cuadrdatica que mejor se aproxima a los datos.
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Paso 3: Con la funcidon cuadrdtica hallada en el paso anterior, se expresa

matematicamente la cuestion generatriz Q.
Paso 4: Dar una respuesta a Qg

Fin de la Sesion

A continuacion, se mostrara la siguiente fase de nuestra investigacion; es decir, el

analisis in vivo el cual esta conformado por dos procesos.
5.3. Analisis in vivo

En la experimentacion y observacion clinica, se desarrolla un REI aplicado a dos
estudiantes de medicina de una universidad del Perd. Lo denominaremos E; y E,.
Ellos investigaran para dar respuesta a la cuestion generatriz Q,, bajo la direccién de
un profesor. El guiara por momentos al equipo de investigacion con el fin de encontrar
una respuesta en equipo a Q,. Las seis sesiones del taller tienen una duracion de 100
minutos por sesion. En el transcurso de las sesiones, se van disefiando las actividades
de acuerdo con los hallazgos que van realizando los estudiantes. Por ejemplo, para
organizar la informacion recolectada, se usa un cuestionario de preguntas derivadas

de Q, que van completando en un Word online. Ademas, se realiza la construccion

89



de una base de datos organizado en un Excel Online. Asimismo, se hace uso de
Geogebra como herramienta para comparar las graficas de funciones que se van

construyendo con la data del niumero de contagiados por COVID-19.

Como segundo proceso, se tiene la seleccion de informacién. Para ello, se grabo
las sesiones virtuales, se realizo entrevistas a los estudiantes y se analizé los apuntes

de ellos. A continuacion, se detallara la selecciéon de informacion.
Sesion 1

Esta sesion se inicia preguntando sobre sus experiencias con el sistema de

ensefianza en su universidad, a lo que los estudiantes contestan lo siguiente:

E4: En las practicas calificas de modo online, responden que todo es muy
rapido, nos dan muy poco tiempo para ser mas analiticos. Nos explicaron que

quieren que reaccionemos rapido.

E,: No estamos preparados para esa presion en las evaluaciones, me pongo

nerviosa, nos falta que nos expliquen mas sobre los temas.

Posteriormente, el profesor les menciona a los estudiantes que participaran en un
proyecto de investigacion basado en un nuevo sistema de ensefianza y que
conformaran un equipo de investigacion junto con el docente. El objetivo consistia en

dar una respuesta colectiva a una cuestion Q.
Se presenta la cuestion a trabajar.

Qo: ¢En cuanto tiempo tras la llegada de una nueva variante de COVID-19, una

poblacion como el Peru alcanzaria la inmunidad de rebafio?

El profesor invita a los estudiantes a leer la pregunta y a realizar cuestiones que

permitan entender mejor la pregunta e intenta responderla.

Es asi como los estudiantes empiezan a formular cuestiones, colocandolas en un

Jamboard que el profesor cred previamente.
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Figura 15

Formulacion de cuestiones derivadas.

Nota. Formulacion de cuestiones por estudiantes. Fuente: Elaboracion propia

Sobre las preguntas formuladas, se brindaron indicaciones para realizar una
busqueda de informacion de fuentes fiables que pueda responder a estas
interrogantes. Ademas, a manera de ejemplo, se realizé una busqueda en internet de

una de las preguntas recolectadas: ¢ cual es la tasa de contagio del COVID?

El estudiante manifiesta: “Debe referirse a la variacion del niumero de contagiados”

(E1) alo que el docente indica: “Busquemos en internet para saber mas al respecto”.

Se escribe tasa de contagio del COVID en el buscador de Google. Luego, se procedio
elegir un diario electrénico importantes y articulos cientificos. Se hallé que la tasa de
contagio esta relacionada con el numero basico de reproduccion. Esto motivo la

formulacién de la siguiente pregunta: ¢ qué es el numero basico de reproduccion?

A su vez, se comenzo a realizar una nueva busqueda sobre esta nueva cuestion y se
acuerda en equipo que es un elemento que podria ayudar a responder a nuestra

pregunta generatriz.

Se deja como tarea continuar con la busqueda de informacion que responda a las
cuestiones formuladas en la sesion para generar nuevas cuestiones si lo consideran

necesario y responderlas haciendo la busqueda respectiva. Se finaliza la sesion.
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Sesion 2

En esta parte, se trata de alinear la investigacion. Para ello, se busca la informacion
relevante para luego organizarla y comenzar a plantear un primer bosquejo del modelo

matematico que responda a Q,.

El profesor comienza la sesion abriendo el Word online y felicita a los estudiantes por

haber respondido.

Después, el profesor realiza una cuestion sobre Q,, que se dejé de lado en la sesion

anterior por falta de informacion.

P: ;De qué trata esta nueva variante?, ;de qué forma nos aproximariamos al
comportamiento de esta nueva variante? Pues, no conocemos ninguna de las

caracteristicas de esta nueva variante.

E2: En la tasa mortalidad de esta nueva variante
P: Pero no sabemos como es esta nueva variante
E2: ; Entonces?

P: ;Esta nueva variante esta relacionado con algo, que sepamos? ¢ En qué
nos basariamos? ;Qué estudiariamos para saber un poco sobre esta nueva

variante?

E1: En su material genético

P: ;Y de donde proviene su material genético?

E1: Del mismo coronavirus, que conocemos

P: Claro, es decir del COVID y sus variantes que conocemos
E1: Si!

E2: iClaro!

Se propone elegir dos variantes de COVID existentes para obtener caracteristicas
particulares de estas. Para esto, el profesor realiza la siguiente pregunta: ; cual de las

variantes de COVID ha afectado mas al Pais?

E1: Me parece que la variante mas peligrosa en el pais fue la delta, pues era

muy infecciosa y su sintomatologia era mas grave. Hacia que los pacientes
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tuvieran estos sintomas y fueran a UCI. Esto hacia que los hospitales y

clinicas se llenaran y halla mas muertes.

P: Bien, tenemos un candidato, ;y habria otra variante de COVID que

pudiéramos considerar?

E2: Yo creo que podria ser el dmicron también, pues contagiaba a mucha
gente. Ademas, tenia un nivel de transmisibilidad mas alto, aunque el émicron

fue después de la delta y era mas controlado.

E1: Pero algo importante que se puede destacar en el cambio que hubo de la
delta al Gmicron es que los sintomas del delta eran mas graves, y del dmicron
han sido mas leves. Y analizando los dos, podriamos ver como ha ido

evolucionando el virus y como ha ido afectando.

El equipo acuerda entonces iniciar una investigacion tomando en cuenta algunas de

las caracteristicas del delta y el dmicron.

De este modo, el equipo de investigaciéon se enfocara en recolectar informacién

relacionado a las variantes dmicron y delta.

En equipo, se revisa y organiza la informacién proporcionada por los estudiantes sobre
las cuestiones derivadas. Se deja pendiente completar la informacion faltante sobre
estas. Al buscar y revisar la informacién por internet sobre la pregunta: ;cual es la
tasa de contagio del COVID? El equipo encuentra que esta informacion esta ligada al
término llamado numero basico de reproduccion. Vemos en equipo la pagina donde

se encuentra la informacion.

E2: Sobre el RO nos dice que es el numero de personas a las que un individuo
puede pasar un virus, en promedio, suponiendo que nadie es inmune y que la

gente no cambia su comportamiento para evitar enfermarse.

Se ha observado unas figuras en la pagina y se aprecia como aumenta el numero de

contagios, como en la Figura 16 que se muestra a continuacion.
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Figura 16

Numero de reproduccion basico.

Nota. El R, del coronavirus es aproximadamente 3. Fuente: BBC (2020).

P: Segun la pagina, esta figura muestra ;como se propaga, si el RO es 37,
tenemos al inicio un infectado por COVID, y este contagia a 3. Luego, cada

persona contagiada puede contagiar a otras 3 y asi sucesivamente.
E1: Si, asi es.
E2: (Asiente)

Luego, el profesor muestra la Figura 17.

Figura 17

Como el confinamiento redujo la tasa de infeccion en el Reino Unido.

Nota. En la figura se muestra como afecta las medidas de confinamiento a la tasa de
infeccion. Fuente: BBC (2020).

Se analiza en equipo la informacién sobre el RO. Se observa que los

confinamientos son una medida eficaz para evitar la propagacion del COVID.
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P: ; Este conocimiento sobre el Ro nos seria util? ; Nos ayudaria a responder

nuestra pregunta Q,?

E1: Yo creo ... estaria bien tomarlo como un dato importante, porque te

permite ver como se mueve el COVID en cierta poblacion especifica.

P: ;Estda mas claro lo que es un RO, es decir, un numero basico de

reproducciéon? También, hay que ver las unidades de RO

E1: Claro, y aparte tenemos que ver el contexto. Ademas, tenemos que ver

que ese RO esta en cierto lugar en especifico.

Se busca informacion en el internet y se encuentra otra definicion sobre el RO similar

a la anterior.
P: ;Qué se entiende por esta definicién del RO?

E2: Supongo que es un periodo de tiempo cuando una persona se contagia y
contagia a otras personas. Se generan los casos nuevos y se obtiene el

promedio.
P: Mmmm, ¢ qué pasaria si el RO es 37
E2: Es el promedio que una persona infectada puede contagiar a 3 personas.

P: Pero, también dice a lo largo de un periodo infeccioso. 4 Qué es un periodo

infeccioso?
E2: Es un tiempo donde existe la posibilidad de infeccion.

P: Entonces, una unidad seria el tiempo y la otra son los casos nuevos, es

decir, personas.

P: ;Qué pasaria si el RO es menor que 1?7 Aqui dice que la infeccion muere

tras un largo periodo.
E2: Eso pasa, porque hay baja transmisibilidad, solo contagia a una persona.

P: puede llegar a contagiar 1 o puede ser menor que 1 persona, es decir, cero

personas.

Se sigue revisando la informacién sobre el RO y se da indicaciones para que se

actualice la informacioén en el cuestionario subido al Word.
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Al revisar la pregunta de ¢cémo o cuando una poblacién alcanza la inmunidad de
rebaino? Un estudiante indica: “Cuando el 70% de la poblacion alcance la inmunidad

de manera natural o por las vacunas” (E1).

El equipo concluye que es necesario de conocer el numero total de contagiados, ya
que esto implica que alcanzarian inmunidad cuando pasen a estar como recuperados,
por lo cual es necesario una base de datos sobre el numero de contagiados del
COVID.

Se establece buscar informacion sobre este RO (numero basico de reproduccion) en
el Peru. En caso de que esta informacion no se llegara encontrar el RO, se buscara
otro RO de una poblacién similar, ademas de una base de datos del numero de

contagiados por COVID para comenzar con la modelacién de la pregunta generatriz.
Se finaliza la sesion dos.
Sesién 3

Se inicia la sesion recordando la pregunta Q,, y revisando el llenado de las preguntas
derivadas. Posteriormente, se muestra un video motivacional, que trata sobre la
modelacion matematica. El objetivo es tener una idea basica de lo que se intenta

hacer. Para ello, se muestra el siguiente video:

https://www.youtube.com/watch?v=Lo9QLk5atj4

El equipo comienza a analizar la base de datos de acumulados positivos COVID. Se
sefala que la data es desde que se inicio6 la pandemia hasta la actualidad y , por lo
tanto, debe estar los positivos por las variantes de COVID (entre ellas la variante delta
y la variante 6micron). Se les muestra a los estudiantes que, si ubican el cursor sobre
la imagen cerca de las fechas en el eje horizontal, nos sale informacién. Por ejemplo,
en la fecha, el 4 de abril del 2020 aparece debajo el numero 837. Esto significa que

en ese dia se reporté 837 contagiados por COVID.
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Figura 18

Casos positivos diarios de COVID-19 en Perd.

Nota. La figura muestra los casos de contagio diario del COVID-19. Fuente: Revollé
et al. (2022).

Se comienza a describir la tabla para luego determinar qué parte de los datos que se
muestran se van a tomar. Se sefiala que el eje horizontal X se encuentran las fechas
desde el 6 de marzo hasta el dia de hoy y en el eje Y, el numero de contagiados en

esa fecha.

Se empieza a sustraer los datos desde el 6 de marzo y se comienza a llenar una tabla
donde se define las variables numero de dias transcurridos versus numero de
contagiados por dia. Se comienza a llenar la tabla y los estudiantes observan que son
demasiados datos. Entonces, se intenta escoger un tope. Para ello, se intenta tomar
la porcion de datos donde no habia muchas condiciones que puedan afectar al numero

de contagiados.

P: ¢Por qué la grafica se ve de este modo?,;,qué estaba pasando en esos

momentos?, por ejemplo, aqui en enero
E2: El dmicron

E1: Si

P:Y en esta parte, en abril del 2021
E1: Posiblemente el delta

P: Hay que averiguar eso.
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P: Esas condiciones le dan cierto grado de complejidad al modelo que
deseamos construir, entonces ¢jen qué momento no habia muchas
condiciones?, por ejemplo, la vacunacion seria un factor para que el numero

de contagiados no se dispare. ¢ Cuando fue eso?

E1: Eso fue a inicios de febrero. Comenzd con Sagasti.
P: ¢Y otro factor que afecte al numero de contagiados?
E2: Las cuarentenas, la inmovilizacion social

P: ¢ Y cuando comenzo las cuarentenas?

E1: El 16 de marzo del 2020

El equipo determina tomar los datos recopilados desde el 6 hasta el 16 de marzo, pues
en ese periodo de tiempo no se habian tomado medidas importantes para tratar de
controlar el numero de contagiados por COVID. Por ende, la gente realizaba sus

actividades con normalidad.

Figura 19

Organizacion de datos de numeros de contagiados por dia.

Nota. En la figura se muestra el trabajo de los estudiantes al decidir qué parte de los

datos empezar a estudiar. Fuente: Adaptado de Revollé et al. (2022)

Se determina nuestro primer objetivo que es modelar el numero de contagiados
durante los primeros 8 dias. Se empieza con el 6 de marzo, pues corresponde a la
fecha donde se registra el primer contagiado de COVID en el Peru. Ademas, se elige

el 16 de marzo, pues en esa fecha se toma primera medida para controlar el virus.
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Se recopila una data de numero de contagiados por dia y se procede a la modelacion.
Se les indica ademas que intente buscar un patrén con los datos de la tabla o con

datos que se pudieran aproximar a ellos.

En la modelacioén realizada por los estudiantes, se obtienen dos propuestas (ambas
sucesiones). La primera es del tipo progresion aritmética y la segunda es otra sucesion

de dos niveles como se muestran en las siguientes figuras.

Figura 20

Construccion de sucesion de segundo grado.

.

Nota. Propuesta de E1. Fuente: Elaboracion propia

Figura 21

Construccion de una progresion aritmeética.

Nota. Propuesta de E2. Fuente: Elaboracion propia

Se muestra las graficas de funciones elementales, asi como de sus reglas de

correspondencia.
Se finaliza la sesion.
Sesion 4

Se inicia la sesibn comenzando a revisar la actividad 1, que consistia en hallar la regla
de formacion de las sucesiones planteadas en la sesion 3. Se brinda un poco de
tiempo para que terminen de hallar las reglas.
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Las estudiantes consiguen hallar las reglas de formacion para las sucesiones que se

aproximan a los datos que son a(n) y b(n).

En este proceso, E2 uso la formula del término n-ésimo de una progresion aritmética
para hallar las reglas del término general. Luego, simplificé la expresion obteniendo la
expresion b. Por otro lado, E1y E2 encuentra la regla de la sucesién propuesta por

E1 de dos maneras distintas. Una encuentra que el numero de contagiados en el n-

ésimo dia transcurrido es 2+4+6+--+2n=2(1+2+3+--n) =2(m)

2
n(n + 1), mientras que la otra estudiante consigue directamente el patron al tantear

valores iniciales. Las reglas obtenidas por E1 y E2 son respectivamente:
a(n) =n? +n yb(n) = 3n — 2. Como se aprecian en las Figura 22.

Figura 22

Expresion del término n-ésimo de la sucesion a,, y b,, hallado por los estudiantes.

Nota. Desarrollo de los estudiantes de las sucesiones tipo P.A. y sucesion de

segundo grado. Fuente: Elaboracién propia

Se realiza un breve estudio sobre lo que es una funcién, el dominio y rango de una

funcion, y cdmo representarlos en un sistema coordenado.
Luego, el profesor hace la pregunta, de acuerdo con lo abordado.
P: ¢ Una sucesion es una funcion?

E2: Si, pues a cada elemento del conjunto de partida le corresponde un

elemento del conjunto de llegada.
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E1: Si.
P: Entonces, podriamos extender las reglas de formacion de sucesiones a
funciones.

P: ¢ Qué nos saldria si extendemos a funciones?,¢qué funciones tendriamos?

Se comienza a realizar la extension reconociendo el dominio de la sucesion a(n) y

b(n), que viene a ser los naturales y extenderlo a los reales.

Al extender a(n) y b(n) se obtienen las funciones: f(x) =x>+x y g(x) =3x—2
P: ¢ Qué funciones hemos obtenido?
E2: Una cuadratica y una lineal

Posteriormente, se les brinda indicaciones para que ingrese la base de datos
mostrada en una tabla del Geogebra. La idea es poder visualizarlas como puntos en

un sistema coordenado.

Figura 23

Grafica de la base de datos por Geogebra, como puntos en el plano cartesiano.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

Luego, se les da indicaciones para que ingresen las reglas de las funciones f y g, al

Geogebra.

101



Figura 24

Grafica de las funciones f y g en Geogebra, que se aproxima a la data.

Nota. Fuente: Elaboracién propia

Al observar las gréaficas de las funciones fy g, se realiza el siguiente dialogo:

P: ¢ Cual de las funciones modela mejor a los datos, es decir, a los puntos de

morado?
E2: Yo creo que la cuadratica, mas que todo por su dominio y el rango.

E2: Bueno, mas que todo, porque la cuadratica es una parabola y se va para

arriba

P: Trata de ser mas detallada. Bueno, la idea es ver qué grafica de las
funciones se aproxima mejor a los datos. Por ejemplo, si yo grafico una funcion
de celeste como esta (se dibuja una curva mas lejana a los datos), tu

escogerias esta funcion de celeste.
E2: Creo que no. Esta muy alejado.

P: Te das cuenta. Estds comparando la grafica de celeste que esta mas

alejada de los datos.

El equipo aprecia que al inicio parece que los datos son cercanos a la parabola. Luego,

se van distanciado y después vuelven acercarse.

P: ¢Y sobre la grafica de la funcion lineal?
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E2: Como es recta, se va alejando mas.

P: Pero ¢y dénde o cuando?

E2: A la derecha, al infinito

P: pero ¢ en qué momento? Es decir, siempre estuvo alejado de los datos
E2: A partir del dia 6

P: Te das cuenta que la recta modelaba los datos hasta el dia 6. Luego de

ese tiempo, comenzé a distanciarse.
E1: Yo también creo que la que mejor se acerca a los datos es la parabola.

P: ¢ Qué pasaria si solo hubiésemos modelado hasta el dia 5? ¢ Qué funcion

hubieras elegido?
E2: La recta

El equipo observa que el elegir una funcion que modele los datos depende de qué

intervalo de tiempo se esté tomando.

Dado el intervalo de tiempo tomado, se elige a la funcion cuadratica f como la que se

aproxima mejor a los datos.

Nos planteamos la siguiente pregunta: ¢ existira otra cuadratica que se aproxime mejor

que la que tenemos a los datos?

Esto nos lleva a usar la regla de formacién de una funcién cuadratica.
h(x) =ax?*+bx+c;cona+0
Y si es posible, seria importante encontrar una que esté mas proxima a los datos.

Para ello, el equipo elige tres puntos de la tabla bajo estos criterios:

(1; 1) es el primer punto que genera la base de datos.

(5;12) mas o menos en ese punto se va generando la curva hacia arriba.
(10; 85) se sigue formando la curva.

Como cada punto deberia pertenecer a h, por la definicion: si (x;y) € f , entonces

fG)=y.
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Luego,
h(1)=1->a+b+c=1;
h(5) =12->25a+5b+c=12 vy
h(10) = 85 — 100a + 10b + ¢ = 85
formando un sistema de 3 ecuaciones con 3 variables

a+b+c=1
(S): 25a+5b+c =12
100a + 10b + ¢ = 85

Aquello se resolvio en ese momento mediante un programa del internet, que usa el
método de Cramer.

79 103 29 . .
La respuesta es a = P ;b = S0 YC=- Luego, los estudiantes lo resolvieron por

los métodos de reduccion y sustitucion obteniendo los mismos resultados.

Figura 25

Resolucion del sistema de ecuaciones, por los métodos de reduccion y sustitucion.

Nota. Fuente: Elaboracién propia
Hallados los valores de a, b y c; se reemplaza en la regla de la funcion cuadratica y se
obtiene la regla de correspondencia:

79 103 29
h(x) ==x?——x+=
() 60 TR

Esta se grafica en Geogebra como en la Figura 25, la cual se obtiene la curva de azul.
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Figura 26

Gréfica de la funcién h.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

Haciendo la comparacion de la grafica de h con las graficas de las funciones fy g, que
se construyeron inicialmente, el equipo observa que la funcion cuadratica h se

aproxima mejor a los datos.

Comparando la grafica de h, con las graficas de las funciones anteriores, el equipo
nota una mejor aproximacién de h respecto a f respecto en una gran parte de los

datos.

Figura 27

Graficas de las funciones f, g y h.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.
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El profesor plantea la pregunta: “;cdmo seria la regla de una funciéon que mejor se

aproxime a los datos usando las funciones halladas?”

Se finaliza la sesion.

Sesion 5
Se inicia la sesién haciendo una revision sobre el avance realizado en la actividad 2.

1. Segun las funciones mostradas en la figura ;coémo considerarias una regla de

una funcién que mejor se aproxime a los datos?

Esta pregunta generé que E2 comenzara a realizar una busqueda en internet y
encontré unas notas guia de un curso de métodos numeéricos ubicado en el siguiente

enlace:

http://www.ugr.es/~arobles/Telecos/Tema09.pdf

Las notas lo motivan a E2 intentar solucionar el problema mediante el método de
aproximacion minimos cuadrados discreto (regresion cuadratica), es decir,

aproximarse a los datos por una parabola (funcion cuadratica).

E2 construye bien la tabla y hace bien los célculos de la tabla con los 5 puntos que no
son los datos a los que se desea aproximar. Plantea su sistema de ecuaciones, pero
no identifica correctamente los coeficientes de estos, pues son sumatorias como se

muestra en las notas.
El profesor, sobre la pregunta de la actividad, inicia el siguiente dialogo:
P: Dime ¢ qué has intentado hacer?

E2: En esta pregunta, yo intenté interpretar. Por un momento, pensé que debia
hacer dos tablas, pero dije entonces habria un sistema de 6 ecuaciones. Me
guie un poco del ejemplo que habia en el articulo. Bueno, creo que no lo

entendi muy bien.
P: Ok, muéstrame lo que hiciste.

E2: Bien, ahora se lo envio, y nos muestra su tabla y el sistema de la Figura
28.
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Figura 28
Tabla para hallar los coeficientes por el método de minimos cuadrados (regresion

cuadrética).

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

E2: Alli usé el método de minimos cuadrados usando la primera regla:

elaborando tablas el articulo. Le paso el articulo.
P: Ok, para ver de qué se trata

Figura 29

Meétodo de minimos cuadrados hallado por el equipo de estudio.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.
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P: Ya veo, es un método de aproximacion a puntos por funciones polinomiales.
Bueno, eso es lo que dice. Parece que hemos encontrado una buena técnica.

El problema es que aun no lo entendemos. Y 4,qué usaste?
E2: Usé la parte de aproximar por una parabola.

Figura 30

Meétodo de minimos cuadrados (regresion cuadratica).

Nota. Fuente: Universidad de Granada (2014).

P: Bien, la teoria de este método, segun el articulo, nos dice que se puede
obtener la mejor recta que se aproxime a los datos. También, podemos hallar
la mejor cuadratica, que es similar a lo que hemos estado haciendo, solo que

bajo este método tiene a la mejor funcion.

E2: Por eso, intenté hacerlo con esa regla, pero no sé. No entendia de dénde

tenia que sacar las variables, mas que todo la y.

P: Bueno, hay que tratar de buscar mas informacion al respecto si queremos
usar esa técnica, ok. Entonces, tratemos de buscar informacién sobre este

tema para entenderlo mejor y usar la técnica para nuestros datos.
E1: Si, esta bien.
E2: Ok, buscaré.

La sesion continua, revisando la siguiente pregunta de la actividad:

¢ Sera posible encontrar una funcién que se aproxime mejor a los datos que las

funciones obtenidas hasta ahora?
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E2: En el articulo, encontré que uno se puede aproximar a los datos, ademas
de la funcion lineal o cuadratica con funciones exponenciales, logaritmos,

potenciales, hiperbdlicas y logisticas.

P: Si, se puede hacer segun el articulo. Habria que estudiarlo un poco mas

para usarlo.

P: Podriamos también revisar las graficas de las funciones, y ver cual se

acopla mejor a nuestros datos.

E1: Por la forma que van nuestros datos

P: Si
Se continta con la busqueda por medio del internet. Los estudiantes observan que el
comportamiento de la grafica de la funcion exponencial se asemeja un poco al

comportamiento de la data. También, encuentran, entre sus diversas aplicaciones, el

estudio de contagios por virus.

Figura 31

Busqueda de otras funciones que se aproximen a los datos.

Nota: Fuente: Elaboracién propia.

Los estudiantes observan a la funcion exponencial como candidato para el

modelamiento del numero total de contagiados por la forma que tiene su grafica.
Se continua con la siguiente pregunta de la actividad 2.

Se recuerda que, en la informacién recopilada en el Word online, se abordé el tema
de tasa de contagio, conocido en el campo de la epidemiologia como R, numero

basico de reproduccion.

De acuerdo con esto, se hace la siguiente pregunta:
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¢ Cual seria la regla de formacién del nimero total de contagiados por COVID si cada

persona que contrae dicho virus llega a contagiar a dos personas en promedio?
Los estudiantes realizan la siguiente tabla mostrada en la Figura 32.

Figura 32
Intento de modelar el numero de contagios por COVID-19 mediante la nocion de

numero reproductivo RO.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

A los estudiantes se les complica encontrar una regla de formacién para la secuencia
de numero de contagiados. Solo se limitan a encontrar el valor del niumero total de

contagiados.

P: Les sugiero que lo escriban como potencias de 2. De alli, observen con

cuidado cédmo son los términos.
E1: Ok
E2: Si, ¢ hay una férmula?

P: Si, cuando tengan la forma, pueden buscar la férmula. Bueno, revisenlo e

intenten hallar la forma del término enésimo.

E1: Esta bien

E2: Ya.
Sesién 6
Se hace un repaso de lo avanzado hasta el momento y se revisa si han podido avanzar
la actividad 3. En la primera parte, se les pide encontrar la funcion cuadratica que se

aproxima a los datos mediante el método de minimos cuadrados (regresion

cuadratica).
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E1 manifiesta que no comprende el método mientras E2 intenta usar el método. Sin
embargo, aun no lo tiene claro, pues no toma los puntos de la data para generar su
cuadratica, sino toma a los puntos de la recta que se aproximaba a los datos que habia

construido anteriormente E2.

Esto evidencia que los estudiantes aun no tienen claro cémo funciona el método de
minimos cuadrados. Por ende, necesitan mas informacion que les permita despejar

sus dudas.

Se les sugiere realizar una busqueda de informacion acerca de este método. Los
estudiantes llegan encontrar mucha informacion al respecto. Se elige un video corto

que habla al respecto, cuyo enlace es el siguiente:

https://www.youtube.com/watch?v=slzdZDnsS8k

Se comienza a visualizar el video. En algunos momentos, se pone pausa para aclarar

ciertos detalles del video y hacer la comparativa con nuestro problema.

Primero, se hace pausa en la parte donde se sehala a los puntos, pues son para

nosotros la base de datos a los cuales nos vamos a aproximar.
P: Bien, ¢a qué nos vamos a aproximar?
E2: A los datos

P: Bien, entonces, usaremos nuestra base de datos. Recuerdan ¢ por qué solo

tomamos la data del numero total de contagiados hasta el 16 de marzo?
E2: Porque, si tomamos mas puntos, seria demasiado

E1: Porque ese dia los casos subian y se estableci6 medidas mas estrictas

en el Peri como las cuarentenas

P: Claro, es por eso. Hasta ese dia la poblacién vivia de una manera relajada

y no habia muchas restricciones. Ok, sigamos viendo el video.
Se continua observando el video.

Se enfatiza los pasos que sigue el video como la construccion de una tabla para hallar
la sumatorias. Se va aclarando la notacién que se va utilizando, cdmo se va usando
los puntos (pares ordenados) y qué deberiamos hacer con las componentes de los

puntos que conforman nuestra data.
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Figura 33

Visualizando video de internet que explica el método de minimos cuadrados (regresion

cuadrética).

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

P: ;Qué viene asera, by c?

E2: Son los coeficientes de la cuadratica.

P: Bien, y ¢ cdmo obtengo las sumatorias?

E2: Pues, sumando las columnas de la tabla
P: Ok, y ¢,como obtengo estos coeficientes?
E1: Resolviendo el sistema de ecuaciones

P: Claro, entonces tendriamos los coeficientes
E1: Si

E2: Claro

P: Y luego ¢qué hacemos?

E1: Reemplazamos en la ecuacion los coeficientes hallados
E2: Si, en la ecuacién de la cuadrética.

(Luego se procede a ver el proceso de este método en el video).
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P: ¢ Qué tal el video? ¢ Ya esta un poco mas claro?
E2: Si, ya mas claro

Posteriormente, el profesor les muestra una tabla con las columnas que debemos
completar de manera online y les indica que pueden usar el mismo Excel para hacer
las formulas, pero tienen dificultades al escribir las potencias en las formulas. Por ello,

se les indica que usen la calculadora y terminen con el llenado.

Figura 34

Tabla del método de minimos cuadrados (regresion cuadratica) en Excel.

Nota. Fuente: Elaboracién propia

Figura 35

Se muestra el llenado de los estudiantes de la tabla.

MNimera de Nimere de

dias contagiados | Mimere total
Fecha tramnceurridos | por dia de confagiados| x v x"2 x"3 xY Xy "2y
& de Marze 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 de Marze 2 5 3 2 6 4 8 16 12 24
# de Marzo 3 2 8 3 8 9 27 81 24 72
7 de Marzo 4 3 1" 4 11 16 64 256 44 176
10 de Marze 5 1 12 5 12 25 125 625 60 300
17 de Marze 6 8 20 G 20 36 216 1296 120 720
12 de Marzs 7 8 28 7 25 49 343 2401 196 1372
12 de Marze 8 10 38 & 38 64 512 4096 304 2432
14 de Marze El 19 &7 El 57 a1 729 6561 513 4617
15 de Marze 10 28 85 10 85 100 1000 10000 850 8500

11 20 105 11 105 121 1331 14641 1155 12705
|

Nota. Tabla con las sumatorias que permiten formar el sistema de ecuaciones. Fuente:

Elaboracion propia.

Una vez completada la tabla como se muestra en la Figura 35. Se comenta lo
siguiente:
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P: Bien, veo que completaron la tabla y hallaron las sumatorias, ahora ¢qué

hacemos con las sumatorias?
E2: Lo reemplazamos en el sistema, pero hay una suma de 1, ;qué es eso?

P: Bueno, eso solo es una forma de expresar cuantos puntos estas usando

en la data.

E2: Hay 11 puntos, entonces la suma de 1 es 11.
P: Bien, entonces, planteemos el sistema.

E2: Ya

E1: Si

Luego de realizada las sumas de la tabla (Figura 35) por los estudiantes, se procede
formar su sistema de ecuaciones de 3 variables de acuerdo con el algoritmo del

método de minimos cuadrados (Figura 30.).
“Aqui esta el sistema” (Figura 36) (E2).

Figura 36

Sistema planteado por E1, por el método de minimos cuadrado.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.
‘y este es el mio” (E1).

Figura 37

Sistema planteado por E2, mediante el método de minimos cuadrado.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.
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P: Ok., ¢E1 el coeficiente de c es 5067,

E1:Sisisisi....

P: Veo que el sistema va a ser un poco complicado de resolver, al menos
manualmente.

E2: Si, se ve complicado.

P: Recuerdan que habiamos encontrado una pagina que resuelve sistemas
de ecuaciones.

E2: Si

P: Pueden usar eso para resolver el sistema, porsiacaso les envio el enlace.

E1: Ok.

Después de unos minutos los estudiantes, muestran los siguientes valores para a, b
y c:

2173 10651 1217
a= ;

165 2= " 1430 Y~ g58”

P: Ahora, ¢ cudl es el siguiente paso?

E1: Reemplazamos en y = a + bx + cx?.

La funcién cuadratica que obtienen los estudiantes por el método minimos cuadrados
(regresion cuadratica) es el siguiente:

2173 10651 1217

— _ 2
fO) =255~ T30 * * 858

P: Recuerden que ese y es como el f(x), por lo tanto, tenemos una funcion
cuadratica. Ahora, j,como sabemos que esta funcidén se aproxima mejor a los
datos?

E1, E2: Colocandolo en Geogebra, con Geogebra (Responden a la vez)

P: Bien, para visualizar la aproximaciéon podemos usar Geogebra. Usen
Geogebra, pero ¢ cual seria el dominio?

E2: Seriade 1 < x < 11, porque hay 11 dias.
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P: Si esta bien, pero hay que colocar la data en una tabla del Geogebra para

comparar con la funcion.

E2: Ya lo tengo, me sale una parabola infinita.

P: Hay que arreglar la escala, entra a propiedades y cambia la escala del 1:10.

E2: Ok, si ya se ve mejor.

P: Pero te falta los puntos de tu data

E2: Hay si, ya lo hago.

P: Ok.
Los estudiantes ingresan la data como puntos en una tabla que es la funcion obtenida
por el método de minimos cuadrados y la penultima funcién cuadratica que se usoé
para aproximar a los datos. Esta ultima fue a sugerencia del profesor para realizar las
comparaciones.
Los estudiantes notan que la aproximacién de la funcion obtenido por regresion
cuadratica se asemeja al comportamiento de la anterior funciéon cuadratica modelada

como se aprecia en la Figura 38.

Figura 38

Grafica de la funcién cuadratica por el método de minimos cuadrados.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

P: Miren la grafica de rojo que es la cuadratica que acabamos de encontrar
por el método de minimos cuadrados y la de azul que es la otra cuadratica
que teniamos anteriormente.
E1: Son parecidas
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E2: Estan cercanas a los datos.

E1: Al inicio, la de rojo esta un poco mas cercana a los datos que la de azul.
P: Si, asi parece. ¢ Entonces usamos esta ultima?

E2: Si, no hay mucha diferencia, pero es un poco mejor al inicio.

E1: Claro, esta un poco mas cerca la parabola de rojo que la de azul al
principio.

P: ¢ Usamos esta funcion, entonces, para modelar los datos?

E1: Si, es mejor a mi parecer.

E2: Pienso igual.

P: Ok, entonces ¢ qué pasara si extendemos el dominio de nuestra ultima

cuadratica f en Geogebra?, por ejemplo, que el dominio de f sea [1;100].

Alo que los estudiantes obtienen la siguiente grafica mediante el Geogebra

Figura 39
Comparacion entre las funciones cuadraticas encontradas que se aproximan a la

base de datos.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

P: Con esta extension, nos podemos proyectar sobre lo que podria pasar en

los siguientes dias con el numero total de contagiados. Usando esto
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estamos en el contexto de prediccion. Por ejemplo, ¢ qué podria suceder en
el dia 147?

E1: Hay una subida en el numero total de contagios.

P:Y ¢de cuanto seria esa subida?

E2: Supera los 180 contagiados

P: Claro, y ¢,se podra estimar el nuUmero de contagiados en el dia 907

Aqui se presentan dificultades al manejar el Geogebra (para desplazarse en la
grafica y al manipular la escala).

Al final, se logra visualizar y estimar el numero de contagiados en el dia 90.

E1: Al parecer, el total de contagiados es mas de 10 000 en el dia 90.

P: Si, asi parece. Recuerdan ¢ qué significa el eje X para la grafica de esta
funcion?

E2: Los dias transcurridos

P:Y, ¢ qué significa el eje Y?

E1: Los casos, el numero total de contagiados

P: Bien, vamos a la pregunta generatriz.

Qo: ¢En cuanto tiempo tras la llegada una nueva variante del COVID-19, una

poblacion como el Peru alcanzaria la inmunidad de rebafio?

P: Recordemos que, para nosotros, cuando hablamos de una poblacién que
va a alcanzar la inmunidad de rebafo, se debe entender a que la poblacion
iba ir contagiandose y en el transcurrir del tiempo iba alcanzar la inmunidad
natural, es correcto.

P: ¢ Cuantas personas tendrian que contagiarse para alcanzar la inmunidad
de rebafio?

E1: EI 70% de la poblacién

P: Bueno, estamos trabajando con la poblacion del Peru, ¢ cuanto es la
poblacion del Peru?

E1: Era cerca los 33 millones.

E2: EI 70% de la poblacién del Peru me salié 22 838163,6 habitantes.

P: Listo, eso es. Necesitamos que esa cantidad de habitantes se contagien

para que obtengan inmunidad natural. ;Qué tendriamos que hacer para
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saber el tiempo que se demora esa poblacién en contagiarse?, ;cémo
hallamos el tiempo para que 22 838 163,6 personas se contagien?

E1: ¢Usar el modelo de f ?

P: Claro, qué pasaria si quiero saber ¢4 en cuanto tiempo 4000 personas se

contagian? Segun el modelo f.

Figura 40

Estudiando a la funcién cuadratica, para determinar una respuesta a la cuestion

generatriz.

Nota. Fuente: elaboracion propia

E2: Tendrian que transcurrir un poco mas de 50 dias.

P: ¢ Qué has hecho alli? Ese 4000 es un y, es decir, un numero total de
contagiados, y a este y, le corresponde un x, donde este x son los dias
transcurridos. Y los y s a qué son iguales?

E1: Alos f(x), entonces 4000 es f(x)

P: Exacto, y tendriamos una ecuacion ¢ cierto?

E2: Si, ah.

E1: Ya

P: ¢ Como seria esta ecuacion? Se da un tiempo para que planteen la

ecuacion.
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Figura 41

Planteamiento de una ecuacion cuadratica por los estudiantes.

Nota: Fuente: Elaboracién propia

P: ¢ Como resolverian esta ecuacion?

E1: ¢ Por aspa simple? Pero hay fracciones

P: Es mas complicado, ¢,qué otro método hay?
E2: Por férmula general

P: Me parece que seria mejor. Haber intenten resolver la ecuacion.

Los estudiantes resuelven por formula general obteniendo como respuesta 4013 dias

aproximadamente 11 anos.

Figura 42

Resolucion de la ecuacion cuadratica por los estudiantes.

Nota. Fuente: Elaboracién propia
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P: Listo, lo hallaron, ¢ qué significa este x que acaban de hallar?
E2: Los dias transcurridos

P: ¢ Cuantos dias son?

E2: 4013 dias

P:Y ¢cuanto seria en afos? Un afo tiene 365 dias.

E2: Sale decimal 10, 994 afnos, casi 11 anos.

P: ¢ Qué significa?

E2: Que en aproximadamente 11 afios habria inmunidad de rebafio

E1: Si creo que va por ahi, o sea si se siguen dando las mismas condiciones,
y los casos siguen subiendo porque segun nuestra grafica los casos suben y
no hay manera que baje. Si se mantiene de esta manera, la inmunidad de

rebano se tendria en 11 anos.

P: Claro, bajo la suposicion de que en alrededor de 11 afios se llega a

contagiar el 70% de la poblacién y luego pasarian a ser inmunes.

E2: Asi, es

E1: Claro

P: Entonces, creo que ya tenemos una respuesta a nuestra pregunta Q,.

Qo: ¢En cuanto tiempo tras la llegada una nueva variante del COVID-19, una

poblacion como el Peru alcanzaria la inmunidad de rebafio?

Segun nuestro estudio, la inmunidad de rebano se alcanza en un tiempo aproximado

de 11 anos.

A continuacién, en la Figura 43 se muestra como se fue desarrollando el REI
implementado.
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Figura 43

Mapa de cuestiones y respuestas del REI implementado.
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Nota. En el REI implementado se muestra el método de minimos cuadrados (regresion cuadratica). Fuente: Elaboracion propia
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CAPITULO VI: ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En este capitulo, se desarrolla el analisis a posteriori que es la cuarta fase de nuestra
metodologia. Esto se analiza con ayuda de los indicadores de grado de completitud
de una Organizacién Matematica (OM). La OM es resultante del REI desarrollado por
los estudiantes a partir de la cuestion generatriz Q, y se muestran las consideraciones

finales obtenidas a partir de dicho analisis.
6.1. Analisis a posteriori

De acuerdo con los indicadores del grado de completitud de una OM, definidos en
Bosch et al. (2004), se usara para el analisis de la OM, que sera desarrollada por los
estudiantes en el REIl implementado.

De aqui comenzaremos a realizar el analisis segun estos indicadores, para poder
identificar en parte a las limitaciones y restricciones durante el desarrollo de la cuestion

generatriz:

Qo: ¢En cuanto tiempo tras la llegada una nueva variante del COVID-19, una

poblaciéon como el Peru alcanzaria la inmunidad de rebano?
Por otro lado, se mostrara qué conocimientos sobre funciones se estan empleando.

En el primer indicador, Integracién de los tipos de tareas, los estudiantes, con la
informacion recolectada relacionada a Q,, responderan dicha cuestion planteandose

el siguiente tipo de tarea:

T;: Hallar un modelo matematico que se aproxime a los datos (numero total de

contagios de COVID-19 por dias transcurridos)
Llevandolos a traducir y desarrollar la tarea:

t11: Hallar un patrén o sucesion que se aproxime a los datos (numero de total

contagios de COVID-19 por dias transcurridos)
Sobre esto, los estudiantes usan dos técnicas para aproximarse a los datos:
T11.1: Aproximarse por una sucesion del tipo progresion aritmetica (P.A.)

7112+ Aproximarse por una sucesion de segundo grado o cuadratica
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Ambas técnicas usan el ensayo y error para encontrar las sucesiones, donde se
buscan valores iguales o cercanos a los datos. Una vez obtenida la secuencia de

numeros se plantean la siguiente tarea:

t11,1: Hallar la regla del término enésimo del patrén o sucesion que se aproxime a los

datos (numero de total de contagios de COVID-19 por dias transcurridos)

Las técnicas empleadas para resolver t;,; para la sucesion del tipo P.A. fue la

técnica:
71111: Calcular la razén de la P.A. y emplear la féormula del término enésimo
Y para la sucesion de segundo grado es la técnica:

T1112. EXpresar el primer término como 2, el segundo término como 2+ 4, y en
general el término n-ésimo como la suma de los n primeros numeros pares, luego se

usa la formula suma de numeros pares.

Obteniéndose dos modelos del tipo sucesidon que se aproximan a los datos, una
sucesion tipo P.A. y otra de tipo sucesion de segundo grado. Por ende, se han hallado

soluciones para T;.

Posteriormente, se plantea la primera mejora de este modelo matematico, mediante

la siguiente tarea:

t1,: Hallar una funcion que se aproxime a los datos (numero total de contagios del

COVID-19 por dias transcurridos)
Esta tarea, en un primer momento, se realiza mediante la técnica:

T1241. Extension del dominio de una sucesion (subconjunto de los naturales) a un

intervalo.

Esta técnica es aplicada a las sucesiones, cuyos dominios esta en el conjunto de los
naturales, halladas en la tarea t;; . De este modo, se obtienen una funcion de tipo
lineal y otra de tipo cuadratica. Luego, se grafica las funciones con Geogebra y se
visualiza qué tan cercanas se encuentran a los datos, para cuestionarse y plantear
una segunda mejora al modelo matematico obtenido hasta el momento mediante la

siguiente tarea:
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t1,1: Hallar una funcion que mejor se aproxime a los datos (numero total de contagios
del COVID-19 por dias transcurridos)

Para ello, se usa la técnica:

T121,1: Usar Geogebra para ver qué funcion de las obtenidas anteriormente se acerca

mas a dichos datos.

Se determina que, entre la funciones lineal y cuadrética, la ultima se acerca mejor a
los datos por la forma que tiene. Luego, se cuestiona si existe una mejor funcion

cuadratica que se aproxime a los datos. Para ello, se plantea la siguiente tarea:

t1211: Hallar una funcién cuadratica que mejor se aproxime a los datos (numero total

de contagios del COVID 19 por dias transcurridos)
Para ello, los estudiantes emplearian la técnica:

712111+ Usar la forma general de una funcién cuadratica, es decir, f(x) = ax® + bx +
c, y tomar tres puntos de los datos (numero total de contagios por dias
transcurridos),de la forma (x;y), donde x es numero de dias transcurridos e y es
numero total de contagiados transcurridos en x dias, luego se reemplazan los puntos
en la regla de la funcion, se obtiene un sistema de 3 ecuaciones con 3 variables, se
resuelve el sistema por algun método (eliminacion y sustitucion, Cramer), se hallan
los valores de a, b y c, se reemplaza en la forma general, se visualiza en Geogebra y

se compara con la otra funcién.

Para que la funcioén tenga de algun modo una mejor aproximacion a los datos (numero
total de contagios del COVID-19 por dias transcurridos), se escogio tres puntos,
considerandose el dominio de los datos, es decir el menor y mayor de x. Tomando de
este modo los puntos extremos, y un punto donde aparentemente comienza a haber
un cambio mas pronunciado hacia arriba, en el comportamiento que presentaban los

datos graficamente.

De esta forma, los estudiantes consiguen una funcion cuadratica cuya visualizacion
en Geogebra es mejor que la anterior (funcidon que se obtiene mediante la extension

de la sucesién de segundo grado).
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Una tercera mejora del modelo matematico sucede, al cuestionarse si la funcion
obtenida hasta el momento es la que mejor se aproxima a los datos. Para ello, se

plantea nuevamente la siguiente tarea:

t11: Hallar una funcion que mejor se aproxime a los datos (numero total de contagios
del COVID-19 por dias transcurridos)

Aqui se llega a encontrar y aprender a usar la técnica:
T1212. Método de minimos cuadrados en el caso de una regresion cuadratica.

Segun la informacion recopilada, esta técnica nos permite hallar la mejor funcion
cuadratica cuya grafica esta mas cerca a los datos. Al emplear este método, los
estudiantes construyen y llenan una tabla para realizar sumas, donde estas depende
de los datos (numero total de contagios del COVID-19 por dias transcurridos). Para
obtener los coeficientes de un sistema de ecuaciones, cuya solucién son los
coeficientes de la expresion cuadratica y = ax? + bx + ¢ (funciéon cuadratica), que

mejor se aproxima a los datos.
Finalmente, para realizar la tarea:

to: Hallar el tiempo que demoraria la poblacién del Peru en alcanzar la inmunidad de
rebafo tras la llegada del COVID-19.

Los estudiantes usan la técnica:

7o,1: Plantear una ecuacion cuadratica, donde se iguala f(x) y al 70% de la poblacion
del Peru, donde f es la funcidén cuadratica que mejor se aproximé a los datos (numero
total de contagiados del COVID-19 por dias transcurridos) y resolver la ecuacién por

férmula general.

Hallando las soluciones de la ecuacion obtenida por 7,4, se obtiene una posible

respuesta a Q,, es decir el tiempo que demora la poblacion del Peru en alcanzar la

inmunidad de rebafno respecto a una nueva variante del COVID-19.

Todas las tareas que pretenden en cierta medida responder Q, van apareciendo por
la necesidad de mejorar el modelo y la aproximacion de este a los datos. Por ende, se
puede afirmar que en el REIl implementado aparecen integrado a los tipos de tareas
relacionado a una ecuacion cuadratica, lineal, sistemas de ecuaciones lineales,

optimizacién. No obstante, al momento de modelar con funciones, los estudiantes no
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se cuestionan si existe otra funcién de otro tipo que pueda aproximarse mejor a la

base de datos (numero total de contagiados del COVID-19 por dias transcurridos).

El docente es quien sugiere el estudio y busqueda de informacion especificamente
sobre la grafica de funciones y aplicaciones. Para que puedan encontrar alguna
similitud con el comportamiento de los datos graficamente o contexto similar al que se
esta investigando. De esta manera, se podria tomar en cuenta a funciones como la
exponencial. Sin embargo, no sucede. La causa de que los estudiantes no usen la
funcion exponencial se debidé posiblemente a que no trataron este tema en la
secundaria a pesar de que esta presente en el curriculo escolar, como comentan los

estudiantes.

En relacion del segundo indicador, Diferentes técnicas y criterios para elegir entre
ellas, cuando se propuso responder Q,, se planted lo siguiente:

T;: Hallar un modelo matematico que se aproxime a los datos (numero total de
contagios de Covid-19 por dias transcurridos)

Para esto, el equipo logra usar y/o desarrollar varias técnicas, que iban aumentando
su complejidad de manera progresiva. Primero, se intentd buscar patrones con datos
cercanos a la data real y de esta forma definir sucesiones cuyas reglas de formacion
del término enésimo se construyen pensando en que son proximas a los puntos que
determinan la data. Luego, se intenté como segunda técnica modelar con funciones,
la cual se uso la extension de las sucesiones halladas con la primera técnica, donde
establece mayor cercania por la funcion cuadratica.

Para luego, buscar una mejor funcion cuadratica que modele los datos que se hallo
usando tres puntos de la data (numeros total de contagios del COVID -19 por dias
transcurridos) en la regla general de la funcion cuadratica, estableciendo un sistema
de 3 ecuaciones con 3 variables cuyo conjunto solucion da como resultado los
coeficientes de la cuadratica, en consecuencia, la regla de una nueva funcion
cuadratica. Sobre esta funcion, se llega a visualizar mediante Geogebra que se
aproxima mas a la data que la funcion cuadratica anterior. Finalmente, una tercera
técnica que llega a ser aprendida y usada es el método de minimos cuadrados para
el caso de una regresion cuadratica, el cual encuentra la mejor funcién cuadratica que

se aproxima a los datos.
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En un caso particular al resolver los sistemas de ecuaciones los estudiantes
reconocen que pueden resolver usando la técnica de la regla de determinantes o regla
de Cramer, aunque preferian usar el método de sustitucion y eliminacién.

Sobre la ecuaciéon cuadratica que aparecié al final para dar una respuesta a Q,, los
estudiantes proponen al inicio la técnica del aspa simple. Sin embargo, este no es
adecuado, ya que los coeficientes eran fraccionarios con cantidades grandes como
numerador y denominador. Por ende, recurren a la técnica de la férmula general para

hallar el conjunto solucion de una cuadratica.

Asi pues, se puede afirmar que para realizar las tareas derivadas del tipo de tarea T,
los estudiantes emplean varias técnicas que se van usando secuencialmente a
medida que se busca un mejor modelo matematico. La primera técnica estaba
relacionada al tema de sucesiones. Luego, mediante la extension de dichas
sucesiones a funciones y visualizacion en Geogebra, los estudiantes consiguen
valorar mas a la funcién cuadratica, lo que provoca el desarrollo de una segunda
técnica que consiste en usar tres puntos de la data para construir la regla de la funcion
cuadratica. A pesar de la aparente mejora en la proximidad, se busca una funcion
cuadratica mejor, lo que lleva a los estudiantes a descubrir el método de minimos
cuadrados (regresion cuadratica). También, se observa que a los estudiantes le es un
poco complicado mostrar las reglas de los términos enésimo para secuencias de
segundo grado, mientras que para las sucesiones como P.A. le es mas sencillo, pues
saben usar la formula término enésimo. Ademas, se evidencia dificultades para
mostrar un modelo funcional a partir de las reglas generales de una sucesion. Por ello,
el docente los guia en el estudio de sucesiones y funciones para que los estudiantes

puedan lograr su objetivo.

En el tercer indicador, Independencia de los ostensivos que integran las técnicas,
se observa que al momento de usar el método de minimos cuadrados y resolver el
sistema de ecuaciones, y hallar los valores de a, b y ¢ para expresar a la funcién
cuadratica f(x) = a + bx + cx? se les dificultdé un poco. Esto se debe a la forma como
ellos lo habian conocido que es de laforma f(x) = ax? + bx + ¢ que lamentablemente

los lleva a una regla de funcion cuadratica equivocada.
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Ademas, al realizar las extensiones de sucesiones a funciones, los estudiantes
extienden las reglas de las sucesiones a, =n?+ny b, = 3n+ 2 alas reglas de las
funciones: f(x) = x> + x y g(x) = 3x — 2, donde se refleja la necesidad expresar las
sucesiones como las funciones f y g en términos de x. Esta es la forma como ellos
denotan usualmente a las funciones. A pesar de que los estudiantes saben que una
sucesion se puede ver como una funcion, tienen la idea de que deben estar denotados
como f'y gentérminos de x. Por ende, se puede decir que evidenciamos rigidez en

el uso de ostensivos en la actividad matematica desarrollada por los alumnos.

En el cuarto indicador, es Existencia de tareas y técnicas “inversas”. Por lo
general, no se aprecia tareas y técnicas inversas en el desarrollo del REIl. No obstante,
para que los estudiantes pudieran realizar el planteamiento de la ecuacién cuadratica
con la funcién cuadratica como modelo del numero de contagiados por dia, se plantea
algunas tareas inversas, ya que nuestro objetivo o tarea principal t,: hallar el tiempo
en que la poblacion del Peru alcanza la inmunidad de rebafio respecto a una nueva
variante de COVID-19. Por ejemplo, se realizé la siguiente pregunta: en 40 o 90 dias,
cuantas personas o cuantos contagiados en total habria, a lo que los estudiantes
responden usando la grafica de la funcidn que se visualiza en Geogebra para ver la
correspondencia aproximada de estas cantidades entre los ejes de los dias
transcurridos y el numero total de casos.

El propdsito de estas preguntas era que se familiarice con el modelo matematico. De
esta forma, se pueda realizar el planteo de ecuacion para hallar el tiempo que se busca

en t,.

En el quinto indicador, es Interpretacion del resultado de aplicar las técnicas.

Los estudiantes se estuvieron cuestionando continuamente en mejorar el modelo
matematico para T; , ya que al visualizarlas en Geogebra se daban cuenta qué tan
proximas se encontraban de los datos. Esto motivaba a los alumnos a seguir
mejorando los modelos obtenidos. Para esto, hallaron inicialmente una funcion
cuadratica mediante la técnica la extensién de sucesion a funcion. Luego, usaron la
técnica que reemplazaba tres puntos asociada a la data en laregla f(x) = ax? + bx +
¢, Y hallar los valores de a, b y c. Se vuelve a cuestionarse si es la mejor funcion para

T;, a pesar de que no llegan usar otro tipo de funcion. Los estudiantes llegan encontrar
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otra técnica que les permite hallar la mejor funcion cuadratica que se aproxima a los
datos. Esto es, mediante el método de minimos cuadrados (regresién cuadratica).
Por lo tanto, se puede indicar que si se encuentra este indicador en varias etapas del
REI.

En el sexto indicador Incidencia de los elementos tecnolégicos sobre la practica
se indaga si hay la necesidad de construir técnicas nuevas capaces de ampliar los
tipos de tareas inicialmente considerados.

A raiz de buscar la mejora de sus modelos matematicos que surgian a causa de Tj,
los estudiantes llegan encontrar dos técnicas nuevas. La primera es obtenida de unas
notas de un curso de métodos numéricos y calculo diferencial, denominada el método
de minimos cuadrados (regresién cuadratica). La segunda es por deduccion del caso
de la construccién de una funcion lineal a partir de dos puntos. Esta técnica consiste
en la construccion de la regla de una funcion cuadratica a partir de 3 puntos de su
grafica, las cuales se mostraron eficientes, es decir, proximas a la base de datos.
Ademas, son opciones para ser usadas como modelo definitivo para dar una
respuesta Q,. Es importante indicar que podrian presentarse estas actividades desde
el nivel secundario. La idea es que los estudiantes desarrollen tareas relacionadas a
la aplicacion del método de minimos cuadrados, en particular, el caso de la regresion

cuadratica.

En el séptimo indicador, es Existencia de tarea matematica “abiertas”. La cuestion
generatriz Q,, propuesta representa en si una tarea abierta, ya que no se conoce la
técnica o técnicas que ayudaran a resolverlas. De este modo, para llevar a cabo la
tarea t,, se plantean tareas derivadas del tipo de tarea T;,donde los estudiantes
usaron técnicas que iban mejorando, en el sentido que el modelo matematico
(sucesiones, funciones) se ajuste mejor a los datos reales. Los modelos fueron
encontrados dentro de los que ya se conocian en el nivel secundario. Ademas, con el
uso del internet (fuente principal de informacion), los estudiantes logran conseguir
mejores técnicas, y muestran tendencia a mejorar, aprender y construir técnicas

nuevas para que su modelo funcional sea mas eficiente.
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CONSIDERACIONES FINALES

En este capitulo, presentaremos las consideraciones finales sobre el analisis del grado
de completitud de una organizacién matematica basada de un REI sobre el COVID-

19, asi como las limitaciones y perspectivas a futuro.
Consideraciones finales

En primer lugar, se resalta la importancia del marco tedrico (TAD), que permitid
inicialmente cumplir con el primer objetivo especifico, pues se identificé las
praxeologias matematicas que se podrian presentarse en el disefio del REI basado
en un MER dominante. En ese mismo sentido, el proceso de disefio de un REI utilizd
una metodologia basada en la TAD, descrita en Barquero y Bosch (2015, como se citod
en Garcia, et al., 2019), que consta de 4 fases. Esto fue fundamental para el disefio
del REI. Por ende, al implementarse el REI en dos estudiantes del primer ciclo de una
universidad en sesiones de cien minutos de duracion, se cumple el segundo objetivo
especifico: identificar las praxeologias matematicas asociadas al contenido que se

presente en la implementacion del REI.

Sobre nuestro tercer objetivo, se logré concretar, ya que se analizo la organizacion
matematica, desarrollada por los estudiantes, con los indicadores de grado de
completitud. Se encontré que no llegan a cumplirse dos indicadores relacionados al

desarrollo de tareas inversas y a la independencia del uso de ostensivos.

En consecuencia, se ha logrado concretar el objetivo general de la investigacion,
analizar el grado de completitud de la organizacidn matematica de la nocién de
funciones por medio de un REI. Esto se debe gracias a los indicadores del grado de
completitud que permite caracterizar la organizacion matematica construida por los
estudiantes. Donde se muestra algunas restricciones que han dificultado la busqueda
de respuestas a cuestiones sobre el tiempo de contagio por el virus (COVID-19), como
también el cumplimiento de algunos indicadores que en cierta medida nos permite
indicar que tan relativamente completa estan las praxeologias matematicas

desarrolladas. Que se pueden mencionar a continuacion:
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El uso de diferentes técnicas relacionadas a sucesiones, funcion lineal vy
cuadratica.

La construccién o la busqueda de los estudiantes de una nueva técnica donde
usan tres puntos para construir una funciéon cuadratica o que permita obtener la
mejor cuadratica que se aproxime a los datos (minimos cuadrados).

Se evidencia dificultades por parte del estudiante al intentar expresar
matematicamente los datos de la tabla, por ejemplo, en el calculo del término n-
ésimo de la sucesion de segundo grado.

Se evidencia la dependencia de los ostensivos que integran las técnicas. Por
ejemplo, cuando los estudiantes realizaban la notacion del coeficiente principal de
una cuadratica, necesariamente, tenia que ser representado por la letra a. En caso
contrario, causaba errores al realizar las operaciones con los coeficientes de una
cuadratica. Ademas, al simbolizar las funciones que modelan el numero de
contagiados usan las notaciones clasicas como f(x).

A excepcidon de una pregunta que se presento, no se evidenciaron tareas y técnicas
inversas.

Al momento del analisis de las primeras respuestas de las preguntas Q;, los
estudiantes buscaron la manera de mejorar su modelo matematico, pasando
desde una propuesta por sucesioén, a una por funcion cuadratica. Luego, usaron la
mejor funcion cuya grafica describa el compartimiento de los datos a través del
tiempo.

El uso de la cuestion generatriz Q, determina una tarea, donde se desconoce con
anticipaciéon qué técnica o técnicas permitiran resolverla. Esto condujo a los
estudiantes a encontrar técnicas nuevas como la técnica del método de minimos
cuadrados (regresién cuadratica), las cuales permitieron encontrar un modelo

matematico para dar respuesta a Q,.

Ademas, en el analisis de los resultados, durante la resolucion del problema de

contagio del COVID 19, pueden emerger algunos de los saberes de funciones

propuestos en el curriculo escolar y en un curso de matematicas del primer semestre

de la universidad, para ser ensefados. Por ejemplo, los contenidos de la funcion lineal

y cuadratica, y de conocimientos de sistemas de ecuaciones, para la resolucion de

problemas, tanto en ensefanzas a nivel secundario y superior. A la busqueda o

construccion de una funcién, que modele el crecimiento de los contagios de COVID
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19, aparece la necesidad de establecer una data de valores (x; y) que cumpla con la
funcion, es decir, una necesidad de estudiar la nocion del dominio y rango de la

funcion.

Ademas, existen saberes que surgieron en el desarrollo del REI que no se considero;
por ejemplo, el tema de minimos cuadrados (regresién cuadratica), que surgioé para
obtener los coeficientes para la funcion cuadratica que modele los contagiados de
COVID por dia. Por ello, seria apropiado relacionar el contenido de funciones con
sistemas de ecuaciones y técnicas para hallar la regla de correspondencia de una
funcién como parte de conocimientos propuesto en un curriculo. Ademas, seria
beneficioso disefiar una actividad para los estudiantes del primer ciclo de universidad
o del quinto de secundaria, donde pueda aparecer la nocion de minimos cuadrados

como parte de una técnica para encontrar la regla de correspondencia de una funcion.

Por otro lado, los estudiantes se apoyaron en la representacion grafica para orientarse
en la busqueda de una funcion que dé respuesta a la pregunta planteada; es decir,
elaboraron una técnica grafica en donde indicaron una relacion de la grafica con los
datos que desean modelar o aproximar con la funcién. Por ello, sera importante que
el profesor gestione algunas sesiones para ver una variedad de funciones y determinar
cual se ajusta mas a los datos, pues asi nos permite abarcar una mayor parte del

contenido de funciones y sus caracteristicas.

Con relacion a lo anterior, el empleo de GeoGebra en las actividades nos ayuddé a
corroborar la aproximacion de nuestros modelos funcionales a los datos por lo cual se
ha constituido en una herramienta importante. Por ello, se incorporé como parte de la

técnica utilizada por los estudiantes.

Ademas, los estudiantes tuvieron dificultades en el uso del Excel debido a los
comandos de operaciones basicas. Un problema similar surgié con el uso de
GeoGebra. Esto se debe a que los estudiantes recién comenzaban a manipular el
software. Por ende, se le dificultaba ingresar las reglas de las funciones por medio del
teclado. Por estas razones, seria conveniente desarrollar un taller sobre Ila
manipulacién de estos programas para que el desarrollo de las sesiones sea mas
fluido.

Finalmente, consideramos que la implementacion del REI se desarrollé en una forma
abierta, pues los estudiantes reflexionaron sobre sus respuestas que se plantearon en
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las actividades con poca intervencién del docente quien le ayudd con la orientacién
de las técnicas. Ademas, observamos que los estudiantes construyeron nuevas
técnicas para encontrar la regla de correspondencia de una funcién donde se

cuestionaron su validez al modelar los datos.
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ANEXOS

ANEXO 1: Actividad a

Lea cuidadosamente la siguiente pregunta Q, Yy determine que otras cuestiones

necesitaria responder para encontrar una posible respuesta.

Qo: ¢En cuanto tiempo tras la llegada de una variante de COVID-19, una

poblacion como el Peru alcanzaria la inmunidad de rebafio?

Intente responder las cuestiones derivadas encontradas de Q,, haciendo uso de
medios de informacién que tenga al alcance como: internet, libros, revistas, periodicos,

videos, etc.

ANEXO 2: Actividad b
Intente responder las cuestiones derivadas formuladas a partir de Q,
Particularmente:
¢De qué trata esta nueva variante?
¢ De qué forma nos aproximariamos al comportamiento de esta nueva variante?
¢ Cual de las variantes de COVID ha afectado mas al pais?

icual es la tasa de contagio del COVID-19?
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ANEXO 3: Actividad c
A partir de la informacién sobre el COVID encontrada en el siguiente link

https://data.larepublica.pe/envivo-casos-confirmados-muertes-coronavirus-peru/

Discuta y seleccione la informacion necesaria particularmente sobre el numero

de contagiados de COVID-19 por dia y proponga un primer modelo matematico.

ANEXO 4: Actividad 1

Propuesta 1

En la figura, se muestra Ila
Propuesta de Carmen sobre el
numero de total de contagiados por
COVID-19 en el transcurridos n
dias, tomando la data de los
primeros 6 dias, desde el reporte del

primer infectado (6 de marzo).

¢ Como se expresarian los demas
términos, tomando en cuenta la secuenciacién que hallé6 Carmen? ;Qué forma

tendria el término enésimo?

Intentemos llenar la tabla y mostrar el término n-ésimo.

N° de dias N°  total de | Regla de
Transcurridos contagiados formacion.

1 2

2 6

3 12
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Propuesta 2

En la figura, se muestra la propuesta de Andrea
sobre el numero total de contagiados por
COVID-19 transcurridos n dias, tomando la

data de los primeros 6 dias, desde el reporte del primer infectado (6 de marzo).
En la siguiente tabla se ordena esta secuencia

¢, Como se expresarian los demas términos, tomando en cuenta la secuenciacion

que hallé Andrea? ¢ Qué forma tendria el término enésimo?

Intentemos llenar la tabla y mostrar el término enésimo.

N° de dias N°  total de | Regla de
Transcurridos contagiados formacion.

1 1

2 4

3 7
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ANEXO 2: Actividad 2

Segun las funciones mostrada en la figura, cuyas

reglas son:
fO=x*+xx>1
gx)=3x-2;x>1

hoy 2102 103 29
YV=60" T 20 "6 *=

écomo seria una regla de una funcién que mejor

se aproxime a los datos?

¢ Qué otras funciones existen para modelar nuestros datos?

¢ Sera posible encontrar una funcién que se aproxime mejor a los datos que las

funciones obtenidas hasta ahora?

Recordemos que, en la informacion recopilada en el Word Online, se vio el tema de
tasa de contagio, conocido en el campo de la epidemiologia como R, numero basico

de reproduccién.
De acuerdo esto, nos hacemos la siguiente pregunta:

¢ Cual seria la regla de formacién del numero total de contagiados por COVID, si
cada persona que contrae dicho virus llega a contagiar a dos personas en

promedio por dia?
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Complete la siguiente tabla para determinar la regla de formacion

N° de dias | Nomero de Numero total de
transcurridos | casos nuevos contagiados

por dia

A partir de la regla de formacion, intente modelar la cantidad total de contagiados
mostrando la funcion extensién de la regla de formacion, luego grafique mediante

Geogebra y compare con las modelos anteriores.
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ANEXO 3: Actividad 3

En la sesion anterior, la busqueda por internet del equipo tuvo como consecuencia
descubrir un nuevo conocimiento matematico, dentro de las notas de una universidad
espafiola colgado en internet del curso de ecuaciones diferenciales y calculo
numérico, el tema es: Aproximaciéon (el método de minimos cuadrados). en el
articulo muestra en particular como se realiza una regresion lineal es decir hallar la
ecuacién de la recta que mejor se aproxima a los datos y regresion cuadratica es
decir hallar la ecuacion de la parabola que mejor se aproxima a los datos, ambas
regresiones bajo el método de minimos cuadrados. En la Figura 1 se muestra cémo

se realiza una regresion cuadratica.

Figura 1. Método de minimo cuadrados (regresion cuadratica).

¢ Como es la funcién que mejor se aproxima a los datos referidos al naumero total

de contagiados por COVID en la figura 2) usando regresién cuadratica?

(Sugerencia: podrian buscar informacion sobre regresion cuadratica para entender

mejor la técnica)

Figura2. Data del numero total de contagiados los 11 primeros dias.
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Una vez hallada la funcién por regresion cuadratica observe si se aproxima a la data

del COVID, y compare esta funcién con las demas funciones encontradas.
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