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Resumen

UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE BRIOT-BOUQUET PARA CAMPOS DE
VECTORES EN (C",0)

Carlos Antonio Salazar Ching
2021

Asesor: Hernan Neciosup Puican

Titulo obtenido: Magister en Matematicas

Se estudian las variedades que son invariantes por algin campo vectorial analitico en
el espacio de gérmenes (C",0), n > 2. Especificamente, si la parte lineal de un
campo vectorial en (C™,0) no es nilpotente y tiene dos paquetes de autovalores Ry S,
respectivamente, se establece entonces una condicién de no-resonancia para garantizar la
existencia de variedades que incluyen el punto singular del campo, pero son formalmente
lisas. En este contexto, se busca establecer condiciones suficientes que garanticen la
convergencia de éstas variedades, esto constituye una generalizacion del conocido teorema
de Briot-Bouquet y es el proposito principal de este trabajo. Cabe sefialar que este trabajo

esta basado en el articulo [CST14], publicado por F. Sanz y S. A. Carrillo.

Palabras clave: Campos vectoriales holomorfos, variedades invariantes,

singularidades simples.



Abstract

Manifolds that are invariant by some analytic vector field in the germ space (C",0),n > 2
are studied. Specifically, if the linear part of a vector field in (C",0) is not nilpotent
and two eigenvalue packages have R and S respectively, a non-resonance condition is
established for guarantee the existence of varieties that include the singular point of the
field, but they are formally smooth. In this context, it seeks to establish conditions
sufficient to guarantee the convergence of these varieties, this constitutes a generalization
of the well-known Briot-Bouquet theorem and is the purpose main of this work. It should
be noted that this work is based on the article [CST14|, published by F. Sanz and S. A.

Carrillo.

Key words and phrases. Holomorphic vector fields, invariant manifolds, simple
singularity.
2010 Mathematics Subject Classification. Primary 32M25, 34C45.
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Introduccion

Se sabe que la evolucion del sistema formado por el problema de los n—cuerpos esta
gobernado por las leyes de Newton, leyes que se expresan por medio de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de primer orden, y determinan completamente el futuro y la
evolucion pasada de cada uno de los cuerpos siempre que se fije una condicion inicial.
Para conocer como se comportan los n—cuerpos con respecto del tiempo o cualquier otro
sistema fisico, es necesario entender la ecuacién del tipo

) . : “ 0
22(217"'7271):X(217"' 7ZTL):ZXZ(Z)6_Za
i=1 §

dz

7= es la derivada de z con respecto

donde X : R™ — R"” es una funcién diferenciable y 2 =
del tiempo.

Dado z € R", por la teoria basica de las ecuaciones diferenciales ordinarias, es conocido
que la ecuacién Z = X(z) tiene una tnica solucion local en torno de z, es decir, una
aplicacion ¢ — ¢, (t) definida en torno de ¢ = 0 tal que £, = X(p(t)) y ¢.(0) = 2.

Un problema de interés general es conocer como evoluciona el sistema z = X (z) a lo
largo del tiempo una vez fijada una condicion inicial, es decir, si la funciéon X es vista como
un campo de vectores diferenciales R", se requiere saber como es la solucion t — ¢, (t) del
campo vectorial X cuando t varia, empezando desde un punto z € R" (estudio del flujo
del campo vectorial).

Cuando el campo vectorial X es polinomial, el sistema Z = X(z) es mas sencillo de
analizar. Es posible ver las variables z, ..., 2z, como nimeros complejos y, asi considerar
X como un campo vectorial holomorfo en C”. Esto sugiere un cambio sobre X, pues si
interpretamos el tiempo como una variable compleja, el flujo ¢ de X alrededor de un
punto z € C" viene dado por la aplicacion holomorfa ¢(t, z) := ¢, (t), donde t — ©(t) es
la solucion local de X en torno de z. La aplicacion ¢, : D, — C” se llama soluciéon de
X en torno de z y su imagen es llamada trayectoria. Si restringimos X a R", podemos
recuperar la dindmica real de X.

En este trabajo de maestria consideramos campos vectoriales holomorfos en C*, n > 2.
Las soluciones del sistema Z = X(z) induce una foliacion por curvas de C" cuyas

singularidades son los ceros de X.



Considere X un germen de campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en
el origen. Cuando n = 2, la estructura topolégica de X depende estrictamente de la
estructura de sus variedades invariantes unidimensionales (separatices) a través del origen.
Aqui una separatriz de una foliacion holomorfa singular es definida por un germen de
curva analitica (esta curva es definida localmente por el conjunto de ceros de una funcion
holomorfa no nula sobre un conjunto conexo), que pasa a través de la singularidad e
invariante por la foliacién. El problema de la existencia de separatrices es un tema central
en la teoria local de foliaciones holomorfas singulares. Si la parte lineal X admite valores
propios no todos nulos, el origen es llamado singularidad simple. En C2, por un punto
singular simple, siempre existe al menos una separatriz. La cuestion de la existencia de
separatrices complejas para puntos singulares mas degenerados fue discutida por primera
vez por C. Briot y J. Bouquet en 1856 (ver capitulo 2 pagina 45 teorema 2.2.1). Sin
embargo, la solucion completa no fue alcanzada hasta 1982 por C. Camacho y P. Sad
[CS82].

Teorema [C. Camacho & P. Sad, 1982]. Cualquier singularidad aislada de un

campo vectorial holomorfo admite una separatriz compleja.

Lamentablemente, la existencia de una separatriz no es valida en cualquier dimension.
En [LVGMA92] y [LOO00], el lector puede encontrar ejemplos de foliaciones de dimension
uno sin separatrices. La presente tesis se enmarca dentro del problema de existencia de
una separatriz para foliaciones holomorfas en C™ definidas por la ecuacion z = X (z),
n > 2, donde X es un campo de vectores holomorfos con una singularidad aislada
en el origen. Especificamente, presentamos una generalizacion del teorema de Briot y
Bouquet en dimension mayor a dos. Queremos destacar que nuestro objetivo no es probar
la existencia de separatrices para campos de vectores en C”, mas bien describir el estudio
de este siguiendo el trabajo de F. Sanz y S. A. Carrillo [CST14].

Volviendo al caso n = 2, considere el campo vectorial holomorfo X : C?> — C? definido

por

0 0
X = a(x,y)% + b(x7y>a_ya

con singularidad aislada en el origen de C2. Diremos que 0 = (0,0) es una singularidad

M ( 5:(0) g—;<0>>

simple si la matriz
b b
5:(0) 5:(0)
tiene autovalores no todos nulos A, p tal que si A # 0, entonces § ¢ Q™. Observe que si

0 es una singularidad simple, entonces para cualquier ¢ € N se tiene § # %, lo que es lo



mismo a qu — A # 0 o equivalentemente a
g — Al > 0. (1)

Esta condicion, es pieza clave para demostrar que el campo X admite separatrices formales

en torno del origen:

Teorema. Sea M una variedad analitica compleja, p € M y X un germen en p de
campo de vectores analitico. Si p es una singularidad simple de X, entonces para cada
autovalor de la parte lineal Dp X existe una tinica curva formal invariante por X tal que

su espacio tangente en p es el autoespacio del autovalor correspondiente.

Se dice que los autovalores A, g cumplen la condicién de resonancia si para todo
entero ¢ > 2, qu — A = 0. En el caso que qu — A # 0, diremos que los autovalores
cumplen la condicién de no resonancia. Observamos que si 0 € C? es una singularidad
simple, entonces los autovalores A y p cumplen la condicién de no resonancia. Esta tltima

condicién permite probar el siguiente resultado.

Teorema [Briot-Bouquet]. Sea X un germen de campo de vectores en p € M.
St p es una singularidad simple de X, entonces la curva formal invariante por X

correspondiente al autovalor no nulo de la parte lineal Dp X es convergente.

Considerando ahora el caso n > 2, sea X un germen de campo vectorial holomorfo
en (p,C") con singularidad aislada en p; suponga que DpX es parte lineal de X en p,
cuya matriz representante, tiene autovalores {1, fio, ..., fir, A1, Az, ..., As }. En este caso, la

condicién de no resonancia es dada por:

A # Qi + - Grpr, pi # p1A1L+ o+ DsAs,

donde los g, p; son enteros positivos, con 1 < k < ry 1 < [ < s, son tales que
G+ +q =2y p+ -+ ps > 2. Esta condicion de no resonancia generalizada
garantiza la existencia de variedades formales lisas W,., W, en torno de p, invariantes
por X y tangentes a los autoespacios E, F' generados por los autovalores {1, pia, ..., tir} v

{A1, A2, ..., A5} respectivamente. Este es uno de los principales resultados de esta memoria.

Teorema. Sea X un germen de campo vectorial holomorfo y X un representante tal que
X(0)=0€ C", DpX es la parte lineal X en el origen, s=n—r y = (1, ..., ) € C",
A= (A, .., As) € C® donde {p1, ..., fr, A1, ..., As} son los autovalores Do X ( p; o los
A; pueden repetirse segun su multiplicidad). Supongamos que, para ¢ = (q1,92,--.,qr) Y

lal = @1+ g2+ -+ + g, los autovalores satisfacen la condicion de no resonancia

N #F @i+ Gy, Vg E LS con lq| > 2.
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Entonces existe una inica variedad formal no singular r—dimensional Wg tangente a

autoespacio E en 0 e invariante por el campo vectorial X .

lgu o1+ 4grpr—N;| } > 0

Por otro lado, si imponemos la condicion fnfqurJq‘ZQ{ pTEE——

|P1p1 4+ +ps s — i
p1t+-4ps

formales W, (respectivamente W;) convergen, obteniendo el resultado principal de esta

(respectivamente infpeNsy‘p‘zz{ } > 0), se demuestra que las variedades

memoria;

Teorema principal. Sea X un germen de un campo vectorial en 0 € C" y F un
subespacio lineal r—dimensional de C" invariante para la parte lineal DyX. Sea pu =
(1, ey ptr) donde {pq, ..., -} son los autovalores de DoX|g ¥ {1, o5 fhry Ay ooy An—yr } lOS

autovalores de Dy X. Si existe a > 0 tal que
| <d,pu>—=X\j| > alq| para todo j =1,..,n -7y q € Z, con |q| > 2.

Entonces la variedad invariante formal Wy, obtenido en el teorema anterior es convergente.

A continuacion describimos el contenido de este trabajo de tesis. En el capitulo
1, introducimos los conceptos y definiciones de caracter general que se utilizaran a lo
largo de la tesis. Se exponen los conceptos generales y propiedades de los gérmenes de
funciones para el objetivo de la presente memoria. Se expone también los gérmenes de
variedades diferenciales invariantes por campo de vectores holomorfos. En el capitulo
2, presentamos los resultados motivadores de esta memoria en el caso 2-dimensional:
existencia de variedades invariantes por campo de vectores y el teorema de Briot y
Bouquet. El capitulo 3, esta dedicado a presentar los resultado principales de esta tesis,
el concepto de condiciéon de resonancia, la existencia de variedades invariantes formales
en dimensiones mayores a dos y la demostraciéon del teorema principal. Finalmente en el

capitulo 4, se expone algunas conclusiones.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos algunas propiedades basicas del
analisis complejo en varias variables, ttiles para el desarrollo de
este trabajo de tesis. Muchos de estos resultados son enunciados
sin demostracion, el lector interesado puede revisar las siguientes
referencias [Gun90[, |Ati20|, |GR09|, |[CCD13| y |CH12|. Cabe
senalar que estos resultados fueron presentados y estudiados en
el curso de especializacion MA776: Introducciéon a la Dindmica

Compleja.

1.1 Funciones analiticas u holomorfas

En esta seccion definimos las funciones analiticas complejas u holomorfas en varias
variables y algunas de sus propiedades.

Un punto en C" es denotado por z = (21, 22, ..., 2,) donde z; = x; +1iy;, con x;, y; € R
ei=+—1

Un polidisco abierto en C™ de centro A = (ay,...,a,) y radio R = (rq,...,r,) es un

subconjunto de la forma
A(AR)={zecC":|z; —a;| <r;paral <j<n}

= A(ay,r1) X Aag, m3) X -+ X Alay, ),

donde A(aj, ;) son discos en C con centro a; y radio r;. La clausura del polidisco A(A; R)

viene dado por

A(A;R)={zeC":|zj—a;| <rjparal <j<n}

= A(al,rl) X A(GQ,?"Q) X e X A(an,rn),

donde A(aj,r;) es la clausura del disco A(aj,7;).



Una bola abierta en C" de centro A = (ay, ...,a,) y radio r > 0 es un subconjunto de

B(A;r) = {z eC": Z|zj —a;]* < 7‘2},

J=1

la forma

cuya clausura es
n
B(A;r) = {zEC”:Z|zj—aj|2 Srz}.
j=1
Los polidiscos y bolas abiertas conforman dos bases para la topologia de los
subconjuntos abiertos de C™ que resultan particularmente ttiles para el anélisis complejo
en varias variables y que usamos a lo largo de este trabajo.

A continuacion extendemos el concepto de funciones analiticas para varias variables.

Definicién 1.1.1. Sea D un subconjunto abierto de C". Una funciéon f : D — C es
analitica u holomorfa en D, si para todo p = (p1,p2,...,pn) € D, existe un abierto

U C D con p € U tal que f admite desarrollo en serie de potencias convergente

f(z) = Z Cqrgn(Zt = P1)® - (2 —pp)*; VZ EU (1.1)

q1++gn>0
La ecuacion (1.1) se puede abreviar usando la notacion de multi-indices, es decir, para
qd=(q1,.-..qn) € Z y para z = (z1, ..., 2,) € C" denotamos z9 = 2{" - -- 0. Asi, la serie

de potencias en la ecuacion (1.1) se escribe como

f(2) =) cqlz—p)%, (1.2)

la|>0

donde || = q1 + ... + @n.

Cabe recordar que para la series de potencias en una variable compleja es posible
determinar un radio y un disco de convergencia, ademés de las que caracterizan a las
funciones analiticas. A continuacion veremos que muchas de estas propiedades se extienden

a caso de varias variable complejas.

Lema 1.1.2. Sea Z cq(z— p)? una serie de potencias. Supongamos que existen M > 0
lql>0

ya=(a,..,a,) € C", con a; # p; para j =1,...,n, tales que

lcq(p — @)¥ < M para todo multi-indice q.

Entonces la serie converge absoluta y uniformemente en ﬁ(p, R) para cualquier R =

(71,0, mn) cOn Ty < |pj —ayl, j=1,...,n.
Demostracion. Dado z € D(p, R), con z = (21,...,2,) y 4= (qu, . .., q,) tenemos
(z—p)*= (21 —p1)" (22 = p2)® -+ (20 — D)™
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(a—p)?T= (a1 —p1)"(ag — p2)® - (an — pn)'",

tal que |z; — p;| < r;. Luego podemos escribir

[ca(z —p)[ =

de la hipotesis

pi)%
pi)%’

<M]]

i=1

eata )| < a1 L5

@
a; — p;'

T
|a;—ps]

Considerando \; = tal que 0 < \; < 1, se tiene en la desigualdad anterior

lealz — p)¥| < M A%
=l

Tomado la sumatoria en |q| > 0

ez =) < M > A%

=1 |q|>0

Por criterio de comparaciéon, como cada serie ) ., Al converge, entonces la serie
1

Z cq(z — p)L. O

la|>0

La expansion de f en serie de potencias y la convergencia uniforme del lema 1.1.4
permite concluir que si la serie converge en un polidisco entonces f es continua en el

polidisco de convergencia.

Definicién 1.1.3. Una funcion f : D € C* — C es holomorfa en cada variable,
separadamente, si en cada punto p = (p1,...,p,) € Dy 1 < j < n, la funcion de una

variable compleja
2€Cr f(ph <y Pj—1,2,Pj+1, "‘7pn)7
es holomorfa en el dominio donde la funcion esté bien definida.
Una consecuencia directa de la definicién 1.1.3, es que si f : D € C* — C es una

funcion holomorfa entonces es continua y holomorfa en cada variable separadamente. La

reciproca se verifica por el teorema de Osgood.

Lema 1.1.4. (Osgood). Toda funcién f: D C C* — C continua y holomorfa en cada

variable separadamente es holomorfa, en el sentido de la definicion 1.1.1.

Demostracion. Ver pagina 3 en [Gun90).



1.1.1 Propiedades basicas de funciones holomorfas

Los resultado anteriores permiten generalizar la formula integral de Cauchy, teniendo en

cuenta que la integral en cada variable compleja es una integral de linea.

Corolario 1.1.5. (Férmula integral de Cauchy). Sean f : D C C" — C una funcidn

holomorfa y D(p, R) C D. Entonces

1 f(€177€n)
= d&y...d&,,
f(Z) (27”:)” /8D(p,R) (51 - Zl) s (fn - Zn) fl 5

donde el conjunto OD(p, R) es la frontera del disco D(p, R). Cabe resaltar que la integral

en cada componente es una integral de linea.

Demostracion. Ver pagina 3 en [GR09).
Teorema 1.1.6. (Hartogs). Si f : D C C" — C es holomorfa en cada variable

separadamente, entonces [ es holomorfa.

Ver pagina 15 en |Gun90|. O

A continuacién se introducen los operadores diferenciales lineales de primer orden

LN B O\ (e
82’]‘_2 8x]~ 8yj 7@5]‘_2 8[Ej 8yj ‘

Estos operadores son llamados derivadas holomorfas y antiholomorfas, respectivamente.

Teorema 1.1.7. (Criterio de Cauchy-Riemann). Una funcion f, definida en un
subconjunto abierto D C C" continua y diferenciable (visto como una funcion de 2n

variales reales), es holomorfa en D si y solo si se cumple

of

= =1 el T 1.
azj(z) 0, 7 . il (1.3)

Demostracion. Ver pagina 4 en|GR09).
[l

Sea f: D C C" — C una funcion holomorfa, derivando sucesivamente la formula de

Cauchy de f, obtenemos:

ai1+...+inf (Z) _ Zl' T ZTL' / f(glu e 75%)
oo T R oy @ =) — 2

dé,...d&,.

Usando notacién multi-indice, la expresion anterior puede ser escrita como

ong D @)
35 ) G gy -
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donde I = iy...i, y € = (&, ...6n)-
Es facil verificar, ver [Gun90], que en el desarrollo en serie de Taylor de f en p € D,

f(z) =) ci(z—a),
I
1 8i1+.‘.+inf — lau‘f
i1l iy 020 .0zin P) = 1 9arl

A continuacién presentamos algunos resultados basicos de funciones holomorfas ttiles

Cr =

para este trabajo.

Teorema 1.1.8. (Teorema de identidad). Si f y g son funciones holomorfas definidas
en conjunto abierto y conexo D C C", y f(z) = g(2) para todo z € U C D un subconjunto

abierto no vacio, entonces f(z) = g(z) para todo z € D.

Demostracion. Ver pagina 6 en [GR09).
[l

Teorema 1.1.9. (Teorema del Mdédulo Mdximo.) Si [ es una funcion holomorfa en
un conjunto abierto y conexo D C C" y si existe un punto w € D tal que |f(2)] < |f(w)
para todos los puntos z en alguna vecindad abierta de w, entonces f(z) = f(w) para todo
ze D.

Demostracion. Ver pagina 7 en [GR09).
[l

1.1.2 Funcién holomorfa regular y el teorema de la funcién
implicita
Sea f: D C C" — C una funcién holomorfa no nula. Fijemos el punto p € D y tomamos

el desarrollo en serie de potencias de f en p:
f(2)=) clz-p)"
i

Definimos el orden (o multiplicidad) de f en p, denotado por ord,(f) 6 por mult,(f),
como el menor k > 0 tal que ¢; #0 e |I|=k. Si f =0, ordp(f) = +o0.

Definicién 1.1.10. Una funciéon holomorfa f : D C C" — C es regular respecto a z, en

p = (p1,...,pn) € D si la funcion

2n € C— f(p1y oy Pnot1s Zn),

no es idénticamente nula en ninguna vecindad de p,. En este caso, el orden de f con
respecto a z,, denotado por ord,, (f), es el menor k > 0 tal que 0% f/92F(p) # 0.
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Lema 1.1.11. 5% f es una funcion holomorfa no constante en una vecindad de 0 € C",

entonces por un cambio lineal de coordenadas, f es reqular con respecto a la variable z, y
ademdas ord,, (f) = orde(f).

Demostracion. Ver pagina 13 en [GR09).
[

Teorema 1.1.12. (Rouché). Sean f,g funciones holomorfas en una vecindad de

D(pp,ry) € C no nulas en 0D(py, ry,). Suponga que

9(2) = f(2)] <lg(2)| Vz € OD(pn, 7).
Entonces f y g tienen el mismo nimero de ceros en D(py,ry), contando multiplicidades.
Demostracion. Ver pagina 125 en [ConT78|. O

Teorema 1.1.13. Sean f : D C C* — C una funcion holomorfa y p € D tales que
f(p) = 0. Supongamos que f es reqular de orden v con respecto a la variable z,. Entonces
existe un polidisco D(p, R) C D, con

D(p,R) = D(p', R) x D(p,,m,) C C* ' x C,

tal que, para todo 2 € D(p', R') fijo, la funcion z, — f(Z, z,) tiene exactamente v raices

en D(pn,my), contadas con multiplicidades que no se anula en 0D(p,,T,)
Demostracion. Ver [GR09]. O

Teorema 1.1.14. (Teorema de la funcion implicita). Sea f : D C C*" — C una
funcion holomorfa tal que f(p) = 0 y 0f/0z,(p) # 0. Entonces existen un polidisco
m C D descompuesto en la forma D(p, R) = D(p/, R') X D(pn,7,) CC" 1 xC, y
una funcion holomorfa G : D(p', R') — C tales que:

(i) G(P') = pn;
(i) G(Z) € D(p,,rn) para todo 2 € D(p', R');

(iii) f(z) =0 para z= (Z,2,) € D(p, R) si y solo si z, = G(Z).

Demostracion. Ver pagina 15 en [GR09).
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z,=G(z2")

Figura 1.1: Teorema de la funcién implicita

1.2 Gérmenes de funciones holomorfas

Sea p € C" y U C C" un abierto conteniendo a p. En la familia de todas las funciones
holomorfas en U definimos una relacion de equivalencia de la siguiente manera: diremos
que dos funciones son equivalentes si ellas coinciden en una vecindad de p. Explicitamente,
para cada par de funciones f y g que son holomorfas en las vecindades abiertas de p,
digamos U y V, respectivamente diremos que son equivalentes si existe W C U NV
conteniendo a p tal que flw = g|lw-

El espacio cociente bajo esta relaciéon de equivalencia es denotado por Op y sus
elementos son denominados gérmenes de funciones holomorfas en p. La clase de
equivalencia en O, asociada a un par (f,U) es denotado por f,. El espacio tiene estructura
de anillo con las operaciones de suma y multiplicaciéon de gérmenes de funciones. Es mas
Op es un anillo conmutativo con unidad y es un dominio integral.

Cuando p es el origen de coordenadas, usualmente se denota Op, = O,, = Oy al espacio
de gérmenes de pares (f,C").

Una propiedad interesante del anillo O,, es que es isomorfismo al anillo de series de
potencias centrada en 0, C{zy, ..., 2, }. Para mas detalles sobre las propiedades del anillo
Op ver |[Gun90| y [Ati20].

Una unidad en el anillo O,, es un elemento cuyo inverso multiplicativo también esta
en O,, en este sentido las unidades de O,, son los gérmenes de funciones que son no nulas
en el origen. El conjunto de los elementos f € O,, con f(0) = 0, es decir, no son unidades
ser& denotado por 9. Este conjunto es el tnico ideal maximal de O,,, por tanto O,, es un
anillo local.

El conjunto formado por todas las series de potencias formales junto con las
operaciones usuales de adicion y multiplicacién de series es un anillo, que denotaremos
por C[[z1, ..., z,]] 0 @n. Al igual que el anillo O, el anillo O, es un anillo local, es decir,
posee un ideal maximal dado por M = (21, ..., z,), ver [Ati20].

Otras de las propiedades de los anillos O,, y 6n es que son dominios de factorizacion

unica y noetherianos. En particular los elementos de O,, y O,, poseen una descomposicion
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en factores irreducibles, y sus respectivos ideales son finitamente generados, ver [Ati20].

Observacion 1.2.1. Si f, g € Cl[z1, ..., 2,]] — {0} entonces
o ordo(fg) = ordo(f) + orde(g)

e ordo(f + g) = min{orde(f),orde(g)}

Considere la descomposicion z = (z',2,) € C" ' x C, donde z' = (z1,..., 2,_1)-
Denotaremos por O,,_; al anillo de gérmenes de funciones holomorfas en las variables
(21, ooy Zn—1). Si ag,...,a; son elementos de O,_;. Tomando representantes de estos

gérmenes en una vecindad del origen 0’ € C"™!, tenemos que la expresion

k
ap + a1zy + ... + aiz,,

el cual representa una serie de potencias convergente en n variables y por lo tanto pueden
ser considerado como un elemento de O,. El conjunto de todos estos elementos forman
un subanillo de O,, que, en la notacién algebraica usual se denotara por O,,_1[z,]; este es

el anillo de polinomios sobre O,,_; en la variable z,. Teniendo asi,
Wy On_l[Zn] c O,.

Recordemos que una funcién f holomorfa en una vecindad abierta del origen se dice
que es regular de orden k en z, en el origen, si f(0, ..., z,), visto como una funcion de z,,

tiene un cero de orden k£ en z,.

Definicién 1.2.2. Diremos que un germen f € O, es regular de orden k en z, si existe
un represente en el origen, el cual es regular de orden £ en z, en el origen. La regularidad

de f es independiente de la eleccion del representante.
Observamos del lema 1.1.11, que un germen f € O, es regular en z,.

Definicién 1.2.3. Un polinomio de Weierstrass de grado £ > 0 en z, es un elemento
h € O, _4]z,] de la forma

h(z) = 25 +aiz; ' + .+ ap 12, + ag, (1.5)
donde los coeficientes a; € O,,_; no son unidades para j =1, ..., k.

Si h es una funcion holomorfa en una vecindad abierta del origen y representa un

polinomio de Weierstrass en z,, entonces h(z) tiene la forma
h(21, .y 2n) = 28+ ay( 2R+ a( )
1y -9 ”n) = Zp 1(R1y -y Bn—1) %, A2y -y Zn—1),

donde a;(0, ...,0) = 0; por lo tanto h(0,...,0,2,) = 2% y h es regular en z, de orden k.
En un sentido, un polinomio de Weierstrass es la forma genérica de un elemento que es
regular en z,; de hecho esto es un resultado conocido como el teorema de preparaciéon de

Weierstrass.
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Teorema 1.2.4. (Preparacion de Weierstrass). Si f € O,, es reqular de orden k en
Zn, €xiste un unico polinomio de Weierstrass h € O,,_1|z,] de grado k tal que £ = uh para

alguna unidad u € O,

Demostracion. Ver pagina 68 en [GR09).
O

Consideremos p = 0 € C". La hipotesis f(0) = 0 y 0f/0z,(0) # 0 nos dice que f
es regular de orden 1 con respecto a z,. El teorema de preparacion de Weierstrass nos
permite entonces escribir, en O,

f =up.

Donde u es unidad y p es un polinomio de Weierstrass de grado 1, es decir, p = 2z, — g,
donde g € O,,_; satisface g(0’) = 0. Tomamos en un polidisco D = D(0", R') x D(0,r,) C

C"!'xCa f, uy plos respectivos representantes de f, u, p. Si z = (z’, z,) € D, entonces

f(z) = u(z) [z — 9(2')]
donde w nunca se anula en D. Luego f(z) = 0 si y solo si p(z/,2,) = z, — g(z') = 0,

esto es posible si z, = ¢g(z'). En consecuencia el teorema de la funcién implicita resulta

ser un corolario del teorema de preparacion de Weierstrass.

Teorema 1.2.5. Sea h € O,,_1[z,] un polinomio de Weierstrass en z, de grado k.
Entonces cualquier £ € O,, puede ser escrito de manera unica en la forma f = gh +r,
dondeg € O, yr € O,_1[z,] es un polinomio de grado menor a k. Ademdas, sif € O, _1[z,]

entonces necesariamente g € O, 1(zy,].

Demostracion. Ver pagina 70 en |GR09).

1.3 Algunas propiedades de series de potencias

formales

En esta seccion describimos resultados béasico sobre series de potencias formales tutiles

para la prueba del teorema principal de esta tesis.

Definicién 1.3.1. Decimos que f es una serie de potencias formal en las variables

21,...,%2n sobre C si es de la forma
f(Z) = ZCI<Z - p)I7
I
donde los C} € C y la serie no necesariamente converge.
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1.3.1 El espacio de los polinomios homogéneos de grado k.

Sea z = (z1,..,2) € C"y q = (q1,..-,4) € Z%, usaremos la notacion de multi-indice,
dada en la definicion 1.1.1. Un elemento a € C|[zy,...,2,]] del anillo de las series de

potencias formales en r variables se escribe como

— E q
a = AgX™.

qezgo

Si denotamos por

a®) = Z aq,z4,

lgl=k

las componentes homogéneas de a, de grado k. Podemos escribir

+o00
a= S a®,
k=0
Para cada k € N, denotaremos por

Pr ={f € Clz1, 22, ..., 2] : f es un polinomio homogéneo de grado k} .

Observe que Py, C C[[z1, ..., 2,]] es un C—espacio vectorial de dimension finita,

r—1

dim(Py) = (r—H%—i—l)7

(ver proposicion 11.3 [Ati20] ), cuya base estandar es
By, = {Mk € Py : Mk(z) :Zq:Zih .232...24;];172% :k}
i=1
La aplicacion

|- [l : Pr = RY

f=fllx= Zaqzq = Z |agl,

lg|=F e =k

define una norma sobre Pj. En efecto, usamos la desigualdad triangular para v =

Z|q|:k UgTY, W = Z\q|:k wqxq en P y A € C para obtener

lu+Xwlle = Y Jug +dwg] < D Jugl + D Nlwal < lulle + [Al[[w]x

lal=Fk lal=Fk lal=k

Lema 1.3.2. Dado u € Py, w € Py se tiene la siguiente desigualdad
[ - wllerr < JJullellwlle (1.6)
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Demostracion.

lu-wlen =11 Y uq-wez™ o= D ug-w,

la+r|=k+l1 lq+r|=k+1
< D0 fual | { D lwel | = lullillwll-
lal=Fk |r[=!

1.3.2 Mayorante de una serie formal

Basado en serie de potencias en una variable, caracterizamos la convergencia de una serie
formal de varias variables en el espacio complejo a partir de un representante en una

variable como definimos a continuacion.

Definicién 1.3.3. Dada una serie formal a € C[[zq, ..., z;]] definimos el mayorante de a

como la serie formal real en el parametro ¢t dado por

a(t) = Y lla™|xt" € RI[#])- (1.7)

Mostremos ahora algunas propiedades de los mayorantes de una serie formal.

Observacion 1.3.4. Sia =3, _, z% entonces

ja®p = "t
n—1

m o
tal que ( > representa el nimero de combinaciones de m elementos en grupos de n.
n

Bastara entonces probar que el mayorante de una serie formal converge para saber que

tal serie converge, esto se prueba en el siguiente lema.

Lema 1.3.5. Una serie formal a € Cl[[z1, ..., z,]| es convergente si y solo si su mayorante

a es convergente.

Demostracion. De la definicion de series de potencias convergentes en varias variables, si

> jql>0 GaX? €s convergentes, existen B >0y M > 0 tal que [zf| < Ry

De la observacion 1.3.4,

M r+k—1 M
Ha(k)Hk: Z |aq| < ZRW_( _q >ﬁ

lg|l=k lg|=k

15



k—1
Para abreviar la notacion, sea S,;, = < rE ) > = (Hk*l)(rljkﬂ)”'(r) tal que
. I

lim (Sp) " =1,

k—+o00
entonces la serie i
\Wrk) — _
— R 1—%

es convergente para |t| < R. Lo que prueba que a y a tienen el mismo radio de
convergencia. Reciprocamente, si @ es convergente para |t| < R, R > 0. Sea R < R,
entonces la serie Y % [|a®) ||, R* converge, por tanto el término k converge a cero, es
decir

lim |ja®||,R* = 0.

k—+o0

Luego existe M > 0 tal que [|a®||,R* < M, para todo k.
[

Sobre el mayorante, las operaciones de suma y producto no define un homomorfismo
entre el anillo de series de potencias formales, pero podemos obtener algunas propiedades

que permita comparar series a partir de los coeficientes.

Definicién 1.3.6. Sean las series de potencias formales en la variable ¢ dadas por

=302 fut? g =572 gut" € C[[t]], diremos que g domina a f y denotamos por

f=y,
si |fnl < |gn| para cualquier n, tal que |.| denota la norma usual de nimeros complejos.

La desigualdad (1.6) permite obtener una comparacion entre series formales en esta

seccion.

Lema 1.3.7. Sean a,b € C[[xy, ..., z,]] entonces

a+b=a+b, a-b=a-b (1.8)
Demostracion. La prueba es directa a partir del lema 1.3.5 y la definicion 1.3.3. O

Sea la serie g = Z(qwezf;os 9q.sx%y7 € Cl[x1, ..t Y1, ..., ys)] tal que x = (21, ..., ) ¥

y = (y1, ..., ys) denotamos

gl y) = > I9qulxTy’.

(q7.])€Zg%S

Presentamos ahora un resultados mas general acerca de dominacion de series mayorantes

obtenidos por composicion.
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Proposiciéon 1.3.8. Sean g € C|[z1,..2r, 91, ..., Ys]], b = (h1,..., hs) € Cl[z1,...2,]]° tal
que h = (0,...,0) = 0 y G la composicion

G(z1,...x) = g(x1, ...y Tp, by, ooy ),

entonces

G = |g|(t, st B,y o B).

Demostracion. Como g € Cl[zy, ..., Ty, Y1, ..., Ys] |, entonces

9= > gasx%’

(q,.])EZ;BS

donde x = (21,...,2,), ¥ = (y1,...Ys). Para cada J = (ji1,...5s) € Z3,y i = 1,...,5,
teniendo en cuenta la notacion anterior, cada potencia de h; € C[[z1, ..., x,]] lo podemos

escribir como la suma de sus componentes homogéneas, esto es

Ji

b= (5 hat) - St

donde (RJ)*:) = - hgx%" entonces tenemos

Gx)= Y, gasxWhf b= 3" gqy > xIRP)E . (RE)E,

(a,J)€Z55 (a,J)ezLh k1>g1, ks>

Notamos que cada término de G(x) tiene grado |q| + k1 + --- + ks > |q| + |J|. Las
componentes homogéneas de G de grado m son dados por

¢r= ) = g () - ().
(q7 J) GZTZ—ES kl Zjla---ks 2]5
|+ |J|<m ki +--+ ks =m—]|q|

Tomando norma y usando 1.6, tenemos
16 < 3 > 9 1) 5 gy - () )

(q, J) GZ;BS kl Zjla"'ks Z]s
la|+|J|<m ki +---+ ks =m—]|q|

ks

(1.9)
Por otro lado, se tiene el mayorante

+o0
k=1

kit
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ahora tomamos la j;-ésima potencia del mayorante

400
(hiy = (Z I
ki=1

Ordenando segin el grado,

Ji
Y

Ji
t) = (It -+ A

—+00

- ! l L
ZED SN I DI N 1 R

ki=j \li+la++lj=k;

L |t

Por otro lado, si escribimos la j;—ésima potencia del mayorante h; como

+oo

B = 3T et

ki=j;
Para lograr el resultado serd suficiente comparar los coeficientes de cada serie de potencia,

es decir

(R < (Rl (1.10)

En efecto, por simplicidad sea h = h;, j = j; y escribimos h = Zkzl ™) la suma de las

componentes homogéneas de orden k de h. Las componentes de grado k de h7 es entonces
(hj)(ki) - Z plp2) o p )
li+lo+4+1li=k
De esta manera se tiene
B < ST AR < S RO [, - RG],
li+lo++1li=k liHlo++lj=k

entonces por definicién,

9I(t, st by, ) = ) |gg]t (Z (ﬁ]il)klth) (Z (ﬁf)kzstks>

(a,7)€25E? k1=j1 ks=js

+o00
=2 > > (o s | (R )y - (Bt | 2.
m= (q7 J) S Z724(_]S kl Z j17 k? Z j9
la| +[J|<m ki+---+ks=m—|q

(1.11)
De manera similar a lo realizado para el mayorante de G tenemos

+oo Ji .
(hoy = (Z hgk”) = (Wt h Y
ki=1
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se ordena segin el grado
‘ +00 +00 (ko)
hzy _ Z Z h§l1)h§l2) . hl(lj) _ Z (hzz)
ki=ji \li+lo++lj=k; ki=ji
Tomando la norma ||.||x

= ST R p

Litlo++lj=k;

| ()™

ki
k

De la desigualdad triangular y el lema 1.3.2

i\ (ki) 1) (1 1;) I l l;
UM TED DI (R R D DI U D R
li+lo+-+l=k; ly+lo+-+li=k;

Esto prueba (1.10) y por tanto se tiene el resultado.

]
Proposicion 1.3.9. Sea a € C[[z]] = C[[z1,...,x.]] una serie de potencias formal,
entonces para t =1, ...,r
da  da
< —.
Demostracion. Escribiendo a = quzr RO Zk>0a con la misma notacion
introducida anteriormente. Tenemos que para cualquier k& > 1, 90 og 1a componente
homogénea de % de orden k£ — 1. Por lo tanto
da da® k
= o 1.12
Por otro lado 9
a
— X q—é;
D DT

a=(q1,--,qr) €LY, lg|=k

donde ¢; es el i-ésimo vector de la base estandar de R" y |g;aq| < |q||aq| para cualquier
q € Z%,. Asi

?

k

da
8@ 0x;

luego de (1.12) y la definicion de series mayorante dado en (1.7) tenemos le relacion

pedida.
m
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1.4 Variedades diferenciales

Asi como los espacios topologicos forman el dominio natural de las funciones continuas, las
variedades diferenciales son el dominio de las aplicaciones diferenciables. Para comprender

mejor la definicion en principio lo presentaremos en R” luego lo extenderemos a C".

Definicién 1.4.1. Una carta local o sistemas de coordenadas en el espacio topologico
M es un par (U, p) siendo U un abierto de M y ¢ : U — R™ un homeomorfismo de U
sobre el abierto p(U) de R™.

Definicion 1.4.2. Un atlas local A de dimension n de clase C” sobre M es una coleccion
de cartas locales cuyos dominios cubren M y tal que si (U, ), ([7, p)eAyUn U £ 0,
entonces la aplicacion

@ogp‘lzgz?(Uﬂﬁ) %@(Uﬂﬁ)
es un difeomorfismo C” entre abiertos de R™. A los difeomorfismos @ o ¢! los llamamos

cambio de coordenadas.

A partir de ahora podemos extender la diferenciabilidad a aplicaciones entre espacios
topologicos que poseen un atlas de clase C”, r > 1 de la siguiente manera: Dado M y N
espacios topoldgicos de dimensién m, n respectivamente, y los atlas A y B de clase C" en
M y N respectivamente. Una funcién f : M — N es diferenciable de clase CF, con k < r,
si f es continua y para cada x € M existen cartas locales (U, ) € Ay (V,¢) € B, con
reUy f(x) €V tales que

Yofoptip(UNF V) CR™ 5 y(V)CR"

es de clase C*.
Siendo el cambio de coordenadas @ o ¢! difeomorfismos de clase C", con r > k, la

definicion es independiente de las cartas locales elegidas.

Definicion 1.4.3. El atlas A de clase C” sobre M que contiene todas las cartas locales

(17, ©), donde los cambios de coordenadas, con elementos (U, ) € A,
o lipUNU)—@UND)
son difeomorfos, es llamado atlas méaximo.

Los dominios de las cartas locales de un atlas maximo de M forman una base de la
topologia de M. Ademaés todo atlas de dimension m de clase C” sobre M, esta contenido
en un unico atlas de dimension m y clase C” sobre M, llamado estructura diferenciable
(ver [Warl3]).
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Definicién 1.4.4. Una variedad diferenciable de clase C" y dimension m es un espacio
topologico de Hausdorff M, con base numerable, junto con una estructura diferenciable

de dimension m y de clase C.

Ejemplo 1.4.5. Podemos obtener de manera natural una estructura diferenciable del
espacio R"”, como se muestra a continuacion. Sea M la familia maximal que cumple la
definiciéon 1.4.2; conteniendo (R™, Id) donde Id : R™ :— R" es la aplicacion identidad.

Ejemplo 1.4.6. Sea V un R—espacio vectorial de dimension finita m. Entonces de forma
natural definimos una estructura diferencial de la siguiente manera: sea {e;}, .. ~una
<j<m

base de V'y {¢;},_;,, una base del espacio dual de V/, es decir ¢; : R™ — R es tal que

(ex) I, j=k
X 0; j#k

Luego para x = (21,...,Tm) € V, @;(x) = x;. Entonces la familia {goj}lgjgm son las
funciones de un sistema de coordenadas locales (que puede ser visto de forma global)
sobre V. Ademaés este sistema de coordenadas es tinico y el cambio de coordenadas es
dado a partir de una matriz constante no singular, este cambio es de clase C* lo que
permite establecer una estructura diferencial sobre V' independiente de la eleccion de

coordenadas.

Ejemplo 1.4.7. La esfera unitaria S™ definida con la topologia inducida de R~ posee

una estructura de variedad C" de dimension n, para todo r > 1, es decir de clase C*°.

A partir de este concepto, una aplicacion f : M — N entre espacios topologicos M
y N dotados de una estructura diferenciable C”, es de clase C*, k > r, si y solo si para
cada z € M existen cartas locales (U,¢) y (V,¢) en M y N tales que z € U, f(U) CV
viofopt:ipU)—= (V) CR"es de clase C.

Definicién 1.4.8. Sean M y N dos variedades diferenciales, una aplicacion f: M — N
de clase C™, r > 1 es un difeomorfismo cuando posee inversa f~! : N — M de clase C".

En este caso decimos que las variedades son difeomorfas y denotamos como M ~ N.

Ejemplo 1.4.9. El espacio C" es un R—espacio vectorial de dimension 2n, por lo visto
en el ejemplo 1.4.6, C" posee de manera natural una estructura de variedad diferenciable

real de dimension 2n. Si {ey, ..., e,} es la base candnica de C" e i = v/—1, entonces

{e1,...,en, 1€, .06, },

es la base real de C™ y la base dual asociada a esta base determina un sistema de

coordenadas de forma global en C".
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1.4.1 Variedades holomorfas complejas

Recordar que en el espacio complejo, hablar de funciones analiticas complejas es
equivalente a hablar de funciones holomorfas. Para definir una estructura diferenciable
holomorfa sobre un espacio 2n dimensional, se requiere que las coordenadas locales tengan

rango en C" y ademés holomorfas.

Definicién 1.4.10. Diremos que M es una variedad holomorfa compleja (o simplemente
variedad compleja) de dimension m, si estd unido a un atlas holomorfo (U, ¢;)ies, cuyo

cambio de coordenadas son biholomorfismos.

Ejemplo 1.4.11. (Espacio proyectivo). Sea P¢, para n > 1, el conjunto de rectas en
C"*! que pasan por el origen, este conjunto lo podemos definir formalmente de la siguiente
manera: Sean z; y zo € C"™ — {0}, z; ~ z, si existe A € C — {0} tal que z; = \z,. Esta
relacion es de equivalencia y denotamos a la clase que contiene a z; como [z;]. El conjunto
de las clases de equivalencia es el espacio proyectivo complejo n—dimensional denotado
por P2. Es decir PR ~ (C"*1\ {0})/ ~ .

Para el caso n = 1, P{ es difeomorfo a la esfera bidimensional. El espacio P tiene

estructura de variedad compleja de dimension n.

Ejemplo 1.4.12. (Superficie de Riemann) Sea f : C* — C una funciéon holomorfa tal

que

grade(f) = (;‘—fg‘—f) #(0,0).

El conjunto de puntos que resuelven la ecuacién

f(Zlv 22) =0,

es llamado superficie de Riemann. Dicha superficie es una variedad compleja

unidimensional. Por ejemplo el plano complejo C y el espacio proyectivo Pg.

En C" toda variedad compleja es orientable, (ver tomo 2, pagina 28 en [DFNO00|) es
decir, podemos cubrir la variedad M con una familia de sistema coordenados tal que para
cada punto p € M el cambio de coordenadas es biholomorfo. Ademas toda superficie real
se convierte en superficie de Riemann si y solo si es orientable. Por ejemplo la esfera y el
toro admiten estructura compleja y son orientables, por tanto se pueden identificar como
superficies de Riemann; sin embargo la Banda de M&bius, la Botella de Klein y el plano

proyectivo real Pk no, pues son superficies no orientables.

Definicién 1.4.13. Sea f : M — N una aplicacion entre las variedades complejas M y
N de dimension m y n respectivamente. Se dice que f es un holomorfismo (o morfismo)

si para todo par de cartas (U;, ;) v (U, ;) de M y N respectivamente, la aplicacién
opRe f o go;l : QOI(UZ) - c" — (,Oj(Uj) - c»
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es un holomorfismo.

La biyeccion (isomormfismo) de variedades complejas f : M — N, es un
biholomorfismo si f y f~! son holomorfas.
Notar que sobre un mismo espacio topologico M puede haber dos estructuras de

variedades complejas M’ y M" para las cuales la aplicacion identidad
id: M — M"

es un biholomorfismo.

El producto M x N de dos variedades complejas M y N heredan de forma natural,
estructura de variedad analitica compleja con la propiedad de que las proyecciones
M x N — My M x N — N son holomorfas.

1.4.2 Derivacidén y el espacio tangente

A continuacion damos el concepto de derivada de una aplicacion entre dos variedades
complejas asi como el espacio tangente, teniendo en cuenta la interpretacion geométrica
dada en espacios euclidianos. Sea M una variedad compleja, consideremos la curva
a : Dr — M tal que a(0) = p € M. La aplicacion « es llamada suave o regular
alrededor de p si o/(0) # 0, es decir, dada una carta (U, y) centrada en p, se cumple
(poa)(0) #0. Dos curvas a1 y as se denominan tangente en el origen si o/ (0) = a4(0),
es decir, (poaq)'(0) = (poas)'(0). Sean ay y ay dos curvas regulares, decimos que a; ~
si y solo si son tangentes en el origen. Esta relacion resulta ser una relacion de equivalencia
y el espacio cociente del conjunto de todos los gérmenes de curvas en p define el espacio
tangente T, M.

A partir de esta seccion consideremos a M y N variedades complejas de dimension m
y n respectivamente.

Sobre el espacio Oy, de gérmenes de funciones f : M — C holomorfas en p € M, la

aplicacion D : Oy, — C con las siguientes propiedades
e D(f+g)=D(f)+ D(g),

e D(f.9)=g(p)D(f)+ f(p)D(9),

es llamada derivacion sobre Oy,

Definicién 1.4.14. Una aplicacion, f : M — N es llamada una inmersion si para todo
peM,Df(p): T,M — T,N, con ¢ = f(p), es inyectiva. Diremos que f es una sumersion
si para todo p € M, Df(p) es sobreyectiva.
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Teorema 1.4.15. (Forma local de las inmersiones) Sean M y N dos variedades
complejas de dimension m y n respectivamente (n > m), f : M — N una aplicacion
holomorfa. Supongamos que Df(p) : T,M — T,N, con f(p) = q es inyectiva. Entonces
existen cartas locales p : U — C™ y ¢ : 'V — C", con q € V, una descomposicion
C* = C™ x C"™ tales que f(U) C 'V y la expresion de [ localmente en (U, p) y (V1))
es dada por o fop Y (z) = (z,0), si z € p(U). Es decir, [ es localmente equivalente a

la inmersion lineal z — (z, 0).

Demostracion. Sean las cartas locales (U, 1) v (Vi,¢q) de py f(p) en M y N
respectivamente, done p1(Uy) C C™ y ¢1(V}) C C™. Como df (p) es inyectiva considerando
v1(p) =0, Y1 (f(p)) = 0, entonces d(¢ o f o p1)(0) es inyectiva.

Sea h =110 fopt:p(U1) = ¢¥1(Vi) y E = dh(0)(C™) un subespacio vectorial de
C", entonces podemos descomponer C* = C™ x C"™. Por completacion de base podemos
escribir C" = E @ F donde F' es un subespacio vectorial en C" de dimensién n — m con
base {v1, ..., Un_m}-

Definamos la funcion

g:C"xC™ S EQF

(215 22) = g(z,w) == h(z) + Z wiv;,
i=1

Siendo h un holomorfismo, con dh(0) inyectivo, entonces

dh(0)
d 0,0 = )
9(0,0) [ "
donde A,_,, es una matriz formada por los vectores columna {vy,...,v,_m}, €s un

isomorfismo en C". Del teorema de la aplicacion inversa (ver pagina 27 en [KK11])
existe una vencindad Uy x Wy € C™ x C"™ de (0,0) y V5 C C" de ¢(0,0) tal que
lusxw, + Us x Wy — V5 es un biholomorfismo. Como g¢(z,0) = h(z) para todo z € U,
entonces g~'(h(z)) = (2,0). Hacemos ¢ = g~  othy, V. = ¢7'(V2) vy ¢ = @i]voxme,
U = ¢ }(Uy x W3), entonces para todo z € (U) (Yo fo~1)(2) = (2,0). O

Teorema 1.4.16. (Forma local de las sumersiones) Sean M y N dos variedades
complejas de dimension m y n respectivamente, conm >n, y f : M — N una aplicacion
holomorfa. Supongamos que Df(p) : T,M — T,N, con f(p) = q es sobreyectiva. Entonces
existen cartas locales o : U — C™ y : V. — C", con q € V, una descomposicion
C™ = C" x C™" tales que f(u) C V, y la expresion de f localmente en (U, ) y (V, )
es dado por ¢ o f oo Y z,w) = z. Es decir f es localmente equivalente a la proyeccion

(z,w) — 2.

Demostracion. Sean (Ui, 1) v (Vi,11) dos cartas locales de p y f(p) respectivamente.
Podemos descomponer ¢1(U;) = Wi x Wy < C" x C™™ ademés suponga que
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v1(p) = (0,0) y ¥1(f(p)) = 0 € C™. Puesto que df (p) es sobreyectiva, entonces para

B=vofop™:pi(Uh) = (Vi)
dp(0,0) también lo es. Definamos la funcion

gIW1XW2—>(CnX(Cm_n
(215 22) = g(21, 22) == (Y1 (f(21,22)) , 22)

tenemos que

dipy (f(z1,22)) =

dg(0,0) = 0 /

es un isomorfismo en C™. Del teorema de la funcion inversa (ver pagina 27 en [KK11]),
existe una vecindad Wiy x Was de (0,0) tal que

h:zg_leH XW22—>Z,

con Z = g YWy x Way), es un biholomorfimo. Como g mantiene fija la segunda
componente, h también lo mantiene. Luego dado (z,w) € Wiy X Was, podemos escribir

h(z,w) = (hi(z,w),w). Ademas se tiene

(27w) = (goh)(z,w) 3 g(h(z,w)) = g<h1(27w)7y) = (ﬁ(hl(sz)7w)7w) = (ﬂ(h(z,w),w)),

entonces (3 o h)(z,w) = z. Definimos: el biholomorfimo ¢ = h~! o ¢y, los abiertos
U= (7" o)Wy x Wap), V.= 41 (f(U)) ¥ ¥ = ¢u|y. Por lo tanto

(Yo foyp ) (z,w) =z, para todo (z,w) € U.
[

A continuacién presentamos el concepto de subvariedad y resultados que permite encontrar

dichas subvariedades a partir de aplicaciones diferenciales y bajo cierta condiciones.

Definicién 1.4.17. Un subconjunto N C M en una variedad compleja M es una
subvariedad de dimension n de M, si para todo p € N existe una carta local, (U, ) y
polidiscos V', W conteniendo a 0 € C" y 0 € C™ ™ respectivamente tal que o(U) = V x W

v (N NU) =V x{0}. En esta situacion decimos que la codimension de N es m — n.

Teorema 1.4.18. Sea la aplicacion f : M — N entre las variedades complejas M y N
tal que Df(p) : T,M — T,N es inyectiva, con q¢ = f(p). Entonces existe una vecindad
U C M conteniendo p tal que f(U) C N es una subvariedad de dimension m.

Demostracion. Podemos determinar coordenadas locales (U, @) en M y (U, ) en N tal
que pe Uy q= f(p) € U. Siendo Df(p) inyectiva, del teorema 1.4.15 f(U) c Uy
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P(p) =V x W, ademas podemos tomar V C C" y W C C™ polidiscos conteniendo el

origen de los espacios correspondientes tal que
(g?; ofo 4)071) (2,0) e C™ x C"™™,

para todo z € o(U) y
p(f(U)) =V n{o}.
Esto prueba que f(U) es una subvariedad de N de dimensiéon m.
[l

Sea la aplicacion f : M — N entre las variedades complejas M yv N. Sip € M es
tal que Df(p) : T,M — T,N, con ¢ = f(p), es sobreyectiva diremos que p es un punto
regular de f.

Cuando g € N es tal que f~'(q) = 0 o f~!(q) es constituido solo por puntos regulares,
diremos que ¢ es un valor regular de f. Un punto ¢ € N que no es un valor regular de f

serd llamado un valor critico de f.

Teorema 1.4.19. Sea f : M — N es una aplicacion holomorfa entre variedades
complejas. Si ¢ € N es un valor reqular de f y f~'(q) # 0, entonces f~'(q) es una

subvariedad holomorfa de M de codimension n.

Demostracién. Si q es un valor regular de f, entonces dado p € f~(q), df(p)
es sobreyectiva. Del teorema 1.4.16 existen dos cartas locales (p,U), (¢,V) y una

descomposicion C" = C™* x C™™" tal que

pofop lipU)cC'xC™ ™ = o(V)cCC
(z,w) — z. '

Si hacemos h :=1 o fop™!, vemos que h|y(o; define un isomorfismo de V' x {0} en V.
Sea N = f~1(q) y U = f~1(¥=1(V)), entonces o(NNU) = g(V) =V x 0, lo que prueba
el resultado. L

1.5 Campos vectoriales

Definicién 1.5.1. Sea M una variedad compleja de dimension m. El conjunto T'M dado

por la union de los espacios tangentes T, M, p € M, es decir

™™ = | T,M,

€M

es llamado fibrado tangente de M.
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A este espacio se puede asignar una estructura de variedad compleja de dimension 2m
de la siguiente forma. Si (U, ) es una carta local en M, entonces (TU, Dy) es una carta
de T'M, donde para todo v € T, M

Dp: TU - Ux(C™
v De(v) = (@(p), Dpe(v)).
La aplicacién 7 : TM — M tal que para cada vector tangente v € T,M, 7(v) = p es

un morfismo llamado proyecciéon natural.

Definicién 1.5.2. Un campo vectorial holomorfo X sobre M es un morfismo holomorfo
X:M—TM,

tal que m o X = idy;, donde udy; es la aplicacion identidad en M.

Observamos que si p € M, entonces para v € T,M, X(p) = X|p, = v. Denotaremos
por Oy, al anillo de gérmenes de funciones f : M — C analiticas definidas en una variedad
analitica compleja M y por Oy €l anillo de funciones analiticas en p. Ademas sobre una

carta local (U, @) enp € My f € Oy p, tenemos la derivacion 8% |p dada por

0
6,2@-

0
_8,21»

(f) (foe H(a),

p

tal que o(p) = (21(p), .-, 2m(P)) = q. El conjunto

{a%@)’ %(p)} :

es una base del espacio de derivaciones sobre Oprp, (ver pagina 24 en|CCD13|) pero
también es una base del espacio tangente 7, M, de esta manera podemos identificar T, M
como Oy p. Ademas el conjunto de campo de vectores sobre M es un C espacio vectorial

de dimension finita.

Ejemplo 1.5.3. En el ejemplo 1.4.11 vimos que el espacio proyectivo P, es una variedad

compleja. Las cartas locales son dador por (Uy, o) v (Ui, ¢1), donde
Us = {(20,21) € Pt : 20 # 0}, Uy = {(20,21) € P& : 21 # 0}

wo:Uy—C p1:U0; —C
(L,2) — 2 (z,1) — 2.

Z) y en Uy (20,21) con (22,1).

Ademés en Uy podemos identificar (zo, 21) con (1,2 2

Si (z0,21) € Uy NUj entonces zg, 21 0y
—1 .
w109y 10U NUy) = o1 (UyNUy)
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(erowe") B =1 D) = i) = (21 = 2
De forma analoga (800 ° 801_1) (i—f) = 2, por tanto el intercambio de coordenadas es dado
por la aplicacion
s L
z

De la definicién 1.5.1
TPt = TUy UTUY,

teniendo a {%}, {%} las bases de TUy y T'U; respectivamente tal que

o _dflyo 10
dz dz\z)ow 220w
Asi TUy~ Uy x Cy TU, = U, x C, y por tanto
| 1y )

Definicién 1.5.4. Sea X un campo vectorial holomorfo sobre una variedad compleja M,
diremos que p € M es punto regular de X si X (p) # 0, caso contrario diremos que p es

un punto singular.

Sobre un punto regular p € M del campo vectorial X, podemos identificar localmente

al campo X como un campo constante, como se expone a continuacion.

Definicién 1.5.5. Sean M, N dos variedades complejas vy X, Y dos campos de
vectores sobre M y N respectivamente. Diremos que X y Y son conjugados si existe
un biholomorfimo ® : M — N tal que

D®o X =Y 0.

Sean p € My q € N, diremos que X y Y son localmente conjugados en p y q si
existe dos abiertos U C My V C N con p € U, q € V y un biholomorfismo ® : U — V
tal que ®(p) = q,

DPo (X|y)=Y|yo®.

Sobre el espacio afin C" diremos que un campo vectorial X es constante si es dado

por

0 0 0
)\18_21+)\2a_22+"'+)\na_2n,

donde \; € C son constantes.

Teorema 1.5.6. (Teorema de rectificacion). Sea M una variedad compleja, X un
campo de vectores sobre M y p € M un punto reqular, entonces X es un campo localmente

conjugado en p a un campo constante.

Demostracion. Ver pagina 37 en [CCD13]. O
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1.6 Gérmenes de variedades

Los ceros de una funciéon de varias variables complejas forman un conjunto que cumplen
un rol importante en el estudio de las funciones holomorfas. Subvariedades analiticas u
holomorfas son definidos localmente como el conjunto de los ceros de ciertas funciones.
En esta seccion consideramos los conjuntos definidos (localmente) por un sistema de
ecuaciones analiticas llamados conjuntos analiticos. Los resultados aqui presentados son
tomados de [Gun90], [GR09], [CCD13|.

De lo definido en 1.4.17, para U C C", un dominio V' C U es una subvariedad analitica

si para cada p € V existe una vecindad U, de p y funciones holomorfas fi,..., fr en Uy
tal que
VNUy={2€U: fi(z) = = fi(z) = 0}.
D /i
U, .
. S2
B :

fx

Figura 1.2: Subvariedad analitica

Denotaremos a este conjunto como

V(fl, ,fk) = {Z € Up . fl(Z) = ... = fk(Z) = 0}

Ejemplo 1.6.1. El conjunto vacio () y el mismo V son subvariedades analiticas triviales
del conjunto U pues ) es el conjunto de ceros de la funcion constante f = k y D es el

conjunto de ceros de funcion cero.

Ejemplo 1.6.2. El conjunto V = {(21,29) € C? : 23 — 23 = 0} define una subvariedad

analitica.

Teorema 1.6.3. Sea F = {f,} la coleccion de funciones holomorfas en un abierto
U C C". Entonces V(F) = {z € U : fo(2) = 0 para todo f, € F}, es una subvariedad

analitica de U.

Demostracion. Ver pagina 86 en [GR09).
[

Definicion 1.6.4. Sean A y B subconjuntos de C" conteniendo el origen de C". Diremos
que Ay B son equivalentes en 0 € C" si existe U una vecindad de 0, tal que ANU = BNU.
Esta relacion es de equivalencia y las clases de equivalencia son llamados germen de un

conjunto. Denotaremos a la clase de equivalencia de un conjunto A como A.
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Sea f € O, un germen de funcién analitica en 0 € C" y f : (C",0) — (C, f(0))
un representante de f con dominio U. Denotaremos por V(f) al germen conjunto
{z € U : f(z) = 0}. Definamos ahora como un germen f € O,, se anula sobre un germen

de un conjunto.

Definicién 1.6.5. Si f € O, y V el germen de un conjunto. Diremos que f se anula en
VisiVCV(f)

Definicién 1.6.6. Sea V el germen de un conjunto, diremos que V es el germen de una

variedad analitica, si existen gérmenes de funciones fi,..., fy € O, tal que
V=V{)n---nV(f).

El conjunto V = V(f;) N --- N V(f;) muchas veces es escrito como V(fy,...,fx) o bien
por {f; =0,f,=0,...,f, =0}.

Observacion 1.6.7. Si f; v fo son representantes del germen f los dominio U; y U,
respectivamente, entonces los conjuntos {z € U; : fi(z) = 0} y {z € Us : fao(z) = 0} son
equivalentes, ademéas la unién e interseccion de dos gérmenes de conjuntos son también

gérmenes de conjuntos.

Sea f un elemento en MM C O, y f su respectivo representante, la ecuacion f = 0
define un subconjunto de un abierto de C". Este conjunto que son los ceros de la funciéon
holomorfa f es llamado hipersuperficie analitica (y define una subvariedad analitica). Si
cambiamos de representante de f, obtenemos otro conjunto, pero ambos tienen el mismo
germen en el origen. Diremos que V (f) es un germen de hiperficies analiticas. Si escribimos
f = fi".f32...fi’*, obtenemos una descomposicion de f = 0 como uniéon de gérmenes de
hiperficies irreducibles f; = 0. Podemos definir a partir de ello un ideal de gérmenes en el

origen.

Definicién 1.6.8. Sea V el germen de una variedad analitica en 0, diremos que el
conjunto denotado por Z(V) es un ideal de V si Z(V) = {f € O,, : f se anula en V}

Proposicion 1.6.9. Con las notaciones de la definicion 1.6.8, el conjunto Z(V) es un

ideal del anillo O,,. Ademds dado A C O,, entonces ﬂ V(f) es un germen de variedad

feA
analitica.

Demostracion. Ver pagina 87 en|GR09|. O

En la proposicion 1.8.4 mencionamos propiedades importantes de estos ideales. El par
(V,0) denota al germen de un conjunto analitico (variedad analitica) en el origen de C".
El espacio maximo que lo contiene, como un germen, se denota por (C",0) y podemos
escribir como

(V,0) C (C",0).
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Diremos que (V,0) es regular si V = V(f1, fa, ..., fx) v si la matriz jacobiana

L) ... (o)
J(fr, fas - f1)(0) = : :
L) ... 0

es de rango k. Dicho de otro modo

(V,O) = (90 = 0);

donde ¢ es la sumersion (C*,0) — (CF,0) dada por ¢ = (fi,f2,...,fx). Luego
notamos que si ¢ es un cambio de coordenadas locales podemos suponer que f; = 2z,

f2 = Z?v"'vfk: = Zk, luego
Ademas, se tiene que la dimension de (V,0) es n — k.

Definicién 1.6.10. Diremos que una subvariedad analitica V' C C" es suave o lisa si
para cada punto p € V, V = V(fy, ..., fr) (dada como en la definiciéon 1.4.17) y la matriz

jacobiana

L) ... E(p)
J(fr, fas -, fo)(P) = 2 :
Lp) ... $(p)

es de rango k.

Un teorema importante en geometria analitica es el teorema de los ceros de Hilbert-

Ruckert, el cual se enuncia a continuacion.

Teorema 1.6.11. Si I es un ideal de O,, y V = V(I), entonces el ideal de funciones que
se anulan sobre V, I(I), es igual a la raiz de I, denotado VI, es decir

I(VI)={f €O, :flyv =0} = VI := {t €O, :f* €I, para algin entero positivo k} .
Demostracion. Ver pagina 88 en |[GRO9] O

Diremos que (V,0) es irreductible si VT es primo; en general, si v/T = i;NisN...NG s
la descomposicion primaria de v/I (ver [Ati20]), la descomposicion de V en componentes

irreducibles es dada por

V = V(i) UV(iz) U---U V(i)
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En el caso de un germen de hiperficies V(f) donde f se descompone en sus componentes

irreducibles f = f[" 2 .. . f"*, se tiene
V() =V(fif,.. . £)=V(EH)UV(E)U---UV(f),

y cada V(f;) es irreducible con multiplicidad n;. Cuando n; = 1 para todo j, diremos que
f es reducible.
A continuaciéon presentamos algunas propiedades que relacionan una variedad analitica

con sus ideales

Proposicién 1.6.12. Sean Vi y Vs, dos gérmenes de conjuntos analiticos, entonces se

cumple las siguientes propiedades
i) Si' Vi C Vy entonces (Vo) CZ(Vy),

i) VI(V) =Z(V),

iii) si Ty C Iy C O, son ideales entonces m V(f) C ﬂ V(f),

fel, fel;

w) si I es un ideal de O,, entonces V(I) =V (\VI),

v) V(Z(A)) es la variedad mds pequenia que contiene al germen de conjunto A.

Demostracion. Ver pagina 88 en [GRO9| O

Definicién 1.6.13. Sea M una variedad compleja y A un germen de un conjunto en
p € M. Diremos que A es un germen de variedad lisa si existe un representante A de A

que sea una subvariedad holomorfa lisa de M que contenga a p.

Lema 1.6.14. Si A es un germen en p € M de subvariedad analitica lisa, dado como en
la definicion 1.6.10 y de dimension r, entonces existen coordenadas locales en torno de p
(p,U) tal que

A=V(z)Nn--NV(zpp).

Demostracion. Sea A un representante de A de dimension r, con p € A. Del teoremal.4.15

existen coordenadas locales ((z1, ..., z,), U) entorno de p tal que
AﬂV:{qeV;Zl(q):...zzn_r(q):()}7

por lo tanto A =V (z)N---NV(zy—p). O
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1.7 Gérmenes de variedades invariantes por gérmenes

de campos vectoriales

En este seccion presentamos los conceptos de gérmenes de variedades invariantes por
gérmenes de campos de vectores.

Salvo se especifique lo contrario, de aqui en adelante, consideremos a M una variedad
analitica de dimension n y p € M. A cada campo de vectores analitico X definido en
M, le podemos asociar un flujo maximal, denotado por ¢x. Este flujo es tinico sobre un

dominio maximal Qyx, tal que
e 0x(0,p) = p para todo p € M,
o S¢x(t,p) = X(¢x(t,p)); para todo (t,p) € Qx .
A continuacién definimos conjunto invariante por un campo de vectores X.

Definicién 1.7.1. Un subconjunto A de M es localmente invariante por un campo de
vectores analiticos X si para cada q € A existe € > 0 tal que si ¢t € D, (el disco de radio

e centrado en 0) entonces ¢x(t,q) esta definido y ¢x(t,q) € A.
$x

i 4

M

Figura 1.3: Subconjunto localmente invariante

En otras palabras para todo q € A, la curva integral de X pasando por q esta
enteramente contenida en A. Esta curva, por como esta definida, resuelve un problema
de Cauchy y por ello es tinica. Ademaés, si A fuese una subvariedad analitica de M e
invariente por X equivale a que X induzca un campo de vectores sobre A, esto lo vemos
en las siguiente proposicion. Por simplicidad nos referiremos a subvariedad analitica como

subvariedad.

Proposicion 1.7.2. Una subvariedad A es invariante por un campo de vectores X sobre
M si y solo si para todo g€ A, X(q) € T4A.
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Demostracion. Supongamos que A es una subvariedad invariante por el campo X. Por
hipotesis, dado q € A existe € > 0 tal que sit € D, entonces ¢x(t,q) € A. Seay: D, — M
dada por y(t) = ¢x(t,q) una curva contenida en A tal que v(0) = q. Observe que

Idx
7 (0) = —=(0,q9) = X(a),
ot
esto prueba que X (q) € TqA. Reciprocamente si X (q) € T, A para todo q € A, entonces
la restriccion de X4 es un campo definido en A, este campo induce un flujo ¢x|, tal que

paraq € A

ad)aXt‘A (t,a) = X]a(9x,(t,q)) = X(Px1,(t,q), ¢x1,(0,a) =q.

Luego por unicidad de flujos ¢x(t,q) = ¢x|,(t,q) € A, esto prueba que A es invariante
por el campo X. O

En término de gérmen de un conjunto invariante por un por un germen de campo de

vectores X viene dado por la siguiente definicion.

Definicién 1.7.3. Sea A un germen de conjunto en p € M y X un germen de campo de
vectores en p. Diremos que A es invariante por X si existe un representante A de A y un

representante X de X definido en A tal que A es un conjunto invariante por X.

Recordemos que si p es un punto regular del germen de campo de vectores X entonces,
gracias el teorema 1.5.6 (de rectificacion), su campo representante se puede identificar,
localmente, como un campo constante. Por este motivo nos centraremos en puntos

singulares de X.

Ejemplo 1.7.4. Consideremos la curva h : C — C? dada por h(z) = (hi(z), ho(z)) tal

que hy(z) = hy(x) = 2°. Sea el conjunto
A= {(z,y,2) €C:y=12"_s=2°}.

Vemos que A es la grafica de h que contiene al origen de C3. Consideremos a U una
vecindad abierta de 0 € C? y las funciones holomorfas fi, f» : U C C* — C, tal que
filz,y,2) = 2 — 2%y folz,y,2) = y — 2% Vemos que f1(0) = f»(0) = 0 y la matriz
jacobiana J(f1, f2) tiene rango 2, luego 0 es un valor regular de f; y fo. Por lo tanto del
teorema 1.4.19, A = f;1(0)Nf, 1 (0) es una subvariedad holomorfa lisa de U. Consideramos
al campo X = a% + 21‘8% + Qx%. Se tiene que X(0) =0y siq € A, X(q) € T4A, luego

de la proposicion 1.7.2 A es invariante por X.

Ahora determinemos en general la existencia de una subvariedad invariante por X

como la grafica de una funcion analitica.
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Proposicion 1.7.5. Sea X un campo de vectores analiticos en M con una singularidad
en p y A una subvariedad analitica de M que contiene a p. Sea (v, U) una carta local de
M en p, con o = (z,y), H= (h, ..., hy_,) una funcion analitica definida en una vecindad
en 0 € C" tal que H(0) = 0. Si X, en estas coordenadas, estd definido por

r 8 n—r 9

entonces la variedad analitica A = ¢~ *(Gr(H)) es invariante por X si y solo si para todo

ge A

w;(q) = Za(ha;;w)(q)vi(q), (1.14)

donde Gr(H) es la grifica de H.
Demostracion. Consideremos una aplicacion analitica H = (hy,...,h,_,) : V CC -
C"" definida en una vecindad V' C C” de 0 € C” tal que H(0) = 0. Siendo H analitica

entonces H es continua en el origen y para V' necesariamente pequeno, la grafica de h

dado por

Gr(H)={(a,....,a,, H(ay,...,a,) € C" x C"")/(ay, ...,a,) € V},

esta contenido en (V).

ACTT

M /\

4 (x.h(x))
Cr
T

Figura 1.4: Subvariedad analitica lisa de M

Entonces la funcion f =y —hox : V — C"" tiene componentes cuyas derivadas son
linealmente independiente sobre el abierto U = {q € U : x(q) = h;}, luego 0 € C"" es
un valor regular de cada componente. Del teorema 1.4.19 cada f~1(0) es una subvariedad

analitica lisa de M de dimensiéon r entonces
A= N(Gr(H)={q€eU:y=hi(x(@),j=1,..n—r} =)0
i=1

es una subvariedad analitica lisa de dimensién r que contiene a p. Luego para cada q € A

el espacio tangente Ty A esta generado por los vectores %’ + > a(g;c?x)( )aiy
7 a T J

para
q

35



i =1,...,r. Por la proposiciéon 1.7.2, A es invariante siy solo si X(q) € T4A, de la ecuacion
(1.13) tenemos una razon entre los coeficientes, es decir

vi) = ' Vi=1,...,n—rnr

n—r O(hjox

esto equivale a

wila) = Y )

. (q)vi(q), paraqe A,j=1,...n—r.
i=1 i

O

Si expresamos la ecuacion (1.14) en las coordenadas de x (podemos identificar a las

coordenadas locales en C"), para cada x € V se tiene

w;(x, H(x)) = i a(’g—;x)w(x,ﬂ(x)). (1.15)

Sea I un ideal de O);p v X un germen de campo de vectores analitico en p, entonces
denotamos al conjunto X(I) como el conjunto dado por X(I) = {X(f) : f € Oprp}-

Definicién 1.7.6. Sea X un germen de campo de vectores analitico en p. Un ideal [ de

O p se dice invariante por X si X(I) C 1.

En la definicion 1.7.6 se entendera que X (I) C I si existen un abierto U C M que
contiene p, un representante X de X tal que para cada representante f : U — Cdef €1
X(f) es un representante de X(f) con X(f) € I.

Proposicién 1.7.7. Sea I un ideal de Oy p y X un germen de campo de vectores en M.
Sea V(I) = ﬂV(f) invariante por X entonces X(I) € X(V/I) C V1. En particular, si

fel
I es un ideal radical entonces X(I) C I.

Demostracion. Teniendo en cuenta las propiedades dadas en la proposicion 1.6.12, V(1) =
V(VI) y como /T es finitamente generado, podemos escribir /T = (fy,...,f,), entonces
existe un abierto U de M conteniendo a p y representantes analiticos fi,..., f,, : U — C
de los gérmenes fi, ..., f,, tal que el conjunto de los ceros A = {q € U : fi(q) = -+ =
fm(q) = 0} es un representante de V(v/I). Como V(v/I) es invariante por X entonces
A es invariante por X, donde X es un representante de X en U. Entonces para cada
q € A existe € > 0 tal que si |t| < € entonces ¢x(t,q) € A. De la definicion del conjunto
A, fi(¢x(t,q)) = 0 para todo i = 1,...,m. Derivando la ecuacién para cada i en t y

evaluando en 0, X(f;)(q) = 0. Esto prueba que

AC{aeU: X(fi)(a)="-=X(fn)(q) =0}
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A partir de esto tenemos, en el caso de gérmenes,

de la proposicion 1.6.12

Z(V(X(f)),...,X(f,))) CZ(V(I)).

Por lo tanto, del teorema 1.6.11, X(f;) € /I ademas como los f; € /I entonces
X(v/T) € V1, esto prueba la igualdad de conjuntos.
O

En general el reciproco de la proposicion 1.7.7 no se cumple, salvo que V(I) sea un

germen de una subvariedad lisa.

Proposicion 1.7.8. Sea A un germen en p € M de subvariedad holomorfa lisa de
dimension r de M y X un germen de campo de wvectores analitico en p. Entonces A

es invariante por X si y solo si Z(A) es invariante por X.

Demostracion. Supongamos que A invariante por X entonces de la proposicion 1.6.12
Z(A) es un ideal radical. Luego de la proposicion 1.7.7 Z(A) es invariante por X.
Reciprocamente si Z(A) es invariante por X, X(Z(A)) C Z(A) entonces del lema 1.6.14

existen coordenadas locales ((z1,...,2,), V) tal que
Z(A) =V(z1)N--- NV (Zp—y).

Del teorema 1.6.11 Z(A) es finitamente generado, es decir Z(A) = (21, ...,2,). Ademas

A esta representado por

A={qeV|zn(q) == z,.(q) =0}
Siq € A entonces T,A = (&Znar+1 . %ﬂ ), ademés X se escribe localmente en V'
como . :
" 0
X = X(z)=—

para ¢ = 1,...,7. Como Z(A) es invariante por X, X(z;) € (z1,...,2,_,) para cada

i=1,...,r, luego X(z;)(q) =0 paratodoq € Aei=1,...,n—r. Entonces

Del teorema 1.7.2 A es invariante por X, entonces A es invariante por X.
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1.8 Variedades invariantes formales por gérmenes de

campos vectoriales

En esta seccion presentamos una caracterizacion de ideales formales, respecto a la
invarianza por medio de gérmenes de campo de vectores, los conceptos aqui expuestos
son obtenidos de [CCD13] y [GR09].

Sea f € @M@ un germen de serie formal en p € M, el diferencial de f en p esta
dado por df(p) = f — f(p) + m* € m,/m’ el cual es identificado con my/m? = T; M.
Fijando las coordenadas locales (¢ = (21, ...,x,),U) (que abreviaremos por (p,U) ), sea
f € C[[z1, ..., z,)] un representante de f, df(p) en estas coordenadas estd representada
por

g—i(p)dxl +..+ ;—i(p)d:pn € Ty M.

Sea X un germen de campo holomorfo en p € M, con p un punto singular de X,

entonces X : Oy p — Oup se extiende de manera tnica a (5M7p, cuya notaciéon seguira

siendo X.

Definicién 1.8.1. Sea I el ideal de @M,p y X un germen de un campo de vectores analitico

en p. El ideal f, se denomina invariante por X si X(f) cl

Observacion 1.8.2. Bajo la notacion de la definicion 1.8.1, si u € Oy, \ M, es una unidad

entonces I € Oy, es invariante por X si y solo si / es invariante por uX.

Definicion 1.8.3. Sea X un germen de campo de vectores analiticos en p e ideal I C @M,p
invariante por X. Diremos que T es una variedad lisa formal invariante por X si existen
elementos f;,....f,_, € I tal que [= (f,...£,) v dfi(p), ..., df,_.(p) son linealmente

independientes.

Lema 1.8.4. Teniendo en cuenta las notaciones en la definicion anterior si v = 0

entonces I = m,,.

Demostracion. Observe que no se ha considerado el caso en que n = r en la definicién pues
en ese caso el tinico ideal invariante por X es I= (0). Por otro lado, si = 0 consideremos
(p,U) una carta coordenada de M entorno de p. Como T tiene n generadores, existen
f1,v, fn series formales representantes de los generadores, que se anulan en 0 y sus partes

lineales son linealmente independientes. Luego por el teorema de la funcién inversa el

homomorfismo
Cller, s zal] — Cller, o 2]
€T = fiv
es un automorfismo. Entonces (f1,..., f,) = (z1,...,2,) esto equivale a 1= m,,. ]
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Proposicion 1.8.5. Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en p € M.

Si I es un germen de variedad lisa formal invariante por X de dimension r, entonces

existen coordenadas locales ((x1, ..., % Y1, .-, Ynr), U) de M en p y las series formales

hi,... by € C[[1, ..., x,]] representantes de hy,... h, ., en ]A, tales que:
I=(y,—hy,....y, ,—h, ).

Demostracion. Por hipotesis, T es un ideal en (/’)\M,p y existen elementos fi,... £, ,, tal

que 1= (f,...,f,_) ylos dfi(p),...,df,_.(p) son linealmente independientes. Probemos

el resultado por induccién sobre n — r.

e Sean—r=1, 1= (f1), dfy #0y (21,...,2,) las coordenadas locales en p. Si f; es

la serie formal que representa a f; en estas coordenadas, entonces

of1 ofi oy Of1 Of2
—(0)=( =—(0),=—(0),...,=—=(0 0,0,...,0).
2= (.o o) £ 000
Supongamos que
0
afl(O):aséo, para algin i =1,...,n=1r+ 1.
Zq
Cambiando f por a~'f, se obtiene
of1
—(0 0,...,1,0,...,0).
8z ( ) % ( ? Y Y )
Si reordenamos las coordenadas, de tal manera que para (x1,..., 2., Y1)
of
—(0 0,...,0,1
0 £(0,..0,1)
entonces f; es regular de orden 1 en la variable y;. Del teorema de preparacion de
Weierstrass, existen u; € Cl[zy, ..., 2., v1]], con u1(0) # 0, a; € C[[z4, ..., x,]] Gnicos
tales que

fi = ui(yr + ar),

haciendo h; = —ay € C[[z4, ..., z,]], tenemos la siguiente forma

h= U1(y1 == hl);

tales que uy es una unidad, (f,) = (y, — hy) luego I = (y, — hy).

e Supongamos ahora que el resultado cumple para n — r — 1, probaremos que se
cumple para n — r. Se tiene entonces que I= (fi,...,f—) y dfi(p),...,df,_.(p)
son linealmente independiente. Sean (z1,...,z,), las coordenadas locales en p

v fi1,.-., fa_r las series formales representantes de fi,... f, ., respectivamente.

a(f 7"‘1f774*7“)
8(21,‘..,271) (O)

tiene rango n — r. Buscamos nuevos generadores a partir de la combinaciéon

De la independencia lineal de los diferenciales, la matriz jacobiana

lineal de los fi, ..., f, , para obtener una reordenacion de las coordenadas locales

(X1, o, Try Y1, -+, Yn_yr) en p tal que
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00 --- 10 0
OFrs-o fon 00 --- 01 --- 0
(fl f ><0) = Ce Ce . = [Onfrxrjnfr] 5
8<I17"'7yn—7‘) Lo T .o
00 --- 00 --- 1
n—rXxXn
donde 0,,_,, es la matriz nula de orden n —r X r y I,_, es la matriz identidad de orden
n — r. Esto implica que para cada ¢ = 1,...,n — 7, f; es una serie regular de orden 1 en
Ofi

la variable y; pero como $£(0) = 0 para i # j entonces f; tiene orden mayor o igual a 2,

Oy,
Como serie en y;.

Del teorema de division de Weierstrass, para cada f;, con ¢ = 2,...,n — r, existen
¢ € Cllx1, oy ey Y1y - Yn—r|| y i € Cll21, .., Tp, Yo, - . ., Yn_r|] Unicos, tal que f; = fig;+7;.

Siendo cada f; regular de orden 1 en la variable y; y g—Q(O) = 0, tenemos
i, _ Of1

24(0) = 2L (000 + 10540 + 5 0) = 50 £0

Luego r; es una serie regular de orden 1 en la variable y;. También para j =2,...,n—r

con j # i se tiene que el orden es mayor o igual a 2. A partir de esto

O(re, ..., Tny
( 2 )(0) LB
8(y27 °o¢ ayn—T)
esto quiere decir que los diferenciales dry(p),.. . ,dr,_1(p) son linealmente independiente.
Considerando el ideal I" = (rg,...,r,) en C[lz1, ..., Zp,. ., Y1, -, Yn_r]], Se tiene
n —r — 1 generadores de I’. De la hipotesis inductiva, existen series ho,...,h,_, en

Cllz1, oy Try Y1, - Yn—r]|] tales que

I' = (rQa 200 7rnfr) = (Y2 2 h2> e Yo T hnfr)'

Entonces [ = (f;,...,f,) = (f1,y, —ho, ...y, — h, ). Siendo f; regular de orden 1

en y1, podemos escribir fi = ui(y; — p(X, Y2, - -+, Yn—r)) con uy € Cl[z1, ooy Ty Y1, o Ynr]
y u1(0) # 0. Del teorema de division de Weierstrass, efectuamos divisiones sucesivas al

polinomio «
P(X, Y25 Yn—r) = (Y2 — ha(x))q2 + Ba(X, Y3, - -, Yn—r)
ﬁ2<X7 Y3y - 7yn77‘) = (yd - hd(x))q5 + 63(}(7 Yz, ... 7yn7r)

Bn—r—l(xa yn—r) = (yn—r - hn—r(x))Qn—r + 6n—r(x)7

hacemos (3, . = hy vy a partir de esto obtenemos
I= (Y1 - hlaY2 - h27 ey Yn—r — hn—?“)a
esto prueba el resultado.

40



]

Observacion 1.8.6. En la prueba de la proposicion 1.8.5 los h; € Cl[[z1, ..., z,]| obtenidos,
satisfacen h;(0) = 0, debido a que y, — h; € m,. Ademas, las series h; determinan la

invarianza de I por X, esta afirmacion es justificada por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.8.7. Sean X un germen de campo de vectores analitico en p € M.
El ideal T C Owmyp es invariante por X si y solo si existen coordenadas locales
(1, T Y1y Yny), U) de M en p y series formales hy,... hy_. € C[[x1,...,2,]]

representantes de hy, ... h,_,. en f, tales que
X(y; — hy)(z, hyy... b)) =0parai=1,...,n—r.

Demostracion. Sea I invariante por X entonces existe un cambio de coordenadas locales
(p=(x1,...,Tr,Y1,--,Yn—r)) de M centrada en p y series formales hy,... , h,, €
Cllz1, ..., z,]] tales que

T=(y,~hi,,yu, —ho).

Como X(f) C fpara cada y;, — h; existen o, 1,..., @ € Cl[z1,.... T, Y1, ... Yn—r]] tales

que
X(yz B hz) = ai,l(yl - hl) S ai,n—r(yn—r - hn—r) = Z ai,j(yj B hj)?
j=1

donde X es un representante de X. Evaluando en (x,h;), X(y; — h;)(x,h;) = 0, esto
prueba la condicién necesaria.

Probemos la condiciéon suficiente. Supongamos que para cada i =1,...,n —r,

Como la serie y; — h; es regular de orden 1 por el teorema de division de Weierstrass

existen o ; tales que

X(yl - hl) = (yl = hl(X))ai,l il /Bi,l(x7 Y3z, ... 7yn—7‘)7
51',1(3(7 Yz, .- 7yn—r) = (?/2 - hz(X))@m + @',2(3{7 Ys, . .- ,yn_r),

/Bi,n—r—l(xa yn—r) = (yn—r - hn—r(x))ai,n—r + ﬁi,n—r (X)

Luego X (y; — hi) = > 777 (y; — hj)aij + Bin—r(x), evaluando en (x, h;) se tiene

X(yz - hi)(X, h'17 ey h’n—?“) = ﬁi,n—r(x)-

Como X (y; — h;)(x, h1, ..., hypyr) = 0, luego f; ,—-(x) = 0. Por tanto

n—r

X(yi —hi) = Z(!/j — hj)ai

j=1
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Esto prueba que T es invariante por X.

]
Teniendo en cuenta las coordenadas locales (¢ = (z1,..., %0, Y1, Ynr),U), el
campo de vectores X se puede escribir en estas coordenadas de la siguiente forma
T a n—r a
X — i
Z Y Oz, + Z w oy,
j=1 l
Seay = h(x) = (h1(x), ..., hyp—r(x)) € C[[z1,...,2,]]""", una serie de potencias formales,
entonces X (y; — h;)(x,h) = 0, es decir
. _ Iy — hy _ — - Oy — h;
5o e ha) 2L (150 13 (a0 ) ) 2 )
=1 Oz, | & Ay
Como%-()paratodoy = N —051@7&l Y 5 8% = 1si ¢ =1, la igualdad

anterior queda de la siguiente forma
— ; ot % -1 - o
Y (w0 o) (x, h(x)) 5 (P71 (x) + (wio ™) (x, h(x)) = 0.
i=1 .

Entonces para cada ¢ = 1,...,n — r, obtenemos la siguiente ecuaciones:

(wiop™ Z a:cj 0@ ) (x, h(x)). (1.16)
Estas ecuaciones se entienden como la igualdad entre series de potencias y si X es analitico
entonces las funciones v; 0 ! v w; o p—1 son analiticas y se pueden expresar como series
de potencias convergentes alrededor de 0. La ecuacion (1.16) determina la ecuacion en
series formales de la ecuacion (1.14) dada en la proposicion 1.7.5.

Recordar que si tenemos fijas las coordenadas locales podemos identificar los w; o =1
con w;(x, h(x)) igual con los deméas términos. También las ecuaciones dadas en (1.16) se
pueden expresar como un sistema matricial de ecuaciones de la siguiente forma

oh  O(hy, ..., hny)
ox  O(x1,....2)

M(n T)XT((CHSL’l, ceey JZT]]),

donde h = (hy,...,hy—). Sean v = (vy,...,v,) € C{z1,..., 20y, Ynr}" ¥

w = (wy,...,wWh—r) € C{xy,..., 20, y1,...,Yn—r}"" ", luego se tiene la siguiente ecuacion
matricial 9k
8_<X)U(X7 h(X>> = w(X7 h<X)) (117)
X
Observacion 1.8.8. Sea h = (hy,...,hy—r) € C[lx1,...,2,]]"" cumpliendo la ecuacion

(1.17). De la proposicion 1.8.5 y 1.8.7, las series formales y; — hy, ..., yn—r — by, generan
un ideal en C[[z1, ..., T, Y1, ...Yn_|] correspondiente al germen T de una variedad lisa formal

invariante por X.

42



A continuacion definimos el espacio tangente a un germen de una variedad invariante

1, usando el teorema de la funcién implicita.

Definiciéon 1.8.9. Sea X un germen de campo de vectores analitico en tornode p € M e
T un germen de variedad invariante formal de X. Definimos el espacio tangente a T como
el subespacio Tpf de T, M, definido por

7,1 = (") ker (df(p)).

fel
Lema 1.8.10. Sean los fy,...,f,_, € 7 generadores de 1 dados como en la definicion
1.8.9, entonces

T, = () ker dfi(p).

=1

Demostracion. Siendo los fi,...,f,_, generadores de [ entonces existen funciones

formales g1,...,8,— en p tal que f = > "g;f; v df(p) = >~ gi(p)dfi(p). Luego
N ker(df;(p)) C ker(df(p)) para todo f € f, esto prueba que

ﬂ ker(df;(p)) C () ker(df(p)) = Tp1.

La otra inclusion se obtiene por definicion de 7,1, es decir

TpI = (| ker(df(p)) C ker(df;(p)),¥i=1,...,n—r.

fel
Siendo los df;(p) linealmente de independiente, entonces dim Tp]A: r. O
Observacion 1.8.11. Silos y; — hy,...,y,,_, — h,_, son los generadores de I dado en la

proposicion 1.8.5, entonces Tpf se identifica con el subespacio generado por

0
al’i

5’yj p

BT ,t=1,...,1
P =1 ¢
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Capitulo 2
Teorema de Briot-Bouquet

En este capitulo presentamos el teorema de Briot-Bouquet. Este resultado permite
encontrar, en dimension 2, variedades analiticas y formales invariantes por gérmenes
de campos de vectores analiticos en torno de puntos singulares simples. Esto se logra
a partir de las condiciones de los autovalores de la parte lineal del representante del
germen de campo vectorial. Ademas, estas variedades son tangentes a los correspondientes
autoespacios. Una aplicacion relevante del teorema de Briot-Bouquet es dado en el teorema
de reduccion de singularidades de Camacho-Sad [CS82].

2.1 Existencia de variedades invariantes por campo de

vectores en dimension 2

Consideremos en esta seccion que la dimensiéon de M es 2. Si X es un germen de campo
de vectores en torno a p € M y ((z,y),U) una carta coordenada de M en p tal que en

estas coordenadas

0 0
De la observacion 1.8.8, si existe h € C[[z]] tal que
alir @) T = b, (), 22)
T

entonces, la serie formal y — h genera un ideal en C[[z,y]] correspondiente al germen I
de una variedad lisa invariente por X. Debemos probar la existencia de una serie formal
h para probar la existencia de un germen de variedades invariante por un germen de
campo de vectores. A estas variedades lisas formales de dimension 1 se denominan curvas
formales lisas invariantes por X.

Los conceptos y resultados que a continuacion se presentan son adoptados de [CCD13)].
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Definiciéon 2.1.1. Si X es un germen de campo de vectores analitico en torno a p € M

y ((z,y),U) una carta coordenada de M en p tal que en estas coordenadas

0

0

~ (2.3)

Decimos que p es una singularidad simple de X si la matriz

2(0) 2(0)
2 (0) 2(0)

tiene valores propios no todos nulos A y p tales que si A # 0 entonces /A ¢ Q7.

Bajo las condiciones de la definicién anterior tenemos que si p es una singularidad
simple de X entonces para todo ¢ € N tenemos § # é. Esto equivale a que qu — A # 0 o
también que |gu — A| > 0. Méas adelante generalizaremos esta relacion.

Teniendo en cuenta la definicién 2.1.1 los valores propios de la parte lineal de X, DX
no depende de las coordenadas elegidas.

A continuacién presentamos la existencia de curvas formales invariantes por gérmenes

de campos de vectores.

Teorema 2.1.2. Sea M una variedad compleja de dimension 2, p € M y X un germen
en p de campo de vectores analitico. Si p es una singularidad simple de X, entonces para
cada autovalor de la parte lineal Dp X existe una tnica curva lisa formal invariante por

X tal que su espacio tangente en p es el autoespacio del autovalor correspondiente.

Demostracion. Sean A\ y p los correspondientes autovalores de DpX, como p es una
singularidad simple de X entonces A # 0, £ ¢ QF. Podemos elegir a la carta coordenada

de M centrada en p ((z,y),U) tal que

A
DPX:< 0).
0 w

Luego el autoespacio correspondiente a A es generado por a% o Ademés, en estas
coordenadas si X es un representante de X, podemos escribir
X = O () e+ + )~
= X x, a_ €, a
Y o HY — g,y By
donde f y g son convergentes en x e y con ordenes mayor que 1. Nuestro objetivo
es encontrar h € Cl[z]] tal que y = h(z) resuelve la ecuacion (2.2), y al aplicar la
proposicion 1.8.5 se prueba la existencia de f, subvariedad invariante por X. En efecto, si
h(z) = > h,2", reemplazando en (2.2)
dh
Az + f(z, hz))) 7 = ph(z) + g(z, h(2)),
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dx
XrS () = gl () (b)) 5 (2.4)

Ax(Znhnx )—,u(th)—gxh (Znhx ) f(z, h(x)).
—uhlx—l—Z()\n—u)h " = g(z, h(x (Znhnx 1) z, h(z)). (2.5)

La serie de la derecha de esta ultima igualdad tiene orden mayor o igual a dos, h; = 0
entonces h(0) = 0 y A'(0) = 0, luego si existe la curva dada por y = h(z) con las

condiciones requeridas, esta es tangente al autoespacio

- (e 203)-(3)

Del lado derecho de la igualdad dada en (2.5), se puede expresar de manera méas corta

como sigue

2) =Y gy’ (hx)) = ) gy’ (Z$n>

i+§>2 i+§>2

= G20T +Zg 1hnxn+l+z<902 Z hh)x |

r+s=n

Mediante un reordenamiento de indices podemos escribir

=> Ru(ha, ... hy_y)a",

n>2
donde los R,(ha,...,h,—1) son polinomios que dependen de los coeficientes de g. De
manera analoga
dh
——f (@ h(x = Ru(ha, ... hy_y)a"
n>2

Asi la ecuacion (2.4) queda

+00 +00
Z(An — p)h,a" = Z Py(ha, ... hp_1).
n=2 n=2

Si comparamos los coeficientes para n > 2

()\TL - lu)hn = Pn(h27 R hn—1)7
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donde los P, son plinomios cuyos coeficientes dependen de fy g. Como ﬁ ¢ Q7 entonces

% #* % para todo entero positivo n, es decir An — pu # 0, asi

P, _
hn: n(h27 7hn 1)

Vn > 2.

nA — -
Obtenemos de esta forma los coeficientes h,, de forma recursiva, para todo n > 2. Como f
y ¢ son series convergentes entonces encontramos un inico h € C que resuelva la ecuacion
(2.2) y por lo tanto la existencia de una unica curva lisa formal invariante X dada por la

grafica de y = h(z) cuyo espacio tangente en p es E\ = (Z|5). O

A continuaciéon mostraremos que la curva obtenida en el teorema 2.1.2 es convergente,
siempre que los autovalores de DX, A, i son tales que nA—p # 0y X # 0, esto se obtiene
a partir de un cambio de variable, que se denomina explosién, que mantiene invariante la

singularidad simple.

Definicién 2.1.3. Sea X un germen en p € M un campo de vectores sobre M y ((x,y),U)
las coordenadas locales de M en torno de p. Si en estas coordenadas un representante de
X es dado por

0 0
X = G(I,y>£ + b(xvy)a_ya

definimos la multiplicidad de X en p como vx = min{ordg(a), ordg(b)}, donde ordg denota,

el orden de la serie en el origen.

Observacion 2.1.4. Esta definicion no depende de las coordenadas elegidas ni del germen

de X. Pues si X es otro representante de X, entonces existe una unidad u en @M,p]ﬁlp
tal que X = uX.

Lema 2.1.5. Sea X un germen en p de campo de vectores definido sobre M, vx > 1,
((x,y),U) las coordenadas locales centradas en p y X un representante de X en U. Sea
®:x =27, y==1y. Esta aplicacion envia coordenadas (x,y) de U en entornos del origen

((z,9),U) de C%. Entonces se cumple las siguientes proposiciones:

1. Existe un unico campo de vectores analitico X en las coordenadas T, y tal que

*(X) = 371X,
2. y—h(z) es una curva lisa formal invariante por X siy solo si §— ﬁ(i) es una curva
lisa formal invariante por X, tal que fz(f) = @
Demostracion. 1. Supongamos que en las coordenadas locales ((x,y),U), X es dado

por

0 0
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Escribiendo a(z,y) y b(x,y) como suma de sus componentes homogéneas

b=b") o

donde a™ # 0y b™ # 0. Podemos elegir las coordenadas ((x,y),U) de tal manera

que, paran > v

a®(z,y) = [Ty (y — tix)P b (a,y) =15, (y — s;2)7,
donde t;, s, € C* y n = Zlepi = Zleﬁj. Luego
o*al™(z,9) = a™ o ®(F,§) = o (7, 77) = T"a™(1,7),

&™) (£, ) = b™ o B(7, ) = Z"b"(1,9),
luego

®*a(Z,9) = ao ®(Z,9) =" (a,(1,9) + Ta,+1(1,9) + ...) = T"a(Z, 9),

“+o00

n=v

donde a(z,g) = " a™(1,7). Anilogamente

*b(z, ) = b, §),

donde b(Z, ) = S #vpM (1, 7).

n=v

+oo +oo
a(z,5) =Y _a"a™(1,§), b@g) =Y i""b"(1,7)

luego a(Z, 7)) = 3"a(i, §), b(Z,§) = "b(7, §)-
Calculemos X (Z,9) a partir de ®*. En las cartas coordenadas ((z,y),U) entorno de

p. Tenemos
(2, 9) = (z,y) = («(2,9),y(2,9)) = (2, 77),

luego

S
KA
B
=
I
VN
|
S fe =
g]|= O
~—

—_
Rl—= O

SN—
I
Y
I

Sl
Nl O
SN—



Aplicando a X

>
9
S
J
)
Il
/N
-
K
S )
~_
N
9\ Q
(e
2 ?
2 )
~__—

.. 0 L, . 9 . ...\ 0
= a(z, :py)% + (Eb(x, zy) — %a(x, xy)) %
AV (A 2 ~v—17(~ ~\  ~sy—lsi~ s~ g

Haciendo

luego ®*(X) = #“~'X. Como a y b son analiticos entonces a y b lo son, luego X es

analitico.
. La curva invariante es dado por:
C: (9(z,y) =0) = (y — h(z) =0),

luego

entonces
= h(z Zh T

Si hacemos h, = hny1, h(Z) = :2 h,a" € C[[z]], luego si y — h(z) es una curva
lisa formal invariante por X, entonces h satisface la ecuacion (2.2).
Si X es definido como en (2.6) entonces g — h es una curva invariante formal si y

solo si

Fa(, h(&))— = b(&, h(Z)) — h(Z)a(Z, h(Z)). (2.7)

Se tiene ®*a(Z,y) = a(Z, zy) = ¥a(z, ), ;L(i’) = @, la ecuacion queda como

j;d(;i‘, il(i’))@ -7 <i~*l’a(f,f}}~l(fi’))) % (@)

T




za(z, ﬁ(i))% =7 "a(Z, h(i’))@(fc) — T "a(Z, h(i))@

= b(&, h(Z)) — a(&, h(Z))h(Z).
Esto prueba que § — h(Z) es una curva lisa formal invariante por X.
Reciprocamente, si gj—ﬁ(i) es una curva formal invariante por X entonces h resuelve
la ecuacion (2.2), es decir
Fa(z, iz(;z))% = b(@, h(%)) — a(%, h(Z))h(Z).

De las derivadas parciales respecto de z, y visto en (2.7),
dh = d , _-

(e, h(z) - = a(, #h(3) -+ (Th(F)

De (2.7)

= b(z, h(Z)) :
considerando que z = Z, se verifica que h € C[[z]] y cumple la ecuacion (2.2), esto

prueba y — h(x) es una curva lisa formal invariante por X.
[

2.2 Teorema de Briot-Bouquet

Teorema 2.2.1. Sea X un germen de campo de vectores en p € M. Si p es una

singularidad simple de X, entonces la curva lisa formal invariante por X correspondiente

al autovalor no nulo de la parte lineal Dp X es convergente.
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Demostracion. Sean Ay p los autovalores de DX y supongamos que A # 0. Sean las
coordenadas locales ((z,y), U) de M entorno de p tal que D,X es diagonal, esto es posible

pues A # p. En estas coordenadas un representante de X es dado por

X =z + flz, y))% + (ny + g(fv,y))a%,
donde f,g € C{z,y} son de orden mayor o igual a 2. De la observacion 1.8.8, si I, es
una variedad lisa invariante por X entonces I, = (y — h) tal que si b € C[[z]] es un
representante de h y resuelve la ecuacion (2.5), entonces del teorema 2.1.2, el espacio
tangente de ]A,\ es B\ = (a%lp)'

Probemos ahora que h(x) es convergente. Como la parte lineal de X, DX # 0,
entonces vx = 1. Aplicando la transformacién definida en el lema 2.1.5 ¢ : z =7, y = 7y,
obtenemos de la ecuacion 2.6:

X = (a4 57@ ) gz + (0 = N3 + 33(@.9) - 7072.0)) 5

Los valores propios de la parte lineal de X son A v i — A. Como p es una singularidad
o~ | !
lema 2.1.5 I = (¥ — h) es una curva lisa formal invariante por X. Ademas, si definimos
I = (@),

simple, entonces 1 ¢ QF, esto prueba que 0 es una singularidad simple de X. Del

X&) =i\ +2f(2)) C (&)

Lo que prueba que existe una curva analitica invariante por X. Ademaés

Y

entonces Tpf( es tranversal a I. Como h(%) = @ la convergencia de h depende de la

- ; ; 0
TpX =kerdz(p) = {z =0} = (8_y

convergencia de h.
Tomando a z fijo y eligiendo a ((z,y),U) coordenadas locales de M en p tal que Dp X

sea diagonal y X = uX, donde u es una unidad de Oy, y

_ 0 0
X = Mf% + (ny + b(w,y))a—y,

donde b € C{z,y} es de orden mayor o igual a dos en el origen. Si I, = (y — h) con

representante h € C[[z]] entonces h(x) = 375 h,a" es la solucion de (2.4), es decir
dh
)\x% = ph(x) + b(z, h(z))

Az <Z nh,@") = Z hpx™ + b(z, h(z)). (2.8)

n=2
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De forma analoga como en lema 2.1.5 y haciendo un reordenamiento de indice en la

serie al lado izquierdo de la igualdad en (2.8)

400
> (n = ) by = b, () = 3 bya (b)),

Veamos la forma explicita del desarrollo de la serie del lado derecho de esta tltima igualdad

Z bija' (M) = baox® + (bso + bi1ha)z® + (bao + bi1hs + 2boah® + barhy) 2

i+j>2

+ (b50 + 2b02h§h3 + b11b4 + b21h3 + b12h2 + bglhg) 1'5 + ...

+oo
= Z Z Ckbijhk1 th - B hkn71 z".

n=2 \ |k|+i=n,j<n

donde k = (ki, ..., k,—1) y los ¢; son enteros no negativos. Luego

+00 +o0
Z (An — p) hpa" = Z Z Chbighiy Py = - e,y | 2
n=2 n=2 \ |k|+i=n,j<n

Simplificando, tenemos

—+o00 +oo
Z (n — g) L™= Z il (2.9)

n=2 n=2
donde para n > 2, i+ j < n se tiene P, = P,(b;j, ha, ..., h,_1). Igualando los coeficientes
(n - %) hy = Py, (2.10)

Sea o = Inf > {‘f\—‘ — n!}, como § ¢ QT entonces o > 0. Definamos
F(z,v) = av — Z |bij]2" 0,
i+j>2
una funcion analitica definida en cierta vecindad del origen, donde
b(x,y) = Y bya'y'.
i >2
Vemos que F(0,0) =0y %—5(0, 0) = a, del teorema de la funcién implicita existe una

funcion analitica
—+o0

v(x) = Z V"

n=2

tal que F'(x,v(x)) = 0. Luego

av — Z |bi|2"v? = 0,

i+j>2
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analogo a lo obtenido en 2.9

+o0

400
n n
ag V" = E E Ce|bij| Uk, Uy < VR, |
n=2

n=2 |k|+i=n,j<n
de donde se sigue que
av, = Q. (2.11)

Ademas, para cada n > 2, Q,, = P,(|b;|,v2,...,v,—1) son polinomios con coeficientes
positivos que dependen de los v; y |b;;].

Para probar la convergencia de h usemos el criterio de comparacién con la serie
analitica v(z), es decir veamos que se cumpla |h,| < v,. Probemos por induccion sobre n.

Sea n = 2 y reemplazando en 2.10

[Pa| _ _fbol _ [Baof _

K=2 [5-2 " e

|ha| =

2.

Supongamos que para todo k£ < n se cumple

‘hk‘ S Uk,
luego
[Pt 1
‘thrl’: ’E—nn—ll < |E—n—1| Z Ck‘blj‘hklhkzhkn
A A |k|+i=n+1,j<n
1
5= > culbigllg by - 1, |
k| +i=n+1,j<n
1 Qn+1
< o Z Cro|bij| VB VBy + - Uk, | < Z :
k| +i=n—+1,j<n
De 2.11 0
|hn+1| - il = Un+1
Q@
Esta comparacion muestra que h converge. O

La hipotesis del teorema anterior A = 0, es suficiente para probar la convergencia de

la curva. Esto se aprecia en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.2. Ecuacién de Euler. Considere el germen de campo de vectores En

(C, (0,0)) cuyo representante es dado por

9] 9,
2 —y)—
X—xax—l—(m y)ay.
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Observe que la parte lineal de X tiene autovalor A = 0 y su correspondiente autoespacio
E\ = (a%‘o 5 ) Si h(z) = >0 h,a™ es la solucion formal (2.2) entonces

d
x %h( x) =x — h(x).

Determinemos la solucion

+o00 +oo
2 E nh,e" | =z — g hpx™
n=1 n=0

“+00

+o0
> nhgatt = —ho+ (hy = Dz — Y hpa”,
n=1 n=2

ho + (1 — hy)x Znh x”+1+2hnx

n=1

mediante un reordenamiento de indices
+o0
ho+ (L= h)z+ Y _(Ansr +nhy)a™ =0,
n=1
luego se tiene que hg =0, hy = 1y hpy1 = (—1)"nh,, obteniendo de forma recursiva que

“+00

h(z) =) (=1)"nlz"",

n=0

el cual no es convergente, por tanto A # 0 es una condicion suficiente para que h(x) sea

convergente.
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Capitulo 3

Resultado principal: Teorema de

Briot-Bouquet en dimensiones altas

En este capitulo, dispuesto en dos secciones, mostramos primero la existencia de una
variedad formal invariante por un germen de campo de vectores, analogo al teorema 2.2.1.
Posteriormente bajo las condiciones de no resonancia se logra probar la convergencia de
dicha variedad. De esta manera se obtiene una versién del teorema de Briot-Bouquet para

dimensién n > 2.

3.1 Existencia de variedades invariantes formales en

dimensién n > 2

En esta seccion presentamos el concepto de condiciéon de no-resonancia, que permite
garantizar la existencia de variaded no sigular de variedad formal.

Sea k un entero positivo, denotaremos por Py el espacio de los polinomios homogéneos
de grado k en las variables 2y, 23,...,2,, cuya base es dado por elementos de la forma z9,
tal que |q| = k.

Sean las matrices cuadradas A y B de orden r y s respectivamente sobre C,
Pr =Py x -+ X Py, s—veces y sea el operador Ly 4 5 : P;; — P dado por

ov

Lk,A,B(U) = &AX - BU, (31)
donde v = (vq,...,v5) ¥ g—f{ = % € My, (Pr_1). El siguiente resultado describe los

autovalores de Ly 4 p en términos de los autovalores de A y de B, que méas adelante nos

permitird definir una condicién llamada resonancia.

Lema 3.1.1. Sean {\y, ..., A} y {1, ..., us} los valores propios de A y B respectivamente,
entonces el conjunto {< g, > —N;,j =1,...,s;|q| = k} son los valores propios de Ly a

tal que ¢ = (q1y s @) Y < @ [0 >= Y i1 Qifli-
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Demostracion. La forma de como elegimos A y B permiten reducir el problema a una
forma mas sencilla, probemos entonces que si elegimos matrices equivalentes de A y B los
valores propios del operador Ly 4 p no cambian.

En efecto. Sea 8 # 0 un valor propio de Ly 4 p entonces existe v € Pj tal que
Ly ap(v) = pv. Sea M y N dos matrices no singulares de orden r, s respectivamente,

y € C" entonces definimos la aplicacion

P. — P

v w,

tal que
w(y) = N 'o(My) € P. (3.2)

Como B # 0y Liap(v) = v se tiene L’“%(v) = v, reemplazando en (3.2)

wly) = N A2 @)ty (3.3

siendo en (3.1) x = My.
Definimos la aplicacion L : P; — P§ tal que L(w(y)) := N~'Lj, 4 gv(My). De (3.3)

Lu(y) = Buwl(y).

De esta manera L y Ly 4 p tienen los mismos autovalores. Ademas, de la definicion de

Lj 4 B tenemos

Lw(y) = N"'Ly 4 p(v)(My) = N (g—U(X)BX - Av(x)) = N_l?(X)BX— N~ Avu(x).
X X
De (3.2) y considerando que y = M ~'x
ov, .  _Ow.
a_X(X) = Na_yM 9
tenemos asi que
Lu(y) = Z—I;MlBM(y) — N 'ANuw(y).

La ultima igualdad prueba que f}w(y) = Ly my-1pun-1anw(y) ademas se probo que
Ly Ly 4. tienen los mismos valores propios, lo que nos permite entonces elegir matrices

equivalentes. Considerando A y B en su forma candnica de Jordan dada de la siguiente

forma
A0 o0 0 0 0 0
5 Ay ... 0 0 oy o ... 0 0
A= , B =
0 As—1 0 0 fr—1 0
0 0 Te  As 0 0 Or by
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cono; € {0,0}y 7, €{0,7}. Seaw = Lj 4 p(v), escribimos de manera explicita el sistema,

viendo a w = (wy, ..., ws) como vector columna,

w du du dur g 0o 00 T
1 oz Oxo T Oxy 0 O 1
w dua Qv vy o2 p2 - T
L _ 2 _ ox1 Ox2 T ox, 2
rap)=| "~ =] T % .
. o e o 0 0 . gy O )
S Ox1  Oxo Oxr 0 0o .. o, Ly r
A O 0 0
A N
T
2 2 Vo
O =B, W
Vs
0 0 ... 75 A
ovy ovy ovy Ov1 81}1 81)1 ovy
8:51'u'1+8a:2 8x2/1'2+6m3 'u"r 1+ er'uT Ty
Ova 8112 Ova 81}2 81}2 81)2 Ova
o 8:1:1'u 1+ 8:(:2 8902” Nop 8903 Oz 1'u7"* 1+ 8xr Hor L2
Ovg 8fug Ovs Bvs Ovg Ovg Ovg
azl'u + 8:E2 ale”b + 313 ;- OTyr_1r—1 + oz Om oz Hor Ly
A1
ToU1 + AU
TsVs—1 ar )\svs
2wy + $oymy + § +3 + +2u + ou
oz, H1T1 6302 0271 (%,2 o [DX) 03332 e 9z, Orlr—1 T 5, HrTr
0 0 0
Bz? H1T1 + %021‘ _'_ Bx ,LLQ:T S %03372—’_ o i _'_8_:;30}'1:7’*1 + 6_31;3”7"%7“
Ovs Ovs Ovs Ovr
@_leu’lxl + 3;2 6 +8 OsTs—1 + a; Hr Ty
AU
ToU1 + )\21)2
TsVs—1 + )\svs
Haciendo 0y = 74, =0y 29 = vy podemos escribir
ov;
w; = oz, — (031 + i) — A\jvj — Tjvj_1. (3.4)

=1

Como cada w;(x) y v; son polinomios en las variables z, ..., z,, escribiendo los v; como

; _ oo, () (k) _ (k) oq
suma de sus componentes homogéneas v; = » ;) v;", con v, = Zm:k v; ¢ X? obtenemos
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(i Uj(-li)1> + )\j(i v](k))) :

1 k=1

7j
- +oo +o00
- Z Z Z Z(kQ)Q’LXq_ei (O'ixi—l + MZ‘IZ‘) — Z Z U](‘li)Lqu‘Xq + Z Z U]('z)‘jxq
k=1 |a|=k

i=1 | k=1 \|q/=k k=1 |q|=k

Z iv}gqigixwi-eil—ei + Z zrjvj(f‘;)qiluixq _ Z U]('Ii)LquXq _ Z Uj(‘,];))‘jxq ’

| lal=k i=1 la|=k i=1 la|=k la|=k

+
8

b
Il
—

si hacemos < q, pu >= Y, 1t;g;, tenemos

—Z szjqqmlxqﬂz T+ Z <q,p> =) U Zvj 1LqTiX%

k=1 ||q|=k =1 lal=Fk lal=Fk

Como |q — ¢; + €;,_1]| = k, podemos escribir q en lugar de q — ¢; + ¢;_1, de esta manera la
componente ¢; del nuevo g serd ¢; — 1, luego para uniformar el cambio de indices definimos

Vig—e; 14¢; = 0 cuando g1 = 0. Luego

+oo T
k k k
0= 3 5 [ o+ 1+ (< > Aol — | 5
=1

k=1 |a=k

Igualando los coeficientes de los polinomios homogéneos de orden k

(k) _ (k) (k) o)
Wi~ = (< R _)\j)vj}q + Zo-i(qi )5 1)Uj7qJF€i*€i 1 T Vi1
=1
(k)
]q+61767‘ 1
entonces al comparar se tiene que < q,p > —\; = By si

como queremos ver la forma de los valores propios del operador Lv = fv los v

(k) (k)
Y ;7 4 breceden a los v; g,
queremos una soluciéon no nula, < g, > —A; # 0 que corresponden a los valores propios

de L y de L, lo que prueba el lema. O

Definicién 3.1.2. Sean {Ay,...,A\.} v {p1,...,us} los valores propios de A y B
respectivamente; diremos que {Ai,...,\.} v {p1,..., s} cumplen la condicion de

resonancia:
si existe q € Z%, con |q| > 2 tales que < q,p >= \j paratodo j=1,...,s

En el caso que < q, 1t ># J;, diremos cumplen la condicién de no resonancia.
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Bajo los resultados obtenidos hasta ahora es posible encontrar una variedad formal
invariante por un germen de campo vectorial holomorfo X a través de un punto p € M.
Sin pérdida de generalidad trabajamos sobre el espacio M = C". Fijemos primero algunas
notaciones.

Sea X un representante de X tal que X(0) = 0 € C", DgX es la parte lineal
X en el origen, s = n—rypu= (p1,..., ) € C, X = (A1,..., ;) € C° donde
{ta, - e, A1, .., As} es el espectro de DoX ( p; o los A; pueden repetirse segin
su multiplicidad, por tanto no necesariamente son distintos). Podemos descomponer el
espacio tangente como suma directa ToC" = E@ F de los respectivos subespacios propios,
esto hace que E y F' sean subespacios invariantes por Dy X. Lograremos encontrar una
subvariedad analitica Wg de dimensién r, no singular en el origen, cuyo espacio tangente
en 0 es igual a F e invariante por el campo vectorial X.

Se sabe que en general tal variedad invariante Wx no existe, luego varias condiciones

seran impuestas para tal objetivo.

Teorema 3.1.3. Supongamos que los autovalores satisfacen la condicion de no resonancia

A #(aq. ), Vg e Zsy con |q| > 2. (3.5)

Entonces existe una unica variedad formal no singular r—dimensional Wg tangente a F

en 0 e invariante por el campo vectorial X .

Demostracion. Elegimos las coordenadas analiticas (x,y) = (z1,...,%0,Y1,...,Ys) €N

0 € C™ tal que los espacios lineales ' y F' estan dados por

2]

..,8xr

2]
s By

B (2

Oz

)7 F:(i

0 ayl

).

0

0o
Asi E es tangente a {y = 0}. Si A € M,.(C) y B € M,s(C) son los representantes de
DoX|g y DoX|F respectivamente, podemos expresar DoX en esta base como

0 B

Por la proposicion 1.8.7, en esta base, podemos expresar X como X = > ., vi£ +

0

3% w;-2- o de forma mas abreviada
i=1Wigy,

0 0
X = a(X’Y)a_X + b(’@Y)%a

donde a = (ay,...,a,) y b= (by,...,bs) son vectores de series de potencias convergentes.
De la ecuacion (1.17) y — h(x), es una solucion formal, de la ecuacion expresada en forma
matricial como

oh

75 106 h(3)) = b(x, h(x), (3:6)
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Definimos /WE dado por la grafica de h
We = {(x,y) 1y = h(x), h(x) = (h1(x), ., hy(x)), h; € C[[x]]}, (3.7)

donde para cualquier j, h;(0) = 0y h}(0) = 0 (tangente a E). Escribimos a y b de la
forma
a(x,y) = Ax + f(x,y), b(x,y) = By + g(x,y).

Asi la ecuacion (3.6) se convierte en

%(Ax + Ch(x) + f(x,h(x))) = Bh(x) + g(x, h(x)), (3.8)

tal que y = h(x), f = (f1i,---, fr) vy 9 = (g1,--.,9s) son vectores de series de potencias
convergentes en las variables (x,y) de grado mayor o igual que dos. Escribimos cada h;

como suma de sus componentes homogéneas
+oo
hi=> 5, b= R® A0 = (b, n®),
k=1

y sean F'®) y G*) las componentes homogéneos de grado k de f(x,h(x)) v g(x, h(x)),
respectivamente. Notamos que como f y g son vectores de series potencias de grado
mayor o igual a dos, las componentes F() = GV = (. Reemplazando h = > ;> h*) en

la ecuacion (3.8) y distribuyendo la multiplicacion

9 (k) 2 (k) A | (k) (k)
8X<Zh )Ax—i—aX( h )C(Zh )+M(Zh )( F )
k=1 k=1 k=1 k=1 k=2

Usando la propiedad del producto de series

> 9 > 9
95w 9 k)
(;axh )A><+<Zaxh )0(

k=1 k=2

[
el
g
N
_I_
[~ |
¥| @
=
=
N——
oS
(]
g2l
~
~_

luego

=, Ohk) © (k=2 5p(+1) © (k=1 gpk—141)
(k—1) O]
( —8X>Ax+z< -—Ch +> (D o F
=B <i h(k)> + <i G(’f)> ’
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De esta manera, para £ > 2 comparamos las componentes homogéneas de grado k de

ambas partes de la igualdad anterior y obtenemos

(k) k—2 h(l+1 k=L gp(k=i+1)
aa X+ 0 = Z —FO = Bp® 4 g®. (3.9)
X
Reordenando 3.9 tenemos la siguiente ecuacion
Oh®) ® _ —2 ah(l—H D k—1 Hhk—1+1) 0

De (3.8) f y g son series en las variables (x,y) de orden mayor o igual a 2, luego al
lado derecho de (3.10) solo las componentes homogéneas h®, ... h*~ son considerados
pero no h®), Por otro lado, escribimos el lado izquierdo de la ecuaciéon (3.10) como una
aplicacion

Ly ap(v) = S—UAX — Bu.

Del lema 3.1.1, el espectro del operador Lj 4 p es dado por el conjunto
{<a,u>-X 1 q€Z, |lal =k, j=1,...,s}.

Luego, de la hipdtesis de no resonancia dado en (3.5) y del lema 3.1.1 se sigue que Ly 4 p
es no singular y la ecuaciéon (3.10) puede ser resuelta recursiva y tnicamente por h*) por
medio de la formula

k=2 o (141 k-1 k—l+1
) — L];iLB( aha L opte-n _ 5 oY F(l)) _

X ox
=1 [

Esto muestra la existencia de h tal que y = h(x) es una solucion de la ecuacion (3.6) y
por tanto existe una variedad formal Wy dada por la grafica de la funcion y = h(x) que
es invariante por el campo de vectores X. Como A/(0) = 0 y del hecho que ToWg esta

generado por

0
axi

~— Oh; 0
+ (0) o~
0 = 8:61 8yj 0

,1=1,...,m7

entonces TO/WE = F. O

3.2 Demostracion del resultado principal

En esta seccion presentamos la prueba del resultado principal, cabe resaltar que se expone
una generalizacion del teorema 2.2.1 a partir de generalizar la condicién dada en (1) para

los autovalores de la parte lineal del campo de vectores X.
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Teorema 3.2.1. Sea X un germen de un campo vectorial en 0 € C" y E un
subespacio lineal r—dimensional de C™ invariante para la parte lineal Dy X. Sea pu =
(1, .-y ) donde {pq, ..., 1y} son los autovalores de Do X |g y {p1, -y fry Ay oy Adnr }

los autovalores de Dy X. Si existe a > 0 tal que
| < qpu>—N| >alg| paratodo j=1,....n—ryqeZ con |q > 2. (3.11)
Entonces la variedad invariante formal WE dado por el teorema 3.1.3 es convergente.

Demostracion. Elegimos las coordenadas analiticas (x,y) = (z1,...,%r,Y1,...,Ys) €N

0 € C™ tal que los espacios lineales ' v F' estan dados por

2]

’...7amr

o)
) By,

).

0
Asi E es tangente a {y = 0}. Si A € M,,(C) y B € M«s(C) son los representantes de

DoX|g vy DoX |F respectivamente, podemos expresar DX en esta base como

0 B

Nuestro principal objetivo es reducir el problema al caso en dimension dos y aplicar el

Teorema de Briot-Bouquet (teorema 2.2.1). Dividiremos la prueba en varios pasos.
Paso 1. Sea s = n —r y F el subespacio lineal s—dimensional invariante por la parte

lineal Dy X tal que Aj,..., A son los autovalores de Dy X |g. Denotamos las coordenadas

(x,y) en 0 donde x = (xy,...,2,) ey = (y1,...,¥s) son tal que E es tangente a {y = 0}.

En estas coordenadas podemos escribir

DOX:<A C)u
0 B

donde Ay B son la matrices cuadrada de orden r y s respectivamente, representantes de
la restriccion Dy X | en la coordenada x y Dy X |z en la coordenada y.
Podemos tomar las matrices A y B por sus correspondientes equivalentes en la forma

de Jordan en las coordenadas elegidas. Escogemos una constante 0 € Rcon 0 <o < 5y

8]

T
w0 0 0 A0 0
oy o 0 0 Ty A 0 0
A= , B=
0 pr—1 0 0 As—1 0
0o 0 - o 0 0 - 75 A

con 0; € {0,0} y 7; € {0, 7}. Podemos unificar la notacion haciendo oy = 73 = 0.
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Paso 2. La ecuacion de Wy (y = h(x)). Como se hizo en la prueba del teorema 3.1.3,

si la expresion de X en las de coordenadas elegidas es

0

X = (Ax 1+ Cy + f(x.¥) 2 + (By + g(x.y)) =

ox
entonces existe una variedad invariante formal W dada por la grafica de y = h(x), donde
h = (hi,...,hs) € (C[[x]])° es una solucion del sistema (3.8). Probaremos que cualquier
componente h; de h es una serie convergente en la variable x. Del sistema (3.8) podemos
escribir
oh s
U= (uy,ug,...,us) = &Ax — Bh(x) € (C][[x]])*.
Sean f = (fla SR 7f7")a g = (gla -'-7gs)a donde fj7 g;j € C{va} y C = (Clm) una matriz
de orden r x s. Reemplazando y = h(x) y escribiendo la forma matricial la igualdad

Oh Oh
U= --Ax — Bh(x) = g(x, h(x)) — 5= (Ch(x) + f(x, h(x))), (3.12)
ox ox
tenemos
Uy g1 g—’;i g—Z; .. g—’;i €11 C2 ... Cig hy f1
Ug B g2 S—Zj g—Z; . 2—’;3 Co1 C22 ... Cyg ho n fa
Ug Js g_Zi g_;l; 500 g—:i Cr1 Cr2 ... Cpg hs fr
= 92 _ % g_gi e % an:l Cthm n f2
8hs ahs 8h5 S
gs 8_331 8_x2 SR 8_33r zm:l C?‘mhm f?"
9 g_zi g_?:; e g—ﬁi b AR [
e B B Dbt fe
ahs ahs ahs S
Js 921 01 " Oz Zm:l CTmhm =+ fr
9 g_zi (anzl Clmhm + fl) +oot g]:;i (anzl CTmhm + fr)
e || 5T it F) A G2 (T Combn + fr)
9s O (S0 Cmbun + f1) + o+ B (520 o + )

Luego la ecuacion (3.8) es equivalente a

", Oh;

0x;
J1 J

u; = gi(x, h(x)) — (fj(x, h(x)) + Z cjmhm(x)> parai=1,2,...,s. (3.13)
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Paso 3. Ahora comparamos los otros elementos de la igualdad (3.12). Las formulas

para las componentes homogéneas de u;. Usando la forma especial de las matrices

Oh1  Ohy Ohy w0 . 0 0 .
dzr1  Ozy " Oz 1
Ohy  Ohy Ohy o2 W2 ... 0 0
ox1 Ors " Ox, T2
U = . . . .
Ohe  Ohs Ohe 0 0 ftr—1 O )
Oxr1 Oz Oz 0 0 o, Ly T
A )E) . 0 0 I
-
1 A2 hy
o =T L AL LD :
iy
0} =8 ¥ S
Ahy
G+ gi;; Stz + 3’;; L Sy T ok
Ohy Ohyy  Ohay 4 Ohy Ohs Talty + A2hg
U = Oxy 9z, 1 + 8332 8z2'” dq}3 oo o d:cr 251 i) . .
Ohy )y 4 Ol O O oh, . As—1hs_o + As_ohy 1
da:lu’ dxg azgf”? Barg 8:vr'u8 T 7.h 1+)\ h
%(0’1%0 + ,M1.TJ1) = g—g]z;(ggl'l -+ ILLQ(L'Q) g 3 %(Urxrfl —+ ,urwr)
U — g—lﬁ(alxo + ) + %(ngl + pios) . .. g—’;f(mxr_l + ppy)
gﬁl (o120 + 1) + § O hs (021 + poTa) . . . gg (0p2r_1 + prx,)
Ahy
Tohy + Aaho
Shosealll/ R G\ SR
7-sh'sfl + )\shs
gﬁ (o120 + pa) + G2 e M (o9m1 + p1a2) .. Bm M (gpxe_1 + prxy) — Ay
Oha

Er (0’11’0 + ,Ull'l) + gx (021'1 + MQSCQ) ghr (Jrﬂﬁrfl + MT.TT) — (Tghl + )\th)

gg (O—le + ,lel) + Oz (02$1 + ,U2x2) ggi (O—Txr—l + ,urxr) - (Tshs—l + )\shfs)

Igualando componente a componente tenemos

— Oh;
i = Zl a—%(%%—l + pyz;) — (Tihioy + Aihi). (3.14)
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Escribimos explicitamente las componentes homogéneas de wu;, reemplazando h; =

Z:;.; hgk)7 hEk) = Z\q|=k hggxq, en (314)

T +oo
:Z%(Zhgk)> 0;Tj_1 + pix;) — ( Zhl 1)+ A Zh )
j=1 77 \k=2

400 [ too
e k k
- Z Z hl qliXtY (01 + pjz;)— Z Z hf )1 QT X Z Z h;r;/\ixq
j=1 _k 2 lal=k k=2 |q|=k k=2 |q|=k
+o00 o )
- IITICEREES 50 DUCTCED SUIENE ST e
k=2 | |a|=k j=1 la|=Fk j=1 lal=k la|=k
u; Zh(qqﬂjxq“J RS (h(’“ <qp > =N+ h§5)17q7i> x?| (3.15)

k=2 ||q|=k j=1 lal=k

donde e; es el i-ésimo vector de la base estémdar de ZZ,. Para uniformar la notacion

respecto al indice ¢ — 1 convenimos hacer hl d—e;ibite; 0 si gj—1 = 0 y cambiando el
indice q por q + e;_; — e; en el primer sumando de la ecuaciéon (3.15) (en ese cambio
tenemos en cuenta que la nueva componente g; es g;+1) las componentes de grado k de u;

es dado por

-y [z 0305+ DREL e, +(< st > MHE) - nhgﬁa,q] Xt (316)
lal=k

(k)

Paso 4. Comparamos las normas de u; ' y h®)i. Para cada q en 75, con |q| = k, y

considerando la desigualdad triangular

k
ZJ] q]+1 zq ej—1+e; +<< q’:u> )‘)h _Tlhg )l,q >

(k)

i,q—e]',l—&-ej

(k) (k)
hi,q - hi—l,q )

|<q> T;

—Zg(qjﬂ) h

Jj=2

luego tomando las sumatorias cuando |¢| = k

k k
ST o+ DR e (<> =MbY =) >
la|=Fk | j=2
k)
| <aq, DS LMD S SRR I
lal=Fk lal=k la|=Fk j=2
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usamos la hipotesis

k k k k
L P Y P S S { (7R D [
lgl=Fk j=2
De la convencion hecha en el paso 3 si ¢; = k como |q| = k entonces ¢;_; = 0, luego

hiq—e;_1+e; = 0. Teniendo en cuenta 207 < «

T

+o00
D 2 0las + 1) [hiey )| = 2ol + DIl

la|l=k 7=2 j=2

< okl < o(r — DEIBP | < ork|| A1
j=2
De la condicion ro < ¢, obtenemos
k k k k
1u$ ) > ak|h |l — Tl B 1 — ork]| B ||
k k ak o (k
> okl = mll Al — =117

ak k
= S 1| = 7llhi
luego
k ak o (x k
il > = 15 e = 7l (3.17)
Paso 5. En este paso usamos el mayorante. Probaremos primero que la serie h; € C|[[x]]
es convergente, esto se obtiene probando que su mayorante h; € C[[t]] definido como en

(1.7), es una serie convergente en la variable ¢. Por la definicion de mayorante y usando
la propiedad (1.12), tenemos

+o0o
h=> " [[at*
k=0
@ < (k)
— =Y kA7 st
= ;}ulm

C/Z?L +o00 ® 400 ®)
tdt = § k”hz ||ktk - § thz ||ktk
k=1 k=0

Usando la ecuacion (3.17)

~

— —

2 mhioy +up 2 Tihio + U,

)

dt

«

por lo tanto escribimos (3.17) como
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o dh; ~ N
= < T h - 1
2tdt < Thi_1 + U (3.18)

Para probar la convergencia de los h; sera suficiente mostrar que la serie

o~

H(t) =Ty + hy+ -+ hy

es convergente. Formemos una ecuacion diferencial con H. En primer lugar, de la

inecuacion (3.18) para cualquier i = 1,2,...,s
a dH o [dhy(t)  dhot dh(t ~ ~ R
515% = §t ( ;t( ) + ;t( ) +-- 4+ dt( )> < mho+rohy+- - A Tep hs U F U+ - U,

teniendo en cuenta que 7; € {0, 7} y haciendo ho =0

a dH ~ ~ ~ o . ~ ~
EtﬁjT<h1(t)—|-h2(t)+"-+hs(t)>+u1+uQ+"'+us:TH+U1—|—"'+U5,
entonces JH
fo' ~ D

Por otro lado, tomamos ¢ > 0 tal que |¢;,| < ¢ para cualquier [, m y el mayorante
ambos lados de la igualdad (3.13), ademas si usamos la propiedad triangular dada en
(1.3.7)

=< 1g; oot i ; ot b, R .
Hal(t- B B+ G ST (Mt B + )

Puesto que

il (ot R =Y > > (9| (B )k, -+ (W),

(q>J)€ZTZ—68 kl Zjla"')ksts
|+ |J|<m ki+--+k=m—]|q|

=gty .., t, H, ..., H),
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obtenemos

@ =< gt 8 H, . H)

dh; &
A, ..t H, ... H H . 2
+ dt (;’fj‘(ta 7ta ) ) )+C > (3 O)
Definiendo F'y G como

Ft,z) =3 il ot 2,.0,02)
Glt,z) =0 lgl(t, ...t 2., 2).

Existen series de potencias en dos variables (¢, z) con orden mayor o igual que dos y con

(3.21)

coeficientes reales. Adhiriendo la desigualdad (3.20) para i = 1,...,r y usando (3.19)

o 4 W20 R o
2 dt 05 (51 US
< TH+> |gil(t, ...t H, ..., H) + Zh (Zm ,t,H,...,H)JrcH)
i=1
a dH dH
2 E S rH 4 Gt H) + == (F(t, H) + cH) (3.22)

2 dt dt
Paso 6. Reduccion a dimension 2. Consideramos el campo vectorial analitico en el origen
de C?

at 0 0
A (? —cz — F(t, z)) B! + (2 + G(t,2)) 5

o2

tal que la parte lineal de Y es DyY = ( (2) -
-

Siendo o # 0y ch/Z = V2 ¢ Q-o, el campo vectorial Y cumple la hipdtesis del

), cuyos autovalores son «/2 y 7.

teorema de Briot-Bouquet, con E' = {z = 0}. Por lo tanto existe una tnica serie formal

2(t) =Y 07 zat"™ € C[[t]] que es solucion de la ecuacion diferencial

d
™ = 72+ G(t, 2)

dz
;. + —(F(t,2) + c2) (3.23)

dt

y es convergente. Por tltimo mostraremos que cualquier coeficiente z, de la serie z(¢) son
no negativas y que si escribimos H =3 >° , H,t" entonces H,, < z, para cualquier n > 2.
En efecto, primeros veamos la forma de F'y G. Mirando con mas atenciéon céomo las series

F(t,z) y G(t,z), que son construidas en (3.21) y lo ponemos en funcion de los coeficientes

2= |l otz ) =Y Y | f | el
j=1 j

= +s
Jj=1 (a,J)€ZZ,°

T +oo 400
=D > A EAE) D Y DO o o R

=1 JELL, \ k=0 |q|=k lal=kn=[J| \0<B;<|J|;m<n

de z
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donde C';, para todo J, son enteros no negativos obtenidos al agrupar los coeficientes de ¢
con el mismo exponente, luego considerando como varia ¢ y J y el orden de F', se realiza
un proceso andlogo a lo obtenido en (2.9). Luego la serie formal se puede escribir de la

siguiente forma

+oo
F(t,2) =Y Fulza, ... 201",
n=2

donde los F',, son polinomios homogéneos de n — 2 variables con coeficientes no negativos.

De igual manera se puede escribir G como
+00 .
G(t,2(t) =Y Gulza, s 211",
n=2

tenemos para n = 2 Fy y G, son constantes no negativas. Procedamos por induccion
sobre n. Primero para n = 2 y veamos la forma explicita la desigualdad (3.22) para hacer

la comparaciéon
St (2Hat + 8Hot® + ) X7 (Hot? + Hot' + ) + (Got? + Gat’ + ..)

+ (2H2t -+ 3H3t3 + ) [(FQtQ aF ths + ) +c (HQtz + H3t3 -+ )} 5

luego

3 A _: _
aH2t2+§aH3t3+...gaH”*1 = (THot? + 7Hst? + . THut" + .. )+ (Gat® + Gst® + ...Gpt" + ...)

+ (2Hst + 3Hs5t* + ...) [(Fat® + F3t® + ...) 4+ ¢ (Hot* + Hst® + ..)]

entonces para los términos de orden 2
aHsl< 7H, +Go
(@ —7)Hy < Gs.
Haciendo el mismo proceso en la ecuacion (3.23) para n = 2
azot = T29 + Go

(OJ—T)ZQ :@2,

entonces
(CY—T)HQ < (Oz—T)Zg—)HQ < 2s.
Supongamos ahora que Hy < z, para k <n—1yn > 3. Como F}, y G}, son no negativos

y usando (3.22)

3 _ _ _
aH2t2+§aH3t3+...gaHnt” = (THot? + 7Ht? + 7 Hot" + )+ (Gat® + G5t + ...Gpt" + ...)
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+ [2HoFot® + (2HoF3 + 3H3Fo) t* + (4H4Fo + 3HsF5 + 2HoFy) £

n—2 T
+ (2HyFs + 3HyFy + 4H,Fs + 5H5Fo) 1 + ... + (Z(k + 1)Hk+1fnk> moa

k=1
+c [2HoHot? + (2HoHz + 3Hs Ho) t* + (4HyHy + 3H3 Hs + 2Ho Hy) £

n—2 7
+ (2HyHs + 3HsHy + AH Hs + 5Hs Ho) 15 + ... + <Z(k + 1)Hk+1Hn_k> oy
k=1

ahora comparamos los coeficientes de los términos semejantes

n—2 n—2
n
SOHy < TH, + (; (k+1)Hp 1 Fooe k) <;<k + 1>Hk+1an>

de la hipoétesis inductiva

an(]'"l'z7 7Hn 1) G (,227 ---72n71)7 ank(H% '-'7anl) S ank(z% -~-7ank71>

luego
a n—2 n—2
(571 — 7') /2 4 (k+ Dzgp1 Fri(22, ... 2n_k-1) + cZ(k + D)zkg12n—k
k=1 k=1
de la ecuacion (3.23)
a n—2 n—2 a
(—n — 7') H, Z(k + 1) 2pp1 Frei(22, o 2ne1) + ¢ > (B + 1) 2ps12np = (—n — T> Zn,
2 2
k=1 k=1
finalmente

(%Tl—T)H <<2n—7>zn—>Hn§zn.

Esto prueba que H =< z, como la serie de coeficientes positivos z = > z,t" converge
entonces H converge, luego h = (hy, ..., hs) converge. Por lo tanto h que define la variedad

formal invariante Wy converge. [
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Conclusiones

En esta tesis se presenté una generalizacion del teorema de Briot-Bouquet en dimension
mayor a 2, se consigue determinar la existencia de una variedad formal invariante
por un germen de campo vectorial X que converge a partir de la condicion de no
resonancias impuesta sobre los autovalores de la parte lineal de X. Esto puede dar inicio
a generalizaciones de resultados en dimensién dos que dependen de esta condicion , como
el conocido teorema de Camacho-Sad; sin embargo atin no se ha logrado encontrar alguna
publicacion que determine tales generalizaciones. Recordemos que hemos impuestos ciertas
condiciones a los valores propios de la parte lineal de X que no necesariamente es unica

y por tanto méas versiones de este teorema es posible.
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