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Resumen

Una generalización del teorema de Briot-Bouquet para campos de

vectores en (Cn,0)

Carlos Antonio Salazar Ching

2021

Asesor: Hernán Neciosup Puican

Título obtenido: Magíster en Matemáticas

Se estudian las variedades que son invariantes por algún campo vectorial analítico en

el espacio de gérmenes (Cn,0), n ≥ 2. Especí�camente, si la parte lineal de un

campo vectorial en (Cn,0) no es nilpotente y tiene dos paquetes de autovalores R y S,

respectivamente, se establece entonces una condición de no-resonancia para garantizar la

existencia de variedades que incluyen el punto singular del campo, pero son formalmente

lisas. En este contexto, se busca establecer condiciones su�cientes que garanticen la

convergencia de éstas variedades, esto constituye una generalización del conocido teorema

de Briot-Bouquet y es el propósito principal de este trabajo. Cabe señalar que este trabajo

está basado en el artículo [CS+14], publicado por F. Sanz y S. A. Carrillo.

Palabras clave: Campos vectoriales holomorfos, variedades invariantes,

singularidades simples.



Abstract

Manifolds that are invariant by some analytic vector �eld in the germ space (Cn,0), n ≥ 2

are studied. Speci�cally, if the linear part of a vector �eld in (Cn,0) is not nilpotent

and two eigenvalue packages have R and S respectively, a non-resonance condition is

established for guarantee the existence of varieties that include the singular point of the

�eld, but they are formally smooth. In this context, it seeks to establish conditions

su�cient to guarantee the convergence of these varieties, this constitutes a generalization

of the well-known Briot-Bouquet theorem and is the purpose main of this work. It should

be noted that this work is based on the article [CS+14], published by F. Sanz and S. A.

Carrillo.

Key words and phrases. Holomorphic vector �elds, invariant manifolds, simple

singularity.
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Introducción

Se sabe que la evolución del sistema formado por el problema de los n−cuerpos está

gobernado por las leyes de Newton, leyes que se expresan por medio de Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias de primer orden, y determinan completamente el futuro y la

evolución pasada de cada uno de los cuerpos siempre que se �je una condición inicial.

Para conocer cómo se comportan los n−cuerpos con respecto del tiempo o cualquier otro

sistema físico, es necesario entender la ecuación del tipo

ż = (ż1, · · · , żn) = X(z1, · · · , zn) =
n∑

i=1

Xi(z)
∂

∂zi
,

donde X : Rn → Rn es una función diferenciable y ż = dz
dt
es la derivada de z con respecto

del tiempo.

Dado z ∈ Rn, por la teoría básica de las ecuaciones diferenciales ordinarias, es conocido

que la ecuación ż = X(z) tiene una única solución local en torno de z, es decir, una

aplicación t 7→ φz(t) de�nida en torno de t = 0 tal que d
dt
φz = X(φ(t)) y φz(0) = z.

Un problema de interés general es conocer cómo evoluciona el sistema ż = X(z) a lo

largo del tiempo una vez �jada una condición inicial, es decir, si la función X es vista como

un campo de vectores diferenciales Rn, se requiere saber cómo es la solución t 7→ φz(t) del

campo vectorial X cuando t varía, empezando desde un punto z ∈ Rn (estudio del �ujo

del campo vectorial).

Cuando el campo vectorial X es polinomial, el sistema ż = X(z) es más sencillo de

analizar. Es posible ver las variables z1, ..., zn como números complejos y, así considerar

X como un campo vectorial holomorfo en Cn. Esto sugiere un cambio sobre X, pues si

interpretamos el tiempo como una variable compleja, el �ujo φ de X alrededor de un

punto z ∈ Cn viene dado por la aplicación holomorfa φ(t, z) := φz(t), donde t 7→ φ(t) es

la solución local de X en torno de z. La aplicación φz : Dz → Cn se llama solución de

X en torno de z y su imagen es llamada trayectoria. Si restringimos X a Rn, podemos

recuperar la dinámica real de X.

En este trabajo de maestría consideramos campos vectoriales holomorfos en Cn, n ≥ 2.

Las soluciones del sistema ż = X(z) induce una foliación por curvas de Cn cuyas

singularidades son los ceros de X.
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Considere X un germen de campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en

el origen. Cuando n = 2, la estructura topológica de X depende estrictamente de la

estructura de sus variedades invariantes unidimensionales (separatices) a través del origen.

Aquí una separatriz de una foliación holomorfa singular es de�nida por un germen de

curva analítica (esta curva es de�nida localmente por el conjunto de ceros de una función

holomorfa no nula sobre un conjunto conexo), que pasa a través de la singularidad e

invariante por la foliación. El problema de la existencia de separatrices es un tema central

en la teoría local de foliaciones holomorfas singulares. Si la parte lineal X admite valores

propios no todos nulos, el origen es llamado singularidad simple. En C2, por un punto

singular simple, siempre existe al menos una separatriz. La cuestión de la existencia de

separatrices complejas para puntos singulares más degenerados fue discutida por primera

vez por C. Briot y J. Bouquet en 1856 (ver capítulo 2 página 45 teorema 2.2.1). Sin

embargo, la solución completa no fue alcanzada hasta 1982 por C. Camacho y P. Sad

[CS82].

Teorema [C. Camacho & P. Sad, 1982]. Cualquier singularidad aislada de un

campo vectorial holomorfo admite una separatriz compleja.

Lamentablemente, la existencia de una separatriz no es válida en cualquier dimensión.

En [LVGMÁ92] y [LO00], el lector puede encontrar ejemplos de foliaciones de dimensión

uno sin separatrices. La presente tesis se enmarca dentro del problema de existencia de

una separatriz para foliaciones holomorfas en Cn de�nidas por la ecuación ż = X(z),

n > 2, donde X es un campo de vectores holomorfos con una singularidad aislada

en el origen. Especí�camente, presentamos una generalización del teorema de Briot y

Bouquet en dimensión mayor a dos. Queremos destacar que nuestro objetivo no es probar

la existencia de separatrices para campos de vectores en Cn, más bien describir el estudio

de este siguiendo el trabajo de F. Sanz y S. A. Carrillo [CS+14].

Volviendo al caso n = 2, considere el campo vectorial holomorfo X : C2 → C2 de�nido

por

X = a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y
,

con singularidad aislada en el origen de C2. Diremos que 0 = (0, 0) es una singularidad

simple si la matriz

MX =

(
∂a
∂x
(0) ∂a

∂y
(0)

∂b
∂x
(0) ∂b

∂y
(0)

)
tiene autovalores no todos nulos λ, µ tal que si λ ̸= 0, entonces µ

λ
/∈ Q+. Observe que si

0 es una singularidad simple, entonces para cualquier q ∈ N se tiene µ
λ
̸= 1

q
, lo que es lo

2



mismo a qµ− λ ̸= 0 o equivalentemente a

|qµ− λ| > 0. (1)

Esta condición, es pieza clave para demostrar que el campoX admite separatrices formales

en torno del origen:

Teorema. Sea M una variedad analítica compleja, p ∈ M y X un germen en p de

campo de vectores analítico. Si p es una singularidad simple de X, entonces para cada

autovalor de la parte lineal DpX existe una única curva formal invariante por X tal que

su espacio tangente en p es el autoespacio del autovalor correspondiente.

Se dice que los autovalores λ, µ cumplen la condición de resonancia si para todo

entero q ≥ 2, qµ − λ = 0. En el caso que qµ − λ ̸= 0, diremos que los autovalores

cumplen la condición de no resonancia. Observamos que si 0 ∈ C2 es una singularidad

simple, entonces los autovalores λ y µ cumplen la condición de no resonancia. Esta última

condición permite probar el siguiente resultado.

Teorema [Briot-Bouquet]. Sea X un germen de campo de vectores en p ∈ M .

Si p es una singularidad simple de X, entonces la curva formal invariante por X

correspondiente al autovalor no nulo de la parte lineal DpX es convergente.

Considerando ahora el caso n > 2, sea X un germen de campo vectorial holomorfo

en (p,Cn) con singularidad aislada en p; suponga que DpX es parte lineal de X en p,

cuya matriz representante, tiene autovalores {µ1, µ2, ..., µr, λ1, λ2, ..., λs}. En este caso, la

condición de no resonancia es dada por:

λj ̸= q1µ1 + · · ·+ qrµr, µi ̸= p1λ1 + · · ·+ psλs,

donde los qk, pl son enteros positivos, con 1 ≤ k ≤ r y 1 ≤ l ≤ s, son tales que

q1 + · · · + qr ≥ 2 y p1 + · · · + ps ≥ 2. Esta condición de no resonancia generalizada

garantiza la existencia de variedades formales lisas Wr, Ws en torno de p, invariantes

por X y tangentes a los autoespacios E, F generados por los autovalores {µ1, µ2, ..., µr} y
{λ1, λ2, ..., λs} respectivamente. Este es uno de los principales resultados de esta memoria.

Teorema. Sea X un germen de campo vectorial holomorfo y X un representante tal que

X(0) = 0 ∈ Cn, D0X es la parte lineal X en el origen, s = n− r y µ = (µ1, ..., µr) ∈ Cr,

λ = (λ1, ..., λs) ∈ Cs donde {µ1, ..., µr, λ1, ..., λs} son los autovalores D0X ( µj o los

λj pueden repetirse según su multiplicidad). Supongamos que, para q = (q1, q2, . . . , qr) y

|q| = q1 + q2 + · · ·+ qr, los autovalores satisfacen la condición de no resonancia

λj ̸= q1µ1 + · · ·+ qrµr, , ∀q ∈ Zr
≥0 con |q| ≥ 2.

3



Entonces existe una única variedad formal no singular r−dimensional ŴE tangente a

autoespacio E en 0 e invariante por el campo vectorial X.

Por otro lado, si imponemos la condición ı́nfq∈Nr,|q|≥2

{
|q1µ1+···+qrµr−λj |

q1+···+qr

}
> 0

(respectivamente ı́nfp∈Ns,|p|≥2

{
|p1µ1+···+psµs−µi|

p1+···+ps

}
> 0), se demuestra que las variedades

formales Wr (respectivamente Ws) convergen, obteniendo el resultado principal de esta

memoria:

Teorema principal. Sea X un germen de un campo vectorial en 0 ∈ Cn y E un

subespacio lineal r−dimensional de Cn invariante para la parte lineal D0X. Sea µ =

(µ1, ..., µr) donde {µ1, ..., µr} son los autovalores de D0X|E y {µ1, ..., µr, λ1, ..., λn−r} los

autovalores de D0X. Si existe α > 0 tal que

| < q, µ > −λj| ≥ α|q| para todo j = 1, ..., n− r y q ∈ Zr
≥0 con |q| ≥ 2.

Entonces la variedad invariante formal ŴE, obtenido en el teorema anterior es convergente.

A continuación describimos el contenido de este trabajo de tesis. En el capítulo

1, introducimos los conceptos y de�niciones de carácter general que se utilizarán a lo

largo de la tesis. Se exponen los conceptos generales y propiedades de los gérmenes de

funciones para el objetivo de la presente memoria. Se expone también los gérmenes de

variedades diferenciales invariantes por campo de vectores holomorfos. En el capítulo

2, presentamos los resultados motivadores de esta memoria en el caso 2-dimensional:

existencia de variedades invariantes por campo de vectores y el teorema de Briot y

Bouquet. El capítulo 3, está dedicado a presentar los resultado principales de esta tesis,

el concepto de condición de resonancia, la existencia de variedades invariantes formales

en dimensiones mayores a dos y la demostración del teorema principal. Finalmente en el

capítulo 4, se expone algunas conclusiones.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentamos algunas propiedades básicas del

análisis complejo en varias variables, útiles para el desarrollo de

este trabajo de tesis. Muchos de estos resultados son enunciados

sin demostración, el lector interesado puede revisar las siguientes

referencias [Gun90], [Ati20], [GR09], [CCD13] y [CH12]. Cabe

señalar que estos resultados fueron presentados y estudiados en

el curso de especialización MA776: Introducción a la Dinámica

Compleja.

1.1 Funciones analíticas u holomorfas

En esta sección de�nimos las funciones analíticas complejas u holomorfas en varias

variables y algunas de sus propiedades.

Un punto en Cn es denotado por z = (z1, z2, ..., zn) donde zj = xj + iyj, con xj, yj ∈ R
e i =

√
−1.

Un polidisco abierto en Cn de centro A = (a1, ..., an) y radio R = (r1, ..., rn) es un

subconjunto de la forma

∆(A;R) = {z ∈ Cn : |zj − aj| < rj para 1 ≤ j ≤ n}

= ∆(a1, r1)×∆(a2, r2)× · · · ×∆(an, rn),

donde ∆(aj, rj) son discos en C con centro aj y radio rj. La clausura del polidisco ∆(A;R)

viene dado por

∆(A;R) = {z ∈ Cn : |zj − aj| ≤ rj para 1 ≤ j ≤ n}

= ∆(a1, r1)×∆(a2, r2)× · · · ×∆(an, rn),

donde ∆(aj, rj) es la clausura del disco ∆(aj, rj).
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Una bola abierta en Cn de centro A = (a1, ..., an) y radio r > 0 es un subconjunto de

la forma

B(A; r) =

{
z ∈ Cn :

n∑
j=1

|zj − aj|2 < r2

}
,

cuya clausura es

B(A; r) =

{
z ∈ Cn :

n∑
j=1

|zj − aj|2 ≤ r2

}
.

Los polidiscos y bolas abiertas conforman dos bases para la topología de los

subconjuntos abiertos de Cn que resultan particularmente útiles para el análisis complejo

en varias variables y que usamos a lo largo de este trabajo.

A continuación extendemos el concepto de funciones analíticas para varias variables.

De�nición 1.1.1. Sea D un subconjunto abierto de Cn. Una función f : D → C es

analítica u holomorfa en D, si para todo p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ D, existe un abierto

U ⊂ D con p ∈ U tal que f admite desarrollo en serie de potencias convergente

f(z) =
∑

q1+···+qn≥0

cq1...qn(z1 − p1)
q1 · · · (zn − pn)

qn ; ∀z ∈ U. (1.1)

La ecuación (1.1) se puede abreviar usando la notación de multi-índices, es decir, para

q = (q1, ..., qn) ∈ Zn
+ y para z = (z1, ..., zn) ∈ Cn denotamos zq = zq11 · · · zqnn . Así, la serie

de potencias en la ecuación (1.1) se escribe como

f(z) =
∑
|q|≥0

cq(z− p)q, (1.2)

donde |q| = q1 + ...+ qn.

Cabe recordar que para la series de potencias en una variable compleja es posible

determinar un radio y un disco de convergencia, además de las que caracterizan a las

funciones analíticas. A continuación veremos que muchas de estas propiedades se extienden

a caso de varias variable complejas.

Lema 1.1.2. Sea
∑
|q|≥0

cq(z− p)q una serie de potencias. Supongamos que existen M > 0

y a = (a1, ..., an) ∈ Cn, con aj ̸= pj para j = 1, ..., n, tales que

|cq(p− a)q| < M para todo multi-índice q.

Entonces la serie converge absoluta y uniformemente en D(p, R) para cualquier R =

(r1, ..., rn) con rj < |pj − aj|, j = 1, ..., n.

Demostración. Dado z ∈ D(p, R), con z = (z1, . . . , zn) y q = (q1, . . . , qn) tenemos

(z− p)q = (z1 − p1)
q1(z2 − p2)

q2 · · · (zn − pn)
qn

6



(a− p)q = (a1 − p1)
q1(a2 − p2)

q2 · · · (an − pn)
qn ,

tal que |zi − pi| < ri. Luego podemos escribir

|cq(z− p)| =
∣∣∣∣cq(a− p)q

[
(z− p)q

(a− p)q

]∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cq(a− p)q
∏n

i=1(zi − pi)
qi∏n

i=1(ai − pi)qi
,

∣∣∣∣
de la hipótesis

|cq(z− p)| < M

∣∣∣∣∏n
i=1(zi − pi)

qi∏n
i=1(ai − pi)qi

∣∣∣∣ < M

n∏
i=1

∣∣∣∣ rqii
ai − pqii

∣∣∣∣ .
Considerando λi =

ri
|ai−pi| tal que 0 ≤ λi < 1, se tiene en la desigualdad anterior

|cq(z− p)q| < M
n∏

i=1

λqii .

Tomado la sumatoria en |q| > 0

|cq(z− p)q| < M
n∏

i=1

∑
|q|≥0

λqii .

Por criterio de comparación, como cada serie
∑

qi≥0 λ
qi
i converge, entonces la serie∑

|q|≥0

cq(z− p)q.

La expansión de f en serie de potencias y la convergencia uniforme del lema 1.1.4

permite concluir que si la serie converge en un polidisco entonces f es continua en el

polidisco de convergencia.

De�nición 1.1.3. Una función f : D ⊂ Cn → C es holomorfa en cada variable,

separadamente, si en cada punto p = (p1, ..., pn) ∈ D y 1 ≤ j ≤ n, la función de una

variable compleja

z ∈ C 7→ f(p1, ..., pj−1, z, pj+1, ..., pn),

es holomorfa en el dominio donde la función esté bien de�nida.

Una consecuencia directa de la de�nición 1.1.3, es que si f : D ⊂ Cn → C es una

función holomorfa entonces es continua y holomorfa en cada variable separadamente. La

recíproca se veri�ca por el teorema de Osgood.

Lema 1.1.4. (Osgood). Toda función f : D ⊂ Cn → C continua y holomorfa en cada

variable separadamente es holomorfa, en el sentido de la de�nición 1.1.1.

Demostración. Ver página 3 en [Gun90].
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1.1.1 Propiedades básicas de funciones holomorfas

Los resultado anteriores permiten generalizar la fórmula integral de Cauchy, teniendo en

cuenta que la integral en cada variable compleja es una integral de linea.

Corolario 1.1.5. (Fórmula integral de Cauchy). Sean f : D ⊂ Cn → C una función

holomorfa y D(p, R) ⊂ D. Entonces

f(z) =
1

(2πi)n

∫
∂D(p,R)

f(ξ1, ..., ξn)

(ξ1 − z1) . . . (ξn − zn)
dξ1...dξn,

donde el conjunto ∂D(p, R) es la frontera del disco D(p, R). Cabe resaltar que la integral

en cada componente es una integral de línea.

Demostración. Ver página 3 en [GR09].

Teorema 1.1.6. (Hartogs). Si f : D ⊂ Cn → C es holomorfa en cada variable

separadamente, entonces f es holomorfa.

Ver página 15 en [Gun90].

A continuación se introducen los operadores diferenciales lineales de primer orden

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
,

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
.

Estos operadores son llamados derivadas holomorfas y antiholomorfas, respectivamente.

Teorema 1.1.7. (Criterio de Cauchy-Riemann). Una función f , de�nida en un

subconjunto abierto D ⊂ Cn continua y diferenciable (visto como una función de 2n

variales reales), es holomorfa en D si y solo si se cumple

∂f

∂zj
(z) = 0, j = 1, 2, ..., n. (1.3)

Demostración. Ver página 4 en[GR09].

Sea f : D ⊂ Cn → C una función holomorfa, derivando sucesivamente la fórmula de

Cauchy de f , obtenemos:

∂i1+···+inf

∂zi11 · · · ∂zinn
(z) =

i1! · · · in!
(2πi)n

∫
∂D(p,R)

f(ξ1, · · · , ξn)
(ξ1 − z1)i1+1 · · · (ξn − zn)in+1

dξ1...dξn.

Usando notación multi-índice, la expresión anterior puede ser escrita como

∂|I|f

∂zI
(z) =

I!

(2πi)n

∫
∂D(p,R)

f(ξ)

(ξ − z)I+(1,...,1)
dξ, (1.4)

8



donde I! = i!...in! y ξ = (ξ1, ...ξn).

Es fácil veri�car, ver [Gun90], que en el desarrollo en serie de Taylor de f en p ∈ D,

f(z) =
∑
I

cI(z− a)I ,

cI =
1

i1!...in!

∂i1+...+inf

∂zi11 ...∂z
in
n

(p) =
1

I!

∂|I|f

∂zI
(p).

A continuación presentamos algunos resultados básicos de funciones holomorfas útiles

para este trabajo.

Teorema 1.1.8. (Teorema de identidad). Si f y g son funciones holomorfas de�nidas

en conjunto abierto y conexo D ⊂ Cn, y f(z) = g(z) para todo z ∈ U ⊂ D un subconjunto

abierto no vacío, entonces f(z) = g(z) para todo z ∈ D.

Demostración. Ver página 6 en [GR09].

Teorema 1.1.9. (Teorema del Módulo Máximo.) Si f es una función holomorfa en

un conjunto abierto y conexo D ⊂ Cn y si existe un punto w ∈ D tal que |f(z)| ≤ |f(w)|
para todos los puntos z en alguna vecindad abierta de w, entonces f(z) = f(w) para todo

z ∈ D.

Demostración. Ver página 7 en [GR09].

1.1.2 Función holomorfa regular y el teorema de la función

implícita

Sea f : D ⊂ Cn → C una función holomorfa no nula. Fijemos el punto p ∈ D y tomamos

el desarrollo en serie de potencias de f en p:

f(z) =
∑
I

cI(z− p)I .

De�nimos el orden (o multiplicidad) de f en p, denotado por ordp(f) ó por multp(f),

como el menor k ≥ 0 tal que cI ̸= 0 e |I| = k. Si f ≡ 0, ordp(f) = +∞.

De�nición 1.1.10. Una función holomorfa f : D ⊂ Cn → C es regular respecto a zn en

p = (p1, ..., pn) ∈ D si la función

zn ∈ C 7→ f(p1, ..., pn−1, zn),

no es idénticamente nula en ninguna vecindad de pn. En este caso, el orden de f con

respecto a zn, denotado por ordzn(f), es el menor k ≥ 0 tal que ∂kf/∂zkn(p) ̸= 0.

9



Lema 1.1.11. Si f es una función holomorfa no constante en una vecindad de 0 ∈ Cn,

entonces por un cambio lineal de coordenadas, f es regular con respecto a la variable zn y

además ordzn(f) = ord0(f).

Demostración. Ver página 13 en [GR09].

Teorema 1.1.12. (Rouché). Sean f, g funciones holomorfas en una vecindad de

D(pn, rn) ∈ C no nulas en ∂D(pn, rn). Suponga que

|g(z)− f(z)| < |g(z)| ∀z ∈ ∂D(pn, rn).

Entonces f y g tienen el mismo número de ceros en D(pn, rn), contando multiplicidades.

Demostración. Ver página 125 en [Con78].

Teorema 1.1.13. Sean f : D ⊂ Cn → C una función holomorfa y p ∈ D tales que

f(p) = 0. Supongamos que f es regular de orden ν con respecto a la variable zn. Entonces

existe un polidisco D(p, R) ⊂ D, con

D(p, R) = D(p′, R′)×D(pn, rn) ⊂ Cn−1 × C,

tal que, para todo z′ ∈ D(p′, R′) �jo, la función zn 7→ f(z′, zn) tiene exactamente ν raíces

en D(pn, rn), contadas con multiplicidades que no se anula en ∂D(pn, rn)

Demostración. Ver [GR09].

Teorema 1.1.14. (Teorema de la función implícita). Sea f : D ⊂ Cn → C una

función holomorfa tal que f(p) = 0 y ∂f/∂zn(p) ̸= 0. Entonces existen un polidisco

D(p, R) ⊂ D descompuesto en la forma D(p, R) = D(p′, R′) ×D(pn, rn) ⊂ Cn−1 × C, y
una función holomorfa G : D(p′, R′) → C tales que:

(i) G(p′) = pn;

(ii) G(z′) ∈ D(pn, rn) para todo z′ ∈ D(p′, R′);

(iii) f(z) = 0 para z = (z′, zn) ∈ D(p, R) si y solo si zn = G(z′).

Demostración. Ver página 15 en [GR09].
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Figura 1.1: Teorema de la función implícita

1.2 Gérmenes de funciones holomorfas

Sea p ∈ Cn y U ⊂ Cn un abierto conteniendo a p. En la familia de todas las funciones

holomorfas en U de�nimos una relación de equivalencia de la siguiente manera: diremos

que dos funciones son equivalentes si ellas coinciden en una vecindad de p. Explícitamente,

para cada par de funciones f y g que son holomorfas en las vecindades abiertas de p,

digamos U y V , respectivamente diremos que son equivalentes si existe W ⊂ U ∩ V

conteniendo a p tal que f |W = g|W .

El espacio cociente bajo esta relación de equivalencia es denotado por Op y sus

elementos son denominados gérmenes de funciones holomorfas en p. La clase de

equivalencia en Op asociada a un par (f, U) es denotado por fp. El espacio tiene estructura

de anillo con las operaciones de suma y multiplicación de gérmenes de funciones. Es más

Op es un anillo conmutativo con unidad y es un dominio integral.

Cuando p es el origen de coordenadas, usualmente se denota Op = On = O0 al espacio

de gérmenes de pares (f,Cn).

Una propiedad interesante del anillo On es que es isomor�smo al anillo de series de

potencias centrada en 0, C{z1, ..., zn}. Para más detalles sobre las propiedades del anillo

O0 ver [Gun90] y [Ati20].

Una unidad en el anillo On es un elemento cuyo inverso multiplicativo también está

en On, en este sentido las unidades de On son los gérmenes de funciones que son no nulas

en el origen. El conjunto de los elementos f ∈ On con f(0) = 0, es decir, no son unidades

será denotado por M. Este conjunto es el único ideal maximal de On, por tanto On es un

anillo local.

El conjunto formado por todas las series de potencias formales junto con las

operaciones usuales de adición y multiplicación de series es un anillo, que denotaremos

por C[[z1, ..., zn]] ó Ôn. Al igual que el anillo On, el anillo Ôn es un anillo local, es decir,

posee un ideal maximal dado por M = (z1, ..., zn), ver [Ati20].

Otras de las propiedades de los anillos On y Ôn es que son dominios de factorización

única y noetherianos. En particular los elementos de On y Ôn poseen una descomposición
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en factores irreducibles, y sus respectivos ideales son �nitamente generados, ver [Ati20].

Observación 1.2.1. Si f, g ∈ C[[z1, ..., zn]]− {0} entonces

� ord0(fg) = ord0(f) + ord0(g)

� ord0(f + g) = mı́n{ord0(f), ord0(g)}

Considere la descomposición z = (z′, zn) ∈ Cn−1 × C, donde z′ = (z1, ..., zn−1).

Denotaremos por On−1 al anillo de gérmenes de funciones holomorfas en las variables

(z1, ..., zn−1). Si a0, ..., ak son elementos de On−1. Tomando representantes de estos

gérmenes en una vecindad del origen 0′ ∈ Cn−1, tenemos que la expresión

a0 + a1zn + ...+ akz
k
n,

el cual representa una serie de potencias convergente en n variables y por lo tanto pueden

ser considerado como un elemento de On. El conjunto de todos estos elementos forman

un subanillo de On que, en la notación algebraica usual se denotará por On−1[zn]; este es

el anillo de polinomios sobre On−1 en la variable zn. Teniendo así,

On−1 ⊂ On−1[zn] ⊂ On.

Recordemos que una función f holomorfa en una vecindad abierta del origen se dice

que es regular de orden k en zn en el origen, si f(0, ..., zn), visto como una función de zn,

tiene un cero de orden k en zn.

De�nición 1.2.2. Diremos que un germen f ∈ On es regular de orden k en zn si existe

un represente en el origen, el cual es regular de orden k en zn en el origen. La regularidad

de f es independiente de la elección del representante.

Observamos del lema 1.1.11, que un germen f ∈ On es regular en zn.

De�nición 1.2.3. Un polinomio de Weierstrass de grado k > 0 en zn es un elemento

h ∈ On−1[zn] de la forma

h(z) = zkn + a1z
k−1
n + ...+ ak−1zn + ak, (1.5)

donde los coe�cientes aj ∈ On−1 no son unidades para j = 1, ..., k.

Si h es una función holomorfa en una vecindad abierta del origen y representa un

polinomio de Weierstrass en zn, entonces h(z) tiene la forma

h(z1, ..., zn) = zkn + a1(z1, ..., zn−1)z
k−1
n + ...+ ak(z1, ..., zn−1),

donde aj(0, ..., 0) = 0; por lo tanto h(0, ..., 0, zn) = zkn, y h es regular en zn de orden k.

En un sentido, un polinomio de Weierstrass es la forma genérica de un elemento que es

regular en zn; de hecho esto es un resultado conocido como el teorema de preparación de

Weierstrass.
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Teorema 1.2.4. (Preparación de Weierstrass). Si f ∈ On es regular de orden k en

zn, existe un único polinomio de Weierstrass h ∈ On−1[zn] de grado k tal que f = uh para

alguna unidad u ∈ On.

Demostración. Ver página 68 en [GR09].

Consideremos p = 0 ∈ Cn. La hipótesis f(0) = 0 y ∂f/∂zn(0) ̸= 0 nos dice que f

es regular de orden 1 con respecto a zn. El teorema de preparación de Weierstrass nos

permite entonces escribir, en On,

f = up.

Donde u es unidad y p es un polinomio de Weierstrass de grado 1, es decir, p = zn − g,

donde g ∈ On−1 satisface g(0′) = 0. Tomamos en un polidisco D = D(0′, R′)×D(0, rn) ⊂
Cn−1×C a f , u y p los respectivos representantes de f , u, p. Si z = (z′, zn) ∈ D, entonces

f(z) = u(z) [zn − g(z′)]

donde u nunca se anula en D. Luego f(z) = 0 si y solo si p(z′, zn) = zn − g(z′) = 0,

esto es posible si zn = g(z′). En consecuencia el teorema de la función implícita resulta

ser un corolario del teorema de preparación de Weierstrass.

Teorema 1.2.5. Sea h ∈ On−1[zn] un polinomio de Weierstrass en zn de grado k.

Entonces cualquier f ∈ On puede ser escrito de manera única en la forma f = gh + r,

donde g ∈ On y r ∈ On−1[zn] es un polinomio de grado menor a k. Además, si f ∈ On−1[zn]

entonces necesariamente g ∈ On−1[zn].

Demostración. Ver página 70 en [GR09].

1.3 Algunas propiedades de series de potencias

formales

En esta sección describimos resultados básico sobre series de potencias formales útiles

para la prueba del teorema principal de esta tesis.

De�nición 1.3.1. Decimos que f es una serie de potencias formal en las variables

z1, . . . , zn sobre C si es de la forma

f(z) =
∑
I

CI(z− p)I ,

donde los CI ∈ C y la serie no necesariamente converge.
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1.3.1 El espacio de los polinomios homogéneos de grado k.

Sea z = (z1, ..., zr) ∈ Cr y q = (q1, ..., qr) ∈ Zr
≥0, usaremos la notación de multi-índice,

dada en la de�nición 1.1.1. Un elemento a ∈ C[[z1, ..., zr]] del anillo de las series de

potencias formales en r variables se escribe como

a =
∑
q∈Zr

≥0

aqx
q.

Si denotamos por

a(k) =
∑
|q|=k

aqz
q,

las componentes homogéneas de a, de grado k. Podemos escribir

a =
+∞∑
k=0

a(k).

Para cada k ∈ N, denotaremos por

Pk = {f ∈ C[z1, z2, ..., zn] : f es un polinomio homogéneo de grado k} .

Observe que Pk ⊆ C[[z1, ..., zn]] es un C−espacio vectorial de dimensión �nita,

dim(Pk) =

(
r + k + 1

r − 1

)
,

(ver proposición 11.3 [Ati20] ), cuya base estándar es

Bk =

{
Mk ∈ Pk :Mk(z) = zq = zq11 · zq22 · · · zqnn ,

n∑
i=1

qi = k

}
.

La aplicación

∥ · ∥k : Pk → R+
0

f → ∥f∥k =

∥∥∥∥∥∥
∑
|q|=k

aqz
q

∥∥∥∥∥∥
k

:=
∑
|∥q|=k

|aq|,

de�ne una norma sobre Pk. En efecto, usamos la desigualdad triangular para u =∑
|q|=k uqx

q, w =
∑

|q|=k wqx
q en Pk y λ ∈ C para obtener

∥u+ λw∥k =
∑
|q|=k

|uq + λwq| ≤
∑
|q|=k

|uq|+
∑
|q|=k

|λ||wq| ≤ ∥u∥k + |λ|∥w∥k

Lema 1.3.2. Dado u ∈ Pk, w ∈ Pl se tiene la siguiente desigualdad

∥u · w∥k+l ≤ ∥u∥k∥w∥l. (1.6)
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Demostración.

∥u · w∥k+l = ∥
∑

|q+r|=k+l

uq · wrz
q+r∥k+l =

∑
|q+r|=k+l

|uq · wr|

≤

∑
|q|=k

|uq|

∑
|r|=l

|wr|

 = ∥u∥k∥w∥l.

1.3.2 Mayorante de una serie formal

Basado en serie de potencias en una variable, caracterizamos la convergencia de una serie

formal de varias variables en el espacio complejo a partir de un representante en una

variable como de�nimos a continuación.

De�nición 1.3.3. Dada una serie formal a ∈ C[[z1, ..., zk]] de�nimos el mayorante de a

como la serie formal real en el parámetro t dado por

â(t) =
+∞∑
k=0

∥a(k)∥ktk ∈ R[[t]]. (1.7)

Mostremos ahora algunas propiedades de los mayorantes de una serie formal.

Observación 1.3.4. Si a =
∑

|q|=k z
q entonces

∥a(k)∥k =

(
n+ k − 1

n− 1

)
,

tal que

(
m

n

)
representa el número de combinaciones de m elementos en grupos de n.

Bastará entonces probar que el mayorante de una serie formal converge para saber que

tal serie converge, esto se prueba en el siguiente lema.

Lema 1.3.5. Una serie formal a ∈ C[[x1, ..., xr]] es convergente si y solo si su mayorante

â es convergente.

Demostración. De la de�nición de series de potencias convergentes en varias variables, si∑
|q|≥0 aqx

q es convergentes, existen R > 0 y M > 0 tal que ∥x∥ < R y

|aq| ≤
M

R|q| .

De la observación 1.3.4,

∥a(k)∥k =
∑
|q|=k

|aq| ≤
∑
|q|=k

M

R|q| =

(
r + k − 1

r − 1

)
M

Rk
.
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Para abreviar la notación, sea Srk =

(
r + k − 1

r − 1

)
= (r+k−1)(r+k−2)...(r)

k!
tal que

ĺım
k→+∞

(Srk)
1/k = 1,

entonces la serie
+∞∑
k=0

(
(Srk)

1/k

R
t

)k

=
1

1− t
R

es convergente para |t| < R. Lo que prueba que a y ã tienen el mismo radio de

convergencia. Recíprocamente, si ã es convergente para |t| < R, R > 0. Sea R < R,

entonces la serie
∑+∞

k=0 ∥a(k)∥kRk converge, por tanto el término k converge a cero, es

decir

ĺım
k→+∞

∥a(k)∥kRk = 0.

Luego existe M > 0 tal que ∥a(k)∥kRk ≤M , para todo k.

Sobre el mayorante, las operaciones de suma y producto no de�ne un homomor�smo

entre el anillo de series de potencias formales, pero podemos obtener algunas propiedades

que permita comparar series a partir de los coe�cientes.

De�nición 1.3.6. Sean las series de potencias formales en la variable t dadas por

f =
∑+∞

n=0 fnt
n, g =

∑+∞
n=0 gnt

n ∈ C[[t]], diremos que g domina a f y denotamos por

f ⪯ g,

si |fn| ≤ |gn| para cualquier n, tal que |.| denota la norma usual de números complejos.

La desigualdad (1.6) permite obtener una comparación entre series formales en esta

sección.

Lema 1.3.7. Sean a, b ∈ C[[x1, ..., xr]] entonces

â+ b ⪯ â+ b̂, â · b ⪯ â · b̂. (1.8)

Demostración. La prueba es directa a partir del lema 1.3.5 y la de�nición 1.3.3.

Sea la serie g =
∑

(q,J)∈Zr+s
≥0

gq,Jx
qyJ ∈ C[[x1, ...xr, y1, ..., ys]] tal que x = (x1, ..., xr) y

y = (y1, ..., ys) denotamos

|g|(x,y) =
∑

(q,J)∈Zr+s
≥0

|gq,J |xqyJ .

Presentamos ahora un resultados más general acerca de dominación de series mayorantes

obtenidos por composición.
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Proposición 1.3.8. Sean g ∈ C[[x1, ...xr, y1, ..., ys]], h = (h1, ..., hs) ∈ C[[x1, ...xr]]s tal

que h = (0, ..., 0) = 0 y G la composición

G(x1, ...xr) = g(x1, ..., xr, h1, ..., hs),

entonces

Ĝ ⪯ |g|(t, ..., t, ĥ1, ..., ĥs).

Demostración. Como g ∈ C[[x1, ..., xr, y1, ..., ys]], entonces

g =
∑

(q,J)∈Zr+s
≥0

gq,Jx
qyJ

donde x = (x1, ..., xr), y = (y1, ...ys). Para cada J = (j1, ...js) ∈ Zs
≥0 y i = 1, ..., s,

teniendo en cuenta la notación anterior, cada potencia de hi ∈ C[[x1, ..., xr]] lo podemos

escribir como la suma de sus componentes homogéneas, esto es

hjii =

 ∑
qi∈Zr

≥0

hqixq
i

ji

=
∞∑

ki=ji

(hjii )
(ki),

donde (hjii )
(ki) =

∑
|qi|=ki

hqixq
i
entonces tenemos

G(x) =
∑

(q,J)∈Zr+s
≥0

gq,Jx
qhj11 · · ·hjss =

∑
(q,J)∈Zr+s

≥0

gq,J
∑

k1≥j1,··· ,ks≥js

xq(hj11 )
(k1) · · · (hjss )(ks).

Notamos que cada término de G(x) tiene grado |q| + k1 + · · · + ks ≥ |q| + |J |. Las
componentes homogéneas de G de grado m son dados por

G(m) =
∑

(q, J) ∈ Zr+s
≥0

|q|+ |J | ≤ m

∑
k1 ≥ j1, ...ks ≥ js

k1 + · · ·+ ks = m− |q|

gq,Jx
q(hj11 )

(k1) · · · (hjss )(ks).

Tomando norma y usando 1.6, tenemos

∥G(m)∥m ≤
∑

(q, J) ∈ Zr+s
≥0

|q|+ |J | ≤ m

∑
k1 ≥ j1, ...ks ≥ js

k1 + · · ·+ ks = m− |q|

|gq,J |∥(hj11 )(k1)∥k1 · · · ∥(hjss )(ks)∥ks .

(1.9)

Por otro lado, se tiene el mayorante

ĥi =
+∞∑
ki=1

∥h(ki)i ∥kitki = ∥h(1)i ∥1t+ · · ·+ ∥h(ki)i ∥kitki + · · · ,
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ahora tomamos la ji-ésima potencia del mayorante

(ĥi)
ji =

(
+∞∑
ki=1

∥h(ki)i ∥kitki
)ji

=
(
∥h(1)i ∥1t+ · · ·+ ∥h(ki)i ∥kitki + · · ·

)ji
.

Ordenando según el grado,

ĥjii =
+∞∑
ki=j

 ∑
l1+l2+···+lj=ki

∥h(l1)i ∥l1∥h
(l2)
i ∥l2 · · · ∥h

(lj)
i ∥li

 tk.

Por otro lado, si escribimos la ji−ésima potencia del mayorante ĥi como

ĥjii =
+∞∑
ki=ji

(ĥi
ji
)kit

ki .

Para lograr el resultado será su�ciente comparar los coe�cientes de cada serie de potencia,

es decir

∥(hjii )(ki)∥ ≤ (ĥjii )ki . (1.10)

En efecto, por simplicidad sea h = hi, j = ji y escribimos h =
∑

k≥1 h
(k), la suma de las

componentes homogéneas de orden k de h. Las componentes de grado k de hj es entonces

(hj)(ki) =
∑

l1+l2+···+lj=k

h(l1)h(l2) · · ·h(lj).

De esta manera se tiene

∥(hj)(k)∥k ≤
∑

l1+l2+···+lj=k

∥h(l1)h(l2) · · ·h(l1)∥k ≤
∑

l1+l2+···+lj=k

∥h(l1)∥l1∥h(l2)∥l2 · · · ∥h(lj)∥lj .

entonces por de�nición,

|g|(t, ..., t, ĥ1, ...ĥs) =
∑

(q,J)∈Zr+s
≥0

|gq,J |t|q|
(∑

k1=j1

(ĥj11 )k1t
k1

)
· · ·

(∑
ks=js

(ĥjss )kst
ks

)

=
+∞∑
m=0


∑

(q, J) ∈ Zr+s
≥0

|q|+ |J | ≤ m

∑
k1 ≥ j1, ...ks ≥ js

k1 + · · ·+ ks = m− |q|

|gq,J |(ĥj11 )k1 · · · (ĥjss )kstks


tm.

(1.11)

De manera similar a lo realizado para el mayorante de G tenemos

(hi)
ji =

(
+∞∑
ki=1

h
(ki)
i

)ji

=
(
h
(1)
i t+ · · ·+ h

(ki)
i + · · ·

)ji
,
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se ordena según el grado

hjii =
+∞∑
ki=ji

 ∑
l1+l2+···+lj=ki

h
(l1)
i h

(l2)
i · · ·h(lj)i

 =
+∞∑
ki=ji

(
hjii
)(ki)

Tomando la norma ∥.∥k

∥∥∥(hjii )(ki)∥∥∥
ki
=

∥∥∥∥∥∥
∑

l1+l2+···+lj=ki

h
(l1)
i h

(l2)
i · · ·h(lj)i

∥∥∥∥∥∥
k

De la desigualdad triangular y el lema 1.3.2

∥
(
hjii
)(ki) ∥ki ≤ ∑

l1+l2+···+lj=ki

∥∥∥h(l1)i h
(l2)
i · · ·h(lj)i

∥∥∥
k
≤

∑
l1+l2+···+lj=ki

∥h(l1)i ∥l1∥h
(l2)
i ∥l2 · · · ∥h

(lj)
i ∥lj .

Esto prueba (1.10) y por tanto se tiene el resultado.

Proposición 1.3.9. Sea a ∈ C[[x]] = C[[x1, ..., xr]] una serie de potencias formal,

entonces para i = 1, ..., r

∂̂a

∂xi
⪯ dâ

dt
.

Demostración. Escribiendo a =
∑

q∈Zr
≥0
aqx

q =
∑

k≥0 a
(k) con la misma notación

introducida anteriormente. Tenemos que para cualquier k ≥ 1, ∂a(k)

∂xi
es la componente

homogénea de ∂a
∂xi

de orden k − 1. Por lo tanto

∂̂a

∂xi
=
∑
k≥1

∥∥∥∥∂a(k)∂xi

∥∥∥∥
k−1

tk−1. (1.12)

Por otro lado
∂a

∂xi
=

∑
q=(q1,...,qr)∈Zr

≥0, |q|=k

qiaqx
q−ei ,

donde ei es el i-ésimo vector de la base estándar de Rr y |qiaq| ≤ |q||aq| para cualquier

q ∈ Zr
≥0. Así ∥∥∥∥∂a(k)∂xi

∥∥∥∥
k−1

≤ k

∥∥∥∥ ∂a∂xi
∥∥∥∥
k

,

luego de (1.12) y la de�nición de series mayorante dado en (1.7) tenemos le relación

pedida.
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1.4 Variedades diferenciales

Así como los espacios topológicos forman el dominio natural de las funciones continuas, las

variedades diferenciales son el dominio de las aplicaciones diferenciables. Para comprender

mejor la de�nición en principio lo presentaremos en Rn luego lo extenderemos a Cn.

De�nición 1.4.1. Una carta local o sistemas de coordenadas en el espacio topológico

M es un par (U,φ) siendo U un abierto de M y φ : U → Rn un homeomor�smo de U

sobre el abierto φ(U) de Rn.

De�nición 1.4.2. Un atlas local A de dimensión n de clase Cr sobre M es una colección

de cartas locales cuyos dominios cubren M y tal que si (U,φ), (Ũ , φ̃) ∈ A y U ∩ Ũ ̸= ∅,
entonces la aplicación

φ̃ ◦ φ−1 : φ
(
U ∩ Ũ

)
→ φ̃

(
U ∩ Ũ

)
es un difeomor�smo Cr entre abiertos de Rn. A los difeomor�smos φ̃ ◦ φ−1 los llamamos

cambio de coordenadas.

A partir de ahora podemos extender la diferenciabilidad a aplicaciones entre espacios

topológicos que poseen un atlas de clase Cr, r ≥ 1 de la siguiente manera: Dado M y N

espacios topológicos de dimensión m, n respectivamente, y los atlas A y B de clase Cr en

M y N respectivamente. Una función f :M → N es diferenciable de clase Ck, con k ≤ r,

si f es continua y para cada x ∈ M existen cartas locales (U,φ) ∈ A y (V, ψ) ∈ B, con
x ∈ U y f(x) ∈ V tales que

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ
(
U ∩ f−1(V )

)
⊂ Rm → ψ(V ) ⊂ Rn

es de clase Ck.

Siendo el cambio de coordenadas φ̃ ◦ φ−1 difeomor�smos de clase Cr, con r ≥ k, la

de�nición es independiente de las cartas locales elegidas.

De�nición 1.4.3. El atlas A de clase Cr sobre M que contiene todas las cartas locales

(Ũ , φ̃), donde los cambios de coordenadas, con elementos (U,φ) ∈ A,

φ̃ ◦ φ−1 : φ(U ∩ Ũ) → φ̃(U ∩ Ũ)

son difeomorfos, es llamado atlas máximo.

Los dominios de las cartas locales de un atlas máximo de M forman una base de la

topología de M . Además todo atlas de dimensión m de clase Cr sobre M , está contenido

en un único atlas de dimensión m y clase Cr sobre M , llamado estructura diferenciable

(ver [War13]).
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De�nición 1.4.4. Una variedad diferenciable de clase Cr y dimensión m es un espacio

topológico de Hausdor� M , con base numerable, junto con una estructura diferenciable

de dimensión m y de clase Cr.

Ejemplo 1.4.5. Podemos obtener de manera natural una estructura diferenciable del

espacio Rn, como se muestra a continuación. Sea M la familia maximal que cumple la

de�nición 1.4.2, conteniendo (Rn, Id) donde Id : Rn :→ Rn es la aplicación identidad.

Ejemplo 1.4.6. Sea V un R−espacio vectorial de dimensión �nita m. Entonces de forma

natural de�nimos una estructura diferencial de la siguiente manera: sea {ej}1≤j≤m una

base de V y {φj}1≤j≤m una base del espacio dual de V , es decir φj : Rm → R es tal que

φj(ek) =

{
1; j = k

0; j ̸= k

Luego para x = (x1, ..., xm) ∈ V , φj(x) = xi. Entonces la familia {φj}1≤j≤m son las

funciones de un sistema de coordenadas locales (que puede ser visto de forma global)

sobre V . Además este sistema de coordenadas es único y el cambio de coordenadas es

dado a partir de una matriz constante no singular, este cambio es de clase C∞ lo que

permite establecer una estructura diferencial sobre V independiente de la elección de

coordenadas.

Ejemplo 1.4.7. La esfera unitaria Sn de�nida con la topología inducida de Rn−1 posee

una estructura de variedad Cr de dimensión n, para todo r ≥ 1, es decir de clase C∞.

A partir de este concepto, una aplicación f : M → N entre espacios topológicos M

y N dotados de una estructura diferenciable Cr, es de clase Ck, k ≥ r, si y solo si para

cada x ∈ M existen cartas locales (U,φ) y (V, ψ) en M y N tales que x ∈ U , f(U) ⊂ V

y ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → ψ(V ) ⊂ Rn es de clase Ck.

De�nición 1.4.8. Sean M y N dos variedades diferenciales, una aplicación f : M → N

de clase Cr, r ≥ 1 es un difeomor�smo cuando posee inversa f−1 : N → M de clase Cr.

En este caso decimos que las variedades son difeomorfas y denotamos como M ≃ N .

Ejemplo 1.4.9. El espacio Cn es un R−espacio vectorial de dimensión 2n, por lo visto

en el ejemplo 1.4.6, Cn posee de manera natural una estructura de variedad diferenciable

real de dimensión 2n. Si {e1, ..., en} es la base canónica de Cn e i =
√
−1, entonces

{e1, ..., en, ie1, ...ien},

es la base real de Cn y la base dual asociada a esta base determina un sistema de

coordenadas de forma global en Cn.
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1.4.1 Variedades holomorfas complejas

Recordar que en el espacio complejo, hablar de funciones analíticas complejas es

equivalente a hablar de funciones holomorfas. Para de�nir una estructura diferenciable

holomorfa sobre un espacio 2n dimensional, se requiere que las coordenadas locales tengan

rango en Cn y además holomorfas.

De�nición 1.4.10. Diremos que M es una variedad holomorfa compleja (o simplemente

variedad compleja) de dimensión m, si está unido a un atlas holomorfo (Ui, φi)i∈I , cuyo

cambio de coordenadas son biholomor�smos.

Ejemplo 1.4.11. (Espacio proyectivo). Sea Pn
C, para n ≥ 1, el conjunto de rectas en

Cn+1 que pasan por el origen, este conjunto lo podemos de�nir formalmente de la siguiente

manera: Sean z1 y z2 ∈ Cn+1 − {0}, z1 ∼ z2 si existe λ ∈ C− {0} tal que z1 = λz2. Esta

relación es de equivalencia y denotamos a la clase que contiene a z1 como [z1]. El conjunto

de las clases de equivalencia es el espacio proyectivo complejo n−dimensional denotado

por Pn
C. Es decir Pn

C ≃ (Cn+1 \ {0}) / ∼ .

Para el caso n = 1, P1
C es difeomorfo a la esfera bidimensional. El espacio Pn

C tiene

estructura de variedad compleja de dimensión n.

Ejemplo 1.4.12. (Super�cie de Riemann) Sea f : C2 → C una función holomorfa tal

que

gradC(f) =

(
∂f

∂z1
,
∂f

∂z2

)
̸= (0, 0).

El conjunto de puntos que resuelven la ecuación

f(z1, z2) = 0,

es llamado super�cie de Riemann. Dicha super�cie es una variedad compleja

unidimensional. Por ejemplo el plano complejo C y el espacio proyectivo P1
C.

En Cn toda variedad compleja es orientable, (ver tomo 2, página 28 en [DFN00]) es

decir, podemos cubrir la variedadM con una familia de sistema coordenados tal que para

cada punto p ∈M el cambio de coordenadas es biholomorfo. Además toda super�cie real

se convierte en super�cie de Riemann si y solo si es orientable. Por ejemplo la esfera y el

toro admiten estructura compleja y son orientables, por tanto se pueden identi�car como

super�cies de Riemann; sin embargo la Banda de Möbius, la Botella de Klein y el plano

proyectivo real P1
R no, pues son super�cies no orientables.

De�nición 1.4.13. Sea f : M → N una aplicación entre las variedades complejas M y

N de dimensión m y n respectivamente. Se dice que f es un holomor�smo (o mor�smo)

si para todo par de cartas (Ui, φi) y (Uj, φj) de M y N respectivamente, la aplicación

φj ◦ f ◦ φ−1
i : φi(Ui) ⊆ Cm → φj(Uj) ⊆ Cn
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es un holomor�smo.

La biyección (isomorm�smo) de variedades complejas f : M → N , es un

biholomor�smo si f y f−1 son holomorfas.

Notar que sobre un mismo espacio topológico M puede haber dos estructuras de

variedades complejas M ′ y M ′′ para las cuales la aplicación identidad

id :M ′ →M ′′

es un biholomor�smo.

El producto M × N de dos variedades complejas M y N heredan de forma natural,

estructura de variedad analítica compleja con la propiedad de que las proyecciones

M ×N →M y M ×N → N son holomorfas.

1.4.2 Derivación y el espacio tangente

A continuación damos el concepto de derivada de una aplicación entre dos variedades

complejas así como el espacio tangente, teniendo en cuenta la interpretación geométrica

dada en espacios euclidianos. Sea M una variedad compleja, consideremos la curva

α : DR → M tal que α(0) = p ∈ M . La aplicación α es llamada suave o regular

alrededor de p si α′(0) ̸= 0, es decir, dada una carta (U,φ) centrada en p, se cumple

(φ ◦ α)′(0) ̸= 0. Dos curvas α1 y α2 se denominan tangente en el origen si α′
1(0) = α′

2(0),

es decir, (φ◦α1)
′(0) = (φ◦α2)

′(0). Sean α1 y α2 dos curvas regulares, decimos que α1 ∼ α2

si y solo si son tangentes en el origen. Esta relación resulta ser una relación de equivalencia

y el espacio cociente del conjunto de todos los gérmenes de curvas en p de�ne el espacio

tangente TpM .

A partir de esta sección consideremos a M y N variedades complejas de dimensión m

y n respectivamente.

Sobre el espacio OM,p, de gérmenes de funciones f :M → C holomorfas en p ∈M , la

aplicación D : OM,p → C con las siguientes propiedades

� D(f + g) = D(f) +D(g),

� D(f.g) = g(p)D(f) + f(p)D(g),

es llamada derivación sobre OM,p.

De�nición 1.4.14. Una aplicación, f : M → N es llamada una inmersión si para todo

p ∈M , Df(p) : TpM → TqN , con q = f(p), es inyectiva. Diremos que f es una sumersión

si para todo p ∈M , Df(p) es sobreyectiva.
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Teorema 1.4.15. (Forma local de las inmersiones) Sean M y N dos variedades

complejas de dimensión m y n respectivamente (n > m), f : M → N una aplicación

holomorfa. Supongamos que Df(p) : TpM → TqN , con f(p) = q es inyectiva. Entonces

existen cartas locales φ : U → Cm y ψ : V → Cn, con q ∈ V , una descomposición

Cn = Cm × Cn−m tales que f(U) ⊂ V y la expresión de f localmente en (U,φ) y (V, ψ)

es dada por ψ ◦ f ◦ φ−1(z) = (z,0), si z ∈ φ(U). Es decir, f es localmente equivalente a

la inmersión lineal z 7→ (z,0).

Demostración. Sean las cartas locales (U1, φ1) y (V1, ψ1) de p y f(p) en M y N

respectivamente, done φ1(U1) ⊂ Cm y ψ1(V1) ⊂ Cn. Como df(p) es inyectiva considerando

φ1(p) = 0, ψ1(f(p)) = 0, entonces d(ψ1 ◦ f ◦ φ1)(0) es inyectiva.

Sea h = ψ1 ◦ f ◦ φ−1 : φ1(U1) → ψ1(V1) y E = dh(0)(Cm) un subespacio vectorial de

Cn, entonces podemos descomponer Cn = Cm×Cn−m. Por completación de base podemos

escribir Cn = E ⊕ F donde F es un subespacio vectorial en Cn de dimensión n−m con

base {v1, . . . , vn−m}.
De�namos la función

g : Cm × Cn−m → E ⊕ F

(z1; z2) 7→ g(z, w) := h(z) +
n−m∑
i=1

wivi,
.

Siendo h un holomor�smo, con dh(0) inyectivo, entonces

dg(0,0) =

[
dh(0) ∗
0 An−m

]
,

donde An−m es una matriz formada por los vectores columna {v1, . . . , vn−m}, es un

isomor�smo en Cn. Del teorema de la aplicación inversa (ver página 27 en [KK11])

existe una vencindad U2 × W2 ⊂ Cm × Cn−m de (0,0) y V2 ⊂ Cn de g(0,0) tal que

g|U2×W2 : U2 ×W2 → V2 es un biholomor�smo. Como g(x,0) = h(z) para todo z ∈ U2

entonces g−1(h(z)) = (z,0). Hacemos ψ = g−1 ◦ ψ1, V = ψ−1(V2) y φ = φ1|U2×W2 ,

U = φ−1(U2 ×W2), entonces para todo z ∈ φ(U) (ψ ◦ fφ−1)(z) = (z,0).

Teorema 1.4.16. (Forma local de las sumersiones) Sean M y N dos variedades

complejas de dimensión m y n respectivamente, con m > n, y f :M → N una aplicación

holomorfa. Supongamos que Df(p) : TpM → TqN , con f(p) = q es sobreyectiva. Entonces

existen cartas locales φ : U → Cm y ψ : V → Cn, con q ∈ V , una descomposición

Cm = Cn × Cm−n tales que f(u) ⊂ V , y la expresión de f localmente en (U,φ) y (V, ψ)

es dado por ψ ◦ f ◦ φ−1(z, w) = z. Es decir f es localmente equivalente a la proyección

(z, w) 7→ z.

Demostración. Sean (U1, φ1) y (V1, ψ1) dos cartas locales de p y f(p) respectivamente.

Podemos descomponer φ1(U1) = W1 × W2 ⊂ Cn × Cm−n además suponga que
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φ1(p) = (0,0) y ψ1(f(p)) = 0 ∈ Cn. Puesto que df(p) es sobreyectiva, entonces para

β = ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ1(U1) → ψ(V1)

dβ(0,0) también lo es. De�namos la función

g : W1 ×W2 → Cn × Cm−n

(z1; z2) 7→ g(z1, z2) := (ψ1 (f(z1, z2)) , z2) ,

tenemos que

dg(0,0) =

[
dψ1 (f(z1, z2)) ∗

0 Im−n

]
es un isomor�smo en Cm. Del teorema de la función inversa (ver página 27 en [KK11]),

existe una vecindad W11 ×W22 de (0,0) tal que

h := g−1 : W11 ×W22 → Z,

con Z = g−1(W11 × W22), es un biholomor�mo. Como g mantiene �ja la segunda

componente, h también lo mantiene. Luego dado (z, w) ∈ W11 ×W22, podemos escribir

h(z, w) = (h1(z, w), w). Además se tiene

(z, w) = (g◦h)(z, w) = g(h(z, w)) = g(h1(z, w), y) = (β(h1(z, w), w), w) = (β(h(z, w), w)),

entonces (β ◦ h)(z, w) = z. De�nimos: el biholomor�mo φ = h−1 ◦ φ1, los abiertos

U = (φ−1
1 ◦ h)(W11 ×W22), V = ψ−1

1 (f(U)) y ψ = ψ1|V . Por lo tanto

(ψ ◦ f ◦ φ−1)(z, w) = z, para todo (z, w) ∈ U.

A continuación presentamos el concepto de subvariedad y resultados que permite encontrar

dichas subvariedades a partir de aplicaciones diferenciales y bajo cierta condiciones.

De�nición 1.4.17. Un subconjunto N ⊂ M en una variedad compleja M es una

subvariedad de dimensión n de M , si para todo p ∈ N existe una carta local, (U,φ) y

polidiscos V ,W conteniendo a 0 ∈ Cn y 0 ∈ Cm−n respectivamente tal que φ(U) = V ×W
y φ(N ∩ U) = V × {0}. En esta situación decimos que la codimensión de N es m− n.

Teorema 1.4.18. Sea la aplicación f : M → N entre las variedades complejas M y N

tal que Df(p) : TpM → TqN es inyectiva, con q = f(p). Entonces existe una vecindad

U ⊂M conteniendo p tal que f(U) ⊂ N es una subvariedad de dimensión m.

Demostración. Podemos determinar coordenadas locales (U,φ) en M y (Ũ , φ̃) en N tal

que p ∈ U y q = f(p) ∈ Ũ . Siendo Df(p) inyectiva, del teorema 1.4.15 f(U) ⊂ Ũ y
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φ̃(φ) = V ×W , además podemos tomar V ⊂ Cn y W ⊂ Cm polidiscos conteniendo el

origen de los espacios correspondientes tal que(
φ̃ ◦ f ◦ φ−1

)
(z,0) ∈ Cm × Cn−m,

para todo z ∈ φ(U) y

φ̃(f(U)) = V ∩ {0}.

Esto prueba que f(U) es una subvariedad de N de dimensión m.

Sea la aplicación f : M → N entre las variedades complejas M y N . Si p ∈ M es

tal que Df(p) : TpM → TqN , con q = f(p), es sobreyectiva diremos que p es un punto

regular de f .

Cuando q ∈ N es tal que f−1(q) = ∅ o f−1(q) es constituido solo por puntos regulares,

diremos que q es un valor regular de f . Un punto q ∈ N que no es un valor regular de f

será llamado un valor crítico de f .

Teorema 1.4.19. Sea f : M → N es una aplicación holomorfa entre variedades

complejas. Si q ∈ N es un valor regular de f y f−1(q) ̸= ∅, entonces f−1(q) es una

subvariedad holomorfa de M de codimensión n.

Demostración. Si q es un valor regular de f , entonces dado p ∈ f−1(q), df(p)

es sobreyectiva. Del teorema 1.4.16 existen dos cartas locales (φ,U), (ψ, V ) y una

descomposición Cm = Cn × Cm−n tal que

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Cn × Cm−n → φ(V ) ⊂ Cn

(z, w) 7→ z.
.

Si hacemos h := ψ ◦ f ◦ φ−1, vemos que h|V×{0} de�ne un isomor�smo de V × {0} en V .

Sea N = f−1(q) y U = f−1(ψ−1(V )), entonces φ(N ∩ U) = g(V ) = V × 0, lo que prueba

el resultado.

1.5 Campos vectoriales

De�nición 1.5.1. SeaM una variedad compleja de dimensión m. El conjunto TM dado

por la unión de los espacios tangentes TpM , p ∈M , es decir

TM =
⋃
i∈M

TpM,

es llamado �brado tangente de M.
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A este espacio se puede asignar una estructura de variedad compleja de dimensión 2m

de la siguiente forma. Si (U,φ) es una carta local en M , entonces (TU,Dφ) es una carta

de TM , donde para todo v ∈ TpM

Dφ : TU → U × Cm

v 7→ Dφ(v) = (φ(p), Dpφ(v)).

La aplicación π : TM → M tal que para cada vector tangente v ∈ TpM , π(v) = p es

un mor�smo llamado proyección natural.

De�nición 1.5.2. Un campo vectorial holomorfo X sobre M es un mor�smo holomorfo

X :M → TM,

tal que π ◦X = idM , donde idM es la aplicación identidad en M .

Observamos que si p ∈ M , entonces para v ∈ TpM , X(p) = X|p = v. Denotaremos

por OM al anillo de gérmenes de funciones f :M → C analíticas de�nidas en una variedad

analítica complejaM y por OM,p el anillo de funciones analíticas en p. Además sobre una

carta local (U,φ) en p ∈M y f ∈ OM,p, tenemos la derivación ∂
∂zi

|p dada por

∂

∂zi

∣∣∣∣
p

(f) =
∂

∂zi
(f ◦ φ−1)(q),

tal que φ(p) = (z1(p), ..., zm(p)) = q. El conjunto{
∂

∂z1
(p), ...,

∂

∂zm
(p)

}
,

es una base del espacio de derivaciones sobre OM,p, (ver página 24 en[CCD13]) pero

también es una base del espacio tangente TpM , de esta manera podemos identi�car TpM

como OM,p. Además el conjunto de campo de vectores sobre M es un C espacio vectorial

de dimensión �nita.

Ejemplo 1.5.3. En el ejemplo 1.4.11 vimos que el espacio proyectivo P1
C, es una variedad

compleja. Las cartas locales son dador por (U0, φ0) y (U1, φ1), donde

U0 = {(z0, z1) ∈ P1
C : z0 ̸= 0}, U1 = {(z0, z1) ∈ P1

C : z1 ̸= 0}

φ0 : U0 → C
(1, z) 7→ z

φ1 : U1 → C
(z, 1) 7→ z.

Además en U0 podemos identi�car (z0, z1) con (1, z1
z0
) y en U1 (z0, z1) con ( z0

z1
, 1).

Si (z0, z1) ∈ U0 ∩ U1 entonces z0, z1 ̸= 0 y

φ1 ◦ φ−1
0 : φ0(U0 ∩ U1) → φ1(U0 ∩ U1) ,
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(
φ1 ◦ φ−1

0

)
(
z1
z0
) = φ1(1,

z1
z0
) = φ1(z0, z1) = φ1(

z0
z1
, 1) =

z0
z1
.

De forma análoga
(
φ0 ◦ φ−1

1

)
( z0
z1
) = z1

z0
, por tanto el intercambio de coordenadas es dado

por la aplicación

z 7→ 1

z
.

De la de�nición 1.5.1

TP1
C = TU0 ∪ TU1,

teniendo a
{

∂
∂z

}
,
{

∂
∂w

}
las bases de TU0 y TU1 respectivamente tal que

∂

∂z
=

d

dz

(
1

z

)
∂

∂w
= − 1

z2
∂

∂w
.

Así TU0 ≈ U0 × C y TU1 ≈ U1 × C, y por tanto

TP1
C = P1

C × C.

De�nición 1.5.4. Sea X un campo vectorial holomorfo sobre una variedad compleja M ,

diremos que p ∈ M es punto regular de X si X(p) ̸= 0, caso contrario diremos que p es

un punto singular.

Sobre un punto regular p ∈M del campo vectorial X, podemos identi�car localmente

al campo X como un campo constante, como se expone a continuación.

De�nición 1.5.5. Sean M , N dos variedades complejas y X, Y dos campos de

vectores sobre M y N respectivamente. Diremos que X y Y son conjugados si existe

un biholomor�mo Φ :M → N tal que

DΦ ◦X = Y ◦ Φ.

Sean p ∈ M y q ∈ N , diremos que X y Y son localmente conjugados en p y q si

existe dos abiertos U ⊂ M y V ⊂ N con p ∈ U , q ∈ V y un biholomor�smo Φ : U → V

tal que Φ(p) = q,

DΦ ◦ (X|U) = Y |V ◦ Φ.

Sobre el espacio afín Cn diremos que un campo vectorial X es constante si es dado

por

λ1
∂

∂z1
+ λ2

∂

∂z2
+ · · ·+ λn

∂

∂zn
,

donde λi ∈ C son constantes.

Teorema 1.5.6. (Teorema de recti�cación). Sea M una variedad compleja, X un

campo de vectores sobre M y p ∈M un punto regular, entonces X es un campo localmente

conjugado en p a un campo constante.

Demostración. Ver página 37 en [CCD13].
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1.6 Gérmenes de variedades

Los ceros de una función de varias variables complejas forman un conjunto que cumplen

un rol importante en el estudio de las funciones holomorfas. Subvariedades analíticas u

holomorfas son de�nidos localmente como el conjunto de los ceros de ciertas funciones.

En esta sección consideramos los conjuntos de�nidos (localmente) por un sistema de

ecuaciones analíticas llamados conjuntos analíticos. Los resultados aquí presentados son

tomados de [Gun90], [GR09], [CCD13].

De lo de�nido en 1.4.17, para U ⊂ Cn, un dominio V ⊂ U es una subvariedad analítica

si para cada p ∈ V existe una vecindad Up de p y funciones holomorfas f1, . . . , fk en Up
tal que

V ∩ Up = {z ∈ U : f1(z) = · · · = fk(z) = 0}.

Figura 1.2: Subvariedad analítica

Denotaremos a este conjunto como

V (f1, ..., fk) = {z ∈ Up : f1(z) = · · · = fk(z) = 0}.

Ejemplo 1.6.1. El conjunto vacío ∅ y el mismo V son subvariedades analíticas triviales

del conjunto U pues ∅ es el conjunto de ceros de la función constante f = k y D es el

conjunto de ceros de función cero.

Ejemplo 1.6.2. El conjunto V = {(z1, z2) ∈ C2 : z22 − z31 = 0} de�ne una subvariedad

analítica.

Teorema 1.6.3. Sea F = {fα} la colección de funciones holomorfas en un abierto

U ⊂ Cn. Entonces V (F) = {z ∈ U : fα(z) = 0 para todo fα ∈ F}, es una subvariedad

analítica de U .

Demostración. Ver página 86 en [GR09].

De�nición 1.6.4. Sean A y B subconjuntos de Cn conteniendo el origen de Cn. Diremos

que A y B son equivalentes en 0 ∈ Cn si existe U una vecindad de 0, tal que A∩U = B∩U .
Esta relación es de equivalencia y las clases de equivalencia son llamados germen de un

conjunto. Denotaremos a la clase de equivalencia de un conjunto A como A.
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Sea f ∈ On un germen de función analítica en 0 ∈ Cn y f : (Cn,0) → (C, f(0))
un representante de f con dominio U . Denotaremos por V(f) al germen conjunto

{z ∈ U : f(z) = 0}. De�namos ahora cómo un germen f ∈ On se anula sobre un germen

de un conjunto.

De�nición 1.6.5. Si f ∈ On y V el germen de un conjunto. Diremos que f se anula en

V si V ⊂ V(f).

De�nición 1.6.6. Sea V el germen de un conjunto, diremos que V es el germen de una

variedad analítica, si existen gérmenes de funciones f1, . . . , fk ∈ On tal que

V = V(f1) ∩ · · · ∩V(fk).

El conjunto V = V(f1) ∩ · · · ∩ V(fk) muchas veces es escrito como V(f1, . . . , fk) o bien

por {f1 = 0, f2 = 0, . . . , fk = 0}.

Observación 1.6.7. Si f1 y f2 son representantes del germen f los dominio U1 y U2

respectivamente, entonces los conjuntos {z ∈ U1 : f1(z) = 0} y {z ∈ U2 : f2(z) = 0} son

equivalentes, además la unión e intersección de dos gérmenes de conjuntos son también

gérmenes de conjuntos.

Sea f un elemento en M ⊂ On y f su respectivo representante, la ecuación f = 0

de�ne un subconjunto de un abierto de Cn. Este conjunto que son los ceros de la función

holomorfa f es llamado hipersuper�cie analítica (y de�ne una subvariedad analítica). Si

cambiamos de representante de f , obtenemos otro conjunto, pero ambos tienen el mismo

germen en el origen. Diremos que V (f) es un germen de hiper�cies analíticas. Si escribimos

f = fn1
1 .fn2

2 ...fnk
k , obtenemos una descomposición de f = 0 como unión de gérmenes de

hiper�cies irreducibles fj = 0. Podemos de�nir a partir de ello un ideal de gérmenes en el

origen.

De�nición 1.6.8. Sea V el germen de una variedad analítica en 0, diremos que el

conjunto denotado por I(V) es un ideal de V si I(V) = {f ∈ On : f se anula en V}

Proposición 1.6.9. Con las notaciones de la de�nición 1.6.8, el conjunto I(V) es un

ideal del anillo On. Además dado A ⊂ On entonces
⋂
f∈A

V(f) es un germen de variedad

analítica.

Demostración. Ver página 87 en[GR09].

En la proposición 1.8.4 mencionamos propiedades importantes de estos ideales. El par

(V,0) denota al germen de un conjunto analítico (variedad analítica) en el origen de Cn.

El espacio máximo que lo contiene, como un germen, se denota por (Cn, 0) y podemos

escribir como

(V,0) ⊂ (Cn,0).
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Diremos que (V,0) es regular si V = V (f1, f2, ..., fk) y si la matriz jacobiana

J(f1, f2, . . . , fk)(0) =


∂f1
∂z1

(0) . . . ∂f1
∂zn

(0)
...

...
∂fk
∂z1

(0) . . . ∂fk
∂zn

(0)


es de rango k. Dicho de otro modo

(V,0) = (φ = 0),

donde φ es la sumersión (Cn, 0) → (Ck, 0) dada por φ = (f1, f2, . . . , fk). Luego

notamos que si φ es un cambio de coordenadas locales podemos suponer que f1 = z1,

f2 = z2, . . . , fk = zk, luego

V = (z1 = z2 = · · · = zk = 0).

Además, se tiene que la dimensión de (V, 0) es n− k.

De�nición 1.6.10. Diremos que una subvariedad analítica V ⊂ Cn es suave o lisa si

para cada punto p ∈ V , V = V (f1, ..., fk) (dada como en la de�nición 1.4.17) y la matriz

jacobiana

J(f1, f2, . . . , fk)(p) =


∂f1
∂z1

(p) . . . ∂f1
∂zn

(p)
...

...
∂fk
∂z1

(p) . . . ∂fk
∂zn

(p)


es de rango k.

Un teorema importante en geometría analítica es el teorema de los ceros de Hilbert-

Ruckert, el cual se enuncia a continuación.

Teorema 1.6.11. Si I es un ideal de On y V = V(I), entonces el ideal de funciones que

se anulan sobre V, I(I), es igual a la raíz de I, denotado
√
I, es decir

I(V(I)) = {f ∈ On : f |V = 0} =
√
I :=

{
f ∈ On : fk ∈ I, para algún entero positivo k

}
.

Demostración. Ver página 88 en [GR09]

Diremos que (V,0) es irreductible si
√
I es primo; en general, si

√
I = i1∩i2∩ ...∩ik es

la descomposición primaria de
√
I (ver [Ati20]), la descomposición de V en componentes

irreducibles es dada por

V = V(i1) ∪V(i2) ∪ · · · ∪V(ik).
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En el caso de un germen de hiper�cies V(f) donde f se descompone en sus componentes

irreducibles f = fn1
1 fn2

2 . . . fnk
k , se tiene

V(f) = V(f1f2 . . . fk) = V (f1) ∪V(f2) ∪ · · · ∪V(fk),

y cada V(fj) es irreducible con multiplicidad nj. Cuando nj = 1 para todo j, diremos que

f es reducible.

A continuación presentamos algunas propiedades que relacionan una variedad analítica

con sus ideales

Proposición 1.6.12. Sean V1 y V2 dos gérmenes de conjuntos analíticos, entonces se

cumple las siguientes propiedades

i) Si V1 ⊆ V2 entonces I(V2) ⊆ I(V1),

ii)
√

I(V) = I(V),

iii) si I1 ⊆ I2 ⊆ On son ideales entonces
⋂
f∈I2

V(f) ⊆
⋂
f∈I1

V(f),

iv) si I es un ideal de On, entonces V (I) = V (
√
I),

v) V (I(A)) es la variedad más pequeña que contiene al germen de conjunto A.

Demostración. Ver página 88 en [GR09]

De�nición 1.6.13. Sea M una variedad compleja y A un germen de un conjunto en

p ∈ M . Diremos que A es un germen de variedad lisa si existe un representante A de A

que sea una subvariedad holomorfa lisa de M que contenga a p.

Lema 1.6.14. Si A es un germen en p ∈M de subvariedad analítica lisa, dado como en

la de�nición 1.6.10 y de dimensión r, entonces existen coordenadas locales en torno de p

(φ,U) tal que

A = V (z1) ∩ · · · ∩ V (zn−r).

Demostración. Sea A un representante deA de dimensión r, con p ∈ A. Del teorema1.4.15

existen coordenadas locales ((z1, ..., zn), U) entorno de p tal que

A ∩ V = {q ∈ V : z1(q) = · · · = zn−r(q) = 0},

por lo tanto A = V (z1) ∩ · · · ∩ V (zn−r).
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1.7 Gérmenes de variedades invariantes por gérmenes

de campos vectoriales

En este sección presentamos los conceptos de gérmenes de variedades invariantes por

gérmenes de campos de vectores.

Salvo se especi�que lo contrario, de aquí en adelante, consideremos a M una variedad

analítica de dimensión n y p ∈ M . A cada campo de vectores analítico X de�nido en

M , le podemos asociar un �ujo maximal, denotado por ϕX . Este �ujo es único sobre un

dominio maximal ΩX , tal que

� ϕX(0,p) = p para todo p ∈M ,

�
∂
∂t
ϕX(t,p) = X(ϕX(t,p)); para todo (t,p) ∈ ΩX .

A continuación de�nimos conjunto invariante por un campo de vectores X.

De�nición 1.7.1. Un subconjunto A de M es localmente invariante por un campo de

vectores analíticos X si para cada q ∈ A existe ϵ > 0 tal que si t ∈ Dϵ (el disco de radio

ϵ centrado en 0) entonces ϕX(t,q) está de�nido y ϕX(t,q) ∈ A.

Figura 1.3: Subconjunto localmente invariante

En otras palabras para todo q ∈ A, la curva integral de X pasando por q está

enteramente contenida en A. Esta curva, por cómo está de�nida, resuelve un problema

de Cauchy y por ello es única. Además, si A fuese una subvariedad analítica de M e

invariente por X equivale a que X induzca un campo de vectores sobre A, esto lo vemos

en las siguiente proposición. Por simplicidad nos referiremos a subvariedad analítica como

subvariedad.

Proposición 1.7.2. Una subvariedad A es invariante por un campo de vectores X sobre

M si y solo si para todo q ∈ A, X(q) ∈ TqA.
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Demostración. Supongamos que A es una subvariedad invariante por el campo X. Por

hipótesis, dado q ∈ A existe ϵ > 0 tal que si t ∈ Dϵ entonces ϕX(t,q) ∈ A. Sea γ : Dϵ →M

dada por γ(t) = ϕX(t,q) una curva contenida en A tal que γ(0) = q. Observe que

γ′(0) =
∂ϕX

∂t
(0,q) = X(q),

esto prueba que X(q) ∈ TqA. Recíprocamente si X(q) ∈ TqA para todo q ∈ A, entonces

la restricción de X|A es un campo de�nido en A, este campo induce un �ujo ϕX|A tal que

para q ∈ A

∂ϕX|A
∂t

(t,q) = X|A(ϕX|A(t,q)) = X(ϕX|A(t,q)), ϕX|A(0,q) = q.

Luego por unicidad de �ujos ϕX(t,q) = ϕX|A(t,q) ∈ A, esto prueba que A es invariante

por el campo X.

En término de gérmen de un conjunto invariante por un por un germen de campo de

vectores X viene dado por la siguiente de�nición.

De�nición 1.7.3. Sea A un germen de conjunto en p ∈M y X un germen de campo de

vectores en p. Diremos que A es invariante por X si existe un representante A de A y un

representante X de X de�nido en A tal que A es un conjunto invariante por X.

Recordemos que si p es un punto regular del germen de campo de vectores X entonces,

gracias el teorema 1.5.6 (de recti�cación), su campo representante se puede identi�car,

localmente, como un campo constante. Por este motivo nos centraremos en puntos

singulares de X.

Ejemplo 1.7.4. Consideremos la curva h : C → C2 dada por h(x) = (h1(x), h2(x)) tal

que h1(x) = h2(x) = x2. Sea el conjunto

A = {(x, y, z) ∈ C3 : y = x2, z = x2}.

Vemos que A es la grá�ca de h que contiene al origen de C3. Consideremos a U una

vecindad abierta de 0 ∈ C3 y las funciones holomorfas f1, f2 : U ⊂ C3 → C, tal que
f1(x, y, z) = z − x2 y f2(x, y, z) = y − x2. Vemos que f1(0) = f2(0) = 0 y la matriz

jacobiana J (f1, f2) tiene rango 2, luego 0 es un valor regular de f1 y f2. Por lo tanto del

teorema 1.4.19, A = f−1
1 (0)∩f−1

2 (0) es una subvariedad holomorfa lisa de U . Consideramos

al campo X = ∂
∂x

+ 2x ∂
∂y

+ 2x ∂
∂z
. Se tiene que X(0) = 0 y si q ∈ A, X(q) ∈ TqA, luego

de la proposición 1.7.2 A es invariante por X.

Ahora determinemos en general la existencia de una subvariedad invariante por X

como la grá�ca de una función analítica.
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Proposición 1.7.5. Sea X un campo de vectores analíticos en M con una singularidad

en p y A una subvariedad analítica de M que contiene a p. Sea (φ,U) una carta local de

M en p, con φ = (x, y), H = (h1, ..., hn−r) una función analítica de�nida en una vecindad

en 0 ∈ Cr tal que H(0) = 0. Si X, en estas coordenadas, está de�nido por

X =
r∑

i=1

vi
∂

∂xi
+

n−r∑
j=1

wj
∂

∂yi
, (1.13)

entonces la variedad analítica A = φ−1(Gr(H)) es invariante por X si y solo si para todo

q ∈ A

wj(q) =
n−r∑
i=1

∂(hj ◦ x)
∂xi

(q)vi(q), (1.14)

donde Gr(H) es la grá�ca de H.

Demostración. Consideremos una aplicación analítica H = (h1, ..., hn−r) : Ṽ ⊆ Cr →
Cn−r de�nida en una vecindad Ṽ ⊆ Cr de 0 ∈ Cr tal que H(0) = 0. Siendo H analítica

entonces H es continua en el origen y para Ṽ necesariamente pequeño, la grá�ca de h

dado por

Gr(H) = {(a1, ..., ar, H(a1, ..., ar) ∈ Cr × Cn−r)/(a1, ..., ar) ∈ Ṽ },

está contenido en φ(V ).

Figura 1.4: Subvariedad analítica lisa de M

Entonces la función f = y− h ◦ x : V → Cn−r tiene componentes cuyas derivadas son

linealmente independiente sobre el abierto U = {q ∈ U : x(q) = hj}, luego 0 ∈ Cn−r es

un valor regular de cada componente. Del teorema 1.4.19 cada f−1(0) es una subvariedad

analítica lisa de M de dimensión r entonces

A = φ−1(Gr(H)) = {q ∈ U : yi = hj(x(q)), j = 1, ..., n− r} =
n−r⋂
i=1

f−1(0)

es una subvariedad analítica lisa de dimensión r que contiene a p. Luego para cada q ∈ A

el espacio tangente TqA está generado por los vectores ∂
∂xi

∣∣∣
q
+
∑n−r

i=1
∂(hj◦x)

∂xi
(q) ∂

∂yj

∣∣∣
q
para
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i = 1, ..., r. Por la proposición 1.7.2, A es invariante si y solo si X(q) ∈ TqA, de la ecuación

(1.13) tenemos una razón entre los coe�cientes, es decir

vi(q)

1
=

wj∑n−r
i=1

∂(hj◦x)
∂xi

(q)
∀j = 1, ..., n− r,

esto equivale a

wj(q) =
n−r∑
i=1

∂(hj ◦ x)
∂xi

(q)vi(q), para q ∈ A, j = 1, ..., n− r.

Si expresamos la ecuación (1.14) en las coordenadas de x (podemos identi�car a las

coordenadas locales en Cr), para cada x ∈ Ṽ se tiene

wj(x, H(x)) =
n−r∑
i=1

∂(hj ◦ x)
∂xi

vi(x, H(x)). (1.15)

Sea I un ideal de OM,p y X un germen de campo de vectores analítico en p, entonces

denotamos al conjunto X(I) como el conjunto dado por X(I) = {X(f) : f ∈ OM,p}.

De�nición 1.7.6. Sea X un germen de campo de vectores analítico en p. Un ideal I de

OM,p se dice invariante por X si X(I) ⊆ I.

En la de�nición 1.7.6 se entenderá que X(I) ⊆ I si existen un abierto U ⊂ M que

contiene p, un representante X de X tal que para cada representante f : U → C de f ∈ I

X(f) es un representante de X(f) con X(f) ∈ I.

Proposición 1.7.7. Sea I un ideal de OM,p y X un germen de campo de vectores en M .

Sea V(I) =
⋂
f∈I

V(f) invariante por X entonces X(I) ⊆ X(
√
I) ⊆

√
I. En particular, si

I es un ideal radical entonces X(I) ⊆ I.

Demostración. Teniendo en cuenta las propiedades dadas en la proposición 1.6.12,V(I) =

V(
√
I) y como

√
I es �nitamente generado, podemos escribir

√
I = (f1, . . . , fm), entonces

existe un abierto U de M conteniendo a p y representantes analíticos f1, . . . , fm : U → C
de los gérmenes f1, . . . , fm tal que el conjunto de los ceros A = {q ∈ U : f1(q) = · · · =
fm(q) = 0} es un representante de V(

√
I). Como V(

√
I) es invariante por X entonces

A es invariante por X, donde X es un representante de X en U . Entonces para cada

q ∈ A existe ϵ > 0 tal que si |t| < ϵ entonces ϕX(t,q) ∈ A. De la de�nición del conjunto

A, fi(ϕX(t,q)) = 0 para todo i = 1, . . . ,m. Derivando la ecuación para cada i en t y

evaluando en 0, X(fi)(q) = 0. Esto prueba que

A ⊆ {q ∈ U : X(f1)(q) = · · · = X(fm)(q) = 0}.
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A partir de esto tenemos, en el caso de gérmenes,

V(I) ⊆ V(X(f1), . . . ,X(fm)),

de la proposición 1.6.12

I(V(X(f1), . . . ,X(fm))) ⊆ I(V(I)).

Por lo tanto, del teorema 1.6.11, X(fi) ∈
√
I además como los fi ∈

√
I entonces

X(
√
I) ⊂

√
I, esto prueba la igualdad de conjuntos.

En general el recíproco de la proposición 1.7.7 no se cumple, salvo que V(I) sea un

germen de una subvariedad lisa.

Proposición 1.7.8. Sea A un germen en p ∈ M de subvariedad holomorfa lisa de

dimensión r de M y X un germen de campo de vectores analítico en p. Entonces A

es invariante por X si y solo si I(A) es invariante por X.

Demostración. Supongamos que A invariante por X entonces de la proposición 1.6.12

I(A) es un ideal radical. Luego de la proposición 1.7.7 I(A) es invariante por X.

Recíprocamente si I(A) es invariante por X, X(I(A)) ⊆ I(A) entonces del lema 1.6.14

existen coordenadas locales ((z1, . . . , zn), V ) tal que

I(A) = V (z1) ∩ · · · ∩ V (zn−r).

Del teorema 1.6.11 I(A) es �nitamente generado, es decir I(A) = (z1, . . . , zn). Además

A está representado por

A = {q ∈ V |z1(q) = · · · = zn−r(q) = 0}.

Si q ∈ A entonces TqA =

(
∂

∂zn−r+1

∣∣∣
q
, . . . , ∂

∂zn

∣∣∣
q

)
, además X se escribe localmente en V

como

X =
n∑

i=1

X(zi)
∂

∂zi

para i = 1, . . . , r. Como I(A) es invariante por X, X(zi) ∈ (z1, . . . , zn−r) para cada

i = 1, . . . , r, luego X(zi)(q) = 0 para todo q ∈ A e i = 1, . . . , n− r. Entonces

X(q) =
n∑

j=n−r+1

X(zj)(q)
∂

∂zj
|q ∈ TqA.

Del teorema 1.7.2 A es invariante por X, entonces A es invariante por X.
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1.8 Variedades invariantes formales por gérmenes de

campos vectoriales

En esta sección presentamos una caracterización de ideales formales, respecto a la

invarianza por medio de gérmenes de campo de vectores, los conceptos aquí expuestos

son obtenidos de [CCD13] y [GR09].

Sea f ∈ ÔM,p, un germen de serie formal en p ∈ M , el diferencial de f en p está

dado por df(p) = f − f(p) + m̂2 ∈ m̂p/m̂
2
p el cual es identi�cado con m̂p/m̂

2
p = T ∗

pM .

Fijando las coordenadas locales (φ = (x1, ..., xn), U) (que abreviaremos por (φ,U) ), sea

f ∈ C[[x1, ..., xn]] un representante de f , df(p) en estas coordenadas está representada

por
∂f

∂x1
(p)dx1 + ...+

∂f

∂xn
(p)dxn ∈ T ∗

pM.

Sea X un germen de campo holomorfo en p ∈ M , con p un punto singular de X,

entonces X : OM,p → OM,p se extiende de manera única a ÔM,p, cuya notación seguirá

siendo X.

De�nición 1.8.1. Sea Î el ideal de ÔM,p yX un germen de un campo de vectores analítico

en p. El ideal Î, se denomina invariante por X si X(Î) ⊂ Î.

Observación 1.8.2. Bajo la notación de la de�nición 1.8.1, si u ∈ ÔM,p \m̂p es una unidad

entonces Î ∈ ÔM,p es invariante por X si y solo si Î es invariante por uX.

De�nición 1.8.3. SeaX un germen de campo de vectores analíticos en p e ideal Î ⊂ ÔM,p

invariante por X. Diremos que Î es una variedad lisa formal invariante por X si existen

elementos f1, . . . , fn−r ∈ Î tal que Î = (f1, . . . fn−r) y df1(p), . . . , dfn−r(p) son linealmente

independientes.

Lema 1.8.4. Teniendo en cuenta las notaciones en la de�nición anterior si r = 0

entonces Î = m̂p.

Demostración. Observe que no se ha considerado el caso en que n = r en la de�nición pues

en ese caso el único ideal invariante por X es Î = (0). Por otro lado, si r = 0 consideremos

(φ,U) una carta coordenada de M entorno de p. Como Î tiene n generadores, existen

f1, v, fn series formales representantes de los generadores, que se anulan en 0 y sus partes

lineales son linealmente independientes. Luego por el teorema de la función inversa el

homomor�smo
C[[x1, ..., xn]] → C[[x1, ..., xn]]

xi 7→ fi,

es un automor�smo. Entonces (f1, . . . , fn) = (x1, . . . , xn) esto equivale a Î = m̂p.
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Proposición 1.8.5. Sea X un germen de campo de vectores holomorfo en p ∈ M .

Si Î es un germen de variedad lisa formal invariante por X de dimensión r, entonces

existen coordenadas locales ((x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r), U) de M en p y las series formales

h1, . . . , hn−r ∈ C[[x1, ..., xn]] representantes de h1, . . . ,hn−r en Î, tales que:

Î = (y1 − h1, . . . , yn−r − hn−r).

Demostración. Por hipótesis, Î es un ideal en ÔM,p y existen elementos f1, . . . , fn−r, tal

que Î = (f1, . . . , fn−r) y los df1(p), . . . , dfn−r(p) son linealmente independientes. Probemos

el resultado por inducción sobre n− r.

� Sea n− r = 1, Î = (f1), df1 ̸= 0 y (z1, . . . , zn) las coordenadas locales en p. Si f1 es

la serie formal que representa a f1 en estas coordenadas, entonces

∂f1
∂z

(0) =

(
∂f1
∂z1

(0),
∂f1
∂z2

(0), . . . ,
∂f2
∂zn

(0)

)
̸= (0, 0, . . . , 0).

Supongamos que

∂f1
∂zi

(0) = α ̸= 0, para algún i = 1, . . . , n = r + 1.

Cambiando f por α−1f , se obtiene

∂f1
∂z

(0) ̸= (0, . . . , 1, 0, . . . , 0).

Si reordenamos las coordenadas, de tal manera que para (x1, . . . , xr, y1)

∂f1
∂z

(0) ̸= (0, . . . , 0, 1),

entonces f1 es regular de orden 1 en la variable y1. Del teorema de preparación de

Weierstrass, existen u1 ∈ C[[x1, . . . , xr, y1]], con u1(0) ̸= 0, a1 ∈ C[[x1, ..., xr]] únicos
tales que

f1 = u1(y1 + a1),

haciendo h1 = −a1 ∈ C[[x1, ..., xr]], tenemos la siguiente forma

f1 = u1(y1 − h1),

tales que u1 es una unidad, (f1) = (y1 − h1) luego Î = (y1 − h1).

� Supongamos ahora que el resultado cumple para n − r − 1, probaremos que se

cumple para n − r. Se tiene entonces que Î = (f1, . . . , fn−r) y df1(p), . . . , dfn−r(p)

son linealmente independiente. Sean (z1, . . . , zn), las coordenadas locales en p

y f1, . . . , fn−r las series formales representantes de f1, . . . , fn−r, respectivamente.

De la independencia lineal de los diferenciales, la matriz jacobiana ∂(f1,...,fn−r)
∂(z1,...,zn)

(0)

tiene rango n − r. Buscamos nuevos generadores a partir de la combinación

lineal de los f1, . . . , fn−r para obtener una reordenación de las coordenadas locales

(x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) en p tal que

39



∂(f1, . . . , fn−r)

∂(x1, . . . , yn−r)
(0) =


0 0 · · · 1 0 · · · 0

0 0 · · · 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 1


n−r×n

= [0n−r×rIn−r] ,

donde 0n−r×r es la matriz nula de orden n− r× r y In−r es la matriz identidad de orden

n− r. Esto implica que para cada i = 1, . . . , n − r, fi es una serie regular de orden 1 en

la variable yi pero como ∂fi
∂yj

(0) = 0 para i ̸= j entonces fi tiene orden mayor o igual a 2,

como serie en yj.

Del teorema de división de Weierstrass, para cada fi, con i = 2, . . . , n − r, existen

qi ∈ C[[x1, ..., xr, y1, ...yn−r]] y ri ∈ C[[x1, . . . , xr, y2, . . . , yn−r]] únicos, tal que fi = f1qi+ri.

Siendo cada fi regular de orden 1 en la variable yi y
∂f1
∂yi

(0) = 0, tenemos

∂fi
∂yi

(0) =
∂f1
∂yi

(0)qi(0) + f1(0)
∂qi
∂yi

(0) +
∂ri
∂yi

(0) =
∂ri
∂yi

(0) ̸= 0.

Luego ri es una serie regular de orden 1 en la variable yi. También para j = 2, . . . , n− r

con j ̸= i se tiene que el orden es mayor o igual a 2. A partir de esto

∂(r2, . . . , rn−r)

∂(y2, . . . , yn−r)
(0) = In−r

esto quiere decir que los diferenciales dr2(p),. . . ,drn−1(p) son linealmente independiente.

Considerando el ideal I ′ = (r2, . . . , rn−r) en C[[x1, . . . , xr, . . . , y1, . . . , yn−r]], se tiene

n − r − 1 generadores de I ′. De la hipótesis inductiva, existen series h2, . . . , hn−r en

C[[x1, ..., xr, y1, ...yn−r]] tales que

I ′ = (r2, . . . , rn−r) = (y2 − h2, . . . ,yn−r − hn−r).

Entonces Î = (f1, . . . , fn−r) = (f1,y2 − h2, . . . ,yn−r − hn−r). Siendo f1 regular de orden 1

en y1, podemos escribir f1 = u1(y1 − ρ(x, y2, . . . , yn−r)) con u1 ∈ C[[x1, ..., xr, y1, ...yn−r]]

y u1(0) ̸= 0. Del teorema de división de Weierstrass, efectuamos divisiones sucesivas al

polinomio α

ρ(x, y2, . . . , yn−r) = (y2 − h2(x))q2 + β2(x, y3, . . . , yn−r)

β2(x, y3, . . . , yn−r) = (y3 − h3(x))q3 + β3(x, y3, . . . , yn−r)
...

...
...

βn−r−1(x, yn−r) = (yn−r − hn−r(x))qn−r + βn−r(x),

hacemos βn−r = h1 y a partir de esto obtenemos

Î = (y1 − h1,y2 − h2, . . . ,yn−r − hn−r),

esto prueba el resultado.
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Observación 1.8.6. En la prueba de la proposición 1.8.5 los hi ∈ C[[x1, . . . , xr]] obtenidos,
satisfacen hi(0) = 0, debido a que yi − hi ∈ m̂p. Además, las series hi determinan la

invarianza de Î por X, esta a�rmación es justi�cada por la siguiente proposición.

Proposición 1.8.7. Sean X un germen de campo de vectores analítico en p ∈ M .

El ideal Î ⊂ OM,p es invariante por X si y solo si existen coordenadas locales

((x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r), U) de M en p y series formales h1, . . . , hn−r ∈ C[[x1, ..., xn]]
representantes de h1, . . . ,hn−r en Î, tales que

X(yi − hi)(x, h1, . . . , hn−r) = 0 para i = 1, . . . , n− r.

Demostración. Sea Î invariante por X entonces existe un cambio de coordenadas locales

(φ = (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r)) de M centrada en p y series formales h1, . . . , hn−r ∈
C[[x1, ..., xr]] tales que

Î = (y1 − h1, . . . ,yn−r − hn−r).

Como X(Î) ⊂ Î para cada yi − hi existen αi,1, . . . , αi,n−r ∈ C[[x1, ..., xr, y1, ...yn−r]] tales

que

X(yi − hi) = αi,1(y1 − h1) + · · ·+ αi,n−r(yn−r − hn−r) =
n−r∑
j=1

αi,j(yj − hj),

donde X es un representante de X. Evaluando en (x, hi), X(yi − hi)(x, hi) = 0, esto

prueba la condición necesaria.

Probemos la condición su�ciente. Supongamos que para cada i = 1, . . . , n− r,

X(yi − hi)(x, hi) = 0.

Como la serie yj − hj es regular de orden 1 por el teorema de división de Weierstrass

existen αi,j tales que

X(yi − hi) = (y1 − h1(x))αi,1 + βi,1(x, y3, . . . , yn−r),

βi,1(x, y3, . . . , yn−r) = (y2 − h2(x))αi,2 + βi,2(x, y3, . . . , yn−r),
...

...
...

βi,n−r−1(x, yn−r) = (yn−r − hn−r(x))αi,n−r + βi,n−r(x).

Luego X(yi − hi) =
∑n−r

j=1 (yj − hj)αi,j + βi,n−r(x), evaluando en (x, hi) se tiene

X(yi − hi)(x, h1, . . . , hn−r) = βi,n−r(x).

Como X(yi − hi)(x, h1, . . . , hn−r) = 0, luego βi,n−r(x) = 0. Por tanto

X(yi − hi) =
n−r∑
j=1

(yj − hj)αi,j
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Esto prueba que Î es invariante por X.

Teniendo en cuenta las coordenadas locales (φ = (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r), U), el

campo de vectores X se puede escribir en estas coordenadas de la siguiente forma

X =
r∑

j=1

vj
∂

∂xj
+

n−r∑
l=1

wl
∂

∂yl
.

Sea y = h(x) = (h1(x), . . . , hn−r(x)) ∈ C[[x1, ..., xr]]n−r, una serie de potencias formales,

entonces X(yi − hi)(x, h) = 0, es decir

r∑
j=1

(vi ◦ φ−1)(x, h(x))
∂(yi − hi)

∂xj

(
φ−1(x)

)
+

n−r∑
l=1

(
wl ◦ φ−1

)
(x, h(x))

∂(yi − hi)

∂yl
(x) = 0.

Como ∂yi
∂xj

= 0 para todo j = 1, . . . , r, ∂yi
∂yl

= 0 si i ̸= l, y ∂yi
∂yl

= 1 si i = l, la igualdad

anterior queda de la siguiente forma

−
r∑

j=1

(vi ◦ φ−1)(x, h(x))
∂(hi)

∂xj

(
φ−1(x)

)
+
(
wi ◦ φ−1

)
(x, h(x)) = 0.

Entonces para cada i = 1, . . . , n− r, obtenemos la siguiente ecuaciones:(
wi ◦ φ−1

)
(x, h(x)) =

r∑
j=1

∂hi
∂xj

(x)(vi ◦ φ−1)(x, h(x)). (1.16)

Estas ecuaciones se entienden como la igualdad entre series de potencias y siX es analítico

entonces las funciones vi ◦φ−1 y wi ◦φ−1 son analíticas y se pueden expresar como series

de potencias convergentes alrededor de 0. La ecuación (1.16) determina la ecuación en

series formales de la ecuación (1.14) dada en la proposición 1.7.5.

Recordar que si tenemos �jas las coordenadas locales podemos identi�car los wi ◦φ−1

con wi(x, h(x)) igual con los demás términos. También las ecuaciones dadas en (1.16) se

pueden expresar como un sistema matricial de ecuaciones de la siguiente forma

∂h

∂x
=
∂(h1, . . . , hn−r)

∂(x1, . . . , xr)
∈M(n−r)×r(C[[x1, ..., xr]]),

donde h = (h1, . . . , hn−r). Sean v = (v1, . . . , vr) ∈ C{x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r}r y

w = (w1, . . . , wn−r) ∈ C{x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r}n−r, luego se tiene la siguiente ecuación

matricial
∂h

∂x
(x)v(x, h(x)) = w(x, h(x)). (1.17)

Observación 1.8.8. Sea h = (h1, . . . , hn−r) ∈ C[[x1, ..., xr]]n−r cumpliendo la ecuación

(1.17). De la proposición 1.8.5 y 1.8.7, las series formales y1−h1, . . . , yn−r −hn−r generan

un ideal en C[[x1, ..., xr, y1, ...yn−r]] correspondiente al germen Î de una variedad lisa formal

invariante por X.

42



A continuación de�nimos el espacio tangente a un germen de una variedad invariante

Î, usando el teorema de la función implícita.

De�nición 1.8.9. Sea X un germen de campo de vectores analítico en torno de p ∈M e

Î un germen de variedad invariante formal de X. De�nimos el espacio tangente a Î como

el subespacio TpÎ de TpM , de�nido por

TpÎ =
⋂
f∈Î

ker (df(p)) .

Lema 1.8.10. Sean los f1, . . . , fn−r ∈ Î generadores de Î dados como en la de�nición

1.8.9, entonces

TpÎ =
n−r⋂
i=1

ker dfi(p).

Demostración. Siendo los f1, . . . , fn−r generadores de Î entonces existen funciones

formales g1, . . . ,gn−r en p tal que f =
∑n−r

i=1 gifi y df(p) =
∑n−r

i=1 gi(p)dfi(p). Luego

∩n−r
i=1 ker(dfi(p)) ⊂ ker(df(p)) para todo f ∈ Î, esto prueba que

n−r⋂
i=1

ker(dfi(p)) ⊂
⋂
f∈Î

ker(df(p)) = TpÎ .

La otra inclusión se obtiene por de�nición de TpÎ, es decir

TpÎ =
⋂
f∈Î

ker(df(p)) ⊂ ker(dfi(p)),∀i = 1, . . . , n− r.

Siendo los dfi(p) linealmente de independiente, entonces dimTpÎ = r.

Observación 1.8.11. Si los y1 − h1, . . . ,yn−r − hn−r son los generadores de Î dado en la

proposición 1.8.5, entonces TpÎ se identi�ca con el subespacio generado por

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

+
n−r∑
j=1

∂hj
∂xi

(0)
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

, i = 1, . . . , r.
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Capítulo 2

Teorema de Briot-Bouquet

En este capítulo presentamos el teorema de Briot-Bouquet. Este resultado permite

encontrar, en dimensión 2, variedades analíticas y formales invariantes por gérmenes

de campos de vectores analíticos en torno de puntos singulares simples. Esto se logra

a partir de las condiciones de los autovalores de la parte lineal del representante del

germen de campo vectorial. Además, estas variedades son tangentes a los correspondientes

autoespacios. Una aplicación relevante del teorema de Briot-Bouquet es dado en el teorema

de reducción de singularidades de Camacho-Sad [CS82].

2.1 Existencia de variedades invariantes por campo de

vectores en dimensión 2

Consideremos en esta sección que la dimensión de M es 2. Si X es un germen de campo

de vectores en torno a p ∈ M y ((x, y), U) una carta coordenada de M en p tal que en

estas coordenadas

X = a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y
. (2.1)

De la observación 1.8.8, si existe h ∈ C[[x]] tal que

a(x, h(x))
dh

dx
= b(x, h(x)), (2.2)

entonces, la serie formal y − h genera un ideal en C[[x, y]] correspondiente al germen Î

de una variedad lisa invariente por X. Debemos probar la existencia de una serie formal

h para probar la existencia de un germen de variedades invariante por un germen de

campo de vectores. A estas variedades lisas formales de dimensión 1 se denominan curvas

formales lisas invariantes por X.

Los conceptos y resultados que a continuación se presentan son adoptados de [CCD13].
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De�nición 2.1.1. Si X es un germen de campo de vectores analítico en torno a p ∈M

y ((x, y), U) una carta coordenada de M en p tal que en estas coordenadas

X = a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y
. (2.3)

Decimos que p es una singularidad simple de X si la matriz(
∂a
∂x
(0) ∂a

∂y
(0)

∂b
∂x
(0) ∂b

∂y
(0)

)

tiene valores propios no todos nulos λ y µ tales que si λ ̸= 0 entonces µ/λ /∈ Q+.

Bajo las condiciones de la de�nición anterior tenemos que si p es una singularidad

simple de X entonces para todo q ∈ N tenemos µ
λ
̸= 1

q
. Esto equivale a que qµ− λ ̸= 0 o

también que |qµ− λ| > 0. Más adelante generalizaremos esta relación.

Teniendo en cuenta la de�nición 2.1.1 los valores propios de la parte lineal de X, DpX

no depende de las coordenadas elegidas.

A continuación presentamos la existencia de curvas formales invariantes por gérmenes

de campos de vectores.

Teorema 2.1.2. Sea M una variedad compleja de dimensión 2, p ∈ M y X un germen

en p de campo de vectores analítico. Si p es una singularidad simple de X, entonces para

cada autovalor de la parte lineal DpX existe una única curva lisa formal invariante por

X tal que su espacio tangente en p es el autoespacio del autovalor correspondiente.

Demostración. Sean λ y µ los correspondientes autovalores de DpX, como p es una

singularidad simple de X entonces λ ̸= 0, µ
λ
/∈ Q+. Podemos elegir a la carta coordenada

de M centrada en p ((x, y), U) tal que

DpX =

(
λ 0

0 µ

)
.

Luego el autoespacio correspondiente a λ es generado por ∂
∂x

∣∣
p
. Además, en estas

coordenadas si X es un representante de X, podemos escribir

X = (λx+ f(x, y))
∂

∂x
+ (µy + g(x, y))

∂

∂y
,

donde f y g son convergentes en x e y con ordenes mayor que 1. Nuestro objetivo

es encontrar h ∈ C[[x]] tal que y = h(x) resuelve la ecuación (2.2), y al aplicar la

proposición 1.8.5 se prueba la existencia de Î, subvariedad invariante por X. En efecto, si

h(x) =
∑+∞

n=1 hnx
n, reemplazando en (2.2)

(λx+ f(x, h(x)))
dh

dx
= µh(x) + g(x, h(x)),
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λx
dh

dx
+ f(x, h(x))

dh

dx
= µh(x) + g(x, h(x))

λx
dh

dx
− µh(x) = g(x, h(x))− f(x, h(x))

dh

dx
. (2.4)

λx

(
+∞∑
n=2

nhnx
n−1

)
− µ

(
+∞∑
n=1

hnx
n

)
= g(x, h(x))−

(
+∞∑
n=2

nhnx
n−1

)
f(x, h(x)).

−µh1x+
+∞∑
n=2

(λn− µ)hnx
n = g(x, h(x))−

(
+∞∑
n=2

nhnx
n−1

)
f(x, h(x)). (2.5)

La serie de la derecha de esta última igualdad tiene orden mayor o igual a dos, h1 = 0

entonces h(0) = 0 y h′(0) = 0, luego si existe la curva dada por y = h(x) con las

condiciones requeridas, esta es tangente al autoespacio

Eλ =

(
∂

∂x
+

d

dx
h(0)

∂

∂y

)
=

(
∂

∂x

)
.

Del lado derecho de la igualdad dada en (2.5), se puede expresar de manera más corta

como sigue

g(x, h(x)) =
∑
i+j≥2

gijx
i (h(x))j =

∑
i+j≥2

gijx
i

(
+∞∑
n=2

xn

)j

= g20x
2 +

+∞∑
n=2

g11hnx
n+1 +

+∞∑
n=4

(
g02

∑
r+s=n

hrhs

)
xn + . . .

Mediante un reordenamiento de índices podemos escribir

g(x, h(x)) =
∑
n≥2

Rn(h2, . . . , hn−1)x
n,

donde los Rn(h2, . . . , hn−1) son polinomios que dependen de los coe�cientes de g. De

manera análoga
dh

dx
f(x, h(x)) =

∑
n≥2

Rn(h2, . . . , hn−1)x
n.

Así la ecuación (2.4) queda

+∞∑
n=2

(λn− µ)hnx
n =

+∞∑
n=2

Pn(h2, . . . , hn−1).

Si comparamos los coe�cientes para n ≥ 2

(λn− µ)hn = Pn(h2, . . . , hn−1),
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donde los Pn son plinomios cuyos coe�cientes dependen de f y g. Como λ
µ
/∈ Q+ entonces

λ
µ
̸= 1

n
para todo entero positivo n, es decir λn− µ ̸= 0, así

hn =
Pn(h2, . . . , hn−1)

nλ− µ
∀n ≥ 2.

Obtenemos de esta forma los coe�cientes hn de forma recursiva, para todo n ≥ 2. Como f

y g son series convergentes entonces encontramos un único h ∈ C que resuelva la ecuación

(2.2) y por lo tanto la existencia de una única curva lisa formal invariante X dada por la

grá�ca de y = h(x) cuyo espacio tangente en p es Eλ = ( ∂
∂x
|p).

A continuación mostraremos que la curva obtenida en el teorema 2.1.2 es convergente,

siempre que los autovalores de DpX, λ, µ son tales que nλ−µ ̸= 0 y λ ̸= 0, esto se obtiene

a partir de un cambio de variable, que se denomina explosión, que mantiene invariante la

singularidad simple.

De�nición 2.1.3. SeaX un germen en p ∈M un campo de vectores sobreM y ((x, y), U)

las coordenadas locales de M en torno de p. Si en estas coordenadas un representante de

X es dado por

X = a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y
,

de�nimos la multiplicidad deX en p como νX = mı́n{ord0(a), ord0(b)}, donde ord0 denota
el orden de la serie en el origen.

Observación 2.1.4. Esta de�nición no depende de las coordenadas elegidas ni del germen

de X. Pues si X es otro representante de X, entonces existe una unidad u en ÔM,p|m̂p

tal que X = uX.

Lema 2.1.5. Sea X un germen en p de campo de vectores de�nido sobre M , νX ≥ 1,

((x, y), U) las coordenadas locales centradas en p y X un representante de X en U . Sea

Φ : x = x̃, y = x̃ỹ. Esta aplicación envía coordenadas (x, y) de U en entornos del origen

((x̃, ỹ), Ũ) de C2. Entonces se cumple las siguientes proposiciones:

1. Existe un único campo de vectores analítico X̃ en las coordenadas x̃, ỹ tal que

Φ∗(X) = x̃ν−1X̃,

2. y−h(x) es una curva lisa formal invariante por X si y solo si ỹ− h̃(x̃) es una curva

lisa formal invariante por X̃, tal que h̃(x̃) = h(x̃)
x̃
.

Demostración. 1. Supongamos que en las coordenadas locales ((x, y), U), X es dado

por

X = a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y
.
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Escribiendo a(x, y) y b(x, y) como suma de sus componentes homogéneas

a = a(ν) + a(ν+1) + · · ·

b = b(ν) + b(ν+1) + · · · ,

donde a(ν) ̸= 0 y b(ν) ̸= 0. Podemos elegir las coordenadas ((x, y), U) de tal manera

que, para n ≥ ν

a(n)(x, y) =
∏k

i=1(y − tix)
pi b(n)(x, y) =

∏k
j=1(y − sjx)

pj ,

donde ti, sj ∈ C∗ y n =
∑k

i=1 pi =
∑k

j=1 pj. Luego

Φ∗a(n)(x̃, ỹ) = a(n) ◦ Φ(x̃, ỹ) = a(n)(x̃, x̃ỹ) = x̃na(n)(1, ỹ),

Φ∗b(n)(x̃, ỹ) = b(n) ◦ Φ(x̃, ỹ) = x̃nb(n)(1, ỹ),

luego

Φ∗a(x̃, ỹ) = a ◦ Φ(x̃, ỹ) = x̃ν (aν(1, ỹ) + x̃aν+1(1, ỹ) + ...) = x̃ν ã(x̃, ỹ),

donde ã(x̃, ỹ) =
∑+∞

n=ν x̃
n−νa(n)(1, ỹ). Análogamente

Φ∗b(x̃, ỹ) = x̃ν b̃(x̃, ỹ),

donde b̃(x̃, ỹ) =
∑+∞

n=ν x̃
n−νb(n)(1, ỹ).

ã(x̃, ỹ) =
+∞∑
n=ν

x̃n−νa(n)(1, ỹ), b̃(x̃, ỹ) =
+∞∑
n=ν

x̃n−νb(n)(1, ỹ) ,

luego a(x̃, x̃ỹ) = x̃ν ã(x̃, ỹ), b(x̃, ỹ) = x̃ν b̃(x̃, ỹ).

Calculemos X(x̃, ỹ) a partir de Φ∗. En las cartas coordenadas ((x, y), U) entorno de

p. Tenemos

Φ(x̃, ỹ) = (x, y) = (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)) = (x̃, x̃ỹ),

luego

Φ−1(x, y) = (x(x̃, ỹ), y(x̃, ỹ)) =
(
x,
y

x

)
,

tomando el diferencial

DΦ−1(x, y) =

(
1 0

− y
x2

1
x

)
.

Sea q = (x̃, ỹ), entonces p = Φ(q) = (x̃, x̃ỹ) además

DΦ−1(p) =

(
1 0

− x̃ỹ
x̃2

1
x̃

)
=

(
1 0

− ỹ
x̃

1
x̃

)
.
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Aplicando a X

DΦ−1(p)X(p) =

(
1 0

− ỹ
x̃

1
x̃

)(
a(x̃, x̃ỹ)

b(x̃, x̃ỹ)

)

= a(x̃, x̃ỹ)
∂

∂x̃
+

(
1

x̃
b(x̃, x̃ỹ)− ỹ

x̃
a(x̃, x̃ỹ)

)
∂

∂ỹ

= x̃ν ã(x̃, ỹ)
∂

∂x̃
+
(
x̃ν−1b̃(x̃, ỹ)− ỹx̃ν−1ã(x̃, x̃ỹ)

) ∂

∂ỹ

= x̃ν−1

(
x̃ã(x̃, ỹ)

∂

∂x̃
+
(
b̃(x̃, ỹ)− ỹã(x̃, ỹ)

) ∂

∂ỹ

)
.

Haciendo

X̃ = x̃ã(x̃, ỹ)
∂

∂x̃
+
(
b̃(x̃, ỹ)− ỹã(x̃, ỹ)

) ∂

∂ỹ
, (2.6)

luego Φ∗(X) = x̃ν−1X̃. Como a y b son analíticos entonces ã y b̃ lo son, luego X̃ es

analitico.

2. La curva invariante es dado por:

C : (g(x, y) = 0) ≡ (y − h(x) = 0) ,

luego

Φ∗C : (g(x̃, x̃ỹ) = 0) ≡ (x̃ỹ − h(x̃) = 0) ,

entonces

ỹ = h̃(x̃) =
h(x̃)

x̃
=

+∞∑
n=2

hnx̃
n−1.

Si hacemos h̃n = hn+1, h̃(x̃) =
∑+∞

n=1 h̃nx̃
n ∈ C[[x̃]], luego si y − h(x) es una curva

lisa formal invariante por X, entonces h satisface la ecuación (2.2).

Si X̃ es de�nido como en (2.6) entonces ỹ − h̃ es una curva invariante formal si y

solo si

x̃ã(x̃, h̃(x̃))
dh̃

dx̃
= b̃(x̃, h̃(x̃))− h̃(x̃)ã(x̃, h̃(x̃)). (2.7)

Se tiene Φ∗a(x̃, ỹ) = a(x̃, x̃ỹ) = x̃ν ã(x̃, ỹ), h̃(x̃) = h(x̃)
x̃
, la ecuación queda como

x̃ã(x̃, h̃(x̃))
dh̃

dx̃
= x̃

(
x̃−νa(x̃, x̃h̃(x̃))

) d

dx̃

(
h(x̃)

x̃

)

= x̃1−νa(x̃, h(x̃))

(
dh
dx̃
(x̃)x̃− h(x̃)

)
x̃2

= x̃1−νa(x̃, h(x̃))

(
dh

dx̃
(x̃)

1

x̃
− h(x̃)

x̃2

)
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x̃ã(x̃, h̃(x̃))
dh̃

dx̃
= x̃−νa(x̃, h(x̃))

dh

dx̃
(x̃)− x̃−νa(x̃, h(x̃))

h(x̃)

x̃

= x̃−νb(x̃, h(x̃))− x̃−νa(x̃, h(x̃))h̃(x̃)

= b̃(x̃, h(x̃))− ã(x̃, h(x̃))h̃(x̃).

Esto prueba que ỹ − h̃(x̃) es una curva lisa formal invariante por X̃.

Recíprocamente, si ỹ−h̃(x̃) es una curva formal invariante por X̃ entonces h̃ resuelve

la ecuación (2.2), es decir

x̃ã(x̃, h̃(x̃))
dh̃

dx̃
= b̃(x̃, h(x̃))− ã(x̃, h(x̃))h̃(x̃).

De las derivadas parciales respecto de x, y visto en (2.7),

a(x, h(x))
dh

dx
= a(x̃, x̃h̃(x̃))

d

dx
(x̃h̃(x̃))

= a(x̃, x̃h̃(x̃))

(
x̃
dh̃

dx
(x̃) + h̃(x̃)

)

= x̃ν ã(x̃, h̃(x̃))

(
x̃
dh̃

dx
(x̃) + h̃(x̃)

)

= x̃ν+1ã(x̃, h̃(x̃))
dh̃

dx
(x̃) + x̃ν ã(x̃, h̃(x̃))h̃(x̃).

De (2.7)

a(x, h(x))
dh

dx
= x̃ν

(
b̃(x̃, h̃(x̃))− ã(x̃, h̃(x̃))h̃(x̃)

)
+ x̃ν ã(x̃, h̃(x̃))h̃(x̃)

= x̃ν b̃(x̃, x̃h̃(x̃)) = b(x̃, x̃h̃(x̃))

= b(x̃, h(x̃)) ,

considerando que x = x̃, se veri�ca que h ∈ C[[x]] y cumple la ecuación (2.2), esto

prueba y − h(x) es una curva lisa formal invariante por X.

2.2 Teorema de Briot-Bouquet

Teorema 2.2.1. Sea X un germen de campo de vectores en p ∈ M . Si p es una

singularidad simple de X, entonces la curva lisa formal invariante por X correspondiente

al autovalor no nulo de la parte lineal DpX es convergente.
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Demostración. Sean λ y µ los autovalores de DpX y supongamos que λ ̸= 0. Sean las

coordenadas locales ((x, y), U) deM entorno de p tal que DpX es diagonal, esto es posible

pues λ ̸= µ. En estas coordenadas un representante de X es dado por

X = (λx+ f(x, y))
∂

∂x
+ (µy + g(x, y))

∂

∂y
,

donde f, g ∈ C{x, y} son de orden mayor o igual a 2. De la observación 1.8.8, si Îλ es

una variedad lisa invariante por X entonces Îλ = (y − h) tal que si h ∈ C[[x]] es un

representante de h y resuelve la ecuación (2.5), entonces del teorema 2.1.2, el espacio

tangente de Îλ es Eλ =
(

∂
∂x
|p
)
.

Probemos ahora que h(x) es convergente. Como la parte lineal de X, DpX ̸= 0,

entonces νX = 1. Aplicando la transformación de�nida en el lema 2.1.5 Φ : x = x̃, y = x̃ỹ,

obtenemos de la ecuación 2.6:

X̃ =
(
x̃(λ+ x̃f̃(x̃, ỹ))

) ∂

∂x̃
+
(
(µ− λ)ỹ + x̃g̃(x̃, ỹ)− x̃ỹf̃(x̃, ỹ)

) ∂

∂ỹ
.

Los valores propios de la parte lineal de X̃ son λ y µ − λ. Como p es una singularidad

simple, entonces µ
λ
− 1 /∈ Q+, esto prueba que 0 es una singularidad simple de X̃. Del

lema 2.1.5 Ĩ = (ỹ − h̃) es una curva lisa formal invariante por X̃. Además, si de�nimos

Ĩλ = (x̃),

X̃(x̃) = x̃(λ+ x̃f̃(x̃)) ⊂ (x̃).

Lo que prueba que existe una curva analítica invariante por X̃. Además

TpX̃ = ker dx̃(p) = {x̃ = 0} =

(
∂

∂y

∣∣∣∣
0

)
,

entonces TpX̃ es tranversal a Ĩλ. Como h̃(x̃) = h(x̃)
x̃

la convergencia de h̃ depende de la

convergencia de h.

Tomando a x �jo y eligiendo a ((x, y), U) coordenadas locales de M en p tal que DpX

sea diagonal y X = uX, donde u es una unidad de OM,p y

X = λx
∂

∂x
+ (µy + b(x, y))

∂

∂y
,

donde b ∈ C{x, y} es de orden mayor o igual a dos en el origen. Si Îλ = (y − h) con

representante h ∈ C[[x]] entonces h(x) =
∑+∞

n=2 hnx
n es la solución de (2.4), es decir

λx
dh

dx
= µh(x) + b(x, h(x))

λx

(
+∞∑
n=3

nhnx
n

)
= µ

+∞∑
n=2

hnx
n + b(x, h(x)). (2.8)
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De forma análoga como en lema 2.1.5 y haciendo un reordenamiento de índice en la

serie al lado izquierdo de la igualdad en (2.8)

+∞∑
n=2

(λn− µ)hnx
n = b(x, h(x)) =

∑
i+j≥2

bijx
i(h(x))j.

Veamos la forma explícita del desarrollo de la serie del lado derecho de esta última igualdad∑
i+j≥2

bijx
i(h(x))j = b20x

2 + (b30 + b11h2)x
3 +

(
b40 + b11h3 + 2b02h

2 + b21h2
)
x4

+
(
b50 + 2b02h

2
2h3 + b11b4 + b21h3 + b12h

2 + b31h2
)
x5 + ...

=
+∞∑
n=2

 ∑
|k|+i=n,j<n

ckbijhk1hk2 · · ·hkn−1

xn.

donde k = (k1, ..., kn−1) y los ck son enteros no negativos. Luego

+∞∑
n=2

(λn− µ)hnx
n =

+∞∑
n=2

 ∑
|k|+i=n,j<n

ckbijhk1hk2 · · ·hkn−1

xn.

Simpli�cando, tenemos
+∞∑
n=2

(
n− µ

λ

)
hnx

n =
+∞∑
n=2

Pnx
n, (2.9)

donde para n ≥ 2, i+ j ≤ n se tiene Pn = Pn(bij, h2, ..., hn−1). Igualando los coe�cientes(
n− µ

λ

)
hn = Pn. (2.10)

Sea α = ı́nfn≥2

{∣∣µ
λ
− n

∣∣}, como µ
λ
/∈ Q+ entonces α > 0. De�namos

F (x, v) = αv −
∑
i+j≥2

|bij|xivj,

una función analítica de�nida en cierta vecindad del origen, donde

b(x, y) =
∑
i+j≥2

bijx
iyj.

Vemos que F (0, 0) = 0 y ∂F
∂v
(0, 0) = α, del teorema de la función implícita existe una

función analítica

v(x) =
+∞∑
n=2

vnx
n

tal que F (x, v(x)) = 0. Luego

αv −
∑
i+j≥2

|bij|xivj = 0,
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análogo a lo obtenido en 2.9

α
+∞∑
n=2

vnx
n =

+∞∑
n=2

 ∑
|k|+i=n,j<n

ck|bij|vk1vk2 · · · vkn−1

xn

de donde se sigue que

αvn = Qn. (2.11)

Además, para cada n ≥ 2, Qn = Pn(|bij|, v2, ..., vn−1) son polinomios con coe�cientes

positivos que dependen de los vi y |bij|.
Para probar la convergencia de h usemos el criterio de comparación con la serie

analítica v(x), es decir veamos que se cumpla |hn| ≤ vn. Probemos por inducción sobre n.

Sea n = 2 y reemplazando en 2.10

|h2| =
|P2|∣∣µ
λ
− 2
∣∣ = |b20|∣∣µ

λ
− 2
∣∣ ≤ |b20|

α
= v2.

Supongamos que para todo k ≤ n se cumple

|hk| ≤ vk,

luego

|hn+1| =
|pn+1|∣∣µ

λ
− n− 1

∣∣ ≤ 1∣∣µ
λ
− n− 1

∣∣
∣∣∣∣∣∣

∑
|k|+i=n+1,j<n

ck|bij|hk1hk2 · · ·hkn

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

α

 ∑
|k|+i=n+1,j<n

ck|bij||hk1||hk2| · · · |hkn|


≤ 1

α

 ∑
|k|+i=n+1,j<n

ck|bij|vk1vk2 · · · vkn

 ≤ Qn+1

α
.

De 2.11

|hn+1| ≤
Qn+1

α
= vn+1

Esta comparación muestra que h converge.

La hipótesis del teorema anterior λ ̸= 0, es su�ciente para probar la convergencia de

la curva. Esto se aprecia en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.2. Ecuación de Euler. Considere el germen de campo de vectores En

(C, (0, 0)) cuyo representante es dado por

X = x2
∂

∂x
+ (x− y)

∂

∂y
.
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Observe que la parte lineal de X tiene autovalor λ = 0 y su correspondiente autoespacio

Eλ =
(

∂
∂x

∣∣
0
+ ∂

∂x

∣∣
0

)
. Si h(x) =

∑+∞
n=0 hnx

n es la solución formal (2.2) entonces

x2
d

dx
h(x) = x− h(x).

Determinemos la solución

x2

(
+∞∑
n=1

nhnx
n−1

)
= x−

+∞∑
n=0

hnx
n

+∞∑
n=1

nhnx
n+1 = −h0 + (h1 − 1)x−

+∞∑
n=2

hnx
n,

h0 + (1− h1)x+
+∞∑
n=1

nhnx
n+1 +

+∞∑
n=2

hnx
n = 0,

mediante un reordenamiento de índices

h0 + (1− h1)x+
+∞∑
n=1

(hn+1 + nhn)x
n+1 = 0,

luego se tiene que h0 = 0, h1 = 1 y hn+1 = (−1)nnhn, obteniendo de forma recursiva que

h(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nn!xn+1,

el cual no es convergente, por tanto λ ̸= 0 es una condición su�ciente para que h(x) sea

convergente.
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Capítulo 3

Resultado principal: Teorema de

Briot-Bouquet en dimensiones altas

En este capítulo, dispuesto en dos secciones, mostramos primero la existencia de una

variedad formal invariante por un germen de campo de vectores, análogo al teorema 2.2.1.

Posteriormente bajo las condiciones de no resonancia se logra probar la convergencia de

dicha variedad. De esta manera se obtiene una versión del teorema de Briot-Bouquet para

dimensión n > 2.

3.1 Existencia de variedades invariantes formales en

dimensión n > 2

En esta sección presentamos el concepto de condición de no-resonancia, que permite

garantizar la existencia de variaded no sigular de variedad formal.

Sea k un entero positivo, denotaremos por Pk el espacio de los polinomios homogéneos

de grado k en las variables z1, z2,...,zr, cuya base es dado por elementos de la forma zq,

tal que |q| = k.

Sean las matrices cuadradas A y B de orden r y s respectivamente sobre C,
Ps

k = Pk × · · · × Pk, s−veces y sea el operador Lk,A,B : Ps
k → Ps

k dado por

Lk,A,B(v) =
∂v

∂x
Ax−Bv, (3.1)

donde v = (v1, ..., vs) y ∂v
∂x

= ∂(v1,...,vs)
∂(x1,...,xr)

∈ Ms×r(Pk−1). El siguiente resultado describe los

autovalores de Lk,A,B en términos de los autovalores de A y de B, que más adelante nos

permitirá de�nir una condición llamada resonancia.

Lema 3.1.1. Sean {λ1, ..., λr} y {µ1, ..., µs} los valores propios de A y B respectivamente,

entonces el conjunto {< q, µ > −λj, j = 1, ..., s; |q| = k} son los valores propios de Lk,A,B

tal que q = (q1, ..., qr) y < q, µ >=
∑r

i=1 qiµi.
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Demostración. La forma de cómo elegimos A y B permiten reducir el problema a una

forma más sencilla, probemos entonces que si elegimos matrices equivalentes de A y B los

valores propios del operador Lk,A,B no cambian.

En efecto. Sea β ̸= 0 un valor propio de Lk,A,B entonces existe v ∈ Ps
k tal que

Lk,A,B(v) = βv. Sea M y N dos matrices no singulares de orden r, s respectivamente,

y ∈ Cr entonces de�nimos la aplicación

Ps
k → Ps

k

v 7→ w,

tal que

w(y) = N−1v(My) ∈ Pk. (3.2)

Como β ̸= 0 y Lk,A,B(v) = βv se tiene Lk,A,B

β
(v) = v, reemplazando en (3.2)

w(y) = N−1Lk,A,B

β
(v)(My), (3.3)

siendo en (3.1) x =My.

De�nimos la aplicación L̃ : Ps
k → Ps

k tal que L̃(w(y)) := N−1Lk,A,Bv(My). De (3.3)

L̃w(y) = βw(y).

De esta manera L̃ y Lk,A,B tienen los mismos autovalores. Además, de la de�nición de

Lk,A,B tenemos

L̃w(y) = N−1Lk,A,B(v)(My) = N−1

(
∂v

∂x
(x)Bx− Av(x)

)
= N−1 ∂v

∂x
(x)Bx−N−1Av(x).

De (3.2) y considerando que y =M−1x

∂v

∂x
(x) = N

∂w

∂y
M−1,

tenemos así que

L̃w(y) =
∂w

∂y
M−1BM(y)−N−1ANw(y).

La última igualdad prueba que L̃w(y) = Lk,M−1BM,N−1ANw(y) además se probó que

L̃ y Lk,A,B tienen los mismos valores propios, lo que nos permite entonces elegir matrices

equivalentes. Considerando A y B en su forma canónica de Jordan dada de la siguiente

forma

A =


λ1 0 ... 0 0

τ2 λ2 ... 0 0

...

0 0 ... λs−1 0

0 0 ... τs λs

 , B =


µ1 0 ... 0 0

σ2 µ2 ... 0 0

...

0 0 ... µr−1 0

0 0 ... σr µr

 .
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con σi ∈ {0, σ} y τi ∈ {0, τ}. Sea w = Lk,A,B(v), escribimos de manera explícita el sistema,

viendo a w = (w1, ..., ws) como vector columna,

Lk,A,B(v) =


w1

w2

...

ws

 =


∂v1
∂x1

∂v1
∂x2

. . . ∂v1
∂xr

∂v2
∂x1

∂v2
∂x2

. . . ∂v2
∂xr

...
...

...
∂vs
∂x1

∂vs
∂x2

. . . ∂vs
∂xr




µ1 0 ... 0 0

σ2 µ2 ... 0 0

...

0 0 ... µr−1 0

0 0 ... σr µr




x1

x2
...

xr



−


λ1 0 ... 0 0

τ2 λ2 ... 0 0

...

0 0 ... λs−1 0

0 0 ... τs λs




v1

v2
...

vs



=


∂v1
∂x1
µ1 +

∂v1
∂x2
σ2

∂v1
∂x2
µ2 +

∂v1
∂x3
σ3 . . . ∂v1

∂xr−1
µr−1 +

∂v1
∂xr
σr

∂v1
∂xr
µr

∂v2
∂x1
µ1 +

∂v2
∂x2
σ2

∂v2
∂x2
µ2 +

∂v2
∂x3
σ3 . . . ∂v2

∂xr−1
µr−1 +

∂v2
∂xr
σm

∂v2
∂xr
µr

...
...

...
...

∂vs
∂x1
µ1 +

∂vs
∂x2
σ2

∂vs
∂x2
µ2 +

∂vs
∂x3
σ3 . . . ∂vs

∂xr−1µr−1
+ ∂vs

∂xr
σm

∂vs
∂xr
µr




x1

x2
...

xr



−


λ1v1

τ2v1 + λ2v2
...

τsvs−1 + λsvs



=


∂v1
∂x1
µ1x1 +

∂v1
∂x2
σ2x1 +

∂v1
∂x2
µ2x2 +

∂v1
∂x3
σ3x2+ . . . + ∂v1

∂xr
σrxr−1 +

∂v1
∂xr
µrxr

∂v2
∂x1
µ1x1 +

∂v2
∂x2
σ2x1 +

∂v2
∂x2
µ2x2 +

∂v2
∂x3
σ3x2+ . . . + ∂v2

∂xr
σrxr−1 +

∂v2
∂xr
µrxr

...
...

∂vs
∂x1
µ1x1 +

∂vs
∂x2
σ2x1 +

∂vs
∂x2
µ2x2 +

∂vs
∂x3
σ3x2+ . . . + ∂vs

∂xs
σsxs−1 +

∂vr
∂xr
µrxr



−


λ1v1

τ2v1 + λ2v2
...

τsvs−1 + λsvs


Haciendo σ1 = τ1 = 0 y x0 = v0 podemos escribir

wj =
r∑

i=1

∂vj
∂xi

(σixi−1 + µixi)− λjvj − τjvj−1. (3.4)

Como cada wj(x) y vi son polinomios en las variables x1, ..., xr, escribiendo los vj como

suma de sus componentes homogéneas vj =
∑+∞

k=1 v
(k)
j , con v(k)j =

∑
|q|=k v

(k)
i,qx

q obtenemos
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wj =
r∑

i=1

∂

∂xi

(
∞∑
k=1

v
(k)
j

)
(σixi−1 + µixi)−

(
τj(

∞∑
k=1

v
(k)
j−1) + λj(

∞∑
k=1

v
(k)
j )

)
.

=
r∑

i=1

+∞∑
k=1

∑
|q|=k

v
(k)
i,q qix

q−ei

 (σixi−1 + µixi)

−
+∞∑

k=1

∑
|q|=k

v
(k)
j−1,qτix

q +
+∞∑
k=1

∑
|q|=k

v
(k)
j,qλjx

q



=
+∞∑
k=1

∑
|q|=k

r∑
i=1

v
(k)
j,qqiσix

q+ei−1−ei +
∑
|q|=k

r∑
i=1

v
(k)
j,qqiµix

q −
∑
|q|=k

v
(k)
j−1,qτjx

q −
∑
|q|=k

v
(k)
j,qλjx

q

 ,
si hacemos < q, µ >=

∑r
i=1 µiqi, tenemos

=
+∞∑
k=1

∑
|q|=k

r∑
i=1

v
(k)
j,qqiσix

q+ei−1−ei +
∑
|q|=k

(< q, µ > −λj)v(k)j,qx
q −

∑
|q|=k

v
(k)
j−1,qτjx

q

 .
Como |q− ei + ei−1| = k, podemos escribir q en lugar de q− ei + ei−1, de esta manera la

componente qi del nuevo q será qi−1, luego para uniformar el cambio de índices de�nimos

vi,q−ei−1+ei = 0 cuando qi−1 = 0. Luego

wj =
+∞∑
k=1

∑
|q|=k

[
r∑

i=1

σiv
(k)
j,q+ei−ei−1

(qi + 1) + (< q, µ > −λj)v(k)j,q − τjv
(k)
j−1,q

]
xq.

Igualando los coe�cientes de los polinomios homogéneos de orden k

w
(k)
j = (< q, µ > −λj)v(k)j,q +

r∑
i=1

σi(qi + 1)v
(k)
j,q+ei−ei−1

− τjv
(k)
j−1,q,

como queremos ver la forma de los valores propios del operador L̃v = βv los v(k)j,q+ei−ei−1

y v(k)j−1,q preceden a los v(k)j,q , entonces al comparar se tiene que < q, µ > −λj = β y si

queremos una solución no nula, < q, µ > −λj ̸= 0 que corresponden a los valores propios

de L̃ y de L, lo que prueba el lema.

De�nición 3.1.2. Sean {λ1, . . . , λr} y {µ1, . . . , µs} los valores propios de A y B

respectivamente; diremos que {λ1, . . . , λr} y {µ1, . . . , µs} cumplen la condición de

resonancia:

si existe q ∈ Zr
≥0 con |q| ≥ 2 tales que < q, µ >= λj para todo j = 1, . . . , s.

En el caso que < q, µ ≯= λj, diremos cumplen la condición de no resonancia.
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Bajo los resultados obtenidos hasta ahora es posible encontrar una variedad formal

invariante por un germen de campo vectorial holomorfo X a través de un punto p ∈ M .

Sin pérdida de generalidad trabajamos sobre el espacioM = Cn. Fijemos primero algunas

notaciones.

Sea X un representante de X tal que X(0) = 0 ∈ Cn, D0X es la parte lineal

X en el origen, s = n − r y µ = (µ1, . . . , µr) ∈ Cr, λ = (λ1, . . . , λs) ∈ Cs donde

{µ1, . . . , µr, λ1, . . . , λs} es el espectro de D0X ( µj o los λj pueden repetirse según

su multiplicidad, por tanto no necesariamente son distintos). Podemos descomponer el

espacio tangente como suma directa T0Cn = E⊕F de los respectivos subespacios propios,

esto hace que E y F sean subespacios invariantes por D0X. Lograremos encontrar una

subvariedad analítica WE de dimensión r, no singular en el origen, cuyo espacio tangente

en 0 es igual a E e invariante por el campo vectorial X.

Se sabe que en general tal variedad invariante WE no existe, luego varias condiciones

serán impuestas para tal objetivo.

Teorema 3.1.3. Supongamos que los autovalores satisfacen la condición de no resonancia

λj ̸= ⟨q, µ⟩ , ∀q ∈ Zr
≥0 con |q| ≥ 2. (3.5)

Entonces existe una única variedad formal no singular r−dimensional ŴE tangente a E

en 0 e invariante por el campo vectorial X.

Demostración. Elegimos las coordenadas analíticas (x,y) = (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) en

0 ∈ Cn tal que los espacios lineales E y F están dados por

E = ( ∂
∂x1

∣∣∣
0
, . . . , ∂

∂xr

∣∣∣
0
), F = ( ∂

∂y1

∣∣∣
0
, . . . , ∂

∂ys

∣∣∣
0
).

Así E es tangente a {y = 0}. Si A ∈ Mr×r(C) y B ∈ Ms×s(C) son los representantes de

D0X|E y D0X|F respectivamente, podemos expresar D0X en esta base como

D0X =

(
A 0

0 B

)
.

Por la proposición 1.8.7, en esta base, podemos expresar X como X =
∑r

i=1 vi
∂
∂xi

+∑s
j=1wj

∂
∂yj

o de forma más abreviada

X = a(x,y)
∂

∂x
+ b(x,y)

∂

∂y
,

donde a = (a1, . . . , ar) y b = (b1, . . . , bs) son vectores de series de potencias convergentes.

De la ecuación (1.17) y−h(x), es una solución formal, de la ecuación expresada en forma

matricial como

∂h

∂x
a(x, h(x)) = b(x, h(x)), (3.6)
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De�nimos ŴE dado por la grá�ca de h

ŴE := {(x,y) : y = h(x), h(x) = (h1(x), ..., hs(x)), hj ∈ C[[x]]} , (3.7)

donde para cualquier j, hj(0) = 0 y h′j(0) = 0 (tangente a E). Escribimos a y b de la

forma

a(x,y) = Ax+ f(x,y), b(x,y) = By+ g(x,y).

Así la ecuación (3.6) se convierte en

∂h

∂x
(Ax+ Ch(x) + f(x, h(x))) = Bh(x) + g(x, h(x)), (3.8)

tal que y = h(x), f = (f1, . . . , fr) y g = (g1, . . . , gs) son vectores de series de potencias

convergentes en las variables (x,y) de grado mayor o igual que dos. Escribimos cada hj
como suma de sus componentes homogéneas

hj =
+∞∑
k=1

h(k)j , h =
∑+∞

k=1 h
(k) h(k) = (h

(k)
1 , . . . , h(k)s ),

y sean F (k) y G(k) las componentes homogéneos de grado k de f(x, h(x)) y g(x, h(x)),

respectivamente. Notamos que como f y g son vectores de series potencias de grado

mayor o igual a dos, las componentes F (1) = G(1) = 0. Reemplazando h =
∑+∞

k=1 h
(k) en

la ecuación (3.8) y distribuyendo la multiplicación

∂

∂x

(
∞∑
k=1

h(k)

)
Ax+

∂

∂x

(
∞∑
k=1

h(k)

)
C

(
∞∑
k=1

h(k)

)
+

∂

∂ x

(
∞∑
k=1

h(k)

)(
∞∑
k=2

F (k)

)

= B

(
∞∑
k=1

h(k)

)
+

(
∞∑
k=2

G(k)

)
.

Usando la propiedad del producto de series(
∞∑
k=1

∂

∂x
h(k)

)
Ax+

(
∞∑
k=1

∂

∂x
h(k)

)
C

(
∞∑
k=1

h(k)

)
+

(
∞∑
k=1

∂

∂x
h(k)

)(
∞∑
k=2

F (k)

)

= B

(
∞∑
k=1

h(k)

)
+

(
∞∑
k=2

G(k)

)
,

luego (
∞∑
k=1

∂h(k)

∂x

)
Ax+

∞∑
k=2

(
k−2∑
l=0

∂h(l+1)

∂x
Ch(k−l)

)
+

∞∑
k=2

(
k−1∑
l=1

∂h(k−l+1)

∂x
F (l)

)

= B

(
∞∑
k=1

h(k)

)
+

(
∞∑
k=2

G(k)

)
,
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De esta manera, para k ≥ 2 comparamos las componentes homogéneas de grado k de

ambas partes de la igualdad anterior y obtenemos

∂h(k)

∂x
Ax+

k−2∑
l=1

∂h(l+1)

∂x
Ch(k−l) +

k−1∑
l=2

∂h(k−l+1)

∂x
F (l) = Bh(k) +G(k). (3.9)

Reordenando 3.9 tenemos la siguiente ecuación

∂h(k)

∂x
Ax−Bh(k) = G(k) −

k−2∑
l=1

∂h(l+1)

∂x
Ch(k−l) −

k−1∑
l=2

∂h(k−l+1)

∂x
F (l). (3.10)

De (3.8) f y g son series en las variables (x,y) de orden mayor o igual a 2, luego al

lado derecho de (3.10) solo las componentes homogéneas h(2), . . . , h(k−1) son considerados

pero no h(k). Por otro lado, escribimos el lado izquierdo de la ecuación (3.10) como una

aplicación

Lk,A,B(v) =
∂v

∂x
Ax−Bv.

Del lema 3.1.1, el espectro del operador Lk,A,B es dado por el conjunto{
< q, µ > −λj : q ∈ Zr

≥0, |q| = k, j = 1, . . . , s
}
.

Luego, de la hipótesis de no resonancia dado en (3.5) y del lema 3.1.1 se sigue que Lk,A,B

es no singular y la ecuación (3.10) puede ser resuelta recursiva y únicamente por h(k) por

medio de la fórmula

h(k) = L−1
k,A,B

(
G(k) −

k−2∑
l=1

∂h(l+1)

∂x
Ch(k−l) −

k−1∑
l=2

∂h(k−l+1)

∂x
F (l)

)
.

Esto muestra la existencia de h tal que y = h(x) es una solución de la ecuación (3.6) y

por tanto existe una variedad formal ŴE dada por la grá�ca de la función y = h(x) que

es invariante por el campo de vectores X. Como h′(0) = 0 y del hecho que T0ŴE está

generado por
∂

∂xi

∣∣∣∣
0

+
n−r∑
j=1

∂hj
∂xi

(0)
∂

∂yj

∣∣∣∣
0

, i = 1, . . . , r,

entonces T0ŴE = E.

3.2 Demostración del resultado principal

En esta sección presentamos la prueba del resultado principal, cabe resaltar que se expone

una generalización del teorema 2.2.1 a partir de generalizar la condición dada en (1) para

los autovalores de la parte lineal del campo de vectores X.
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Teorema 3.2.1. Sea X un germen de un campo vectorial en 0 ∈ Cn y E un

subespacio lineal r−dimensional de Cn invariante para la parte lineal D0X. Sea µ =

(µ1, . . . , µr) donde {µ1, . . . , µr} son los autovalores de D0X|E y {µ1, . . . , µr, λ1, . . . , λn−r}
los autovalores de D0X. Si existe α > 0 tal que

| < q, µ > −λj| ≥ α|q| para todo j = 1, . . . , n− r y q ∈ Zr
≥0 con |q| ≥ 2. (3.11)

Entonces la variedad invariante formal ŴE dado por el teorema 3.1.3 es convergente.

Demostración. Elegimos las coordenadas analíticas (x,y) = (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) en

0 ∈ Cn tal que los espacios lineales E y F están dados por

E = ( ∂
∂x1

∣∣∣
0
, . . . , ∂

∂xr

∣∣∣
0
), F = ( ∂

∂y1

∣∣∣
0
, . . . , ∂

∂ys

∣∣∣
0
).

Así E es tangente a {y = 0}. Si A ∈ Mr×r(C) y B ∈ Ms×s(C) son los representantes de

D0X|E y D0X|F respectivamente, podemos expresar D0X en esta base como

D0X =

(
A 0

0 B

)
.

Nuestro principal objetivo es reducir el problema al caso en dimensión dos y aplicar el

Teorema de Briot-Bouquet (teorema 2.2.1). Dividiremos la prueba en varios pasos.

Paso 1. Sea s = n− r y F el subespacio lineal s−dimensional invariante por la parte

lineal D0X tal que λ1, . . . , λs son los autovalores de D0X|E. Denotamos las coordenadas

(x,y) en 0 donde x = (x1, . . . , xr) e y = (y1, . . . , ys) son tal que E es tangente a {y = 0}.
En estas coordenadas podemos escribir

D0X =

(
A C

0 B

)
,

donde A y B son la matrices cuadrada de orden r y s respectivamente, representantes de

la restricción D0X|E en la coordenada x y D0X|F en la coordenada y.

Podemos tomar las matrices A y B por sus correspondientes equivalentes en la forma

de Jordan en las coordenadas elegidas. Escogemos una constante σ ∈ R con 0 < σ < α
2r

y

τ = α√
2

A =


µ1 0 · · · 0 0

σ2 µ2 · · · 0 0

· · ·
0 0 · · · µr−1 0

0 0 · · · σr µr

 , B =


λ1 0 · · · 0 0

τ2 λ2 · · · 0 0

· · ·
0 0 · · · λs−1 0

0 0 · · · τs λs


con σi ∈ {0, σ} y τi ∈ {0, τ}. Podemos uni�car la notación haciendo σ1 = τ1 = 0.
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Paso 2. La ecuación de ŴE (y = h(x)). Como se hizo en la prueba del teorema 3.1.3,

si la expresión de X en las de coordenadas elegidas es

X = (Ax+ Cy+ f(x,y))
∂

∂x
+ (By+ g(x,y))

∂

∂y
,

entonces existe una variedad invariante formal ŴE dada por la grá�ca de y = h(x), donde

h = (h1, ..., hs) ∈ (C[[x]])s es una solución del sistema (3.8). Probaremos que cualquier

componente hi de h es una serie convergente en la variable x. Del sistema (3.8) podemos

escribir

U = (u1, u2, . . . , us) :=
∂h

∂x
Ax−Bh(x) ∈ (C[[x]])s.

Sean f = (f1, . . . , fr), g = (g1, ..., gs), donde fj, gj ∈ C{x,y} y C = (clm) una matriz

de orden r × s. Reemplazando y = h(x) y escribiendo la forma matricial la igualdad

U =
∂h

∂x
Ax−Bh(x) = g(x, h(x))− ∂h

∂x
(Ch(x) + f(x, h(x))) , (3.12)

tenemos
u1

u2
...

us

 =


g1

g2
...

gs

−


∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
. . . ∂h1

∂xr
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2
. . . ∂h2

∂xr
...

...
...

∂hs

∂x1

∂hs

∂x2
. . . ∂hs

∂xr





c11 c12 . . . c1s

c21 c22 . . . c2s
...

...
...

cr1 cr2 . . . crs




h1

h2
...

hs

+


f1

f2
...

fr




=


g1

g2
...

gs

−


∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
. . . ∂h1

∂xr
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2
. . . ∂h2

∂xr
...

...
...

∂hs

∂x1

∂hs

∂x2
. . . ∂hs

∂xr




∑s

m=1 c1mhm∑s
m=1 c2mhm

...∑s
m=1 crmhm

+


f1

f2
...

fr




=


g1

g2
...

gs

−


∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
. . . ∂h1

∂xr
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2
. . . ∂h2

∂xr
...

...
...

∂hs

∂x1

∂hs

∂x2
. . . ∂hs

∂xr



∑s

m=1 c1mhm + f1∑s
m=1 c2mhm + f2

...∑s
m=1 crmhm + fr



=


g1

g2
...

gs

−


∂h1

∂x1
(
∑s

m=1 c1mhm + f1) + . . .+ ∂h1

∂xr
(
∑s

m=1 crmhm + fr)
∂h2

∂x1
(
∑s

m=1 c1mhm + f1) + . . .+ ∂h2

∂xr
(
∑s

m=1 crmhm + fr)
...

∂hs

∂x1
(
∑s

m=1 c1mhm + f1) + . . .+ ∂hs

∂xr
(
∑s

m=1 crmhm + fr)


Luego la ecuación (3.8) es equivalente a

ui = gi(x, h(x))−
r∑
j1

∂hi
∂xj

(
fj(x, h(x)) +

s∑
m=1

cjmhm(x)

)
para i = 1, 2, . . . , s. (3.13)
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Paso 3. Ahora comparamos los otros elementos de la igualdad (3.12). Las fórmulas

para las componentes homogéneas de ui. Usando la forma especial de las matrices

U =


∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
. . . ∂h1

∂xr
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2
. . . ∂h2

∂xr
...

...
...

∂hs

∂x1

∂hs

∂x2
. . . ∂hs

∂xr




µ1 0 ... 0 0

σ2 µ2 ... 0 0

. . .

0 0 . . . µr−1 0

0 0 . . . σr µr




x1

x2
...

xr



−


λ1 0 . . . 0 0

τ1 λ2 . . . 0 0

. . .

0 0 . . . λs−1 0

0 0 . . . τs λs




h1

h2
...

hr



U =


∂h1

∂x1
µ1 +

∂h1

∂x2
σ2

∂h1

∂x2
µ2 +

∂h1

∂x3
σ3 . . . ∂h1

∂xr
µ1

∂h2

∂x1
µ1 +

∂h2

∂x2
σ2

∂h2

∂x2
µ2 +

∂h2

∂x3
σ3 . . . ∂h2

∂xr
µ1

...
...

...
∂h1

∂x1
µ1 +

∂h1

∂x2
σ2

∂h1

∂x2
µ2 +

∂h1

∂x3
σ3 . . . ∂hs

∂xr
µs




x1

x2
...

xr

−


λ1h1

τ2h1 + λ2h2
...

λs−1hs−2 + λs−2hs−1

τshs−1 + λshs



U =


∂h1

∂x1
(σ1x0 + µ1x1) +

∂h1

∂x2
(σ2x1 + µ2x2) . . .

∂h1

∂xr
(σrxr−1 + µrxr)

∂h2

∂x1
(σ1x0 + µ1x1) +

∂h2

∂x2
(σ2x1 + µ2x2) . . .

∂h2

∂xr
(σrxr−1 + µrxr)

...
∂hs

∂x1
(σ1x0 + µ1x1) +

∂hs

∂x2
(σ2x1 + µ2x2) . . .

∂hs

∂xr
(σrxr−1 + µrxr)



−


λ1h1

τ2h1 + λ2h2
...

λs−1hs−2 + λs−2hs−1

τshs−1 + λshs



U =


∂h1

∂x1
(σ1x0 + µ1x1) +

∂h1

∂x2
(σ2x1 + µ2x2) . . .

∂h1

∂xr
(σrxr−1 + µrxr)− λ1h1

∂h2

∂x1
(σ1x0 + µ1x1) +

∂h2

∂x2
(σ2x1 + µ2x2) . . .

∂h2

∂xr
(σrxr−1 + µrxr)− (τ2h1 + λ2h2)

...
∂hs

∂x1
(σ1x0 + µ1x1) +

∂hs

∂x2
(σ2x1 + µ2x2) . . .

∂hs

∂xr
(σrxr−1 + µrxr)− (τshs−1 + λshs)


Igualando componente a componente tenemos

ui =
r∑

j=1

∂hi
∂xj

(σjxj−1 + µjxj)− (τihi−1 + λihi). (3.14)
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Escribimos explícitamente las componentes homogéneas de ui, reemplazando hi =∑+∞
k=2 h

(k)
i , h

(k)
i =

∑
|q|=k h

(k)
i,qx

q, en (3.14)

ui =
r∑

j=1

∂

∂xj

(
+∞∑
k=2

h
(k)
i

)
(σjxj−1 + µjxj)−

(
τi(

+∞∑
k=2

h
(k)
i−1) + λi(

+∞∑
k=2

h
(k)
i )

)

=
+∞∑
j=1

+∞∑
k=2

∑
|q|=k

h
(k)
i,qqjx

q−ej

 (σjxj−1 + µjxj)−

+∞∑
k=2

∑
|q|=k

h
(k)
i−1,qτix

q +
+∞∑
k=2

∑
|q|=k

h
(k)
i,qλix

q



=
+∞∑
k=2

∑
|q|=k

+∞∑
j=1

h
(k)
i,qqjσjx

q+ej−1−ej +
∑
|q|=k

+∞∑
j=1

h
(k)
i,qqjµjx

q −
∑
|q|=k

h
(k)
i−1,qτix

q −
∑
|q|=k

h
(k)
i,qλix

q



ui =
+∞∑
k=2

∑
|q|=k

r∑
j=1

h
(k)
i,qqjσjx

q+ej−1−ej +
∑
|q|=k

(
h
(k)
i,q(< q, µ > −λi) + h

(k)
i−1,qτi

)
xq

 (3.15)

donde ei es el i-ésimo vector de la base estándar de Zr
≥0. Para uniformar la notación

respecto al índice i − 1 convenimos hacer h(k)i,q−ej−1+ej
= 0 si qj−1 = 0 y cambiando el

índice q por q + ej−1 − ej en el primer sumando de la ecuación (3.15) (en ese cambio

tenemos en cuenta que la nueva componente qj es qj+1) las componentes de grado k de ui
es dado por

u
(k)
i =

∑
|q|=k

[
r∑

j=2

σj(qj + 1)h
(k)
i,q−ej−1+ej

+ (< q, µ > −λi)h(k)i,q − τih
(k)
i−1,q

]
xq. (3.16)

Paso 4. Comparamos las normas de u(k)i y h(k)j . Para cada q en Zr
≥0 con |q| = k, y

considerando la desigualdad triangular∣∣∣∣∣
r∑

j=2

σj(qj + 1)h
(k)
i,q−ej−1+ej

+ (< q, µ > −λi)h(k)i,q − τih
(k)
i−1,q

∣∣∣∣∣ ≥
| < q, µ > −λi|

∣∣∣h(k)i,q

∣∣∣− r∑
j=2

σ(qj + 1)
∣∣∣h(k)i,q−ej−1+ej

∣∣∣− ∣∣∣τih(k)i−1,q

∣∣∣ ,
luego tomando las sumatorias cuando |q| = k

∑
|q|=k

∣∣∣∣∣
r∑

j=2

σj(qj + 1)h
(k)
i,q−ej−1+ej

+ (< q, µ > −λi)h(k)i,q − τih
(k)
i−1,q

∣∣∣∣∣ ≥
| < q, µ > −λi|

∑
|q|=k

∣∣∣h(k)i,q

∣∣∣− τi
∑
|q|=k

∣∣∣h(k)i−1,q

∣∣∣− ∑
|q|=k

r∑
j=2

σ(qj + 1)
∣∣∣h(k)i,q−ej−1+ej

∣∣∣ ,
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usamos la hipótesis

∥u(k)i ∥ ≥ αk∥h(k)i ∥k − τi∥h(k)i−1∥k −
∑
|q|=k

r∑
j=2

σ(qj + 1)
∣∣∣h(k)i,q−ej−1+ej

∣∣∣ .
De la convención hecha en el paso 3 si qj = k como |q| = k entonces qj−1 = 0, luego

hi,q−ej−1+ej = 0. Teniendo en cuenta 2σr < α

∑
|q|=k

+∞∑
j=2

σ(qj + 1)
∣∣hi,ej−1+ej

∣∣ = r∑
j=2

σ(qj + 1)∥h(k)i ∥k

<

r∑
j=2

σk∥h(k)i ∥k ≤ σ(r − 1)k∥h(k)i ∥k < σrk∥h(k)i ∥k.

De la condición rσ < α
2
, obtenemos

∥u(k)i ∥ ≥ αk∥h(k)i ∥k − τi∥h(k)i−1∥k − σrk∥h(k)i ∥k

> αk∥h(k)i ∥k − τi∥h(k)i−1∥k −
αk

2
∥h(k)i ∥

=
αk

2
∥h(k)i ∥ − τi∥h(k)i−1∥k,

luego

∥u(k)i ∥k >
αk

2
∥h(k)i ∥k − τi∥h(k)i−1∥k (3.17)

Paso 5. En este paso usamos el mayorante. Probaremos primero que la serie hi ∈ C[[x]]
es convergente, esto se obtiene probando que su mayorante ĥi ∈ C[[t]] de�nido como en

(1.7), es una serie convergente en la variable t. Por la de�nición de mayorante y usando

la propiedad (1.12), tenemos

ĥ =
+∞∑
k=0

∥h(k)i ∥ktk

d̂h

dt
=

+∞∑
k=1

k∥h(k)i ∥ktk−1

t
d̂h

dt
=

+∞∑
k=1

k∥h(k)i ∥ktk =
+∞∑
k=0

k∥h(k)i ∥ktk.

Usando la ecuación (3.17)

α
dĥi
dt

⪯ ̂τihi−1 + ui ⪯ τiĥi−1 + ûi,

por lo tanto escribimos (3.17) como
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α

2
t
dhi
dt

⪯ τiĥi−1 + ûi. (3.18)

Para probar la convergencia de los hi será su�ciente mostrar que la serie

H(t) = ĥ1 + ĥ2 + · · ·+ ĥs

es convergente. Formemos una ecuación diferencial con H. En primer lugar, de la

inecuación (3.18) para cualquier i = 1, 2, . . . , s

α

2
t
dH

dt
=
α

2
t

(
dĥ1(t)

dt
+
dĥ2(t)

dt
+ · · ·+ dĥs(t)

dt

)
⪯ τ1ĥ0+τ2ĥ1+· · ·+τs+1ĥs+û1+û2+· · ·+ûs,

teniendo en cuenta que τi ∈ {0, τ} y haciendo ĥ0 = 0

α

2
t
dH

dt
⪯ τ

(
ĥ1(t) + ĥ2(t) + · · ·+ ĥs(t)

)
+ û1 + û2 + · · ·+ ûs = τH + û1 + · · ·+ ûs,

entonces
α

2
t
dH

dt
⪯ τH + û1 + · · ·+ ûs. (3.19)

Por otro lado, tomamos c > 0 tal que |clm| ≤ c para cualquier l, m y el mayorante

ambos lados de la igualdad (3.13), además si usamos la propiedad triangular dada en

(1.3.7)

ûi ⪯ ĝi +
r∑

j=1

∂̂hi
∂xj

(
f̂j +

s∑
m=1

cjmĥm

)

⪯ |gi|(t, . . . , t, ĥ1, . . . , ĥs) +
r∑

j=1

∂̂hi
∂xj

(
f̂j +

s∑
m=1

cjmĥm

)

⪯ |gi|(t, . . . , t, ĥ1, . . . , ĥs) +
dĥi
dt

r∑
j=1

(
|fj|(t, . . . , t, ĥ1, . . . , ĥs) + cH

)
.

Puesto que

|gi|(t, . . . , t, ĥ1, . . . , ĥs) =
∞∑

m=0


∑

(q, J) ∈ Zr+s
≥0

|q|+ |J | ≤ m

∑
k1 ≥ j1, . . . , ks ≥ js

k1 + · · ·+ ks = m− |q|

|gq,J |(ĥ(j1)1 )k1 · · · (ĥjs)ks


tm

⪯ |gi|(t, .., t, H, . . . , H),
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obtenemos

ûi ⪯ |gi|(t, . . . , t, H, . . . , H) +
dĥi
dt

(
r∑

j=1

|fj|(t, . . . , t, H, . . . , H) + cH

)
. (3.20)

De�niendo F y G como

F (t, z) =
∑r

j=1 |fj|(t, . . . , t, z, . . . , z)
G(t, z) =

∑s
i=1 |gi|(t, . . . , t, z, . . . , z).

(3.21)

Existen series de potencias en dos variables (t, z) con orden mayor o igual que dos y con

coe�cientes reales. Adhiriendo la desigualdad (3.20) para i = 1, ..., r y usando (3.19)

α

2
t
dH

dt
⪯ τH + û1 + ...+ ûs

⪯ τH +
s∑

i=1

|gi|(t, ..., t, H, ..., H) +
d

dt

s∑
i=1

ĥi

(
r∑

j=1

|fj|(t, .., t, H, ..., H) + cH

)
α

2
t
dH

dt
⪯ τH +G(t,H) +

dH

dt
(F (t,H) + cH) (3.22)

Paso 6. Reducción a dimensión 2. Consideramos el campo vectorial analítico en el origen

de C2

Y =

(
αt

2
− cz − F (t, z)

)
∂

∂t
+ (τz +G(t, z))

∂

∂z
,

tal que la parte lineal de Y es D0Y =

(
α
2

−c
0 τ

)
, cuyos autovalores son α/2 y τ .

Siendo α ̸= 0 y τ
α/2

=
√
2 /∈ Q>0, el campo vectorial Y cumple la hipótesis del

teorema de Briot-Bouquet, con E = {z = 0}. Por lo tanto existe una única serie formal

z(t) =
∑∞

n=0 znt
n ∈ C[[t]] que es solución de la ecuación diferencial

αt
dz

dt
= τz +G(t, z) +

dz

dt
(F (t, z) + cz) (3.23)

y es convergente. Por último mostraremos que cualquier coe�ciente zn de la serie z(t) son

no negativas y que si escribimos H =
∑∞

n=2Hnt
n entonces Hn ≤ zn para cualquier n ≥ 2.

En efecto, primeros veamos la forma de F y G. Mirando con más atención cómo las series

F (t, z) y G(t, z), que son construidas en (3.21) y lo ponemos en función de los coe�cientes

de z

F (t, z) =
r∑

j=1

|fj|(t, ..., t, z, ...z) =
r∑

j=1

∑
(q,J)∈Zr+s

≥0

∣∣f j
q,J

∣∣ t|q|z|J |

=
r∑

j=1

∑
J∈Zr

≥0

+∞∑
k=0

∑
|q|=k

∣∣f j
q,J

∣∣ tk
∑

|q|=k

+∞∑
n=|J |

 ∑
0≤βi≤|J |,m<n

CJz
β1

2 z
β2

3 ...z
βm
m

 tn+k

 ,
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donde CJ , para todo J , son enteros no negativos obtenidos al agrupar los coe�cientes de t

con el mismo exponente, luego considerando cómo varía q y J y el orden de F , se realiza

un proceso análogo a lo obtenido en (2.9). Luego la serie formal se puede escribir de la

siguiente forma

F (t, z) =
+∞∑
n=2

F n(z2, ..., zn−1)t
n,

donde los F n son polinomios homogéneos de n−2 variables con coe�cientes no negativos.

De igual manera se puede escribir G como

G(t, z(t)) =
+∞∑
n=2

Gn(z2, ..., zn−1)t
n,

tenemos para n = 2 F 2 y G2 son constantes no negativas. Procedamos por inducción

sobre n. Primero para n = 2 y veamos la forma explícita la desigualdad (3.22) para hacer

la comparación

α

2
t
(
2H2t+ 3H3t

2 + ...
)
⪯ τ

(
H2t

2 +H3t
3 + ...

)
+
(
G2t

2 +G3t
3 + ...

)
+
(
2H2t+ 3H3t

3 + ...
) [(

F2t
2 + F3t

3 + ...
)
+ c
(
H2t

2 +H3t
3 + ...

)]
,

luego

αH2t
2+

3

2
αH3t

3+...
n

2
αHn−1 ⪯

(
τH2t

2 + τH3t
3 + ...τHnt

n + ...
)
+
(
G2t

2 +G3t
3 + ...Gnt

n + ...
)

+
(
2H2t+ 3H3t

3 + ...
) [(

F 2t
2 + F 3t

3 + ...
)
+ c
(
H2t

2 +H3t
3 + ...

)]
,

entonces para los términos de orden 2

αH2 ≤ τH2 +G2

(α− τ)H2 ≤ G2.

Haciendo el mismo proceso en la ecuación (3.23) para n = 2

αz2t = τz2 +G2

(α− τ)z2 = G2,

entonces

(α− τ)H2 ≤ (α− τ)z2 → H2 ≤ z2.

Supongamos ahora que Hk ≤ zk para k ≤ n− 1 y n ≥ 3. Como F k y Gk son no negativos

y usando (3.22)

αH2t
2+

3

2
αH3t

3+...
n

2
αHnt

n ⪯
(
τH2t

2 + τH3t
3 + ...τHnt

n + ...
)
+
(
G2t

2 +G3t
3 + ...Gnt

n + ...
)
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+
[
2H2F 2t

3 +
(
2H2F 3 + 3H3F 2

)
t4 +

(
4H4F 2 + 3H3F 3 + 2H2F 4

)
t5

+
(
2H2F 5 + 3H3F 4 + 4H4F 3 + 5H5F 2

)
t6 + ...+

(
n−2∑
k=1

(k + 1)Hk+1F n−k

)
tn + ...

]
+c
[
2H2H2t

3 + (2H2H3 + 3H3H2) t
4 + (4H4H2 + 3H3H3 + 2H2H4) t

5

+(2H2H5 + 3H3H4 + 4H4H3 + 5H5H2) t
6 + ...+

(
n−2∑
k=1

(k + 1)Hk+1Hn−k

)
tn + ...

]
ahora comparamos los coe�cientes de los términos semejantes

n

2
αHn ≤ τHn +

(
n−2∑
k=1

(k + 1)Hk+1F n−k

)
+

(
n−2∑
k=1

(k + 1)Hk+1Hn−k

)

de la hipótesis inductiva

Gn(H2, ..., Hn−1) ≤ Gn(z2, ..., zn−1), F n−k(H2, ..., Hn−1) ≤ F n−k(z2, ..., zn−k−1)

luego

(α
2
n− τ

)
Hn ≤

n−2∑
k=1

(k + 1)zk+1F n−k(z2, ...zn−k−1) + c
n−2∑
k=1

(k + 1)zk+1zn−k

de la ecuación (3.23)

(α
2
n− τ

)
Hn ≤

n−2∑
k=1

(k+ 1)zk+1F n−k(z2, ...zn−k−1) + c
n−2∑
k=1

(k+ 1)zk+1zn−k =
(α
2
n− τ

)
zn,

�nalmente (α
2
n− τ

)
Hn ≤

(α
2
n− τ

)
zn → Hn ≤ zn.

Esto prueba que H ⪯ z, como la serie de coe�cientes positivos z =
∑
znt

n converge

entonces H converge, luego ĥ = (ĥ1, ..., ĥs) converge. Por lo tanto h que de�ne la variedad

formal invariante ŴE converge.

70



Conclusiones

En esta tesis se presentó una generalización del teorema de Briot-Bouquet en dimensión

mayor a 2, se consigue determinar la existencia de una variedad formal invariante

por un germen de campo vectorial X que converge a partir de la condición de no

resonancias impuesta sobre los autovalores de la parte lineal de X. Esto puede dar inicio

a generalizaciones de resultados en dimensión dos que dependen de esta condición , como

el conocido teorema de Camacho-Sad; sin embargo aún no se ha logrado encontrar alguna

publicación que determine tales generalizaciones. Recordemos que hemos impuestos ciertas

condiciones a los valores propios de la parte lineal de X que no necesariamente es única

y por tanto más versiones de este teorema es posible.
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