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Resumen 
 

En la literatura los análisis ópticos y térmicos presentan una desconexión, a pesar de tener un 

gran ámbito en común desde el punto de vista teórico. La evolución del ancho de banda respecto 

de la temperatura es un factor muy importante al momento de determinar dicha conexión, ya 

que, a través de la interacción electrón-fonón se puede derivar la temperatura de Debye que es 

el nexo entre el ancho de banda óptico y los efectos térmicos. Tal es así que aquí se presentan 

diferentes teorías, como son las propuestas por Ullrich, O’leary, Jackson, Guerra, y Zanatta para 

estudiar la absorción en semiconductores, y sus versiones extendidas: Tauc-Lorentz, O’leary-

Lorentz o Guerra-Lorentz. Para los efectos térmicos se exploran ajustes que provienen de la 

interacción de los fonones como son los de los modelos de Varshni, Pässler o Bose-Einstein que 

describen el comportamiento del ancho de banda óptico con la temperatura del material. Este 

nexo entre los efectos ópticos y térmicos es aplicado después en los materiales semiconductores 

como el a-Si:H e In2O3, que son, entre otros, importantes para el desarrollo de tecnologías 

fotovoltaicas como celdas solares o transistores (ITO). Finalmente probamos que los resultados 

ópticos y térmicos guardan una buena concordancia, que da lugar a nuevos tipos de 

acercamientos experimentales a ambas propiedades. 
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Capítulo I 
 

Introducción  
 

Desde la visión de Richard Feynmann, acerca de la posibilidad de una rama en la física para 

ordenar cada átomo uno por uno a decisión propia, se han hecho muchísimos avances en la 

nanotecnología, rama que aún sigue en crecimiento y rompiendo esquemas en la frontera 

tecnológica. En particular, los semiconductores nos han otorgado aplicaciones, que van desde 

la electrónica con los transistores o celdas solares hasta la medicina mediante biosensores por 

mencionar algunos de ellos. Por lo que, tanto el análisis de los materiales como el entendimiento 

fundamental de la teoría juegan un rol crucial al momento de dar a luz nuevos alcances en la 

ciencia. Por esa razón, nuestro trabajo se ha orientado a entender el comportamiento de los 

modelos usados en el análisis de las propiedades ópticas y térmicas.  

Actualmente el vínculo entre las propiedades ópticas y térmicas es algo oscuro al momento de 

ejercer un análisis completo de nuestro material, mostrando en general un panorama óptico o 

térmico, más no en conjunto. Por esa razón, en este trabajo hemos abordado la relación que 

existe entre ambas propiedades mediante la temperatura de Debye, que se determina a través 

del calor específico a partir de un análisis calorimétrico o del comportamiento del ancho de 

banda con respecto a la temperatura, que proviene del análisis de absorción de luz, 

específicamente de la parte fundamental. De esta manera nuestros resultados no son solo 

comparaciones cualitativas, como veremos en el capítulo IV, sino que, dependiendo del modelo 
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óptico elegido y del modelamiento de los efectos térmicos como la interacción electrón-fonón, 

se puede llegar a temperaturas de Debye cercanas desde el punto de vista cuantitativo. 

Asimismo, hemos guiado nuestros análisis ópticos y térmicos hacia dos materiales de gran 

importancia para la tecnología fotovoltaica actual como el silicio amorfo (a-Si) y el óxido de indio 

(In2O3). El primero, tiene su mayor aplicación en celdas solares por su prominente absorción, 

esto debido a que el silicio cristalino (c-Si) al pasar a ser amorfo  pierde su carácter indirecto 

incrementado su coeficiente de absorción, además en esa línea el a-Si es un material que 

incrementa su eficiencia a diferentes dopajes, ya sea con hidrógeno y/o con carbono, que 

permiten una diversidad en rangos de anchos de banda, los cuáles han dado paso a la ingeniería 

del ancho de banda para este material [1]. El segundo, es uno de los componentes del ITO, 

material que es usado actualmente en celdas solares, transistores de películas delgadas, 

dispositivos electroluminiscentes, entre otros, debido a su alta densidad de portadores de carga 

y su característica transparencia óptica [58].  

El a-Si:H y el In2O3 poseen problemáticas tanto en la parte térmica como en la parte óptica que 

son importantes resaltar, ya que resolveremos algunas de ellas en el transcurso de este trabajo. 

En el caso del a-Si:H, tenemos el comportamiento anómalo del calor específico a bajas 

temperaturas, que crece en una proporción de T4 pese a que se espere una disminución [55]. 

Teorías como la del doble oscilador para materiales amorfos han sido propuestas para abordar 

este tema en particular, a pesar que nuestro trabajo no resuelve esta incógnita, el análisis 

propuesto aquí sobre la relación óptico-térmica puede ser usado en posteriores investigaciones 

para responder a esta pregunta. En el caso del In2O3, tenemos la discusión en relación a su ancho 

de banda, ya que investigaciones que datan de hace 50 a 60 años muestran un ancho de banda 

mayor (3.55 eV) que difiere al que se acepta actualmente de 2.94 eV [58]. Ésta diferencia será 

abordada en el capítulo 3 y con más énfasis en las conclusiones.  

El presente manuscrito se organiza de la siguiente forma: 

Capítulo II Análisis Óptico: En este capítulo se abordará el análisis óptico del a-Si:H e In2O3 y se 

revisarán los modelos actuales del ancho de banda. Explicamos las distintas zonas de absorción 

como la de Urbach, fundamental o de alta absorción, para luego unificar estas distintas regiones 

mediante modelos propuestos por Jellison-Modine, Ferlauto, O’leary, Guerra, entre otros. Y 

finalmente, mostraremos un modelo que está siendo desarrollado por Kevin Lizárraga y Andrés 

Guerra, investigadores del grupo MatER PUCP, actualmente en proceso de investigación. 

Capítulo III Análisis Térmico: En este capítulo se verá la parte térmica. Para esto iniciamos con 

la teoría que describe la relación entre el ancho de banda y la temperatura que está íntimamente 

relacionado a la expansión de la celda unitaria y a la interacción electrón-fonón. Se revisará 

también el modelamiento fenomenológico de ésta última interacción mediante los modelos de 

Varshni, Pässler y Bose-Einstein, todos ellos ligados a la temperatura de Debye. Este último 

parámetro térmico será explicado en detalle en el desarrollo de la teoría de Debye cuyo análisis 

muestra el comportamiento del calor específico. 

Capítulo IV Resultados: En este capítulo se presentarán los resultados tanto de la parte óptica 

como de la parte térmica. Iniciamos con los resultados ópticos en los que se han analizado 

modelos como el de O’leary, Guerra, entre otros. Luego se optará por el modelamiento de la 

interacción electrón-fonón y así se dará paso a los resultados de las propiedades térmicas, en 

los que se detallarán y contrastarán el comportamiento del calor específico a bajas y altas 

temperaturas. 
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Capítulo V Conclusiones: En este capítulo resumiremos los resultados más importantes y 

daremos un pequeño preámbulo a futuras investigaciones que se pueden realizar en la misma 

línea de este trabajo. 
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Capítulo II  
 

Análisis Óptico 
 

Si nos referimos al análisis óptico de una investigación, nos viene inmediatamente a la mente 

los procesos que están relacionados a la luz, tales como absorción, emisión, transmitancia, 

reflectancia, etc. Sin embargo, para el objetivo de esta tesis, nosotros nos hemos enfocado en 

los procesos de absorción y los modelos que explican este comportamiento. Por esa razón el 

presente capítulo aborda los conceptos de constante dieléctrica, en particular el 

comportamiento de su parte imaginaria. La mejor forma de abordar la absorción de un material 

es describirla en las regiones: fundamental y de alta absorción [2] [3] [4]. 

La ventaja de zonificar la constante dieléctrica está en estudiar cada región bajo distintos 

acercamientos, así tenemos: la región fundamental que consta de dos zonas (ver Figura 1). La 

primera, la región de absorción fundamental, contiene la cola de Urbach, observada por primera 

vez por Urbach et. al. [5], y que puede ser modelada desde el punto de vista de la teoría de 

fluctuaciones de bandas [2], o debido a los estados “cola” [6][7]. Inmediatamente después, para 

energías mayores, la región de absorción fundamental muestra el comportamiento del cual se 

puede calcular el ancho de banda. Luego, la región de alta absorción, o también llamada región 

de los osciladores, que corresponde a los distintos saltos electrónicos en el conglomerado de la 

estructura de bandas.  
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Así pues, cada región tendrá una forma funcional de la absorción. La zona A o de Urbach, 

corresponde a un comportamiento exponencial [5], la zona B,  o también llamada región de Tauc 

[8] tiene un comportamiento cuadrático o de raíz cuadrada dependiendo de, si se trabaja con 

un material indirecto o directo, y en la región de alta absorción (zona C) se puede encontrar un 

comportamiento de oscilador de Lorentz basado en la idea de tratar a los átomos como 

partículas inmersas en un fluido viscoso [9][10].  

En vista que uno de nuestros objetivos es el de hallar el mejor modelo de acuerdo con el 

comportamiento térmico, haremos un recuento de los distintos esfuerzos que se realizaron a 

través de la historia. Así pues, para la región fundamental serán revisadas las teorías de: Urbach 

[5], Tauc [8], Cody [11], Thevaril [3], Guerra [2], y Zanatta [12], mientras que para la región de 

alta absorción serán abordadas teorías como las de: Lorentz [9] y Jackson [4]. Sin embargo, así 

como buscamos entender cada región, también nos interesa, desde luego, el acoplamiento 

entre las distintas zonas. Tenemos el acoplamiento entre las zonas de absorción fundamental y 

de osciladores de Lorentz, que corresponde a la teoría de Tauc-Lorentz planteada por autores 

como Forouhi-Bloomer [13], Campi-Coriasso [14], y Jellison-Modine [15]. Además, si a los 

susodichos modelos le agregamos las colas de Urbach, zona A (ver Figura 1), llegamos a la 

formulación de Cody-Lorentz planteada por Ferlauto et. al. [16]. O si buscamos otra forma de 

explicar la zona C, utilizando densidades de estados, podemos formar la teoría Thevaril-Jackson 

[3]. Incluso, podemos tomar la teoría de fluctuaciones de bandas, que describe tanto la zona A 

y B, propuesta por Guerra et al. [2] y asociarla a los osciladores de Lorentz para obtener 

funcionales que logren ajustarse a materiales directos, indirectos y amorfos como se detallará 

en un futuro trabajo de Lizárraga et al. [29]  

 

 

2.1 Región Fundamental 

 2.1.1 Zona A  

Cola de Urbach 
 

De la Figura 1 podemos observar que la zona A se comporta como una exponencial. Esto 

fue experimentalmente descubierto por Urbach [5], quien propuso el siguiente modelo 

empírico para el coeficiente de absorción: 

 𝜀2 ≈ 𝐸𝑥𝑝 (
𝐸

𝐸𝑈
) (1) 

Figura 1: Espectro de absorción. La 

región fundamental que corresponde 

a la cola de Urbach (Zona A) y a la 

zona de Tauc (Zona B), la región de 

alta absorción que corresponde a un 

comportamiento de oscilador de 

Lorentz (Zona C).  
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donde 𝐸𝑈 es la inversa de la pendiente observada en la Figura 1.  

La regla de Urbach puede ser entendida de diferentes maneras: se puede atribuir a 

desordenes dentro de la red, o efectos térmicos (una leve perturbación puede ocasionar 

las colas de Urbach) [2]. Estas ideas han servido de inspiración para desarrollar teorías 

robustas que explican estos estados de “cola” tales como las de: Ullrich[18], O’leary[19], 

Thevaril[3] y Guerra[2], las cuáles serán explicadas más adelante. Desde el punto de vista 

experimental, la importancia de la cola de Urbach se debe a su contribución significativa 

en la absorción, la que influye directamente en la eficiencia del equipo fotovoltaico. 

 2.1.2 Zona B 

Zona de Tauc 
 

La determinación del ancho de banda para semiconductores amorfos se describe por el 

cálculo de Tauc que considera relajar la conservación del vector de onda, 

coincidentemente el modelo es el mismo para semiconductores indirectos. En su trabajo 

original, Tauc (1966) [8] realiza un análisis detallado para determinar la constante 

dieléctrica 𝜀2, concluyendo que este es producto de la convolución de la densidad de 

estados de valencia 𝐷𝑣(𝐸) y conducción 𝐷𝑐(𝐸), midiendo las energías desde los 

extremos de banda, resultando en: 𝐷𝑣(𝐸) = (−𝐸𝑣)
1/2, para las bandas de valencia, y,  

𝐷𝑐(𝐸) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑔)
1/2, para las bandas de conducción. Con ello determina que la 

constante dieléctrica es proporcional a: 

 
𝜀2 ≈

(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)
2

𝜔2
. (2) 

Ecuación que describe con gran precisión la región cercana al ancho de banda y da una 

buena aproximación para el valor de 𝐸𝑔 para semiconductores amorfos e indirectos. Así 

como se ha hecho el análisis de la constante dieléctrica para semiconductores amorfos 

y cuyo modelo coincide también para indirectos que muestran un comportamiento 

cuadrático, se puede hacer lo mismo para semiconductores directos. En este caso la 

constante dieléctrica resulta ser proporcional a 
(ℏ𝜔−𝐸𝑔)

1
2

𝜔2
. Una correcta definición de lo 

anterior es desarrollada en detalle en la investigación de Guerra et. al. [2][20], por lo 

que a continuación, mostraremos el procedimiento para la obtención de la ecuación (2) 

y se extenderá para el caso de materiales directos, siguiendo el procedimiento de 

[8][21]. 

Típicamente, el coeficiente de absorción de un semiconductor es proporcional a la tasa 

de densidad de energía ℏ𝜔𝑅𝑐𝑣, donde ℏ𝜔  es la energía del fotón incidente y 𝑅𝑐𝑣 es la 

tasa de transiciones electrónicas, siendo este último: 

 𝑅𝑐𝑣 = 𝑅∑|𝑀𝑐𝑣|
2

𝑘𝑐𝑘𝑣

𝛿(𝐸𝑐 − 𝐸𝑣 − ℏ𝜔 ± 𝐸𝛺)𝛿𝑘𝑐,𝑘𝑣+𝑞±𝑘𝛺, (3) 

donde, 𝑅 = 2𝜋/ℏ(𝐸̅𝑒/2𝜔𝑚𝑒)
2, con 𝑚𝑒 y 𝑒 como la masa y la carga del electrón 

respectivamente y 𝐸̅ el campo eléctrico de la radiación incidente. Asimismo, |𝑀𝑐𝑣|
2 es 

el elemento de matriz de transición, la cuál debe ser modelada para transiciones directas 

e indirectas. 𝐸𝑐 y 𝐸𝑣 son las energías de las bandas de conducción y valencia que toman 

parte como estados inicial y final para el electrón.  𝑘𝑐 y 𝑘𝑣 son los vectores de onda del 
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electrón de valencia y de conducción respectivamente. 𝑘Ω y 𝐸Ω son los vectores de onda 

y energía de los fonones, 𝑞 es la componente del fotón incidente. Sin embargo, para 

efectos prácticos, los valores de 𝑞 y 𝐸Ω pueden despreciarse. 

Para transiciones directas, tenemos que 𝑘Ω = 0 y por ende 𝑘𝑐 = 𝑘𝑣. Además, podemos 

escribir 𝑅𝑐𝑣 en términos de una densidad de estados conjunta (JDOS en inglés) 𝐷𝑐𝑣 de la 

siguiente manera [2] : 

 𝑅𝑐𝑣 = 𝑅∫|𝑀𝑐𝑣|
2𝐷𝑐𝑣(𝐸𝑐𝑣)  𝛿(𝐸𝑐𝑣 − ℏ𝜔)𝑑𝐸𝑐𝑣, (4) 

donde 𝐸𝑐𝑣 = 𝐸𝑐 − 𝐸𝑣, y 𝐷𝑐𝑣 es el resultado del cálculo de la densidad de estados de la 

diferencia de energías de banda 𝐸𝑐𝑣, debido a que para transiciones directas es la única 

transición permisible. Siendo 𝐷𝑐𝑣 igual a: 

 
𝐷𝑐𝑣(𝐸𝑐𝑣) =

√2𝜇∗3/2

𝜋2ℏ3
{
(𝐸𝑐𝑣 − 𝐸𝑔)

1/2     , 𝐸𝑐𝑣 ≥ 𝐸𝑔 

0                            , 𝐸𝑐𝑣 < 𝐸𝑔 
. (5) 

La masa efectiva reducida es identificada en 𝜇∗, la cuál contiene información de la masa 

efectiva del electrón (𝑚𝑒) y el hueco (𝑚ℎ). Si asumimos entonces que el elemento de 

matriz es constante con respecto a la energía, entonces el coeficiente de absorción para 

materiales directos es [2]: 

 
𝛼(ℏ𝜔) =

𝜋ℏ

𝜖0𝑛𝑐
(
𝑒

𝑚𝑒
)
2 |𝑀𝑐𝑣|

2

ℏ𝜔
𝐷𝑐𝑣(ℏ𝜔). (6) 

Por otro lado, para transiciones indirectas, tendremos que la conservación del momento 

es 𝑘𝑐 = 𝑘𝑣 ± 𝑘Ω. En el caso de amorfos, todo tipo de transiciones son posibles (directas 

e indirectas), y para contar todas dentro del mismo marco, se utiliza un derivado de la 

aproximación “frozen phonons”, en el cual un material amorfo puede ser considerado 

como un material cristalino pero sujeto a una deformación inducida por los fonones, 

producto de una temperatura “ficticia” la cuál puede ser entendida como el grado de 

desorden del material, así, al hacer interactuar esta red de fonones con los fotones 

incidentes, podemos obtener una descripción del coeficiente de absorción similar al de 

materiales indirectos [2].  

Por lo que 𝑅𝑐𝑣 es escrito en términos de la densidad de estados de valencia (𝐷𝑣) y de 

conducción (𝐷𝑐) como: 

 𝑅𝑐𝑣 = 𝑅∫𝑑𝐸𝑣∫𝑑𝐸𝑐|𝑀𝑐𝑣|
2𝐷𝑐(𝐸𝑐)𝐷𝑣(𝐸𝑣)  𝛿(𝐸𝑐 − 𝐸𝑣 − ℏ𝜔). (7) 

Donde: 

 
𝐷𝑐(𝐸𝑐) =

√2𝑚𝑒
∗3/2

𝜋2ℏ3
{
(𝐸𝑐 − 𝐸𝑔)

1/2     , 𝐸𝑐 ≥ 𝐸𝑔 

0                            , 𝐸𝑐 < 𝐸𝑔 
, (8) 

 
𝐷𝑣(𝐸𝑣) =

√2𝑚ℎ
∗3/2

𝜋2ℏ3
{
0                           , 𝐸𝑣 ≥ 𝐸𝑔 

 (−𝐸𝑣)
1/2            , 𝐸𝑣 < 𝐸𝑔 

. (9) 

De igual forma, al considerar constante los elementos de matriz, se obtiene que: 

 𝑅𝑐𝑣 = 𝑅|𝑀𝑐𝑣|
2∫𝐽𝑐𝑣(𝐸𝑐𝑣)  𝛿(𝐸𝑐𝑣 − ℏ𝜔)𝑑𝐸𝑐𝑣, (10) 
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donde, la densidad de estados conjunta es definida como, 

 
𝐽𝑐𝑣(𝐸𝑐𝑣) = ∫𝐷𝑐(𝐸𝑣 + 𝐸𝑐𝑣)𝐷𝑣(𝐸𝑣)𝑑𝐸𝑣 =

2(𝑚𝑒
∗𝑚ℎ

∗ )3/2

𝜋4ℏ6
{

𝜋

8
(𝐸𝑐𝑣 − 𝐸𝑔)

2     , 𝐸𝑐𝑣 ≥ 𝐸𝑔 

0                            , 𝐸𝑐𝑣 < 𝐸𝑔 
. (11) 

Resultando así en un coeficiente de absorción: 

 
𝛼(ℏ𝜔) =

𝜋ℏ

𝜖0𝑛𝑐
(
𝑒

𝑚𝑒
)
2 |𝑀𝑐𝑣|

2

ℏ𝜔
𝐽𝑐𝑣(ℏ𝜔). (12) 

En las ecuaciones (6) y (12) se refleja el comportamiento de raíz cuadrada  y cuadrático 

para semiconductores directos e indirectos respectivamente. 

 2.1.3 Zona A y B unificadas 
 

Es posible obtener diferentes unificaciones de las zonas de absorción, si nos enfocamos 

en la regla empírica de Urbach y la región del comportamiento cuadrático (Tauc). La 

comprensión de ambas zonas como una sola radica en el comportamiento de la cola de 

Urbach, que proviene de “estados cola” según las propuestas de O’leary, Ullrich, y Malik 

[19] [22]. Estos estados deben provenir de una extensión natural de la densidad de 

estados tradicional [24], para obtener así una ecuación, que explique tanto el 

comportamiento cuadrático como el comportamiento de cola exponencial. Es por esta 

razón que una unificación de estas dos teorías resulta tan atractiva.  

Típicamente, trataremos primero a los materiales directos evocando los trabajos de 

Ullrich [18], para luego dar paso a los materiales indirectos o amorfos con el trabajo de 

O’leary [19], Thevaril & Malik [24], y por último, el trabajo realizado por Guerra [2]. 

 

Modelo de Ullrich 
 

La idea propuesta por Ullrich es modificar la densidad de estados (DOS) conjunta, debido 

a que esta es proporcional al coeficiente de absorción, de los materiales directos [18]. 

Esta modificación se obtiene al igualar los términos de absorción por encima del ancho 

de banda (zona B), 𝐴(𝐸 − 𝐸𝑔)
1/2

, y por debajo del mismo (zona A), 𝐾𝑒𝛽(𝐸−𝐸𝑔), 

manteniendo el análisis de continuidad en la primera derivada. Y así llega a la nueva 

función para 𝐷𝑐𝑣 que es: 

 
𝐷𝑐𝑣(𝐸𝑐𝑣) = 𝐷0 {

(𝐸𝑐𝑣 − 𝐸𝑔)
1/2            , 𝐸𝑐𝑣 ≥ 𝐸𝑔 

1

√2𝛽
𝑒𝛽(𝐸𝑐𝑣−𝐸𝑐𝑣𝑇)      , 𝐸𝑐𝑣 < 𝐸𝑔 

, (13) 

donde 𝐸𝑐𝑣𝑇 = 𝐸𝑔 + 1/2𝛽 es el punto que satisface la continuidad de la primera 

derivada [18]. Así la tasa de transición para un semiconductor directo es: 

 𝑅𝑐𝑣 = 𝑅|𝑀𝑐𝑣|
2𝐷𝑐𝑣(ℏ𝜔). (14) 

Es importante resaltar la diferencia entre este modelo y el de Cody Lorentz propuesto 

por Ferlauto [16], que analizaremos más adelante, resaltamos que pese a analizar 

materiales amorfos (a-Si), comparten similitudes en relación a la continuidad de las 

curvas. Si Ullrich satisface la continuidad en la función y en la primera derivada, Ferlauto 

solo analiza la continuidad en la función para proponer su condición en 𝐸𝑇.   
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Modelo de O’leary y Thevaril 
 

Para el caso de materiales indirectos, la idea es similar, modificando la densidad de 

estados de conducción y valencia (ver Figura 2), pero, estableciendo que la mayor 

contribución provienen de las transiciones VBB-CBB con funciones de tipo raíz cuadrada. 

Por otro lado, debido a que los estados cola de la banda de conducción (CBT) son más 

reducidos que los estados cola de la banda de valencia (VBT), se considera solo la 

contribución correspondiente a VBT-CBB, tal como lo realizó O´leary y Malik et al. [24] 

[3]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Con lo cual la densidad de estados extendidos y de cola son: 

 
𝐷𝑣(𝐸𝑣) =

√2𝑚ℎ
∗3/2

𝜋2ℏ3
{

1

√2𝛽𝑣
𝑒𝛽𝑣(𝐸𝑣𝑇−𝐸𝑣)       , 𝐸𝑣 ≥ 𝐸𝑣𝑇 

(−𝐸𝑣)
1/2                     , 𝐸𝑣 < 𝐸𝑣𝑇 

, (15) 

 
𝐷𝑐(𝐸𝑐) =

√2𝑚𝑒
∗3/2

𝜋2ℏ3
{
(𝐸𝑐 − 𝐸𝑔)

1/2     , 𝐸𝑐 ≥ 𝐸𝑔 

0                            , 𝐸𝑐 < 𝐸𝑔 
. (16) 

Donde 𝐸𝑣𝑇 asegura la continuidad de la densidad de estados y tiene un valor de 𝐸𝑣𝑇 =

−1/2𝛽𝑣. Por lo que la densidad de estados conjunta (JDOS) puede ser calculada, de igual 

manera que para la regla de Tauc, con la ecuación (17): 

 𝐽𝑐𝑣(ℏ𝜔) = ∫𝐷𝑐(𝐸𝑣 + ℏ𝜔)𝐷𝑣(𝐸𝑣)𝑑𝐸𝑣. (17) 

Cuya solución es: 

 𝐽𝑐𝑣(ℏ𝜔) =
1

𝛽2
𝑗𝑐𝑣 (𝛽(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)), (18) 

 

𝑗𝑐𝑣(𝑧) =

{
 
 

 
 (𝑧)2𝛴 (

𝑧 − 1/2

𝑧
) +

1

√2
𝑌(𝑧 − 1/2)𝑒

(𝑧−
1
2
)
     , 𝑧 ≥ 1/2 

1

√2
𝑒
(𝑧−

1
2
)
𝑌(0)                                                      , 𝑧 < 1/2 

, (19) 

donde, 

 
𝛴(𝑧) =

𝜋

8
+
√𝑧 − 𝑧2

4
(2𝑧 − 1) +

√𝑧 − 1

4

𝑠𝑖𝑛ℎ−1(√𝑧 − 1)

√1 − 𝑧
, (20) 

Figura 2: Regiones de la densidad de 

estados. VBB y CBB son abreviaturas 

de “Valence/conduction band 

band” mientras que VBT/CBT son 

“Valence/conduction band tail” de 

las que podemos tener 4 tipos de 

transiciones distintas. Sin embargo, 

O’leary simplifica las transiciones al 

establecer estados cola solo en VBT. 

Gráfica extraída de [24] 
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𝑌(𝑧) = √𝑧𝑒−𝑧 +

√𝜋

2
𝑒𝑟𝑓𝑐(√𝑧). (21) 

Por último, la tasa de transiciones sería: 

 𝑅𝑐𝑣 = 𝑅|𝑀𝑐𝑣|
2𝐽0𝐽𝑐𝑣(ℏ𝜔), (22) 

donde 𝐽0 es la constante 
2(𝑚𝑒

∗𝑚ℎ
∗ )
3/2

𝜋4ℏ6
.  

Así, ambas ecuaciones (14) y (22) nos muestran la tasa de transición para materiales 

directos e indirectos. Si bien es cierto, estas ecuaciones nos dicen que las densidades de 

estados tienen zonas extendidas alrededor del ancho de banda, existe otra forma de 

obtener la cola de Urbach sin modificar la densidad de estados, más bien trasladar todo 

el significado a las fluctuaciones alrededor del ancho de banda. Esto se refleja en el 

cambio de la función peso como se verá en el modelo de fluctuaciones de banda.   

 

Modelo de Fluctuaciones de Bandas 
 

La teoría de fluctuaciones de bandas desarrollada por diversos investigadores como  

Roberts [25], O’Leary [26], y Guerra et al [2], consideran los desórdenes locales 

alrededor del ancho de banda, que pueden ser provocados por efectos térmicas y 

desorden sobre la red. Aquí, se introduce una densidad de estados conjunta 

generalizada: 

 
𝑄𝑐𝑣(ℏ𝜔; 𝐸𝑔) = 𝑄0 {

(𝐸𝑐𝑣 − 𝐸𝑔)
𝑟
   , 𝐸𝑐𝑣 ≥ 𝐸𝑔

0                       , 𝐸𝑐𝑣 < 𝐸𝑔
, (23) 

donde para materiales directos 𝑟 = 1/2, y 𝑄𝑐𝑣 = 𝐷𝑐𝑣. Para materiales indirectos 𝑟 = 2, 

y 𝑄𝑐𝑣 = 𝐽𝑐𝑣. En esta parte, la dependencia de 𝐸𝑔 se nombra explícitamente debido a que 

la variable dependiente de las fluctuaciones actuará directamente sobre esta. Por lo que 

vamos a promediar el efecto de las fluctuaciones de Eg en 𝑄𝑐𝑣  con una distribución 

normalizada 𝑊̂(𝑧 − 𝐸𝑔): 

 〈𝑄𝑐𝑣〉(𝐸𝑐𝑣; 𝐸𝑔) = ∫𝑄𝑐𝑣(𝐸𝑐𝑣; 𝑧)𝑊̂(𝑧 − 𝐸𝑔) 𝑑𝑧, (24) 

cabe mencionar que, para recuperar los casos sin fluctuaciones, solo es necesario hacer 

𝑊̂(𝑧 − 𝐸𝑔) = 𝛿(𝑧 − 𝐸𝑔). 

Ahora realizaremos un cambio de variable: 

 𝜖 − 𝐸𝑔 = 𝐸𝑐𝑣 − 𝑧, (25) 

con el objetivo de tener la dependencia de 𝐸𝑐𝑣 dentro de la distribución energética de 

las fluctuaciones.   

Finalmente: 

 〈𝑄𝑐𝑣〉(𝐸𝑐𝑣; 𝐸𝑔) = ∫𝑄𝑐𝑣(𝜖; 𝐸𝑔)𝑊̂(𝜖 − 𝐸𝑐𝑣) 𝑑𝜖. (26) 

La ecuación (26) puede interpretarse como el efecto promedio de las fluctuaciones, las 

que pueden ser atribuidas a la temperatura del material y/o al desorden del mismo (en 
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la práctica ambos), esto para excitar un electrón de la banda de valencia a la banda de 

conducción. Estas fluctuaciones se pueden tratar a partir del modelo de "frozen 

phonons" asumiendo que son solo térmicas atribuyendo una temperatura ficticia [2]. 

Así, la ecuación (26) puede determinar la tasa de transición electrónica para materiales 

directos e indirectos tomando en cuenta los efectos anteriores a través de: 

 Directos:         〈𝑅𝑐𝑣〉 = 𝑅|𝑀𝑐𝑣|
2∫𝐷𝑐𝑣(𝜖) 𝑊̂(𝜖 − ℏ𝜔)𝑑𝜖, (27) 

 Indirectos:   〈𝑅𝑐𝑣〉 = 𝑅|𝑀𝑐𝑣|
2∫𝑑𝐸𝑣∫𝐷𝑐(𝐸𝑣 + 𝜖)𝐷𝑣(𝐸𝑣)𝑊̂(𝜖 − ℏ𝜔)𝑑𝜖. (28) 

En el límite de la teoría sin considerar las fluctuaciones, la función peso o densidad de 

distribución de las fluctuaciones converge a Delta de Dirac, 

 𝑊̂(𝜖 − ℏ𝜔) → 𝛿(𝜖 − ℏ𝜔), (29) 

para recuperar una vez más las ecuaciones (14) y (22). 

La elección de la función peso puede ser una distribución Gaussiana como se desarrolla 

en [27][6], sin embargo, la propuesta por [2] en fluctuaciones de bandas es: 

 
𝑊̂(𝜖) =

𝛽𝑒𝛽𝜖

(1 + 𝑒𝛽𝜖)2
, (30) 

Donde 𝛽 es el parámetro que representa el desorden y es la inversa de la energía de 

Urbach, que se satisface en el límite sin fluctuaciones y cumple la condición de 

normalización. Como la ecuación (30) es igual al negativo de la derivada de la 

distribución de fermi, 

 𝑊̂(𝜖) = −
𝜕𝑓(𝜖)

𝜕𝜖
, (31) 

que permite reescribir la integración de (27) y (28) en términos de integrales de Fermi 

𝐹𝑗, y por ende de la función polilogaritmo Li𝑗+1: 

 
𝐹𝑗(𝑥) =

1

𝛤(𝑗 + 1)
∫

𝑡𝑗

exp(𝑡 − 𝑥) + 1
𝑑𝑡

∞

0

= −Li𝑗+1(− 𝑒𝑥𝑝(𝑥)). (32) 

Entonces, la densidad de estados conjunta para materiales directos es: 

 
〈𝐷𝑐𝑣〉(𝐸𝑐𝑣) = −𝐷0

1

2
√
𝜋

𝛽
Li1
2
(−𝑒𝛽(𝐸𝑐𝑣−𝐸𝑔)), (33) 

con 𝐷0 =
√2𝜇∗3/2

𝜋2ℏ3
, y para materiales indirectos es: 

 〈𝐽𝑐𝑣〉(𝐸𝑐𝑣) = −𝐽0
1

4

𝜋

𝛽2
Li2(−𝑒

𝛽(𝐸𝑐𝑣−𝐸𝑔)), (34) 

con 𝐽0 =
2(𝑚𝑒

∗𝑚ℎ
∗ )3/2

𝜋4ℏ6
. A primera vista, con las ecuaciones (33) y (34), no es posible 

observar el comportamiento del ancho de banda y la cola de Urbach, por lo que es 

necesario analizar comportamiento asintótico de las mismas. Para el caso de directos 

este es: 
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〈𝐷𝑐𝑣〉(𝐸𝑐𝑣) ≈ 𝐷0

{
 
 

 
 (𝐸𝑐𝑣 − 𝐸𝑔)

1
2         , 𝐸𝑐𝑣 ≫ 𝐸𝑔

1

2
√
𝜋

𝛽
𝑒𝛽(𝐸𝑐𝑣−𝐸𝑔)  , 𝐸𝑐𝑣 ≪ 𝐸𝑔

, (35) 

donde podemos observar fácilmente el comportamiento de la absorción fundamental 

para materiales directos (𝐸𝑐𝑣 ≫ 𝐸𝑔) y el comportamiento exponencial de Urbach (𝐸𝑐𝑣 ≪

𝐸𝑔). Por otro lado, para materiales indirectos (y cabe resaltar que también para amorfos 

de acuerdo con lo demostrado en la sección de la Ley de Tauc), tenemos el siguiente 

comportamiento: 

 

〈𝐽𝑐𝑣〉(𝐸𝑐𝑣) ≈ 𝐽0
𝜋

8
{
 

 (𝐸𝑐𝑣 − 𝐸𝑔)
2
+
𝜋

𝛽2
    , 𝐸𝑐𝑣 ≫ 𝐸𝑔

2

𝛽2
𝑒𝛽(𝐸𝑐𝑣−𝐸𝑔)            , 𝐸𝑐𝑣 ≪ 𝐸𝑔

, (36) 

 

el cual también muestra (𝐸𝑐𝑣 ≫ 𝐸𝑔) el comportamiento del cálculo de Tauc para el 

ancho de banda y el comportamiento exponencial para la cola de Urbach (𝐸𝑐𝑣 ≪ 𝐸𝑔) al 

igual que en líneas anteriores.  

De esta manera, la teoría de fluctuaciones de bandas nos demuestra una forma sutil de 

unir las regiones de la cola de Urbach y la absorción fundamental sin necesidad de incluir 

estados extendidos. La comparativa entre el modelo de fluctuaciones de bandas y los 

modelos de Ullrich y O’leary es presentada en la Figura 3 que ha sido extraída de [2] 

 

 

 

 

 

 
 

En la Figura 3 se puede apreciar que el comportamiento de la cola de Urbach es descrito 

gracias a una función continua sin la necesidad de estados extendidos. Otorgándonos 

así un valor del ancho de banda más acertado. Asimismo, el modelo de fluctuaciones 

tiene la ventaja que reproduce no solo el comportamiento de exponencial de la zona A, 

sino que también reproduce el comportamiento de Tauc en la zona B tanto para 

materiales directos como indirectos. Asimismo, el procedimiento de convolución 

Figura 3: Diferentes densidades de 

estado conjunta (JDOS) en forma 

adimensional. 𝒟(𝒥) es fluctuaciones de 

bandas para directos (a) (indirectos 

(b)), 𝒟෩(𝒥ሚ) corresponde al modelo de 

Ullrich (a) (O’leary (b)), mientras que el 

comportamiento exponencial es la cola 

de Urbach y 𝑧1/2, 𝑧2 son las expresiones 

de Tauc para directos e indirectos 

respectivamente. Imagen extraída de 

[2] 

 



19 
 

presentado en dicha investigación refleja un poderoso apartado matemático para 

diferentes funciones peso [2]. 

 

Modelo tipo Boltzmann – Zanatta 
 

Para la propuesta en el modelo tipo Boltzmann, Zanatta [12] argumenta, que los 

métodos como el modelo de Tauc, o el modelo de Cody son métodos sesgados, pues se 

ven influenciados por el análisis del espectro 𝛼(𝐸) asociado a la expresión matemática 

elegida para su cálculo, como reordenar la ecuación para pasar a una recta de ajuste de  

mínimos cuadrados y de esa manera obtener 𝐸𝑔𝑎𝑝 como parte de algún parámetro de 

la recta, ya que al seleccionar un rango diferente de la gráfica para realizar la regresión, 

el valor del ancho de banda puede diferir en muchos meV [12]. 

Bajo estas condiciones, y bajo evidencia experimental, el autor propone una función de 

tipo Boltzmann-sigmoide [12]: 

 𝛼(𝐸) = 𝛼𝑚𝑎𝑥 +
𝛼𝑚𝑖𝑛 − 𝛼𝑚𝑎𝑥  

1 + 𝑒
𝐸−𝐸0

𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧

𝛿𝐸

 (37) 

Donde 𝛼𝑚𝑖𝑛 (𝛼𝑚𝑎𝑥) corresponden al mínimo (máximo) del coeficiente de absorción, 

𝐸0
𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 es la energía coordenada a la cual el coeficiente de absorción está a la mitad entre 

𝛼𝑚𝑖𝑛 y 𝛼𝑚𝑎𝑥 y 𝛿𝐸 está asociada con la pendiente de la curva sigmoide.  

Además, el conjunto de resultados experimentales tanto en semiconductores directos, 

indirectos, y amorfos sugiere que existe una energía central 𝐸0
𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 alrededor del cual la 

mayoría de las transiciones tiene lugar, entonces si hay una energía central se considera 

su correspondiente distribución como 𝛿𝐸 que está asociado al desorden en el material, 

esto se expresa a través de la siguiente relación empírica: 

 𝐸𝑔𝑎𝑝 = 𝐸0
𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 − 𝑛𝑡𝑦𝑝𝑒

𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 × 𝛿𝐸 
(38) 

Donde 𝐸0
𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 y 𝛿𝐸 corresponden a la energía central y a la pendiente de la función de 

Boltzmann, y el parámetro ajustable 𝑛𝑡𝑦𝑝𝑒
𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 se establece para el tipo de transición o 

ancho de banda: 𝑛𝑑𝑖𝑟
𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 = 0.3,  𝑛𝑖𝑛𝑑

𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 = 4.3,  𝑛𝑎𝑚𝑜𝑟𝑝
𝐵𝑜𝑙𝑡𝑧 = 3.6 si es directo, indirecto, o 

amorfo respectivamente [12]. 

De acuerdo a lo mencionado, se entiende que este modelo se sostiene por la 

consistencia con los resultados experimentales. Además, en comparación con los 

métodos estándar para determinar el ancho de banda, este modelo es inmune al detalle 

en el análisis de las medidas (incluyendo desalineación accidental óptica y/o corrección 

de espectros incorrectos, rango de ajuste, etc). 

 

2.2 Región de Alta Absorción 

 2.2.1 Osciladores de Lorentz 
Para describir la región de alta absorción que corresponden al resto de picos que 

aparecen en el espectro de absorción (ver Figura 4), recurrimos al típicamente llamado 

modelo de osciladores de Lorentz. 
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Para el esquema del modelo de Lorentz, seguiremos el procedimiento descrito por 

Fujiwara et. al [10].  Este modelo es netamente clásico y considera a los átomos como 

núcleos fijos los cuáles sujetan a los electrones a través de un resorte (ver Figura 5-a).  

Donde estos últimos se encuentran oscilando en un medio que corresponde a un fluido 

viscoso. Así, al incidir la luz, su campo eléctrico oscilante  

 𝐸 = 𝐸0 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔𝑡), (39) 

causará una polarización dieléctrica. Haciendo que la ecuación de movimiento de 

nuestro sistema sea por ejemplo para la dirección x: 

 
𝑚𝑒

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑚𝑒𝐵

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑚𝑒𝜔0

2𝑥 − 𝑒𝐸0𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔𝑡). (40) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Figura 4: Picos de absorción de la 

región de alta absorción para el 

GaAs. El primer pico corresponde a 

la absorción fundamental mientras 

que los demás corresponden a 

osciladores de Tauc-Lorentz cuyos 

valores de Eg corresponden a las 

transiciones interbandas más 

energéticas. [29]  

Figura 5: (a) Física clásica 

relacionada al modelo de Lorentz, 

cargas positivas fijas y electrones 

sujetos mediante un resorte. (b) 

Función dieléctrica calculada con el 

modelo de Lorentz. Gráfica 

extraída de [10] 
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La ecuación (40) que representa la oscilación forzada de un electrón producto de un campo 

eléctrico externo contiene tres términos: el primer corresponde a la fuerza del fluido 

viscoso, que como se sabe, es proporcional a la velocidad y a un coeficiente de 

amortiguamiento 𝐵[10], el segundo término corresponde a la fuerza restauradora del 

resorte o ley de Hooke, 𝐹 = −𝑘𝑥, con una frecuencia resonante de 𝜔0 = √𝑘/𝑚𝑒 , y en 

último lugar, se encuentra el término proporcional a la fuerza electrostática,  𝐹 = 𝑞𝐸. 

Para las soluciones de la ecuación (40), iniciamos con la proposición: 

 𝑥(𝑡) = 𝑎 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔𝑡), (41) 

derivamos dos veces la ecuación anterior y se tiene que: 

 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑖𝑎𝜔 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔𝑡), (42) 

 𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑎𝜔2 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔𝑡) (43) 

al reemplazar en (40), obtenemos la forma del coeficiente 𝑎: 

 𝑎 = −
𝑒𝐸0
𝑚𝑒

1

(𝜔0
2 − 𝜔2) + 𝑖𝐵𝜔

. (44) 

Además de la electrodinámica sabemos que los desplazamientos ocasionan una 

polarización: 

 𝑃 = −𝑒𝑁𝑒𝑥(𝑡) = −𝑒𝑁𝑒𝑎 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔𝑡), (45) 

donde 𝑁𝑒  es el numero de electrones por unidad de volumen. Gracias a la polarización 

podemos definir la constante dieléctrica del material: 

 𝜀 = 1 +
𝑃

𝜀0𝐸0
, (46) 

 
𝜀 = 1 +

𝑒2

𝜀0

𝑁𝑒
𝑚𝑒

1

(𝜔0
2 − 𝜔2)2 + 𝑖𝐵𝜔

. (47) 

si reconocemos que 𝐸0 = ℏ𝜔0 y 𝐸 = ℏ𝜔, luego de separar la parte real e imaginaria de 

la constante dieléctrica, se obtiene: 

 
𝜀1 = 1 +

𝑒2

𝜀0

𝑁𝑒
𝑚𝑒

(𝐸0
2 − 𝐸2)2

(𝐸0
2 − 𝐸2)2 + 𝐵2𝐸2

, (48) 

 
𝜀2 =

𝑒2

𝜀0

𝑁𝑒
𝑚𝑒

𝐵𝐸

(𝐸0
2 − 𝐸2)2 + 𝐵2𝐸2

. (49) 

Donde la ecuación (49) corresponde al término de oscilador de Lorentz [10]: 

 𝜀2 =
𝐴𝐵(ℏ𝜔)

((ℏ𝜔0)
2 − (ℏ𝜔)2)2 + 𝐵2(ℏ𝜔)2

, (50) 

donde 𝐴 es la altura del pico, 𝐵 es el ancho, y ℏ𝜔0 es la posición del pico, o también 

llamado energía central. Usualmente para describir los diferentes picos que integran la 

curva del coeficiente de absorción, se realiza una superposición de la ecuación (50): 

 𝜀2 TOT =∑
𝐴𝑖𝐵𝑖(ℏ𝜔)

((ℏ𝜔0𝑖)
2 − (ℏ𝜔)2)2 + 𝐵𝑖

2(ℏ𝜔)2
𝑖

, (51) 
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donde cada subíndice indica un oscilador diferente. Pese a que la Lorentziana describe 

muy bien los picos de la región de alta absorción, este modelo no reconoce el lugar 

donde inicia la absorción, en otras palabras, el ancho de la transición en la estructura de 

bandas. Abordaremos la solución a este problema en el capítulo siguiente, comenzando 

con la propuesta del modelo de Tauc-Lorentz. 

2.3 Acoplamientos 
 

Una de las maneras más sencillas de acoplar modelos de dispersión es simplemente unir 

diferentes funciones para cada parte del espectro, estableciendo condiciones de 

continuidad entre ellas. Sin embargo, también es posible obtener nuevas funciones para 

describir, por ejemplo, las regiones de ancho de banda y Lorentz propuesta por Jellison 

y Modine (JM) [15], al multiplicar las funciones ya conocidas del espectro. Varios 

acoplamientos, inspirados en el de JM han salido a la luz desde entonces, y en esta 

sección haremos un resumen muy breve ellas. 

 2.3.1 Tauc-Lorentz 
 

El primer modelo que unifica las regiones del ancho de banda (región de Tauc) junto con 

las transiciones banda-banda (osciladores de Lorentz) fue desarrollado en primera 

instancia por Forouhi y Bloomer (FB) [13]. Sin embargo, su modelo carecía de la simetría 

de inversión temporal y poseía cantidades divergentes. En segundo lugar, tenemos el 

modelo planteado por Campi y Coriasso (CC) [14] en el que combinaron efectivamente 

un oscilador armónico amortiguado con el cálculo de Tauc. Asimismo, tenemos el 

modelo planteado por Jellison y Modine (JM) [15], el cual contiene la misma cantidad 

de parámetros que el modelo de CC pero su parametrización es más amigable y es el 

que seguiremos en la construcción de este capítulo. Es importante resaltar que este 

último modelo es el que comúnmente se implementa en programas de modelamiento 

óptico y típicamente es llamado el “modelo Tauc-Lorentz”. La comparación entre dos de 

estos modelos está representada en la Figura 6. 

 

La idea detrás del modelo de JM es multiplicar la parte imaginaria de la constante 

dieléctrica del modelo de Lorentz con el término calculado por Tauc. Esta función 

dieléctrica de Lorentz tiene las siguientes características: es cero por debajo de la 

Figura 6: Diferentes 

modelos de Tauc-Lorentz, 

como el de Campi-

Coriasso (CC), Jellison-

Modine (JM), A. S. 

Ferlauto (ASF) y dos 

modelos propuestos por 

Franta et al. (TLF). Gráfico 

extraído de [68] 
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absorción fundamental, crece cuadráticamente en la vecindad del ancho de banda, y se 

vuelve uno a altas energías. La receta de JM para el modelo es la siguiente: 

 𝜀2 TL(ℏ𝜔) = 𝜀2 Tauc(ℏ𝜔)x𝜀2 Lorentz(ℏ𝜔), (52) 

obteniendo así: 

 
𝜀2(𝐸) =

(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)
2

(ℏ𝜔)2
𝐴𝐵(ℏ𝜔)

[((ℏ𝜔)2 − 𝐸0
2)2 + 𝐵2(ℏ𝜔)2]

𝛩(𝐸 − 𝐸𝑔). (53) 

De la ecuación (53) se puede extraer la parte real de la constante dieléctrica siguiendo 

la integral de Kramers-Kroning la cuál puede ser encontrada a detalle en el apéndice de 

[28]. Cabe resaltar una vez más que los 4 parámetros libres de la ecuación (53) cargan 

la misma información detallada para el oscilador armónico amortiguado desarrollado en 

JM. 

 2.3.2 Cody-Lorentz 
 

Uno de los modelos más interesantes que une la zona de Urbach con la versión de JM 

del modelo de Tauc-Lorentz fue planteado por Ferlauto et al. [16]. Esta función fue 

diseñada para explicar la absorción óptica del a-Si:H y se basa en modificar ligeramente 

el modelo de Tauc-Lorentz, sin alterar sus principios. Este modelo no solo une la región 

fundamental y de osciladores mediante una condición de continuidad de la constante 

dieléctrica imaginaria 𝜀2, así como se aprecia en la ecuación (54), sino que incorpora de 

forma continua la cola de Urbach [16]: 

 

𝜀2(𝐸) =

{
 
 

 
 𝐸1

ℏ𝜔
exp {

ℏ𝜔 − 𝐸𝑡
𝐸𝑢

} ;                              0 < 𝐸 ≤ 𝐸𝑡;

𝐺(𝐸)
𝐴𝐵(ℏ𝜔)

[((ℏ𝜔)2 − 𝐸0
2)2 + 𝐵2(ℏ𝜔)2]

.               𝐸 > 𝐸𝑡 ,

. (54) 

Aquí aparecen parámetros como 𝐸𝑢 que representa la energía de Urbach. 𝐸𝑡 que marca 

el paso entre la cola de Urbach y las transiciones banda-banda. 𝐸1 que establece la 

continuidad en 𝐸 = 𝐸𝑡  para  𝜀2(𝐸). Asimismo, para la región 𝐸 > 𝐸𝑡, aparecen los 

parámetros de los osciladores de Lorentz (𝐴, 𝐸0, 𝐵) y la función  𝐺(𝐸)[16], que puede 

ser definida como el comportamiento de Tauc para el ancho de banda, en otras palabras: 

 
𝐺(𝐸) = 𝐺Tauc(𝐸) =

(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)
2

(ℏ𝜔)2
, (55) 

la cual corresponde al elemento de la matriz de probabilidad de las transiciones 

electrónicas, asumido típicamente como constante en esta región espectral [15]. Sin 

embargo, también es posible elegir la modificación propuesta por Cody asumiendo un 

elemento constante de la matriz dipolar (ésta proporciona un mejor encaje para el inicio 

de la absorción en el a-Si:H requerida por Ferlauto et al.): 

 
𝐺(𝐸) = 𝐺Cody(𝐸) =

(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)
2

(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)
2
+ 𝐸𝑝

2
, (56) 
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donde 𝐸𝑝 define la segunda transición energética dada por 𝐸𝑔 + 𝐸𝑝, que separa el 

comienzo de la absorción (𝐸 < 𝐸𝑔 + 𝐸𝑝) de los osciladores de Lorentz (𝐸 > 𝐸𝑔 + 𝐸𝑝). 

La comparación con los modelos tradicionales la podemos apreciar en las Figura 6 y 

Figura 7. Además, podemos notar que ambas funciones 𝐺Tauc(𝐸)  y 𝐺Cody(𝐸) tienden a 

1 cuando proyectamos al límite hacia altas energías, que es requerido para el correcto 

comportamiento de la función de Lorentz [16]. Finalmente, podemos recalcar que la 

forma funcional de 𝐺(𝐸) puede variar dependiendo de la forma que se requiera en la 

región del ancho de banda.  

2.3.3 O’leary-Thevaril-Lorentz  

Uno de los mayores problemas del trabajo de Cody presentado en el subcapítulo 

anterior radica en la discontinuidad en la primera derivada de la función. En vista de ello, 

es preferible escoger el modelo para materiales indirectos propuesto por O’leary and 

Thevaril [3]. Por lo mostrado anteriormente, el mecanismo de acoplar la teoría de 

O’leary-Thevaril y la de Lorentz, sería: 

 𝜀2 𝑂TL(ℏ𝜔) = 𝜀2 OT(ℏ𝜔)x𝜀2 Lorentz(ℏ𝜔), (57) 

lo que puede ser reescrito como, 

 𝜀2 𝑂𝑇𝐿(𝐸) =
𝐽0𝜁(ℏ𝜔)

√𝛽ℏ𝜔
𝐽(𝛽(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)), (58) 

donde: 

 𝜁(ℏ𝜔) =
𝐴𝐵

[((ℏ𝜔)2 − 𝐸0
2)2 + 𝐵2(ℏ𝜔)2]

𝛩(𝐸 − 𝐸𝑔), (59) 

 

𝐽(𝑧) =

{
 
 

 
 𝑧2𝛴 (

𝑧 − 1/2

𝑧
) +

1

√2
𝑌(𝑧 − 1/2)𝑒

(𝑧−
1
2
)
;                              𝑧 ≥ 1/2,

1

√2
𝑌(0)𝑒

(𝑧−
1
2
)
;                                                                          𝑧 < 1/2,

, (60) 

 𝛴(𝑧) = ∫ √𝑥√1 − 𝑥𝑑𝑥
𝑧

0

, (61) 

 𝛴(𝑧) =
1

4
sin−1(√𝑧) −

1

4
√𝑧√1 − 𝑧[1 − 2𝑧];        ∀𝑧 < 1 (62) 

 𝑌(𝑧) = ∫ √𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

𝑧

, (63) 

 
𝑌(𝑧) = √𝑧𝑒−𝑧 +

√𝜋

2
𝐸𝑟𝑓𝑐(√𝑧).  (64) 

Figura 7: Parte imaginaria de 

la constante dieléctrica para 

un modelo de Tauc-Lorentz 

tradicional (a) y para el 

modelo de Cody-Lorentz (b) 

donde se incluye la cola de 

Urbach. Gráfica extraída de 

[69] 
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De esta manera tenemos uno de los primeros modelos a testear que une las regiones 

de absorción fundamental y la de alta absorción. Esta derivación se obtiene a partir de 

los modelos modificados en [2] utilizando la receta de JM para incorporar el 

comportamiento de Lorentz [29] .  

 2.3.4 Fluctuaciones de Bandas-Lorentz 
 

Inspirados en el ajuste exitoso de la teoría de fluctuaciones de bandas. K. Lizárraga y J. 

Guerra desarrollaron un modelo, acoplando la función polilogarítmica con los 

osciladores de Lorentz que funciona para materiales directos e indirectos [29]. La teoría 

sigue la misma receta del modelo de Tauc-Lorentz y O’leary-Thevaril –Lorentz (OT-

Lorentz), esto es: 

 𝜀2 BFL(ℏ𝜔) = 𝜀2 Bands-Fluct.(ℏ𝜔)x𝜀2 Lorentz(ℏ𝜔) (65) 

Lo cual resulta en, 

 𝜀2(𝐸) = −𝐷0
1

2ℏ𝜔
√
𝜋

𝛽
Li1
2

(−𝑒𝛽(𝐸−𝐸𝑔))
𝐴𝐵

[((ℏ𝜔)2−𝐸0
2)2+𝐵2(ℏ𝜔)2]

𝛩(𝐸 − 𝐸𝑔),  (66) 

para materiales directos, mientras que para indirectos tenemos: 

 𝜀2(𝐸) = −𝐽0
1

4

𝜋

ℏ𝜔𝛽2
𝐿𝑖2(−𝑒

𝛽(𝐸−𝐸𝑔))
𝐴𝐵

[((ℏ𝜔)2 − 𝐸0
2)2 + 𝐵2(ℏ𝜔)2]

𝛩(𝐸 − 𝐸𝑔).  (67) 

 

Las ventajas principales de este modelo, descritas en la investigación de Lizárraga, son: 

 La ventaja de una función continua como el polilogarítmo, para la descripción de la parte 

fundamental. 

 Una extensión natural de los modelos para seminconductores directos (Ley de raíz 

cuadrada) y para semincoductores indirectos (Ley cuadrática o de Tauc-Lorentz), ya que 

las funcións Li1/2 (directo) y Li2 (indirecto) contienen asintóticamente a dichos modelos. 

 La transición entre la región de absorción fundamental y alta absorción es “suave”. 

 El concepto físico de ambas ecuaciones (66) y (67) (directos e indirectos) nacen a partir 

del mismo concepto de hacer fluctuar las bandas. 

 El término de Lorentz, puede entenderse como una modificación de los elementos de 

matriz para energías lejanas a la región fundamental. 

2.3.5 O’leary-Thevaril-Jackson  
 

Muy aparte del modelo OT-Lorentz, donde el término de Lorentz puede ser identificado 

como una modificación de los elementos de matriz. Tenemos, el modelo O’leary-

Thevaril-Jackson, en el que se aborda una dinámica similar, pero en este caso los 

coeficientes relacionados a |𝑀𝑐𝑣|
2 son aquellos encontrados empíricamente por 

Jackson et. al. [4] para el a-Si:H, material que será analizado en el siguiente capítulo. Así 

tenemos que nuestra tasa de absorción de acuerdo a O’leary et al [3]: 

 𝑅𝑐𝑣 = 𝑅|𝑀𝑐𝑣|
2𝐽0

1

𝛽2
𝑗𝑐𝑣 (𝛽(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)), (68) 

puede ser definida como: 
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 𝑅𝑐𝑣 = ℛ
2(ℏ𝜔)𝐽0

1

𝛽2
𝑗𝑐𝑣 (𝛽(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)), (69) 

donde 

 
ℛ2(ℏ𝜔) = 𝑅 {(

𝐸𝑑
ℏ𝜔
)
5

;                           ℏ𝜔 ≥ 𝐸𝑑 ,

           1;                          ℏ𝜔 < 𝐸𝑑 ,

, (70) 

y 𝑗𝑐𝑣 (𝛽(ℏ𝜔 − 𝐸𝑔)) está explícito en las ecuaciones (59)-(64). Esta modificación del 

elemento de matriz viene acompañada de un término de energía 𝐸𝑑. El cuál será el 

punto de corte entre la región de absorción fundamental y la región de alta absorción. 

Predominando así el comportamiento potencia a la quinta para energías lejanas, como 

muestra la Figura 8: 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8: Ajuste del modelo 

O’leary-Thevaril-Jackson 

(ecuación (69)) a datos del a-Si:H 

extraído de [3] 
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Capítulo III  
Análisis Térmico 
 

Cuando nos referimos a los análisis térmicos, típicamente se derivan cantidades como el 

coeficiente de expansión volumétrico, el tamaño del enlace, ancho de banda, entre otros, que 

son indicadores estructurales del cambio que sufre el material cuando se incrementa su 

temperatura. En este trabajo, detallaremos la evolución del ancho de banda, que deriva de los 

modelos detallados en el capítulo II. Es conocido que el ancho de banda cambia con respecto a 

la temperatura debido a dos tipos de contribuciones [30][31], la interacción fonón-fonón debido 

a la dependencia de la frecuencia de oscilación con el volumen de la celda (Debye et. al. [32]), 

ocasionando así una presión que puede ser de carácter positivo o negativo en la expansión o 

contracción de la celda unitaria respectivamente. Además, es interesante recalcar que esta 

anarmonicidad en el potencial, ocasiona que el parámetro de red sea dependiente de la 

temperatura [33]. De la misma manera, en la mayoría de publicaciones relacionadas a los 

semiconductores, se puede encontrar que este término no contribuye considerablemente a la 

dependencia del ancho de banda con la temperatura, o su contribución llega a ser de solamente 

el 2%. Por lo que el término predominante, es el de la interacción electrón-fonón [30], por las 
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contribuciones provenientes de los términos de Fan y Debye-Waller [34]. Ambas contribuciones 

suelen modelarse de manera experimental, lo que nos dirige a los modelos propuestos por Viña 

[35], Varshni [36] y Pässler [37], prediciendo el comportamiento del ancho de banda con la 

temperatura.  

En consecuencia, ajustando curvas experimentales del ancho de banda versus la temperatura, 

se puede obtener de cada modelo la temperatura de Debye (Θ𝐷) del material [38]. Este 

parámetro está físicamente relacionado con la frecuencia de corte de los fonones (frecuencia 

acústica en el espectro de dispersión de fonones), cuyo valor no solamente nos proporciona el 

término del acoplamiento de la interacción electrón-fonón (gracias al “branch” asociado a la 

frecuencia de Debye), sino que nos permite predecir la capacidad calorífica del material, que 

podemos comparar con los resultados experimentales obtenidos por métodos calorimétricos. 

Sin embargo, el procedimiento puede ser inverso y por procedimientos calorimétricos obtener 

la temperatura de Debye. Además, de la frecuencia de corte de Debye se obtiene la velocidad 

del sonido en los materiales [39][40], y la densidad de estados fonónicos, gracias a la función de 

Debye [38][32] 

 

3.1 Absorción Fundamental Para T≠0 
 

El incremento de la temperatura en un material se debe principalmente a las 

oscilaciones que aparecen como parte de la agitación térmica. Estas vibraciones generan 

ondas mecánicas cuya cuantización recibe el nombre de fonones, que pueden dividirse 

en ramas acústicas y ramas ópticas. Estas pueden interactuar mediante la interacción 

fonón-fonón y la interacción fonón-electrón, las cuales contribuyen a la evolución del 

ancho de banda con la temperatura (ecuación 71). La primera de las interacciones se 

debe a las oscilaciones de los núcleos atómicos, los cuales están representados por los 

términos anarmónicos en el potencial [33], y se reconoce en la dependencia de la 

frecuencia con respecto al volumen, situación que se manifiesta en la expansión y/o 

contracción de la celda debido a la presión de los fonones [33]. La segunda, la interacción 

electrón-fonón, que se manifiesta mediante la absorción y emisión de ellos, es la que 

contribuye en mayor medida a la evolución del ancho de banda como es el caso del a-Si 

por dar un ejemplo [41]. Este último término, que tiene una tendencia negativa es 

modelada experimentalmente a través de las teorías de Viña, Varshni y Pässler [37]. 

 𝑑𝐸𝑔

𝑑𝑇
= [

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑇
]
𝑇𝐸

+ [
𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑇
]
𝐸𝑃

 (71) 

Con estos modelos es posible ajustar la curva del ancho de banda vs la temperatura (ver 

Figura 9) y obtener la temperatura de Debye, que está relacionada con la frecuencia de 

corte de los fonones [38]. La teoría de Debye será revisada en los subsiguientes capítulos 

y veremos el impacto de su aproximación en la densidad de estados de los fonones y, 

en su espectro de dispersión. Finalmente, veremos algunas aplicaciones térmicas, como 

la deducción de la velocidad del sonido [42] y el calor específico. Dicho calor específico 

será calculado en el marco de la teoría de Debye y su pertinencia teórica será 

comprobada cuando se analice los resultados aplicados al a-Si:H e In2O3. 
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3.1.1 Fonones Acústicos y Fonones Ópticos. 
 

Los fonones nacen debido a las oscilaciones que los átomos sufren debido al incremento 

de la temperatura o a las perturbaciones. Estas oscilaciones pueden ser de dos tipos: Las 

coherentes que dan lugar a los fonones acústicos, y las desfasadas que dan origen a los 

fonones ópticos[43]. 

Los fonones acústicos pueden ser entendidos bajo el siguiente ejemplo: Si tomamos un 

material que sea isotrópico y cuya celda unitaria posee solo un átomo, entonces 

tendremos 3 ramas de fonones acústicos, debido a que el potencial se comportará como 

un oscilador armónico. Sin embargo, si se agrega un nuevo tipo de átomo, o, ahora la 

celda contiene más de un átomo, observaremos nuevas ramas, conocidas como las 

ramas ópticas [44] (ver Figura 10).  

Como ejemplo, veamos el caso del cristal NaCl, en el que deben haber 3s ramas de 

fonones (siendo s el número de átomos en la celda unitaria, por lo que para este caso 

tendremos 3x2=6). De estas 6 ramas, observaremos que 3 de ellas pertenecen a los 

fonones acústicos, mientras que las otras 3, debido a la diferencia de masa de los iones 

de sodio y cloruro, serán ocasionadas por las oscilaciones fuera de fase, dando lugar a 

los fonones ópticos [38][44]. En consecuencia, estas dislocaciones hacen que el material 

se polarice, originando así un campo eléctrico inducido que ocasionará un incremento 

energético en las ramas de los fonones ópticos. Cabe resaltar que el nombre de fonones 

ópticos proviene justamente de este comportamiento de polarización y/o interacción 

con el campo electromagnético originado por las dislocaciones “fuera de fase”. Es 

necesario recalcar que tanto los fonones acústicos como los fonones ópticos poseen 

ramas que son de tipo transversal y longitudinal por lo que ambos tipos de fonones 

propagan el sonido con una velocidad asociada [43][45][44]. Una característica de los 

fonones acústicos es que decaen rápidamente en energía, tendiendo a cero, cuando se 

aproximan al punto Γ(𝑘 = 0), mientras que los fonones ópticos siempre tienen una 

energía finita en Γ. 

Figura 9: Evolución del ancho de 

banda con la temperatura y el 

modelamiento de la interacción 

electrón-fonón mediante el ajuste 

propuesto por L. Viña et al. (curva 

roja continua), los puntos azules 

representan datos medidos.  El 

recuadro pequeño muestra datos 

a bajas temperaturas y su mejor 

ajuste. Y la línea punteada es el 

modelamiento con los parámetros 

obtenidos en el ajuste a bajas 

temperaturas y que al extrapolar a 

altas temperaturas la curva está 

cerca de los datos medidos. 

Gráfico extraído de [59]. 
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3.1.2 Expansión Térmica 
 

La expansión o contracción térmica de un material, está relacionada directamente con 

la interacción fonón-fonón. Un ejemplo de eso es la Ley de Begard donde el ancho de 

banda cambia respecto al parámetro de red que cambia con la temperatura (ver Figura 

11). Para reconocer la dependencia del ancho de banda con respecto al cambio de 

volumen, es preferible primero describir la aproximación quasi-estática para la 

dependencia del ancho de banda con respecto a la temperatura, esta es [41][31]: 

 𝑑𝐸𝑔

𝑑𝑇
= [

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑇
]
𝑇𝐸

+ [
𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑇
]
𝐸𝑃

=
𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑇
+∑(

𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑛𝑗,𝑞̅
) (𝑛𝑗,𝑞̅ + 1/2)

𝑗,𝑞̅

 (72) 

donde 𝑛𝑗,𝑞̅ es el numero de fonones en la rama j con vector de onda 𝑞̅ y que satisfacen 

la distribución de Bose para bosones: 

 𝑛𝑗,𝑞̅ =
1

Exp (
ℏ𝜔𝑗,𝑞̅
𝑘𝛽𝑇

) − 1

, 
(73) 

asimismo 𝜔𝑗,𝑞̅ es la frecuencia angular del modo de vibración j. Cabe resaltar que la suma 

en la ecuación (72) es sobre todos los posibles modos de vibración de la primera zona 

de Brillouin. El primer término de esta ecuación corresponde a la parte de la expansión 

térmica que proviene de los efectos anarmónicos del potencial interatómico, y es 

modelado de la siguiente manera [46]: 

 
[
𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑇
]
𝑇𝐸

= −𝛼𝑉𝛽
𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑃
, (74) 

donde 𝛼𝑣 es el coeficiente de expansión térmica y 𝛽 es el módulo de compresibilidad, 

ambos dependen de la presión ejercida por los fonones [33]: 

 
𝛼𝑣 =

1

3𝛽
(
𝜕𝑃𝑝ℎ

𝜕𝑇
)
𝑉

 (75) 

Figura 10: Estructura de bandas de los 

fonones ópticos y acústicos para el 

caso del GaAs. Se pueden notar 6 

ramas provenientes de los 2 átomos 

de la celda unitaria.  Gráfica extraída 

del capítulo 3 de [45] 
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la cuál es 

 
𝑃𝑝ℎ = −

𝜕

𝜕𝑉
[
1

2
∑ ℏ𝜔𝑠(𝑘)

𝑘,𝑠
] +∑(−ℏ

𝜕𝜔𝑠(𝑘)

𝜕𝑉
)

𝑘,𝑠

1

𝑒𝛽ℏ𝜔𝑠(𝑘) − 1
. (76) 

Como se aprecia, el primer término es la derivada del volumen de la energía en el punto 

cero mientras que el segundo depende de la temperatura a través de la distribución de 

fonones, ambos términos dependen del volumen a través de la frecuencia. Esto nos lleva 

a la conclusión de que la frecuencia depende del volumen o de otra manera el 

coeficiente de expansión sería nulo [33]. Este hecho solo sucede si las oscilaciones son 

completamente anarmónicas en la red, esto quiere decir que la energía potencial de la 

red tiene una contribución de términos anarmónicos (ver Figura 12). Esto se sustenta en 

la teoría de Debye, ya que la frecuencia de corte de los fonones depende del volumen 

de la celda misma [32]. 

Retornando a la ecuación (74), el comportamiento usual de los coeficientes de 

expansión térmica, de comprensibilidad y del coeficiente de presión dependerán de 

cada material. Por ejemplo, para el c-Si es negativo, mientras que el signo final de GaAs 

es positivo [47][48]. Sin embargo, este primer término de la ecuación (72) suele 

contribuir solamente con el 2% de la dependencia del ancho de banda con respecto a la 

temperatura para el a-Si:H [30]. Aunque hay casos excepcionales y de gran interés, como 

las Perovskitas, en que la contribución de este término es hasta del 60% [46][31]. 

Por otro lado, el segundo término de la ecuación (72) corresponde a la mayor 

contribución, al menos para los materiales tratados en esta investigación (a-Si:H e In2O3), 

para la evolución del ancho de banda con la temperatura. Este término da paso al 

estudio de la interacción electrón-fonón, ya que es ella a través de los términos de 

Debye-Waller y Fan que ocasionan el decrecimiento del ancho de banda [41][34]. 
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3.1.3 Interacción Electrón-Fonón 
 

La mayor parte de la dependencia del ancho de banda con respecto a la temperatura 

proviene de la interacción electrón-fonón, que es modelada gracias a los términos de 

Fan y Debye-Waller [41] 

 

 

 

 

 

 

El término de Fan describe los procesos de emisión y absorción de un fonón virtual, y el 

término de Debye-Waller representa la interacción simultánea de un electrón 

interactuando con dos fonones en una rama, digamos “j”, los cuales tienen vectores de 

Figura 11: Ley de Begard 

para la evolución del ancho 

de banda con respecto al 

parámetro de red. En este 

caso para semiconductores 

tanto directos como 

indirectos. Gráfica extraída 

de [70]. 

Figura 13: Energía de la interacción e-ph descompuesta en el término de Fan 

y el término de Debye-Waller, extraído de [34] 

Figura 12: El potencial real entre dos 

átomos es asimétrico. Para distancias 

cercanas tenemos la repulsión del 

principio de exclusión de Pauli y para 

largas distancias la atracción 

Coulombiana. Esta asimetría causa las 

oscilaciones anarmónicas. Por otro lado, 

un potencial simétrico no produce el 

efecto de expansión térmica. Gráfico 

extraído de [71]. 
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onda opuestos 𝑞⃗, −𝑞⃗ [41][46]. Ambos procesos toman en cuenta la aproximación de 

segundo orden de la amplitud de los fonones, ocasionando así la dependencia inversa 

de la masa atómica M y por ende permitiendo entender la sustitución de átomos con un 

mismo número atómico (isotopos). A altas temperaturas, i.e. 𝑘𝛽𝑇 ≫ ℏ𝜔𝑗,𝑞, la 

distribución de fonones tiende a [41]: 

 𝑛𝑗,𝑞̅ =
1

Exp (
ℏ𝜔𝑗,𝑞̅
𝑘𝛽𝑇

) − 1

∼
𝑘𝛽𝑇

ℏ𝜔𝑗,𝑞
≫ 1, 

(77) 

Con lo cual el ancho de banda se comporta de manera lineal. Sin embargo, a bajas 

temperaturas la situación se torna un poco más complicada [41] (Tenemos el ejemplo 

de Cardona el cuál encontró un comportamiento para el silicio que varía con la ley 𝑇4 

por debajo de 5 K). Por lo que aquí, el coeficiente, (
𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑛𝑗,𝑞̅
) tiene mayor relevancia, y solo 

puede ser determinado con una descripción completa del potencial electrón-fonón [41].  

Debido a que en la práctica es muy difícil calcular la completa contribución de todos los 

modos de los fonones, el término de esta interacción es modelado empíricamente, junto 

con la expansión térmica, en los modelos empíricos de Varshni, Passler y Viña [41]. 

3.1.4 Modelos Experimentales  
 

Modelo de Varshni 
 

Para el modelado experimental del comportamiento del ancho de banda con la 

temperatura, se toman en cuenta los siguientes. Para temperaturas pequeñas, suele 

presentarse un comportamiento no lineal (cuadrático) [37], mientras que es lineal para 

altas temperaturas. Siguiendo tal comportamiento, Varshni planteó la siguiente 

ecuación [36]. 

 
𝐸𝑔(𝑇) = 𝐸𝑔(0) −

𝛼𝑇2

𝑇 + 𝛽
. (78) 

Donde 𝛼 representa el límite de −𝑑𝐸𝑔(𝑇) 𝑑𝑇⁄  cuando  𝑇 → ∞, y 𝛽 es un parámetro 

relacionado a la temperatura cuya magnitud, se creía, comparable a la temperatura de 

Debye Θ𝐷 [36][49] 

 

Modelo de Bose-Einstein 
 

Un modelo similar alternativo fue sugerido por Viña et al. [35], el cuál considera una 

expresión empírica del tipo de Bose-Einstein: 

 𝐸𝑔(𝑇) = 𝐸𝐵 − 𝑎𝐵 (1 +
2

Exp(𝛩𝐷 𝑇⁄ ) − 1
) = 𝐸𝑔(0) −

𝛼𝛩𝑑
2
(Coth [

𝛩𝐷
2𝑇
] − 1), (79) 

donde en el límite cuando 𝑇 → 0, el comportamiento está determinado por 𝐸𝐵 y 𝑎𝐵, 

mediante  𝐸𝑔(0) = 𝐸𝐵 − 𝑎𝐵, y la energía efectiva de los fonones mediante la 

temperatura de Debye. Cabe resaltar que una ecuación similar ha sido propuesta en 

O’Donnel et. al. [50]. 
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Modelo de Pässler 
 

Como último modelo empírico a revisar en esta tesis, se aborda el modelo de Pässler, el 

cual se basa en modelar parcialmente el coeficiente 
𝜕𝐸𝑔

𝜕𝑛𝑗,𝑞̅
, de manera que al integrar en 

la distribución de fonones, se obtiene una expresión analítica de la forma [37]: 

 
𝐸𝑔(𝑇) = 𝐸𝑔(0) −

𝛼𝛩𝐷
2
[√1 +

𝜋2

6
(
2𝑇

𝛩𝐷
)
2

+ (
2𝑇

𝛩𝐷
)
44

− 1] (80) 

La ventaja de la ecuación (80) es que ha sido determinada consistentemente con la 

teoría acerca del mecanismo de interacción electrón-fonón. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Como se aprecia en los tres modelos (ver Figura 14), siempre surge una temperatura 

que representa la energía de los fonones, que proviene del modelo de Debye. Y es que 

gracias a esa temperatura de Debye es posible finiquitar la densidad de estados de los 

fonones. De manera que se obtiene una frecuencia de corte que permite contrastar con 

el experimento y derivar cantidades como el calor específico. 
 

3.2 Teoría de Debye 
 

Como paso final de nuestro análisis, es necesario revisar la densidad de estados de los 

fonones, bajo la aproximación propuesta por la teoría de Debye y que tiene una 

frecuencia de corte característica. Entonces, describiremos brevemente el origen de 

esta frecuencia de Debye basados en el desarrollo del libro de [51] 

De manera simplificada, la densidad de estados de los fonones es la cantidad de estados 

encerrados en un volumen dentro del espacio recíproco perteneciente a 𝑞⃗, ésta es [51]: 

Figura 14: Modelos fenomenológicos 

para explicar la evolución del ancho de 

banda vs T. Destacan el modelo de 

Varshni (1), el modelo de Bose-

Einstein planteado por Viña (2), el 

modelo de Pässler (14) y sus 

modificaciones (17), (21). Gráfico  

extraído de [37] 
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𝑍(𝜔)𝑑𝜔 =

𝑉

2𝜋3
∫ 𝑑3𝑞.
𝜔+𝑑𝜔

𝜔

 (81) 

Donde, con las siguientes transformaciones, 

 𝑑3𝑞 = 𝑑𝑆𝜔𝑑𝑞⊥, (82) 

 𝑑𝜔 = |𝛻⃗⃗𝑞𝜔|𝑑𝑞⊥, (83) 

se puede llegar a la ecuación: 

 

𝑍(𝜔)𝑑𝜔 =
𝑉

2𝜋3
∫

𝑑𝑆𝜔

∇⃗⃗⃗𝑞𝜔
.

𝜔=const

 

 

(84) 

Identificando las velocidades de los fonones acústicos transversales y longitudinales con 

el gradiente de la frecuencia de los fonones (Aproximación de Debye) [51]: 

 𝛻⃗⃗𝑞𝜔 = (𝑐𝐿, 𝑐𝑇 , 𝑐𝑇), (85) 

por lo que la densidad de estados es, 

 
𝑍(𝜔)𝑑𝜔 =

𝑉

2𝜋3
(
1

𝑐𝐿
+
1

𝑐𝑇
+
1

𝑐𝑇
)𝑑𝜔 ∫ 𝑑𝑆𝜔,

𝜔

 (86) 

donde, si aproximamos la velocidad del sonido de ambos fonones a 𝑐𝑇 = 𝑐𝐿 = 𝑐, e 

integrando la superficie esférica, llegamos a la función de la densidad de estados de los 

fonones propuesta por Debye [32][38]: 

 𝑍(𝜔)𝑑𝜔 =
𝑉

2𝜋2
(
3

𝑐3
)𝜔2𝑑𝜔. (87) 

Uno de los grandes éxitos de aquella distribución es la determinación exacta del calor 

específico de un sólido. Sin embargo, la frecuencia de corte de Debye nace de la 

condición (la cuál es una limitación de la teoría bastante forzada) que la integral de la 

densidad de estados, cuya cota superior es la frecuencia de corte, debe corresponder al 

número de grados de libertad de los fonones [38][51]: 

 
3𝑁 = ∫ 𝑍(𝜔)𝑑𝜔

𝜔𝐷

0

. (88) 

Obteniendo así la frecuencia de corte de Debye [38][51]: 

 𝜔𝐷
3 = 6𝜋2𝑛𝑐3 (89) 

Esta frecuencia de Debye nos indica, de acuerdo con la Figura 15, el lugar de corte de la 

función 𝑍(𝜔), dando así un aproximado de la densidad de estados de los fonones 

acústicos presentes en el material. En la Figura 15 apreciamos el comportamiento de la 

densidad de estados de los fonones vs la frecuencia: 
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3.3 Calor Específico 
 

A continuación, se describirá cómo el calor específico cambia con respecto a la 

temperatura, y además procederemos a obtener la temperatura de Debye y la 

temperatura de Einstein. En 1819, Dulong y Petit plantearon una ley empírica para el 

comportamiento del calor específico a altas temperaturas [52], a partir de la energía 

interna media: 

 𝐸 = 3𝑁𝑘𝛽𝑇, (90) 

y luego al derivar respecto del volumen se obtuvo: 

 𝑐𝑣 =
1

𝑉
(
𝜕𝐸

𝜕𝑇
)
𝑉
=
3𝑁𝑘𝛽

𝑉
= 3𝑅. (91) 

Pese al buen funcionamiento de la ley de Dulong-Petit, la ecuación (91) no podía 

predecir el calor específico de un material a bajas temperaturas. Por lo que Einstein et 

al (1907) [53] realizó un nuevo planteamiento, partiendo del concepto de energía 

interna del sólido que puede ser cuantizado a una serie de (3N) osciladores armónicos 

independientes (fonones), que da lugar a la idea de que las vibraciones del sólido están 

fuertemente relacionadas a unos cuantos llamados fonones [53]. Por lo que la energía 

es ahora: 

 𝐸 = 3𝑁ℏ𝜔 (
1

2
+

1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
), (92) 

 𝑐𝑣 =
1

𝑉
(
𝜕𝐸

𝜕𝑇
)
𝑉
=
1

𝑉
(
𝜕𝐸

𝜕𝛽
)
𝑉

𝜕𝛽

𝜕𝑇
= −

1

𝑉𝑘𝛽𝑇
2 (
𝜕𝐸

𝜕𝛽
)
𝑉

, (93) 

así, después de factorizar términos: 

 
𝑐𝑣 = 3𝑅 (

𝜃𝐸
𝑇
)
2 𝑒𝜃𝐸/𝑘𝛽𝑇

[𝑒𝜃𝐸/𝑘𝛽𝑇 − 1]
2, (94) 

donde 𝜃𝐸 = 𝛽ℏ𝜔, es la llamada temperatura de Einstein. Asimismo, se aprecia que si la 

𝑇 ≫ 𝜃𝐸 recobramos la Ley de Dulong-Petit. Por otro lado, si la temperatura es mucho 

menor a 𝑇 ≪ 𝜃𝐸, tendremos un comportamiento exponencial [51][38]: 

 
𝑐𝑣 ≈ 3𝑅 (

𝜃𝐸
𝑘𝛽𝑇

)

2

𝑒
−𝜃𝐸
𝑘𝛽𝑇 , (95) 

Figura 15: Densidad de estados 

de los fonones proveniente de 

DFT (línea solida) y la densidad 

de estados de la cadena 

monoatómica propuesta por 

Debye (línea punteada) para la 

perovskita MgSiO3. Gráfica 

extraída de [72] 



37 
 

En este modelo, el calor específico tiende a cero exponencialmente cuando 𝑇 → 0. Sin 

embargo, en la práctica, el calor específico no tiende a cero de manera tan rápida como 

lo sugiere el modelo de Einstein, esto se debe a la aproximación burda que todos los 

modos normales de vibración tienen la misma frecuencia, esto mejora cuando, en lugar 

de usar el factor “3N”, que origina que todos los modos estén al mismo nivel, ahora 

tengamos una integral con una función peso correspondiente a la densidad de estado 

de los fonones 𝑍(𝜔) [38][32]. Así nuestra energía lucirá como: 

 𝐸 = ∫ 𝑍(𝜔)ℏ𝜔 (
1

2
+

1

𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1
)

∞

0

𝑑𝜔, (96) 

y el calor específico será: 

 
𝑐𝑣 =

𝑘𝛽

𝑉𝛽2
∫ 9𝑁(

1

𝜔𝐷
3)𝜔

2ℏ𝜔 (
ℏ𝜔𝑒𝛽ℏ𝜔

[𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1]2
)

𝜔𝐷

0

𝑑𝜔, (97) 

 
𝑐𝑣 = 3𝑅 (

3

(𝛽ℏ𝜔𝐷)
3
∫

𝑒𝛽ℏ𝜔

[𝑒𝛽ℏ𝜔 − 1]2
(𝛽ℏ𝜔)4𝑑(𝛽ℏ𝜔)

𝛽ℏ𝜔𝐷

0

) = 3𝑅𝑓𝐷(𝛽ℏ𝜔𝐷), (98) 

donde 𝑓𝐷 es conocido como la función de Debye, y la temperatura de Debye θ𝐷 es 

definida como [51]: 

 ℏ𝜔𝐷 = 𝑘𝛽𝜃𝐷 , (99) 

con 𝛽 = 1/(𝑘𝛽𝑇). Finalmente, el comportamiento de la función calor específico de 

Debye se puede apreciar en la Figura 16, que es constante a altas temperaturas y 

decrece lentamente a bajas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 16: Calor específico 

del MgSiO3 calculado con 

DFT (puntos) y el modelo de 

Debye (Linea cotinua). 

Gráfico extraído de [72] 
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Capítulo IV  
Resultados 
 

En el presenta capítulo mostraremos los resultados de nuestras propuestas planteadas en el 

capítulo II y III. Para ello dividiremos el estudio en análisis óptico y análisis térmico como 

podemos ver en la Figura 17, nuestros materiales elegidos han sido el a-Si:H e In2O3 por las 

razones descritas en la introducción.  

El capítulo inicia probando los modelos de absorción unificados a los datos del a-Si:H que se 

extrajo de Jackson et. al. [4] (datos que muestran toda la región de absorción). Estos modelos 

son los de Tauc-Lorentz, Guerra-Lorentz y Thevaril-O’leary-Jackson. Se analizará luego la región 

fundamental, y se procederá a probar los modelos de O’leary/Zanatta/Urbach/Guerra a los 

datos de a-Si:H extraídos de Cody et al [54][11]. De donde se obtienen distintas curvas de 

evolución del ancho de banda con la temperatura para los distintos modelos. Luego de lo 

anterior, se realiza el análisis térmico para el a-Si:H, donde los modelamientos del ancho de 

banda se realizan a partir de las propuestas de Varshni/Bose-Einstein/Pässler, detalladas en el 

capítulo II, para así obtener la temperatura de Debye. Se retroalimentan los resultados 

anteriores al comparar el calor específico extraído de las referencias de Mertig [55] y Zink [56] 

en las escalas de Cv/T vs T2 y Cv/T3 vs T. Se verá que el poderoso vínculo entre ambos análisis es 

muy útil al dar un valor representativo a la temperatura de Debye y al evaluar el desempeño de 

cada modelo en las distintas etapas del análisis. Cabe resaltar que el procedimiento seguido para 

el In2O3 es el mismo que el del a-Si:H. Además, existe una problemática asociada al In2O3, en 

relación a que si este material es directo o indirecto y las fluctuaciones en su estructura de 

bandas que ocasionan esta diferencia serán detalladas en el análisis óptico del mismo [57] [58].
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Figura 17: Esquemática 
del análisis seguido en 
la investigación 
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4.1 a-Si:H  

4.1.1 Comparación De Modelos De Absorción De Amplio 

Rango 
 

 

 

Las curvas experimentales del a-Si:H extraídas de Jackson et al. [4] en un amplio rango 

energético, que va desde el UV hasta el IR, han sido ajustadas con las teorías de Thevaril-

Jackson, Tauc-Lorentz (JM) y BF-Lorentz como muestra la Figura 18. En ella podemos 

observar, en primera instancia, que el comportamiento de Thevaril (Curva azul) 

proporcional a (
𝐸𝑑

ℏ𝜔
)
5

falla al momento de explicar regiones mayores a ℏ𝜔 ≥ 𝐸𝑑 ya que 

la caída es más suave y es descrita de mejor manera por una lorentziana como son el 

caso de Tauc-Lorentz o BF-Lorentz. Si bien es cierto que el comportamiento predicho 

por Thevaril es empírico para explicar los elementos de matriz del a-Si:H a altas energías, 

su comportamiento durante la transición de la absorción fundamental a la de alta 

absorción carece de una suavización. Sin embargo, es posible levantar dicho punto de 

inflexión si se convoluciona dicho modelo, por ejemplo, con una Lorentziana. 

Por otro lado, los modelos de Tauc-Lorentz y BF-Lorentz tienen parámetros de ancho de 

banda y energía central (pico del oscilador) similares (ver Tabla 1), diferenciándose solo 

en el orden de meV. Pese a ello, la flexibilidad del modelo de BF-Lorentz para explicar el 

comportamiento de varios tipos de semiconductores tales como amorfos, directos e 

indirectos bajo el mismo concepto físico, y la inclusión de las colas de Urbach, lo 

convierte en un modelo de mayor calidad en contraste con el modelo de Tauc-Lorentz 

como se menciona en detalle en el subcapítulo 2.3.4. 

 

 

 

 

Tabla 1: Parámetros usados en la Figura 18 

Modelo de ajuste Ec (eV) Eg (eV) 

Jellison-Modine (Tauc-Lorentz) 3.436 1.647 

Thevaril-Jackson 3.293 1.64 

BF-Lorentz 3.435 1.649 

Figura 18: Constante dieléctrica del a-Si:H. Los datos fueron extraídos de Jackson [4]. y fueron ajustados 

con las modelos Thevaril-Jackson (azul), Jellison-Modine (rojo) y BF-Lorentz (Verde) 
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4.2.1 Propiedades Ópticas, Región Fundamental 
 

A continuación, describimos el análisis óptico para la región fundamental aplicado en los 

datos extraídos de Cody et al. [54]. Primero detallamos los modelos tradicionales de 

Tauc y Urbach para determinar el ancho de banda y energía de desorden 

respectivamente. Luego pasamos a los modelos de Thevaril y fluctuaciones de banda los 

cuáles explican la región de absorción con una sola funcional. 

Modelos de Tauc y Urbach 
 

 

Como se había mencionado en el capítulo II, el modelo de Tauc describe solo la Zona B 

del espectro de absorción, forzándonos a usar el modelo de Urbach para describir la 

Zona A para predecir la energía de desorden. El resultado de aplicar dichos modelos al 

a-Si:H (extraído de [54]) es mostrado en la Figura 19-a, donde se aprecia la escala de 

Tauc para ver la tendencia lineal del mismo, de igual manera en la Figura 19-b podemos 

apreciar el comportamiento del ancho de banda con respecto a la temperatura. De la 

Figura 19-a es evidente la falta de precisión del modelo de Tauc para explicar la cola 

exponencial producida por el grado de desorden del material. Para ello se realizó el 

ajuste exponencial propuesto por Urbach [5], de donde se extrae la energía de desorden 

o energía de Urbach que tiene un comportamiento creciente con el incremento de la 

temperatura (ver Figura 19-b). 

 

Modelo de Thevaril 
 

Ahora se aplica el modelo de Thevaril y los ajustes toman una mejor forma como se 

aprecia en la Figura 20. En este caso el ancho de banda, como característica del modelo, 

se deduce tomando en cuenta los estados “cola” en la densidad de estados, y se observa 

que el ancho de banda decrece con el aumento de la temperatura. De manera similar la 

energía de desorden aumenta, presentando un “kink” para la temperatura de 700 K de 

igual manera como ocurre en el caso de Tauc. 

Figura 19: (a) Coeficiente de absorción del a-Si:H, en escala de Tauc (𝛼𝐸)1/2, a diferentes temperaturas, extraída 

de [54] (símbolos) y ajustado con el modelo de Tauc (línea continua). (b) Evolución del ancho de banda (puntos 

azules) y de la energía de Urbach (puntos rojos) con la temperatura. 

(a) (b) 
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Modelo de Fluctuaciones de Bandas 
 

Para la teoría desarrollada por Guerra [2], tenemos un comportamiento del ancho de 

banda similar en tendencia al modelo de Thevaril. Sin embargo, la energía de Urbach 

producto de la inversa de 1 𝛽⁄ , proveniente de las fluctuaciones térmicas, no presenta 

un cambio abrupto en 700 K así como se puede ver en la Figura 21-b.  

 

 

Figura 20: (a) Coeficiente de absorción del a-Si:H, en escala lineal a diferentes temperaturas, extraída de [54]  
(símbolos) y ajustado con el modelo de Thevaril (línea continua). (b) Evolución del ancho de banda (puntos 

azules) y de la energía de Urbach (puntos rojos) con la temperatura. 

Figura 21: (a) Coeficiente de absorción del a-Si:H, en escala lineal a diferentes temperaturas, extraída de [54] 
(símbolos) y ajustado con el modelo de fluctuaciones de bandas (línea continua). (b) Evolución del ancho de banda 

(puntos verdes) y de la energía de Urbach (puntos rojos) con la temperatura. 

(a) (b) 

(a) (b) 
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Modelo tipo Boltzmann 
 

En el modelo tipo Boltzmann propuesto por Zanatta se aprecia para temperaturas altas 

un comportamiento similar al de Thevaril o fluctuaciones de bandas. Sin embargo, a 

bajas temperaturas se puede apreciar una sigmoidal que tiende a subir de manera más 

lenta que los datos experimentales (para valores superiores a 2.0 eV) como se aprecia 

en la Figura 22-a. Por otro lado el “kink” es nuevamente apreciado en 700 K para la 

energía de desorden (dE). Adicionalmente, la energía del ancho de banda decrece 

linealmente producto de la energía de Boltzmann asociada al modelo, que es un 

parámetro que “corrige” al ancho de banda en cada temperatura (ver Figura 22-b). 

 

Comparación de Parámetros 
 

 

Figura 22: (a) Coeficiente de absorción del a-Si:H, en escala lineal a diferentes temperaturas, extraída de [54] (símbolos) 

y ajustado con el modelo de Zanatta (línea continua). (b) Evolución del ancho de banda (puntos verdes) y de la energía 

de Urbach (puntos rojos) con la temperatura. 

Figura 23: Evolución de parámetros, (a) ancho de banda y (b) energía de desorden (Urbach), con respecto a la 

temperatura para los modelos de Tauc-Urbach, Fluctuaciones de bandas, Zanatta (tipo Boltzmann) y Thevaril 

respectivamente. 

(a) 
(b) 

(a) (b) 
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Aquí mostramos los resultados previos, pero en una gráfica comparativa, donde se 

aprecian mejor los cambios del ancho de banda y de la energía de Urbach. Lo primero 

que se puede apreciar de la Figura 23-a es el decrecimiento lineal compartido entre el 

modelo de Tauc y el modelo de Zanatta. Esto significa que las correcciones llevadas a 

cabo en el modelo de Zanatta [12], originan los estados de “cola” sin alterar el 

comportamiento cuadrático de la absorción fundamental. Por otro lado, los modelos de 

Thevaril y fluctuaciones de bandas tienden a correr el ancho de banda hacia el UV, ya 

que en la naturaleza de estos modelos toman en cuenta las fluctuaciones y/o estados 

de cola al momento de convolucionar. En lo que respecta a la energía de Urbach (ver 

Figura 23-b), ésta crece en todos los casos, presentando un “kink” que es compartido 

por los modelos de Thevaril, Urbach y Zanatta, mientras que el modelo de fluctuaciones 

de bandas tiene una tendencia más suave. 

 

4.3.1 Propiedades Térmicas 
 

Damos paso ahora al análisis de las propiedades térmicas del a-Si:H, para ello se usarán 

los datos extraídos de la figura 2 del documento de investigación de Cody et al. [54]. La 

razón de no aplicar directamente este análisis a los datos obtenidos de la parte óptica 

radica en la falta de curvas de absorción para temperaturas comprendidas entre 100 K 

y 300 K. Sin embargo, en el caso del In2O3 se procederá a partir de los datos obtenidos 

de la parte óptica. 

 

Evolución del Ancho de Banda con la Temperatura 
 

La evolución del ancho de banda respecto de la temperatura, mostrada previamente 

sugiere una tendencia para el siguiente análisis. Procedemos a aplicar los modelos 

experimentales de la interacción electrón-fonón explicados en el capítulo II: Bose-

Einstein, Varshni y Pässler (como se aprecia en la Figura 24). Observamos que los ajustes 

de Varshni y Pässler son casi idénticos en tendencia, a diferencia del modelo de Bose-

Einstein que es más plano para bajas temperaturas, pero finalmente este se une a los 

otros dos modelos a altas temperaturas. Con ello se extrajo la temperatura de Debye 

del material, cabe mencionar que, de la literatura asociada a experimentos 

calorimétricos, obtuvimos datos para calcular valores referenciales de temperaturas de 

Debye. Esto nos permitió restringir valores al momento de hacer ajustes en nuestros 

modelos, debido a que las curvas poseen varios mínimos. El valor obtenido para la 

temperatura de Debye de 450 K concuerda con la literatura [55][56]. Esto nos da una 

frecuencia de corte de 312.8 cm-1. Es importante decir, que la restricción mencionada 

anteriormente se realizó con el análisis del calor específico que se detallará en el 

siguiente subcapítulo. 
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Calor Específico 
 

 

 

 

 

 

 

 

Como se detalló al final del capítulo II, los análisis térmicos que correspondan al calor 

específico se harán en dos regímenes, uno para bajas temperaturas y otro para altas 

temperaturas. En el caso de bajas temperaturas tenemos la ¡Error! No se encuentra e

l origen de la referencia.-a en la que se muestran dos sets de datos de los autores 

Mertig y Zink, obtenidos de forma experimental y de simulaciones respectivamente. 

Mediante un ajuste del calor específico 𝐶𝑉 𝑇⁄  vs 𝑇2 se obtuvo la temperatura de Debye 

correspondiente a 474 K (recta punteada negra de la ¡Error! No se encuentra el o

rigen de la referencia.-a) para Zink y 496.6 K para Mertig (recta punteada magenta de 

la ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia.-a).  Estos valores de 

temperatura de Debye (±100 K) obtenidos se utilizaron como restricción para los 

ajustes de las curvas de Varshni, Pässler y Bose-Einstein. Dando resultados muy cercanos 

al resultado experimental, como se puede ver en la figura (ver ¡Error! No se encuentra e

l origen de la referencia.-a).  

 
Figura 25: Calor específico en escala de: (a) 𝐶𝑉 𝑇⁄  vs 𝑇2, (b) 𝐶𝑉 𝑇3⁄  vs 𝑇, donde se muestran dos sets de datos 
extraídos de Zink [56] y Mertig [55] con sus ajustes en los colores negro y magenta respectivamente. Las 
curvas de calor específico usando las temperaturas de Debye de los modelos de Varshni, Pässler y Bose-
Einstein se muestran en las curvas punteadas azul, verde y rojo 

 

Figura 24: Ancho de banda vs T, 

los puntos negros muestran los 

datos extraídos de Cody et. al. 

[48], mientras que la curva: roja, 

azul y verde muestran los ajustes 

de los modelos de Bose-Einstein, 

Varshni y Pässler. 

(a) (b) 
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Por otro lado el análisis a altas temperaturas del calor específico del a-Si:H (ver  ¡Error! N

o se encuentra el origen de la referencia.-b) conlleva un pequeño levantamiento 

característico del material cuando se analiza la curva en la escala 𝐶𝑉 𝑇3⁄  vs 𝑇 que está 

en escala logarítmica (este comportamiento también se verá luego en el In2O3). De la 

misma manera, se procedió a hacer el ajuste del calor específico de Debye para este set 

de datos, y las temperaturas de corte que se obtuvieron fueron 480 K para los datos de 

Mertig y 520 K, para los datos de Zink. Temperaturas que están en concordancia con el 

análisis a bajas temperaturas, con estos valores como restricciones, el comportamiento 

de las temperaturas de Debye obtenidas por Varshni, Pässler y Bose-Einstein dan una 

cota superior muy similar al comportamiento de Zink. Esto confirma que el análisis 

hecho para retroalimentar la temperatura de Debye con medidas de calor específico 

experimental es óptimo, ya que los ajustes del comportamiento teórico del calor 

específico de Debye obtenidos del análisis óptico se acercan mucho a la literatura. 

 

4.2 In2O3  
 

4.2.1 Propiedades Ópticas 
 

De la misma manera a lo desarrollado para el a-Si:H, abordamos ahora el análisis a la 

problemática del In2O3. En este caso se empieza con la descripción de la absorción 

fundamental con los modelos de Tauc, Zanatta y Guerra et al., en este caso se ha obviado 

los ajustes con el modelo de Thevaril debido a la similitud de los mismos con Guerra et 

al.. Finalmente, se explica la problemática del In2O3 y mostramos el impacto de los 

modelos en la descripción del ancho de banda. Cabe resaltar que los datos a distintas 

temperaturas del In2O3 fue extraída de Irmscher et al. [59]. Los gráficos mostrados en 

las siguientes secciones exhiben las curvas a diferentes temperaturas para cada modelo. 

Sin embargo, en el apéndice se ve una comparativa de los tres modelos para cada 

temperatura. 

Modelo de Tauc 
 

 

Se describe la absorción usando el modelo de Tauc, en el que se puede apreciar una 

recta en la escala de raíz cuadrada (ver Figura 26-a). Como se ha mencionado antes el 

ancho de banda obtenido por el modelo de Tauc es sobreestimado pese a que la 

tendencia de su crecimiento con respecto a la temperatura sea la esperada como 

veremos en la comparación de parámetros. En este caso el ancho de banda para 0 K y 

300 K dan un resultado de 2.94 eV y 2.75 eV como podemos observar en la Figura 26-b 
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Modelo tipo Boltzmann 
 

El modelo propuesto por Zanatta ajusta bastante bien las curvas de absorción que predice un 

ancho de banda que empieza en 2.93 eV a 0 K y tiene una energía de desorden creciente del 

orden de 50 meV a 300 K (ver Figura 27-a,b). Es importante resaltar que el modelo de Zanatta 

posee unos coeficientes experimentales que multiplican al desorden “dE” y son característicos 

de materiales directos e indirectos. En este caso, debido a la duda en relación a si el In2O3 posee 

una absorción fundamental directa o indirecta, se ha optado por su comportamiento indirecto 

debido a las conclusiones presentadas en [59] y al comportamiento de su estructura de bandas 

en el punto Gamma [57].  

 

Figura 26: (a) Coeficiente de absorción del In2O3 en escala de Tauc (𝛼𝐸)1/2 a diferentes temperaturas, extraída de 

[59] (símbolos) y ajustado con el modelo de Tauc (línea continua). (b) Evolución del ancho de banda con la 

temperatura. 

Figura 27: (a) Coeficiente de absorción del In2O3, en escala lineal a diferentes temperaturas, extraída de [59] 

(símbolos) y ajustado con el modelo de Zanatta (línea continua). (b) Evolución del ancho de banda (puntos azules) y 

de la energía de Urbach (puntos rojos) con la temperatura. 

(a) (b) 

(a) (b) 
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Modelo de Fluctuaciones de Bandas 
 

 

Así pues, el modelo de fluctuaciones de bandas elegido ha sido el de indirectos, con el 

que se aprecia una correspondencia esperada de la cola de Urbach y la región 

fundamental (ver Figura 28-a). Atribuimos tal correspondencia a la forma de la funcional 

y al sentido física del modelo, debido a que el In2O3 presenta una estructura de bandas 

plana en el punto Gamma, eso permite mayor probabilidad de perturbar y obtener 

transiciones que antes eran prohibidas. Por lo tanto, al ser las fluctuaciones una razón 

importante del cambio en la absorción, el modelo de fluctuaciones de bandas sería el 

más adecuado en la descripción óptica del material. Finalmente, se puede observar la 

evolución del ancho de banda y la cola de Urbach en la Figura 28-b. La tendencia del 

ancho de banda es la misma que en el caso de Zanatta, mientras que para la energía de 

Urbach se puede apreciar una tendencia más suave de crecimiento, llegando a un valor 

de 46.9 meV a 300K 

Figura 28: (a) Coeficiente de absorción del In2O3, en escala lineal a diferentes temperaturas, extraída de [59] 

(símbolos) y ajustado con el modelo de Fluctuaciones de bandas(línea continua). (b) Evolución del ancho de banda 

(puntos azules) y de la energía de Urbach (puntos rojos) con la temperatura. 

(a) (b) 
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Comparación de Parámetros 
 

Es de suma curiosidad comparar los modelos de Tauc, Zanatta y Guerra et al. Ya que el 

ancho de banda (ver Figura 29-a) tiene exactamente la misma tendencia y son muy 

similares en valor para los casos de Tauc y el modelo tipo Boltzmann, mientras que el 

modelo de Guerra decrece de manera más lenta. Esto nos lleva a la conclusión que los 

modelos de Tauc o Zanatta presentan “intrínsecamente” una interacción electrón-fonón 

mucho más fuerte que en el caso del modelo de fluctuaciones de bandas. Además, en 

cuanto al desorden se puede apreciar que ambos indicadores de energía de Urbach (ver 

Figura 29-b) crecen en un mismo orden de magnitud, siendo el de Zanatta el más lento 

en crecer, lo cual puede atribuirse nuevamente a la interacción electrón-fonón. 

 

 

Figura 29: Evolución de parámetros, (a) ancho de banda y (b) energía del desorden (Urbach), con respecto a la 

temperatura para los modelos de Tauc, Fluctuaciones de bandas, y Zanatta (tipo Boltzmann). 

Figura 31a: Absorción del In2O3 donde se 

aprecia un ancho de banda nulo para 2.9 

eV. Imagen extraída de [57] 

Figura 31b: Medidas de absorción calculadas 

con DFT, en donde se aprecia el ancho de 

banda en 2.93 eV. Imagen extraída de [58] 

(a) (b) 
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Problemática del In2O3: Eg ¿Directo o Indirecto? 
 

La problemática alrededor del ancho de banda del In2O3 puede ser entendida mediante 

los espectros de absorción de las Figura 31a y Figura 31b que han sido extraídos de [57] 

y [58] respectivamente. la primera gráfica nos muestra una absorción que 

aparentemente empieza en 3.5 eV, para el orden de la absorción de 104. Sin embargo, 

si la resolución es ampliada hasta un orden de 102 se comenzará a notar una absorción 

que empieza en 2.9 eV [58] (así como muestra la Figura 31b). La razón por la cual la 

absorción empieza en 2.9 eV se debe a las fluctuaciones en la estructura de bandas 

alrededor del punto Gamma, producto de pequeñas perturbaciones [57] (ver Figura 32). 

Aquí se puede observar la planicidad de la banda de valencia alrededor del punto Γ, y 

además sucede que son bandas prohibidas para las transiciones Γ4 − Γ1 (ya que al 

momento de hacer la integración esta resulta en cero para el coeficiente de absorción) 

[59][57]. Asimismo, las 5 bandas siguientes a  Γ4 ocasionan elementos de matriz 

pequeños en comparación a los que provienen de la transición  Γ8 − Γ1. Sin embargo, 

las transiciones de Γ4 − Γ1 pueden ser estimuladas si existen pequeñas perturbaciones, 

ya sea por efectos térmicos o de cualquier otra índole, ocasionando la absorción 

fundamental en 2.9 eV. Por lo que la transición se convierte en indirecta. Esto es 

confirmado por Irmscher [59], al probar distintos modelos de absorción como directa-

permitida (prohibida) e indirecta-permitida (prohibida), llegando a la conclusión que la 

transición fundamental es de carácter indirecto-permitido, debido a que cuando 

analizamos la gráfica a 300 K el espectro 𝛼
1

2 presenta una cola producto de la asistencia 

de los fonones, la cual desaparece a 9 K, esto está en concordancia con el carácter 

térmico de los fonones. Por otro lado, en el espectro de 𝛼2 no tenemos una mejoría del 

ajuste a bajas temperaturas. 
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4.2.2 Propiedades Térmicas 
 

A continuación, se comienza a realizar el ajuste de las curvas de evolución del ancho de 

banda con la temperatura obtenidas en el análisis óptico, para dar paso a las 

propiedades térmicas del material con la deducción de la temperatura de Debye. 

Evolución del Ancho de Banda con la Temperatura 
 

La evolución del ancho de banda obtenido mediante Tauc, Zanatta (tipo Boltzmann) y 

fluctuaciones de bandas puede ser observado en la Figura 33-a,b,c. Dicho decrecimiento 

debido a la interacción electrón-fonón es descrito fenomenológicamente mediante los 

modelos de Bose-Einstein, Varshni y Pässler, por lo que nuestro análisis se dividirá ahora 

en 9 sets de datos. En principio se puede observar que para el ajuste de Tauc, el 

comportamiento de los tres modelos es similar en el rango de 150 K a 300 K, mientras 

que para el rango de 0 K a 150 K se puede apreciar la diferencia entre ellos, resaltando 

la de Bose-Einstein con su comportamiento inicial plano. Por otro lado, de los datos 

obtenidos al aplicar el ajuste tipo Boltzmann, se aprecia un comportamiento inicial muy 

similar para Varshni y Pässler, para luego distanciarse, pese a que tienen una 

temperatura de Debye similar. Adicionalmente, al analizar los datos obtenidos por 

fluctuaciones de bandas, se puede ver que ambos ajustes de Varshni y Pässler son casi 

Figura 32: (a) Escala lineal para el ajuste de transiciones directa prohibidas para el In2O3 a 9 K 

y 300 K. (b) Escala lineal para el ajuste de transiciones indirecta permitida para el In2O3 a 9 K y 

300 K. (c) Estructura de bandas electrónica para el In2O3. Donde se puede observar la 

planicidad de las bandas de valencia en  Γ4. Y, asimismo se puede observar las dos transiciones 

importantes en el óxido de Indio, de Γ4 − Γ1 y Γ8 − Γ1. Gráfica extraída de [57] 
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idénticos (ver Figura 33-a,b,c), mostrando al modelo de Bose-Einstein como la curva que 

visualmente se ajusta mejor al set de datos. Por último, podemos concluir que el modelo 

de Bose-Einstein es se ajusta mejor al describir los datos de Tauc, mientras que el 

modelo de Varshni se ajusta mejor para los datos de Zanatta (ver Figura 33-a,b,c).  

La temperatura de Debye derivada en todos los sets de datos es similar para los casos 

de Varshni y Pässler, dando un valor casi constante de 579 K, mientras que del modelo 

de Bose-Einstein se obtiene un valor que varía entre los rangos de 416 K y 579 K. Valores 

que corresponden a 289.1 cm-1 y 402.4 cm-1. para las frecuencias de las ramas de los 

fonones, las cuales van de acuerdo a los resultados obtenidos de la estructura de bandas 

de los fonones [60][61][62], indirectamente de medidas de calor específico [63][64][65], 

como derivación de la velocidad del sonido [40][39] y experimentalmente mediante 

Raman de [61][66][67] (Figura 33-d)  

 

 

Figura 33: Evolución del ancho de banda con la temperatura para los distintitos ajustes (a) Tauc, (b) Boltzmann 

(Zanatta) y (c) Fluctuaciones de Bandas. Las curva roja, azul y verde dentro de cada gráfico nos representan los ajustes 

hechos con Bose-Einstein, Varshni y Passler. (d) Estructura de banda de los fonones para el Óxido de Indio extraída de 

[60]. 

(c) 
(d) 

(a) (b) 
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Calor Específico 
 

La temperatura de Debye obtenida mediante el ajuste de los modelos de Varshni, 

Pässler y Bose-Einstein fue influenciada por los resultados experimentales del calor 

específico obtenidos en Bachmann et al. [64] y Cordfrunke et al [65] para bajas y altas 

temperaturas respectivamente. En la Figura 34 se puede observar la escala normal del 

calor específico de Debye, mientras que en la Figura 35 se puede apreciar el 

comportamiento de 𝐶𝑉 𝑇⁄  vs 𝑇2 para los gráficos a,c,e y el comportamiento 𝐶𝑉 𝑇3⁄  vs 𝑇 

para los gráficos b,d,f. En ellas podemos apreciar que los ajustes del modelo de Debye 

en la escala 𝐶𝑉 𝑇⁄  vs 𝑇2 da una temperatura de 416 K para los datos extraídos de 

Bachmann. De manera similar, se puede estimar, en la escala 𝐶𝑉 𝑇3⁄  vs 𝑇, que los datos 

de Cordfrunke tienen una media de 567 K como temperatura de Debye. Este 

comportamiento plano en contraste con la curvatura presente en los datos de 

Cordfrunke es esperado siguiendo la tendencia del silicio amorfo examinado en el 

subcapítulo anterior. Los datos obtenidos de los ajustes de Varshni, Pässler y Bose-

Einstein de los sets de Tauc, Zanatta y fluctuaciones de bandas son testeados a bajas 

temperaturas (ver Figura 35-a,c,e), donde destaca los valores idénticos para  los ajustes 

de Varshni y Pässler en cualquier set de datos óptico, que es contrario a Bose-Einstein, 

el cual obtiene su valor mínimo para el set de datos del modelo tipo Boltzmann y su 

máximo para el modelo de fluctuaciones de bandas. De manera similar, a altas 

temperaturas se obtiene un comportamiento análogo (ver Figura 35-b,d,f), en el que las 

temperaturas de Debye de Varshni y Pässler son independientes del ajuste óptico. El 

modelo de Bose-Einstein tiene, una vez más, su mínimo valor para el modelo propuesto 

por Zanatta, y su máximo para fluctuaciones de bandas. Además, se puede observar que 

independientemente del análisis, ya sea a bajas o altas temperaturas, las temperaturas 

de Debye de los modelos de Varshni y Pässler tienen una constante de temperatura igual 

a 579 K. Un comportamiento común se puede observar en el set de datos de 

fluctuaciones de bandas, en el que, aparentemente, tiene una temperatura de Debye 

independiente del modelo fenomenológico en cuestión.   
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Figura 34: Calor específico obtenido de los modelos de Varshni, Pässler y Bose-Einstein como las curvas azul, verde 

y rojo respectivamente para cada set de datos: (a) Tauc, (b) tipo Boltzmann y (c) fluctuaciones de bandas.   

(a) (b) 

(c) 
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Figura 35: Calor específico en escala de: (a, c, e) 𝐶𝑉 𝑇⁄  vs 𝑇2, (b, d, f) 𝐶𝑉 𝑇3⁄  vs 𝑇, donde se muestran dos sets de datos 

extraídos de Bachmann [64] y Cordfunke [65] junto a sus ajustes (curvas punteadas negras) respectivamente. Las 

curvas de calor específico usando las temperaturas de Debye de los modelos de Varshni, Pässler y Bose-Einstein se 

muestran en todos los gráficos a través de las curvas punteadas azul, verde y rojo, para cada set de datos obtenido del 

análisis óptico: Tauc, tipo Boltzmann, (Zanatta) y fluctuaciones de bandas. 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 
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Capítulo V  
Conclusiones 
 

 

A lo largo de la tesis, se han realizado diferentes análisis ópticos y térmicos. Iniciando con los 

modelos ópticos que explican las zonas de absorción fundamental para luego complementarlas 

con la zona de alta absorción (como el modelo de BF-Lorentz). Las ventajas mencionadas del 

modelo de BF-Lorentz sobre el resto, radica en la misma condición física, el de fluctuar las 

bandas para explicar los estados cola de la zona de Urbach para materiales directos, indirectos 

y amorfos, su extensión natural del modelo de Tauc-Lorentz y su continuidad dada por la función 

Polylog (Li). Por lo que al aplicar las extensiones de los modelos al conjunto de datos del a-Si:H, 

se ve un mejor comportamiento que los ajustes hechos por el modelo de O’leary-Jackson.  Esto 

nos puede dar a entender que el modelamiento hecho por Lorentz para la zona de alta absorción 

es, en esencia, los elementos de matriz de la absorción fundamental dependientes de la energía 

a través de los osciladores.  Además, el modelo de fluctuaciones de bandas, gracias a su 

concepción física, ha sido uno de los mejores modelos para explicar las perturbaciones que 

suceden en la estructura de bandas del In2O3. Efecto que repercute de manera contundente en 

el comportamiento del ancho de banda de este material. 
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De los ajustes realizados con los distintos modelos propuestos en la parte óptica, se obtuvo la 

temperatura de Debye, que muestra la relación poderosa que existe entre el análisis óptico y el 

análisis térmico. En el caso del a-Si:H llegamos a un ancho de banda de 1.70 eV a temperatura 

ambiente, mientras que para el In2O3 es 2.72 eV. Usando la evolución de estos con respecto a la 

temperatura, se obtuvieron las frecuencias de corte usando los modelos de la interacción 

electrón-fonón con valores de 312.8 cm-1 y 402.4 cm-1 para el a-Si:H y el In2O3, respectivamente. 

La frecuencia de corte obtenida fue retroalimentada con los resultados de calor específico 

obtenidos en la literatura, y gracias a ello se pudieron obtener valores muy cercanos al rango de 

mediciones que nos otorgan experimentos como espectroscopia Raman, mediciones de la 

velocidad del sonido y cálculo de DFT de estructura de bandas fonónica [55][56][64][65]. Cabe 

resaltar que nuestro análisis de calor específico para bajas temperaturas sigue un 

comportamiento de Cv/T vs T2, mientras que para altas temperaturas siguen uno de Cv/T3 vs T. 

Muy aparte de haber obtenido unos valores similares a lo experimental tanto en lo óptico como 

en lo térmico, se ha podido ver la implicancia que juega un modelo óptico para deducir variables 

térmicas, ya que cambios al momento de medir la absorción, y dependiendo del modelo de 

ajuste para determinar el ancho de banda, el valor de este ancho de banda cambia y puede 

ocasionar cambios en el valor de la temperatura de Debye.  

En última instancia, se recalca, una vez más, el nexo que se ha logrado en la tesis al conectar los 

análisis ópticos y térmicos en un mismo nivel. Proporcionando una herramienta poderosa para 

futuros análisis de carácter estructural de materiales semiconductores amorfos asociados al a-

Si:H como el a-SiC:H, por su interes como ventana para celdas solares y como ánodo para celdas 

de combustión. También materiales asociados al In2O3 como el ITO por su comportamiento 

como conductor transparente y como semiconductor al dopar con tierras raras. Y finalmente la 

perovskita por su estabilidad térmica relacionada a los fonones. 
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Apéndice 
Ajustes de curvas ópticas para el In2O3 a diferentes 

temperaturas.  

  

Figura 36: Ajuste de los datos extraídos de Irmscher et al. [59] usando los modelos de Tauc, Boltzmann y 

fluctuaciones de bandas (curvas sólidas azul, verde y rojo respectivamente) para diferentes temperaturas 

(9K, 15K y 30K) y en la escala normal a,c,e y en escala logarítmica b,d,f. 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 
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Figura 37: Ajuste de los datos extraídos de Irmscher et al. [59] usando los modelos de Tauc, Boltzmann y 

fluctuaciones de bandas (curvas sólidas azul, verde y rojo respectivamente) para diferentes temperaturas 

(60K, 80K, 100K y 120K) y en la escala normal a,c,e,g y en escala logarítmica b,d,f,h. 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 
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Figura 38: Ajuste de los datos extraídos de Irmscher et al. [59] usando los modelos de Tauc, Boltzmann y 

fluctuaciones de bandas (curvas sólidas azul, verde y rojo respectivamente) para diferentes temperaturas 

(140K, 160K, 180K y 200K) y en la escala normal a,c,e,g y en escala logarítmica b,d,f,h. 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f)

) 

(g)

) 

(h)

) 
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Figura 39: Ajuste de los datos extraído de Irmscher et al. [59] usando los modelos de Tauc, Boltzmann y 

fluctuaciones de bandas (curvas sólidas azul, verde y rojo respectivamente) para diferentes temperaturas 

(220K, 240K, 260K y 280K) y en la escala normal a,c,e,g y en escala logarítmica b,d,f,h. 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

(g) (h) 
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Figura 40: Ajuste de los datos extraídos de Irmscher et al. [59] usando los modelos de Tauc, Boltzmann y 

fluctuaciones de bandas (curvas sólidas azul, verde y rojo respectivamente) para la temperatura ambiente 

300K, en la escala normal (a) y en escala logarítmica (b). 

 

(a) (b) 
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