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Resumen

Si bien el modelo elastico tradicional de la parte mecanica de un altavoz
de radiacion directa, consistente en un sistema masa-resorte-amortiguador, es
ampliamente utilizado en aplicaciones electroactsticas debido a su simplici-
dad y aceptable concordancia (para fines practicos) con datos experimentales,
existen caracteristicas en el comportamiento del altavoz que dicho modelo no
reproduce. Una de esas caracteristicas, relacionada al fenémeno de creep que
presenta la suspension mecanica viscoelastica de los altavoces, es el incre-
mento de los valores de la resistencia mecanica en el rango de las frecuencias
bajas. El presente trabajo presenta un modelo viscoelastico de la parte me-
canica de un altavoz de radiacion directa y muestra como este resulta ser un
modelo méas completo respecto al modelo elastico tradicional al reproducir
el mencionado comportamiento del altavoz asociado a la presencia del creep.
Este resultado comparativo se valida mediante el ajuste del modelo a las cur-
vas de datos experimentales obtenidos de la medicién de distintos altavoces.
El método de Levenberg—Marquardt, empleado para el ajuste del modelo por

minimos cuadrados no lineales, es estudiado con detalle.



Introduccion

El presente trabajo de tesis se desarrolla en dos planos. Uno general que
aborda el tratamiento matematico del criterio de los minimos cuadrados y
del método de Levenberg—Marquardt, y otro especifico que muestra la apli-
cacion de dicho método al caso particular de la estimacién experimental de
los parametros de un modelo viscoelastico de la suspensién mecéanica de un

altavoz de radiacion directa.

Por lo general, la aplicaciéon de los minimos cuadrados presentada a los
estudiantes de ingenieria se limita al problema trivial de ajustar una recta a
un conjunto de datos sujetos a errores de medicion, lo que en tltima instancia
se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales. No es poco comun,
ademas, que los minimos cuadrados se introduzcan como axioma, o que sus
fundamentos matematicos se discutan de forma superficial. En este contexto,
raramente se tratan problemas reales que involucren modelos no lineales, y
cuando esto ocurre la solucion recae en el uso de software comercial. Este
trabajo intenta cubrir esta brecha exponiendo algunos aspectos relevantes
del tema y ofreciendo referencias a literatura complementaria.

La justificacion mateméatica de los minimos cuadrados como criterio para
el ajuste 6ptimo de un modelo a un conjunto de datos experimentales se
analiza en el capitulo 2. Los primeros intentos por darle un marco légico a los
minimos cuadrados se basaron en el analisis probabilistico del error aleatorio
de medicion. Ejemplo de ello son las deducciones de Gauss y Laplace tratadas
en este capitulo, las cuales se basan en la ley normal del error y el teorema
del limite central respectivamente.

En la ultima seccién de este capitulo se desarrolla una expresion general
para la discrepancia entre el modelo y los datos medidos y se muestra que los
minimos cuadrados son un caso particular. Este desarrollo se basa en ciertos

requerimientos de naturaleza elemental y no considera las propiedades del



iv

error de medicién.

Una vez establecidos los minimos cuadrados como criterio de ajuste el si-
guiente paso consiste en diseniar un procedimiento que implemente tal ajuste.
Dos métodos precursores que cumplen con tal fin, el del maximo descenso y
el de Gauss—Newton, son tratados con regular detalle en el capitulo 3. Sin
embargo, no es poco frecuente que dichos métodos y sus posteriores variantes
presenten problemas de convergencia cuando los modelos son complejos. Un
método que hereda las ventajas de los dos anteriores y supera el problema de
convergencia es el de Levenberg—-Marquardt analizado en el capitulo 4. Por
su eficiencia y confiabilidad, este método se ha convertido en la herramienta

estandar para el ajuste de modelos no lineales.

Yendo al plano especifico, los capitulos 1 y 5 muestran una aplicacion del
método de Levenberg-Marquardt al campo de la electroactustica. Este mate-
rial puede ser de utilidad tanto para quien busque un complemento préactico
de la teoria, como para el acustico interesado en los detalles especificos que
involucra la medicion de los elementos presentes en un modelo viscoelastico
de la parte mecanica de un altavoz de radiacion directa.

Dada la naturaleza de los materiales usados en la construccion de los alta-
voces, la resistencia mecénica asociada a las pérdidas de energia varia con la
frecuencia. Este hecho, comprobado experimentalmente, sugiere la necesidad
de ampliar el modelo tradicional de resistencia mecanica constante. El mode-
lo viscoelastico propuesto en el capitulo 1 cumple este propésito y reproduce
con mayor fidelidad el comportamiento observado experimentalmente.

El ejemplo de aplicacién se completa en el capitulo 5 donde se muestran
los resultados obtenidos al emplear el método de Levenberg—Marquardt en
la estimacion de los parametros mecanicos de un altavoz de muestra segin

el modelo viscoelastico presentado en el primer capitulo.

En términos generales, la importancia del método de Levenberg—Marquardt
radica en el proceso de ajuste de modelos, el cual permite al investigador teo-
rico contrastar la exactitud de sus modelos contra los datos experimentales
para asi saber qué partes de estos se comprueban correctas y que otras ne-
cesitan ser refinadas. Al investigador practico, por otro lado, le ofrece la
posibilidad de extraer de forma eficiente informacion especifica respecto a

los parametros o elementos de un sistema a partir de un conjunto de datos



medidos.

En cuanto al rango de aplicacién, el método es potencialmente aplicable
a cualquier sistema susceptible de ser modelado matematicamente. Son di-
versas las areas en las que el método es cominmente empleado. La industria
quimica, por ejemplo, extrae informacién respecto a las cantidades 6ptimas
de los componentes que intervienen en una reaccién quimica basandose en
modelos ajustados experimentalmente. Otros ejemplos se dan en campos co-
mo las finanzas, en las que se ajustan los modelos de las series de tiempo
correspondientes a los precios de las acciones. El método también se aplica
en los modelos de riesgos de las empresas aseguradoras, en la optimizacion
de técnicas agropecuarias, en sistemas de diagnostico clinico de ciertas en-
fermedades crénicas, y en general en casi todos los ambitos de las ciencias e

ingenieria.

El método de Levenberg—Marquardt es sin duda uno de los implementos
méas importantes dentro de la caja de herramientas matematicas con que

cuenta la fisica aplicada.
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Capitulo 1

Parametros Mecanicos de un
Altavoz segun el Modelo TGM

El altavoz, visto como sistema electro-mécano-acustico formado por blo-
ques que agrupan elementos de un mismo comportamiento y funcion, puede
ser caracterizado por un modelo discreto de parametros concentrados cuya
complejidad dependerd de la exactitud que se busque obtener. La mayoria

de estos modelos son véalidos inicamente bajo dos condiciones de operacién:

1. Régimen lineal del altavoz, obtenido a pequenos niveles de senal de
entrada, con lo cual la presencia de las caracteristicas no lineales tanto
del factor de fuerza como de la compliancia mecdnica son minimas y

despreciables.

2. Rango de frecuencias de pistén rigido, ubicado por debajo de las fre-
cuencias donde empiezan a presentarse los modos del cono, lo que per-

mite aproximar al sistema mévil del altavoz como un cuerpo rigido.

En el presente capitulo se introduce y analiza el modelo TGM (Truncated
Generalized Maxwell) de la suspensién mecéanica de un altavoz, el cual amplia
el modelo tradicional incorporando el caracter dependiente de la frecuencia
que presenta la parte real de la impedancia mecanica. Asimismo, se describe
el procedimiento para estimar el valor de los parametros que mejor ajusten
el modelo a los datos experimentales de un altavoz en particular. Finalmen-
te, se exponen detalles técnicos del arreglo de medicién, y se comparan los

resultados experimentales con aquellos simulados por el modelo.



1.1. Modelo Tradicional del Altavoz

Antes de tratar el modelo TGM mencionado, conviene hacer una breve
descripcion del modelo tradicional. Esto permite introducir al modelo TGM
como una ampliacién del modelo tradicional.

El modelo tradicional lineal del altavoz ha demostrado ser, a pesar de su
simplicidad, una buena aproximacion en la mayoria de los casos. El pequeno
nimero de parametros que contiene, la evidente interpretacion fisica de los
mismos, asi como la disponibilidad de numerosos métodos para medirlos,
tanto en el dominio del tiempo como de la frecuencia [28], [29], [18] y [24],
hacen que el uso de este modelo sea comin en aplicaciones practicas.

En la figura 1.1 se muestra el esquema de un altavoz dindamico con el fin
de facilitar la identificacion de los elementos que conforman el modelo. El
funcionamiento de este tipo de altavoces se puede simplificar de la siguiente
manera: la corriente aplicada a través de los terminales de la bobina circula
perpendicularmente a las lineas de campo magnético presentes en el entre-
hierro que completa el circuito magnético conformado por el polo, el imén,
y las placas frontal y posterior. Las fuerzas de Lorentz resultantes actiian
sobre las cargas que fluyen por la bobina. Esto genera el movimiento axial
del diafragma formado por el cono y la tapa, ambos adheridos a la bobina
y centrados por el sistema de suspension compuesto por la arana y el anillo.
Este movimiento se transmite a las particulas de aire circundantes y de ahi
se propaga al resto del medio en forma de onda acustica. Cabe mencionar

que el aire ejerce sobre el diafragma una fuerza de resistencia al movimiento.

anillo

cono

entrehierro

tapa antipolvo

™

canasta

. placa
. posterior

polo

frontal ——

iman —

ducto de
ventilacion

bobina

Figura 1.1: Esquema de la seccion transversal de un altavoz dinamico.
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Figura 1.2: Modelo tradicional de la parte mecanica del altavoz.

Este efecto se toma en cuenta introduciendo en el modelo lo que se conoce
como impedancia de radiaciéon, que por simplificacién muchas veces es des-
cartada sin que esto afecte apreciablemente el desempefio del modelo, ya que
su influencia es pequena en comparaciéon con los otros parametros.

En el modelo tradicional [1] se asume que la fuerza motriz desarrollada
en la bobina tiene un valor igual a la corriente que la atraviesa multipli-
cada por una constante denominada factor de fuerza (Bl), donde ‘B’ es la
densidad de flujo magnético en el entrehierro y ‘I’ la longitud de la bobina.
Asimismo, se asume que las fuerzas restitutivas y disipativas ejercidas por la
suspension sobre el diafragma son respectivamente proporcionales al despla-
zamiento y la velocidad del mismo. Para la parte eléctrica el modelo asume
un comportamiento ideal de la bobina y de su resistencia intrinseca.

Bajo estos supuestos, la parte mecanica del modelo tradicional estd con-
formada por un resorte mas un amortiguador lineales y sin masa que carac-
terizan la suspension, y por un cuerpo rigido que caracteriza al sistema movil
que incluye al diafragma, a la bobina y a la parte de la suspension sujeta a
movimiento. La conexion entre estos elementos se indica en la figura 1.2.

Considerando algunas leyes fisicas béasicas (ley de voltajes de Kirchhoff

y segunda ley de Newton) es posible derivar la expresion matematica que

m r c
R e

+ I + + X
v (Bhx ) C (Bhi

Figura 1.3: Circuito eléctrico equivalente.
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Figura 1.4: Diagrama de bloques del modelo tradicional.

describe, de acuerdo al modelo, los procesos eléctricos y mecanicos presentes
en el altavoz. Esta expresion estd compuesta por dos ecuaciones diferenciales,
donde las funciones se pueden conocer experimentalmente y los coeficientes

son las incégnitas a determinar:

o(t) = Ri(t) + L dff;) + () w(t) = Bl d”'g(tt), (1.1)
fo(t) = m ddigt) b dz(:) + ix(t) () = Bli(t).  (1.2)

La definicion de los simbolos se puede ver en el cuadro 1.1.

Estas ecuaciones son idénticas a las que se obtienen del circuito eléctrico
equivalente mostrado en la figura 1.3. En este circuito se utiliza un girador, el
cual es el componente ideal que separa la parte eléctrica de la mecanica para
asi enfatizar la interdependencia entre ambas. Dicho en términos generales,
un girador es un elemento discreto eléctrico ideal de dos puertos cuya ley de
funcionamiento es la siguiente: el voltaje presente en los terminales del pri-
mer puerto es proporcional a la corriente que fluye por el segundo puerto y,
similarmente, el voltaje presente en los terminales del segundo puerto es pro-
porcional a la corriente que fluye por el primer puerto. Este comportamiento
puede observarse en la figura 1.3.

Vistas en el dominio de la frecuencia, dichas ecuaciones se pueden repre-
sentar mediante el diagrama de bloques de la figura 1.4, donde las maytsculas
denotan la transformada de Fourier; e.g., X (w) = F{z(t)}.

La ventaja del diagrama de bloques es que muestra en forma sencilla la
relaciéon entre las seniales. Esto permite que tanto las funciones de transferen-

cia como las impedancias puedan ser derivadas directamente. Asi por ejemplo



v(t) Voltaje aplicado [V]

i(t) Corriente en la bobina [A]

R Resistencia de la bobina [(2]

L Inductancia de la bobina [H]

Bl Factor de fuerza [N/A]

up(t) Voltaje inducido en la bobina [V]

fir(t) Fuerza motriz desarrollada en la bobina [N]

x(t) Desplazamiento de la bobina [m)]

m Masa del sistema moévil més la carga de aire [kg]

r Coeficiente de amortiguamiento viscoso de la suspensién [N s/m]
c Compliancia de la suspensién [m/N]

k Coeficiente de elasticidad de la suspensiéon (= 1/c) [N/m]
t Tiempo [s]

w Frecuencia angular [rad/s]

Cuadro 1.1: Nomenclatura (modelo tradicional).

se obtiene la funcién de transferencia del altavoz

I(w) 1
= 5 , (1.3)
Y e Gooym ﬁli (o)
y la impedancia mecanica
?((Zj)) =ZyWw) = (Jw)m+r+1/(jw)e. (1.4)

1.2. Modelo TGM de la suspension

En la secciéon anterior se vio como el modelo tradicional posee un amor-
tiguador viscoso como tnico elemento disipador de energia (elemento que
ejerce una fuerza que se opone al movimiento). En consecuencia, la expre-
sion de la resistencia mecanica, definida como la parte real de (1.4)) y por
ende responsable de las pérdidas de energia en el sistema, es una constante
r cuyo valor es el coeficiente de amortiguacion viscoso.

Sin embargo, esta aproximacion basica adoptada por el modelo tradicio-
nal respecto a la resistencia mecanica no reproduce satisfactoriamente los

resultados obtenidos experimentalmente, como se menciona en [13], donde se
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Figura 1.5: Resistencia Mecénica (dividida entre Bl) de los altavoces en el cuadro con-

tiguo.

midié la resistencia mecéanica dividida entre el factor de fuerza de distintos

altavoces. El resultado de esas mediciones se muestra en la figura 1.5. En

ella se observa que en realidad la resistencia mecanica es dependiente de la

frecuencia y se aleja notoriamente del valor constante asumido.

Esta limitacion motiva la elaboracion de un modelo mas complejo que

incluya propiedades fisicas adicionales a la de restitucion y amortiguamiento

que presenta la suspension. Una de tales propiedades es la que se conoce

como creep, comunmente presente en materiales viscoelasticos como los que

Figura 1.6: Circuito eléctrico equivalente.

3 ™

1
T
Co

Fuerza motriz [V]

Masa del sistema moévil més la carga de aire [kg]

Resistencia mecanica de la rama Voigt del modelo TGM [N-s/m)]
Compliancia mecanica de la rama Voigt del modelo TGM [m/N]
Resistencia mecanica de la rama Maxwell del modelo TGM [N-s/m]
Compliancia mecénica de la rama Maxwell del modelo TGM [m/N]

Cuadro 1.2: Nomenclatura (modelo TGM).
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Figura 1.7: Comparacién de los resultados obtenidos para la impedancia mecanica cal-
culada por el método tradicional y el método TGM.

componen la suspension. El fenémeno de creep se manifiesta como un conti-
nuo y lento desplazamiento del diafragma bajo una fuerza constante aplicada,
hecho que impide alcanzar el estado estacionario esperado. La presencia de
creep en los altavoces fue reportada por primera vez en [6] y modelada segin
ciertas estructuras en [14].

Un modelo particular, entre los diversos modelos existentes para caracteri-
zar materiales que exhiben creep, que ha probado ser apropiado para modelar
la suspensién (resistencia y compliancia mecénica) es el modelo generalizado
de Maxwell truncado, o TGM por sus siglas en inglés. Reemplazando por
tanto el modelo tradicional de la suspensién por el modelo TGM, se consigue
un modelo mejorado de la impedancia mecénica del altavoz. Para este caso,
el circuito eléctrico equivalente de la parte mecénica, ya sin incluir el girador,
se muestra en la figura 1.6.

En la expresion correspondiente a la impedancia mecanica del modelo
TGM

9 . 1 wear?
5+ [(wm——) 2

Tp=11 4+ — 12 . ven |
M= (wearsy) wer” 1+ (wepry)?

(1.5)
puede observarse que la parte real ya no es constante sino que depende de
la frecuencia. Notese en la figura 1.7 que el efecto de los pardmetros ry y
¢, introducidos por el modelo TGM (a diferencia del modelo tradicional), se

manifiesta en el rango de las frecuencias bajas de la parte real de la impe-



dancia mecanica, reproduciendo el comportamiento asociado al creep que se
desea modelar. El efecto de 75 y ¢o es en cambio irrelevante en todo el rango
de frecuencias en la parte imaginaria de la impedancia mecéanica, la cual es
dominada por los parametros del modelo tradicional.

Para ilustrar las diferencias entre el modelo tradicional y el TGM, en la
figura 1.7 se compara tanto la parte real como la imaginaria de las impe-
dancias mecénicas simuladas segiin cada modelo. La impedancia medida del
altavoz no se muestra en la figura.

De las graficas puede observarse que a diferencia del modelo tradicional el
modelo TGM presenta un incremento de la resistencia mecéanica en el rango
de las frecuencias bajas similar al que presentan los datos experimentales
(figura 1.5). Esta caracteristica, como se verd mds adelante, permite una
mejor coincidencia entre los datos simulados con el modelo TGM y los datos

obtenidos experimentalmente.

1.3. Arreglo Experimental

En la figura 1.8 se muestra el arreglo experimental empleado en este
trabajo para la toma de datos.

El altavoz se sujeta verticalmente mediante una abrazadera de bronce que
evita fugas de flujo magnético. Como senial de entrada se utiliza un barrido
sinusoidal generado por el analizador y transmitido al altavoz a través de un
amplificador de potencia. El nivel de esta senal debe ser suficientemente pe-
queno como para no excitar las no linealidades del altavoz y suficientemente
grande como para alcanzar una buena relacion senial a ruido. Tres senales,
conectadas a las entradas del analizador multicanal, son medidas simulta-
neamente: el voltaje en los terminales del altavoz, el voltaje a través de una
resistencia de 1€2 en serie con el altavoz y por ende la corriente que circu-
la por la bobina, y la velocidad del cono mediante un transductor laser de
velocidad.

Las componentes de frecuencia de estas tres senales son medidas por el
analizador mediante la técnica SSR (Steady State Response) que determina
la amplitud y fase de cada senal medida tomando como referencia la senial
armonica de entrada y descartando los primeros periodos para conseguir que

los transitorios se extingan.



Figura 1.8: Arreglo experimental

Las impedancias eléctrica y mecanica del altavoz se calculan a partir de las
componentes de frecuencia ya medidas de la velocidad, corriente, y voltaje.
Asimismo, es posible calcular el factor de fuerza siguiendo el procedimiento
descrito en [24].

La definicion tedrica de la impedancia mecanica del altavoz es la razén
entre la fuerza ejercida en la bobina y la velocidad del cono. Sin embargo,
en este caso la fuerza no se mide directamente sino que se calcula asumiendo
idealmente que la misma es igual a la corriente multiplicada por el factor de
fuerza. La validez de este supuesto ya se ha verificado en anteriores investi-
gaciones. Para ello se mide la impedancia mecanica sin hacer uso del motor
del altavoz, i.e., aplicando y midiendo directamente una fuerza externa al
sistema moévil del altavoz. En [25] se dan detalles de un arreglo experimental

usado con ese proposito.



Capitulo 2

Minimos Cuadrados como

Criterio para el Ajuste Optimo
de Modelos

En las diversas ramas de la ciencia se presenta con frecuencia el pro-
blema consistente en ajustar un modelo matematico parametrado a datos
observados experimentalmente de cierto sistema. Para llevar a cabo el ajus-
te es necesario establecer un criterio que evalie el grado de concordancia, o
discrepancia, entre el modelo y los datos experimentales.

El presente capitulo analiza uno de esos criterios en particular, denomi-
nado método de los minimos cuadrados, y justifica el uso del mismo para
conseguir el ajuste 6ptimo de modelos.

En la primera seccién se introduce una descripcion del método; en la se-
gunda, se dan detalles de la derivacién del método hecha por Gauss [9] con
base en la teoria matematica de la probabilidad; en la tercera, se presenta una
interpretacién del método propuesta por Kolmogorov [15] dentro del campo
del algebra lineal vectorial; y finalmente en la cuarta, se propone un enfo-
que distinto del problema, apartandolo de su interpretaciéon probabilistica

convencional y asociandolo con algunos conceptos de espacios normados.

2.1. Formulacion del Problema

En términos generales se puede definir un sistema como una caja que

admite un conjunto de senales de entrada, las procesa, y produce como res-

10



11

puesta un grupo de senales de salida. Cuando este proceso esta libre de
elementos aleatorios, produce siempre las mismas salidas en respuesta a unas
mismas entradas y se dice que el sistema es determinista. En este caso, las
entradas y salidas del sistema estan relacionadas de manera precisa mediante
una expresion matematica que representa el modelo exacto del sistema.

Contar con una expresion matematica que describa el comportamiento de
cierto sistema resulta muy 1til en el proceso de disetio, analisis y optimizacion
del mismo. Esta expresiéon o modelo matematico, al ser una forma equivalente
del sistema, permite mediante operaciones simples simular la respuesta del
sistema ante situaciones hipotéticas.

Sin embargo, conocer el modelo exacto de un sistema es solo un caso
ideal, pues no es posible conocer la totalidad de elementos que intervienen
en un sistema real. En la practica se requiere un modelo que aproxime al
sistema con un grado de exactitud suficiente. El proceso de construccién de
un modelo implica identificar los elementos representativos que conforman
un sistema.

Un modelo es ajustable cuando posee pardmetros que pueden asumir va-
lores arbitrarios que permitan adaptar el modelo a distintos sistemas particu-
lares. Asi, en términos mas precisos, el proceso de ajuste consiste en estimar
los valores particulares de los pardametros que produzcan un minimo grado de
discrepancia entre las respuestas observadas del sistema y las reproducidas

por el modelo.

La figura 2.1 ilustra el proceso de generacion de las respuestas reales (y*),
medidas (y) y predichas (§). Dado que todo proceso de medicién introdu-
ce inevitablemente una componente de error aleatorio (A), las respuestas

medidas poseen la forma y = y* + A.
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MEDICION
entrada respuesta real DATOS MEDIDOS [

> SISTEMA > icié > i=
X= XXy rXe) v Error deAmedlclon voyid (y) i=12,..,n
| discrepancia por

error aleatorio
MODELO EXACTO
DATOS PREDICHOS

A Parametros de ajuste CALCULO n (§) i=12,...n
b= (b,b,-b) v

discrepancia por
error sistematico

MODELO APROXIMADO DATOS PREDICHOS
B —p Pardmetros de ajuste CALcULo ¥y (¥) i=12..n
b=(b,b,..b)

Figura 2.1: Proceso de generacién de datos medidos (y) y predichos (9).

Dos casos se muestran en esta figura:

Caso A: se tiene el modelo exacto del sistema, por lo que es posible conse-
guir que las respuestas predichas coincidan con las reales al asignarles
valores apropiados a los parametros de ajuste. En este caso, la discre-
pancia entre las respuestas medidas y predichas se debe tinicamente al
error aleatorio de medicién y, por ende, el criterio para evaluarla debe

fundarse en la naturaleza aleatoria del error.

Caso B: se tiene un modelo aproximado del sistema, por lo que aun cuan-
do se estimen los valores 6ptimos de los parametros de ajuste, habra
siempre una diferencia entre las respuestas reales y predichas. En este
caso, la discrepancia se debe al error sistematico introducido por el uso
de un modelo aproximado y, por ende, el criterio para evaluarla debe

considerar la naturaleza sistematica del error.

Para expresar mateméaticamente lo anteriormente dicho, se considera el mo-

delo

gi :f(l'li,l'gi,...,l’mi;bl,bg,...,bk) (21)
= f(mlv b)
= f’b(b>7
donde x; = (x1;, i, ..., Tm;) es el i-ésimo vector de entradas o variables
independientes, b= (b, bs, ..., bx) es el vector de parametros de ajuste, e g;

es la i-ésima respuesta escalar predicha por el modelo. Asimismo, se define
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el residuo (r;) para cada uno de los n datos medidos
vi =y + A, i=1,2,...,n,

como la diferencia entre las correspondientes respuestas medida y predicha
ri =Y — Ui, i=1,2,...,n; (2.2)

y se asume que todo criterio de ajuste legitimo define la discrepancia entre

los datos medidos y predichos en funcién de tales residuos.

En particular, el método de los minimos cuadrados le asigna a la discre-

pancia ® un valor igual a la sumatoria de los cuadrados de los residuos
d=>"r7 (2.3)

de modo que el vector de parametros de ajuste b,,;,, que minimice ® debe

ser solucion del sistema de ecuaciones

J

od " Or;
7:2 13 Z:O’ ‘:1,27...,]{:- 24
o, ~ 22", ! 24)

En este punto es importante anotar dos hechos. Primero, si algin by es

solucién del sistema de ecuaciones
m(bl,bg,...,bk):(), 7::1,2,...,71, (25)

dicho by es también solucién de (2.4). Segundo, para el caso en que los r;
son una combinacion lineal de las componentes de b, se tiene que (2.5) posee
infinitas soluciones si n < k. En dicho caso, n > k es condicién necesaria

para que (2.4) posea una solucion tnica by, .

2.2. Deduccion de Gauss basada en la
Teoria de la Probabilidad

La primera mencién del método de los minimos cuadrados aparece en una

publicacién de Legendre de 1806 [19], en la que el método es propuesto sin
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fundamento matematico y a manera de principio. Tres anos después, Gauss
publica la primera deduccién del método [9], fundada en principios de natu-
raleza mas elemental, en la que conecta el método con la teoria matematica
de la probabilidad.

En esta seccion se analizan los detalles de la deduccién de Gauss y se

expone al final una deducciéon alterna sugerida por Laplace.

2.2.1. Modelo Lineal y Reduccién de Modelos No

Lineales a la Forma Lineal

Como punto de partida se presenta un ejemplo de aplicacion del método.
Se considera para ello el caso mas sencillo en el que el modelo, expresado en

(2.1), es lineal en los pardmetros que se busca estimar. Se tiene entonces
fz<b) = Clibl + CQibQ + -+ Ckibk; (26)
de donde se desprende la forma de los residuos
k
T, =Y — Zcﬂbj' (27)
j=1

El vector de parametros b,,;, es en este caso la soluciéon tinica del sistema de

ecuaciones conocido como ecuaciones normales

[cic1]by + [eica)by + + [eicklby = [c1y]
[c1 ?2}51 + [020.2]52 + + [eacrlby = [c2y] (2.8)
[cicklby + [eacklbe + ... 4+ [ekcklby = [cry]

obtenido al introducir (2.7) en (2.4). Cabe senialar que los corchetes | | en la
notacién de Gauss representan el producto interno de los vectores contenidos

en ellos, i.e.,

[cjch] = chichi7 j,h: 1,2,...,/{3.
i=1

En la seccion 2.3.1 se analizan las condiciones que deben cumplir los vectores
¢, Ca, ..., ¢ para garantizar que (2.8) posea una tnica solucion.

Aplicando técnicas de algebra elemental es posible obtener la solucién
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de (2.8). Una de estas técnicas, basada en el uso de determinantes, permite
expresar de forma explicita cada componente (b,,;,); del vector solucién en
funcién de los coeficientes presentes en el sistema de ecuaciones.

En particular para obtener (b,,,)1 se define

[cier] [eiea] ... [erck] [c1y]
A= m?]k%ﬂﬂi[wé] vy g= k%], (2.9)
[cick] [ecack] ... [erey] [exy]

con lo cual (2.8) toma la forma vectorial
Ab=g. (2.8a)

Si b = b,,;, es solucion de esta ecuacion, entonces también lo sera de la

ecuacion

by
mg )
puesto que para b=b,,;, ambas ecuaciones son idénticas al ser by /(byin)1 = 1.
Definiendo

Ab= (2.10)

_ [Clcl] - (I[;zlzf)]l [0102] [Clck]
Al _ [0102] - ([[)(;25)]1 [C2C2] - [c2ck]
_ lewy] coc ore
I [Clck] (bmin)l [ 2 k:] [ L k] |

se expresa (2.10) en forma matricial
Ab =0, (2.10a)

la cual hace evidente que aparte de la soluciéon trivial b=0 existen infinitas

soluciones de la forma
b=ab,i, a€eR,

por ende A; es singular y tanto su determinante como la determinante de su
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transpuesta A] son cero. Se tiene entonces la ecuacién

_ eyl L ey ool — LChYl
[clcl] (bmin)l [ 1 2] (bmin)l e [ k k] (bmm)l
|AT| _ [0102] [C2C2] cee [c2ck] =0,
[C1Ck] [C2Ck] ce [ckck]
(2.11)
de donde se despeja el valor de (by,in)1

[ciy]  [e2y] .. [ery]
[cica] [eaca] ... [cack]
[cick] [ezck] ... [eres]

Bin )1 — . 2.12

( ) [cic1] [eiea] ... [ereq] ( )
[crea] [eaca] ... [eacy]
[cick] [cack] ... [eres]

Las demas componentes del vector solucion b,,;, se pueden obtener siguiendo

el mismo procedimiento.

Para el caso general en el que el modelo es no lineal en los parametros,
el tratamiento estdndar consiste en reducir el modelo f;(b) a la forma lineal
(f:(b)) mediante su aproximacién de Taylor de primer grado alrededor de un

punto inicial by. Introduciendo § = (b — by) se tiene

() = 6D = flb) + 3 3fz

(2.13)

donde (y;) es el i-ésimo dato predicho por el modelo linealizado. El residuo

correspondiente a esta version aproximada del modelo se define como

é 0fibo) o
ob; 7’

(ri) = lyi — fi(bo)] —

(2.14)

el cual, al igual que (2.7), posee forma lineal.

A partir de este punto es posible seguir el procedimiento descrito al inicio
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para obtener el vector solucién b,,;,; para ello basta hacer la identificacion

05k
7T Ob,

2.2.2. Enunciado de Gauss de la Media Aritmética

Para deducir la ley de probabilidad del error aleatorio de medicion, Gauss
utilizé el siguiente enunciado: dado cualquier nimero de medidas y1, ys2, Y3, - - -,
de una cantidad desconocida n, el valor n* con mayor probabilidad de ser di-
cho n desconocido, es la media aritmética de las medidas. Cabe sefialar que
el valor real de 7, denotado por y*, no es necesariamente igual a n*.

Este enunciado se puede derivar a partir de propiedades y axiomas de

naturaleza mas evidente, formulados de la siguiente manera:

Propiedad I - Las diferencias entre el valor mas probable y las medidas
individuales no dependen de la posicion del punto cero desde el cual

son calculadas.

Propiedad II - La razon entre el valor mas probable y cualquier medida

individual no depende de la unidad de medida utilizada.

Axioma I - El valor mas probable es independiente del orden en el que
se realizan las medidas, por lo tanto es una funciéon simétrica de las

medidas.

Axioma II - El valor més probable, considerado como una funcién de las

medidas individuales, posee primeras derivadas continuas con respecto

a ellas.
Si se expresa el valor més probable n* en términos de las s medidas y1, ys, - . ., ys
mediante la funcién g(yi, ye, . - ., Ys), entonces por el teorema del valor medio,

aplicable gracias al axioma II, se tiene

dg 891 [891

= g(y1,Yas -, Ys) = (0,0, ..., 0) +u1 | =2 | +yo| 2| +... +ys :
9(y) = 9(y1, 12 Ys) = 9( ) yllayll yz[ay2 aFm
(2.15)

donde los corchetes denotan que las derivadas parciales estan evaluadas en

el punto ty, con t € [0, 1].
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Segtun la propiedad II se tiene que la ecuacion

g(kyr, kyo, ... kys) = kg(yr, v, -, ¥s)

debe ser valida para todo k # 0. Evaluando en particular en el limite k — 0,

y considerando la continuidad de g, se obtiene

y asi (2.15) se transforma en

91, Y2, - Ys) = ar(Y)yr + a(y) ya + ...+ as(y) ys.

De acuerdo al axioma I, todos los s deben ser iguales, por lo tanto

92,5 ys) = @)y + 2 + -yl

Finalmente, la propiedad I se traduce en

g<y1+hay2+h7-ﬂays+h):g(y17y27'”7y8)+h7

de donde se desprende

De estos resultados se concluye que la forma de g es

. 1
n :g(yl,yg,...,ys):g(y1+y2+...+ys), (2.16)

que corresponde a la media aritmética de las medidas.

2.2.3. Demostracion de Gauss de la Ley Normal del

Error

A partir del enunciado de la media aritmética es posible deducir que la
densidad de probabilidad del error de mediciéon A sigue una ley normal.

Si p(A) es la funcién de densidad de probabilidad de A, y € es la me-
nor cantidad a la cual el instrumento de medicién es sensible, entonces la

probabilidad de obtener un error de valor Aj es p(Ay)e.
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Si para una cierta cantidad 7, cuyo valor real es y*, se tienen s medidas
Y1, Yo, - - -, Ys €n las que se introducen los errores Ay =y1—y*, Ao=ys—y*, ...,

Ay=y,—y*, entonces la probabilidad de que ocurran dichas medidas es

Eplyn —y )p(ye —y") - p(ys — y7).

Si se asume, antes del proceso de medicién, que todos los valores de n tienen
la misma probabilidad de ser el valor real a medir, entonces por el teorema de
Bayes de la probabilidad inductiva [16] se concluye que, una vez realizadas
las mediciones, la probabilidad de que el valor real de n esté en el intervalo

[y*, y*+ dy*] es

eplyr —y )py —v*) ... p(ys — y*) dy”

b

/ eplyr —mplyz —n) ... plys —n) dn

—0o0

y por consiguiente la hipdétesis mas probable, con respecto al verdadero valor

de n, es aquel valor de y* que maximice la expresién

plyr =y )ply2 =) - p(Ys — 7).
Dicho y*, simbolizado por n*, satisface por ende la ecuacién

i: (;7 In [p(y, —n*)] = 0. (2.17)

q=1

Por otro lado, segtin el postulado de la media aritmética, se tiene que
S

> (yg—n") =0. (2.16a)

q=1

Condicién suficiente para que exista compatibilidad entre (2.17) y (2.16a) es

que la funcién de densidad p satisfaga la ecuacién diferencial

— In[p(y, —n)] = clys — n), (2.18)

donde ¢ es una constante arbitraria.

Efectuando el cambio de variable A = (y,—n), se obtiene la solucién de



20

(2.18)
p(A) = Ae 28,

Para determinar el valor particular de la constante de integracién A, se con-
sidera que p(A) posee, por ser funciéon de densidad de probabilidad, la pro-
piedad

[e.9]

[ payaa =1,

—00

por lo tanto

A / e A gA = 1

y puesto que
o0

/ e do = /T,

—00

A= ]
27

Finalmente, introduciendo o =,/2/c se obtiene

entonces

1 2
= e 5T, (2.19)

la cual es la funcién de densidad normal.

p(A) =

2.2.4. Deduccion de Gauss del Criterio de los

Minimos Cuadrados

Como paso previo a la deduccién del criterio de los minimos cuadrados,
es conveniente introducir el concepto de ‘peso’ asociado a cada medida. En
términos generales, el peso de una medida indica el grado de precision in-
volucrado en el proceso de mediciéon del que resulta dicha medida. De esta
manera, si una medida estd menos propensa a error, mayor es su peso.

En conformidad con lo arriba expresado, algunas posibles definiciones del

peso w asociado a una cierta medicién, que introduce un error A con densidad
de probabilidad p(A), son:
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- la densidad de probabilidad de que la medida esté libre de errores
w = p(0),

- la probabilidad de que el error caiga dentro de un cierto rango de tole-

rancia |[A] < Ay
Ag

w = / p(A) dA,
—Ay
- la inversa del tamano del intervalo centrado en cero dentro del cual los

errores caen con cierta probabilidad F

1/2w

Py = / p(A)dA.

—-1/2w

Sin embargo, el peso se define formalmente como la inversa del cuadrado de
la desviacion estandar del error de medicion
-1

w =

(2.20)

7 AZp(A) dA

Esta definicién es adecuada puesto que la desviacién estandar, al ser la raiz
cuadrada del error cuadratico medio, constituye una medida de la presencia
del error, el cual esta en relacion inversa con la precision y por tanto con el
peso. Para el caso tratado, de densidad de error normal, se tiene a partir de
(2.19) y (2.20)

w=o0"2 (2.21)
Dadas n respuestas con valores reales vy, v5, ..., ¥, la probabilidad de ob-
tener, a partir de estas, sendas medidas y1, yo, ..., Y, €S
O L T - Vi 1 )’
P = — € 1 — € 72 In

Vo \/Too T, © ’

donde se considera que los valores de la desviacion estandar del error intro-
ducido en el proceso de mediciéon de cada respuesta son, en general, distintos

entre si.
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El criterio que define el método de los minimos cuadrados establece que
el ajuste optimo de un modelo a un conjunto de medidas vy, ¥2,..., Yn Se
consigue cuando se maximiza la probabilidad de obtener dichas medidas,
adoptando los correspondientes valores predichos por el modelo 91, 9s, ..., Un
como los valores reales de los que se obtienen las medidas, i.e., cuando el
vector de parametros de ajuste es tal que maximice la expresion

1 —mw? ] e 1 =g

P=—e&¢ ] 72 n

Vo, \Too ‘ L moy, ¢ ’

o, en forma equivalente al tomar logaritmos y considerar (2.21), que minimice

= iwi(yi - @i)Q- (2.22)

En este caso general, al método se le denomina minimos cuadrados pondera-
dos, sin embargo la mayor cantidad de aplicaciones del método se dan para el
caso especial en que todos los procesos de medicién poseen la misma precision

o peso w;=w (i=1,2,...,n), de manera que (2.22) se convierte en

n

O => (y; —4)°,

=1

que no es otra cosa que (2.3).

2.2.5. Deduccién Alterna de Laplace

Posteriormente a la primera deduccién de Gauss, tratada en las subsec-
ciones precedentes, el método de los minimos cuadrados fue derivado de una
manera completamente distinta por Laplace [17], cuyo enfoque influencid
subsecuentes investigaciones en el tema; entre ellas, un trabajo de Gauss [10]
en el que expone su segunda deduccion del método.

El principio en el que se basa esta deducciéon se puede enunciar en los
siguientes términos:

Para las n respuestas predichas por el modelo mediante las expresiones
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lineales
@1 = 011b1 + 021b2 + ...+ Cklbk
U2 = c12bi + caaba + ...+ craby
'gn = Clnbl + Can2 + ...+ Cknbk7
se tienen respectivamente las estimaciones yq, vs, ..., ¥y, obtenidas mediante

medicion, donde n se supone mayor que el nimero de parametros k.

Para la cantidad

,ul(Cubl + CleQ + -t Cklbk) + Mz(Clgbl + CQQbQ + -t Ckgbk) 4+ ...
+ /in(clnbl + CanQ + -+ Cknbk) (A)

se tiene entonces la estimacion

Hiy1 + p2y2 + -+ nYn. (B)

Si los p; se escogen de forma tal que en la expresion (A) el coeficiente re-

sultante de b; es uno y los coeficientes resultantes de by, b3, ..., by son cero,
i.e.,
Ciifln + Cigfle + ... + Ciplin
Corft1 + Caapla + ...+ Coppty = 0
. . . : . (2.23)
Ckipr + Crafle + oo+ Crnftn = 0,

entonces la expresién (B) es una estimacion de b;.

Puesto que existen infinitos juegos de p; que son solucién de (2.23), el
problema consiste en establecer condiciones adicionales para determinar el
juego de valores p; que asegure que (B) sea la mejor estimacion posible de
bi. Esto se consigue considerando la nocién de peso de una estimaciéon y
definiendo como mejor estimacion a aquella que posea el mayor peso.

Si se tiene que los pesos asociados a las estimaciones yi, ¥, ..., ¥, son
respectivamente wy, ws, . .., Wy, entonces es posible demostrar [7] que el peso
W asociado a la expresién lineal (B) satisface

Ui n T

S et ST s R 2.24
%74 w1+w2+ +wn ( )
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Para determinar el juego de valores p; que minimicen la inversa del peso
(1/W) y, simultaneamente, cumplan con el sistema de restricciones (2.23), se
emplea el método de los multiplicadores de Lagrange (véase seccién 4.2.1),

de cuya aplicacion se obtiene el sistema de ecuaciones

p1 4+ wicntAr + wie;Aes + .0+ Wi A
,u‘g + U}Qc‘lg)\l + U}QC‘QQ)\Q + .+ wzC{gQ)\k = (225)
M+ wncln)\l + wnCQn)Q + ...+ wnckn)\k = 0,

que junto al sistema de ecuaciones (2.23) determinan univocamente el juego
de valores p; con los que se calcula la mejor estimacion (by,i, )1 del pardmetro

by, mediante la expresion

(bmin)1 = Y1 + foya + - - + LnYn. (2.26)

Despejando los p; en (2.25) e introduciéndolos en (2.23) y (2.26) se obtienen

las ecuaciones

(bmin)1 + [werylh + [wesylhas + ... 4+ [wegylhe = 0
1 + [werer| M+ (weges|hs + o0+ [were e = 0
[were] 1 + [weaes] Ay + .0+ [weaeg] Ay = 0

[wclck]A1 + [wczck]M + ...+ [wckck})\k = O,

a partir de las cuales, siguiendo la técnica descrita en la seccion 2.2.1, se

deduce
1 [wery] [weay] ... [wegy]
1/(bmin)1 [weicr] [weies] ... [weieg]
0 [wepes] [weaes] ... [weaek] | =0,

0 [werer] [weaek] ... [wegck]



25

de donde finalmente se despeja el valor buscado

[wery]  [weay] ... [wery]
[wepes] [weaes] ... [weacy]
[weyeg] [weaek] ... [wegek]
(bmin)1 = : (2.27)
[weier] [weies] ... [wereg]
[wepes] [weaes] ... [weacy]
[werer] [weaek] ... [wegey]
Para el caso especial en que w; = wy = - - - = w,,, se puede apreciar que

el valor resultante de (by,i,)1 es idéntico al obtenido en (2.12), el cual es la
solucién de las ecuaciones normales ordinarias dictadas por el método de los
minimos cuadrados; por lo tanto, el enfoque alterno de Laplace conduce al

establecimiento de dicho método.

2.3. Interpretacion Geométrico Vectorial del

Método segiin Kolmogorov

La originalidad e importancia del trabajo de Kolmogorov [15], concernien-
te al método de los minimos cuadrados, radica no en la propuesta de algin
nuevo procedimiento de deduccion del método, sino en su interpretacion en-
marcada en el campo de la geometria vectorial n-dimensional.

En esta seccion se presentan los aspectos més relevantes del mencionado
trabajo en el que mediante un ejemplo del caso més simple, correspondien-
te a un modelo lineal, se muestra como la aplicaciéon de métodos generales
del algebra lineal vectorial, tales como el concepto de ortogonalidad, permi-
te obtener de manera mucho mas transparente todos los resultados bésicos
del método, asi como los instrumentos para evaluar la confiabilidad de las

estimaciones involucradas.
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2.3.1. Obtencion de las Ecuaciones Normales
Mediante Métodos Vectoriales

Considérese un sistema cuyo modelo exacto f(x,b) es lineal en los para-
metros b;, j = 1,2,..., k. Por definicién, para dicho modelo existe un vector
de parametros exactos 3, a priori desconocidos, con los cuales se calculan las

respuestas del sistema (y;) mediante la expresion lineal

k
vi=Y e i=12...m, (2.28)
j=1

donde los coeficientes cj;, al estar en funcién de las entradas @;, son conocidos.
Asimismo, asimase que dados los valores de y; y @;, los 3; estan deter-
minados de manera tnica por (2.28). Esto implica que el rango de la matriz

[Cji]nXk

no es menor que k, por lo tanto se debe cumplir que n > k.

Sin embargo, la tnica forma de conocer las respuestas del sistema (y;) es
mediante un proceso de medicién que inevitablemente introduce error. Asi en
lugar de obtener los verdaderos valores (y;), se obtienen experimentalmente
los valores
vi =y + A, i=1,2,...,n, (2.29)

lo que elimina la posibilidad de obtener los f5; a partir de (2.28), ya que los
errores 4\; se introducen en (2.28) como incégnitas adicionales.

Ante la imposibilidad de conocer los parametros exactos 3;, se utilizan
parametros con valores alternos arbitrarios b;, por lo que el modelo ya no

entrega las respuestas reales (y}), sino las respuestas predichas
k
ﬁi = chibja 1= 1,2,...,%, (230)
j=1

las cuales, en general, son distintas a las primeras.

Como ya se indic6, el método de los minimos cuadrados define los residuos
=y — 0, i=12...,n, (2.31)

y establece que los pardmetros b; que mejor substituyen a los pardmetros

exactos f3; en lograr que el modelo caracterice al sistema, son aquellos que
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minimizan la norma del residuo
[rr] = Zrﬂ“z‘, (2.32)
i=1

donde los corchetes denotan el producto escalar de los vectores contenidos.
Es posible demostrar, aplicando cdlculo elemental, que los b; que mini-
mizan (2.32) estan determinados univocamente por el sistema de ecuaciones

normales

[ene;lb; = [enyl, h=1,2,... k. (2.33)

k
=1

J

Sin embargo, el uso del cdlculo no es la Gnica manera de establecer la equi-

valencia entre cumplir la condicién de minimizar (2.32) y ser solucién de las

ecuaciones (2.33); también es posible obtener dicho resultado mediante el uso
de métodos vectoriales.

Con ese fin, considérense y}, ¢;i, yi, Aiy Uiy 74, (1 = 1,2,...,n), como las

componentes de los vectores n-dimensionales y*, ¢;, y, A, g, r, con lo cual

(2.28) - (2.31) se reescriben en forma vectorial

k
y* =Y Bjc;, (2.28a)
j=1
y=vy"+ A, (2.29a)
k
9=> bjc, (2.30a)
j=1
k
r=y-> bic;. (2.31a)
j=1

Si se denota con V' al subespacio lineal generado dentro del espacio vectorial
R" por el conjunto de vectores {¢;}, se desprende entonces de (2.30a) que el
vector § estd contenido en V (g € V).

En lenguaje vectorial, cumplir la condicién de minimizar [rr] equivale a
que g sea la proyeccion ortogonal de y sobre V' y r sea el vector complemen-

tario ortogonal a V', con lo cual
[rc;] =0, j=12 ... k. (2.34)

La figura 2.2 ilustra el trazado, en conformidad con el método, de los



28

Figura 2.2: Representacién vectorial del método paran =3 y k = 2.

vectores mencionados para un caso arbitrario en que el niimero de muestras

es n = 3 y el nimero de pardmetros es k = 2. Notese que en este caso el

subespacio lineal V' corresponde a un plano en R? que pasa por el origen.
Reemplazando en (2.34) la expresion para r dada por (2.31a) se obtienen

las ecuaciones

e

> lenejlb; = [enyl, h=1,2,...k, (2.33)
7=1

correspondientes al sistema de ecuaciones normales formulado en (2.33).
Este sistema se puede reescribir en forma matricial (véase (2.9), en la
pégina 15),
Ab=g, (2.35)

donde el determinante del sistema,
Al = llene;]],

es el determinante de Gram de los vectores ¢y, ¢a, . . ., Ck.

Bajo el supuesto, enunciado lineas arriba, que la matriz [c;;]"** posee ran-
go k, se deduce que los vectores g, o, . . ., ¢ son linealmente independientes
y, en consecuencia, su determinante de Gram es distinto de cero (|A| # 0).
Por lo tanto, al ser A invertible, (2.33) determina univocamente los pardme-

tros b;.
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2.3.2. Evaluacion de la Confiabilidad de los

Parametros Estimados

Hasta este punto se ha visto cémo el método estima los pardmetros b; a
partir de las respuestas medidas (sujetas a error) ante la inaccesibilidad de
las respuestas reales necesarias para calcular los parametros verdaderos f3;.

Es importante entonces establecer un criterio para evaluar el grado con
que se desvian los parametros estimados respecto a los parametros reales; lo
cual serd un indicativo de la confiabilidad de los resultados. Esto se consigue
analizando la esperanza y la varianza de los pardmetros b;. La esperanza
E{b;} indica el valor al que converge la media de los parametros, por lo
que un valor distinto de /3; (de conocerse ;) sefialaria la presencia de error
sistematico en los resultados. La varianza V' {b,} por otro lado, al ser el valor
cuadratico medio de la desviacion de b; respecto a su media, determina la
dispersién o, visto a la inversa, la exactitud de los resultados.

Antes de proceder al célculo de E{b;} y V{b;} es necesario asumir las
siguientes condiciones respecto a la distribucion de probabilidad de los errores

de medicién A;:

Cl) A; y Ay, con i # 1, son variables aleatorias independientes.
C2) E{A;} = 0.

C3) V{A;} = E{A?} = 5% donde s” es finito e independiente de i.

C4) E{A;A;} =0 parai # .

Como punto de partida, definase el sistema de vectores uy, us, ..., ug, en el
subespacio lineal V', de forma que sea di-ortogonal al sistema ¢y, ca, ..., ¢,
i.e., que cumpla

[ejun] = Ly, (2.36)

donde I®) es la matriz identidad de k x k.
Puesto que cada uno de los sistemas {¢1, €2,..., ¢k} v {u1, U2, ..., ug}

es una base generadora de V| se tiene que

k k
uj =Y Qpen, ¢ =Y Ajun.
A=1 A=1
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Tomando el producto escalar de la primera igualdad con u; y el producto

escalar de la segunda con ¢y, y considerando (2.36), se tiene

Qjn = [ujus], Ajn = [cjen), (2.37)
con lo cual,
k
u; = Z[ujuh]ch, (238)
h=1
k
C; = Z[cjch]uh. (239)
h=1

De estas dos tltimas ecuaciones y de (2.37), se desprende que la matriz @ es
la inversa de la matriz A.

Tomando ahora el producto escalar de (2.28a) y u;, se obtiene
Bj = [y*u,], (2.40)
y en forma similar, (2.30a) implica que
bj = [§ uyl. (2.41)
Por otro lado, puesto que r es un vector ortogonal a V', se cumple que
[ru;] =0,
con lo cual, de (2.41) y (2.31a), se determina que
bj = [y uyl. (2.42)
De esta ultima ecuacién, junto con (2.29a) y (2.40), se deduce que
bj = B; + [Awu,], (2.43)
y por ende, considerando C2), se llega al resultado

E{b;} = B, (2.44)
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que establece que la esperanza de cada uno de los pardmetros estimados
(aproximados), es igual al correspondiente parametro verdadero. Se dedu-
ce entonces que los valores de los parametros estimados no contienen error
sistemético si y solo si se cumple la condicién C2).

Obtenido el valor de la esperanza de los parametros b;, resta determinar la
varianza de los mismos, que indicard la precision con la que cada pardmetro
b; aproxima en promedio a su respectivo [3;. Para ello se calcula primero
la expresién mas general correspondiente a E{(b; — 3;)(by, — (1)}, la cual,
empleando (2.43), C3) y C4), da como resultado

E{(b; = ;) (bn = On)} = E{[A ug][Aup]} =

n n n

SN T E{AA ujuy = 87> ujiun = [ujug]s®,
i=1

i=1[=1 =

que, en vista de (2.37), se puede expresar como

BE{(bj — B)(bn — Bn)} = Qjns”. (2.45)

Finalmente, para el caso particular h = j, se obtiene el valor buscado de la

varianza de b;
V{b;} = E{(b; — 8,)*} = Q;;8". (2.46)

Noétese que la varianza de los b; es proporcional a la varianza de los errores de
medicion (V{A;} = s?). Por esta razén es necesario, en caso de no conocerse
a priori el valor de s, establecer un valor ¢ que sirva como aproximacion del
mismo.

Con ese fin, se define el vector
A* =9 —y*, (2.47)
el cual, por (2.29a) y (2.31a), se puede expresar como
A=A+r. (2.48)

Puesto que A* esta contenido en V' junto con ¢ e y*, y r es ortogonal a V', se
concluye que esta ultima ecuacion representa la descomposicién de A en su

proyeccion ortogonal sobre V' y el complemento ortogonal a dicha proyeccion.
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Si se define la base ortonormal del espacio vectorial n-dimensional

67’:(67'1)67'27"'767'71)) T:1727"‘an7

leren] =1"

7Tl

de forma tal que los k£ primeros vectores estén contenidos en V' y los n — k

restantes sean ortogonales a V'; entonces, considerando

A, = [Ae,], (2.49)
se obtiene

A=Y A, (2.50)

=1

k ~

A=) Ace,, (2.51)

T=1
r= > Ae,. (2.52)

T=k+1

A partir de la propiedad de ortonormalidad de los vectores e, de la base, se

deduce que

= > A, (2.59)

y puesto que por (2.49) y C3)

E{ATAT} = E{Z Aieri Z A;@Ti/} =
=1

i'=1

Z Z E{A; A e ey = s° Z erieri = 5°[es] = 82, (2.54)
i=1

i=14=1
se concluye finalmente que
E{lrr]} = Y B{A A} = Y 2= (n—k) s (2.55)
T=k+1 T=k+1

Definiendo
o=/[rr]/(n—k), (2.56)
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se cumple que
E{o*} = 5% (2.57)

y ademds es posible demostrar, siguiendo un procedimiento similar al em-
pleado, que
V{o?} = E{(0* — 5*)} = 25*/(n — k), (2.58)

lo que significa que o2 tiene un valor muy cercano a s

, con probabilidad muy
cercana a uno, para valores de (n — k) grandes.

Se concluye asi que conforme (n—k) crece, la aproximacion de s* mediante
0% mejora, y para estos casos se hace valido aproximar la varianza de los

pardametros b; dada en (2.46) mediante la expresiéon

V{bj} =~ ij0'2. (259)

2.4. Aplicabilidad del Criterio de los
Minimos Cuadrados cuando el Modelo

es Aproximado y no Existe Error de
Medicion

Dado que hasta este punto se asumio conocido el modelo exacto de un
sistema, el estudio del criterio de los minimos cuadrados ha estado siempre
confinado al caso en que el error aleatorio de medicién es la tnica fuente de
discrepancia entre los datos observados de un sistema y aquellos predichos
por su modelo.

Sin embargo, es virtualmente imposible conocer todos los detalles internos
de un sistema, lo que impide elaborar un modelo exacto del mismo. En la
practica solo se cuenta con un modelo aproximado incapaz de reproducir la
verdadera respuesta del sistema que se obtiene a partir de un proceso de
medicion libre de error.

Para un modelo aproximado no existe un juego de parametros de ajuste
exactos o verdaderos, ya que la discrepancia entre el sistema y el modelo es
ahora de naturaleza sistematica. En vista que los argumentos que justifican
el uso del criterio de los minimos cuadrados tienen su fundamento en el error

aleatorio de medicion, cabe cuestionarse qué tan correcto es aplicar dicho
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criterio en el ajuste de modelos aproximados donde el error es sisteméatico y

se asume la ausencia de error de medicién.

La presente seccion busca discutir tal cuestionamiento. Para ello se pro-
pone el diseno de una funcién ¥ a partir de ciertas propiedades elementales
adecuadas para cuantificar la discrepancia entre el modelo aproximado y el
sistema. La aplicacion del criterio de los minimos cuadrados en este nuevo
contexto serd entonces méas o menos correcto segtin el grado de concordancia

con dicha funciéon W.

2.4.1. Expresion General para la Funcion de

Discrepancia

Como punto de partida hay que establecer que el error o residuo entre el
valor real y! (coincidente en este caso con el valor medido y;) y el valor §;
predicho por el modelo, debe evaluarse segiin una escala que esté en funcion
a su diferencia. Este residuo puede expresarse matematicamente en forma

general como
i = 1(Yi, Gi), (2.60)

donde valores positivos o negativos significan error por exceso o defecto res-
pectivamente.

Un caso particular de (2.60), conocido como error relativo, se presenta
cuando la medida del error es proporcional a la desviaciéon pero normalizada
respecto al valor medido. La forma del residuo en este caso es

Yi — Ui

ry = . 2.61
m (2.61)

Otro caso particular se da cuando el error se define igual a la desviacion. En
este caso el residuo toma su forma mas sencilla y se le conoce como error

absoluto,

En este trabajo se adopta una definicion del residuo independiente del signo

de la desviacién:
ri = |y — il (2.63)

Una vez definido el error o residuo individual al representar cierto valor y;
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por medio de otro ¥;, resta definir el error o residuo global entre las n-tuplas
(Y1, Y2, -5 Yn) ¥ (U1, U2, - - -, Un). La funcién de discrepancia es justamente
la que cuantifica dicho residuo global mediante una expresién matematica (a
determinar) en funcién de los residuos individuales.

Por consiguiente, cualquier intento por definir una estrategia para calcular
el residuo global debe expresarse matematicamente en funcién de los residuos

individuales como una funciéon de discrepancia
U =U(ry, ro,..., 7). (2.64)

El diseno de ¥ se basa en las siguientes propiedades o requerimientos

elementales:

P1) El residuo global no depende del orden de los residuos individuales en
U(ry, re,..., ry) y por convencién se adoptara un orden ascendente de

los mismos, i.e., ;11 > 1.

P2) La expresion general del residuo global contiene un ntimero infinito
de argumentos. El caso particular para n argumentos toma la forma
U(ry, ro, ..., ry) = U(ry, ro, ..., , 0, 0,...). Nétese que los residuos

individuales con valor cero no contribuyen al residuo global.

P3) El residuo global para el caso particular de n = 1 es igual al residuo

individual, i.e., U(r;) = 7.

P4) El residuo global es creciente respecto a cada uno de sus argumentos,

i.e., O¥/0r; > 0 en todos los casos.

P5) El residuo global posee la misma dimension fisica que los residuos in-

dividuales.

La propiedad P5) significa que ¥ y los r; se expresan en la misma unidad
de medida. Por lo tanto, si se utiliza una unidad de medida contenida k veces

en la unidad original, se cumple
U(kry, kro, ..., kry) =kW(ry, roy ..., ), k> 0. (2.65)

Esto revela que ¥ es una funcién homogénea de primer grado. Introduciendo

k=r,' en (2.65) se obtiene la forma general que poseen todas las funciones
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homogéneas de primer grado

W=, f(L, 2 Ty (2.66)

donde f es una funcién arbitraria cualquiera.
Derivando ¥ respecto a cada r; y eliminando f en (2.66) resulta la ecua-

cién diferencial denominada relaciéon de homogeneidad de Euler

T1$+T2$+"'+Tn$:@, (2.67)
cuyo conjunto solucion es la totalidad de funciones homogéneas de primer
grado [4].

La solucién general de esta ecuacion se puede construir mediante la com-
binacién lineal de todas las soluciones particulares obtenidas por el método
de la separacién de variables [26].

Una funcién con variables separadas
v = R1<7’1>R2(T2) cee Rn(Tn), (268)

es solucion de (2.67) si y solo si

i% + Tl% + + rn OBy
R1 07‘1 R2 @TQ Rn 6rn

~1. (2.69)

Como cada sumando en el miembro izquierdo de esta ecuaciéon depende de
una variable distinta, estos deberan ser constantes «; de valor arbitrario que

cumplan con la restriccion
a1+0z2—|—~~~—|—an:1.

Por lo tanto, (2.69) es equivalente a n ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer grado
OR;

7”.7
’ 8’/"7;

cuyas soluciones, donde los ¢; representan constantes de integracién, son

—OéiRZ'ZO, i:1,2,...,n,

Ri(r;) = ¢ir™ 1=1,2,...,n.

7 )
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Considerando (2.66) y (2.68) se obtiene la solucién particular

[e%1 a9 Qn—1
b (B () () .
Tn Tn T'n

donde ¢ es una constante arbitraria.

Finalmente, la solucién general de (2.67) se construye combinando lineal-

mente las soluciones particulares (2.70) generadas al considerar todas las

posibles (n — 1)-tuplas (a1, s, ..., a,_1). La solucién general es entonces la
integral
00 00 0o , ar gy s
\IJ:rn//.../c(al,ag,...,oznl)(1) (2)

. <Tn_1> " dOél dOéQ Ce dO[n,I (271)

Tn

donde ¢(ay, ag, ..., a,_1) es una funcién arbitraria compatible con las pro-
piedades P1) — P5). Nétese ademds que (2.71) es una forma distinta pero

equivalente de expresar (2.66).

2.4.2. Ejemplos Particulares de la Funcién de

Discrepancia

Para identificar dentro de la expresién general (2.71) qué funcién de dis-
crepancia es la apropiada para cierto problema de ajuste de modelos, es
necesario derivar la forma particular de c¢(ay, ag,..., a,—1) a partir a los
requerimientos especificos de dicho problema.

Sin embargo, con el fin de mostrar algunos ejemplos de funciones de dis-

crepancia particulares se seleccionaran arbitrariamente algunos ¢ especiales.

Uno de los casos mas sencillos se da cuando

clag, agy ...y apq) = 0(a1)0(ag) ... 6(a_1) +
5(&1 — 1)5(&2) N 5(OZn_1) + 5((11)5(012 - 1) e 5(an—1) + -
oo 4 0(an)d(ag) .. 0(ap—y — 1), (2.72)
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dando como resultado la funcién
U=r +ry+ ...+ 1r, (2.73)

correspondiente al criterio denominado de los minimos errores absolutos.

Un caso mas general y complejo se presenta cuando

C<a1’ Qg, ..., an—l) -
S 55
m=0 m m1:0 m2:0
T m)
2 N $ 0(cn—PBm)d(ag—pms) ... 8(ap-1—Pmy-1),
My—2=0 myima: - Mp—1:

(2.74)

donde m,,_y = m — (my +mg + -+ + m,_5). Considerando la serie binomial
y el teorema del multinomio es posible demostrar que cuando se cumple la

condicién de convergencia
oy <208 (2.75)
se obtiene la siguiente forma para la funciéon de discrepancia
U= 75+ ...+ Ve (2.76)

la cual coincide con la S-norma de un espacio vectorial de dimensién finita
n.
Finalmente, ndtese que el criterio de los minimos cuadrados corresponde

al caso especial § = 2.



Capitulo 3

Algoritmos Precursores:
Métodos del Maximo Descenso

y de Gauss-Newton

El objetivo del campo de la optimizacion consiste en el desarrollo de algo-
ritmos para evaluar el punto b,,;, que minimice (o maximice) cierta funcién

suave ® : R* — R en un subconjunto dado A de su dominio, i.e.,

®(b,;n,) = min  O(b).
( ) be ACRF ( )
Un grupo especial de estos algoritmos lo constituyen aquellos disenados para

minimizar la funciéon particular

o(b) =) _ri(b) = |Ir|,
i=1
estudiada en el capitulo anterior.

En el presente capitulo se analizan dos de estos algoritmos, conocidos co-
mo: ‘del méximo descenso’ y ‘Gauss-Newton’ respectivamente. Si bien ambos
son de naturaleza elemental y fueron concebidos en una etapa inicial, su im-
portancia radica en que han sido precursores de algoritmos més sofisticados
y de mejor desempeno, tales como el de ‘Levenberg-Marquardt’ tratado en

el siguiente capitulo.

39
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3.1. Introducciéon

Todos los algoritmos de minimizacion requieren como punto de partida
un tanteo inicial del minimo, denotado por b a partir del cual calculan,
mediante un proceso iterativo, una secuencia (b, b ... b ) de pun-
tos tentativos que mejoran progresivamente el tanteo inicial y convergen en
el minimo b,,,;,,.

Para calcular un nuevo punto tentativo b(SH), estos algoritmos utilizan
informacion sobre ®, y sus derivadas, en el punto tentativo actual b y,
eventualmente, en los anteriores (..., b2, b(s’l)).

La condicién fundamental a cumplir en este caso es que ®(b*™) < &(b*)),
aunque existen excepciones como en el caso de los llamados algoritmos no
mondtonos, en los que la condicién es que la funcién decrezca luego de un
cierto ntimero p de iteraciones, ®(b**P) < &(b*)).

El proceso de iteracion finaliza cuando se obtiene un punto cuya distan-
cia al punto anterior es menor a cierto umbral preestablecido, o cuando la
diferencia entre los valores de ® en los puntos anterior y actual es igualmente
menor a cierto umbral. La rapidez con la que el algoritmo arriba a dicho
punto final depende no solo de la eficiencia del mismo, reflejada en su razon
de convergencia como medida de su velocidad en alcanzar el minimo, sino

también de qué tan cerca o lejos del minimo esté el tanteo inicial.

Existen dos estrategias fundamentales para construir procedimientos ite-
rativos que busquen el minimo: de bisqueda en linea (line search) y de regién
de confianza (trust region). Cronol6gicamente, los algoritmos de bisqueda en
linea, como los del maximo descenso y de Gauss-Newton, se desarrollaron an-
tes que los algoritmos de regién de confianza, los cuales tienen su génesis en
el algoritmo de Levenberg-Marquardt.

En la estrategia de buisqueda en linea se elige en cada iteraciéon un vector
direccion unitario S(S), con el que se construye un vector de paso que conduce
al nuevo punto tentativo b+ a partir del actual b®). La longitud «, del
paso se obtiene resolviendo el problema de minimizacion unidimensional

b + 0, 8”) = min o + §Y). (3.1)

a>0

En la practica, sin embargo, los algoritmos de biisqueda en linea no optan por
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resolver este problema, por ser este un proceso de alto costo computacional,
sino que generan un numero limitado de longitudes de paso de prueba hasta
conseguir una que se aproxime suficientemente a la longitud de paso éptimo
que resulta de (3.1).

En la estrategia de regién de confianza se extrae en cada iteraciéon in-
formacién de ® en el punto tentativo actual b para crear, alrededor del
mismo, un modelo m, aproximado que reemplace a ® en la busqueda del
minimo. La vecindad Vi en la cual m, constituye una buena aproximacion
de ® se conoce como region de confianza. El paso 5®) que conduce al nuevo
punto tentativo b+ se calcula resolviendo aproximadamente el problema
de minimizacién

me(b') + §)) = gréi‘lz my (b + 8). (3.2)
Si la iteracion no produce una disminucion aceptable de ®, es necesario en-
coger la regién de confianza V; y volver a resolver (3.2). Por lo general, V; es
una bola definida por ||§|| < A®, donde al escalar A®) se le denomina radio
de la regién de confianza.

En la mayoria de los casos, el modelo mg lo constituye la funcién cuadra-

tica correspondiente a la serie de Taylor truncada de ® alrededor de b
1
my(b®) +8) = o) + (V7d)) § + 50" BY 4§,

donde para abreviar: &) = (b)), Vo) = V(b)) y B®) es el Hessiano
en ¥

[ 0*o(bY) §*o(b™)  2Po(BY) ]

*o(b?) 2*(d)  9*e(B")
BG) — V(VTCD(S)) _ 0b10bs ob; 0by 0y, ’

*o(bY) *o(d) 9P

o alguna aproximaciéon del mismo.

Antes de pasar a ver en detalle los dos algoritmos de minimizacién men-

cionados, es conveniente resaltar la importancia de la expansion en series de
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Taylor como herramienta matematica fundamental empleada en la minimi-
zacion de funciones continuamente diferenciables. Para el caso particular de
interés, correspondiente a funciones de més de una variable independiente
a ser expandidas hasta el término de segundo grado, el teorema de Taylor

toma la forma enunciada a continuacion.

Teorema de Taylor. Sea ®(b) : R*¥ — R una funcién continua y doble-
mente diferenciable en todos los puntos b de la bola ||b — bg || < &g. Si se
tiene ademds que § € R* con ||6]| = 6 < &y, entonces existe un t € |0, 1]

para el cual se cumple
1
D(bg + 90) = (bg) + (V' ®(bg)) & + 3 " V(V'®(by+td))4. (3.3)

La demostracion de esta version multivariable del teorema se puede lle-
var a cabo generalizando el procedimiento seguido en la demostracién del
caso univariable que aparece en diversos textos de calculo. El lector intere-
sado puede consultar en particular el articulo de Pringsheim [27], que ofrece

también un recuento historico del desarrollo del tema.

3.2. Meétodo del Maximo Descenso

Una manera sencilla de visualizar el método del méaximo descenso, cono-
cido también como ‘steepest descent’, es mediante un simil con la trayectoria
que sigue una esfera que rueda sobre una superficie irregular por accion tinica
de la gravedad hasta que alcanza un wvalle, o minimo relativo, en el que queda
encajonada y detenida.

En la presente secciéon se analizan en detalle las tres etapas que componen
este método: la eleccién de la direccién de minimizacion, el reescalamiento de
la funcién a minimizar, y el célculo de la longitud del paso en cada iteracion.

La seccion concluye con un anélisis de la convergencia del método.

3.2.1. Eleccion de la Direccion de Minimizacion

En cada nueva iteracion se busca elegir la direccion d en la cual la funcién
® a minimizar decrezca de forma méas abrupta a partir del punto tentativo

actual, i.e., la direcciéon de maximo descenso. Esta direccién, evidentemente,
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esta dada por el negativo de la gradiente en dicho punto, que apunta hacia
donde la derivada o razon de cambio de ® adquiere su menor valor.
En particular, para el caso de la (s+1)-ava iteracién, la bisqueda del

s+1)

nuevo punto tentativo b’ se lleva a cabo a partir del actual b'®, siguiendo

la direccién
a(s) Vo)

8V = Y
[V OE]|

Si bien lo anteriormente expresado fundamenta la eleccién del negativo
de la gradiente como direcciéon de minimizacion a ser usada por el método,
es conveniente analizar, con cierto detalle, las limitaciones de tal eleccion.

Para tal fin, y por simplicidad, se considera el caso de ® definida en R2.
Definiendo una familia de circunferencias concéntricas a cierto punto b en
el dominio de ®, e introduciendo luego coordenadas polares con origen en
b, se tiene que el valor que toma ® en los puntos réy = r(cosf, senf) que
conforman la circunferencia de radio r, es funcién tnicamente de 6 y, de

acuerdo a lo establecido por el teorema de Taylor en (3.3), esta dado por

£(8) = ®(b-+rés) = B(b) +(V'B(B) &g+ | 0 V(V'B(b + 1780)) A
(3.4)
El valor 6, correspondiente al punto de la circunferencia en el que ® toma
el menor valor, se obtiene como solucién de f’(6) = 0, siempre y cuando se
cumpla la condiciéon f”(6,) > 0. Por lo tanto, igualando a cero la derivada
de (3.4) se llega a la expresion que define a 6,
) g(r, 0,
sin(6, — 6y) = ||V(<I>(b))|| T, (3.5)
donde se ha considerado que V&(b) = ||[VO(b)||(cos by, sinby), con la con-
dicién adicional que ||V®(b)|| # 0, y a g(r, 6,) como la derivada parcial
respecto a 6 de la expresion entre corchetes en (3.4).
Ademas, por la condicion de doble diferenciabilidad impuesta a @, se
puede afirmar que tanto |V®(b)|| como g(r, 6,) poseen valores finitos. Esto
trae como consecuencia que al aplicar en (3.5) el limite cuando r — 0, el lado

derecho se haga cero, con lo cual se tiene

71}_1)[(1) 9,» = 90 + . (36)
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minimos de ® en cada
circunferencia

r=2a

Figura 3.1: Curva C que une los puntos minimos de ® en cada circunferencia.

Este resultado indica que el minimo sobre la circunferencia limite, cuyo radio
tiende a cero, se encuentra en la direccién del negativo de la gradiente.

En la figura 3.1 se muestra la curva C formada por los puntos que mini-
mizan ® en cada circunferencia, la cual es tangente a —V®(b) en el punto b.
En ella se puede también observar que conforme las circunferencias se ale-
jan de b, los minimos sobre estas se apartan en general de la direccién dada
por —V&(b). Sin embargo, es posible advertir que en una pequena vecindad
de b, delimitada por una circunferencia de radio menor a cierto umbral, es
posible emplear la direccion del negativo de la gradiente como direccién de
maximo descenso con un error de aproximacion despreciable. En el caso limi-
te r — 0 el negativo de la gradiente es efectivamente, como ya se demostro,
la direccién de maximo descenso.

Como comentario final es oportuno senalar que al recorrer la curva C
partiendo de b, el valor de ® decrece hasta alcanzar un punto, de existir uno,
en el que la tendencia decreciente se revierte y ® empieza a crecer. Es posible
demostrar que este punto de cambio es precisamente el punto minimo b,,;,
requerido. Otra observacion, no evidente a simple vista, es que la curva C
es en general distinta a la curva trazada desde b siguiendo progresivamente
la direccion del negativo de la gradiente en cada uno de sus puntos, i.e., a
la curva que parte de b y es ortogonal a las curvas o superficies de valor
constante de ®, denominadas isolineas o isosuperficies dependiendo de si

el dominio de ® estd en R? o R? respectivamente. Cabe mencionar que la
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gradiente en cada punto de C esta en la direccion del radio que va del centro

b (de la familia de circunferencias) a dicho punto.

3.2.2. Reescalamiento de la Funciéon a Minimizar

Uno de los factores que influye en el desempeno global del método del
maximo descenso lo constituye la topologia de la funciéon ¢ a minimizar, que
puede en casos extremos degradar la eficiencia del método hasta el punto de
hacerlo improductivo. Por este motivo es conveniente previamente ‘mejorar’
la topologia de ® mediante un proceso de reescalamiento.

Para ilustrar esta influencia, considérese una funcién ®, definida por sim-
plicidad en R?, con isolineas que formen una familia de circunferencias con-
céntricas a su punto minimo, e.g., ® = 22 + 2. Esta topologia de ® permite
alcanzar el minimo desde cualquier punto siguiendo la recta en la direccion
del negativo de su gradiente. Desde el punto de vista del método, se dice que
esta topologia es perfecta, pues se obtiene la maxima eficiencia al alcanzar el
minimo en un solo paso. Generalizando, es hasta cierto punto valido afirmar
que mientras mas difiera una topologia del caso perfecto, mas pasos seran
necesarios para alcanzar el minimo de su respectiva funcién.

En particular, esta afirmacién es correcta en la vecindad de un punto
minimo, donde la topologia de cualquier funcién es aproximadamente la de
su serie de Taylor truncada al segundo orden, i.e., una familia de elipses
concéntricas al minimo, las cuales se alejan mas del caso perfecto, compuesto
por circunferencias, conforme la razén entre sus ejes mayor y menor aumente.

La figura 3.2 muestra las isolineas elipticas de cierta funcion ® en una
regiéon cercana al minimo b,,;,. Para esta topologia se cumple que desde
cualquier punto, excepto aquellos sobre los ejes de las elipses, la direccion
del negativo de la gradiente no conduce directamente a b,,;,. Para analizar
la relacién entre la forma de las elipses y el nimero de pasos requeridos
para alcanzar b,,;,, es necesario tener en cuenta la forma en que el método
construye cada paso.

En la version convencional del método, cada paso parte de un punto y
recorre la direccion del negativo de su gradiente hasta alcanzar un minimo.
En este minimo, que es el punto de partida del siguiente paso, la isolinea y la
recta recorrida son tangentes. Por consiguiente, los sucesivos pasos que lleva

a cabo el método son ortogonales entre si.
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b(o)
" eje mayor

isolineas de ®, aproximadamente
elipticas alrededor de bmin .

\ eje menor

»
>

X

Figura 3.2: Pasos que lleva a cabo el método en una vecindad cercana del minimo b,,;,.

Volviendo al caso mostrado en la figura, donde las elipses son alargadas
y el primer paso, que va de b a b, forma un dngulo cercano a 45° con el
eje mayor, se observa que el método alcanza el minimo b,,;, luego de varios
pequenos pasos decrecientes en zigzag. Notese que si estas isolineas fuesen
aun mas alargadas y angostas, i.e., mas alejadas de la topologia perfecta, los
pasos en general serian mas cortos y se necesitaria un mayor nimero de ellos

para alcanzar el minimo.

Tres de las técnicas de reescalamiento mas ttiles para superar las dificul-

tades descritas se resenan a continuacion.

Una primera técnica, bastante efectiva cuando el punto tentativo actual
b ha alcanzado suficiente cercania al minimo b,.in, consiste en reemplazar ®
por su serie de Taylor truncada de segundo grado alrededor de b"®), denotada
por ®* para luego elegir, convenientemente, como direcciéon de minimizaciéon
a aquella que conduce al centro de las isolineas elipticas de ®*.

La figura 3.3 muestra precisamente el caso en que b,,;, se encuentra en la
region, alrededor de b(s), donde ®* constituye una buena aproximacién de .
Por consiguiente, la separacion entre b,,,;,, y el minimo de ®*, que coincide con
el centro by = (o, yo) de sus isolineas elipticas, es razonablemente pequena
y tiende, ademds, a disminuir conforme b®) se acerca mas a byyin.

En consecuencia, cuando b estd suficientemente cerca a b,.in, dar un

. ., a(s) (s) .
paso en la direccion & °, que conecta b'* con by, representa una mejor op-
cion para el objetivo de alcanzar b,,;,, que darlo en la direccion del maximo

descenso —V &) tal como se aprecia en la figura.
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region de validez
O=o

»
»

X

Figura 3.3: Direccién de paso modificada S(S), que apunta a by &~ b,,;, y reemplaza la
direccién original —V &),

Como se menciono, el punto by es el centro de las isolineas elipticas de la

funcion
1
d*(b) = &) + VO (b — b)) + 50— bV (VO (b - b)),  (3.7)

que es la version aproximada de ® alrededor del punto tentativo actual b,

De esta familia de elipses, aquella que pasa por b®) est4 dada por la ecuacion

Vo (b— b)) + ;(b — b V(V7d) (b - b)) =0, (3.8a)

que en coordenadas cartesianas, b = (x,y), toma la forma

;AxQ + ;ByQ +Cxy+ Dz + Ey+ F =0, (3.8b)
donde
D- a;p:) SAC) by B 8;’;) —(C,B)- b

El centro de esta elipse, que lo es igualmente de toda la familia de elipses,

es el tnico punto respecto al cual (3.8) es simétrica. Resolviendo la ecuacion
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correspondiente a esta condicién se obtienen las coordenadas del centro

CE - BD CD—- AFE
To=—"" 2 Yo= """/ 2 (3.9)
AB(l_ZlP) AB(l_?lF)
cuyos valores estan bien definidos, ya que (1 — %) = 0 se da unicamente

cuando (3.8) representa la ecuacién de una recta o parabola y no, como en
este caso, la de una elipse, para la cual se cumple siempre que (1 — %) > 0.
Conocidas las coordenadas de by, es posible definir un vector 8 arbitra-
rio en la direccion que va de b a by, el cual por simplicidad se elige
02

0¥ =(1— ) (bo - b)), (3.10)

con respectivas componentes

1 C 109 ¢ 99
@ _ (L O gy L
=G map) YY) =~ T A oy
C 1 1996 C 9P

vy — _
Vo' B oy + 1B e (3.11)

Y <_E7E) ’ (

Segun este resultado, 8 se puede interpretar como una modificacién de la
direccién original —V &) en un grado directamente relacionado a C'.

Este factor C' esta asociado a la medida del alargamiento que posee la
elipse, asi como al angulo de rotacion que presenta la misma con respecto a la
orientacién de referencia en la que el eje mayor es horizontal. Explicitamente,
C tiene la forma

C' =K (1—-r)sin(2a),

donde r es la razon entre los ejes menor y mayor de la elipse, a el angulo de
rotacién de la elipse, y K una constante de escalamiento positiva. De esta
expresion se desprende que para valores de r cercanos a uno, correspondientes
a elipses con formas cuasi circulares, la modificacién de —V®) es minima
y 8 apunta pricticamente en la direccién original; lo cual significa que la
aplicacion de este procedimiento tuvo un efecto despreciable.

Sin embargo, esta técnica de reescalamiento si es relevante cuando las
elipses son muy alargadas y, por consiguiente, r es pequeno. Asumiendo este

caso y con el propésito de ahorrar operaciones, es posible omitir el calculo de
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. . - 2P
C' (consistente en aproximar numéricamente W) y reemplazarlo por un

valor aproximado que solo dependa de los coeficientes A y B. Dicha aproxi-
macién dependerd de si el angulo de rotacion de la elipse es tal que origine
que sus ejes se desvien un angulo pequeno respecto a los ejes coordenados, o
de si este hace que los ejes de la elipse formen un angulo cercano a los 45°
con los ejes coordenados.

De un analisis mas completo de la ecuacién general de una elipse rotada
se puede deducir que cuando % + % > 4, el angulo de rotacion corresponde

al primer tipo descrito y C' = 0, con lo cual

1 906 1 09®)
o _ 1 @ 1 12
% Ao % B oy (3.122)
B

mientras que cuando % + 2 < 4, el efecto de la rotacion es apreciable y

A

C’%$A+TB,de modo que
100® 1.1 1 000 109 1.1 1 006
e A odx 3'A B’ 0Oy’ Y B oy 3'A B’ oz’
(3.12D)

donde los signos — y + corresponden a angulos de rotacién agudos y obtusos,
respectivamente.
Cabe indicar que estos resultados, obtenidos para el caso bidimensional,

pueden ser generalizados a n dimensiones.

Un segundo procedimiento [22] consiste en mapear el espacio k-dimensional
de los vectores b = (by, bs, ..., b;) que conforman el dominio de ® hacia un

nuevo espacio b* mediante la transformacién

bf = arctan(b;)
by = arctan(by) (3.13)
by = arctan(by)

que convierte las isosuperficies de ® en el espacio original, en superficies apro-
ximadamente esféricas en el nuevo espacio, mediante un proceso de acerca-
miento al origen, o compresion, de las partes distantes de las isosuperficies,
responsables de alargarlas y apartarlas del caso esférico.

Al tomar ®(b) la forma ®*(b*) en el nuevo espacio, se tiene que las deri-
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vadas parciales en ambos espacios cumplen la relacién

00 0" Ob;

— = = 3.14
ob;  0b; Ob;’ (3:.14)
y puesto que de (3.13) resulta
b’ 1
I B 3.15
b, 1B (3.15)

se obtiene finalmente la expresion de la j-ésima derivada parcial de ¢ en el

espacio transformado a partir de su similar en el espacio original,

0" 5, 0O
Ob; = b)ab

(3.16)

Dado que la gradiente en este nuevo espacio esta, en general, mejor di-
rigida hacia el minimo que la gradiente en el espacio original, la presente
técnica propone una direccion de minimizacién modificada que explota esta
ventaja. Como resultado, las componentes del vector de paso 3(3) para la
s-ésima iteracion toman la forma

00

(1+ (572
8(s) _ 0b; , (3.17)

(zi: [(1+ ') ) aaqj:r) ;

Una tercera técnica, que toma en cuenta el comportamiento estadistico de

los datos medidos que el modelo busca reproducir, es tratada en el siguiente

capitulo.

3.2.3. Calculo de la Longitud del Paso

La ultima etapa del método consiste en calcular, para cada iteracién, la
longitud a, del paso en la direcciéon de minimizacion 3(8) que conduce del

punto tentativo actual b al siguiente b+t segtn la férmula

et — p) 4 o, 8 (3.18)
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Como ya se menciond al inicio del capitulo, el beneficio de resolver de manera
exacta (3.1) para obtener el valor ideal de a4 no justifica su alto costo compu-
tacional sino que degrada la eficiencia del método, por lo que es preferible la
opcién de calcular oy mediante un procedimiento de tanteo y verificacién [2]
que ha probado tener un buen desempeno.

Este procedimiento toma en cuenta el hecho de que cuando la longitud del
paso es mucho menor que la ideal, el vector de paso de la siguiente iteracion
es aproximadamente colineal al de la iteracién actual, mientras que cuando
la longitud del paso es mayor que la ideal, los dngulos entre ambos vectores
de paso son mayores a 90°. La correccion de la longitud del paso se lleva a
cabo entonces de acuerdo a este esquema, aumentandola o disminuyéndola
segun sea el caso. Evidentemente, en el caso que la longitud del paso sea la

ideal, el angulo entre dichos vectores de paso es exactamente 90°.

Para la s+1-ésima iteracion, el procedimiento de calculo de la longitud del

paso « es el siguiente:

1. Calcular ®©) y S(S).
2. Verificar que ®® < &= Sj esto no se cumple, significa que el valor
de a,_1 usado en la iteracion anterior fue muy grande. En ese caso

dividir a1 entre (por ejemplo) 4 y regresar al punto 1.

3. Calcular el coseno del angulo 6 que forma el vector de paso actual con
a(s) a(s—1)

el de la iteracion anterior mediante: cos =9 - d
4. Verificar que cos f# > 0 para evitar oscilaciones indeseables en el camino
hacia el minimo. Si cos# < 0, entonces el valor de a,_; fue muy grande.

En ese caso dividir a;;_; entre (por ejemplo) 4 y regresar al punto 1.

5. Calcular por tanteo el valor de o, en funcion al valor de cos 6. La estra-
tegia consiste en asignarle a a;, un valor mayor al de a,_1 si cosf ~ 1y,
correspondientemente, un valor menor si cos 6 = 0. La siguiente férmula

a demostrado ser util para este fin:
as = (di + dycos® 0) a1,

donde d; y dy son pardmetros arbitrarios que deben cumplir con 0 < dy < 1
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y (1 —dy) < dy < 1. En particular, los valores d; = 0,5y dy = 1 pro-

ducen resultados satisfactorios.

6. Calcular a partir de (3.18) el nuevo punto tentativo b+ y gjecutar la

siguiente iteracion partiendo del punto 1.

Una de las principales ventajas de este procedimiento radica en que la
longitud del paso en cada iteracion se ajusta automaticamente a la topologia
local de ® sin que sea necesario resolver un sistema de ecuaciones u otro tipo
de operaciones complejas que no sean el simple calculo de ) y 3(5).

Otra ventaja importante de este procedimiento es que garantiza, tal como
se muestra a continuaciéon, la convergencia al minimo del proceso iterativo

que compone el método del maximo descenso.

3.2.4. Demostracion de la Convergencia del Método

La demostracion de la convergencia del método del maximo descenso que
aqui se presenta esta basada en uno de los primeros trabajos que abordaron
este tema [5]. Dado que la demostracién expuesta en dicho trabajo es bastante
breve y se fundamenta en una serie de proposiciones presentadas sin mayor
detalle ni prueba, ha sido necesario presentar aqui la deducciéon de cada una
de dichas proposiciones para subsanar esa carencia y proporcionar un analisis
mas completo.

Si bien esta demostracion de convergencia es valida cuando en cada itera-
cion el vector de paso se toma en la direccion del negativo de la gradiente o
méximo descenso, es posible (con ligeras modificaciones) extender su validez
a los casos en que el vector de paso es una versiéon modificada de la direccion

del maximo descenso producto de alguna técnica de reescalamiento.

Considérese una region S en cuyo interior y contorno se asume ¢ con pri-
meras derivadas parciales continuas. Asimismo, sea C' el camino segmentado
que parte de algin punto tentativo inicial b al interior de S y sigue por
el segmento de recta que lo une con el siguiente punto tentativo b hasta
alcanzar primero ya sea el borde de S o el punto b(l), y asl sucesivamente con
los puntos tentativos siguientes. Se asume ademas que a lo largo del camino

C, producido por la secuencia de los b(s), ® es monotona decreciente.
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Bajo este escenario existen tres posibilidades:
(1) el camino C termina en algin punto del borde de 5,

(2) el camino C' termina en un punto con gradiente cero, i.e., en un punto

estacionario de @,
(3) el proceso contintia indefinidamente.

La primera posibilidad queda excluida si se elije b de manera que el
valor de ® en dicho punto, denotado por ), sea menor que el valor de
en cualquier punto del borde de S. Para la segunda posibilidad, la prueba de
convergencia es trivial. El caso relevante es por lo tanto el tercero, en que el

proceso continia indefinidamente.

De la condicién previa sobre la diferenciabilidad de ® y del supuesto que
esta en el punto b interior a S toma un valor menor a los del contorno de
S, se desprende la existencia de un punto estacionario, b,,;, € S, en el cual
® adquiere su valor minimo ®,,;, en S. Establecido esto, la demostracion de
convergencia consiste en probar que el método converge a un punto estacio-
nario de @, que en general puede corresponder a un minimo relativo o a un
punto de ensilladura (saddle point).

El paso inicial de esta demostracion consiste en determinar la conver-
gencia de la secuencia de puntos tentativos b(o)7 b(l), b(2), ..., que al mismo
tiempo genera la serie ) &1 &) la cual por ser mondtona decreciente
y acotada inferiormente por ®,,;, posee un valor limite ®; = lim,_,, ®). Es-

%) ‘convergen’ hacia la isosuperficie ®(b) = ®,

to significa que los puntos b
lo que implica la existencia de un umbral N, a partir del cual los puntos
bW pNet) p(Net2) - egtdn contenidos en la regién €. limitada por las
isosuperficies S, : ®(b) = &g+ €y Sy : P(b) = Py, donde € > 0 es un para-
metro que puede hacerse arbitrariamente pequeno para asi conseguir que las
isosuperficies S. y Sy tiendan a ser paralelas y separadas una distancia d.
infinitamente pequena.

Afirmar que la secuencia de los b no converge en un punto equivale a

st _ )|} de las distancias entre un punto

afirmar que la serie {D, = ||b
tentativo y el siguiente no convergen en cero. En este caso siempre sera posible

encontrar, para un e suficientemente pequeiio, un N > N, tal que Dy: > d,
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lo que significa que b y bVt estén al interior de €. y separados una
distancia mayor a su grosor d,.

Sin embargo, el paso que conduce de b o IV éﬂ), segun el método del
maximo descenso, es ortogonal a las isosuperficies aproximadamente paralelas
S. v Sy que delimitan Q2. Esto implica necesariamente que b e+l quede fuera
de Q, ya que la longitud del paso Dys es mayor que la distancia d. entre
Se v Sp. Se observa entonces que asumir que la secuencia de los b no es
convergente conlleva a conclusiones que se contradicen entre si.

Queda asf finalmente establecido que la secuencia b, b1 8@ . . con-

verge en el punto b(oo), para el cual se cumple
P> < o), s=0,1,2,... (3.19)

Como paso final de la demostracion, resta probar que b es un punto esta-
cionario de ®, i.e., que se cumple la condicién V() = 0.
Adéptese la siguiente notacién para el médulo y la direccién del negativo

de la gradiente respectivamente,

hb) = [ Vo),  8(b) = —m, (3.20)
de modo que
Vo(b) = —h(b)d(b) = —&(b). (3.21)

Del supuesto h(b(oo)) = h(®) £ 0, contrario a lo que se pretende probar,
y de la continuidad de V®(b) en b, se desprende la existencia de una
regiéon U consistente en una bola de radio R(€) centrada en b en la cual

se cumple
|[Vo®) - Vo < en>) (3.22)

para todos los b en U.
Del teorema de la desigualdad triangular aplicado al triangulo formado
por los vectores V®(b) y V®(>) se obtiene

[ve@)|-[ve]] < |[ve®) -ve ] < |ve@) +|ve

, (3.23)
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de cuya parte izquierda, y utilizando (3.22), se concluye
[h(b) — h)| < enl>). (3.24)

Para derivar una desigualdad andloga a (3.24) que acote la desviacién de

los 8(b) en U respecto a S(OO), se reescribe (3.24) en la forma

h(b)

y se divide (3.22) entre h(>) para obtener

HZ?Z? §(b) — 8(‘”)H <e (3.26)

Esta desigualdad se expresa convenientemente en la forma equivalente

(12 1)00)+ (300~ 6°) < .
lo que implica
3087 - [ ~ 1| <« .
y a la vez
‘m_l‘_K |56) -8 < \ng—l\ﬂ, (3.29)

de cuya parte derecha y de (3.25) finalmente se concluye

5(b) — 6| < 2e. (3.30)

En general, para dos b; y by cualesquiera en U se tienen entonces las

expresiones

|66~ 6 <2¢ v [8(Bo) — 8™ <2, (3.31)

que sumadas miembro a miembro resultan

[861) 8] + [8(B2) — 8™ < 4e. (3.32)



56

angulo Bmax delimita K,
se cumple: cos Bmax = €

2(0)

Figura 3.4: Regién cénica K C U de todos los puntos b que cumplen é(b) - 0 > e
Se demuestra que ®(b) < ®(*) Vb e K.

lo que implica, por el teorema de desigualdad triangular, que

18(b1) = 3(by)|| < 4e. (3.33)
Para dos puntos tentativos consecutlvos cualesquiera, b y bt ge
cumple, debido a la ortogonalidad entre 6 y 5(s+1), que
56D _ 5
|6 | = V2. (3.34)

Suponiendo que dichos b y b+ estén contenidos en U , debe cumplirse
por (3.33) que ||3(S+1)— S(S)H < 4e, lo cual contradice (3.34) para valores de
¢ menores a v/2/4. De esto se concluye que b v b no pueden estar

simultaneamente contenidos en U.

Definiendo asimismo para cada punto b en U el vector

b— b

éb)= ——, 3.35

correspondiente a la direccién de su posicién respecto a b, es posible deli-
mitar una region conica K C U, como se muestra en la figura 3.4, compuesta
por todos los puntos b € U en los que el 4ngulo 6(b) entre su direcciéon é(b) y

. . a(o0) : , .
la direccién fija 6 es menor o igual a un angulo maximo 6,,,, cuyo coseno
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es e, l.e.,

4(o0)

cosO(b) =é(b)-0 > e=cosbma, siempre que 0<e<1. (3.36)
El valor de ® para un punto by cualquiera en K se puede calcular mediante

la integral

®(by) = D) — /C(—Vcb(b)) . &(b) de, (3.37)

donde el camino de integracién C es una linea recta que une b con by.
De (3.21) y (3.22) se deriva

Vo(b) = —h§

+(b),  con  [y(b)| < ent), (3.38)
con lo cual el integrando I(b) de la integral en (3.37) adquiere conveniente-

mente la forma

1(b) = [16" — ~(b)] - &(b). (3.39)

y puesto que
v(b)-é(b) < |v(b)| < en™, (3.40)

se obtiene para I(b) la cota inferior
(c0) [£(%0)
I(b) > K[ &(b) — ] (3.41)

De esta cota inferior y de la condicién en (3.36), que satisfacen los b en K,

resulta
1(b) > 0. (3.42)

A partir de (3.37), y considerando que el integrando es positivo para todos
los puntos en K (incluidos los que forman el camino de integracién C), se

concluye para todos los puntos by contenidos en K que

d(by) < . (3.43)

La ultima parte de la demostracion de convergencia requiere la existencia
de una region V' construida a partir de una bola, de cierto radio R(¢€’), con-
céntrica e interior a U a la que se le extrae la regién conica correspondiente

a su interseccién con K. Dicha regiéon V' debe cumplir la condicién de que el
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superficie esférica que

confina el punto terminal
de todos los &(b) en la

bola de radio R(g")

se cumple:

1) COSBmax=€
2) sen Pmax=¢'

Figura 3.5: Construccién geométrica de d(b), cuyo punto terminal pertenece a la bola
de radio €h(>). El angulo mAximo @4, se obtiene cuando d(b) es tangente
a la superficie exterior de la bola.

rayo en la direccién 5 (b) desde cualquier punto b en V' atraviese K.

Antes de probar la existencia de dicha regién V', es conveniente determinar
el valor mAximo ¢ee que puede asumir el 4ngulo ¢(b) entre 8(b) y 5 en
cualquier punto b de la bola de radio R(¢).

De la definicién de continuidad utilizada para deducir (3.22), se deduce

igualmente para los puntos de dicha bola que

A(OO

5(b) = h™8™ 1 4(b),  con ()| < ¢n, (3.44)
La interpretaciéon geométrica de esta expresion, ilustrada en la figura 3.5,
indica que si se coloca en b el punto inicial de 5> y d(b), entonces el punto
terminal de este ultimo estara en la bola con centro en el punto terminal de
6 y radio € h(>). Esto significa que el caso de dngulo maximo, p(b) = Qmaa,

se presenta cuando algtin §(b) particular es tangente a la bola. Por lo tanto
sen Ypar = €. (3.45)

Cabe indicar que si el valor de € es tal que ocasiona que V,uz > mas

en la bola de radio R(¢’) correspondiente, puede entonces existir en dicha
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bola algiin punto b desde el cual el rayo en la direccion ) (b) posea un angulo
©(b) > 0,40 Tespecto a 3(00) que ocasione que este no atraviese a K. Tal
bola, en consecuencia, no puede dar origen a la region V', pues no presenta
la propiedad que por definiciéon debe poseer V. Para evitar esta situacién se

introduce la condicién
€ <V1—e2 con lo cual : Omaz < Omaz- (3.46)

Considérese a continuacién el cono () construido tomando como generatriz
la familia de rayos que forman un angulo ¢,,.. con ) ) y como vértice algiin
punto sobre el rayo que parte de b>) siguiendo la direccion ) (00)7 de manera
tal que su base coincida con la base del cono que delimita K.

Para el valor umbral ¢ = v/1 — €2, definido en (3.46), se tiene que el vér-
tice de Q estd en b y por ende () coincide con el cono de K. Si a partir
de dicho umbral se disminuye progresivamente el valor de ¢, ocurre simul-
taneamente que la generatriz de () se torna cada vez mas vertical, causando
que el vértice del mismo se aleje progresivamente de b(oo), mientras por otro
lado la regiéon V' se contrae al disminuir el radio R(¢’) que la limita. En el
transcurso de este proceso se llega a un estado, mostrado en la figura 3.6a,
en el que V resulta tangente e interior a (). El valor de ¢ que produce este

estado se obtiene resolviendo la ecuacién

V1—e2V1—e2—eéd = R()/R(e). (3.47)

Es posible probar graficamente que la region V' construida a partir de
la bola de radio ¢ obtenido de (3.47), efectivamente cumple el requisito de
que desde cualquier punto interior b partan rayos con respectivas direcciones
4(b) que atraviesen K.

Considérese para ello el caso critico en el que los rayos parten de los
puntos ubicados en la circunferencia de contacto C entre V' y (). Probar que
dichos rayos atraviesan K es suficiente para garantizar que ocurra lo mismo
para el resto de puntos en V.

En la figura 3.6b se muestra el segmento de una linea generatriz de () que
va del punto by en (' al punto by contenido en el plano de la circunferencia de
interseccién Cy entre () y K. Dado que el angulo que forma dicho segmento

con b™ es Ymaz, todos los rayos que partan de b; y posean ese mismo
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(a)

se cumple:
J(1-€%)y(1-€"?) - €€' = R(€")/R(E)

K CZJ Omax - Pmax

b:

Figura 3.6: (a) Construccién de la regién V a partir de un € que la hace tangente e
interior a @), garantizando asi que todos los rayos que partan de algin b en
V con direccién o(b) atraviesen K.

(b) Vista de V, Q y K en la direccién de S(Oo), donde se observa el caso
critico en el que los rayos que parten de cualquier punto en la circunferencia
de contacto C; entre V' y @ caen necesariamente dentro de la region circular
sombreada ubicada en el plano que contiene la circunferencia de interseccién
Cs entre Q y K.

angulo maximo intersectaran el plano de C5 formando una circunferencia
circundante a la regién circular sombreada que aparece en la figura. Todos
los demés rayos con angulos menores a (., atravesaran necesariamente
dicha region sombreada. Esto significa que los rayos que partan de b; en
todas las posibles direcciones permitidas atravesaran K puesto que la region

sombreada es interior a K.
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Aunque esta prueba grafica asume un espacio geométrico tridimensional,
sus resultados pueden extenderse al caso general en k dimensiones. De esta

manera queda probada la existencia de la region V.

Finalmente, dado que V' y K rodean b(oo), y este a su vez es el punto de
convergencia de la secuencia b(o),b(l),b@), ..., existe entonces algin punto
b® de la secuencia contenido en V, desde el cual el rayo con direccién 5(8)
atraviesa necesariamente K. Asimismo, sea ¢ un punto sobre la parte de
dicho rayo interior a K. Este punto ¢ se encuentra antes del punto b+ en
el recorrido a lo largo del camino de minimizacion C seguido por el método,

s+1)

pues b estd impedido por (3.33) y (3.34) de pertenecer a U. Del caracter

mondtono decreciente de ® en C'y de (3.37) se tiene por lo tanto
L) < 9(¢) < ),

resultado que contradice el supuesto inicial dado en (3.19).
Esta contradiccién, al ser consecuencia de asumir A # 0, demuestra

que efectivamente b es un punto estacionario de ® en el cual se cumple

Vo) =0,

3.3. Meétodo de Gauss-Newton

A diferencia del método de la seccion anterior en el que las caracteristi-
cas del modelo f a ajustar intervienen solo indirectamente, en el método de
Gauss-Newton se utiliza una versiéon lineal de f correspondiente a su expan-
sién en series de Taylor de primer grado alrededor del punto tentativo b
de la iteracion anterior para determinar la direcciéon de minimizacién sobre

s+1

la cual se buscara el punto tentativo b+ de la iteracién actual.

3.3.1. Eleccion de la Direcciéon de Minimizacién

Como se menciond, la esencia del método se basa en sustituir el modelo
no lineal f de k pardmetros de ajuste b = (by,bs, ..., bx) y m variables inde-
pendientes @; = (14, T2, . . ., Tmi) que representan cada uno de los n juegos
de datos de entrada (i = 1,2,...,n),

Ui = f(xi,b) = fi(b),



62

donde g; es la respuesta predicha por f correspondiente a la i-ésima respuesta

medida y;, por su expansion en serie de Taylor truncada en los términos

lineales
(s) i afz
(i) = (fi(b" + 8)) = + i (3.48)
que en notacién vectorial toma la forma
(y) = 57 + P, (3.482)

donde evidentemente

fgﬂwuzz<fxbw»)j i=1,2,... n,

; 0f,(6") . |
P([gxk]: T)J ) 1=1,2,...,n; 7=1,2,... k.

Los corchetes { ) se emplean para distinguir las respuestas predichas por la
aproximacion lineal del modelo de aquellas predichas por el modelo no lineal
original.

La funcién de discrepancia original ® dada en (2.3) es aproximada utili-

zando esta version lineal del modelo mediante la expresion
(@) = > (v — (wi)*, (3.49)

con lo cual el valor buscado es ahora aquel § que minimice (®).
Dado que § aparece linealmente en (3.48), el cdlculo del mismo se puede

llevar a cabo directamente resolviendo el sistema de ecuaciones

O(®)
05,

=0, j=1,2...k (3.50)
cuya forma explicita es equivalente a la ecuacion matricial

AB§ = g, (3.51)
donde

A(S[I)cxk] = [P(s)]TP(S) y Q(Ti)cxu - [P(S)]T(y - f(()s)>'
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El valor asi obtenido,
§ = [AV]71g®), (3.52)

define la direccién de minimizacién

§Y =4
a emplearse en la iteracion actual.

En la practica ha probado ser conveniente considerar unicamente una
fraccion de & como vector de paso 5(3); caso contrario la extrapolacion podria
estar fuera de la region donde (3.48) constituye una buena aproximaciéon de
f, lo que eventualmente originaria la divergencia del proceso iterativo.

Como consecuencia, el método establece, para la (s + 1)-ava iteracion, el

vector de paso
0¥ =kod,  0<ro<l1. (3.53)

3.3.2. Calculo de la Longitud del Paso

De (3.53) se desprende la longitud del vector de paso
o = o |81 (3.54)

cuyo calculo se reduce a determinar el valor kg que minimice, dentro del

intervalo 10, 1], a la funcién
g(k) = ®(bY +k8) k€0, 1], (3.55)

obtenida al evaluar ® en el punto tentativo resultante para cada valor de k.

Dado que llevar a cabo la tarea de determinar de manera exacta dicho
valor ko es impractico por el alto costo computacional involucrado, se pre-
fiere resolver el problema de manera aproximada. Un procedimiento simple

y confiable para tal fin consiste reemplazar g(x) por la pardbola g*(k) que
pasa. por los puntos (0, g(0)), (1/2, g(1/2) y (L g(1)), ic.,

g"(®) = 2[g(0) — 29(1/2) + g(1)] K* — [39(0) — 4g(1/2) + g(1)] & + 9(0),
(3.56)
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y aproximar el valor ko buscado mediante el valor

1 9(0) — g(1)
4 g(0) —29(1/2) +g(1)

Ko = ; + (3.57)
correspondiente al minimo de la parabola. Dado que este minimo debe estar
en el intervalo mencionado, se le asigna el valor uno en caso este sobrepase
dicho limite.

Finalmente, se debe comprobar que @1 < &) caso contrario habria

que reducir la longitud del paso a la mitad.

3.3.3. Demostracion de la Convergencia del Método

La demostracion de la convergencia del método de Gauss-Newton que
aqui se presenta es basicamente una adaptacion del procedimiento empleado
en la demostracién descrita en [12].

Como paso previo se asume que el modelo f(x;,b) = f;(b) satisface las

siguientes condiciones:

a) Para todos los vectores de entrada @; (i = 1,2,...,n), tanto las prime-

ras derivadas de f;(b) respecto a los b,

afi(b)
b,

=1,2,...,k

como las segundas derivadas

0% f,(b)
0b;0by,’

i=1,2,....k h=12...k

son funciones continuas de b.

Este supuesto permite no solo la existencia de las primeras derivadas

de la funcién de discrepancia original ®

00 g 01,(b)
g7, (0) = 22— £:(0) 7

sino también la aproximacion lineal del modelo segiin (3.48) y, con ello,
la definicion del sistema de ecuaciones correspondiente a los minimos

cuadrados lineales dado en (3.51).
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b) Para todo vector w = (uy,us, ..., ux), con ||u|| # 0, y todo b dentro de

cierto subconjunto convexo S del espacio de pardmetros, se cumple

fj(i jafz ) >0, (3.58)

i=1 \j=1 ]

lo que significa que el conjunto de n vectores

0/:(b) 9fi(b) @fz-<b>> i=1.2.....n

YT o, T by, T Oy

contiene una base del espacio de pardmetros R¥.

Este supuesto garantiza la existencia de un tnico vector solucién § del
sistema de ecuaciones correspondiente a los minimos cuadrados lineales
en (3.51), ya que de él se desprende que el rango de la matriz A(S[,)CX K
de dicho sistema de ecuaciones es justamente k, lo que equivale a que

A®) sea invertible.

Una manera sencilla de derivar (3.58) consiste en considerar (3.48) y

(3.49) para reescribir las ecuaciones (3.51) en la forma

(1= () 200y, — (y))2L2(0)

ob o o T (=) =gp— =0
g2 B) | 0R0) oh(b) _

0by

_I_
—~
<
3

|
—~
N
3
e
~—
Q
=
v}
I

=) 252 + (=) 2B =) 250 < 0
(3.59)

donde se evidencia que estas seran linealmente independientes si y solo

si para todo w, con ||ul|| # 0, se cumple

o = (o)) (0 250 + P00 o, OH(0)

_|_
(y2 = (y2)) (UJTanb(l ) + UQTanbg ) + ...+ u"’TanZ)(kb)) +

(Yn — (Yn)) (ul aglb(lb) + U a‘]glb(zb) + oo+ ug 8{315(:))) # 0,
(3.60)

expresion de la cual es posible deducir el requerimiento (3.58).
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c¢) Dado el valor
o = fnf B(b),
S

donde S es el complemento de S, es posible encontrar un vector b al

interior de S tal que
(b)) < @y,

Para los fines de esta demostracion es conveniente expresar (3.51) como

un sistema de ecuaciones en forma explicita

h(s) (s (s)
b)) afi(b >)5j:_f9<1><b ) h—12. ok (361)

k n afz(
2; 2 on o, by

el cual por la condicién b) siempre posee un unico vector solucién § para
cada b®) en S.
Como se indico en la subseccion anterior, para todo b se tiene un vector

de paso 8 expresado en funcién de la correspondiente solucién § como
5(8):%;05, 0 < ko <1,

donde el factor kg, introducido en (3.53), se calcula de manera que en el si-
guiente punto tentativo btY e tenga @6+t < &), Por lo tanto, la secuen-
cia @, W d@ . es decreciente. Asimismo, si b'”) se escoge al interior
de S se concluye entonces por la condiciéon c¢) que todos los vectores de la
secuencia b bW b2 .. estdn igualmente contenidos en S.

La secuencia de los ®©) (s = 0,1,2,...) converge a un valor finito por ser
decreciente y acotada inferiormente. Bajo esta premisa es posible demostrar,
siguiendo el mismo procedimiento utilizado para el caso analogo en el método
del méximo descenso (ver pag. 53), que la secuencia de los b (s=0,1,2,...)
converge a un vector denotado como b i.e., se cumple

lim b = p(>) (3.62)

5§—00

e igualmente, por la continuidad de ® respecto a b,

lim &) = (b)) = (), (3.63)

5—00
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Se requiere demostrar ahora que en el punto b todas las derivadas
parciales de ® son cero.

Si se introduce 6* como la solucién del sistema de ecuaciones

" 0L 0fi(6D) ¢
22 by, db; )53'

9D ()
=0 ) p=12, .k
abh ) ) ) ) )

j=1 =1

(3.64)

y se asume, contrario a lo que se quiere demostrar, que no todas las derivadas
parciales de ® en b>) son cero (V& (b)) # 0), entonces se concluye

k

2

> (5]. ) >0,

1

J

puesto que la matriz de dicho sistema de ecuaciones es invertible.
Considerando tanto este resultado como la condicién ¢), y tomando el

producto escalar de cada miembro de (3.64) con 8", se obtiene

S0P oL 2% ~ 5 D) 2 <0 (3.65)
=1 abj ’ i=1 \j=1 ’ 8bj ’ .

J

lo que significa que en el punto b 1a derivada de ® en la direccién & = & ()

es negativa. Asimismo, la continuidad de V& (b) y §(b) en S implica que para
cada b® en una pequeiia vecindad alrededor de b la derivada de ® en la
respectiva direccién de minimizacion & ) es también negativa.

A partir de este resultado se puede demostrar que para todos los b en
la vecindad mencionada se cumple que el valor de @1 estd por debajo del
valor de ®() en al menos una cierta cantidad fija e. Por lo tanto, la secuencia
de los @) tiende a un valor infinito negativo, lo cual contradice (3.63) que
establece que tal secuencia converge en el valor finito ®(*).

Dado que el supuesto inicial (V®(b°) # 0) conduce a una contradiccion,
queda entonces demostrado que todas las derivadas parciales de ® en el punto

limite b son cero.



Capitulo 4

Método de
Levenberg-Marquardt

Cuando el problema de minimos cuadrados aumenta en complejidad, los
métodos de Gauss-Newton (de la serie de Taylor) y del maximo descenso (de
la gradiente) se vuelven inaplicables o muy ineficientes debido a sus limita-
ciones.

En el caso del método de Gauss-Newton la principal deficiencia es la
potencial divergencia de los sucesivos parametros tentativos. Cuando la ite-
racion produce un nuevo punto tentativo lejano al anterior alrededor del cual
se linealizo el modelo, el supuesto de linealidad deja de ser valido y el valor de
® en el nuevo punto tentativo podria aumentar respecto al anterior. En ese
caso, la secuencia de puntos tentativos varian de forma erratica, produciendo
una convergencia muy lenta o incluso llegando a divergir.

Por otro lado, la principal deficiencia del método del maximo descenso es
la convergencia considerablemente lenta que presenta luego de las primeras
iteraciones. Como es bien sabido, cuando el modelo es lineal las isosuperficies
de ® son elipsoides concéntricos, mientras que cuando el modelo es no lineal,
las isosuperficies se distorsionan segin el grado de la no linealidad. En este
ultimo caso, la direccién de minimizacioén (i.e., el negativo de la gradiente)
en puntos lejanos al minimo puede no ser adecuada. Independientemente
de que el modelo sea o no lineal, las isosuperficies en puntos cercanos al
minimo son practicamente elipsoides, que en la mayoria de los casos poseen
formas alargadas. Por consiguiente, si algiin punto tentativo se encontrase

en los extremos de dichas elipsoides alargadas, los pasos subsiguientes serian

68
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progresivamente més pequenos, ralentizandose asi la convergencia (véase la
fig. 3.2 en la péag. 46).

Varias modificaciones han sido sugeridas para limitar la longitud del paso
en el método de Gauss-Newton y para acondicionar mediante reescalamien-
to la topologia de ® en el método del maximo descenso. Sin embargo, los
problemas de divergencia por un lado, y de convergencia lenta por el otro,
no han podido ser satisfactoriamente resueltos. Esto genera la necesidad de
contar con un método que supere las limitaciones de ambos métodos y al
mismo tiempo conserve sus ventajas. Uno de los métodos que cumple tales
requisitos es el llamado método de Levenberg-Marquardst.

En el presente capitulo se exponen los razonamientos seguidos tanto por
Levenberg [20] como por Marquardt [21] al desarrollar, cada uno por su

cuenta, el método que lleva sus nombres.

4.1. Enfoque de Levenberg

El principal objetivo de Levenberg consistia en limitar o atenuar la longi-
tud del paso dado por el método de Gauss-Newton estandar en cada iteracion.
Un paso que conduzca a un punto tentativo dentro de la region de validez
de la aproximacién lineal, evita que el valor de ® se incremente con cada

iteracion, y por lo tanto que ocurra divergencia.

4.1.1. Construccion del Método

Como se vi6 en el capitulo anterior, el método de Gauss-Newton estan-
dar resuelve iterativamente el problema de minimos cuadrados no lineales

consistente en estimar el vector de parametros b,,;, que minimice

donde
ri = yi — fi(b),
es el residuo entre el i-ésimo dato medido y; y su correspondiente valor pre-

dicho por el modelo no lineal f; evaluado en algiin vector arbitrario de para-

metros b.
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El proceso iterativo mencionado consiste en una secuencia de problemas
de minimos cuadrados lineales cuyas soluciones se van acercando progresiva-
mente a la solucién buscada b,,,;,. En estos problemas se reemplaza el modelo
no lineal f; por una version lineal (f;) correspondiente a su serie de Taylor
de primer grado alrededor de el punto tentativo actual ). En este punto,
que representa la aproximacion de b,,;, obtenida tras la s-ésima iteracion,
se asume que ® no posee un valor estacionario. Tras introducir el vector de

incrementos & = b — b® se obtiene

Ofi(6") o 9fi(d"™) Ofi(b™)
(ps) — £(p® 4.1
(B0 +8)) = K60+ S0+ S o+ S ()
de donde se desprende la version lineal de los residuos

(ri) = i — (f:(B") + 8)). (4.2)

Dicho esto, el problema lineal consiste entonces en estimar el vector 6" que
minimice .

(@(0)) = > _(r)*, (4.3)

i=1
el cual se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones lineales resultante
de igualar a cero las derivadas parciales de (®) respecto a cada una de las

componentes de 9, sistema al que se conoce como ecuaciones normales lineales

(P
% 5> = [c1a1]d + [eieq]ds + ... 4+ [cick)dr + [e1co] = O
<I>
% > = [eec1]dr + [e2e2]d + ... 4+ [eack|or + [caco] = 0
(P
%5513 = [ckcl]él -+ [Ck02](52 + ... + [ckck]ék + [CkCQ] =0
(4.4)
donde los corchetes [ |, introducidos en la pag. 14, representan el producto

interno de los vectores contenidos, de forma tal que

n (b
[cico) = Z % [fz‘(b(s)) - yz}) )

e =3 G )> el =3 )> o
(4.5)
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En las versiones modificadas del método de Gauss-Newton el vector de
paso se define como 8 = ky8*, donde 0 < kg < 1, mientras en la versién
estdndar del mismo se toma ko = 1. De esta manera, si el médulo de 8 es lo
suficientemente grande, la aproximacion lineal (4.1) no seria valida alrededor
del siguiente punto tentativo, con lo cual una disminucién en (®) podria no

corresponder a una disminucién en ®.

En tales casos, Levenberg propone limitar o atenuar el moédulo del vector
de incrementos & con el fin de mejorar la aproximacion de Taylor de primer
grado en (4.1) y simultdneamente minimizar el valor de (®) en (4.3) bajo
estas condiciones de atenuacién. Asimismo, propone que para conseguir que
tanto el médulo de § como el valor de () sean pequenos, se emplee la idea
fundamental de los minimos cuadrados. Como resultado, se origina el llamado

método de Levenberg-Marquardt en el que la expresiéon a minimizar es
b, = w(®(8)) +Q&),  con: Q@)= [l (4.6)

donde w es un factor de ponderacién positivo que expresa la importancia
relativa entre (@) y @ en el proceso de minimizacion.

Por comodidad se opta por trasladar el origen de coordenadas del espacio
de parametros al punto b"®). Por consiguiente, el punto en el cual ®,, alcanza
su valor minimo es el vector de incrementos §,, que minimiza (4.6). Este
vector de incrementos es el vector de paso 8 calculado por método.

Para obtener d,, las derivadas parciales de ®,, respecto a las distintas
componentes del vector de incrementos d se igualan a cero, con lo cual

od,  O(d)

= 20, = =1,2,... k. 4.

Al dividir cada una de estas ecuaciones entre 2w, y substituir las expresiones

de las derivadas parciales de (®) por (4.4), resultan las ecuaciones normales
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atenuadas

([erer] +w™)d, + [c1¢2]02 + ...+ [c1¢1]0% = —[eico]
[0201]51 -+ ([6262] + ’LU_I)CSQ + ... + [Czck]5k = _[0200]
[crer]dy + [crealds + .+ ([eer] +w ™o = —[ercol

(4.8)
Se puede apreciar que estas ecuaciones son iguales a las ecuaciones normales
ordinarias (4.4), excepto por los coeficientes de la diagonal principal, los cua-
les estén incrementados en w™!. Al igual que para (4.4), la solucién de (4.8)
se puede obtener mediante métodos simplificados que explotan la simetria de
la matriz de coeficientes del sistema.
Asimismo, puede verse que un valor de w que tiende al infinito, da co-
mo resultado el método de Gauss-Newton estandar, que por lo tanto viene
a ser un caso especial del método de Levenberg-Marquardt, el cual puede

interpretarse como un método de minimos cuadrados con atenuacion.

Para ilustrar la dependencia de este nuevo método respecto al parametro
w, la representacién geométrica del problema de minimizacién de ®,, resulta
ser de gran utilidad. Con ese fin, considérense simultdneamente la familia de
isosuperficies esféricas concéntricas en b y la de isosuperficies elipsoidales
concéntricas en b® + 8%, correspondientes a @) y (®) respectivamente. Notese
ademds que los valores de @) y (®) aumentan conforme las isosuperficies se
van alejando de sus centros. Asimismo, las isosuperficies de w(®) son las
mismas que las de (@) para todos los valores de w.

Sea )y una isosuperficie cualquiera de @), y G el grupo de isosuperficies de
(®) que la intersectan. Para determinar el punto de Qg en el que ®,, toma el
menor valor, basta con identificar en G la isosuperficie (®)( en la que (®) es
menor a las demés, ya que el valor de () es el mismo en todos los puntos de ).
Tal (®)g es, de acuerdo a lo expresado en el parrafo anterior, la isosuperficie
en G més cercana al centro comin. En este punto cabe observar que si uno se
desplaza secuencialmente por las isosuperficies de G de manera que estas se
vayan acercando progresivamente al minimo, se tiene que el limite de dicha
secuencia es (®)g. De esto se concluye que (®)g hace contacto con @y en un
Unico punto, en el cual ademas ambas son tangentes.

El anterior analisis cualitativo puede corroborarse analiticamente de ma-
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isosuperficies de (®>

isosuperficies de Q m

~ se cumple:
Wa < Wb

Cwm:Levenberg-Marquardt
Cen:Gauss-Newton
Cwo: Maximo Descenso

Figura 4.1: Camino de minimizacién C,, del método de Levenberg-Marquardt, formado
por los puntos que minimizan ®,,, para todos los valores de w. El camino C,
parte de d¢p y termina en 4, pasando por los puntos donde las isosuperficies
de Q y (®) son tangentes. Se puede afirmar que Cy,, es en cierto sentido una
interpolacion entre los caminos Con y Cyp correspondientes a los métodos
de Gauss-Newton y del maximo descenso respectivamente.

nera simple. Sea &, el punto donde ®,, = w(®(d)) + Q(8) es minimo. Con-
secuentemente,

WV (D(8,)) = —VQ(8,). (4.9)

Las gradientes de (®) y @ son entonces paralelas en d,, para todos los valores
de w, lo que implica que las isosuperficies de (@) y () que pasan por el minimo
de @,,, para cualquier w, son tangentes.

La linea que forman los puntos minimos d,, correspondientes a cada valor
de w, es el camino de minimizacion de el cual el método de Levenberg-
Marquardt selecciona el vector de paso 6®). En este caso particular, dicho
camino es una curva que une los puntos o = 0 (b(s) en el sistema de coordena-
das original) y d., = 8" correspondientes a w = 0 y w = oo respectivamente.
Por otro lado, los caminos de minimizacién de los métodos de Gauss-Newton
y del maximo descenso son lineas rectas.

La figura 4.1 muestra la construccion del camino de minimizacion C,,,,
correspondiente al método de Levenberg-Marquard, a partir de los puntos

de tangencia entre las isosuperficies de (®) y @, tal como se detall6 ante-
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riormente. Asimismo se muestran, a efectos de comparacién, los caminos de
minimizacion del método de Gauss-Newton (Cuy) v del método del maximo
descenso (C,;p). Notese que en el método de Levenberg-Marquardt, el para-
metro w que controla la longitud del paso, define al mismo tiempo su direc-
cion. Dicha direccion coincide con la direccion de minimizacién del método
del méximo descenso cuando w tiende a cero, y varia continuamente has-
ta coincidir con la direccién de minimizacion del método de Gauss-Newton
cuando w tiende al infinito.

En la figura se puede también observar que para cualquier valor de w fini-
to, el método de Levenberg-Marquardt satisface los dos objetivos propuestos.
Por un lado mejora la solucién d,, del método de Gauss-Newton estandar por
medio del vector d,, con menor mdédulo, y por otro consigue disminuir el valor
inicial de (®), esto es, (P(d,)) < (P(dp)). Otra cualidad que se desprende

de la figura es que el médulo de é,, disminuye conforme w disminuye.

4.1.2. Demostracion de la Utilidad del Método

Las conclusiones recién obtenidas por inspeccién visual carecen evidente-
mente de rigor matematico. Por lo tanto, es necesario presentar las demos-
traciones analiticas que garanticen que el método cumple los objetivos de
minimizacion propuestos.

Como punto de partida, nétese que en el caso trivial §, = dg = oo = 0
(con w arbitrario), el vector solucion del método se mantiene en el punto
inicial, por lo que no se produce minimizacion alguna. Este caso trivial se
presenta si y solo si los términos [c1¢o], [c2co], - - -, [crco] en (4.4) son todos
cero. Sin embargo, dichos términos nunca son todos cero puesto que vienen
a ser las componentes de la gradiente de ® en el punto b(s), la cual se asumio
no estacionaria en dicho punto. De esta manera queda excluido el tinico caso

en el que no aplican las demostraciones dadas a continuacion.

Por definicién se tiene

w(®(d,)) + Q) = (i)w(‘sw) < Py(0o) = w(P(ds)) + Q(00),

y ademads, dado que d, es el minimo de (®), se tiene

w(P(de0)) + Q(00) < w(P(du)) + Q(dc0),
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de forma que por transitividad resulta

Q(dw) < Q(dx). (4.10)

Esta desigualdad muestra que para cualquier w, el método de Levenberg-
Marquardt produce un vector de incrementos d,, cuyo médulo es menor a su
correspondiente obtenido por el método de Gauss-Newton estandar.

Asimismo, por definiciéon se cumple

w(®(d,,)) < w(P(dy)) + Q(dw) = i)w<6w) < éw(JO) = w(®(do)) + Q(do),

y puesto que dg = 0, se cumple ademés

w(®(do)) + Q(do) = w(P(dp)),

con lo cual se obtiene

(®(0.)) < (P(d0))- (4.11)

Esta expresion indica que para cualquier w, el vector de incrementos 9§,
obtenido como resultado del método de Levenberg-Marquardt disminuye el

valor inicial de (®).

Sin embargo, para garantizar su utilidad, es necesario demostrar que el
método es capaz de reducir el valor que toma @ en el punto inicial b®) repre-
sentado por el vector de incrementos § = dg = 0. Con ese fin, es conveniente
primero resolver las ecuaciones (4.8). Asi, utilizando la técnica de los deter-
minantes vista en la seccién 2.2.1, resulta para la primera componente

—lescolw' F - -

B = O e, (112

con lo cual, en la vecindad w = 0, se tiene

d(dw)1
dw

= —[e1co). (4.13)

w=0

Para el resto de componentes se sigue este mismo procedimiento.

Por otra parte, dada la relacién definida entre un vector de parametros b
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y su respectivo vector de incrementos 9, es posible demostrar que

do 90 d(6,): 0P d(d,) 00 d(8.)r

— = — cee 4 — 4.14
dw 0by dw Oby,  dw Tt ob, dw ’ (4.14)
y de la definicién del simbolo de sumatoria | ], es posible igualmente demos-
trar que
0P 0P 0P
—| =2|cicp|, —| = 2|cacy|, —| =2lcgco]. (4.15
S A [c1co] T [c2co e, [ekcol.  (4.15)

Por consiguiente, sustituyendo (4.13) y (4.15) en (4.14) resulta

do

| =-2 ([exco)® + [eacol® + ... + [erco]?) - (4.16)

w=

Esta derivada es negativa puesto que las derivadas parciales en (4.15) no son
todas cero de acuerdo al supuesto de que ® no es estacionaria en b, De
este modo, ® en funcién de w es decreciente en w = 0, asegurando asi que
existan valores de w para los que el valor de ® se reduce respecto al valor
().

Existe otra forma de llegar a esta ultima conclusién. Por definicién, la

gradiente de ®a,, es cero en el punto da,, esto es
va<q)((5Aw)> + VQ((SAw) =0, (4.17)

y dado que §¢ = 0, dicho punto puede expresarse como

dd,,

Opw = ldw(m + (Aw)] Aw, (4.18)

donde (Aw) es un vector cuyo limite es cero cuando Aw tiende a cero. Por

otro lado, de (4.6) se desprende

VQ(6rw) = 20 aw, (4.19)

de modo que introduciendo (4.18) en (4.19), y este a su vez en (4.17), resulta

ddy,

1
L(0) = =5 V(@(65)) — (Aw). (420)
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Puesto que esta expresion es valida para cualquier valor positivo de Aw,
entonces también lo sera en el limite cuando tiende a cero, con lo cual se

obtiene 45 .
TJ(O) = —§V(¢>(0)>, (4.21)

que no es otra cosa que (4.13).

Si bien ya se demostrd que
0 =1ldoll < [[8uwll < [[8coll = [167;

es conveniente analizar cémo varia ||, || segin se incrementa w. Con ese fin,

tomese como punto de partida la siguiente expresion obtenida por definicion:
(w + Aw)v<®<5w+Aw)> + VQ((strAw) =0, (4-22)

la cual para valores infinitamente pequenos de Aw toma la forma

do

(w+ Aw) V(D (8, + d—JM)} +VQ(d, + 49y

@AUQ =0,

que es a la vez equivalente a

(w + Aw) {V@(aw» +[VVT(2(6,))] (Z‘:;”Aw}

+ {vcg(&w) +[VVTQ(d.))] (Z(j;“Aw} = 0.

Introduciendo (4.6) y (4.9) en esta ultima ecuacién, y llevandola al limite
Aw = 0, se obtiene
- dé
T w _
WYV D, (8,)] T = VQ8,) =0,
que, tras aplicarle el producto interno con dd,/dw a ambos miembros, se

transforma en

dé.,

dé - dé
— BOuw | 1 %%
dw [ dw

] : donde : A =wVV’®,(8,). (4.23)

La matriz A es el producto entre el factor positivo w y el hessiano de ®,,
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evaluado en un minimo.
Por otro lado, la segunda derivada de una funcién multivariable arbitraria
G en un punto P y una direcciéon 0 es
d*G
—(P) = ¢"H(P)d, (4.24)
dv
donde H es el hessiano de GG. Por lo tanto, si en P la funcién G tiene un
minimo, necesariamente (4.24) es positiva para cualquier vector direccién .

Cabe aqui indicar que a toda matriz M que cumple la condicién
"M b >0,

para cualquier ¥, se le denomina matriz positiva definida(positive definite)
[11]. Luego, como el producto de una matriz positiva definida y una cons-
tante positiva sigue siendo una matriz positiva definida, se concluye que A
es positiva definida, de manera que (4.23) implica

dd,,

T VQ(8,) > 0. (4.25)

Para determinar la variacién de ||d, || respecto a w, basta con analizar
el comportamiento de su derivada a lo largo de su dominio. Una manera
de simplicar el calculo de la misma, consiste en expresarla en funciéon de la

derivada de ||8,|?, asf se tiene

df|é.” d||dw|]
— 2|6, , 49
2ol _ 5 5, 200 (4.26)
y puesto que
||6w||2 =08y - Ou, (427)
resulta a6, 15
T =22 4,. 4.2
dw dw % (4.28)
Introduciendo (4.28) en (4.26) se obtiene la expresion buscada
d||o dé, &
9] = — 0y, (4.29)

dw — dw
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la cual, tras considerar que VQ(d,,) es paralela a Sw, toma la forma

d|d.| dd,

—1 Tw
Pul _ vqen 9 vou.) (4.290)
De este resultado y de (4.25) se deduce
d[[8u|
4.
>0 (4.30)

para todo w positivo. Con esto queda finalmente demostrado que el médulo

del vector 4, es estrictamente creciente en w.

4.1.3. CAalculo del Vector de Paso

Que el método logre reducir el valor de ® en cada iteraciéon depende
directamente del valor de w que se elija. Por esta razon es importante analizar
qué valores de w son los adecuados.

Tedricamente, el mejor valor de w a elegir es aquel que satisface

do

3 (bu) =0 donde: b, = b + 8, (4.31)

sin embargo, resolver esta ecuacién en la practica es un problema complejo.
Una estrategia, utilizada por Cauchy [3] para abordar este tipo de pro-

blemas, consiste en plantear la aproximacion

®(b,) ~ ®(bY) +w (f) (4.32)

w

w=0

Bajo el supuesto de que b es tal que origina que el valor de ®(b,) sea
pequeno, el miembro de la izquierda en (4.32) puede considerarse igual a

cero, con lo cual resulta la formula

oY) 1 o (b))
(d®/dw) ,_y 2 [erco)® + [caco)?® + ... + [crcol*

(4.33)

que constituye una buena opciéon para w bajo las condiciones impuestas.
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4.2. Enfoque de Marquardt

Posterior a Levenberg y de manera independiente, Marquardt concibi6
practicamente el mismo método propuesto por Levenberg, aunque siguiendo
una linea de razonamiento distinta.

El desarrollo de esta seccion es hasta cierto punto una reproduccion del
trabajo original de Marquardt [21]. Cabe senalar que la notacion adoptada
en este y en los dos capitulos anteriores fue planeada con el fin de lograr la

mayor compatibilidad posible con la notacion utilizada por Marquardt.

4.2.1. Base Teédrica del Método

Los siguientes tres teoremas constituyen el fundamento teérico en el que
se basa el método. En ellos se busca hacer énfasis en las relaciones geométricas

involucradas.

Teorema 1. Si A es un real positivo arbitrario y 8¢ satisface la ecuacion
(A+X)d =g, (4.34)
entonces 8o minimiza a (®) en la esfera cuyo radio ||8|| satisface
16]1* = 1ldo*. (4.35)

Demostracion. Antes de abordar la demostracion de este caso especifico es
conveniente analizar el problema mas general. Este consiste en determinar el
punto que minimiza la funcién G(d) sobre la isosuperficie H(d) = 0, donde
G(8):RF - Ry H(d) : R* — R son doblemente diferenciables.

Condicién necesaria para el punto minimo buscado es que la gradiente de
G en dicho punto sea ortogonal a la isosuperficie de H en él o, expresado de
otra manera, que sea paralela a la gradiente de H en tal punto. Por lo tanto,

el punto minimo debe ser solucién de
VG(6)+A\VH(6) =0 y H(6) =0,

donde el valor particular del parametro A debe seleccionarse de manera que
implique el cumplimiento de la segunda ecuacion de restriccion. Para calcu-

lar tal valor se obtiene § en funciéon de A\ a partir de la primera ecuacién.
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Este resultado se introduce en la ecuacién de restriccion que toma la forma
H(d(M\)) =0, de donde finalmente puede despejarse A.

A este procedimiento de minimizacién con restricciéon se le denomina mé-
todo de los multiplicadores de Lagrange y al parametro X\, multiplicador de
Lagrange.

Aplicando este método al caso especifico en el que la funcién a minimizar

(@(8)) = lly — fo — P3|, (4.36)

bajo la restriccion
18]1* = 1180, (4.37)

se obtiene para el punto minimo la condicién necesaria

o0 99 oL O
YE_ZF 27 7 4.
001 009 00y, 0, o\ 0, (4.38)
donde
(8, X) = [ly — fo — PS|I> + A(||6]]> — [|60]]). (4.39)

Tomando las derivadas indicadas se tiene

—[P"(y — f,) — PTP8|+ A6 =0 (4.40)

18]1* = 1l80I* = 0. (4.41)
Si se denota la solucién de (4.40) como dy, entonces se cumple
(PP +A)éo = P*(y — f,), (4.42)
que es equivalente a
(A+ Aoy = g. (4.43)

Demostrar que 8, cumple (4.41) es trivial.

Finalmente, el que el punto estacionario d, sea efectivamente un minimo
se concluye del hecho que A es positiva definida, por ser proporcional al
hessiano de (®), y A>0 (véase pag. 78). O

Teorema 2. Si 6(\) es la solucion de (4.34) para un valor de A dado, en-
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tonces ||6(N)||* es una funcién mondtona decreciente continua de A, tal que
cuando X — oo, ||[6(N)]|* — 0.

Demostracion. Siempre que los eigenvectores de una matriz A sean lineal-
mente independientes, existe una transformacion de similaridad (similarity
transformation) que reduce A a una matriz diagonal D. Esto es, existe una
matriz no singular M cuyas columnas son precisamente los eigenvectores de

A, de manera que
M~YAM = D,

donde los elementos de D son los eigenvalores de A [30]. Puesto que en el
presente caso A es simétrica, sus eigenvalores son distintos entre si, originando
que la matriz M sea ortonormal y represente una rotacion de coordenadas,
con lo cual M™M = I. Mas aun, al ser A positiva definida, se cumple que
todos los elementos de D son positivos.

Premultiplicando (4.34) por M~! resulta
MY A+XMM 6 =M"g,

de modo que
=MD+ N)"'Mg. (4.44)

Luego, definiendo v = Mg, se tiene

16V =" [(D + )T MM (D + )~
—v"[(D +2)\I)2]‘1v (4.45)

jz::l (D;

J
+ )

la cual claramente es una funcién decreciente en A, (con A > 0), tal que
cuando A — oo, [|6(\)]]? — 0.
La transformacién ortonormal hacia una matriz diagonal ha sido explici-

tamente mostrada con el fin de facilitar la prueba del siguiente teorema. [J

Teorema 3. Si~ es el dngulo entre §(\) y —V®, entonces v es una funcion
mondtona decreciente continua de X\, tal que cuando A — oo, v — 0. Puesto
que =V ® es independiente de A, significa que §(\) rota hacia —V® conforme
A — 0.
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Demostracion. Obsérvese que —V® = 2g, de manera que vy es igualmente el
angulo que forman §(\) y g.

Por definicién se tiene

cosy = N9
(I llgl)
B v"(D + )\I) v
(v TKD+M) 7)) 2(g"g)"/?
Z v? (4.46)
_ J= 1
T 2 1/2
Y T, \1/2
[Z RSy (9"g)
Derivando y simplificando, resulta
k 1)]2 k ’UJQ- v ?
d - ; (D; + \) ]:Zl (D; +2)?| ; (D; + \)? (0.47)
™ cos "y . y 57 .
g (g"g)"*
L; (Dj +N)*
k k k 2
ST [ S0 - [T
j= j=1 j=1
TR ; , (4.48)
J D 2 T ,.\1/2
donde
2 2 k
I =I1(Dn+N), [T2 = I1(Dn+N)? IIs = H(Dh+>\)
hZi =, hj

Puesto que el denominador en (4.48) esta compuesto por factores positivos,

el signo de d(cos~y)/d\ es entonces el signo del numerador. Notando que

IIIESUIEE
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el numerador se puede escribir como

K K k 2
[Z@j }f)?] [Zw %42)2] - [m ) TT0| - (449)
j=1 j=1 j=1
De la desigualdad de Schwarz se desprende que (4.49) es mayor que cero,
por lo tanto d(cos~v)/d\ es siempre positiva para cualquier A > 0. De este
resultado se concluye que ~ es una funcién monoétona decreciente de .

Por otro lado, para valores muy grandes de A, la matriz (A + A\I) es
dominada por la diagonal A\I. Por lo tanto de (4.34) se observa que cuando
A — o0, 8(\) — g/\, de manera que en el limite el dngulo entre § y g
tiende a cero. Para el caso en que A = 0 en (4.34), los vectores d y g forman

un dngulo 0 < v < 7/2, excepto en el caso trivial cuando A es la matriz

identidad. [

4.2.2. Escalamiento del Espacio de Parametros

Un aspecto numérico importante a considerar en el procedimiento de
solucién de sistemas de ecuaciones lineales del tipo Ad = g es el grado
de sensibilidad que poseen las matrices A y g respecto a perturbaciones
en sus elementos. En ese sentido se dice que A y g son muy sensibles, o
estan pobrememnte acondicionadas, cuando una pequena perturbacion en
ellas produce una gran desviacion en el vector solucién del sistema 9.

Con el fin de lograr que el vector de parametros § obtenido en cada
iteraciéon posea un buen nivel de inmunidad a las posibles perturbaciones
producidas por errores presentes en las matrices del sistema A y g, y puesto
que el método es invariante respecto a transformaciones lineales de coorde-
nadas, es conveniente llevar a cabo un escalamiento adecuado del espacio de
parametros b.

En particular, escalando cada componente b; de b en unidades de la des-
viacién estandar de las derivadas Jf;/0b; tomadas sobre todas las muestras
(¢ = 1,2,...,n), se obtiene una transformacién que convierte a la matriz
A en la matriz de coeficientes de correlacién normalizados de los Of;/0b;.
La ventaja de este escalamiento es que minimiza la sensibilidad de A y g,
consiguiendo asi un acondicionamiento éptimo del sistema de ecuaciones.

En el nuevo espacio de pardmetros b* se tiene que la matriz escalada A*
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y el vector escalado g* poseen la forma

A = (a*,) = ”> (4.50)

g = (g) = 2 ) , (451)

de manera que el vector de paso §* segiin el método de Gauss-Newton en el

nuevo espacio de parametros se obtiene resolviendo
A 6 =g, (4.52)

El correspondiente vector de paso é en el espacio de parametros original se

obtiene a partir de su versién 6 mediante la relacién
*
6]’
vV &jj

4.2.3. Construccion del Algoritmo

§; = (4.53)

El bosquejo general del algoritmo para implementar el método queda
finalmente delineado. Especificamente, para la s-ésima iteracién se construye

la ecuacién
(A 4 AT §+6) = g+, (4.54)

la cual equivale a minimizar (®) en el espacio de pardmetros original, pero

esta vez no sobre la esfera dada en (4.35), sino sobre una elipse de la forma
k
> a;;67 = cte. (4.55)
j=1

A partir del §®) obtenido al introducir en (4.53) la solucién 6**) de la ecua-

cién (4.54), se genera el nuevo punto tentativo

bt = plo) 4 50 (4.56)
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s+1

el cual conduce a un nuevo valor de ®©*+Y. Cabe mencionar que es esencial

seleccionar un valor de A\(*) que conduzca al resultado
e < o), (4.57)

De la teorfa precedente se puede afirmar que siempre existirda un A
suficientemente grande como para satisfacer (4.57), a menos que b sea ya
un minimo de ®. Para determinar el valor de A®®) que satisfaga (4.57), y que a
la vez produzca una rapida convergencia del algoritmo, se requiere un tanteo
del tipo ensayo error.

En cada iteracién se desea minimizar ® dentro de la maxima vecindad
posible sobre la cual la versiéon linealizada del modelo ofrezca una adecuada
representacion de la funciéon no lineal. Por consiguiente, la estrategia pa-
ra elegir A(®) debe buscar utilizar un valor pequeno de A siempre que se
den la condiciones que permitan una buena convergencia del método estan-
dar de Gauss-Newton. Esto es especialmente relevante en los tltimos pasos
del procedimiento de convergencia, cuando los puntos tentativos estan en la
vecindad inmediata del minimo b,,;,, donde los contornos de ® son asinté-
ticamente elipticos, y la expansion lineal del modelo necesita ser una buena
aproximacion solo sobre una pequena region.

Por otro lado, valores grandes de A®) solo deben ser utilizados cuando sean
necesarios para satisfacer (4.57). Si bien es cierto que ®**1) como funcién
de A posee un minimo, y que la eleccion de dicho A en la (s + 1) — ésima
iteracién maximiza (®() — 1) tal eleccion 6ptima localmente resulta ser
una estrategia pobre globalmente, ya que esta por lo general requiere un valor
substancialmente mayor de A del que es necesario para satisfacer (4.57). Esta
estrategia hereda por ende la propiedad del método del méximo descenso de

tener un progreso inicial rapido seguido de uno progresivamente mas lento.

En consecuencia, la estrategia se define de la siguiente manera:
1. Definir el factor de incremento/decremento v > 1.
2. Asignar un valor inicial a A; por ejemplo: A = 1072
3. Para la (s + 1) — ésima iteracién:

a) Calcular ®(\®) y d(A&) /v).
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b) Si @A) /v) < W) tomar A+ =\ /p,
c¢) Si d(AE) /v) > &) y &(A®)) < &) tomar A+ = A,
d) Si ®(A\®/v) > &) y &(A\®)) > &) incrementar A multiplican-

dolo sucesivamente por v hasta que para el menor u se cumpla:
DA ) < @), Tomar A+ = N6y,

En relacién al punto d), es necesario hacer algunos comentarios complemen-
tarios.

En ocasiones, en problemas en los que la correlacion entre los sucesivos
puntos tentativos b"®) es extremadamente alta (> 0,99), puede ocurrir que
el valor de A se incremente hasta valores inaceptablemente altos. Para tales
casos es preferible modificar la prueba en d) como se detalla a continuacion.

Sea
bt = pl®) 1 (9§, K® <1, (4.58)

Notando que el 4ngulo 7(*) (definido en la pag 82) es funcién decreciente de

A se selecciona un dngulo umbral v5 < 7/2 v se fija
K® =1, si A9 > (4.59)

Si no es posible superar la prueba d) a pesar de haber incrementado A(*) hasta
haber conseguido que se cumpla v*) < 7, entonces se deja de incrementar
M)y se toma un K lo suficientemente pequefio como para que se cumpla
P+ < ). Esto es siempre posible puesto que 4*) < vy < 7/2. Una buena
eleccién para el angulo umbral es vy = 7/4.

Nétese que el hecho que cosy sea positivo cuando A = 0 solo se puede
garantizar cuando la matriz A* es positiva definida. En presencia de niveles
de correlacion muy grandes, el grado en que A* es positiva definida es tenue
y puede degradarse notoriamente debido a errores de redondeo presentes en
las operaciones de punto flotante realizadas en los calculos por computadora.
En tales casos, el método puede llegar a divergir indistintamente del valor de
K®) utilizado. Un beneficio asociado al hecho de que el método le sume \ a
la diagonal de A*, es que se garantiza que cos~y sea positivo aun en el caso
que A* sea débilmente positiva definida.

A pesar de que no siempre es posible prever la ocurrencia de altas co-

rrelaciones entre los pardmetros tentativos b relacionados a modelos no
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lineales, con frecuencia si es posible reducir substancialmente dichos niveles
de correlaciéon mediante un mejor diseno experimental en la producciéon de

los datos medidos.

Numéricamente, se considera que el proceso de iteracion ha convergido

cuando se cumple la condicién

(s)
19,

7S<€7 j:1,2,...,k (460)
7+ b8

para algiin € > 0 suficientemente pequefio (como 107°) y algtin 7 adecuado
(como 107?). Si bien la eleccién de v es arbitraria, se ha encontrado en la

practica que v = 10 es una buena eleccion.

4.3. Similitud y Diferencia entre los

Enfoques de Levenberg y Marquardt

Si bien ambos enfoques fueron concebidos mediante razonamientos dis-
tintos, los dos son versiones de un mismo método, lo cual se evidencia al
considerar la equivalencia w™' = X\ entre los pardmetros de magnificacién-
atenuacion ‘w’ y ‘A’ utlizados por Levenberg y Marquardt respectivamente.

Asimismo, la diferencia entre ambos enfoques radica en las estrategias
distintas utilizadas en la determinacion de los parametros w y A, con el fin
de minimizar ® en cada iteracion. Esto produce que la razén de convergencia
no sea la misma para cada caso.

En el enfoque de Levenberg, la estrategia consiste en minimizar ¢ local-
mente como una funcién del pardmetro w=! que se le suma a la diagonal,

con lo cual se consigue una razén de convergencia lineal
16D — binl| < OB —bpinll,  C <1, (4.61)

como la que presenta el método del méaximo descenso.

Por otro lado, en el enfoque de Marquardt, la estrategia consiste en mini-
mizar ® en la mayor vecindad posible sobre la cual la aproximaxién lineal sea
una representacion adecuada. Esta estrategia busca por ende el menor valor

de A que satisfaga (4.57), con lo cual se obtiene una razén de convergencia
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cuadratica
||b(s+1) - bmmn < OHb(S) - bmin||2a

similar a la que posee el método de Gauss-Newton.

C<1,

(4.62)



Capitulo 5

Estimacién de Parametros y

Conclusiones

El presente capitulo muestra los resultados y conclusiones de la aplicacion
del método de Levenberg—Marquardt al caso especifico del modelo TGM
introducido en el primer capitulo para la estimacién de sus parametros de

mejor ajuste segun el criterio de los minimos cuadrados.

5.1. Procedimiento de Estimacion de

Parametros

El procedimiento de estimaciéon de pardametros se lleva a cabo en dos

etapas.

En la primera etapa se ajusta la impedancia mecanica del modelo a los
datos experimentales. El algoritmo utilizado para ello es una versién optimi-
zada del método de Levenberg-Marquardt [23], [8], analizado en el capitulo
anterior.

De (1.5) se puede reconocer que los pardmetros 9 y ¢o introducidos por el
modelo TGM tienen una mayor influencia en la parte real de la impedancia
mecanica a bajas frecuencias. Tomando en cuenta este hecho, los parametros
r1, T2, ¥ co son estimados ajustando el modelo de la parte real de la impe-
dancia mecanica a los datos medidos en el rango que va de los 5 Hz hasta dos
veces la frecuencia de resonancia. Los otros dos parametros m y ¢; se obtienen

ajustando el modelo de la parte imaginaria de la impedancia mecanica a los

20
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datos medidos en el intervalo de frecuencias cuyos limites resultan de dividir
y multiplicar la frecuencia de resonancia por un factor de 1.3. Este angosto
rango de frecuencias alrededor de la frecuencia de resonancia se encontrd que
era el 6ptimo para determinar estos parametros, de forma tal que el punto de
cruce por cero del modelo de la parte imaginaria de la impedancia mecanica

coinciden con la frecuencia de resonancia real.

En la segunda etapa se refinan los parametros obtenidos en la etapa an-
terior con el fin de conseguir que el modelo coincida con los datos medidos
en ciertos puntos claves de la curva de magnitud de la mobilidad mecanica
(definida como la inversa de la magnitud de la impedancia mecénica), tales
como el punto de resonancia o de maxima amplitud y los puntos que estan
3 dB por debajo de este.

Para este propésito se define la funcién

1
E: — Ty,

_ 1 ) _ wiCQTg
wiC1 1+ (w2'621”2)2

)
1 + (CdiCQTQ)Q

r+ + (wim

(5.1)
donde el par (w;, x;) compuesto por la magnitud de la mobilidad z; medida
a la frecuencia w; representa un punto de coincidencia. Los parametros para
lograr la coincidencia son entonces ceros de la funcion F;. Ya que se tienen tres
puntos de coincidencia y cinco parametros, calcular estos tltimos consiste en

resolver un sistema de ecuaciones subdeterminado y en general no lineal.

- S /7 e\ Ve e

LR e/ A e Rt Rt

m/s/N

[/ 2 e R B\

— measured

—— measured .
— standard elastic model 0.85F--~/f---+---- —— standard elastic model |- -+-----

—— visco-elastic model

—— visco-elastic model

Figura 5.1: Mobilidad mecénica medida y simulada alrededor de la frecuencia de reso-
nancia. Izquierda: sin proceso de refinamiento de parametros. Derecha: con
parametros refinados
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Para reducir el nimero de variables es conveniente excluir aquellas cuyas
variaciones producen un menor efecto en (5.1). Tras una serie de pruebas,
se determind que la mayor sensibilidad se presentaba ante cambios en los
parametros m, ¢; y Cs.

Al final se determinan los ceros mediante un algoritmo basado en el mé-
todo de Newton—Raphson.

La mejora alcanzada en esta etapa se muestra en la figura 5.1.

La implementacion practica del método descrito en este trabajo se llevé a
cabo mediante un programa especialmente desarrollado para tal fin. El pro-
grama controla el analizador de senales, automatiza el proceso de medicion,
procesa los datos medidos, realiza el ajuste segiin el Método de Levenberg—
Marquardt, y muestra los parametros resultantes.

En la figura 5.2 se pueden ver los resultados medidos y simulados de un
altavoz JBL 2206, en los que se observa una muy buena concordancia desde
las bajas frecuencias hasta una frecuencia de aproximadamente 1,3 veces la
frecuencia de resonancia. Esto demuestra que el modelo TGM es adecuado.

Los resultados, tal y como los muestra el programa, pueden verse en la
figura 5.3. Nétese que el recuadro superior corresponde a los pardmetros
Thiele-Small definidos por el modelo tradicional (también calculados por el
programa), mientras que el inferior corresponde a los pardmetros definidos
por el modelo TGM.

Mechanical Mobility, Magnitude Mechanical Impedance, Real Part
40 T T

0.2 . .
— measured 1 L — measured |

015 f\ — modeled %0

0.1 201 o

Ny
S

0 0 i i i
0 50 100 150  Hz 200 250 0 50 100 150  pz 200 250

m/s/N

/

Mechanical Mobility, Phase i , inary Part
100 T 200 T .

50 *“\ — measured 1 100+ : ¢ dl
— modeled
ot 4
—— measured
— modeled
-100 -300 -

\ -100f
50 i
; ; ;
0 50 100 150 200 250 ) 50 100 150  hz 200 250

Kals

Degr
o

-200[

Figura 5.2: Mobilidad mecanica medida y simulada de un altavoz JBL 2206. Izquierda:
magnitud y fase. Derecha: parte real y parte imaginaria.
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Figura 5.3: Pardmetros estimados de un altavoz JBL 2206.

5.2. Conclusiones

A manera de resumen y epilogo, se pueden mencionar las siguientes con-

clusiones:

- El modelo TGM de la suspensiéon mecanica de un altavoz es una ex-
tension del modelo tradicional que describe el incremento que exhibe
la resistencia mecanica de un altavoz conforme disminuye la frecuencia
en el rango de las frecuencias bajas, logrando con ello un mejor ajuste
a los datos medidos que el que se obtiene con la resistencia mecanica

constante del modelo tradicional.

- El criterio de los minimos cuadrados cuantifica el grado de discrepancia
entre el modelo y los n datos medidos mediante el cuadrado de la
norma del vector de residuos (diferencia entre los datos modelados y
medidos) tal como esta se define en el espacio euclideano R™. Bajo
ciertos supuestos es posible demostrar que este criterio es el 6ptimo
cuando los datos medidos estan contaminados con errores de medicion.
Existen varios métodos para la estimacion de parametros segin este

criterio.

- El método de Gauss—Newton realiza una aproximacion de primer orden
de los residuos y estima iterativamente los pardmetros que minimizan
la sumatoria de los cuadrados de los residuos linealizados. La ventaja

de este método es su rapida convergencia una vez alcanzada la vecindad
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de los parametros de ajuste 6ptimo y su desventaja es la divergencia
que presenta cuando los parametros iniciales estan fuera de la region

de convergencia.

El método del Maximo Descenso utiliza la direccion de la gradiente en el
espacio de parametros para aproximar iterativamente los parametros de
ajuste 6ptimo. La ventaja de este método es su convergencia segura aun
cuando los parametros iniciales estén fuera de la region de convergencia
y su desventaja es la lenta convergencia que presenta una vez alcanzada

la vecindad de los parametros de ajuste 6éptimo.

El método de Levenberg-Marquardt realiza una interpolacion éptima
entre el método de Gauss—Newton y el método del Maximo Descenso.
Esta interpolacion esta basada en la maxima vecindad en la cual la
aproximacién lineal introducida en el método de Gauss—Newton cons-

tituye una buena representacion del problema no lineal original.

La aplicacion del método de Levenberg-Marquardt al problema parti-
cular de la estimacion de parametros mecanicos segtin el modelo TGM
demostré ser adecuada por el buen ajuste obtenido (figura 5.2) y efi-
ciente por el tiempo, en el orden de los milisegundos, necesario para

llevar a cabo la estimacion.

Tal como se puede observar en la figura 1.5, el incremento que exhibe la
resistencia mecanica del altavoz conforme aumenta la frecuencia, en el
rango de las frecuencias altas, se debe a la contribucion de la impedancia
acustica generada por las cavidades en el circuito magnético del altavoz.
El desarrollo de una extensién del modelo que reproduzca dicho efecto

es materia de posteriores investigaciones.
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