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Resumen

En el presente trabajo estudiamos el problema de optimizacién de inversién-consumo en
tiempo continuo cuando la tasa de interés es estocastica (bajo el modelo de Vasicek, de
Hull-White y de Ho-Lee) y la funcién de utilidad pertenece a la familia de funciones HA-
RA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion), la cual engloba funciones de utilidad que se
emplean frecuentemente en problemas de optimizacién de portafolios de inversién. El ob-
jetivo es encontrar una estrategia dindmica de distribucion de la riqueza de un individuo
entre consumo e inversién en instrumentos financieros riesgosos (cuyos precios estdn go-
bernados por movimientos geométricos brownianos) y uno libre de riesgo con retorno igual
a la tasa de interés, la cual debe maximizar su utilidad agregada durante un periodo de
tiempo finito. Este problema de control éptimo estocéstico se resuelve usando el principio
de programacién dinamica, por lo que se busca una funcién que resuelva la ecuacién de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Para simplificar esta ecuacién diferencial parcial no li-
neal en tres variables empleamos la transformada de Legendre, la cual reduce el problema a
dos ecuaciones diferenciales parciales lineales en dos variables. Estas se resuelven aplicando
el principio de Duhamel, con lo cual conseguimos otra manera de obtener la solucion del
problema a la planteada por Chang y Chang en [4]. Los aportes principales del trabajo son
el teorema de verificacion que demuestra que la funcién hallada que resuelve la ecuacién
HJB equivale a la funcién de valor del problema de inversién-consumo, la demostracién
de que las funciones en las que se alcanzan los supremos en la ecuacién HJB forman la
estrategia éptima, y el desarrollo del problema de inversién-consumo bajo los modelos de
Hull-White y de Ho-Lee de tasa de interés.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los problemas méas importantes en finanzas es determinar la estrategia 6ptima de
inversién de un portafolio, esto es, escoger los montos éptimos que se deben invertir en los
distintos activos financieros disponibles para el gestor de un portafolio de inversion.

En [16], Merton enfoca este problema por primera vez como uno de optimizacién es-
tocéstica en tiempo continuo, a diferencia del célebre trabajo de Markowitz en [14], donde
el problema se plantea con un solo periodo. Por lo tanto, la estrategia de inversién éptima
que se obtiene no es estatica en el tiempo y depende del valor de las variables de mercado.
En el problema original planteado por Merton, un individuo debe decidir en cada instante
del tiempo un nivel de consumo! y el resto de su riqueza se debe de invertir entre un
activo que tiene un retorno seguro e igual a una tasa de interés constante en el tiempo, y
en un numero fijo de activos riesgosos (en el sentido de que sus retornos no son conocidos
anticipadamente). Cuando el horizonte de tiempo es finito, el individuo debe escoger la
mejor estrategia de consumo e inversion que maximice tanto la utilidad que obtiene por
su consumo durante el periodo de inversién, asi como el nivel de riqueza al final de este
periodo, cantidades que son descontadas con una tasa de descuento constante.

En la literatura académica, este tipo de problema recibe el nombre de problema de inver-
sién-consumo, en contraste con el problema de inversién, en el cual solo se maximiza el
valor final de la riqueza. Ambos tipos de problemas, a pesar de ser similares, han sido de-
sarrollados de manera separada en trabajos posteriores. Por ejemplo, en [12], Korn y Kraft
resuelven el problema de inversion cuando la tasa de interés es estocastica bajo el modelo
de Vasicek y Ho-Lee; en [11], Grasselli resuelve el problema de inversién bajo el modelo de
Cox-Ingersoll-Ross de tasa de interés; en [17], Munk y Sgrensen resuelven el problema de
inversién-consumo bajo el modelo de Heath-Jarrow-Morton de tasa de interés; Benth et.
al. en [2] y Kraft en [13] resuelven el problema de inversién cuando el inversionista puede
invertir en un activo riesgoso cuyo precio y volatilidad son estocésticos; en [7], Fleming y
Hernandez-Hernandez resuelven el problema de inversion-consumo con horizonte infinito
cuando la volatilidad del precio de los activos riesgosos es estocdstico; en [5], Chang y Rong
resuelven el problema de inversién-consumo cuando la tasa de interés y la volatilidad del

precio de los activos riesgosos son estocdsticos; Framstad et. al. en [9] y Ait-Sahalia et. al.

'En el contexto de gestién de portafolios de inversién, el consumo se puede interpretar como dividendos
para los inversionistas.



en [1] resuelven el problema de inversién-consumo con horizonte infinito cuando los precios
de los activos riesgosos presentan saltos aleatorios; y en [21], Pirvu y Zhang resuelven el
problema de inversién-consumo cuando la tasa de descuento depende de una cadena de
Markov que refleja el estado de la economia.

Por otro lado, en [15], Merton generaliza el problema de inversién-consumo cuando la
funcién de utilidad pertenece a la familia de funciones HARA (Hyperbolic Absolute Risk
Aversion). Esta familia incluye las funciones de utilidad isoeldsticas y exponencial, las
cuales son frecuentemente usadas tanto en problemas de inversién, como en problemas de
inversién-consumo.

En esta linea, en [4], Chang y Chang plantean el problema inversién-consumo para esta
familia de funciones de utilidad cuando la tasa de interés es estocdastica. En lo que sigue,
presentaremos, de manera resumida, el modelo desarrollado por estos autores.

El problema de inversién-consumo se plantea con un horizonte de inversién finito "> 0 y
en un espacio de probabilidad (2, F, P) completo. Ademds, se asume que en este espacio
existe un movimiento browniano estandar W = (Wo, W1, ..., Wy) en R*H1,

La tasa de interés, R, se modela por medio de un proceso Ornstein-Uhlenbeck, también

llamado modelo de Vasicek en la literatura financiera, con la siguiente especificacién:
dR = ki(ks — R)dt + bdW,
donde k1, ko y b son constantes positivas, y

AW (t) = /T [p(®) AWy (t) + p(t) dW (8),

donde |-| denota la norma euclidiana, p = (p1, p2, ..., pn) : [0,T] — [—1, 1]" es una funcién
deterministica y W = (Wy,..., Wy).
Parai=1,2,...,n, el precio del i-ésimo activo riesgoso, S;, sigue un movimiento geométri-

co browniano con la siguiente especificacion:

dS; = Si(R+ pi)dt + S; Y o5dW;,
j=1

donde p; y 045 : [0,7] = R, j =1,2,...,n, son funciones deterministicas.

De esta manera, p; representa el excedente esperado del retorno del activo riesgoso i sobre
la tasa de interés. Ademads, p; representa la correlacién instantdnea entre el precio del
activo riesgoso i y W, por lo que el precio de estos activos no es independiente de la tasa
de interés.

En cada instante de tiempo ¢ € [0, 77, el inversionista debe decidir el monto que se destina
a consumo, C(t), y el monto que desea invertir en cada activo riesgoso i, el cual se denota
como 7;(t), para i = 1,2,...,n. Su riqueza restante se invierte en un activo libre de riesgo
con retornos igual a la tasa de interés R.

Por lo tanto, la variacién en la riqueza del inversionista se puede explicar por tres factores:
sus ganancias o pérdidas por sus inversiones en los activos riesgosos, sus ingresos por su

inversion en el activo libre de riesgo, y una reduccién por el monto destinado a consumo.



Entonces, la riqueza, X, tiene la siguiente dinamica:

n
X — ZT&'Z’
i=1

n

dX = Zm%sf + Rdt — Cdt.
i=1 ¢

Por otro lado, como la funcién de utilidad del individuo pertenece a la familia HARA, este

se puede expresar de la siguiente manera:

S ()
Uz)=—| ——2+ ,
() b \Tp 7t

donde p, ¢ y n son constantes tales que p <1, p#0,¢>0y n > 0.
Luego, el individuo debe escoger la estrategia de inversién y de consumo que maximiza la

siguiente funcién de ganancia:
T
E [a/ e PSU(C(s))ds + (1 — a)e_BTU(X(T))} , (1.1)
0

donde 8 es una constante positiva que representa una tasa de descuento y o € (0,1) es
un factor de ponderacién entre la utilidad que se obtiene por el consumo intermedio y la
utilidad por el valor final de la riqueza. Notemos que si @ = 0, el problema planteado es
equivalente a un problema de inversién, y cuando o = 0.5, es equivalente a un problema
de inversion-consumo clésico.

Por consiguiente, el individuo debe sopesar el beneficio de destinar parte de su riqueza a
consumo y obtener una utilidad descontada por un factor méas pequeno, con respecto a
invertirla con el objetivo de incrementar su riqueza futura.

Cabe resaltar que, como los montos de inversiéon y de consumo en general pueden depender
de las variables de mercado y de la riqueza disponible, las estrategias también son procesos
estocasticos. No obstante, la optimizacion solo se realiza sobre un conjunto de estrategias
admisibles que cumplan propiedades adecuadas para el problema planteado. Por ejemplo,
el consumo debe pertenecer al dominio de la funcién de utilidad, ya que de otra manera,
no se podria evaluar la funcién de ganancia bajo esta estrategia.

Por consiguiente, el problema de inversién-consumo se considera resuelto si podemos hallar
el méximo valor de (1.1) sobre todas las estrategias admisibles, y si encontramos una
estrategia admisible con la que se alcanza este valor maximo.

Chang y Chang proponen una estrategia éptima de inversiéon-consumo que maximiza esta
funcién de ganancia usando el principio de programacion dindmica. Sin embargo, al plan-
tear el problema con una tasa de interés estocastica y con una familia amplia de funciones
de utilidad, se generan dificultades que no se revisan con detalle.

En [12], Korn y Kraft resaltan que cuando la tasa de interés es estocdstica, la dindmica
de la riqueza sigue una ecuacion diferencial lineal estocédstica y no una difusiéon como en el
problema de inversién-consumo clasico planteado por Merton. Por lo tanto, la existencia
de una solucién para la ecuacién de la riqueza bajo la estrategia éptima no es un resultado
inmediato y debe ser demostrado.

Ademds, como no se incluye un control sobre el rango de valores que puede tomar la



riqueza, se debe verificar que todos los procesos estocasticos y funciones que dependen de
la riqueza estén bien definidos. Por ejemplo, para que la funcién de ganancia (1.1) esté
bien definida, X (7") debe pertenecer al dominio de la funcién de utilidad.

Por otra parte, Chang y Chang utilizan la transformada de Legendre para obtener un
candidato que resuelva la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman que obtienen con el prin-
cipio de programacién dindmica. No obstante, los autores no verifican si este candidato
finalmente cumple con las condiciones necesarias para poder aplicar este operador.
Finalmente, los resultados que se obtienen en este trabajo al resolver las ecuaciones di-
ferenciales que se consiguen al usar la transformada de Legendre difieren ligeramente a
los obtenidos por Chang y Chang. En especifico, utilizamos el principal de Duhamel para
encontrar la solucién de un problema de valor terminal no homogéneo, lo cual resulta en
que la variable de integracién en un par de funciones auxiliares sea distinta.

La estructura del trabajo es la siguiente. En el capitulo 2 describimos formalmente las
ecuaciones diferenciales estocasticas de las variables en el mercado financiero y el pro-
blema de inversién-consumo. En el capitulo 3, primero buscamos un candidato solucién
de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman usando la transformada de Legendre, y lue-
go demostramos que este candidato efectivamente resuelve esta ecuacion, asi como otros
supuestos que se realizan en la primera parte del capitulo. Seguidamente, en el capitu-
lo 4 planteamos un teorema de verificacién para demostrar que la funcién hallada en el
capitulo anterior resuelve el problema de inversion-consumo y verificamos que la estrategia
o6ptima es una estrategia admisible, lo cual incluye demostrar que existe una solucién de
la ecuacién de la riqueza bajo esta estrategia y que esta siempre se encuentra dentro del
dominio de las funciones en las que se evalia. En el capitulo 5 resolvemos el problema de
inversion-consumo cuando cambiamos el modelo de la dinamica de la tasa de interés por
el de Hull-White y el de Ho-Lee. En el capitulo 6 describimos la metodologia y resultados
de un ejercicio de simulacién de la riqueza bajo la estrategia éptima. Por tltimo, en el

capitulo 7 presentamos las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Problema de inversion-consumo

2.1. Modelo matematico

Fijemos un horizonte de inversion 0 < T' < oo y un espacio de probabilidad completo
(Q, F, P) con un movimiento browniano estdndar W = (Wo, W1,...,W,) en R""!. En lo
que sigue, cuando nos referimos a procesos adaptados o progresivamente medibles, estos
seran con respecto a la filtracién natural generada por este movimiento browniano.

La tasa de interés, R, la modelaremos por medio de un proceso Ornstein-Uhlenbeck (mo-

delo de Vasicek) de la siguiente manera:
dR = ki(ks — R)dt + bdW,
donde k1, k2 y b son constantes positivas, y

AW (t) = /T [p(®)PdWo(t) + p(t)dW (1),

donde | - | denota la norma euclidiana, W = (Wy,...,W,) y p: [0,T] — [-1,1]" es una
funcién deterministica integrable.
Parai=1,2,...,n, el precio del i-ésimo activo riesgoso, S;, sigue un movimiento geométri-

co browniano con la siguiente especificacion:

dS; = SZ(R + ,ul-)dt +5; Z O‘idej,
=1

donde p; : [0,7] — R es una funcién deterministica integrable, y o;; : [0,7] — R es una
funcién deterministica cuadrado integrable para todo j =1,...,n.
Luego, para una estrategia de inversién-consumo (7,C) = (71,...,m,, C), la riqueza del

individuo X tiene la siguiente dindmica:

dX = zn:m(fl + X—Zn:m Rdt — Cdt
i=1 v i=1

= [RX + 7'p — C|dt + 7'odW,




donde pu(t) = (p1(t), ..., pn(t)) y o(t) = (04 (t))nxn-
Como se evidenciard en el siguiente capitulo, es importante que las funciones deterministi-
cas presentadas cumplan con algunas condiciones para poder simplificar y /o resolver cier-

tas ecuaciones diferenciales. De manera mas precisa, asumiremos que:
1. La matriz o(t)o(t)" es definida positiva para todo t € [0,T].
2. La funcién 0 : [0,T] — R™ dada por 6(t) = o~ 1(t)u(t) es acotada e integrable.
3. Se cumple que |p(t)| = 1 para todo t € [0,T].

Por otro lado, la utilidad del individuo se modelara por medio de una funcién de la familia

HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion), la cual se puede expresar como
TR
Ux)=—|——2a+1n] ,
(@) g F\WD

con dominio O = (1), 00), donde p, ¢ y 1 son constantes tales que p < 1, p # 0, ¢ > 0,

n=0yn=-n1-p)/q<0.
Las dos primeras derivadas de esta funcion de utilidad son

Por lo tanto, la funcién de utilidad es estrictamente creciente y estrictamente concava ya

que Uy(z) > 0y Uye(z) < 0, para todo z € O. Ademds, se puede verificar que

lim U,(z) = oo, lim U,(z) =0,

x—nt T—00

y que U, posee funcion inversa dada por
| L&) D,
U, '(y) = b 1,

Por otra parte, una propiedad caracteristica de las funciones de la familia HARA es que

estas cumplen la siguiente igualdad:

2.2. Formulacion del problema

Como es usual, trabajaremos solo con un grupo de estrategias a las cuales llamaremos
estrategias admisibles. El conjunto de estas estrategias lo denotamos con I' y para cada

estrategia admisible (7,C') € I', definimos la siguiente funcién de ganancia:
T
V™ (t,r, x) = Fy oy {a/ e U(C(s))ds + (1 — a)e PTUX(T)) |,
t

7



donde Fj ;. denota el valor esperado con respecto a la medida de probabilidad P condi-
cionado al evento {X(t) = z, R(t) = r}, [ es una constante positiva que representa una
tasa de descuento, y o € (0,1) es una constante que representa un factor de ponderacién
entre la utilidad que se obtiene por el consumo intermedio y la utilidad por el valor final
de la riqueza.

Como es estandar en la literatura, nos enfocaremos solo en los casos en que la riqueza y la
tasa de interés inician con valores positivos. Entonces, si denotamos Q™ = [0, 7] x RT xR,
el primer objetivo es hallar la funcién de valor V : QT — R, la cual se define como el

supremo de la funcién de ganancia sobre todas las estrategias admisibles:

V(t,r,x) = sup V”’C(t,r,x).
(m,C)er

El segundo objetivo es encontrar una estrategia admisible (7*,C*) tal que V = V™ ¢",
la cual denominamos estrategia 6ptima. En particular, buscaremos dos funciones 7* :
[0,T]xRxR - R"y C*: [0,T] x RxR — R tales que 7* (¢, R(t), X (t)) y C*(t, R(t), X (1))
forman la estrategia 6ptima.

Si bien atin no se va a establecer las condiciones que debe cumplir una estrategia admisible
(m,C), hay dos condiciones que son importantes para que la funcién de ganancia de una

estrategia esté bien definida:
1. C(t) > 7, para todo t € [0, T].

2. Para todo (t,z,r) € QT, existe una solucién tnica para la ecuacién diferencial es-
tocastica de la riqueza (2.1) con valores iniciales X (t) = = y R(t) = r. Ademas,
X(T) > .



Capitulo 3

Funcion de valor

3.1. Programacion dinamica

Para resolver el problema de inversién-consumo planteado, emplearemos el principio de
programacion dindmica (por ejemplo, ver [8]) para encontrar una funcién J : Q — R tal
que QT C Q, y la cual esperamos que coincida con V en Q.

En primer lugar, para todo 7 € R y C' € R, se define el operador A™C para funciones de

clase C122 de la siguiente manera:
1
Amcﬁf)(ty T,T) = ¢ + (rT + 77//‘(75) - )z + §|7T,U(t)|2¢xx
1
+ ky(ky — 1)y + §b2¢w + b’ o () p(t) by

Entonces, la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) del problema de inversion-

consumo planteado es

sup {A”’CJ(L‘, r,x) + oze_ﬁtU(C)} =0, (3.1a)
TER™
C>9
J(T,r,z) = (1 — a)e PTU(z). (3.1b)

Supongamos que existe una funcién J que cumple con ser solucion de la ecuacion HJB. Si

consideramos las siguientes funciones auxiliares

H=J, +rady + ki(ks — 1) Jy + %bQJm (3.2)
1

A(m) = p(t) wdy + §|J(t)'7r\2Jm +bp(t) o(t) 7 ds, (3.3)

B(C) = —CJ, +ae”P'U(0), (3.4)

podemos expresar la ecuacion HJB de la siguiente manera:

H + sup {A(m)} + sup{B(C)} = 0.
m€Rn >

Notemos que, como U es una funcién estrictamente céncava, B también lo es. Por otro



lado, A es una funcién cuadrética de la forma (3.3), por lo que también es una funcién
estrictamente céncava si J,, < 0. Por el momento, supongamos que la funcién J cumple
esta propiedad.

Asi, la primera derivada de las funciones A y B son

Ap = pt)Jy + o(t)o(t) 7dps + bo(t)p(t) I,
Beo = —Jp 4+ ae PUL(C),

con lo que podemos hallar los valores que maximizan A y B a partir de la condicién de
primer orden:

Jx Jrz

7 (t,r,x) = —Ufl(t)/é’(t)J— — b L (t) p(t) 7 (3.5)
C* . —1 JJ?
(t,r,x) =U, =R (3.6)
Luego, si evaluamos A en 7*, tenemos que
1
A(m*) = p(t)' 7 Jp + §\U(t)’7r*\2Jm +bp(t) o(t) 7% Ty
42 Irad. 1 I Iz,
= —0(t)> = —bO(t) p(t) 22 + 2 |0(1) |22 + bO(t) p(t) =22
B = LU ma Tl ~ e el
1 2 ZJEw / J:rer 2 2‘]7?:0 '
+ SIS = bo(t) (1) = — B2lo(0)2
_ 1 2 Ja2? 1 2 2J7?z / JrJrz
= 5100 = SBIp(O = — bp(t) 6(0) ==,
Por lo tanto, podemos expresar la ecuacién HJB de la siguiente forma:
H + sup {A(m)} + sup{B(C)}
reRn C>h
=H+ A(7*) + B(C™) (3.8)
_ 1 2 Jm2 1 2 2‘]x27' / ‘]xJIT * —pt *

Para simplificar la ecuacién diferencial (3.8), emplearemos la transformada de Legendre.

Definicion 3.1.1. Sea f : S C R — R una funcion céncava. Su transformada de Legendre
L:RY - RU{oo} es la funcion definida por

L(z) = sup{ f(x) — x}.
€S
En particular, como J,, < 0, se cumple que J(t,r,-) es una funcién estrictamente céncava
para cualquier ¢ € [0,7] y r € R. Por ende, podemos usar la transformada de Legendre de
la siguiente manera:

A

J(t,r,z) = sup {J(t,r,x) —xz}, (3.9)
.Z’EQt‘T

donde Q" = {z e R: (t,r,z) € Q}, para todo t € [0,T] y r € R.

10



Supongamos, por el momento, que el rango de .J, es R y que existe la funcién inversa de

Jy(t,7,-), la cual denotamos por g(t,r,-). Por lo tanto, se cumple que
Jo(t,ryg(t,r,z)) = 2. (3.10)

Supongamos también que se cumple la siguiente igualdad:

~

J(t,r z)=J(t,rg(t,rz2))—glt,rz)z. (3.11)

Entonces, si calculamos las derivadas parciales en (3.11), conseguimos las siguientes igual-

dades:

Ji(t,r, z) = Ju(t,r,g(t,r, 2)) + Ju(t,r,g(t, 7, 2))ge(t, r, 2) — zge(t, 7, 2)

= Ji(t,r,g(t,r, 2)), (3.12)
Jp(t,r,2) = Ju(t, 1, g(t,, 2) + Jo(t, 7, g(t, 7, 2))ge(t, 7, 2) — 2, (t, 7, 2)

= J.(t,r,g(t,r, 2)), (3.13)
Jo(t,r, 2) = Ju(t,r, g(t, 7, 2))gs (8,7, 2) — 2g.(t, 7, 2) — g(t, 7, 2)

= —g(tv'r’ z)' (314)

Seguidamente, podemos calcular sus segundas derivadas parciales con respecto a r y z a

partir de las igualdades halladas en el paso anterior:

rr (b7, 2) = Jpr(t,7m,9(8, 7, 2)) + Jra(t, 7, 9(E, 7, 2)) gr (8, 7, 2), (3.15)
Jos(t, 1, 2) = Jra(t, 7, g(t, 7, 2)) g2 (t, 7, 2), (3.16)
Jor(t, 7, 2) = —gr(t,7, 2), (3.17)
Jo2(t,7,2) = —ga(t, 7, 2) (3.18)

Si derivamos (3.10) con respecto a z y usamos la igualdad en (3.18), tenemos que
1= Joo(t,r, g(t,r, 2))g2(t, 7, 2) = —Jua(t, 7, g(t, 7, 2)) T (t, 7, 2), (3.19)

por lo que J,, = —1/Jypz > 0.
Por otro lado, de (3.16) y (3.18), obtenemos

ra(t,7.2)

t,r, 2
Jre(t,r,g(t,r, 2)) = — 1222, 3.20
(gl 2) = 7= (3.20)

Luego, podemos despejar J,, de (3.15), con lo que se conseguir

Jw(t,r,g(t,r, Z)) = Jrr(t,T, Z) - er(t,?”,g(t,’l”, Z))gr(t,T, Z)'

De esto, (3.18), (3.20) y el hecho que Jyrs = J.r, concluimos que

~ J2 t
Jpr(tyr, g(t,r,2)) = Jpp(t, 7, 2) — M
Jzz , T2
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Hasta el momento hemos obtenido varias relaciones entre las derivadas parciales de J y
las de su transformada de Legendre, las cuales podemos usar en la ecuacién HJB en (3.8).

De este modo, definimos las siguientes funciones auxiliares:

. SRR PT
:Jt+rgz+k1(k2—r)Jr+§b Iy — =

JZZ

R R 1 R 2
=Ji+rgz+ ki(ka —1r)Jr + 562 (JM + ?) ;

A - A(T(* ) |x=g(t,r,z)

1 2’2 1 jgz jz2z erz jzz
_ Lpwp2s 4 Lty gyp 2l e

A

1 223 Lo 2 Jrs / 5
|0@OF "=z + S0 p(t)] s bp(t)0(t)zJ;-

zz

1 2.2 1, 297% /
= —50(®)"2"9> — Sb%[p(?)] 0 + bp(t)'0(t)29r,

7z
B = B(C*)|z=g(t,r,z)
= —C*(t,r,g(t, 1, 2))z + ae PU(C*(t, 7, g(t, 7, 2))).

Notemos que la expresiéon g2/g., estd presente tanto en H como en A. Como hemos im-
puesto la condicién |p(t)| = 1 al formular el problema en el capitulo anterior, al sumar

estas funciones se elimina el término %ngf /g-. Consideremos entonces las funciones

A

2 a 1 2
H=J+rgz+ki(ka —r)J, + ibQJrr,

A 1
A= _519@)‘22'29,2 + bp(t)le(t)Zgr'

Como H+ A+ B = 0, también se cumple que H,+ A, + Bz = 0. Por consiguiente,

calculamos las derivadas de estas funciones con respecto a z, con lo que se obtiene

~

. e P
H,=Jy+rg.z+rg+ki(ks —r)J,. + isz,«m

1
= —gi+rg.z+rg—ki(ka —1)g — 5629”«,

2 1
Az = *|0(t)|2Zgz - §|9(t)|222gzz + bp(t)le(t)(gr + Zgrz),
B. = —C*(t,r,9) — C5(t,7, 9)g:2 + ae”"Us(C*(t,1, 9)) C5 (¢, 7, 9)g-
_— -1 < _ * _Bt -1 zZ %
= Ux (ae_ﬂt> Cx(ta r,g)gzz + ae Uz (Uz (Oée_ﬂt>> Cx(ta T‘,g)gz

1— 1 _ By 1
= —Jal—pe 1—ptz 1-p — f]
q

Por otra parte, por (3.10) y la condicién terminal (3.1b) en J de la ecuacién HIB, tenemos

z = Jac(Tu r,g(T, Ty Z)) - (1 - O‘)e_ﬂTUx(g(T7 Ty Z>)7

12



de donde obtenemos la siguiente condiciéon terminal para la funcién g:

o9 =02 ()

1-— 1 _ B 1
= J(l —a)T-re 51, T 7.
q

Basados en esta condicién terminal, se conjetura que g tiene la siguiente forma:

gft.r2) = L = )T T () + i), (321)

donde f,h : [0,T] x R — R son funciones por determinar tales que f(T,r) = 1y
h(T¢ T) =
Entonces, las derivadas de la funcién g son:

gt(ta T, Z) = M(t7 Z) <_1€pf(t’ T) + ft(ta T)> + 'f/ht(t, T)’

gr(t,r,2) = M(t, 2) fr(t,7) + Dh,(t, 1),

1
9:(t,r,2) = —M(¢, z)mf(t, s
grr(t, 1, 2) = M(t, 2) frr(t, 1) + Hher (1),
gss(t,m,2) = M(t, z)ﬁ £t ),

1
grz(t,r,2) = —M(t,z)mﬂ(t,r),

donde M : [0,T] x RT — RT es una funcién auxiliar dada por

1-— i _ B, _ W

M(t,z) = J(l —a)T-re T-p z 1-p.
q

Reemplazando estas derivadas en H, y A, tenemos que

R i 1

o= M(62) [ = g g =l = 1) - 30
) . )

+ 17 | —ht +rh — ki(ko — 7)h, — §b2hm«

: )[B—Tp

- MG = fi= (k= r)fy = 304 |

1 -
+17 _ht +rh— kl(kQ - T)hr - *b2hrr )

AZ:M(t,z)[ L 2-p

I()If—f( 2

pORS + boteyoe) (1 12 ) £

1-—- 1—p

+ ibp(t) 6(t)hy

= 1(0.2) |5 s OORS + Tt o(0) 1| + inote) o0

13



Adicionalmente, observemos que
1

Bz:—< a >1pM(t,z)—ﬁ.

l—«

De esta manera, conseguimos la siguiente igualdad:

H,+ A, + B,
B—rp
I-p

1
o T-p
(%)

Para que esta expresion sea igual a 0 para cualquier valor de z > 0, necesariamente las

F= o=kl =) = 5 = s OO = T bty0(0)

1
+n [—ht +rh — kl(kQ — T)hr — §b2hm« + bp(t)'@(t)hr — 1:| .

= M(t,2) [

expresiones dentro de los corchetes deben ser igual a 0. En consecuencia, tenemos los

siguientes problemas de valor terminal para f y h:

[61__;1) T o0 ]_?p)g fe(t)’ﬂ == [kl(k2 —-r)+ 1fpbp(t)’&(t)] fr
- %bsz = (1 fo) K : (3.22a)
f(Tr) =1, (3.22b)
f(t,r) >0, (3.22¢)

y?

rh — by — [ (B — 1) — bp(£)0(E)] . — %zﬁhw _1, (3.23a)
h(T,r) =1, (3.23b)
h(t,r) > 0. (3.23¢)

Para encontrar las soluciones a ambas ecuaciones diferenciales, emplearemos los siguien-
tes resultados basados en el principio de Duhamel (por ejemplo, ver [6]) para resolver

problemas no homogéneos.

Lema 3.1.2. Consideremos el siguiente problema no homogéneo de valor terminal:

Ai(t,r)y +ye + Ao(t, m)yr + Az(t)yrr + A4 =0,
y(T,r) =1,

donde A1, A2 : [0,T] xR - R, A3:[0,7] > R y Ay € R.
Supongamos que, para cada T € [0,T), eziste una funcién §(7) : [0,7] x R — R que resuelve

el sigutente problema homogéneo de valor terminal:

Al (ta T)y +y: + A2(t7 r)yr + A3(t)y7'r = 07
y(r,r) =1

14



Sea §(t,r,7) = §7)(t,r). Entonces,

T
y(t,r) = Ay / J(t, r.7)dr + (¢, T)
t

resuelve el problema no homogéneo planteado.

Demostracién. Primero, definimos el operador £ para funciones C'1? de la siguiente ma-

nera:

Lw(t,r) = Ai(t,r)w(t,r) + Aa(t, r)w,(t,r) + As(t)w (¢, 7).
Entonces, se cumple la siguiente igualdad:
[’y(tv T) = Al (tv T)y(t7 T) + AQ(ta T)yr(ta T) + A3(t)y7"7"(t7 T)
T
= A4/ [A1(t,r)y(t,r,T) + Aa(t, 7)Y (t, 7, 7) + A3 () Gy (E, 7, 7)] dT
t
+ A (t’ T)Q(t, T, T) + As (t, T)gr (t, r, T) + A3 (t)grr (t7 r, T)

T
'y / Lot r,T)dr + Lij(t,r, T).
t
Ademids, tenemos que
T
ye(t,r) + Ay = Ay [/ e (t,r,m)dT — g(t,rt) | + Ge(t,r, T) + Ay,
t
ar
= A4/ Ge(t,r, T)dr + G (t, 7, T).
t

Notemos que para cualquier 7 € [0,7], y(t,r,7) cumple Ly(t,r,7) + ¢(t,r,7) = 0 al ser

solucién del problema homogéneo. Por lo tanto,

( ’ yt(t T)+A4

) +
T

/ g(t,r,7)dr + Ly(t,r,T) +A4/ G (t,r,7)dT + G (t, 7, T)
t

,Cy (t,r,7) + g (t,r,7)|dT + [Ly(t,r, T) + ge(t, 7, T)]

Por dltimo, como y(T,r) = g(T,r,T) = 1, concluimos que y resuelve el problema no

homogéneo. O

Lema 3.1.3. Sea 7 € [0,T]. Consideremos el siguiente problema homogéneo de valor

terminal:

[A1(t) + Aarly + ye + [A3(t) + Asrlyr + A5 ()yrr = 0,
y(T’T) =1,
y(t,r) >0,

15



donde Ay, Az, As : [0,T] — R son funciones integrables y Aa, Ay € R son constantes tales
que Ay # 0.

Entonces,

y(t,?") _ eB(t)-l—D(t)T’

donde B, D : [0,7] — R son funciones tales que B(1) = D(7) = 0, es solucidn del problema

de valor terminal si

B(t) = /tT [A1(s) + As(s)D(s) + A5(5)D(s)2] ds,

D(t) = jz (eA4<H> - 1) .

Demostracion. Notemos que

ye(t,m) = [Be(t) + De(t)r] y(t, 1),
yr(tv T) = D(t>y(t7 T)7
Yrr(t,r) = D(t)%y(t, 7).

Reemplazando estas igualdades en la ecuacion diferencial del problema de valor terminal,

tenemos que
[A1(t) + Agr)y + [Be(t) + Dy(t)r]y + [As(t) + Agr]D(t)y + As(t)D(t)*y = 0.
Como y > 0, este se puede cancelar de la expresion anterior, con lo que se obtiene
Ay (t) + By(t) + A3(t)D(t) + As(t)D(t)? + r[Ag + Dy(t) + A4D(t)] = 0. (3.24)

Ya que r puede tomar cualquier valor en R, la expresion dentro de los corchetes debe ser
igual a 0. En particular, se trata de una ecuacién diferencial ordinaria lineal de primer

orden en D, la cual tiene la siguiente solucién:

D(t) = ﬁz (M= —1).

Por dltimo, integrando de t a 7 en (3.24), obtenemos

B(t) = /t "[A1(s) + As(s)D(s) + As(s)D(s)2]ds.

Corolario 3.1.4. Consideremos el siguiente problema de valor terminal:

[A1(t) + Aorly + yi + [A3(t) + Aarlyr + As(t)yrr + Ag = 0,
y(T,r) =1,
y(t,r) >0,
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donde Ay, As, As : [0,T] — R son funciones integrables y Az, Ag, Ag € R son constantes
tales que A4 # 0.
Sean B y D funciones dadas por

B(t,7) = /tT [Al(s) + As(s)D(s,T) + AsD(s, 7)2} ds,

D(t,7) = ﬁz (6A4(T_t) - 1> :

FEntonces,

T
y(t.7) =A6/ BN +DIr g | BET)+D(T)r
t

es solucion del problema de valor terminal.

Si aplicamos el corolario anterior a los problemas de valor terminal de f y h obtenemos

a B 1
Ftr) = (1 > / (D1ED+D() gy | DI (ET)+Da(tT)r

Di(t,7) = /t \ (pbe(s)’p(s) n kle) Ds(s, 7)ds

I—p
T p 2 s 1 i 2
—i—/t <2(1_p)2|0(s)| 1—p> ds+2b /t Dy (s, T)ds,
p i
DQ(t;T) = k?]_(l*p) (1_6 ka t))7

Y

T
h(t,r) :/ (Da(tT+Da(tTIr g 4 Ds(tT)+Da(tT)r
t

Dy(t,7) = /tT(—bQ(s)'p(s) + ko) Da(s, 7)ds + %zﬂ /t Da(s, 7)2ds,

Dy(t, ) = —kll (gt

Con estas ecuaciones a la mano, podemos obtener una forma explicita para la funcién J.
Primero, despejamos z de la definicién de la funcién g en (3.21) y lo reemplazamos en
(3.10):

—(1-p)
Ju(t,r g(t,r,z)) = (1 — oz)eiﬁt <qu(t,r, z) + nh(t, 7“)) f(t,r)lfp.

Como se ha supuesto que g(t,r,-) es una funcién invertible, la igualdad anterior también

se cumple para cualquier (¢,r,z) € @ de la siguiente manera:

—(1-p)
Jp(t,ryx) = (1 — a)e*ﬁt ( T+ nh(t,r)) ft,m)r,

1-p

Si definimos la funcién auxiliar ¢ : (¢,7,2) — x + (1 — h(t,r)), podemos escribir la
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expresién anterior de la siguiente forma:
Jo(t,r,x) = (1 — a)e PUL(8(t, r, x)) f(t,r) P,
Luego, si integramos con respecto a x, obtenemos

J(t,r )= (1—a)e PUGt,re)ft,r)' P+ K

= (1—a)e PUG(t, r,2) f(t, )P, (3.25)

donde K es una constante de integracién, la cual debe ser igual 0 para que J cumpla con
la condicién terminal (3.1b). Asi, con la funcién candidato J hallada en (3.25), definimos
@ como el dominio implicito de la funcién J.

Por otro lado, tenemos que

Iz = (1 — a)e_ﬂtUm((;(t,r, x))f(t, r)l_p,
Jro = (1= p)(1 = a)e™PUs(8(t,r,2)) f(t,7) P f:(t,7)
—n(l— a)efﬁtUm(é(t, r,x))f(t, r)lfphr(t, T).

De esta manera, ahora podemos hallar 7* a partir de (3.5) y C* a partir de (3.6):

Ju(t, 7, )
Jpz(t, T, )

- -—g’l(t)’G(t) — (1 =p)bo () p(t)

™ (t,r,x) = —o H(t)0(t) —bo 1 (t) p(t)

C*(t,r,x) = U, ! (Jx(t’r’gc))

e Bt

= x_l (1 ;aUz(é(tvrvx))f(tar)l_p)
(3.27)

[0
1

_ ( « ) Flt,7) @ — Ah(E, 1) + 7.

l—«

_Llop (1 - “)”’ U, (8(t,r, ) ™ f(t.r) ) + 4

3.2. Verificacion de los supuestos

En esta seccion demostraremos que se cumplen los supuestos que se asumieron en la seccion

anterior para hallar J, asi como verificar que esta funcién resuelve la ecuacion HJB.
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Lo primero que necesitamos revisar es que el dominio de .J debe contener el conjunto Q.
Con este fin, fijemos ¢t € [0,7] y r € R. Observemos que para que J esté bien definido,
0(t,r,x) debe pertenecer al dominio de la funcién de utilidad U. Esto es equivalente a que
x > nh(t,r), lo cual se cumple para cualquier x > 0 ya que 7 < 0 y h(¢,r) > 0.

Seguidamente, el primer supuesto realizado fue que J;, < 0 para obtener (3.5) a partir de
la condicién de primer orden, y para usar la transformada de Legendre sobre J(¢,r,-) en

(3.9). Esto es inmediato de verificar si calculamos Jy,:
Toa(t,1,2) = (1= a)e™ M Upy (8(t, 7, 2)) f(£,7) P, (3.28)

el cual siempre es negativo ya que a € (0,1), Uy, <0y f > 0.
Para demostrar los demds supuestos (el rango de J, es RT, J,(¢,r,-) es invertible, y la

igualdad en (3.11)), extenderemos el siguiente teorema demostrado en [20].

Teorema 3.2.1. Sea f: RT — R una funcidén estrictamente céncava, creciente y diferen-

ctable tal que
lim fy(z) =00 y lim fy(x)=0.

z—0t T—00

Entonces, se cumple que para todo z > 0,

donde L denota la transformada de Legendre de f, y g : RT — RT denota la funcion

mversa de f.

Proposicién 3.2.2. Sea f : (a,00) — R una funcion estrictamente céncava, creciente y

diferenciable tal que

lim fy(z) =00 y lim ) =40

r—a™t

Entonces, se cumple que, para todo z > 0,

L(z) = f(9(2)) — 9(2)z, (3.29)

donde L denota la transformada de Legendre de f, y g : RT™ — (a,00) denota la funcién

mversa de f.

Demostracién. Primero, definimos la funcién auxiliar f : RT — R tal que f(z) = f(z+a).
Por ende, f cumple con las condiciones del teorema anterior.

Entonces, para z > 0, se tiene que
L(z) = [(4(2)) — 4(2)=,

donde L denota la transformada de Legendre de f , v g : RT — RT denota la funcién
inversa de fac
Luego, como fy(x) = fo(x+a), se cumple que §(z) = f;'(z)—a = g(z) —a. En consecuen-

cia, g(z) = §(z) +a, por lo que el dominio y rango de g son RT y (a, o), respectivamente.
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Por otro lado, observemos que

Ademés, se tiene que f(§(2)) = f(g(z) — a) = f(g(2)). Por lo tanto,

) —az
= f(3(2)) — §(2)z — az
= f(9(2)) — (4(2) + a)z
= f(9(2)) — 9(2)2,

lo cual demuestra que se cumple la igualdad en (3.29).

O]

Corolario 3.2.3. Para todo t € [0,T] y r € R, se tiene que J(t,r,-) es una funcion

invertible con rango igual a R™ y cumple la igualdad en (3.11).

Demostracion. Primero, fijemos t € [0, 7] y r € R. Sea £ = fjh(t,r) y definamos la funcién

¢ (§,00) — R dada por

d(x) = J(t,r,z) = (1—a)e Pft,r) PU(x — £+ 1).

Notemos que el corolario queda demostrado si podemos aplicar la proposicién anterior a la

funcién ¢. Esto es asi ya que la funcién de utilidad U : (7, 00) — R cumple las condiciones

que se exigen en esta proposicion, tal como se evidencié en el capitulo anterior, y la

expresion (1—a)e P f(t,7)' P no altera sus propiedades al ser una constante positiva.

Por tdltimo, probaremos que la funcién J hallada resuelve la ecuacién HJB.

O

Proposicién 3.2.4. La funcion J definida en (3.25) cumple las ecuaciones (3.1a) y

(3.1b).

Demostracion. La condicién terminal en (3.1b) se cumple ya que f(T,r) = h(T,r) = 1:

J(T,r,z)=(1- a)e_BTU((s(T, r,x)) f(T, r)l_p
= (1 —a)e PTU(z + 7 — Hh(T,r))

=(1-a)eTU(z).

Por otro lado, para probar que se cumple (3.1a), es suficiente con verificar que se cumple

(3.8), puesto que ya hemos comprobado que J,; < 0.
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En lo que sigue de la demostracion, escribiremos ¢ en vez de 0(¢,r, x) para simplificar las
notacién. De esta manera, tenemos que las derivadas parciales de J se pueden expresar de

la siguiente manera:

Jo = Z(O)UL(8) 177,
Jow = Z(6)Urz(8) f177,
Ji = ZWOU(S)[=Bf P+ (1 —p)fPfi] = Z()Uu(8) [Py
=ZUO)fP[-Bf + (1 —p)fil = NJzhy,

|
S
N
~
=
=
7
i
-~
|
N
=
N—
3
—~
(9
N—
g
-
<
>
>
3

donde Z : [0,T] — R* es una funcién auxiliar dada por Z(t) = (1 — a)e 5%

Entonces, se tiene que

1
H—rzJ, — §b2Jw = Ji+ ky(ky — 1) J,

= (1L=p)Z(UG)f " [—fpf +fit ki =n)fr) (3:30)

—Ndy [ht + kl(kg = T‘)hT] .

Luego, para simplificar A(7*), usaremos la siguiente igualdad:

Us(z)? 1 (

T+ n)p = —LU(I‘).

1—p
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De esta manera, tenemos que

Jr _ Z(6)*Us(0)° 20

Jow  Z(t)Ugu(8)f1P
=~ ZOUG)T,

P (L= pPZO QP22 L | P T2hE = 201 = p)Z(OUs(0)f i Tushy
1—

Jow Z(t)Usz(8) f17P Joa
=—p(1 —p)Z@)U(
=—p(1-p)ZOU

)Z(H)U(

)
VP2 b 32 Tpeh? = 20 e + 0T eahr By
=-p(1—p)Z()U(0)f

P2 52 1 hE — 20 hy,

Jw‘]m_ 1-p (1 p) () () pf?” ﬁJxxhr
Jox = 200:0)f Z(t)Uys(0) f1-P Jea
2
— (1= 2O 1 = 2OV

= —pZ()U)fPfr — nJzhy.
Por lo tanto, de (3.7),

1
A(m*) + ibQJM
|2‘Lz2

JZC$

1 J2, Jodra
+ §b2 ( T ) Pl bp(t>/9(t)

1
=30 Toa V.

=1-pZQOUE)F* [ a1 0 WF + %berr + 1fpbp(t)’@(t)ﬂ]
— Ny BthW — bp(t)'0(t)h, ]

Por ltimo, observemos que

p—1
(x = qh(t,r))Ug(0(t, 7, z)) = (x — nh(t,r)) (1 pr + nh(t, 7'))

(e )
= — x +nh(t,r
el nh(t,r)

=pU(6(t,r, x)).

22
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(3.31)



Entonces, de (3.27), tenemos que

(07

C*(t,r,2) Jy = [(1 - Oé)llp (x —ih) f!

l1-«a
_ P
ae PtU(C*(t,r, x)) —aeﬁtll;]p llzp <1;o¢> o (x —nh)f 1]
_ o 51— N L
- Bt<1—a> pqp [1Ep(xnh)] e
— ae Pt <1 f‘a> Tue)

xdy = (x — nh)Jy + HJzh
= Z(t)(x — hh) U (8) f 7P + Jch
= pZ (U () f7P + 7.J,h.

Por lo tanto,

B(C*) + raJy, = —C*Jp + ae PU(C*) + raJ,
(3.32)

— (1- D) ZOUG)f [(1 fa>l‘p * l?pf] —AT[L— 7

Si sumamos las igualdades en (3.30), (3.31) y (3.32), obtenemos

H+ A(n*) + B(C™)

— (- PZOUOS? [~ 4 it bl = )+ 5 0OPS

1
1 P o I-p rp
“V2 frr + ——bp(t)0(t) f-
#5000+ (1) +1_pf]

1
— Ny [ht + ky (kg — 7)h, + ithM —bp(t)9(t)h, + 1 — rh}

Notemos que las expresiones dentro de los corchetes coinciden exactamente con las ecua-
ciones diferenciales de f y h en (3.22a) y (3.23a), respectivamente. En consecuencia, estos
términos son iguales a 0, por lo que H + A(n*) + B(C*) = 0, lo cual demuestra que J
resuelve la ecuacién HJB. O
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Capitulo 4
Teorema de verificacion

Primero, planteamos la siguiente definicién de procesos L, la cual se usara para definir

las estrategias admisibles y algunas condiciones en el teorema de verificacion.

Definicién 4.0.1. Para una constante X > 1, diremos que Y : [t,T] x Q@ — R% es un

proceso L si es un proceso progresivamente medible y

E MTW(S)MS] < odj

Ademas, si para cada A > 1 empleamos la norma

1Yy = (E MT |Y(s)|’\ds]>

para los procesos L*, tenemos que se cumplen las siguientes desigualdades (por ejemplo,
ver [22]).

1/

Proposicién 4.0.2. Sean Y y Z dos procesos L*, para una constante X > 1. Entonces

|Y + Z||x < oo, por lo que Y + Z también es un proceso L.

Proposicién 4.0.3 (Desigualdad de Hélder). Sean a,b,c > 1 constantes tales que 1/a +
1/b=1/c. Si Y y Z son procesos L* y L°, respectivamente, entonces ||Y Z||. < ||Y ||la +

I Z||p, por lo que Y Z es un proceso L.

Luego, conociendo el dominio de la funcién J : @ — R que resuelve la ecuacién HJB,
definida en (3.25), podemos establecer las propiedades que caracterizan una estrategia

admisible.

Definicién 4.0.4. Diremos que una pareja de procesos (m,C) : [0, T] x Q@ — R es una

estrategia admistble si cumple con las siguientes condiciones:
1. Los procesos w y C son adaptados.
2. Se cumple que C(t) > 1, para todo t € [0,T].

3. Para todo (t,z,r) € QT, existe una solucion tnica para la ecuacion diferencial es-
tocdstica de la riqueza (2.1) con wvalores iniciales X(t) = x y R(t) = r. Ademds,
(s,X(s),R(s)) € Q para todo s > t.
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4. El producto 7'c es un proceso L*.

Observemos que una condicién equivalente para que se cumpla (s, X(s), R(s)) € Q es que
X(s) > nh(s, R(s)). Por lo tanto,

1. Cuando s =T, tenemos que X (T') > 7.

2. Cualquier estrategia que cumpla que X (s) > 0, automaticamente cumple la condi-

cion (s, X(s),R(s)) € Q, ya que ) < 0y h es una funcién estrictamente positiva.

3. Sin =0, todas las estrategias admisibles deben cumplir X (s) > 0. En este caso se
tiene que Q = Q™.

En lo siguiente, probaremos que la funcién J coincide con la funcién de valor del problema
de inversién-consumo V : QT — R bajo esta definicién de estrategia admisible. Adems4s,
las funciones 7* y C* definidas en (3.26) y (3.27), respectivamente, forman la estrategia

optima.

Teorema 4.0.5. Sea J : Q — R la funcion definida en (3.25), la cual cumple con resolver
la ecuacion HIB en (3.1a) y (3.1b). Ademds, sean w: [0,T] x R xR - R" y C : [0,T] x

R xR — R funciones tales que:
AT Cre) g (¢ 2) + ae P U(C(t, r,z)) = 0. (4.1)

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Los procesos 7 (s) = (s, R(s), X (s)) y C*(s) = C(s, R(s), X (s)) forman una estra-

tegia admisible.
2. El proceso J.(s) := J.(s, R(s), X(s)) es un proceso L*.
3. El proceso J.(s) = J,(s, R(s), X(s)) es un proceso L?.

Entonces,
J(t,ryx) = V(t,r,z) = VT (tr,2),

para todo (t,r,x) € Qt.

Demostracién. Fijemos (t,r,x) € QT y denotemos por X a la solucién de la ecuacién de
la riqueza con X (t) = x y R(t) = r bajo una estrategia admisible (g, C).
Si usamos la férmula de It6 (en particular, empleamos la férmula multidimensional de It6

n [19]) en J(s) := J(s, R(s), X(s)), obtenemos
J(u) = J(t,r,z) + / AT0E)C0) J(5)ds + M(u), t<u<T (4.2)
t
donde

M(u) = /tu Jz(8)mo(s) o (s)dW (s) + /tu bJ.(s)p(s)'dW(s), t<u<T.
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Como my forma parte de una estrategia admisible, myo es un proceso L*. Entonces, por
la desigualdad de Holder, se cumple que el proceso J,m\o es un proceso L?. Ademss,
como bJ,p también es un proceso L2, se tiene que M es una martingala, por lo que
Bipa M(T)] = Byt M(1)] = 0.

Luego, si tomamos el valor esperado en (4.2) con u = T', tenemos que
T
Epro[J(T)]) = Btz [J(t,r,m) - / AT0():C00) 1 (5)ds + M(T)]
t

T
= J(t,T’,IB) + Et,'r,x |:/ ANO(SLCO(S)J(S)C[S] .

t

Por otro lado, ya que J resuelve la ecuacion HJB, se sabe que

AT0():C00) J(6) + ae U (Cp(s)) < 0,
J(T) = (1 — a)e PTUX(T)).

Por lo tanto,
T
J(t,r,2) = Eppa [— / AT C06) 7 (5)ds + J(T)}
t

> Bira [a /t B (Cos))ds + (1 — a)e—ﬂTU(X@))]

= V70 (¢ ).

En cambio, bajo la estrategia (7*, C*), tenemos que la desigualdad anterior se cumple con

igualdad debido a la condicién (4.1). En consecuencia,
V™ (4, x) = J(t,r,x) > VOO (L 1 x).

Finalmente, tomando el supremo sobre todas las estrategias admisibles en la relacién

anterior, obtenemos J(t,r,x) = V(t,r, x). O

Para poder usar este teorema, necesitamos demostrar que algunos procesos que dependen
de f y h son L para algin A > 1. Los siguientes resultados prueban algunas propiedades,

que conjuntamente con la desigualdad de Holder, simplifican este proceso.

Lema 4.0.6. Sea Y un proceso adaptado con caminos muestrales continuos tal que

sup E [|Y(t)|’\} < 00,
t€[0,T]

para una constante A\ > 1. Entonces, Y es un proceso L.

Demostracion. Fijemos una constante X\ > 1. Aplicando el teorema de Tonelli obtenemos

E [/OT\Y(S)MS] _ /OTE [P ds <7 sup B[y ()] < oc.

t€[0,T]
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Ademds, como Y es un proceso adaptado y tiene caminos muestrales continuos, también

es progresivamente medible. O

Proposicion 4.0.7. Para cualquier constante v € R, se cumple que

sup E[|f(t, R(1))|"] < oc.
t€[0,T]

Demostracion. Primero, notemos que R es un proceso gaussiano con media y varianza

dados por

E[R(t)] = k + (R(0) — ka)e ™™,

Var[R(t)] = 21); (1 - e*%lt) ,

(por ejemplo, ver [18]).
Luego, definimos una variable aleatoria Z con distribuciéon normal y con media y varianza

iguales a

E[Z] = max{R(0), ka},
b2

VCLT[Z] = 27]@'1’

de modo que E[Z] > E[R(t)] y Var[Z] > Var[R(t)], para cualquier ¢t € [0, T].

Notemos que, como R(0) > 0, se cumple que
E[R(t)] > ko(1 — e M%) >0

Entonces, para a = yD2(0,7T), tenemos que exp (R(t)) es una variable aleatoria con

distribucién lognormal y

E [eaR(t)] — E[RM)]+50°Var[R()]

< e\a|E[Z}+%a2Var[Z]

-y [aalz] .

Seguidamente, sea ¢ : [0,7] — (0, 00) una funcién auxiliar definida de la siguiente manera:

1
— T
(p(t) _ ( (6% >1 P / eDl(tﬂ')dT_'_ eDl(t,T).
t

1l -«

Al ser ¢ una funcién continua que retorna valores positivos, existen dos nimeros m y M
tales que, 0 < m < ¢(t) < M, para todo ¢ € [0,T].

Como Ds es una funcién que retorna valores no negativos, es decreciente en t y creciente
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en 7, para r > 0 se cumple que

a \75 (T
f(t, ’I”) — < > / €D1 (t,T)+D2 (t,T)TdT + €D1 (t,T)+D2 (t,T)?“
t

< MeDQ 0,7)r .

Por el contrario, si r < 0,

11—«
== T
<[ @ 1p/ eD1ET) gr 4 D1
T \l-«a ¢
= ¢(t)
< M.

En consecuencia, para v > 0, se tiene que

B[ f(t, Rt)["] = E [f(t, R®)) L{rw=03) + E [£(t R() 1 {r)<0}]
<E [MWDz(OvT)R“)1{3@)20}} + E [M"1r@#)<0)]

= ME [BQR(t)l{R(t)EO}} + ME [1r()<0})
< M'E [eaR(t)} + M

< M'E [elalz] + M.

Por otro lado, para r > 0, se cumple que

1
T
Ftr) = ( o ) / D1 +Do(t0)7 g o o D1(T)+Da(tT)r
t

1l -«
1
— T
>< @ >lp/ eP1(7) g 4 D1(0T)
T \l-« ¢
= ()
>m
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En cambio, para r < 0,

Finalmente, para v < 0, se tiene que

E[lf(t, R(t)|"] = E [f(t, R(t)) 1 r@y>01] + E [f(t, R(t)) 1{rw)<o}]
< B [m' 1 (pwso)] + B [m e P OTRO 5 )|
= m"E [Lirgzop] +m7E [ rey<op
<m’+m'E [eaR(t)}

<m’'+m'E [€|a|Z} .

Por ende, el supremo de E[|f(t, R(t))|”] sobre t € [0,T] es finito. O

Proposicion 4.0.8. Para cualquier constante v € R, se cumple que

sup E[[h(t, R(t))|"] < cc.
te(0,7)

Demostracion. En la proposicién anterior definimos una variable aleatoria Z con distri-
bucién normal tal que E[Z] > E[R(t)] y Var[Z] > Var[R(t)], para todo t € [0, T].
Entonces, si denotamos o = vD4(0,T"), tenemos que exp(aR(t)) es una variable aleatoria
con distribucién lognormal y

E [eaR(t)] — E[R®)]+50°Var[R(1)]

< 6\&|E[Z}+%a2Var[Z]

-y [e'o"Z] .

Luego, sea ¢ : [0,T] — (0,00) una funcién auxiliar definida de la siguiente manera:
T
o(t) = / eDs7) g 4 Dt
t

Al ser ¢ una funcién continua que retorna valores positivos, existen dos nimeros m y M
tales que, 0 < m < p(t) < M, para todo ¢ € [0, T].

Como Dy es una funcién que retorna valores no positivos, es creciente en t y decreciente
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en 7, para r > 0 se cumple que

T
Wt r) :/ D3+ Da(tr)r g o o Ds(tT)+Da(t,T)r
t

T
S/ (D3() gr 1 (Da(t,T)
t

o(t)
M.

IN

En cambio, para r < 0,
T
h(t, 7’) _ / eDg(t,T)+D4(t,7’)rd7_ + eDg(t,T)+D4(t7T)T
t

T
< / D3t +Da(O.T)r g L Da(t.T)+Da(0.T)r
t

i (p(t)eD4(0,T)r
< M€D4(07T)T.

En consecuencia, para v > 0, se tiene que

E[|n(t, R(t)["] = E [h(t, R() Lirw>0y] + B [A(t, R(1) L (r@#)<0y]

< E [M"Lipys0)] + E | M7ePHODRO1 o o]
= MYE [Lngyzo)] + ME [*R0 1) o)
< M+ M'E [e“R@)}

<M"+ME [e'a‘z} :
Por otro lado, para r > 0, se cumple que

T
h(t, 7’) _ / eDg(t,T)+D4(t,T)TdT B eDg(t,T)+D4(t,T)r
t

T
> / D3t +DaO.T)r g L Da(t.T)+Da(0.)r
t

_ (p(t)eD4(0,T)r

> meD4(O,T)r )

Por el contrario, si r < 0,
T
h(t,’l“) _ / 6D3(t,7)+D4(t,T)Td7. + eD3(1,‘,T)—&—D4(1€,T)'r
t

T
>/ €D3(t,7')d7_ + eDg(t,T)
t

= p(t)

> m.
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Finalmente, para v < 0, se tiene que
E[|h(t, R())"] = E [h(t, R(t)) " 1{r@y>0y] + E [Pt R(1)"1{r@)<0y]
<E |:m’Ye’YD4(0,T)R(t)1{R(t)20}:| + B [m" 1 pay<0y]
= m1E [e*FO1 n)50)| +mE [Liag <o)
<m'E [eO‘R(t)} +m7
<m'FE {e'a‘z} +m".
Por ende, el supremo de E[|h(t, R(t))|?] sobre ¢t € [0,T] es finito. O

Corolario 4.0.9. Para cualquier constante v > 0, se cumple que

sup E[|fr(t, R(t))["] <oco y  sup E[h.(t, R(t))]"] < oo.
te[0,T] te[0,T]

Demostracion. Recordemos que Do es una funcién que retorna valores no negativos, es

decreciente en t y creciente en 7. Entonces, se tiene que

1
i 1T
fr(t, T) _ < «Q > 1-p / DQ(t7T)@Dl(t’T)JrDz(t’T)rdT + DZ(t7T)€D1(t,T)+D2(t,T)T
t

l—«

1
— Vg
< < « ) 1-p / DQ(O,T)@Dl(t’T)+D2(t’T)rdT DQ(O,T)GDl(t’T)+D2(t’T)T
t

“\1l—«

= D2(07 T)f(ta T)'
Por otro lado, | Dy4| es una funcién decreciente en ¢ y creciente en 7, por lo que

T
|he(t,7)| = / Dy(t, 7)eP2&m+Daltnrgr o Dy (¢, T)ePaT)+Dalt.T)r
t

T
< / |Dy(t, 7.)|6D3(t,7)+D4(t,T)Td7- + | Da(t, T)|6D3(t’T)+D4(t,T)T
t

T
< / |D4(O, T)|6D3(t,7')+D4(t,T)rd7_ + |D4(0, T)|eD3(t,T)+D4(t,T)r
t

= |D4(0,T)|h(t,T).

En consecuencia, a partir de las proposiciones anteriores, tenemos que los supremos de

E[fr(t,R(t)|"] v E[|h.(t, R(t))|"] sobre t € [0,T] también son finitos. O

Corolario 4.0.10. Sea ¢ cualquiera de las funciones f, 1/f, fr, h, 1/h y h,. Entonces,
el proceso ¢(t, R(t)) es un proceso L para todo A > 1.

Demostracion. Primero, fijemos una constante A > 1 arbitraria y denotemos con ¢ cual-
quiera de las funciones enunciadas en el corolario.
En los resultados anteriores, se ha demostrado que el supremo de E[|p(t, R(t))|*] sobre

t € [0, 7] es finito. Por lo tanto, para demostrar este corolario, solo debemos verificar que

31



el proceso ¢(t, R(t)) es progresivamente medible, lo cual se cumple ya que ¢ es una funcién

continua y R es un proceso adaptado con caminos muestrales continuos. ]

Con estos resultados a la mano, pasamos a demostrar que la estrategia que se forma con 7*
y C* cumple las condiciones de una estrategia admisible. Pero antes, probamos la siguiente

propiedad de los procesos de Ito.

Lema 4.0.11. Sea Z un proceso de Ité definido de la siguiente manera:

t t
Z(t) = Z(0) +/ a(s)ds+/ B(s)dW (s),
0 0
donde o y 3 son procesos L' y L?, respectivamente. Entonces, se cumple que

sup E[|Z(t)|] < oo.
te[0,T]

En particular, todo proceso de Ité con caminos muestrales continuos es un proceso L'.

Demostracién. Como o v 3 son procesos L' y L?, respectivamente, se cumple que

EUOT\a(s)us] =M, <00 y E{/{)T\B(s)ﬁds} = Mg < oo.

Luego, notemos que

Z(8)| < 12(0)] + + /0 B(s)dW (s)

/0 ta(s)ds

< |Z(0)|+/0 la(s)|ds + 1+

2

/ B(s)aw (s

Entonces, si aplicamos el valor esperado en ambos lados de la desigualdad anterior, obte-

2]

nemos que

E[!Z(tmzwzmnw[ / \a<s>|ds]+E [ sames

1+ 12(0) + B [/Ot |a(s)|ds] VE M |ﬁ(s)|2ds]

—1+412(0)| + M, + M.

Por lo tanto, el supremo de E[Z(t)] sobre t € [0,T] es finito. O

Lema 4.0.12. Sean By y Bo procesos L' y L?, respectivamente. Entonces, la solucion

unica de la ecuacion diferencial estocdstica

dY = B1Ydt + BoYdW,
Y(t)=vy
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€S

Y (s) = yexp (/t [Bl(u) _ 5132(u)|2] du + /t Bg(u)dW(u)) .

Demostracion. Si denotamos Z = In(Y'), tenemos que

Z(s) —ln(y)—i-/ts [Bl(u)—;]Bg(u)lz} du+/tsB2(u)dW(u).

Por lo tanto,

1
dZ = (Bl — 2‘Bg‘z> dt + BodW.

Luego, si aplicamos la férmula de Itd en Y = exp(Z), obtenemos

1
dY =YdZ + ;Y dZdZ
1 1
- <31 - 2\32|2> Ydt + BaYdW + 2| BVt

= B1Ydt + BaYdW.

Ademés, observemos que Y (t) = y. O

Proposicién 4.0.13. Eziste una solucion inica para la ecuacion de la riqueza en (2.1)
bajo la estrategia m(s) = 7*(s, R(s), X(s)) y C(s) = C*(s, R(s), X(s)).

Demostracion. Para simplificar la notacién, denotaremos las estrategias 6ptimas de la

siguiente manera

donde

a \I-»r 1
As(s) = <1 — a) f(s,R(s))’
Y (s) = X(s) — nh(s, R(s)).

Si aplicamos la férmula de Itd en (¢, r, ) :== = — Hh(t,r), tenemos que
1 1
dY = pudt + @, dX + iwdedX + prdR + 590rrdeR + @urdXdR
1
= —iihidt +dX = iihydR — by, dRAR
1
= —fhdt + dX — fhy [k1(ka — R)dt + bp/dW] — §ﬁb2hwdt

1
= dX — i) [ he + ku(ka = R)hy 4 50 hir | dt = ibhypl VY.
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Notemos que el término dentro de los corchetes aparece en la ecuacion diferencial parcial
de h en (3.23a). Por lo tanto, la ecuacién anterior también la podemos expresar de la

siguiente manera,
dY =dX — i) [Rh + bh.p'0 — 1] dt — Hbh,p'dW.

Por otro lado, a partir de la definicién de la funcién auxiliar As, podemos derivar las

siguientes igualdades:

A(s)(s)Y (s) = 7(s) u(s) = —Aa(s) n(s) = —iibhy (s, R(s))p(s)'0(s),
Ay(s)'(s)Y (s) = (s)'(s) = —As(s)'o(s) = —ibhy (s, R(s))p(s)'-

Luego, conjuntamente con la ecuacién de la riqueza (2.1), obtenemos

dY = dX — f[Rh — 1]dt + A4udt + AbodW
= dX — 7[Rh — 1]dt + AyuY dt — 7' pdt + Ao Y dW — 7’ odW
= [RX — C]dt — A[Rh — 1]dt + AjuY dt + AjoY dW
= [RX — A3Y — fj]dt — 4[Rh — 1]dt + A pYdt + Aoy dW
= [R(X —nh) — A3Y + AjuY]|dt + A\oYdW
=[R — Az + Ajp]Ydt + A\oYdW. (4.3)

Esta ecuacién diferencial estocéstica de Y tiene solucién unica si es que R, A3 y A} son
procesos L', y si Al o es un proceso L&s

Como R es un proceso de Itd6 con caminos muestrales continuos, sabemos por un lema
anterior que también es un proceso L!. También se ha demostrado que f(¢, R(t))~! es un

proceso L', por lo que A3 también lo es. Ademés, los procesos

1

Al (3>//J, = HIG(S)P +b f(S, R(S)) p(s)/9(5)7
o / fr(s, R(s)) /
Ai(s)'o = E(%S) +0 (5, R(s)) p(s),

también son procesos L' y L?, respectivamente, ya que p y @ son funciones acotadas y
ft, R(t))" y f-(t, R(t)) son procesos L*.
Por lo tanto, existe una solucién de la ecuacién diferencial estocéstica, la cual estd dada

por
Y(s) =Y(t)exp (/: [Bl(u) — ;|Bz(u)|2] du + /ts BQ(U)dW(U)) , §>t, (4.4a)
Y (t) = X(t) — nh(t, R(t)), (4.4b)

donde Bj(u) = R(u) — Az(u) + A1 (u)' p(u) y Ba(u) = Ai(u) o(u).

Luego, el proceso X lo podemos expresar en funcién de Y de la siguiente manera:
X(s) =Y(s) +nh(s, R(s)), (4.5)
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con lo cual queda demostrado la existencia y unicidad de la solucion de la ecuacién de la

riqueza. O

Corolario 4.0.14. Para (t,r,z) € Q*, denotemos por X a la solucién de la ecuacion
de la riqueza con valores iniciales R(t) = r y X(t) = z, bajo la estrategia m(s) =
(s, R(s), X (s)) y C(s) = C*(s, R(s), X(s)). Entonces, (s,R(s), X(s)) € Q y C*(s) > 1,
para todo s € [t,T).

Demostracion. A partir de la proposicién anterior, sabemos que X se puede expresar de

la siguiente manera:

X(s) = Y(s) +nh(s, R(s)),

donde Y es el proceso definido en (4.4a) y (4.4b).
Observemos que Y(s) > 0 ya que X(t) =z > 0,7 < 0y h es una funcién estrictamente
positiva. Entonces, se tiene que (s, R(s), X(s)) € Q.

Por otro lado, la estrategia 6ptima de consumo es

a ﬁ 1 N .
o) = (125)" gy KO - o R+

<4 (1 f‘a)lip WY(sHﬁ.

En consecuencia, C'(s) > 7 si el primer término en la ecuacién anterior es positivo, lo cual

también se cumple ya que a € (0,1) y f es una funcién estrictamente positiva. O

Corolario 4.0.15. Sean (t,r,z) € QT y A una constante en R. Entonces, se cumple que

sup Eiga [|Y(s)|A} < 00. (4.6)
s€t,T)

Demostracion. Si denotamos Z(s) = |Y (s)|*, tenemos que

S 1 S
Z(s) = [Y (1) exp (/ [/\Bl(u) — 5)\ |Bg(u)|2] du —i—/ )\Bg(u)dW(u)) .
t t
Por lo tanto, el proceso Z cumple la siguiente ecuacion diferencial estocastica
1 2, 1 2
dZ = |ABy — 5)\ | B2 | + 5 [ABa|”| Zdt + AB2 ZdW.

Luego, como By es un proceso L2, se tiene que A\|Bz|? y [ABz|? son procesos L'. Ademsés,
como AB; es un proceso L', Z es un proceso de It6 y, por un lema anterior, el supremo

de E[Z(t)] es finito. O

Corolario 4.0.16. El proceso J(s) = J(s, R(s), X(s)) es L, para todo A\ > 1.
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Demostracion. Recordemos que
J(s,m,2) = (1= a)e U (3(s, 7, 2))f(s,7) 77,

=(1- a)e‘ﬂslp_qp (1 zp:z‘ +nh(s, 7“)>pf(877")1_p-

Entonces,
J(s,R(s), X(5)) = (1 — )P 1P (qx<s> T nh(sﬂ(s))) £ (s R(s))"

R e (L) IACR O
pg \1-p

Por lo tanto, J(s) es un proceso adaptado con caminos muestrales continuos. Més atin,

por el corolario anterior sabemos que Y'(s)? es un proceso L7 para todo v > 1. Como

f(s, R(s))'~P también cumple esta propiedad, usando la desigualdad de Holder obtenemos

que J(s) es un proceso LR ]

Proposicién 4.0.17. Sea 7(s) = n*(s, R(s), X(s)). Entonces, se cumple que 7(s)'o(s) es

un proceso L*.

Demostracion. Notemos que

r(s)o(s) = |——0(s) + bp(s) L5 E)

1= F(5.R(5)) Y (s) +0bp(s) hr (s, R(s)).

Como se ha demostrado en los enunciados anteriores, para todo A > 1, los procesos Y(s),
f(s, R(5)), h(r, R(s)), fr(s,R(s)), he(r,R(s)) y f(s,R(s))" son LA. Luego, como p y ¢

son funciones acotadas, se cumple que el proceso 7(s)'c(s) es L. O
Finalmente, probamos que 7* y C* cumplen las condiciones del teorema de verificacion.

Proposicién 4.0.18. Las funciones m* y C* definidas en (3.26) y (3.27), respectivamente,

cumplen con las condiciones del teorema de verificacion.

Demostracion. Por construccién sabemos que 7* y C* cumplen con la ecuacién (4.1).
Ademds, a partir de los enunciados anteriores sabemos que 7(s) = 7*(s, R(s), X(s)) y
C(s) = C*(s, R(s), X (s)) forman una estrategia admisible. Por lo tanto, queda demostrar
que los procesos J.(s) v J.(s) son L* y L?, respectivamente.

Primero, recordemos que
Jo(s,,2) = (1= a)e” Uy (8(s,,2)) f(5.7) "7,

— (1—a)e P (1 a

—(1-p)
x+ nh(s,r)) f(s,m)tP.

Entonces, como el proceso J, (s, R(s), X(s)) es igual al producto de procesos que son LA,

para todo A > 1, este proceso también cumple esta propiedad.
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Por otro lado, notemos que
Jr(s’ T, :C) = (1 - p)(l - a)e_ﬂsU(é(sv T, x))f(sv ’I“)_pr(S, T)
—n(l— a)eiBSUx(é(s, r,x))f(s, 7“)17”h,ﬂ(s7 T)
=(1- p)J(s,T,x)f(s,r)flfr(s,r) —ndy(s,r,z)hr(s,7).

Similar al caso anterior, J,(s, R(s), X(s)) también se puede expresar como la diferencia de
productos de procesos que son L*, para todo A > 1. Entonces, J,(s) también cumple esta

propiedad. ]
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Capitulo 5

Resultados bajo otros modelos de

tasa de Interés

En los capitulos anteriores hemos hallado la solucién al problema de inversién-consumo
bajo el modelo de Vasicek para caracterizar la dindmica de la tasa de interés. En este
capitulo presentamos cudles son los cambios en los resultados encontrados si reemplazamos

el modelo de la tasa de interés por el modelo de Hull-White o por el modelo de Ho-Lee.

5.1. Hull-White

En esta seccién asumimos que la dindmica de la tasa de interés se puede modelar bajo la

siguiente especificaciéon del modelo de Hull-White!:

dR = (ky(t) — k1 R)dt + b(t)dW

donde k; > 0y ko,b: [0,7] — R son funciones deterministicas tales que ko es integrable y
b es cuadrado integrable. Adicionalmente, asumiremos que b es una funcién acotada para
poder extender facilmente los resultados anteriores.

En este caso, el operador A sobre funciones de clase C1?2 para formular la ecuacién HIJB

es el siguiente:

ATCG(t,r,3) = b+ e+ 7' lt) — Ol + 370 (1) P

£ (halt) = ki) + b6 + DT ()p(t)re.

De esta manera, si consideramos las siguientes funciones auxiliares:

H = J, +rads + (ka(t) — kir)Jy + %b(t)QJm (5.1)
A(r) = (e + 1o (07 + B0 (8 o (0) e (52)
B(C) = —CJ, + ae”P'U(0), (5.3)

1Si bien en la versién més general del modelo de Hull-White el factor k1 puede ser una funcién que
dependa del tiempo, es usual en la practica utilizar una constante positiva (por ejemplo, ver [3]).
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podemos expresar la ecuacion HJB de la siguiente manera:

H + sup {A(m)} + sup{B(C)} =0,
TER™ C>n

con condicién terminal J(T,7,z) = (1 — a)e #TU ().
Notemos que B como funcién de C' es igual al obtenido bajo el modelo de Vasicek en (3.4),

por lo que el valor C* que maximiza la funcién B también es

C*(t,r,x) = U " < Ja >

et

Por consiguiente, las diferencias en la estrategia éptima de consumo, C*, solo se daran por
las diferencias que encontremos en la funcién de valor J.

Por su parte, A es una funcién cuadrética de la forma (5.2), por lo que también es una
funcién estrictamente concava si J;; < 0. Por el momento, supongamos que la funcién J
cumple esta propiedad.

Entonces, como la primera derivada de las funcién A es
Ap = pt)Jy + o(t)o(t) 7dpe + b(t)o(t)p(t) e,

a partir de la condicién de primer orden tenemos que el vector que maximiza A es:

™ (t,r, x) = —al(t)’é’(t)f; —b(t)oH(t) p(t) j;z (5.4)
Luego, si evaluamos A en 7*, obtenemos
) = p0)'n T + 5o (0 7 P T+ b(0)p (1) o (1) 7
ORI b0 o) 2 1 P = 4 un0ay o) N
+ SO b0p(0f0() 2 a2 2 "
e O s

Por otro lado, las relaciones que se obtuvieron entre las derivadas parciales de J y las de
su transformada de Legendre, J , no dependen de la dindmica de la tasa de interés. En
consecuencia, podemos utilizar estos resultados directamente y asi definir las siguientes

funciones auxiliares:
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j:‘[ = H|m=g(t,r,z)

N =

= Ji 4+ rgz+ (ka(t) — k1r)J, + =b(t)? (jrr B V)

—_

2
= Ji+rgz + (ka(t) — kyr)Jy + =b(t)? <JW N w) |

9z
A= A<7T*> ‘x=9(tﬂ"vz)

[\

1 22 1, ,J2%)J2 —2dn )
= —— 9 t 2 _ _ 7b t 2Y%rz AZZ _ b t t /9 t #
S5 = 0P L2 — ot ol

1 2,27 1 2J1gz / 7
= 5 10)72" Tz + Sb(t)" == — b(t)p(t) ()2 ;2

1 2.2 k 293 /
= —5l0@®)["="g. — Sb(t) - +b(t)p(t)' 0(¢)2g:,
B = B(C*)|x:g(t,r,z)

= -C*(t,r,g(t,r,2))z + aefﬁtU(C*(t, rg(t,r, z))),

donde g(t,7,-) es la funcién inversa de Jy(t,7,-).
Notemos que al igual que B, B es equivalente a la misma funcién definida bajo el modelo

de Vasicek. Por lo tanto, su derivada con respecto a z es igual a

~ 1—p 1 8 1

B, =———alre 1-pz 1 —q.
q

Por otra parte, como el término %b(t)zgf /g estd presente tanto en H y A con signos
opuestos, este se elimina cuando se suman estas funciones. Consideremos entonces las

siguientes funciones
. 2 N 1 A
H=J; +rgz+ (ko(t) — kyr)J, + §b(t)2JM,,
. 1
A= —S10®)P="g: + b(t)p(t) 0(t) 29y,

demodoqueﬁ—i—flﬁ—ézfl—i—fl—&—ézo.

Luego, las derivadas de estas funciones con respecto a z son

. . .1 .

H, = J + rg.z+rg+ (k2(t) — le)Jrz + §b(t)2c]rrz
1

= —gi+ 7922+ 19 — (ka(t) = kar)gr — Sb(t) g,

Au = —10(0)P2g- — 162 g=x + (P O(0) (g1 + 201

Entonces, para resolver H.+A,+B.=0, podemos emplear la misma funcién g propuesta

en (3.21), con lo cual tenemos que
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H= M) {2~ e

4 f  alt) = har)y = 30002
4 [—ht +rh = (ka(t) — kar)hy — ;b(t)zhw]

ﬁ:;pf = fi= (ka(t) = kar) fr - ;b(t)wa]

1
+1 [—ht + 7h — (ko(t) — k17)hy — 2b(t)2hw] ,

i 5 1 2, _2-7p 2 ! b
A= M) | 200 = 53 =2l + wepteyoo) (1 12 ) £
b 0(0)h,
p p / o /
= - M(t,2) |5 T BOPT + T2 bOn 01| + ol 8O,
B - (1 fa> M) -

donde f,h:[0,T] x R — R" son funciones por determinar tales que f(T,r) = h(T,r) =1
y M :[0,T] x Rt — R* es una funcién auxiliar dada por

1-— 1 _ B _ 1
M(t,z) = J(l —a)T-re Ty T,
q

Una ventaja de usar la misma funcién g es que J tiene la misma forma que (3.25) y, por
lo tanto, las diferencias solo se presentan en las funciones f y h, las cuales deben resolver

los siguientes problemas de valor terminal:

[ﬂl_—;p 21 gp)2 ]9(15)]2} i =y [&?b(t)P(t)IQ(t) — ka(t) + k1r| fr
- *b(t)QfM - (1 fa> (; 2 (5.6a)
STy =1, 5.6b
f(t.r) >0, (5.6¢)

N

rh—he = [b(t)p(t)'0(t) — ka(t) + kar]hy — %b(t)QhTT =1 (5.7a)
T r) =1, (5.7b)
It r) > 0. (5.7¢)

Observemos que el corolario 3.1.4 también es aplicable para ambos problemas de valor

terminal. Por lo tanto, obtenemos las siguientes soluciones para f y h:
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1

« 5 (T
f(tv'r) = ( > / €D1 (t,T)+D2(t,T)rd7_ + eDl(t,T)+D2(t,T)r’
t

Di(t,7) = /t ’ (&)b(s)@(s)’p(s) + k2(5)> Dy(s, 7)ds

N /t (MW(S)’Q _ 1?})) ds + % /t b(s)2 Da(s, 7)2ds,

p k(e
Dot:7) = =y (1= e707).

Ys
T
h(t, 'r) = / €D3(t,7)+D4(t,7)7‘dT + 6D3(t7T)+D4(t,T)r’
t

Ds(t, ) = /tT(—b(s)H(s)/p(s) + ko(s))D4(s, T)ds + % /tT b(s)2Dy(s, 7)%ds,

Dy(t,7) = _/:1 (1 - efkl(Tft)) :

Para poder recuperar J a partir de su transformada de Legendre, asumiremos adicional-
mente que el rango de J, es RT y que J,(t,7,-) es invertible. Asi, utilizando la igualdad

en (3.10), tenemos que
J(t,r,x) = (1 —a)e PU(t,rz))f(t,r) 7P, (5.8)

donde 0(t,r,x) = x + (1 — h(t,r)).
Luego, podemos utilizar el corolario 3.2.3 para demostrar que esta funcién JJ cumple los
supuestos realizados lineas arriba ya que f en este caso también es una funcién positiva.

Ademids, tenemos que
Jea(t,r ) = (1 — a)e PtUL (6(t, r, x)) f(t, 7)1 7P < 0,

yva que Uz, < 0 para todo x € O.

Asimismo, recordemos que para demostrar que .J resuelve la ecuacion HJB bajo el mo-
delo de Vasicek, no usamos las soluciones explicitas de f y h, sino solo las ecuaciones
diferenciales que estas funciones satisfacen. Por esta razon, las demostraciones resultan

similares.

Proposicién 5.1.1. La funcion J definida en (5.8) resulve la ecuacion HJB del problema

de inversion-consumo bajo el modelo de Hull- White.

Demostracion. En primer lugar, verificamos que se cumple la condicién terminal de la

ecuacién HJB:

J(T,r,x)=(1— a)e_BTU((S(T, rz))f(T,r) P
=(1—a)e PTU(x + 7 — 7h(T,r))
=(1—-a)e PTU(x).
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Por otro lado, para probar que J cumple

H + sup {A(m)} + sup{B(C)} =0
TeER™ C>n

es suficiente con verificar que H + A(7*) + B(C*) = 0, puesto que ya hemos verificado que
Jzz < 0.

En la proposicién 3.2.4 encontramos varias expresiones para las derivadas de J en términos
de f y h que también podemos emplear en esta demostracion.

Para simplificar la notacién, escribiremos 0 en vez de 6(¢,r,z) en lo que sigue de la de-
mostracién.

De esta manera, primero tenemos que

1
H—raJ, — 5b(t)2JM = J; + (ko(t) — k1),

— (L= DZOUES 7 |~ f + fit (ko) — kg | (59

— Ny [Pt + (ka2(t) — kar)hy] .

donde Z : [0,T] — R es una funcién auxiliar dada por Z(t) = (1 — a)e 5.

Por otro lado, de (5.5), obtenemos

1
A(T*) + §b(t)2Jm~

2 2
= P Ly (JM - "m) — bty o)

Txr Jll?.’l)

']1’ ']7’13
Jaa

5 . 5 (5.10)
— (1= ZOUES ™ |5 2 l0OPS + 5002+ L bOp(eo(0),

e | 00— o000 .

Por ltimo, recordemos que la funciéon B solo difiere de la misma funcion hallada bajo el

modelo de Vasicek en las funciones f y h, por lo que también cumple la igualdad en (3.32):

B(C*) + rad, = —C*J, + ae PU(C*) + raJ,
(5.11)

= (L= ZOU ) [(1 )7+ 1”’pr — o[l = rh].

Si sumamos las igualdades en (5.9), (5.10) y (5.11), obtenemos

H + A(r*) + B(C¥)
B

— (=P ZOUE) S |~ f o+ o halt) — han) 4 e l00 S

+ %b(t)% + Lb(t)p(t)’e(t)fT + <1_0‘a>”’ L P f]

1—p

— Ny [ht + (k2(t) — k)b, + %b(t)zhw —b(t)p(t)O(t)h, +1 — rh] :
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Notemos que las expresiones dentro de los corchetes coinciden exactamente con las ecua-
ciones diferenciales de f y h en (5.6) y (5.7), respectivamente. En consecuencia, estos
términos son iguales a 0, por lo que H + A(7*) + B(C*) = 0. O

Por otra parte, podemos hallar la funcién 7* a partir de (5.4), con lo que se obtiene

Ju(t,rz)
Jpz(ty7, )

- __afl(t)’e(t) — (1 =p)b(t)o~ ' (t)p(t)

b () (Ot )

T (t,r,x) = —o () 0(t)

bt (1) p(t) (1. 7)

- |5 ipa_l(t)'e(t) R OT )

+0b(8)o (XY p(t) e (t,7),

En cambio, la funcién C* tiene la misma forma a la obtenida en (3.27):

1

- ) ) @ = () + (5.13)

C*tra) = (

1l—«

En resumen, las diferencias bajo el modelo de Hull-White solo se presentan en las funciones
f, hy @*, por lo que es suficiente con verificar que estas funciones también cumplen las
propiedades y condiciones necesarias para emplear el teorema de verificacién que se probé
bajo el modelo de Vasicek.

Para las funciones f y h, estas propiedades se resumen en el corolario 4.0.10, cuya demos-

tracién se basa en:

1. R es un proceso gaussiano tal que podemos encontrar cotas superiores sobre la media
y varianza de R(t) en [0, 7.

2. La funcién Ds es creciente en ¢ y decreciente en 7, mientras que D4 es decreciente

en t y creciente en 7.

3. El rango de la funcién Ds es el conjunto de nimeros no negativos y de Dy es el

conjunto de nimeros no positivos.

Sobre el primer punto, tenemos que bajo el modelo de Hull-White, R también es un proceso

gaussiano con media y varianza dadas por

mmmzR@aW+Ak*ﬁﬂ@@w,

Var[R(t)] = /0 t e~ t=9)p2 (5)d(s)
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(por ejemplo, ver [18]). Como la media y varianza son funciones continuas en ¢, existen
cotas superiores sobre ambas funciones en [0, 7.

Por otro lado, notemos que Dy y Dy son iguales a los obtenidos bajo el modelo de Vasicek,
por lo que también se cumple este corolario bajo el modelo de Hull-White.

Con respecto a 7*, las condiciones relevantes que debe cumplir esta funcién son:

1. Existe una tnica solucién para la ecuacién de la riqueza bajo la estrategia formada
por C*(s, R(s), X(s)) y 7*(t, R(s), X (s)).

2. El producto 7*(t, R(s), X (s))'o(s) es un proceso L*.

El primer punto se puede demostrar de manera analoga que con el modelo de Vasicek ya

que hemos asumido que b es una funcién acotada.

Proposicion 5.1.2. Erxiste una solucion unica para la ecuacion de la riqueza bajo la
estrategia m(s) = 7*(s, R(s), X (s)) y C(s) = C*(s, R(s), X (s)).

Demostracion. Para simplificar la notacién, expresaremos las estrategias optimas de la

siguiente manera

donde

Si aplicamos la féormula de It6 en (¢, 7, z) := = — nh(t,r), tenemos que

1 1
dY = @pidt + prdX + §<,odedX + ordR + §<prrdeR + @prdXdR
1
= —nhydt +dX — nh.dR — iﬁhwdeR
1
= —nhidt + dX — nh, [(kg — ki R)dt + bp’dW] — §ﬁbzhwdt
1
=dX — 7 |ht + (k2 — k1 R)h, + §b2h” dt — Hbh,.p'dW.
Notemos que el término dentro de los corchetes aparece en la ecuacion diferencial parcial

de h en (5.7). Por lo tanto, la ecuacién anterior también la podemos expresar de la siguiente

manera,

dY =dX — 7 [Rh + bh.p'0 — 1] dt — bh,p'dW.
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Por otro lado, a partir de la definicién de la funcién auxiliar Ay, podemos derivar las

siguientes igualdades:

A1 (s) n(s)Y (s) = m(s) u(s) = —Aaz(s) u(s) = —id(s)hn(s, R(s))p(s)'0(s),
Ai(s) o ()Y (s) = m(s) o (s) = —Aaz(s) o (s) = —ib(s)hr(s, R(s))p(s) .

Luego, conjuntamente con la ecuacién de la riqueza (2.1), obtenemos

dY = dX — f[Rh — 1]dt + Ayudt + AbodW
=dX — f[Rh — 1)dt + AjuY dt — 7' udt + AoV dW — n'acdW
= [RX — C)dt — H[Rh — 1]dt + A\ uY dt + AjoYdW
= [RX — A3Y —q]dt — H[Rh — 1]dt + A\pYdt + A\oYdW
= [R(X —fh) — AsY + A\pY]dt + AloYdW
=[R— A3z + Ajp)Ydt + AjoY dW.

Esta ecuacién diferencial estocdstica de Y tiene solucién tnica si es que R, A3 y Aju son

procesos L', y si Ajo es un proceso L?.

Como R es un proceso de It6 con caminos muestrales continuos, también es un proceso

L'. Ademés, se ha revisado que f(¢, R(t))~! es un proceso L', por lo que A3 también lo

es. Asimismo, los procesos

fr(s, R(

f(s.R(s) "

1 fr(s, R(s))
Ay(s)'o = ——0(s)' + b(s) T~ p(s),
1- b f(sa (S)
también son procesos L' y L?, respectivamente, ya que b, p v 6 son funciones acotadas y
f(t,R(t))~"y f.(t,R(t)) son procesos L*.

Por lo tanto, existe una solucién de la ecuacion diferencial estocéstica, la cual estd dada

A5 = T 10() + b

\_/

por
Y(s) = Y(t) exp (/t [Bl (u) — ;|Bg(u)\2] du + /t Bg(u)dW(u)> s>t
Y (t) = X(t) — nh(t, R(1)),

donde Bj(u) = R(u) — As(u) + A1 (u)' pu(u) y Ba(u) = Ai(u) o(u).
Luego, el proceso X lo podemos expresar en funcién de Y de la siguiente manera:

X(s) = Y(s) + 0h(s, R(s)),

con lo cual queda demostrado la existencia y unicidad de la solucion de la ecuacién de la

riqueza. ]
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Para verificar el segundo punto, notenemos que

(5, R, X(5)/0(6) = | 720067 + bl )

I-p
el cual es un proceso que esta compuesto por el producto de funciones acotadas y procesos

Y(s) —0b(s)p(s) hn(s, R(s)),

L, para todo A > 1. Por lo tanto, es un proceso L* como se requiere.

5.2. Ho-Lee

Bajo el modelo de Ho-Lee, la tasa de interés tiene la siguiente dinamica

AR = ko(t)dt + b(t)dW,

donde ko2,b : [0,7] — R son funciones deterministicas tales que ko es integrable y b es
cuadrado integrable. Al igual que en la seccién anterior, asumiremos que b es una funcién
acotada.

El operador A sobre funciones de clase C1'?? para formular la ecuacién HJB con esta
especificacién del problema es el siguiente:

ATty 3) = b+ [ra -+ 7' (1) — Ol + 570 (1) P

1
+ ka(£)6r + 5b(t)*6pr + b(E)T 7 (£)p() -
Entonces, si definimos las siguientes funciones:

1
H = Jy+rady + ko(t)J, + §b(t)2,]rr,
1
A(m) = p(t)'nJ, + Q\U(t)'WIZJm +b(t)p(t) o (t) T Tre,

B(C) = —CJ, + ae P'U(C),
podemos expresar la ecuaciéon HJB de la siguiente manera:

H + sup {A(7)} + sup{B(C)} =0,
mERN C>n

con condicién terminal J(T,7,z) = (1 — a)e PTU ().

Notemos que las funciones A y B son iguales a las obtenidas bajo el modelo de Hull-White,

por lo que podemos enfocarnos principalmente en la funcién H.

Como mencionamos anteriorermente, podemos aplicar las relaciones entre las derivadas

parciales de J y su transformada de Legendre, J. Por lo tanto, definimos las siguientes
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funciones auxiliares:
H = H|x:g(t’7a7z)

7 7 1 2| 7 jvgz
=Ji +rgz + ka(t)Jr + 5b(t) Jpy — T2

. R 1 . 2
=Ji+rgz+ ko(t)J, + ib(t)Q (JM + ?) ,

A = A(W*) ‘x:g(t,r,z)

1 2.2 1 293 /
BP9 — P+ b(D)o0)00) 201,

B = B(C*)|x:g(t,r,z)
= —C*(t,r,g(t, 7, 2))z + ae PU(C*(t,r, g(t, 1, 2))),

donde g(t,r,-) es la funcién inversa de Jy(t,r,-).
Como el término %b(t)Qgg /g. aparece con signos opuestos en H y A, definiremos las si-

guientes funciones:
2 - R 1 9 2
H=J +rgz+ka(t)J, + §b(t) Jrr,

A =~ 1002229 + b(1)p (1) B(t)zgr.

demodoqueﬁ+A+B:f[+A+B:O.

Las derivadas de estas funciones con respecto a z son

. \ .1 .
H,=Jy,+rg.z+rg+ke(t) ), + ib(t)erm

1
=—gi+719g:z+1g — kao(t)gr — §b(t)29m

R 1
A, = —10(t) 29, — §|9(75)|2229zz +b(t)p(t)'0(t)(gr + 29r2),
1—p 8 1

B,=———qal-re 1-p'z 1-» —q).
q

Al igual que el caso anterior, usamos la misma funcién g propuesta en (3.21) para resolver
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fIZ + flz + BZ = 0. Por lo tanto,

B 1
ﬂf_ft_l—p

A~

H, = M(t,2) {

S +of a0 = 307
+7 [—ht +rh — ky(t)hy — ;b(t)Qhw]

TL S - fom ka0 5002
+1 [—ht +rh — ka(t)hy — ;b(t)zhrr] ’

= M(t, 2) [

p p / o /
A= —M(t,2) [Mwwﬁf bt e<t>f7} T Ab(t)plt) B0 .
B—- ( « )”’M(t,z>—ﬁ,

1l -«

donde f,h:[0,T] x R — RT son funciones por determinar tales que f(7T,r) = h(T,r) =1
y M :[0,T] x Rt — R* es una funcién auxiliar dada por

1-— TR, 1
M(t,z):J(l—a)l—Pe 5y Tp,

Ya que se estd usando la misma funcién g, J (y por consiguiente también 7* y C*) bajo el
modelo de Ho-Lee solo se diferencia en las funciones f y h, las cuales en este caso deben

resolver los siguientes problemas de valor terminal:

Bo o] - - [beea — )] 5
_ %b(t)QfW F (1 f‘a> "R (5.15a)
f(T,r) =1, (5.15b)
F(t,r) >0, (5.15¢)

y

rh— hy — (PO~ ha(B)he — S0y =1 (5.16)
hT,r) =1, (5.16b)
h(t,r) > 0. (5.16¢)

Notemos que el corolario 3.1.4 no es aplicable para estos problemas de valor terminal ya

que el término A4 es igual a 0 en ambos casos. Por lo tanto, planteamos el siguiente lema.

Lema 5.2.1. Sea 7 € [0,T]. Supongamos que tenemos el siguiente problema homogéneo
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de valor terminal:

[A1(t) + Aorly + ye + As(t)yr + As(t)yrr =0,
y(r,r) =1,
y(t,7) >0,

donde Ay, Az, Ay : [0,T] — R son funciones integrables y Ay € R es una constante.

Entonces,

y(t,?") _ eB(t)JrD(t)T’

donde B, D : [0, 7] = R son funciones tales que B(1) = D(1) = 0, es solucion del problema

de valor terminal si
B(t) = / [41(s) + As(s)D(s) + Aa(s)D(5)?] ds,
t
D(t) = Aa(T — t),
Demostracion. Notemos que

ye(t,m) = [Be(t) + De(t)r] y(t, 1),
yr(ta 7’) = D(t)y(tv T)7
yrr(t,r) = D(t)%y(t, 7).

Reemplazando estas igualdades en la ecuacion diferencial del problema de valor terminal,

tenemos que
[A1(8) + Aarly + [Bi(t) + De(t)rly + As(t) D(t)y + Aa(t)D(t)*y = 0.
Como y > 0, este se puede cancelar de la ecuacién anterior, con lo que se obtiene
Ay (t) 4 By(t) + A3(t)D(t) + As(t)D(t)? + r[Ay + Dy(t)] = 0. (5.17)

Ya que r puede tomar cualquier valor en R, la expresién dentro de los corchetes debe ser
igual a 0. Por lo tanto:
D(t) = AQ(T — t).

Por tltimo, integrando de t a 7 en (5.17), obtenemos

B(t) = /tT[Al(s) + A3(s)D(s) + Au(s)D(s)?]ds.
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Con este resultado y el lema 3.1.2, obtenemos las siguientes soluciones de f y h:

o\ (T
f(tvr) = < > / eDl(t,T)+D2(t,T)rdT + eDl(t,T)+D2(t,T)r’
t
Dittr) = | (ppb<s>e<s>’p<s> ; k2<s>) Da(s, 7)ds
t

(P e BN ds L [ b2 D (s 1 2ds
+/t <2(1—p)2|0( ) 1—p>d +2/t b(s)"Da(s, 7)"°ds,
Dz(tﬁ):—lfp(T—t).

Y
T
h(t,r) :/ (Da(tT)EDa(tTIr g 4 Da(tT)+Da(tT)r,
t

Ds(t, 1) = /tT(—b(s)H(s)’p(s) + ka(s))D4(s, T)ds + % /tT b(5)2D4(5, 7-)2d8,

Dy(t,7) =1 —t.
Luego, podemos definir la funciéon J de la siguiente manera:
J(t,rx) = (1 —a)e PtUS(t,r,z)) ft, )P, (5.18)

donde d(t,r,x) =z + (1 — h(t,r)).
Para demostrar que J resuelve la ecuaciéon HJB, podemos utilizar algunos de los resultados

hallados en la seccién anterior debido a la similitud en las funciones A y B.

Proposicién 5.2.2. La funcion J definida en (5.18) resulve la ecuacion HJB del problema

de inversion-consumo bajo el modelo de Ho-Lee.

Demostracion. Al igual que en los casos anteriores, la funciéon J cumple con la condicién

terminal de la ecuacién HJB:

J(T,r,x) = (1— a)e*BTU((S(T, r,x)) f(T, r)lfp
=(1- a)e*’BTU(:c +n—nh(T,r))
=(1-a)e PTU(z).

Por otro lado, para probar que J satisface

H + sup {A(7)} + sup{B(C)} =0,
TERn c>4
es suficiente con verificar que H 4+ A(7*) + B(C*) = 0, puesto que J,, < 0.
Como las funciones A y B son equivalentes a los hallados en la seccién anterior, excep-
tuando solo las diferencias dadas por las funciones f y h, tenemos que también cumplen
las igualdades en (5.10) y (5.11).
Por otro lado, en la proposicion 3.2.4 encontramos varias expresiones para las derivadas

de J en términos de f y h que también podemos emplear en esta demostracion. De este
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modo, y si para simplificar la notacién escribimos § en vez de 6(¢,r, z), tenemos que

1
H —raJ, — Qb(t)%]w = J; + ka(t)J,

=~ -PZOUEOS |~ k0] (619

= 71z [he + k2 (8)he]

donde Z : [0,T] — R es una funcién auxiliar dada por Z(t) = (1 — a)e 5.

Finalmente, si sumamos las igualdades en (5.19), (5.10) y (5.11), obtenemos
H + A(m*) + B(C™)

— (L= DZOUOS? [~ it ka0, + 5 00

I—p
+?@%H—pJ®WW®ﬁ+<a yp+Tp4

1-— l—«o

— Ny [ht + ka(t)h, + %b(t)Qhw —b(t)p(t)'0(t)hy + 1 — Th] :

Notemos que las expresiones dentro de los corchetes coinciden exactamente con las ecua-
ciones diferenciales de f y h en (5.15) y (5.16), respectivamente. En consecuencia, estos
términos son iguales a 0, por lo que H + A(7*) + B(C*) = 0. O

Luego, como A y B son equivalentes a los hallados en la seccién anterior, tenemos que 7*
y C* cumplen las igualdades definidas en (5.12) y (5.13), respectivamente.

Entonces, como las diferencias con el modelo de Hull-White solo se presentan en las fun-
ciones f y h, es suficiente con verificar que estas funciones también cumplen lo propuesto
en el corolario 3.1.4 para utilizar el teorema de verificacién propuesto bajo el modelo de
Vasicek.

De esta manera, notemos que bajo el modelo de Ho-Lee, R también es un proceso gaussiano

con media y varianza dadas por

mmm=mm+4@@@,

¢
Var[R(t)] = / b?(s)ds.
0
(por ejemplo, ver [10]). Dado que la media es una funcién continua en ¢, existe una cota
superior sobre [0,7]. Ademds, Var[R(t)] < Var[R(T)] para cualquier t < T.
Por otro lado, notemos que Do y D4 son funciones lineales, por lo que son mondtonas con
respecto a t y 7. Ademads, Dy retorna valores no positivos y Dy, valores no negativos. Por

consiguiente, el corolario 4.0.10 también se cumple bajo el modelo de Ho-Lee.
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Capitulo 6

Simulacion numeérica

En el presente capitulo desarrollaremos una alternativa para simular la riqueza del indi-
viduo bajo la estrategia éptima. En la primera parte se describe el procedimiento para
obtener un proceso mas practico de simular que la riqueza X, y en la segunda parte se

exponen los resultados nimericos que se obtienen al utilizar el método de Euler-Maruyama.

6.1. Metodologia

Recordemos que la riqueza X bajo la estrategia 6ptima con el modelo de Vasicek cumple

la siguiente relacién hallada en (4.5):
X(s) = Y(s) = nh(s, R(s)),
donde Y es un proceso con la siguiente dindmica:

dY = A;(t, R)Ydt + As(t, R)YdW,

A1) = 1+ T O + s (o000 f(tr) = K]
Ag(t,T) = HQ(t)/ + b'];:((;’:; p(t)/7

1

K:( @ >1_,,‘
1«

Para simular la riqueza X, no obstante, resulta complicado usar directamente Y debido a

la presencia de términos no lineales en Ay y As, los cudles deberian cumplir la condicién
de crecimiento lineal en r para poder usar un método numérico de discretizacién como
el de Euler-Maruyama (por ejemplo, ver [10]). Por este motivo, primero buscaremos un
proceso mas simple de simular y que guarde una relacion algebraica con Y.

Primero, observemos que

1 11

1
= Al(t,R)—§|A2(t,R)\2 dt + As(t, R)dW.
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De esta manera, como

f?"( ’ ) b2f7"(tvr)2

2
|A2(7f,7’)‘ f(t,r) f(t,T‘)Z

BRCETE 510 ()!2+7bp() 0(t)

y recordando la ecuacion diferencial que cumple f en (3.22a), se tiene que

1 1, fr(t,r)?
Al(t,r)—2]A2(t,7“)|2+2b2f( )

ft,r)2
=1 o) —ftl[ppbpo O f(tr) + K
R — 7o [0 )+ ﬁwwr?ﬂt,r) v
S 1‘_ - [ft(t 1)+ ks = 6 + 3077

st

: [ft (t, 1) + ky(ka — ) fr(t, ) + beW(t r)]

Por otro lado, denotemos F' = f(s, R(s)), el cual es un proceso estocéstico estrictamente

positivo y con la siguiente dinamica:

1
dF = fudt + frdR + 3 frvdRAR

1
= [ft +ki(k2 — R)fr + 2bzfm«} dt + bf.p' dW.

Entonces,
1 Jlae 11
In(F) = =dF — F
dIn(F) Fd 2F2d dF
- fe + ki(k2 — R)f, +1b2f dt — b2f3dt+b& 'dW.
f t 1(h2 T 2 rr 92 f2 fp .

Notemos que hay varios términos en comun entre las dindmicas de In(Y') y In(F'). Més
aun,

dIn(Y) — dIn(F) = 11p [R— B+ %w( )|2] dt + 1fe( Y dW.

Luego, si denotamos Z = (1 — p)[In(Y) — In(F)], tenemos
1
dZ = [R - B+ 2|¢9(1t)|2] dt + 0(t) dWw

En resumen, se tiene que

Z(s)

x(6) = exp (2 41 B(6)) ) = s (o).

por lo que podemos simular la riqueza bajo la estrategia 6ptima a partir de las simulaciones
de los procesos Z y R.

Para fines practicos, supongamos que p y 6 son funciones constantes. Entonces, bajo el
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esquema de Euler-Maruyama, podemos aproximar Z y R de la siguiente manera:

Z(t+At)= Z(t)+ |R(t) — B+ %W At +0'[W(t+ At) — W ()],

R(t + At) = R(t) + ki(ka — R(t))At + bp/ [W(t + At) — W (¢)].

6.2. Resultados

Para realizar el ejercicio de simulacion utilizamos el lenguage de programacién Python.
En particular, se usaron las librerias Numpy y Scipy para generar nimeros aleatorios con
distribucién normal y para calcular numéricamente las integrales en las funciones f y h.

Los valores de los parametros que se usaron en la simulacién son los siguientes:

Problema de inversién-consumo: 7' =1, a = 0.70, § = 0.05 y X (0) = 100.

» Dindmica de la tasa de interés: k; = 0.02, ko = 0.05, b = 0.02, R(0) = 0.05 y, para
todo ¢ € [0, 71,
0.60
t) = .
p(t) [0.80]

» Dindmicas de los precios de los activos riesgosos: para todo t € [0, 7],

0.12 0.35 0.25
wt) = [0.18] A\7 = [0.25 0.45] j

= Funcién de utilidad: p = —0.50, ¢ = 3 y n = 0.60.

Se simularon 1000 caminos muestrales, con un tamano de paso At = 0.01, de la riqueza
X del inversionista bajo la estrategia éptima. Los diez primeros caminos muestrales de
este proceso se presentan en la figura 6.1 y la evolucién de los estadisticos descriptivos
calculados con el total de los caminos muestrales en la figura 6.2.

Un punto importante a resaltar es que la riqueza presenta, en promedio, una tendencia

negativa, pero no llega a ser igual a 0, incluso hasta el instante 7.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis aplicamos la teoria de control 6ptimo estocastico para resolver el problema de
inversidon-consumo, el cual consiste en maximizar la utilidad que obtiene un inversionista
durante un periodo finito de tiempo por su consumo en cada instante de tiempo, y por
su riqueza al final del periodo, cantidades que son descontadas con una tasa de descuento
constante. Ademads, el inversionista puede invertir en un activo libre de riesgo con retor-
nos iguales a una tasa de interés estocastica, o en activos riesgosos, cuyos retornos son
desconocidos anticipadamente.

Primero encontramos una funciéon que resuelve la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB) del problema inversién-consumo bajo el modelo de tasa de interés de Vasicek. La
férmula de nuestra solucién es diferente a la hallada por Chang y Chang en [4] ya que en
este trabajo empleamos el principio de Duhamel para resolver las ecuaciones diferenciales
parciales no homogéneas que se presentan al utilizar la transformada de Legendre. Ademas,
este punto también impacta en la estrategia optima de inversion y de consumo ya que
dependen de las funciones que resuelven estas ecuaciones diferenciales.

Seguidamente, demostramos detalladamente que la estrategia 6ptima es una estrategia
admisible, lo cual no solamente implica verificar que existe una solucién unica para la
ecuacién diferencial estocéastica de la riqueza, sino que los valores de la estrategia éptima
de consumo y de la riqueza pertenecen a los dominios de las funciones en las que se evalian.
La demostracién de la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacion de la riqueza lo
conseguimos expresando la riqueza como la suma de un proceso estocastico exponencial,
cuya ecuacion diferencial estocastica es mas simple de resolver, y un proceso adicional que
depende de la tasa de interés. Merton en [15] también emplea una expresién similar para
obtener la ecuacién de la riqueza bajo la estrategia 6ptima, lo cual le permite concluir
que la riqueza en cada instante del tiempo tiene una distribucién lognormal “desplazada’.
Lo mismo no se puede concluir del problema estudiado ya que en nuestro caso la tasa
de interés es estocastica, lo cual anade méas complejidad a la distribucion de la riqueza
ademads de desplazar el rango de la distribucion del proceso estocédstico exponencial.
Luego, probamos con un teorema de verificacién que la solucién a la ecuacion HJB equivale
a la funcién de valor del problema de inversién-consumo, y que bajo la estrategia ptima
se puede alcanzar este supremo. Para esto fue necesario demostrar que ciertas derivadas

parciales de la funcién que resuelve la ecuacién HIB son procesos L? o L*. Las demostra-
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ciones de estas propiedades se agilizan al observar que podemos expresar dichas derivadas
como la suma y producto de procesos estocasticos exponenciales, los cuales resultan ser
procesos L* para todo A > 1.

Por otro lado, también conseguimos resolver el problema de inversién-consumo cuando
cambiamos el modelo de tasa de interés por el modelo de Hull-White o de Ho-Lee. Los
resultados son similares a los obtenidos bajo el modelo Vasicek ya que la tasa de interés
sigue siendo un proceso gaussiano, las ecuaciones diferenciales parciales que se obtienen
al usar la transformada de Legendre son parecidas, y las soluciones de estas ecuaciones
diferenciales son la base para construir la solucién de la ecuacién HJB y la estrategia épti-
ma. En particular, bajo el modelo de Hull-White los resultados se extienden naturalmente
ya que este modelo se puede considerar como una generalizaciéon del modelo de Vasicek
en el que se emplean funciones deterministicas en vez de constantes. En cambio, bajo el
modelo de Ho-Lee, algunas funciones pasan a ser lineales en vez de exponenciales, lo cual
se debe a la ausencia de la tasa de interés en el componente de tendencia de su ecuacién
diferencial estocastica.

Por ultimo, si bien la expresién que se obtuvo al resolver la ecuacién de la riqueza bajo la
estrategia 6ptima simplificé la demostraciéon del teorema de verificacion, resulta complica-
do obtener resultados de su distribucién en el tiempo con esta formulacién. Asimismo, no
es posible simular caminos muestrales utilizando algiin método numérico clasico de dis-
cretizacion debido a que se utilizan funciones que no cumplen la condicién de crecimiento
lineal. Por esta razén, se consiguié una segunda manera de expresar la riqueza en términos

de procesos estocasticos que son mas simples de simular.
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