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Abstract

We can define "Quantitative Finance" as the branch of finance that develop and/or implement
complex matematical models, which are used by financial firms to make decisions about risk
management, future investments and pricing of new financial products. The objective in this
research is to show which mathematical objects are used in quantitative finance for derivatives
pricing. My main focus are the stochastic process knows as Fractional Brownian Motion and
the elements from Malliavin Stochastic Calculus. Given that my goal is to show how several
mathematical objects and their context are apply in quantitative finance, I replicate three
results about volatility derivatives from Peter Carr and Roger Lee publication "Volatility
Derivatives[§]" and evaluate them using simulation exercises and Malliavin Calculus, following
the work publish in 2019 by Elisa Alos and Kenichiro Shiraya with the name "Estimating the

Hurst parameter from short term volatility swaps: a Malliavin calculus approach[3]".

Resumen

Podemos definir "Finanzas cuantitativas" como la rama de las finanzas donde se desarrollan
e implementan modelos matematicos complejos, los cuales usaran las empresas para tomar
decisiones sobre la gestion de riesgos, futuras inversiones y los precios de nuevos productos
financieros. El objetivo de la investigacion es presentar el Movimiento Browniano Fraccionario
y Elementos del Calculo de Malliavin en su uso para determinar el precio de los derivados
financieros. Con el fin de mostrar como son aplicados diversos objetos matematicos y sus
contextos en las Finanzas cuantitativas replico los tres resultados sobre derivados de volatil-
idad propuestos en 2009 por Peter Carr y Roger Lee en su publicacion titulada "Volatility
Derivatives[8]", los cuales se evalian mediante ejercicios de simulacion y utilizando el calculo
de Malliavin, siguiendo el trabajo de Elisa Alos y Kenichiro Shiraya titulado "Estimating the

Hurst parameter from short term volatility swaps: a Malliavin calculus approach[3]".
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Capitulo 1

Introduccion

Las finanzas cuantitativas son una rama de la teoria financiera donde se utiliza intensivamente
tépicos matemaéticos como: Célculo diferencial e integral, Teoria de la medida, Ecuaciones
diferenciales, Procesos estocasticos, Calculo estocastico, entre otros. Uno de los objetivos de

las finanzas cuantitativas es determinar el precio de los derivados financieros!.

Al respecto, el modelo propuesto en 1973 por Fisher Black y Myron Scholes en la publicaciéon
titulada "The Pricing of Options and Corporate Liabilities[5]" marco la ruta actualmente
utilizada en el pricing de los derivados financieros. Después de este hito en la teoria financiera,
numerosas investigaciones se han enfocado en determinar el precio justo de diferentes tipos de
derivados financieros, siguiendo la metodologia propuesta en [5], para satisfacer la demanda
de los diferentes clientes institucionales. En ese sentido, a fines de los 90s, los inversionistas
institucionales, como grandes bancos y fondos de inversiéon, empezaron a demandar derivados
sobre una medida de la volatilidad promedio futura con el fin de obtener una cobertura ante
grandes cambios en la volatilidad esperada, estos instrumentos financieros son conocidos como
"derivados de volatilidad", los cuales han sido foco de estudio tanto por la academia como
por la industria desde la década del 2000.

El objetivo de esta investigaciéon es servir de puente entre la academia y la industria en lo que
respecta a derivados de volatilidad. Por este motivo, se presentan los conceptos mas bésicos,
se explica como y por qué son aplicados los diferentes modelos o estrategias en la industria y

cada capitulo tiene una serie de Snipets escritos en Python para poder replicar los resultados.

El principal aporte de este trabajo es mostrar como y por qué son aplicados en las finanzas
cuantitativas el proceso estocastico denominado Movimiento Browniano Fraccionario (fBm,
por sus siglas en ingles) y los resultados del calculo estocastico de Malliavin, todo bajo el

contexto de determinar el precio de los derivados de volatilidad.

La estructura de este trabajo es la siguiente.

'Un derivado financiero F' es un activo financiero cuyo precio esta definido como una funcién de los precios
de otros activos financieros (X;), denominados activos subyacentes, y del tiempo restante hasta el vencimiento
del contrato (7 = T'—t). Cabe precisar que, muchas veces los activos subyacentes se transan en el mercado, por
ejemplo la accién de una gran empresa. Sin embargo, también existen activos subyacentes que no se transan
en el mercado, por ejemplo la volatilidad de un activo
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e En el capitulo dos se define el fBm y se presentan tres métodos para simular las trayec-

torias de este proceso estocastico.

e En el capitulo tres se introducen los elementos bésicos del Célculo de Malliavin y sus
principales resultados. Este capitulo se concluye con una aplicacién en las finanzas

cuantitativas.

e En el cuarto capitulo, se introduce el modelo clasico de Black Scholes (BS, en ade-
lante) y los modelos de volatilidad estocastica, los cuales extienden el modelo BS para

determinar el precio de derivados més complejos, entre ellos los derivados de volatilidad.

e En el quinto capitulo se replican y evaltan los resultados propuestos en 2009 por Peter
Carr y Roger Lee en la publicacion titulada "Volatility Derivatives[8]", utilizando datos
simulados y el Célculo de Malliavin, siguiendo el trabajo de Elisa Aldos y Kenichiro
Shiraya titulado "Estimating the Hurst parameter from short term volatility swaps: A

Malliavin Calculus approach|3]".

e En el sexto capitulo se desarrolla una extension al tercer resultado de Carr y Lee,
propuesta en 2017 por Frido Rollos y Melih Arslan en su publicacién "Taylor-Made
Volatility Swaps|24]".

e Finalmente, se presentan las conclusiones de esta investigacién.



Capitulo 2

El movimiento Browniano fraccionario

El movimiento Browniano fraccionario (fBm, por sus siglas en inglés) es un proceso autoseme-
jante con una estructura Gaussiana, el cual depende de un parametro H € (0, 1) denominado
indice Hurst. A continuacion, se procede a definir este proceso siguiendo a Oksendal et al
(2008)[4].

Definiciéon 2.0.1. Sea H € (0, 1) constante y ¢, s dos elementos en un conjunto de indices de
tiempo. Un fBm WH = {WtH}KO

centrado con WGH = 0 y funcién de autocovarianza

con indice Hurst H es un proceso Gaussiano continuo y

1
E[WtHWﬂ S (27t e Al

Este proceso cuenta con las siguientes propiedades:

1. Un fBm es un proceso Gaussiano con E[WH]| =0 y E[(WH)?] =2H, vt > 0, porque

WtH es un proceso Gaussiano centrado y dada la forma de la funcion de autocovarianza.

2. Un fBm tiene incrementos estacionarios. Partiendo de la propiedad anterior, el
incremento de el fBm en un intervalo [s, ] tiene una distribucion Gaussiana con media
zero, varianza (t — s)*f y funcion de autocovarianzas, para un paso de tiempo n > 0
fijo, 3((n+ 1) + (n— 1)?H — 2n?1). Como la funcion de autocovarianza no depende
de t o s, decimos que este proceso es estacionario en sentido débil (o en covarianzas).
En particular, como la distribucién finito dimensional de un proceso Gaussiano esta-
cionario en covarianzas estd completamente parametrizada por su media y varianza, los

incrementos del fBm también son estrictamente estacionarios.

3. El fBm es un proceso autosemejante. Es decir, V a > 0, los procesos a*HW(ftI y
W tienen la misma distribucién de probabilidad. Esta propiedad se obtiene del hecho

de que la funcién de autocovarianza es homogénea de orden 2H.

4. Las trayectorias de un fBm son Holder continuas de orden estrictamente
menor que H c.s. Es decir, para s < t, la distancia entre W/ y WH sera de orden
o(|t — s|Y/H). Esto esta vinculado a que tan suave (H > 0.5) o ruidosa (H < 0.5) es la

trayectoria del fBm.
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5. Un fBm, definido en el intervalo [0,7], tiene "variacién %" finita. Es decir, el

siguiente limite en probabilidad converge

=

n

Jm )

Jj=1

HOREE

< 00

En consecuencia, si H # 0.5 ni el fBm, ni las integrales respecto al mismo, seran semi-
martingalas, ya que para H < 0.5 la variacion cuadratica es infinito y para H > 0.5 la

primera variacién es infinita.

Segun el indice de Hurst, el fBm puede dividirse en tres categorfas: H < 0.5, H =0.5y H >
0.5 cuyas diferencias podremos apreciar al evaluar la funcién de autocovarianza (denotada
como g (n)) de sus incrementos, es decir, la diferencia entre dos puntos en la trayectoria del

fBm separados por un paso de tiempo 6t (X; = WH — Wﬁat).

2.1 La funcién de autocovarianza de los incrementos

En esta secciéon se evalta la funcién de autocovarianzas de los incrementos de un fBm con

indice Hurst H, la cual, para un paso de tiempo dt, es igual a:

Yr(n) = E[X; Xi1n]
= E[(BH(t) — B (t —6t)) (B¥(t +n) — B¥(t +n — 6t))}

1
((n +1)2H 4 (n —1)2H — 2n2H) sin >0

T2
=6t sin=0

Notemos que cuando n # 0, yg(n) no depende de dt.

En la Figura 2.1] se grafico g (n) para n € {1,2,3,...,100} y H € {0.25,0.5,0.75}. Podemos
observar que cuando H > 0.5 (color azul) el decaimiento de g (n) es lento, es decir, los incre-
mentos del fBm con indice Hurst mayor a 0.5 tienen dependencia de largo plazo. En cambio,
cuando H < 0.5 (color naranja) la persistencia de yg(n) es menor, es decir, los incrementos
del fBm con indice Hurst menor a 0.5 tienen dependencia de corto plazo. Finalmente, cuando

H = 0.5 (color verde) los incrementos del fBm no estan correlacionados.

Por otro lado, en la Figura se grafico yg(0), la varianza de los incrementos X; = W} —
Wtﬁét, para diferentes pasos de tiempo 6t € [0,2]. Podemos observar que la varianza tiene
diferentes comportamientos para diferentes valores del indice Hurst. Para H > 0.5 (color
azul) la varianza de X; se incrementa a una tasa marginal creciente. En cambio, cuando
H < 0.5 la varianza se incrementa, pero a una tasa marginal decreciente. Finalmente, cuando
H = 0.5 la varianza se incrementa de manera constante. Otro punto importante a destacar es
que la varianza de X; es mayor cuando H < 0.5 que cuando H > 0.5 si 6t < 1, y la situacién

se revierte cuando 0t > 1.
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Fig. 2.1: Funcién de autocovarianzas de X; con indice Hurst de 0.1, 0.5 y 0.8

Fig. 2.2: Varianza de X; con indice Hurst de 0.1, 0.5 y 0.8
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2.2 Meétodos para simular trayectorias de fBm

Para simular una trayectoria de fBm debemos buscar métodos que capturen su estructura de

covarianzas.

Por ejemplo, para simular una senda de Movimiento Browniano Estandar (H = 0.5) de

tamano N, tenemos que seguir los siguientes pasos:

e Generar un vector de tamafio N de ruidos gaussianos independientes con media zero
y varianza 1 (estos hacen el papel de incrementos en nuestra senda de movimiento

Browniano estandar).

e La suma acumulada de estos ruidos gaussianos es nuestra trayectoria Browniana estan-
dar.

Esto es sencillo en cualquier lenguaje de programacion, ya que no tenemos que preocuparnos
por la estructura de autocovarianzas en un Movimiento Browniano Estandar, ya que es con-

stante e igual a zero. El siguiente fragmento de c6digo en Python prueba mi punto.

import numpy as np

def Bm(N,T):

""" Senda de Bm de tamafio N y definida en el indice de tiempo [0,T] '''
# Genera un vector de ruidos gaussianos estandar con un incremento de 1
gn = np.random.normal(0.0, 1.0, N)
# Antes de generar el Bm debemos escalar el rutdo gaussiano al time step
scale = (1.0 * T / N) *x 0.5
gn = gn+*scale
Bm =np.insert(gn.cumsum(), [0], 0)

return Bm

Cod. 1: Obtener una senda de movimiento Browniano estandar

Sin embargo, cuando H # 0.5, obtener el vector de ruidos gaussianos con la estructura de

covarianzas adecuada no es trivial.

En esta seccién presentaré tres métodos asintéticamente exactos utilizados para obtener estos
ruidos gaussianos y posteriormente una trayectoria de un fBm. Esta presentacion esté basada
en el capitulo 3 de [22].

2.2.1 El método de Hosking

El siguiente algoritmo genera un vector de ruidos gaussianos con una estructura de autoco-

varianza dada. Este vector sera denotado como Z, donde Z,,11|z,,..2,,2,-

Partimos de la ya conocida funcién de autocovarianza de los incrementos del fBm con indice

Hurst igual a H:
1
() = 5 (0 + D + (n = 1) - 2021)

6
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Paran =0,1,2,...N — 2, tenemos la siguiente relaciéon recursiva para la matriz de autocovar-

ianzas de orden n+ 1, I'y, = {vu (7 — j) }ij=0,...n:

donde ¢, es un vector columna de tamano (n+1) cuyo k-elemento es igual a
enlk]l =va(k+1), k=0,1,...,n.

Antes de continuar, se debe mencionar el siguiente teorema de la distribucién normal multi-

variada:

Teorema 2.2.1. Todo vector aleatorio mormal multivariado Z puede particionarse en dos

vectores Z1 y Za basandonos en su vector media (1) y su matriz de autocavarianzas (X)

'u:

P s Y11 Y2
2 Yo1 Yoo

La distribucion de Zy condicional a Zs = a es normal multivariada Z1|z,—q ~ N(j1,X) con:
= + 1255, (a — p)

Y =211 — S1225 Yot

Aplicando el teorema tenemos que:

Zn+1|Zn,m,ZhZO P N(,Ltn+1, U?H—l)? Vn = O? 17 27 7N -2

donde,
Zn,
Zo ~N(0,1), =, 0] Tr = 1=,y e,
Zo

Sin embargo, sacar la inversa de I';,, para cada n, es muy costoso. Por ello, Hosking propuso

calcular I';;! recursivamente.

Una vez se concluye la recursiéon tenemos nuestro vector de ruidos gaussianos Z de tamano
N con una estructura de covarianzas subyacente adecuada. Vale la pena mencionar que, este

algoritmo es aplicable a procesos no estacionarios, aunque no es nuestro caso.

Este método es bastante facil de implementar; sin embargo, la complejidad del algoritmo tiene

orden O(N?); por lo que es un algoritmo computacionalmente demandante.

El siguiente fragmento de c6digo en Python muestra el procedimiento completo, incluido el

algoritmo propuesto por Hosking.
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def

def

autocovariance(k,hurst):
"""Jutocovarianza del rTuido gaussiano fraccionario."""
cov = 0.5 * (abs(k + 1) ** (2*¥hurst) + abs(k - 1) *x (2*hurst)- 2 * abs(k) ** (2*hurst))

return cov

hosking(N,T,hurst) :

"""Genera una senda de fBm utilizando el metodo de Hosking"""
gn = np.random.normal(0.0, 1.0, N)

fgn = np.zeros(N)

phi = np.zeros(N)

psi = np.zeros(N)

cov = np.array([autocovariance(i,hurst) for i in range(N)])

# Primer incremento
fgn[0] = gn[0]
v=1

phi[0] = 0O

# Genera realizaciones de rutdos gaussianos con un incremento de 1
for i in range(l, N):
phil[i - 1] = cov[il
for j in range(i - 1):
psiljl = phil[j]
phili - 1] -= psi[j] * cov[i - j - 1]
phili - 1] /= v
for j in range(i - 1):
phil[j] = psilj] - phili - 1] * psili - j - 2]
v ¥= 1 - phili - 1] * phi[i - 1]
for j in range(i):
fgnlil += phil[j] * fgnli - j - 1]
fgn[i] += np.sqrt(v) * gn[i]

# Antes de gemerar el fBm debemos escalar el ruido gaussiano
scale = (1.0 * T / N) *x hurst
fgn = fgn*scale

fBm =np.insert(fgn.cumsum(), [0], O)

return fBm

Cod. 2: Obtener una senda de fBm usando el método de Hosking
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CAPITULO 2. EL MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO

2.2.2 El método de Cholesky

Este algoritmo se basa en la descomposicién de Cholesky, la cual se utiliza en la matriz de
autocovarianzas de orden N (I), el resultado es el producto de una matrix triangular inferior

y su traspuesta:
r=LL

Luego se genera un vector con N ruidos gaussianos estandar independientes V' y finalmente,
se obtiene el vector de ruidos gaussianos Z con una adecuada estructura de covarianzas al

multiplicar el vector V' con la matrix triangular inferior L:

Z =LV

Cabe precisar que, para poder usar este método, la matrix de autocovarianzas I' debe ser
positiva definida para garantizar la no-negatividad de las varianzas. Notar que, la estructura

de covarianzas de este proceso esta garantizada, ya que:
Cov(Z) = Cov(LV) = LCov(V)L' = LL' =T
Este método es bastante facil de implementar; sin embargo, la complejidad computacional de

este algoritmo tiene orden O(N?); por lo que, es un algoritmo extremadamente demandante

computacionalmente. El siguiente fragmento de c6digo en Python prueba mi punto.

def cholesky(N,T,hurst):
"""Genera una senda de fBm utilizando el metodo de Choleski"""
gn = np.random.normal(0.0, 1.0, N)
G = np.zeros([N, N])
for i in range(N):
for j in range(i + 1):
G[i, j] = autocovariance(i - j,hurst)
# Descomposicion de Cholesky
C = np.linalg.cholesky(G)

# Genera un ruido gaussiano con la estructura de covarianza deseada

fgn = np.dot(C, np.array(gn).transpose())

fgn = np.squeeze(fgn)

# Antes de gemerar el fBm debemos escalar el ruido gaussiano
scale = (1.0 * T / N) ** hurst

fgn = fgn*scale

fBm =np.insert(fgn.cumsum(), [0], 0)

return fBm

Cod. 3: Obtener una senda de fBm usando el método de Choleski
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2.2.3 El método de Davies y Harte

El método propuesto por Davies y Harte es més complicado que los anteriores, pero también
es més eficiente computacionalmente. La idea de este método es la misma que la del método
de Cholesky, descomponer la matriz de autocovarianzas. Sin embargo, aumenta significativa-

mente la velocidad al utilizar la transformada rapida de Fourier.

Al igual que antes, partimos de nuestra matrix de autocovarianzas I"

~(0 ~v(1 v(N -1
1 2 N—2

r_| 7 gl ¥( 7
YN =1) v(N=2) .. 70

7(0) Y(N —1) 0 YN —-1) (N -2 (1)

v(1) YN =2) y(N-1) 0 (N — v(2)

oo | W=D ~(0) (1 (2) 7(3) 0
0 (1) 7(0 v(1) v(2) Y(N —1)
Y(N —1) v(2) (1 7(0) (1) (N —2)

(1) . 0 YN =1) y(N=-2) v(N-=3) .. (0

Notemos que la i-ésima fila puede construirse tan solo desplazando la primera fila 77 — 17
lugares a la derecha y agregando los elementos a la izquierda. Las diagonales de ceros pueden
entenderse como diagonales de (). Cabe precisar que, para el fBm esta matriz es definida

positiva. Este algoritmo hace uso del siguiente teorema:

Teorema 2.2.2. Toda matriz circulante C' puede descomponerse como

C = QAQ*

donde A es una matriz diagonal con los valores propios de C y Q) es una matriz unitaria cuyos

elementos son

1 gk .
e = —2mi— k=0,1,....,2N —1
(Q)jk meXP{ 7TZ2N}7 \V/], Oa PREE)

donde, 1 = /=1 y Q* es la matriz inversa de Q, la cual es igual a su transpuesta conjugada,

es decir QQ* = I. Ademds, los valores propios que componen la matriz A estdin dados por

2N—-1 jk
Py : {2'——},Vk:0J,M2N¥—1
k jzo 7] eXP 4 25

10
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donde r; es el elemento j + 1 de la primera fila de C.

Dado que nuestra matriz C es semi definida positiva y simétrica, A\, € RT,Vk =0,1,...,2N—1.
Por lo tanto, A%® también es semi definida positiva y S = QAY2Q* satisface que SS' = C.

En conclusién, la matriz S tiene la propiedad que buscamos. Por lo que, para obtener nuestro
vector de ruidos gaussianos deseado, debemos encontrar el modo de simular Z = SV, donde
V' es un vector i.i.d de ruidos gaussianos. Para lograrlo debemos seguir los siguientes tres
pasos:

1. Usamos la transformada rapida de Fourier sobre [rj]?go_ ! para computar [/\k}i]i 0 !

2. El siguiente paso es calcular un vector W que tenga la misma distribucion que @ x V/,

esto es posible en dos simples pasos:

e Generamos dos variables aleatorias normal estandar para que ocupen las posiciones

Wo v Wi en nuestro vector W.

e Para cada 1 < j < N, generamos dos variables aleatorias normal estandar inde-

(2)

pendientes Vj(l) y V] y completamos nuestro vector W:

1 1), .2
1 i e
W2N7j :ﬁ(v;( ) _ ZVJ( ))
3. El tltimo paso es calcular el vector Z = QA%?W, notar que este vector [Zk]iif 0 ! tiene

como elementos:
IN—1

1 _Jk
Zy = \/ﬁ Jz:% \/)TjoeXp{—ng—N}

Es decir, podemos calcularlos usando la transformada rapida de Fourier sobre el vector

[wk]zﬁ 0 ! definido como:
A (@) =
v Vi k=
VAOP®) korav
wy =

A (D =

\/%Vk k=N
A

\\/g(v;]{/)fk + ng(f’v),k) k=N+1,....2N —1

Como resultado, obtenemos un vector de ruidos gaussianos Z de tamano 2N. Por lo que, al
tomar los primeros N elementos obtenemos lo deseado. Cabe precisar que, la gran ventaja de
este método es la eficiencia computacional, ya que el orden de convergencia de este algoritmo
es Nlog(N).

El siguiente fragmento de c6digo en Python muestra el procedimiento completo. Debo precisar
que, en general si nuestra matrix C no es positiva definida este método no es aplicable.
En dicho caso, el cédigo propuesto arroja un warning y se usarfa el método de Hosking,

previamente presentado, en su lugar.

11



CAPITULO 2. EL MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO

1 import warnings
2 def daviesharte(N,T,hurst):

4 row_component = [autocovariance(i,hurst) for i in range(l, N)]

5 reverse_component = list(reversed(row_component))

6 row = [autocovariance(0,hurst)] + row_component + [0] + reverse_component
7 # Obtenemos los eigenvalues de la matriz circulante usando transformadas de fourier,
8 # la parte imaginaria se descarta con el .real (tiende a zero de todos modos)
9 eigenvals = np.fft.fft(row).real

10

11 if np.any([ev < 0 for ev in eigenvals]):

12 warnings.warn(

13 "Combinacion de incrementos N y parametro Hurst invalida"

14 "Se aplica el metodo de Hosking")

15 # Luego, no necesito los eigenvalues.

16 eigenvals = None

17 return hosking(N,T,hurst)

18 # Generamos un segundo vector de rTuidos gaussianos %.1.d.

19 gn2 = np.random.normal(0.0, 1.0, N)

20

21 w = np.zeros(2 * N, dtype=complex)

22 for i in range(2 * N):

23 # en Python 1j es sqrt(-1)

24 if i == 0:

25 w[i] = np.sqrt(eigenvals([i] / (2 * N)) * gn[i]

26 elif i < N:

27 w[i]l = np.sqrt(eigenvals[i] / (4 * N)) * (gn[i] + 1j * gn2[il])
28 elif i == N:

29 w[i] = np.sqrt(eigenvals[i] / (2 * N)) * gn2[0]

30 else:

31 wli]l = np.sqrt(eigenvals[i] / (4 * N)) * (gn[2 * N - i] - 1j * gn2[2 * N - i])
32

33 # Aplicamos la transformada de fourier a nuestro vector w

34 z = np.fft.fft(w)

35

36 # extraemos los primeros N puntos

37 fgn = z[: N].real

38

39 # Antes de generar el fBm debemos escalar el rutdo gaussiano

40 scale = (1.0 * T / N) *x hurst

41 fgn = fgn*scale

42

43 fBm =np.insert(fgn.cumsum(), [0], 0)

44 return fBm

gn = np.random.normal(0.0, 1.0, N)

Cod. 4: Obtener una senda de fBm usando el método de Davies y Harte

12
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2.2.4 Simulaciéon de trayectorias de fBm
Aplicando cualquiera de los tres métodos descritos previamente, es posible simular una trayec-
toria de un fBm. En ese sentido, en la Figura se presentan dos trayectorias de un fBm

con H = 0.1 (trayectoria azul) y con H = 0.5 (trayectoria naranja). Ambas fueron generadas

en base a la misma fuente de incertidumbre.

Fig. 2.3: Trayectorias de un fBm con indice Hurst 0.1 y 0.5

Asimismo, en la Figura se presentan dos trayectorias de un fBm con H = 0.9 (trayectoria

azul) y con H = 0.5 (trayectoria naranja).

Fig. 2.4: Trayectorias de un fBm con indice Hurst 0.9 y 0.5

13



Capitulo 3

Nociones elementales sobre el Calculo

de Malliavin

El objetivo de este capitulo es brindar una introduccién intuitiva sobre el calculo estocastico de
variaciones, conocido como calculo de Malliavin, el cual proporciona herramientas matemati-
cas que permiten resolver importantes problemas en las finanzas. Para una introduccién mas

rigurosa se recomienda revisar Nualart (2006)[23]".

El calculo de Malliavin es un célculo diferencial desarrollado para trabajar en espacios de
dimensién infinita. Es decir, puede ser aplicado a funcionales Brownianos, Brownianos frac-

cionarios o procesos de Levy. Por simplicidad, solo se usara funcionales Brownianos.

En este capitulo se presentan los dos objetos basicos del célculo de Malliavin, la derivada
de Malliavin (denotada como D) y la integral de Skorokhod (denotada como §), los cuales
mantienen una relacién de dualidad que permite plantear la férmula de integraciéon por partes
correspondiente. Finalmente, se muestran las propiedades basicas del Célculo de Malliavin
como la regla de la cadena, la férmula de Clark-Ocane y la conmutatividad entre el operador

D y el operador de esperanza condicional.

3.1 La derivada de Malliavin

Consideremos un movimiento Browniano estandar W definido en (€2, F, P), donde vinculamos

cada estado de la naturaleza w € ) a una trayectoria.
W(w) = {Wti(w)ati € [OaT]}

Sea F € L?([0,00] x Q) una variable aleatoria cuadrado integrable de la forma F(W) =

fWy,,....; Wy,), donde f es una funcién continuamente diferenciable.
F:0,00) x 2 —=R

El objetivo en esta seccion es diferenciar F' con respecto a las trayectorias de W, lo que es

equivalente a diferenciar F' respecto al parametro w € Q.

14
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Definicién 3.1.1. (Derivada de Malliavin de F en t): La derivada de F' se define como
el proceso estocéstico {D;F}L_, dado por

Of (W, + Gl[t’oo} (t1), ..., oWy, + 61[,&700] (tk)y .o, OWy, + el[t,oo} (tn))
Oe

F(W + el o) — F(W
= lim ( & ]) ( )7 te [tk) tk-l-l]
e—0 €

- Zaif(wtp ey Wtk7 ceey th)l[t,oo} (tl)
i=k

En ese sentido, la derivada de Malliavin puede interpretarse como una derivada direccional.
Es decir, el cambio en F' en respuesta a una pertubacion (€) en la trayectoria de W introducida

en el periodo t € [ty, txi1]:

Siguiendo [23], el dominio de D (el cual se denota como D'?) estd dado por la clausura de la
clase de variables aleatorias cuadrado integrables de la forma F' = F(W(w)) = f(Wy,, ..., W)

con respecto a la norma
1
T 2
1Pl = (E(F?) 4y (szdt))
0

Cabe precisar que, D'? coincide con un Espacio de Hilbert con el producto interno
T
(F,Gh2=E(F xG)+ E</ DF x DGdt>
0

Por lo tanto, es necesario verificar que F' € D'? al aplicar la derivada de Malliavin.

Ejemplo 3.1.1. (Derivada de Malliavin de un Movimiento Browniano): Si aplicamos
la definicion con F(W) = f(Wiyy ooy Weyy ooy, W) = W, con s € [0,00) fijo, tenemos

DWW, = Z:L:k 6Wti W x 1[t,oo] (tl)
DW= 113 5] (8) = Li<s

Ejemplo 3.1.2. (Derivada de Malliavin de un movimiento Browniano geométrico:
Sabemos que Sy = Spe#=050)T+eWr Jyego si aplicamos la definicion con F(W) = Sp

con t € [0, 7], tenemos
DSt = Y1), 0w, ST X L o) (i)

DySt = 0wy STlp1,00)(T) = 0St, Yt €[0,T]

3.2 La derivada de Malliavin en integrales estocasticas

En todo campo donde se aplique ecuaciones diferenciales estocésticas, como las finanzas, es

muy comin encontrarse con integrales estocasticas, como la integral de It6. El objetivo de esta
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seccion es calcular la derivada de Malliavin de algunas integrales estocésticas que dependen

de la historia de los movimientos Brownianos.

Proposicion 1. (La derivada de Malliavin de una Integral de Wiener):

Sea F(W) = fOT hsdWy una Integral de Wiener, donde hg es una funcion deterministica del

tiempo. La deriada de Malliavin de F(W) en t es la volatilidad hy de la integral estocdstica.
DF(W) = hy

Proof. Al integrar por partes F'(W) obtenemos que:

F(W) = heWr — [} Wedhs, es decir

F(W + €l o) — F(W) = hre — [ €1y ) (s)dhs = hre — [ edhs = ehy
Por lo tanto, si aplicamos la definicién tenemos que:

F(W + el o) — F(W
DF(W) = lim 20+ litea)) = FW) _

e—0 €

Proposicion 2. (La derivada de la Integral de Riemann):

Sea F(W) = fOT hs(W)ds una Integral de Riemann, donde hg es un proceso adaptado cuadrado
integrable. La derivada de Malliavin de F(W) en t es:

T
DtF(W) - / Dthst YVt € [0, T]
t
Es decir, podemos introducir la derivada de Malliavin D dentro de la integral de Riemann.

Proof. Si aplicamos la definicion sobre F'(W) se obtiene

F(W + €lj o) - F(W T hg(W + el o) — ho(W
DF(W) = tim TV ¥ Do) ZFW) _ ( W o)) = Bl )>ds
0

e—0 € e—0 €

hs(Welpy o)) —hs (W)
€

ya que, Dihg(W) = lim,_;q se puede concluir que:

DtF(W) == Dt /T hs(W)dS == /T Dths(W)dS
0 t

Proposicion 3. (La derivada de la Integral de It6):

Sea F(W) = fOT hs(W)dWy una Integral de Ito, donde hs es un proceso adaptado cuadrado
integrable. St aplicamos la definicion a esta integral obtenemos:

T
DtF(W) == ht + / Dthdes Vt € [O, T]
t

La prueba de esta proposicién sigue los pasos de las dos anteriores; por lo que, serd omitida.
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3.3 La integral de Skorokhod

El otro operador fundamental en el Calculo de Malliavin es la integral de Skorokhod, denotada

como 9.

Definicion 3.3.1. (La integral estocastica de Skorokhod del proceso U): Sea U un
proceso estocastico cuadrado integrable U € L?([0,T] x Q). Definimos § como un operador

que mapea el proceso U a una variable aleatoria en L?((2), tal que:

i El dominio de §, denotado como Dom §, esta definido como el siguiente conjunto

Dom ¢ :={U € L*([0,T)xQ) : |[E[(DyF,U)]| < ||F||2,VF € D" y ¢(U) > 0}

ii Si U € Dom 4, luego §[U] es una variable aleatoria cuadrado integrable 5[U] € L%(Q)
caracterizada por

E[FS[U]] = E[(DiF, U)]

para cualquier F' € D12

Podemos entender §[U] como una generalizacion de la Integral de Ito!.

T
5[U] = / U dW;
0

Consideremos w € ( fijo, denotamos al producto interno estandar en L?([0,7]) como:
(U,DF) = [l U;D Fdt

Integrando esta expresion sobre {2 tenemos [<U ,DF >] . Ahora se puede entender el operador

§ como la adjunta del operador D, ya que forman una relacién de dualidad en L?([0,7] x §):
E[{(U,DF)] = E[F5(U)]

A partir de esta relacién de dualidad obtenemos que:

T

E(/OT UtDtht> :E<F/0 Utth>

3.4 Propiedades basicas del Calculo de Malliavin

En esta seccion se presentan algunas proposiciones del Célculo de Malliavin que usaremos

més adelante, pruebas mas detalladas pueden encontrarse en [23].
Proposicién 4. (La regla de la cadena): Si Fi,Fy,....F, € D12y : R* — R es una
funcién definida en el espacio C*(R™). Luego, (Fy, Fy, ..., F,) € D2 y

- ox;
i=1

Dyp(Fy, Fa, ..., Fy) (F1, Fy, ..., F,) D F;

1Si U es un proceso Fi-adaptado y cuadrado integrable, 0[U] coincide con la Integral de It6
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Proof. Por simplicidad tomemos D;i)(F'). Nuevamente, partamos de la definicion de la

Derivada de Malliavin:

Dy (F(W)) = lim YEW + elpo)) — Y (FW))

e—0 €

o DRV 4 ely) —GEQV))  FOV + el ) = FOV)

T 50 F(W + El[t,oo]) — F(W) €

— J/(F)D,F

O]
Proposicién 5. (La regla del producto): Si F € D2, G € D2 y F x G € DY?
Dt(F X G) = (DtF) X G+ F x (DtG)

Proof. Basta con aplicar la Proposicién ff con ¢(F,G) = F x G O

Proposicion 6. (La Isometria de 0): Sea s < t, para todo proceso U € Domd se cumple,
E[B(U)] = E[/det} +E[//DSUtDtUSdsdt
Proposicién 7. (La integral de Skorokhod del producto de F € D2 y U € Domd):
T
5(FXU)]:FX(5(U)—/ UtXDtht
0

Proposicion 8. (La formula de integracion por partes de 8): Sean dos variables aleato-
rias F y G € DY2, y hy € L2[0,T), denotamos como:
(DnF)e = [ (DF)hydt

Luego, para toda funcion continuamente diferenciable f € C' :

E[f'(F) x G] = E[ﬂp) % 5(%:&”

3.5 La formula de Clark Ocone

Un resultado muy importante del célculo estocéstico es que toda variable aleatoria medible con
respecto a la filtracién generada por un movimiento Browniano puede ser escrita en términos

de una integral de Ito

t
F = E[F]+ / bedW,
0

donde, v es un proceso JFi-adaptado. Este resultado es conocido como el Teorema de Repre-
sentacion de Martingalas. Una ventaja del Calculo de Malliavin es que permite identificar 1,

mediante la formula de Clark Ocone.
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Proposicién 9. La Formula de Clark-Ocone: Una variable aleatoria F € D2 puede

reescribirse:

T
F = E[F] + / E,[D,F|dW,
0

Proof. Sea F' € D%2. Con el teorema de representacién martingala se reescribe como:
F = E[F] + [T 45dW,

Por lo tanto, aplicando la Proposicion B] la derivada de Malliavin de F' seria:

DiF =4y + [, DypsdW

Tomando la esperanza condicional a F; en cada lado tenemos que:

Ei[DeF) = e + By | [ DutpodWs|

Como Dy, es Fy—adaptado y cuadrado integrable, ftT DpsdW es una integral de It y su

esperanza es cero. lo cual concluye la prueba.

3.6 La conmutatividad de la derivada de Malliavin y el oper-

ador de esperanza condicional
Una de las propiedades mas importantes de la derivada de Malliavin (D) es que es conmutable
con el operador de esperanza condicional (E;), es decir:

Proposiciéon 10. Conmutatividad de D y E;: Sea v >t y F € D2, tenemos que:

DyE,[F] = Ey[D,F|
Proof. Para probar esta propiedad verifiquemos la equivalencia de ambas partes, empecemos
aplicando la formula de Clark Ocone a D E,[F:
DyE,[F] = Dt<Et |+ [’ EyD FdW)
DyEy[F) = DyEy[F] + [,” DyEs[DsF|dW,
Ahora apliquemos la formula de Clark Ocone a F"
F = E[F) + [l Ey[DsFldW,
Apliquemos la derivada de Malliavin:
DyF = Dy(Ey[F) + [ E,[D,Flaw,)
DF = DEy[F] + j; D E [DsF|dWy
Finalmente, aplicamos el operador de esperanza conditional en v > ¢
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E,|D.F] = E, [DtEt [F] + [! D,E, [DSF]dWs]
E,[D.F) = DyEy[F]| + ftv DEs[D F|dW
lo cual concluye la prueba

O

Corolario 3.6.0.1. La formula de Clark Ocone en funcion de E;: Aplicando la con-
mutatividad de D y Fy en la formula de Clark Ocone, podemos reescribirla de la siguiente

manera:

T
F = E[F] + / Ey[DF]dW,
t

Proof. Si aplicamos la féormula de Clark Ocone sobre E;[F] obtenemos:

T
E[F) = E[F] + /O E,[D, B [F)ldW,

Lo cual puede reescribirse como:
E\[F| = E[F] + ftT Es[DsE([F)|dWs + fg Es[DsEF)|dWs

Notar que, en la primera integral DsE,[F| = 0, ya que Ei[F] es F; — adaptado, luego:

BilF| = BF) + [ EDJEF]A,

Finalmente, aplicando la conmutatividad entre F; y Dy para introducir Es dentro de D, la

ley de esperanzas iteradas y nuevamente la conmutatividad entre F,; y Ds obtenemos:
Ey[F| = E[F] + [} Es[DsF]dW,

Restando este resultado en la formula de Clark Ocone de F' se concluye la prueba

3.7 Aplicaciéon: Calculo del Delta en el modelo SABR

En las finanzas cuantitativas denotamos como "griegos" a las sensibilidades del precio de
una opcién respecto a los parametros del modelo. Calcular los griegos es fundamental en
las finanzas cuantitativas, ya que brindan informacién para medir y gestionar el riesgo de un
producto, lo cual es atin mas importante que determinar el precio mismo. En esta seccion,
mostraremos como se aplica el cilculo de Malliavin para hallar estas sensibilidades en el
modelo SABR, uno de los modelos de volatilidad estocastica mas populares en la industria,

para mayor informacion revisar la seccion

Esta parte se basa en los trabajos publicados en 1999 y en 2001 por Fournié et.al titulado
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CAPITULO 3. NOCIONES ELEMENTALES SOBRE EL CALCULO DE MALLIAVIN

"Applications of Malliavin Calculus to Monte Carlo methods in Finance"[I4][15]. Otros tra-
bajos més recientes incluyen El-Khatib et.al (2009)[12] y Inkaya et.al (2016)[26]. Lo atractivo
de este método es que es més exacto y menos demandante computacionalmente que el método

de diferencias finitas para estimar la derivada de la esperanza del pago de la opcion.

Empezamos resumiendo el modelo SABR del precio forward de una accion:

1 t t
Fy =Fy x exp{ — 2/ olds +/ Udes} (3.1)
0 0
1
o =00 X exp{ — §oz2t + a(th ++v1- deBt)}

donde, o es el proceso de volatilidad de los retornos instantaneos del precio Forward (F}), «
es el parametro de volatilidad del proceso oy, p es la correlaciéon entre los retornos instantaneos

y su volatilidad. Finalmente, Wy y B; son movimientos Brownianos estandar independientes.

Ahora, recordemos que el precio de una opcion (Vp) sobre F; puede expresarse como:
Vo = e "D E[V(Fr))

Por lo que, la sensibilidad del precio de la opciéon Vj respecto al cambio de un dolar en el
precio forward inicial Fy, conocida como Delta Apgg, seria:
Vo _ ) OE[V (Fr)]

ABs = gp = ¢ oF,

A continuaciéon mostraremos como utilizar el cilculo de Malliavin para calcular Apgg.

Paso 1: Expresar Apg como la esperanza de una derivada parcial

_ OE[V(Fr)]
R
_ iy PV (Fr(Fo + €))] = B[V (Fr(Fo))]

e—0 €

eT(T) ABS

Por el teorema del valor medio, sabemos que

oV (Fr(Fp))
oFy

Para que no hayan oportunidades de arbitraje en el mercado, el precio de la opciéon

D Agg = lin%E[ } , para algun Fy e (Fo, Fo +€).
e—

debe ser menor que el subyacente, luego Agg € [0, 1].
Por tal motivo, podemos aplicar el teorema de convergencia dominada, obteniendo:

BV(FT)}

M Aps = E[ 0Fy

Por lo tanto,

Aps=e"DE [v'( Fr) OF T} :

0Fy

Paso 2: Usamos la formula de integracion por partes del cilculo de Malliavin
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E[f'(F)G) = E [ﬂF ) x 5(1%)]

donde §(h) := fOT h:dW; es la integral de Skorohod de h, hy € Domd es un proceso arbitrario

y DpF = fOT hsDsFds. Cabe precisar que, en la practica se suele tomar hy =1, V t € [0,T].

, . . OF
Notemos que esta formula es directamente aplicable con f'(F) = V'(Fr) y G = G-

s = OB |Virr) %o G mour) )
0Fy

Paso 3: Calcular Apgg usando el modelo SABR
Si tomamos hy = 1V t € [0,7] y utilizamos el modelo del precio forward descrito en (3.1)
para calcular Apg, obtenemos:

Aps =" DE [V(FT) X 5<1;Z(DhFT)_1>}

Este paso se divide en dos partes:
a) Calcular DpFr: Lo que implica calcular D, Fp.

Notemos que, la derivada de Malliavin sobre {Wt}tho en s <T de Xp =In(Fr) es Ds X1 =
Dg—?. Por lo tanto, D, = FrD s Xr.

Por lo tanto, como Dy Fr = fOT h, D, Fpdr, podemos re-expresar A; como:

vea(( [ o) ).

s = 22T D

En particular, en el modelo SABR:

D X1 =04 — ftT osDiosds + ftT DiogdWs, y
Dios = apos

b) Re-expresar § (( fOT D,.XTdr)_l)

La proposicién [7]indica que si F' € D2, h € Domd, y Fh € Domd, la integral de Skorokhod
del producto de F' y h es:

T
§(Fh) = F&(h) — / (DyF)hydt
0

En ese sentido, si consideramos como F = ( fOT DTXTdT)_l y h = 1 podemos re-expresar
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6((f0T D,,XTdr)_l) como:

5<( [ DTXTdT)”) —s( [ poear)” [To(([ D)

W T T -2 T
= TiT +/ (/ DTXTdr) DS(/ DTXTdr> ds
Jo DrXrpdr 0 0 0

1

W /T Dy(Jy D, Xrdr)
I Dy Xpdr o ([T D, Xpdr)?
Wy /T (Jo DsDrXodr)
I D Xrdr o ([T D, Xpdr)?
Es decir,
T T
D,D, X
ABS = €_T(T)E V(FT) X T WT + fOT s Td’,;dS
(fo DTXTdT) 0 (fo DTXTdT>

En particular, en el Modelo SABR,

—2(ap)? qu o?dt + (ap)? fQT o dWy, cuando s > r

DsDrXr = 2 T 2 2 T
apo, —2(ap)? [ ofdt + (ap)? [ 0w dW;, cuando s <.
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Capitulo 4

Conceptos previos a los derivados de
volatilidad

El objetivo de este capitulo es presentar los modelos y conceptos bésicos para entender como se
determina el precio de un derivado de volatilidad. La breve introduccién presentada en este capitulo

se basa en [20] y los modelos, en las fuentes originales.

4.1 Nociones elementales sobre el modelo de Black and Scholes

Bajo cierta medida, conocida como riesgo neutral, el modelo estandar de Black-Scholes para calcular
el precio de opciones europeas expresa el logaritmo del precio de un activo (X) como la solucion a la

siguiente ecuacion diferencial estocéstica (EDE):

dX; = (r = 3)dt + odWy, ¢ € 0,7,

En adicion a la accion, existe un activo libre de riesgo (digamos un bono) B disponible en el mercado.

Este activo satisface la siguiente ecuacion diferencial:

dBt = TBtdt, te [O,T}

Este modelo es popular, porque permite derivar una forma cerrada para los derivados conocidos como
opciones europeas. Por ejemplo, una opcion Call C con vencimiento (o maturity) en una fecha futura
T con pago (eXT — K),, donde K es un precio umbral constante, denominado strike, tiene como

precio:

C = BS(Xy,K,t,T,r,0) = Xt N(d)) — e " TV KN(dy),

donde

N(d) = = [* e 0% da,

dy = Xe—In(K)+(r+0.502) (T —t)
L= oVT—t ;

d2:d1—0\/T—t.
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En el siguiente fragmento de c6digo se muestra como hacer esto en Python, cuando el activo subyacente

es un futuro, esta es una variante de la férmula BS conocida como la féormula de Black:

def BSFormula(tipo,FO, K, sigma, T, r):

""'"Calcula el precto de una opcion Call o Put, siendo el default la opcion Put''’
dl = (np.log(FO / K) + sigma**2 / 2 * T) / (sigma * np.sqrt(T))
d2 = d1 - sigma * np.sqrt(T)

if tipo == 'Call':
BSprice = np.exp(-r * T) * (FO * ss.norm.cdf(dl) - K * ss.norm.cdf(d2))
else: # return a Put

BSprice = np.exp(-r * T) * (-FO * ss.norm.cdf(-d1) + K * ss.norm.cdf(-d2))

return(BSprice)

Cod. 5: Calcular el precio de una opciéon europea con la formula de Black
Hay méas de una forma de derivar la formula BS, las més conocidas son las dos siguientes:

e Construir un portafolio compuesto del activo (X;) y el bono (B;) que replique perfectamente el
pago de la opcién al vencimiento. Asumiendo no arbitraje, el valor de este portafolio debe ser
igual al de la opcién. En este enfoque se debe resolver la ecuacion diferencial parcial resultante

para calcular el precio.

e Calcular la esperanza riesgo neutral del pago de la opcion al vencimiento y descontarla hasta
el presente usando la tasa corta r. En este enfoque se utiliza la simulacién de monte carlo para

calcular el precio.

4.2 Introduccion a los modelos de volatilidad estocastica

En las Finanzas cuantitativas debemos tener en cuenta tres volatilidades distintas para los retornos
instantaneos: la volatilidad realizada promedio (la cual denotaremos &), la volatilidad teorica (oy) y

la volatilidad implicita (I).

Hay dos formas de definir 52: la primera es la sumatoria del log retorno al cuadrado

N
Z — Xi-1)%,

la segunda es la sumatoria de la tasa de crecimiento de los retornos al cuadrado
N AeXe
N Z (eXt 1 )

Cabe precisar que, ambas definiciones son equivalentes cuando At — 0, ya que el retorno instantaneo

tiende a zerol.

Asimismo, o; se define como el término de volatilidad del modelo a utilizar. Por ejemplo, en el modelo

BS es una constante (o = o).

Py, — Py,
1 t ti
SeaRi: sz

t;

Si R; — 0 tenemos que In(P;,) — In(P;,_,) = Ri. Lo cual, en finanzas, ocurre casi seguramente cuando
At:ti—t¢71 — 0

L. Si tomamos el logaritmo en ambos lados tenemos: In(P;;) — In(P,_,) = In(1 + R;).
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1
dX; = (r— §U)dt + odW,.

Finalmente, I se define como el niimero que al introducirlo en la formula BS nos retorna el precio de

mercado de la opcién europea. Es decir, obtenemos [ invirtiendo la formula BS:

I=DBSY(S,, K,t,T,r,Ci(T, K)).

El problema con el modelo BS es que al asumir que la volatilidad teorica es una constante (o, = o),

la volatilidad implicita es igual a dicha constante (I = o, V T, K).

Sin embargo, si calculamos la volatilidad implicita con el precio de mercado de la opcién europea
(I = BS~Y(S;, K, t,T,, Ct)), se observa que opciones con diferentes strikes (K') requieren diferentes
volatilidades implicitas (I) para ajustar el precio de mercado (este hecho es conocido como volility
skew /smile o sonrisa de volatilidad). Este hecho estilizado sugiere que la volatilidad teérica no es una

constante.

Por lo tanto, se tiene dos alternativas: la primera es modelar la volatilidad como una funcién deter-
ministica del tiempo y la segunda es modelar la volatilidad como un proceso estocastico. Tanto en la

academia como en la industria, modelar la volatilidad como un proceso estocéstico es lo convencional.

En consecuencia, en la literatura es comun encontrar el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
estocasticas (EDE):

dX; = (r + %)dt + 0 dWs,, Vit € [0,T]

dO’t = f(Wo',t), Vit e [O,T}

donde, X; es el log-retorno del activo subyacente, r es la tasa libre de riesgo, o; es la volatilidad
instantanea de X; y f € C}(R). La familia de modelos que da solucién a este sistema de EDE
son conocidos como modelos de volatilidad estocastica. Su utilidad radica en explicar de forma
autoconsistente la sonrisa de volatilidad y otros hechos estilizados. Hay tres grandes grupos en esta

familia de modelos:

1. Modelos de volatilidad local: Wg; y W, ; estan perfectamente correlacionados. Se recomienda
revisar el trabajo publicado en 1994 por Bruno Dupire titulado "Pricing with a Smile[IT]" y el

libro "The Volatility Surface[I6]" como referencias?.

2. Modelos de volatilidad como difusién: Ws; y W, podrian estar correlacionados, pero no
perfectamente correlacionados. Se recomienda revisar los trabajos de Steven Heston[I9] y Ha-
gan et al[I8], ademas de los libros titulados "Derivatives in Financial Markets with Stochastic
Volatility[I3]" y "The Volatility Surface[16]" como referencias.

3. Modelos de volatilidad fraccionaria: o; depende de un movimiento Browniano fraccional definido
en funcion de W, ;. Se recomienda revisar los trabajos de Comte et al (1998)[10], Comte et al
(2012)[9] y Alos et al[I] como referencias.

2El problema con este tipo de modelos es que predicen un comportamiento dinadmico del smile (skew)
contrario al observado en el mercado. Cuando el underlying aumenta, el skew se contrae.
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4.3 Algunos modelos de volatilidad estocastica

En esta secciéon presentamos algunos modelos de volatilidad estocastica. Antes de empezar con los

modelos especificos se denotan algunas variables o parametros comunes en todos los modelos:

—_

. F} es el precio Forward de un activo con vencimiento T en el instante t < T,
2. oy es la volatilidad instantanea en t,
Wi y By son movimientos brownianos estandar independientes,

p es el pardmetro de correlacion entre los retornos instantaneos y la volatilidad instanténea,

ook W

v denota la volatilidad de la volatilidad (tambien conocido como vol of vol).

4.3.1 El modelo de Heston

El modelo de Heston[I9] es utilizado para determinar el precio de opciones u otros instrumentos
derivados. A diferencia del modelo Black and Scholes, donde la volatilidad instantanea es un parameto
del modelo, la varianza instantanea es un proceso estocastico de Ornstein Uhlenbeck. Es decir, la

varianza instantanea es un proceso que retorna a su media (la varianza de largo plazo).

En ese sentido, el modelo de Heston es la solucién al siguiente sistema de EDEs:

dF, = o, F, (det +/1- deBt)7 Vit e [0,T]

do? = k(0 — o2)dt 4+ vy/o2dW;, YVt € [0, T].

donde @ es la varianza de largo plazo y k es el parametro de velocidad de convergencia a la varianza de
largo plazo. Cabe precisar que, para garantizar una varianza positiva en cada instante, los parametros
del modelo deben satisfacer la siguiente condicién: 2k6 > v/?

La gran ventaja de este modelo es su solucion de forma (quasi) cerrada del precio de opciones europeas:
C(x,0%,7) = e " [e®Pi(x,0%,7; k) — e Py(z, 02, 7; k)]
Donde & = In(Fy), 7:=T —t, k :=In(K) vy,

Pj(z,0%,T; k) =Pr(z(T) > k | 2(t) = z,0%(t) = 0?], para j=1,2

S ;/OOC R (e fj(”“"";;’T;‘b))m

donde: R.(z) denota la parte real de z € C, y

fi (z, 02, T;¢9) = @C(T;¢)+D(T;¢)02+i¢z

denota la funcién caracteristica del problema, la cual depende de los siguientes valores:

o C(r;0) = roir + 5 (b — proi + d)r — 2n (1527 ) )
D(T; ¢) _ bj—!):;zﬁi-&-d (11__;:;)

e a==r0, bi=Kr+A—pr, by=kK+A\, ulzé, Uy = —

N[

_ bj—proi+d
® 9= b—pvpi—d

d=/(prei —b;)? — v2(2u;pi — ¢?)
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import numpy

as np

from functools import partial

from scipy.integrate import quad

class Heston_price():

def __init__(self, SO, K, t, vO, mu, kappa, theta, sigma, rho, right_lim):

"""Intctalizacion"""

self.
self.
self.
self.

self

self.
self.
.sigma
self.
self.
self.

self

def call(self, SO, K, t, vO, mu, kappa, theta, sigma, rho, right_lim):
cf_H_b_good = partial(self.cf_Heston_good,t=t,v0=v0,mu=mu,

k =
Q1 =

Q2 = self.Q2(k, cf_H_ b_good, right_lim=right_lim)
call = SO * Q1 - K * np.exp(-muxt) * Q2

S0 =S
K=K
t =t

v0 = v

kappa
theta

rho =

right_

call = self.call(self.SO,self.K,self.t,self.v0,self.mu,
self .kappa,self.theta,self.sigma,self.rho,
self .right_lim)

self.q

return call

def cf_Heston_good(self, u, t, vO, mu, kappa, theta, sigma, rho):

xi = kappa - sigma*rho*ux*lj

d =

0

0

.mu = mu

= kappa
= theta
= sigma
rho

lim = right_lim

kappa=kappa,theta=theta,sigma=sigma,rho=rho)
np.log(XK/S0)
1(k, cf_H_b_good, right_lim=right_lim)

gl = (xi+d)/(xi-d)

g2 =

A = kappa*theta/sigma**2 * ( (xi-d)*t - 2*np.log( (1-g2+*np.exp(-d*t))/(1-g2) ))
v0/sigma**2 * (xi-d) * (l-np.exp(-d*t))/(1-g2*np.exp(-d*t))
np.exp(lj*usmu*xt + A + B)

B =
cf =

1/g1

return cf

def Q1(self, k, cf, right_lim):
integrand = lambda u: np.real( (np.exp(-uxkx1j) / (u*x1j)) =*
cf(u-1j) / c£(-1.00000000000013) )
return 1/2 + 1/np.pi * quad(integrand, le-15, right_lim, 1limit=2000 ) [0]

np.sqrt( xi**2 + sigmax*2 * (ux*2 + 1j%u) )

def Q2(self, k, cf, right_lim):
integrand = lambda u: np.real( np.exp(-uxk*1j) /(ux1j) * cf(u) )
return 1/2 + 1/np.pi * quad(integrand, le-15, right_lim, 1imit=2000 ) [0]

Cod. 6: Célcular el precio de la opcién europea con el modelo de Heston
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4.3.2 El modelo SABR

En el modelo de Heston la varianza instantanea sigue un proceso Ornstein Uhlenbeck (un proceso que
retorna a su media). Sin embargo, los datos de mercado no muestran evidencia concluyente de que
este sea el caso. En ese sentido, en el modelo SABR|IS], la volatilidad instantanea se modela como un
movimiento browniano geométrico. Es decir, el modelo SABR, con 8 = 1, es la solucién al siguiente
sistema de EDE:

dF, = F,o, (det +V1- p2dBt),
doy = owwdWs.

La gran ventaja de este modelo es que tiene una solucion analitica para la volatilidad implicita (1),

conocida como la Formula de Hagan:

o(K) = aoﬁ [1 + éT <2Vp0'0 12 (3 - pQ))]

donde

o z(2) =log [ 1_2pzltzj+(z_p)]: y

_ v F
° Z—U—Olog(?)

Notar que, esta formula es indeterminada si la evaluamos cuando (F = K) o, analogamente cuando

z = 0. Sin embargo, si usamos la Regla de L’Hospital se puede comprobar que:

. o 1 2(2
l%J(K) =0y {1+ 8T<21/p00+u <3 —p >>]

En ese sentido, calibrar un modelo para ajustar la superficie de volatilidad del mercado es mas sencillo
usando el modelo SABR, ya que cuenta con una formula analitica. En el siguiente fragmento de codigo
se presenta la formula de Hagan, aunque en su forma general (§ € [0, 1]), para mas informacion del
modelo SABR se recomienda revisar [6]. Cabe precisar que, normalmente para calcular la volatilidad
implicita se requiere invertir la formula de BS, para lo cual es necesario utilizar métodos numéricos,

ya que es un problema altamente no lineal.

def HaganFormula(K,F,T,nu,beta,rho,sigma0):
N =1 + ( (1-beta)**2/24*(sigma0**2/ (F*K)**(1-beta))
+ 0.25%(rhoxbeta*nu*sigmal) / (F*K) ** ((1-beta)/2)
+ (2-3*rho**2)*(nu**2)/24 ) = T
D = (F*K)**((1-beta)/2)*(1 + (1-beta)**2 * np.log(F/K)**2/24
+ (1-beta)**4 * np.log(F/K)**4/1920)
z=(nu/sigma0) * (F*K) ** ((1-beta)/2)*np.log(F/K)
x_z=np.log((np.sqrt(1-2*rho*z+z**2)+z-rho)/(1-rho))
IV=sigmaOx (N/D)*(z/x_z)
## ATM Hagan formula, obtenida con la regla D'Hospital
ATM = np.where(F/K==1)
IV[ATM]=sigmaO+ (N[ATM] /D [ATM])

return IV

Cod. 7: Célcular el skew de volatilidad con la formula de Hagan
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4.3.3 Los modelos de volatilidad fraccionaria

Los modelos de volatilidad como difusién, como el Heston o el SABR, permiten explicar la sonrisa de
volatilidad asi como su comportamiento dindmico ante cambios en el activo subyacente. Sin embargo,
estos modelos fallan en replicar otro hecho estilizado presente en los datos de mercado, el grado de
persistencia en el proceso de volatilidad. En ese sentido, los modelos de volatilidad fraccionaria son
maés generales, ya que permiten explicar los diferentes grados de persistencia observados en los datos

de mercado, variando un tunico parametro, el indice Hurst (H € (0,1)):

e El proceso de volatilidad, en el largo plazo, presenta memoria larga, es decir, su funcién de
autocorrelacion decae lentamente (ver Comte et al (1998)[10]). Para replicar esto, el parametro

Hurst debe ser mayor a un medio (H > 0.5).

e El proceso de volatilidad, en el corto plazo, presenta memoria corta, es decir, su funcion de
autocorrelacion decae exponencialmente (ver Alos et al (2007)[2] y Gatheral et al (2018) [17]).

Para replicar esto, el parametro Hurst debe ser menor a un medio (H < 0.5).

En este trabajo tomamos como ejemplo el modelo de volatilidad fraccionaria presentado en Alos y

Shiraya (2019)[3], el cual es la solucion al siguiente sistema de EDE:

dF, = Fyo, (det + /1o pZdBt), vVt € [0,T]
242H

4H

oy = opexpvW}H — vVt e [0,T],

donde, W} denota un movimiento Browniano fraccionario.

La ventaja de este tipo de modelos es que permite explicar una mayor cantidad de hechos estilizados
del mercado; sin embargo, no cuentan con formas analiticas de soluciéon. En consecuencia, se requiere
utilizar metodos niimericos para poder encontrar los precios de las opciones y, una vez se determine el
precio, optimizaciéon numérica para encontrar la volatilidad implicita. En consecuencia, este enfoque
demanda una considerablemente mayor cantidad de tiempo, lo cual puede llegar a ser inviable en la

industria. Los métodos numeéricos utilizados en este trabajo son presentados a detalle en el Anexo B.

4.4 Introduccion a los derivados de volatilidad

Los derivados de volatilidad son instrumentos financieros que son comercializados para coberturarse
en caso vengan periodos con alta volatilidad. Definimos los derivados de volatilidad como aquel-
los instrumentos financieros cuyo pago depende explicitamente de la volatilidad (varianza) realizada
(PayOffT =f (5)). En esta seccién presentaremos los derivados de volatilidad més populares en el

mercado.

El Variance Swap (VAS) y el Volatility Swap (VOS) cuyas funciones de pago al vencimiento (T) son:

1 (7 [1 (T
VASr = T / &?ds — Kyar, Y VOSr = T/ &2ds — Ko, respectivamente,
0 0

donde K, es el strike del VAS y K,; es el strike del VOS.

Con el fin de mostrar como son aplicados los objetos mateméticos previamente presentados, en el
siguiente capitulo se estudia a detalle los tres resultados sobre derivados de volatilidad presentados

en Carr y Lee (2009)[8] y se discuten las ventajas o desventajes de su implementacion. La estructura
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CAPITULO 4. CONCEPTOS PREVIOS A LOS DERIVADOS DE VOLATILIDAD

del capitulo es la siguiente. Primero, presentamos y probamos el primer resultado propuesto en Carr
y Lee (2009)[8] y discutimos brevemente las fortalezas y debilidades de este resultado en la practica.
Segundo, utilizamos un modelo de volatilidad estocastica para simular datos, los cuales utilizamos
para calcular el resultado previamente descrito. Tercero, pasamos al siguiente resultado y repetimos

los puntos anteriores. Finalmente, se presenta una extension del dltimo resultado.
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Capitulo 5

Los resultados de Carr y Lee (2009)

En el capitulo anterior presentamos los derivados de volatilidad como aquellos derivados cuyas fun-
ciones de pago dependen explicitamente de la volatilidad. Asimismo, resaltamos que los derivados
de volatilidad mas populares en el mercado son el Variance Swap (VAS) y el Volatility Swap (VOS)

cuyas funciones de pago al vencimiento son las siguientes:

1wl 1 [T
VASy = = / 52ds — Kyar, y VOSp= = / 52ds — Kool
0 0

donde K, es el strike del VAS y K, es el strike del VOS.

En Carr y Lee (2009)[8] se presentan los siguientes tres resultados fundamentales sobre derivados de
volatilidad

e La replicaciéon de 52 monitoreado en tiempo discreto con un ’delta hedging’ de un contrato

logaritmico genera un error de tercer orden de los retornos diarios.

e Existe una relaciéon entre el valor teorico de K, y el promedio de la varianza implicita a través
de una medida estandarizada del strike (K).

e La volatilidad implicita cuando F' = K (denotada como ATMI) obtenida con un modelo de

volatilidad estocastica (bajo ciertos supuestos) es una buena aproximacion de K.

En esta secciéon presentamos los tres resultados descritos en [8] detallando sus pruebas. Asimismo,

discutimos sobre la viabilidad de su uso en la industria mediante un ejercicio de simulacién.

5.1 Un portafolio de cobertura que replique la varianza obser-

vada al vencimiento

El método més utilizado en las finanzas cuantitativas para determinar el precio de instrumentos
derivados complejos es construir un portafolio, compuesto por instrumentos financieros mas simples
(como bonos, acciones u opciones europeas), cuyo valor al vencimiento (¢t = T') sea igual al pago del
derivado. Este método se conoce como portafolio de cobertura, ya que permite al emisor del derivado
cubrirse del riesgo al replicar la funcién de pago del producto ofrecido, obteniendo como ganancia la
comisién o fee de vender este producto.
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CAPITULO 5. LOS RESULTADOS DE CARR Y LEE (2009)

En esta seccion se presenta y evalua el primer resultado de Carr y Lee (2009)[8], el cual consiste en
construir un portafolio de cobertura para la varianza que se observard al vencimiento del contrato.
Cabe precisar que, el portafolio se construye de tal forma que necesita rebalancearse diariamente. En
ese sentido, en Carr y Lee (2009)[8] se determina el orden de error de replicar la varianza realizada

con un portafolio de cobertura rebalanceado diariamente.

5.1.1 El primer resultado: El orden de error de tercer orden al replicar

discretamente la varianza realizada

En esta seccion seguimos a Carr y Lee (2009)[8] p. 9- 11|. Consideremos un conjunto finito de indices
de tiempo {to,t1, ..., t, } donde podemos comerciar contratos de Futuros asumiendo cierres diarios.Una

medida estandar anualizada de la varianza observada de los retornos diarios se define como

N ¢ F,
~22) 2 ?
== m? ().

El primer resultado consiste en construir un portafolio de cobertura para la varianza observada al

vencimiento.

Proposicion 11. Funcion de pago de la varianza observada al vencimiento 5%: Podemos
descomponer G2 en tres términos

- " 2N/ 1 1
02 - Z T(Fi—l 1 F()) (FZ B Fiil)—’_

i=1

Fo 9N > 9N " ‘
— (K — F,)TdK —_(F, — K)TdK O(R3
[} e = Basce [ P g0 ar | 0GR

&2 = Posicion Dindmica(DP) + Posicién Estdtica(SP) + Fuente de error(SE). (5.1)

Proof. Denotemos el retorno diario del periodo i como R;

_F-Fia

R.
. )

Una expansion de Taylor de {n(F;) alrededor de F;_; resulta en:

2 3
B L ORY, i=1,2,..,n.

ln(F,) = ZTL(Fi_l) + R,’ -
2 3

In(F;) —In(Fi_1) =R — %+ BL L O(RY),  i=1,2,...,n.

Elevando al cuadrado tenemos,

an(%) —RZ-RV4+ URILO(RY), =12 ..n.

Despejando R? de esta ecuacion tenemos,

F; 11
2 _p2 (= 3 _ R4 5 =
Ri—ln( i_l)—i—RZ 12RZ—|—O(RZ), i=12,..,n.

Reemplazando esta expresion en la expansion de In(F;), resulta en:

ln2(%) = 2R, — 2(in(F}) — In(F;_1)) — % + O(RY), i=1,2,..,n.
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CAPITULO 5. LOS RESULTADOS DE CARR Y LEE (2009)

Sumando sobre i, obtenemos la suma al cuadrado de los log-retornos

Zln(

n 3

)-22R—2ln W) — In(Fo)) — ZR +ZOR4 (5.2)

=1

Si usamos la expansion de Taylor sobre In(F},) alrededor de Fy, expresando el residuo de Taylor en su

forma exactal, tenemos:

F, - Fy

F,
n 1
In(F) = In(Fy) + = —/0 (Fo — K) 7K.

Notar que, F,, € [0,00] y que fOF" F, K) zdK > 0; por lo tanto, podemos expresar esta integral

en términos de pagos de opciones vainilla

ln(Fn):ln(F0)+M_/ Md[( WM(M'
0

Fy K2 2 K2

Reemplazando este resultado en la ecuacion (5.2)), obtenemos:

-F , [ 2 i
Zln( )—223—2 + | g = EaytaE

+ pE (F, — K)TdK

Fo K2

n n

R} "

= Z =+ Z O(RY).

=1 ="

Ahora, recordemos que 52 := % » In? (FFil ) Lo cual concluye la prueba O

A continuacion se interpreta cada término en (5.1):

e DP: El primer término de la derecha son las ganancias y pérdidas (PL) de una posicion dinamica

en futuros

n ‘F_; F

compro e~ ) de futuros cada dia

e SP: El segundo término son las ganancias y pérdidas (PL) de una posicion estética en opciones

2N

nKk?
2N

nk?

compro ,y

compro dK de opciones Call con todos los Strike mayores al precio inicial

e SE: El tercer término es la fuente de error de la aproximacion.

El siguiente fragmento de codigo calcula la varianza realizada y las partes de esta descomposicion:

1si f("H) es continua en un intervalo abierto I donde a,z € I, entonces, el residuo de Taylor de orden n
(Rn(x)) es equivalente a:

R, (z) = 1 /I (z — 5)"f("+1)(s)ds

n!
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CAPITULO 5. LOS RESULTADOS DE CARR Y LEE (2009)

def RepErrorSVS(X,N,F):

"""This function give us a realize wariance approzimation
base on the first finding of Carr&lLee2009 """

## N son el numero de dias en un afio

n = len(F)-1

""'Dinamic Position (DP)'''

DP = 2#N/n*sum((1/F[0:n]-1/F[0])*np.diff(F)) #0K

#### #inputs for Static Position (SP)

Kput = K[np.where(K<=F[0])]

Kcall = K[np.where(X>=F[0])]

len(Kput)

len(Kcall)

payoffPut = (Kput[1:nput]>F[-1])*(Kput[1:nput]-F[-1])

INTput = 2*N/n*sum(1/ (Kput [1:nput]**2) *payoffPut) *F [0] /nput
payoffCall= (F[-1]>Kcall[1:ncall])*(F[-1]-Kcall[1:ncalll)
INTcall = 2*N/n*sum(1/(Kcall[l:ncall]#**2)*payoffCall)*(K[-1]-F[0])/(ncall-nput)
"''Static Position (SP)'''

SP = INTput+INTcall

nput

I

ncall

""'Source of Error (SE)'''
R = np.diff(F)/F[0:n]
SE = -N/(3*n)*sum(Rx*3)+(5xN)/ (12*n) *sum (R**4)

"'"'Realized Variance Descomposition'''
V = DP+SP

# varianza observada

last = len(F)

VAR = N/n*sum(np.log(F[1:1last]/F[0:-1])*%2)

mydata = {"varianza observada":VAR,
"posicion dinamica":DP,
"posicion estatica":SP,
'varianza aproximada':V
}

return mydata

Cod. 8: Codigo para testear el primer resultado de Carr y Lee
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CAPITULO 5. LOS RESULTADOS DE CARR Y LEE (2009)

En la industria, el hecho de contar con una estrategia de cobertura para la varianza realizada del
subyacente es de gran utilidad. Sin embargo, en [§] no se discute la cantidad de informacion necesaria
para aplicar este resultado adecuadamente. A continuacion, evaluamos este resultado con diferentes

conjuntos de informacién para averiguar a partir de cuando se puede recomendar aplicar en la practica.

5.1.2 Evaluacién del primer resultado

Para evaluar el primer resultado de Carr y Lee (2009)[8], necesitamos simular la senda del precio
forward; es decir, se reemplaza la serie de tiempo con datos de mercado del precio forward de un
instrumento de renta variable con una trayectoria del precio forward obtenida con un modelo de

volatilidad estocéstica.

Para simular la senda del precio forward se utilizo el modelo de Heston, descrito en [4.3.1] Debido a
que los modelos matematicos para el pricing de opciones son modelos en tiempo continuo, necesitamos

discretizarlos para poder trabajar con ellos.

Existen diversos métodos de discretizaciéon, los mas utilizados para este fin son el método de Euler
Maruyama y el método de Milstein, los cuales se presentan brevemente en el Anexo A. En esta

oportunidad se opt6 por utilizar el método de discretizacion de Milstein:
2
02,1 =07 + k(0 — o)At + v\ [o?AB; + Z(ABE — At),

donde, J?H es la varianza instantanea en el periodo i+1, la cual esta distanciada de o2 por un paso

de tiempo At. Ahora, podemos simular el precio forward. Consideremos F; = e+, donde

Xit1 = X, + (=0.502) At + \/Zg(pAWi + V1= 2AB;).

El siguiente fragmento de c6digo muestra este procedimiento:

def HestonMilstein (T, n, sigmasquareO, FO, kappa, theta, nu, rho,B,W):
# time step and time index
dt = T/n; t = np.arange(0,T+T/n,dt)
# instantaneous variance brownian motion
dB = np.diff(B); dB2 = np.diff (B+*2)
# forward price brownian motion
dW = np.diff (W)
# initial values for instantaneous wariance and forward
sigmasquare=np.zeros(n+1); sigmasquare[0]=sigmasquare0
X=np.zeros(n+1); X[0]=np.log(FO)
# stochastic volatility compute from Heston Model from 0 to T
for i in range(O,n):
sigmasquare[i+1] = sigmasquare[i] + kappa*(theta-sigmasquare[i])*dt +
nu*np.sqrt(sigmasquare[i])*dB[i]+nu**2/4* (dB2[1]-dt)
# absorbing asumption
if sigmasquare[i+1] < O:
sigmasquare[i+1] = 0
X[i+1] = X[i]+(-0.5*sigmasquare[i])*dt+
np.sqrt(sigmasquare[i])*(rho*dW[i]+np.sqrt (1-rho**2)*dB[i])
return {'sqrtvol_path': sigmasquare ,'forward_path': np.exp(X)}

Cod. 9: Codigo para testear el primer resultado de Carr y Lee
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CAPITULO 5. LOS RESULTADOS DE CARR Y LEE (2009)

En este ejercicio se ha fijado el precio inicial del forward en 100 (Fp = 100) y la varianza instantanea
inicial en 0.04 (6 = 0.04). Se asume que en el mercado se transan contratos con Strikes entre 1 y
1000 (K € [1,1000]). Ademas fijamos en 360 el nimero de pasos que tiene la senda de F', donde
consideramos cada punto de esta trayectoria como el dato de mercado observado al final del dia. Es

decir, la senda simulada reemplaza un ano de datos de mercado.

Para evaluar este resultado en diferentes condiciones fraccionamos la trayectoria de F' para considerar
diferentes vencimientos (7" € [0.1,0.2,0.3,0.5,0.75, 1]), para ello se fija la distancia entre Strikes en
0.1 dK = 0.1. Asimismo, se evaltia este resultado para diferentes distancias entre Strikes dK €
[LE — 05,0.001,0.1,1, 3, 10], para ello se fija el vencimiento en 1 ano (T = 1).

Para simular la senda del precio forward y de la varianza innstantanea del mismo, mostradas en la
Figura asumimos los siguientes parametros: 1) el vol of vol es igual a 0.3 (v = 0.3); 2) la correlacion
entre el retorno instantaneo del precio forward y de la variacion de la volatilidad instantanea es -0.5

(p = —0.5); y 3) la velocidad de convergencia de la varianza instantanea es de un ano (k = 1).

Fig. 5.1: Sendas del precio forward y de la varianza instantanea del Modelo de Heston

El primer resultado de Carr y Lee (2009)[8] nos dice que podemos expresar la varianza observada
(%) en funcion de tres términos: 1) una posicion dindmica en forwards, 2) una posicién estatica en
opciones OTM, y 3) el error. Por lo tanto, se espera una diferencia muy pequena entre la varianza
realizada con datos sintéticos (52) y la suma de la posicion dinamica y la posicién estatica, o varianza
aproximada, obtenidas con los mismos datos sintéticos. De ser el caso, habria evidencia que sustente

aplicar este resultado en la préctica.

Table 5.1: Evaluacién del primer resultado para diferentes vencimientos
(Elaboracion propia)

Varianza Observada ©.00770517 ©.00674044 0.00634585 0.00586255 0.00534409 ©.00562935
Dinamic Position ©.00577307 ©.00623354 0.00627225 0.00531896 ©0.00115713 ©.00178444
Static Position ©.00352562 © 0.000308384 © 0.00490371 ©0.0044094
Varianza Aproximada ©.00929868 ©.00623354 0,00658063 0.00531096 ©.00606084 ©.00619384

En la Tabla se muestran la evaluacion del primer resultado de [8] efectuada con una senda de datos
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sintéticos considerando diferentes vencimientos (nos centramos en el error de la posicién dindmica).
Se observa que el mejor resultado no es ni el vencimiento mas corto (7' = 0.1) ni el mas largo (T = 1),
sino uno intermedio de 108 dias (T' = 0.3).

Para verificar que la evaluacion efectuada no depende de la senda utilizada, se generaron 1000 sendas
y se calcul6 el error cuadratico medio para cada vencimiento. La Tabla presenta los resultados de

esta verificacion.

Table 5.2: Error promedio del primer resultado para diferentes vencimientos
(Elaboracion propia)

maturity (in days) 8.43144e-85 3.09345e-05 2.7434e-85 6.66628e-05 ©.000154166 ©.600425222

Dada la evaluacion efectuada, se concluye que este resultado es sensible al vencimiento teniendo un

menor error cuando se aplica con vencimientos entre 70 y 120 dias.

Table 5.3: Evaluacién del primer resultado para diferentes distancias entre Strikes
(Elaboracién propia)

dK=1E-84 dK=0.001 dk=0.1 dK=1 dK=3 dK=10

Varianza Observada ©.00562001 0.00562001 ©.00562001 ©.00562001 ©.00562001 ©.00562001

Dinamic Position ©.00208412 0.00208412 0.00208412 ©.00208412 ©.00208412 ©.00208412
Static Position ©.00353396 0.00353445 ©.00358878 ©.00408773 ©.00496376  ©.0105954
Source of Error 1.83747e-06 1.83747e-06 1.83747e-06 1.83747e-06 1.83747e-06 1.83747e-06

Varianza Aproximada ©.00561992 0.00562042 0.00567474 0©.00617369 ©0.00614972 ©.0126813

En la Tabla se muestra la evalucion del primer resultado de [8] efectuada con una senda de
datos sintéticos considerando diferentes distancias entre Strikes (ahora nos centramos en el error de la
posicion estatica). Se observa que el mejor resultado se obtiene con la menor distancia (dK = 1E—05).
Esto es logico, ya que la posicion estéatica consiste en un portafolio conformado por un continuo de
Opciones Europeas. Por lo tanto, a mayor cantidad de opciones disponibles (con diferentes Strikes)

menor el error.

Para verificar que la evaluacion efectuada no depende de la senda utilizada, se generaron 1000 sendas
y se calculo el error cuadratico medio para cada distancia entre Strikes. La Tabla [5.4] presenta los

resultados de esta verificacion.

Table 5.4: Error promedio del primer resultado para diferentes distancias entre Strikes
(Elaboracién propia)

distant between K ©.000416586 ©.000222728 0.000174812 ©0.00034416 0.000520822 0.00207293

Dado los resultados obtenidos en este ejercicio, se concluye que este resultado es sensible a la distancia
entre Strikes o al nimero de Strikes utilizados (mientras mas mejor) teniendo un menor error cuando
se aplica una distancia entre Strikes entre 1E-05 y 0.1 (dK € [1E — 05,0.1]).
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5.2 El Strike del VAS y su relacién con las varianzas implicitas

Un resultado altamente conocido en la industria es que el valor teorico de la tasa del Variance Swap (o
Strike del Variance Swap) es equivalente a mantener continuamente una posiciéon de % en opciones
"Out of the Money" (OTM).

Proposicion 12. El Strike del variance swap (K,.) como un portafolio de opciones euro-
peas OTM:

Asumamos por simplicidad que la tasa corta es igual a cero? (r = 0), luego

T oo F

1
Kvar = ﬁC(K)dK +

1
3 i e PUOAK (5.3)

0

donde,

o K. es el Strike del VAS,

T es el vencimiento del contrato del VAS,

K es el Strike de una opcion Furopea

F o Fy es el precio forward del activo subyacente al inicio del contrato,
e C(K) es el precio de una opcion Call con Strike K, y

e P(K) es el precio de una opcion Put con Strike K

Proof. Asumiendo una probabilidad de riesgo neutral P tal que:
dFt = FtO'tdZt.

Aplicando el Lema de Ito a Ln(F};) tenemos:

1
dLn(Ft) = —EO'?dt + UtdZt.

Notemos que:
dF; 1
T dLn(F;) = iafdt.

Si multiplicamos por % e integramos ambas partes obtenemos:

2/ (T dF, Fry 1 (7,
(] o) =g,

Recordemos que, K4 = E[% fOT det] En consecuencia: K,,, = %E[fOT % — Ln(%)} Asum-
iendo que o; € L2, tenemos que:

Kyar = %E[ — Ln(

7 o]

Fy

Cuando probamos la ecuacion (5.1)) en la seccién anterior, verificamos que

0o —_ K\t
e [T P K)

In(F,) = In(Fy) + K2" . 702

Fn—FO_/F"(K—F)* I
0

Fy

2Este supuesto es facilmente relajable, pero simplifica significativamente (5.3)
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En consecuencia,

2 F,—F, Fo (K — F,)* ~(F, - K)*
Kyar = =FE| — dK ~r ) 4K,
T [ Fo +/0 K2 +/FO K2

Recordemos que el precio de una Call es
C(K) =e "M E[(F, — K)7]

y el de una Put es
P(K)=e¢"TE[(K — F,)"].

Por lo tanto,

2 Fr — F, Fo orT p(K) /°° e'TC(K)
Koar = = (= B[ Fo }+/0 remm M aK).

Si asumimos, por simplicidad, que r = 0, se completa la prueba

O

En el siguiente fragmento de cédigo se muestra como calculamos el Strike del Variance Swap con
opciones europeas Out of The Money (OTM). Los insumos en esta funcién son:

e K : un array con un "continuo" de posibles Strikes para las opciones europeas

e FO : el precio actual del subyacente (un futuro)

e C,P: array con el precio de la opcion europea para cada Strike K

def VarSwapRate(X,F0,C,P,T):
"""This function give us an expression to write a Variance Swap Rate """
#h###Inputs HEHHE
Kput = K[np.where(K<=F0)]; Kcall = K[np.where(K>=F0)]
nput = len(Kput); ncall = len(Kcall)
dKput = np.diff(Kput); dKcall= np.diff(Kcall)
#u####integrales##tt##

if len(P) == nput-1:
INTput = sum(1l/(Kput[1:nput]**2)*P*dKput)
elif len(P) == nput:
INTput = sum(1/(Kput[1:nput]#**2)+*P[1:nput]*dKput)

if len(C) == ncall-1:
INTcall= sum(1/(Kcalll[l:ncall]#**2)*C*dKcall)
elif len(C) == ncall:
INTcall= sum(1/(Kcalll[l:ncall]#**2)*C[1:ncall]l*dKcall)

% Strike del Variance Swap
K_var = 2/T*(INTcall+INTput)

return K_var

Cod. 10: Cédigo para calcular el Strike del Variance Swap con opciones OTM
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5.2.1 El segundo resultado: El Strike del VAS como un promedio ponder-
ado de varianzas implicitas

Cabe precisar que, en la practica es méas facil trabajar con volatilidades implicitas que con precios de
opciones, ya que es mas factible completar el smile/skew de volatilidad para un vencimiento (T) y

todos los strikes (K) disponibles, que contar con todos los precios de mercado de las opciones vainilla.

En ese contexto, en Carr y Lee (2009)[8, p. 12 a p. 15| proponen una forma alternativa de hallar
Ko como un promedio ponderado de varianzas implicitas, donde el ponderador es la densidad de la

normal estandar n(.)

Proposicion 13. El Strike del variance swap (K,q.) como un promedio ponderado de

varianzas implicitas:
Kva'r‘ = / n(y)j(y)2dy (54)

— 00

donde,

e n(y) es la densidad de una variable aleatoria normal estandar evaluada en vy,

e I(y)? es la varianza implicita expresada en funcion de y.

Proof. En adelante, asumamos T fijo; por lo tanto, I(T, K) = I(K). Antes de empezar con la prueba

denotemos algunas variables a utilizar:
e x:=In <%) es una medida normalizada de la posicion de la opcién, conocida como "moneyness".
oI (z) es la volatilidad implicita obtenida con el modelo de Black.

e y=ds(x)= j(x_)’f/f — 1(1)2\/? es una nueva medida "moneyness" para una opcion Call.

Notar que, si asumimos que la funcion ds(x) es estrictamente decreciente en x, se puede afirmar que

la funcion d;*(y) existe.

Partiendo de (5.3)):
T = s
Kq)(l?"

F
1
LKy = | —C(K)dK — P(K)dK.
2 FK2C()d+/OK2()

Al integrar por partes (la opcion como u y %dK como dv ) obtenemos:

T >~ ] £ C(K)|tee P(K)|F
—Kyor = —C'(K)dK —P’KdK—i‘ - — .
2 F KC( ) +/0 K (K) K IF K o
Recordando la "paridad Put-Call": C(K)+K = F+P(K), y que limg_,o C(K) = limg_,o P(K) =0,
tenemos que
Tk = [ Levwax + /F L pgyax
2 var — F K o K .

Siguiendo el modelo de Black donde I(K) es la volatilidad implicita como funciéon de K
C(K) = FN(do(K) + I(K)VT) — KN (do(K)).

Si diferenciamos C(K) y factorizamos n(d2(K)), donde da(K) = l"(F)fl?Eﬁij/I;(K)T/z, tenemos:

C'(K) = =N(d2(K)) + Fn(da(K) + LK)V T)(dy(K) + I'(K)VT) = Kn(da(K))dy(K)
= —N(do(K)) + (Fe*(fz(%”ﬂ(mﬁdz(m) (dy(K) + I'(K)VT) — Kd’Q(K))n(dQ(K))
= —N(d2(K)) + VTn(do(K))KI'(K).
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Siguiendo los mismos pasos:
P'(K)=N(—dy(K)) + VTn(do(K))KI'(K).
Por lo tanto, obtenemos la siguiente equivalencia:

%KW - /FOO %( — N(do(K)) + ﬁn(dQ(K))KI'(K))dK+

/OF %(N( — dy(K)) + VT (dy (K)) KI'(K) ) K.

A continuacién se realiza un cambio de variable en la integral
z=In% =>dr=LdK y I(z) = o(Fe®),

notar que si K > F, entonces z € (0,400). Por otro lado, si K < F, entonces z € (—00,0). En
consecuencia, obtenemos la siguiente equivalencia
T o0 b 0 A
= Kyar = / (= N(da(@)) + VTn(da(@)) I'(x) ) da + / (N( = da(a)) + VTn(da(@) ' (x) ) da.
0

2 —c0

Agregando las integrales, tenemos que:

T 0

QKM,,:—/OOON(dQ(x))dx—k/

—0o0

N(—da(z))dz + /_OO VTn(dy(2)) I (z)dz.

Si integramos por partes las dos primeras integrales, por la simetria de la funcién de densidad de la

distribucién normal tenemos que:

K= [ VT @(ia(o) o+ [

— 00

o0

an(dy(z))dy(z)de — zN (da(z)) ‘Zo + N (- da()) ’O

—0o0

Dado que la suma de los términos de frontera va a zero, si integramos por partes la primera integral,

tenemos que:

— 0o

gKW _ [ " VTi@)ds (@)n(da()) dy(@)dz + ﬁf(x)n(dQ(x))|+°° + / " an(dao(@)) d ()

— 00
Como el término de frontera va a cero,

%KW = /_ O:o VTI(2)ds(2)n(da(2))dy(2)da + / b zn(da(x))dy(x)dz.

— 00

Factorizando el factor comiin tenemos,

IKWT = /DO n(dg(l‘))dé(ﬂl)(ﬁj(l‘)dg(m) + a?) dz.

2 — 00
A _ I(@)?*T . . . .
Notemos que z + VT (z)dy(z) = — 5—, entonces podemos simplificar esta integral a:
T > I(z)*T
5 Kvar = / n(da(z))dy () ( _K 2) )da:.

Finalmente, cambiando de variable, de x a y := da(x), obtenemos

Koyar = /Oo n(y)I*(y)dy.

— 00

Lo cual concluye la prueba O
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En el siguiente fragmento de cédigo se muestra como calculamos el Strike del Variance Swap con
utilizando las varianzas implicitas. Los insumos en esta funciéon son los mismos que en la anterior,

pero en vez de los arrays con precios de opciones usamos un array con varianzas implicitas:

e T : El vencimiento de todos los contratos

e IV : un array con el implied volatility de las opciones europeas para cada Strike con T fijo

def CL_VarSwapRate(IV,K,FO0,T):
"""This function give us another expression to write a
Variance Swap Rate, second finding of Carr&Lee2009 """
N = len(K)

np.log(K/F)

y = -x/(IVsnp.sqrt(T))-(IV+np.sqrt(T))/2

pdf_y = ss.norm(0, 1).pdf(y)

X

# given the order I obtain y (from higher to smaller when I want it from smaller to higher),
# I decide to multiple by minus to obtain dy (this guarantee a positive I)
dy = -np.diff(y)

K_var = sum(pdf_y[1:N]*IV[1:N]**2*dy)

return K_var

Cod. 11: Cédigo para calcular el Strike del Variance Swap con varianzas implicitas

Utilizar la densidad de la normal como ponderador de las varianzas implicitas a traves de nuestra vari-
able moneyness "y" es muy util, ya que la densidad evaluada en las colas de la normal es despreciable,
como se muestra en la Figura[5.2] En consecuencia, el problema de no contar con muchas opciones
vainilla en el mercado es menos critico en que en .

Fig. 5.2: Comparacion entre la medida moneyness y y la medida moneyness z

A continuacion, evaluaremos estas dos especificaciones de K., sobre diferentes conjuntos de informa-

cibn para compararlas con mayor detalle.
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5.2.2 Evaluacion del segundo resultado

Para evaluar el segundo resultado de Carr y Lee (2009)[8], se necesita calcular K,q,.

Como se mostro en este capitulo, hay dos formas de calcularlo. La primera consiste en mantener una
posicién de % en opciones europeas OTM. Para esto necesitamos calcular el precio de las opciones
europeas para una grilla de Strikes (Nuevamente se asume que en el mercado se transan contratos con
Strikes entre 1 y 1000 (K € [1,1000])). La distancia entre los Strikes (dK') sera nuestra variable.

La segunda consiste en calcular un promedio ponderado de las varianzas implicitas, donde el ponder-
ador es la densidad de la distribucién normal estandar sobre una medida moneyness (y = y(K)). Para

esto necesitamos calcular la volatilidad implicita para toda la grilla de Strikes.

Debido a que necesitamos calcular la volatilidad implicita para diferentes Strikes, el modelo SABR es
el més conveniente para evaluar este resultado. Cabe precisar que, una vez se cuente con la volatilidad
implicita para cada Strike, se puede calcular el precio de las opciones europeas utilizando la férmula
de Black.

En ese sentido, asumimos un precio inicial del forward igual 100 (£ = 100), la volatilidad instantanea
inicial es igual a 0.2 (o9 = 0.2), el vol of vol igual a 0.3 (v = 0.3), la correlaciéon entre los Brownianos
del retorno del precio forward y de la variacion de la volatilidad instantanea es -0.5 (p = —0.5), el
vencimiento se fija en un ano (7" = 1). y, por simplicidad, la tasa de interés se fija en 0 (r = 0). El
volatily skew y los precios de las opciones europeas calculados con el modelo SABR y estos parametros

son mostrados en la Figura[5.3]

Volatilidad implicita (FO=100,T=1)

= 050
=
025
T T T T T T
0 200 400 B00 BOO 1000
Precio de la opcion Call
100
i
=]
I} B T T T T T T
0 2010 4010 ] Boa0 1000
Precio de la opcidn Put
= 500 -
[~
I} B T T T 1 T T
0 200 400 B00 BOO 1000
Ke [0, 1000]

Fig. 5.3: Volatilidad implicita y precios de las opciones calculadas con el Modelo SABR

Siguiendo el segundo resultado en Carr y Lee (2009)[8], podemos calcular de forma exacta K,q- ya
sea como en la ecuacion (5.3)), en funcion de opciones europeas OTM, o como en la ecuacion (5.4), en
funcion de las varianzas implicitas (como recomiendan Carr y Lee (2009)[8]).

El problema en ambos métodos es que se requiere informacién para una gran cantidad de Strikes.
Como podemos apreciar en la Tabla cuando dK = 1E — 05 el K,,, de ambos métodos convergen
en 0.041931; por lo que, asumimos que este es el verdadero valor de K,,.. Sin embargo, cuando
dK > 1, el Kyq4 calculado con la ecuacién se aleja mucho del verdadero K, (el error es
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Table 5.5: Evaluaciéon del segundo resultado para diferentes distancias entre Strikes
(Elaboracion propia)

dK=1E-05 dk=0.001 dk=1 dk=2 dk=3 dK=5 dK=7.5 dk=10

K_var 0.041931 ©0.0419294 ©.0398115 ©.0389712 ©.0358175 ©.0346233 0.0348354 0.0280135
CL_K_var 9.041931 ©.0419311 ©0.0419901 ©0.0420488 0.0421072 ©.0422231 ©0.0423669 ©.0425102

creciente respecto a la distancia entre Strikes).

Por otro lado, si calculamos el K4, con la ecuacion (5.4) observamos el mismo comportamiento, pero
el error es infimo en comparacion con el obtenido usando la ecuacién (5.3). Lo cual sugiere que el

método propuesto en Carr y Lee (2009)[8] es mejor que el utilizado en el mercado.

5.3 El Strike del VOS y su relaciéon con la volatilidad implicita
At The Money (ATM).

En la seccién anterior derivamos dos formas exactas de K,q;, las cuales parten de un argumento de
replicacion por portafolio. Debido a que se conoce una forma cerrada para K,q,, el VAS es el derivado

de volatilidad preferido en la industria, ya que es facil de valorizar y replicar.

Por el contrario, si hablamos del VOS, se tiene muy pocos resultados analiticos o aproximaciones
disponibles para K,,. En este contexto, en Carr y Lee (2009)[8, p. 16 a p. 17] derivan una aproxi-

maciéon para Kyg;.

El problema con este resultado es uno de sus supuestos, los cuales se enumeraran en breve. Finalmente,
como un adicional en esta secciéon, se analiza el orden de convergencia de la aproximacion del K,

propuesta por Carr y Lee (2009)[8] cuando T — ¢, siguiendo el trabajo de Alos y Shiraya (2019)[3].

5.3.1 El tercer resultado: La aproximacion de Carr y Lee.

El altimo resultado descrito por Carr y Lee (2009)[8] consiste en aproximar (K,,;) con informaciéon
observable. La aproximacion propuesta por Carr y Lee (2009)[8] se construye bajo los siguientes

supuestos:

H1 : existe una probabilidad riesgo neutral. En consecuencia, no hay oportunidades de arbitraje

(NOA).
H?2 : no hay ni default ni saltos en el activo subyacente

H3: los incrementos del proceso de volatilidad instantanea son independientes de los retornos in-

stantaneos

H1 es ampliamente aceptado en las finanzas cuantitativas. En cuanto H2 puede aceptarse, ya que
dichos eventos son poco comunes y los contratos a evaluar se efecttian con vencimientos cortos. Sin
embargo, el tercer supuesto es bastante restrictivo, ya que implica que el proceso de los retornos
instantaneos y los incrementos de la volatilidad instantanea no estan correlacionados, lo cual no se

ajusta a los hechos estilizados del mercado.

Bajo estos supuestos, en Carr y Lee (2009)[8] se prueba la siguiente aproximacion para Ke;:
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Proposicion 14. La volatilidad implicita ATM como aproximacion del Strike del volatility

swap (Kyo1): Bajo H1, H2 y H3, podemos aprozimar K, como:

Kvol ~ I(F(),T) (55)

donde I(Fy,T) es el volatilidad implicita cuando K = Fy o volatilidad implicita ATM.

Proof. Asumamos un mercado libre de fricciones, tasa de interes igual a cero (por simplicidad) y que
el mercado esta libre de arbitraje. Por lo tanto, podemos describir la dinamica del precio forward

como dF.
—L = dW,;, tel0,T]
Fi

donde, Fj es conocido, W; es un movimiento Browniano estdndar bajo la probabilidad riesgo neutral

Q, v 04 es un proceso adaptado, independiente de Wy, que satisface E(? fOT oZdt < .

Consideremos un VOS monitoreado en tiempo continuo y con un nominal de $1. Por definicion, el

payoff al vencimiento (T) de este instrumento es G — K4, donde & = 4/ % foT F2du es la volatilidad
realizada entre 0 y T y K, es el Strike del VOS, el cual es elegido tal que el valor inicial del VOS
sea cero. Por lo tanto,

Koot = EQ[5].

Asumiendo que la tasa de interes es igual a cero, el precio inicial de una opcién Call puede reescribirse
de la siguiente forma (aplicamos la transformacion de Hull y White|21], quien asume que p=0, lo cual

esta comprendido en el supuesto de independencia):

Black(Fy, T, K, 5)]

(
[EE(Pr — K)*| 73]
[
[Co(Fo, T, K, 5)]

donde,

9 es la filtracién generada por el proceso o {5} y Black(.) es la formula de Black:
Black(Fy, T, K,5) = FON(dl) - KN(dg),

donde

e N(.) es la funcién de distribucion acumulada de una normal estandar,

o dy =dy+5VT

Asumiendo que el Call esta ATM (K = Fp)

) o()

Co(Fy,T) = ESF, = EZA(F,,5).
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A continuacion utilizaremos la expansion de Taylor en cada distribucion evaluandola en cero

N(iﬂ) — N(0) + e\;% Fo(ig) —xe\;;
1 VT . 3
:N(0)+\/—27T(i7) +0(GVT).

(+ X2+ 0@EVT)

5T
2

z=0

Por lo tanto,

Co(Fy,T) = ES Fy (\/12?&@ + 0(53ﬁ3)> .

En consecuencia, K,,; se puede aproximar como:

V2r
FoNT

Por otro lado, el ATMI I(Fy,T) se define implicitamente por

I1(Fo, T)VT I(Fo, T)VT
N<(02) >N< (02) )‘|.

Por lo tanto, siguiendo los mismo pasos de la prueba anterior, se puede aproximadar por

Kyo = E(?a' ~ OO(F07T)~

CO(F(),T) = BlCLCk(F(),T,I(Fo,T)) = F()

V2r
FoVT

I(FmT) ~ Co(Fo,T).

Lo cual concluye la prueba. O

Sin embargo, como se indic6 al principio, para llegar a este resultado se asume que la variacién de
la volatilidad y el retorno del subyacente tienen correlacion igual a cero, lo cual hace de esta férmula
muy restrictiva como para aplicarla en la industria , ya que al anélizar los datos de mercado se ha
encontrado evidencia de que p < 0.

Debido a esto, en la siguiente seccién se presenta el trabajo publicado en 2019 por Elisa Alos y

Kenichiro Shiraya[3], donde estudian el termino de error de la aproximacion de K,, propuesta por
Carr y Lee (2009)[8].
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5.3.2 Sobre el término de error en la aproximacién de Carr y Lee.

En Alos y Shiraya (2019)[3] se estudia el orden de convergencia de la aproximacion de K, propuesta

en Carr y Lee (2009)[8] cuando T' — ¢t utilizando resultados de Céalculo de Malliavin.

Consideremos el siguiente modelo para el logaritmo del precio del subyacente bajo la probabilidad

riesgo neutral

1t t
X =Xy — 5/ o2ds +/ os(pdWs + /1 — p2dB;), Vte[0,T]
0 0

o? € L*([0,T) x D"?) (5.6)

T
Y, :/ o2ds
t

donde,

e X; es el logaritmo del precio en el periodo ¢,
e W, y B; son movimientos brownianos estandar independientes, y

e 07 es la varianza instantanea que pertenece a la clase de procesos estocasticos cuadrado inte-

grables, continuo por la derecha y F;—adaptados
En principio, en Carr y Lee (2009)[8] concluyen que, cuando p = 0,
Kvol ~ I(tv T7 Xt? k:)

donde kf = Ln(K) |k=F, es el ATM log Strike. Para encontrar el orden de convergencia del error de

esta aproximacion Alos y Shiraya (2019)[3] realizan los siguientes supuestos:

Hy,: Ja,b>0, tal que oy € [a,b]Vt € [0,T],
Hy: o € LY

Hs;: 3§€(-0.5,05)yC >0, talqueVO<r<s<T
E.[D.o?| < C(s —1)°.

donde, D, es la derivada de Malliavin de o2 en r,

/tT (& / ) Drcr?dsDQdT] <.

A continuacién, se procedera a calcular el orden de convergencia del error de Ko ~ I(t,T, Xy, k})

. 1
A= I T =gy B

siguiendo a Alos y Shiraya (2019)[3] cuando p = 0 y asumiendo por simplicidad que r = 0, es decir
k;k = Xt-

Proposicion 15. Considerando el modelo definido en (5.6]), cuando p =0 y bajo HI y H2, I(t, T, X4, k})

se puede representar de la siguiente forma:

1

I(t, T, Xt,k;;) — Et[’l)t] = —m

Ey

T BS™Y(kf, A,)
/t (N'(di (K, BS— (k. A)))2
T 2
<ET N’(dl(kf7vt))M%1> dr].

Ut
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Proof. La transformaciéon de Hull y White permite reescribir el precio de una opcién como:

W = Et[BS(t)Tj Xta k:vvt”’

donde v; = 4/ TY_t ; representa la volatilidad realizada promedio entre t y T.

Por lo tanto, la "ATMI (I = I(¢,T, X, k;))" satisface que:
I =BS 'k, E,[BS(t, T, Xy, ki, v)]) = E[BS™"(ki, E[BS(t, T, Xy, kf,ve)])].
Si restamos E}[vi] = E; [BS*I(kf, BS(t,T, Xy, kf,vt))] en ambos lados, tenemos:
I — Eyv)) = Ey[BS™" (k}, E.[BS(t, T, Xy, ki, v)]) — BS™' (kf, BS(t, T, X, kjf,ve))].
Denotemos A; := FE4[BS(t, T, X¢, k¥, v:)] y notemos que Ay = BS(t,T, Xy, k, vt), luego:
I — EyJv)]) = B [BS™" (k;, Ay) — BS™ (K}, Ar)].
Si aplicamos la formula de Clark-Ocone a Es[BS(t, T, X3, ki, v¢), tenemos:
Es[BS(t,T, Xy, kf,v:)] = E[BS(t,T, X,k ,v¢)] + /OS DY(E,[BS(t,T, X, k},v;)])dW,..
Si denotamos como U, = DV (E,[BS(t, T, X;, k},v;)]) tenemos que,
As =Ao+ /OS U.dW,.

Como A es un proceso adaptado podemos aplicar el Lema de It6 a BS~™(k}, Ay)

BS™ kP, Ay) = BSTY(kF, Ao) + /0 (BS™H'U.dW, + % /0 (BS™H'UZ2dr.
Por lo tanto,

T 1 T
I — Eivy] = —Et[/ (BS™YHYU,.dw, + 5/ (BS™Y)'Uzdr].
t t

Analizemos el primer término del lado derecho de la ecuacién:

Et[ftT (BS_l)’UTdWT} = Et[ftT FdWT] es igual a cero, ya que la esperanza condicional de una
integral de Ito es cero; si y solo si, F es adaptado y cuadrado integrable. Lo cual es cierto bajo H1 y
H2.

En consecuencia,

1 T
I — Eyfv] = —E; [5/ (BS™Y)'UZdr]
t
donde
o (BST)(kA) = ~(BS)"((BS)) " = ~ ORI (Xn(di) VT —1) = B~k A

4(extn(d1 (k:’Bsil(k:‘*AT))))Q 7

o Uy = E,[DY (BS(k;,v))] = B [eXn(di (ki v)) VT — IDY ] = 55— F, [n(dl(kf,vt))%]

3

e2Xt * T vaaidu 2
L] U'r2 = mET [n(dl(ktavt))‘/rvit] .
Lo cual concluye la prueba. O
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El siguiente paso es probar el siguiente Teorema enunciado en Alos y Kenichiro (2019)[3]:

Teorema 5.3.1. Consideremos el modelo descrito en (5.6) con p = 0 y bajo HI, H2, H3 y HJ.

FEntonces,

I T, X k) — Eyoy) 1 1 T T w o 2
T T = 320, 15 (T—t)3+25Et[/t (E{/r D ”SdSD dr]

Proof. Los pasos de la prueba son los siguientes:

pasol : Expandimos BS™1(k}, As) = Es[BS™'(k}, As)]
BS~H(ki, A) = E.[BSTH(k;, Ar) - L[} (BS™Y) U2dr| = B.fur] — 1E.[4]

paso2 : Evaluamos el orden de convergencia de cada término en A usando H1y H3:
1) Por H1 sabemos que
—1\" (% _ BS™Y(k},A,) |
(BS™) (kf,Ay) = X N, (B (e Ay)E Ot acotado
2) Por H3, sabemos que

f D,.o2%ds

U2 = (E { YN (A (K7 s v)) 2T — tv;

D SO S¢) 113

Es decir, U? — O(( )Hz‘;) cuando T — ¢
Luego, A — O((T — t)**2%) = BS™1(kf, A,) = Eufu] + O((T — 1)*+2%).
paso3 : Analizamos la Proposicion 15 cuando T' — ¢:

I(t,T, Xt,k?f) -3 Et[vt] . 1

lim = lim

T
I —1
Tt (T —t)2+20 Tt 32(T —t)3+28 By /t BS™ (kt, As) x (5.7)

(o et L D]y,

Primero, notemos que cuando T — ¢

N'(dy (kf,ve)) o 0125(T ) (0, BS TNk AL) 1
N'(dy(ky, BS~1(ki, As)))

Luego,

lim E N'(dy(kf,v)) fsT Dgo2dr 5 fST Dgo2dr
un fvg =Lg| 7 |-
Tt N/(d+(k:1BS_l(k:,A8))) Ut Ut

Ahora, notemos que BS~!(k;, As) es Fy — adaptado, luego puede entrar en E,(.)
Recordemos que, cuando T' — ¢

BS™(ky, As) — Eg[v]] — vy — oy para s € (¢,T); luego

%9( [(Bs-l(k:, A)* / Dgaer :;<E[ /STDSUsz]f.

pasod : Reemplazando estos limites en (5.7) se concluye la prueba.
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Este teorema nos dice que, bajo parametros razonables, la diferencia entre Fi[v;] = Ko y €l ATMI
I(t, T, X¢, k) es muy pequena, lo cual esté en linea con el resultado presentado en Carr y Lee (2009)[8].

De manera més precisa;

1047, X0, k) = Eufor]| = O((T — ).

5.3.3 Ejemplo: El orden de convergencia del error en el modelo SABR

En esta seccién evaluamos la convergencia del término de error de la aproximacion de Carr y Lee

cuando o; es un Movimiento Browniano Geométrico sin drift; es decir el modelo SABR:

dO’t = OtO'tthVt € [O,T},

o su solucion,
2
op = gge” Tt FeWe=Wo) i ¢ [0, 7).

2

Paso 1: calculamos DY o2

, parar < s:

DY o2 =20,DY o,
_ 2
= 2a0;

2

_ 2OZO'T a?(s—r)+2a(Ws—W,.)

A

- 20[026(127”—20(WTe—ozzs-f-Z(xWS
= A

2
Paso 2: calculamos A = ET[fTT DWo?2ds| y luego A? = (ET[fTT vaagds]) ,
A 2 a 2
E. [/ D}fvafds} =202 TT2Wr g {/ e S+2O“Wsds}

Por el Lemma de It6 sabemos que,
T T T4
F(T,Wr) = F(r,W,) +/ 0sFds +/ ow FdW +/ §8§VWFds
T T T
re-ordenando términos, tenemos que
T 1 T
/ (0sF + 5a%VWF)ds = F(T,Wr)— F(r,W,) — / Ow FdW.

Consideremos F(s, W) = %e‘a%“aW‘S, luego:

r —a25+2aW 1 —a2T+2ocW 1 —a2r+2aW T 2 —a23+2aW
e ‘ds = —e T——e i —e dW.
- ! ! o
Si aplicamos el operador de esperanza condicional (E,()) en ambos lados de la igualdad, solo nos

2O¢WT:| — eQaWT-&-Qozz (T—r)

queda evaluar que F, [e y asi

T 2 1 2 2
Er |:/ e~ 5+2aWst:| _ 726—01 r+2aW, (ea (T—r) _ 1)
, «
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Por lo tanto,
T 2 2
A=E, [/ vaagds] =02 (eo‘ (T=r) _ 1),
- «

A2 = %Uf (ehz(T_T) e (T=m) 4. 1).
e

Paso 3: Calculamos B = E, {ftT Azdr}

T 4 T ) T ) T
E, {/ Azdr] ?Et [/ ole2e (T=1) g 2/ ole® (T_T)dr—i—/ der]
¢ ¢ ¢ ¢

- % (Et [A1] — 2E,[As] + E, [Ag])7

donde

Bl = oo T | [T oo ]
EilAs] = ofe’ T By | [ e=8e'rtaWear),

Ey[As] = 04 Ey [ftT e’2a2r+4awrdr].

Continuamos utilizando el Lemma de It6, como en el Paso 2, para cada término dentro de la integral.

Notar que en todos estos casos el tinico término que queda dentro del operador F[.] para evaluar es
Et[€4aWT} — aWi+8a®(T—t)

. 9 LN 2
En ese sentido, para A; se considera F(r, W, ) = pize~ i@ rioWs

i , luego se obtiene:

04
Byl Al 2t 2adr B caader <

2 3
e 3 rH4aWr yego se obtiene:

Asimismo, para Ay se considera F'(r, W) = ==

4
Ei[As] = %e‘ﬁw_w (65‘12(T_t) — 1)

1 _—2a2r+4aW,

e,z € , luego se obtiene:

Finalmente, para As se considera F(r,W,) =

E,[As] = o (eW(T—ﬂ - 1).

6a2

Por lo tanto, B = E; {ftT AQdT] es igual a

T
4
o) [ /t A%ﬂ = (Bl 2840 + B [4) (5.8)
4
_ 0 202(T—t) (42 (T—t) 1) _ S o?(T—t)( 5a>(T—t) 2/ 6a2(T—t)
T ol (e (e 1) 5¢ (e 1)+3(€ 1))

Paso 4: Se evalua el siguiente limite

1 . 1

1 B
320, Tt (T — t)3
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Evidentemente, este limite es indeterminado. Aplicamos la regla de L’ Hopital tres veces, como

resultado obtenemos:

1 . B 1 8a?c? oo
lim = t— Lt
3201 7—=0 (1) 320; 6 24

En conclusion, el orden de error de la aproximacion de Carr y Lee, cuando T' — ¢, en el modelo SABR
es:

. I, T, X, kF) — Efvy] o203
lim = .
Tt (T —t)? 24

5.3.4 Evaluacion del tercer resultado

Para evaluar el tercer resultado en Carr y Lee (2009)[8], necesitamos calcular la volatilidad implicita

ATM, ya que se prueba que este valor es una buena aproximacion de (K,q).

A diferencia de los otros dos resultados previos, la informaciéon de mercado se requiere para calibrar
los parametros de algtin modelo de volatilidad estocastica.

En ese sentido, como necesitamos calcular la volatilidad implicita, el modelo SABR es el més con-
veniente en esta ocasion por la formula de Hagan (revisar Seccion . En ese sentido, asumimos
un precio inicial del forward igual 100 (Fp = 100), la volatilidad instantanea inicial es igual a 0.1
(0o = 0.1) y el vol of vol es igual a 0.2 (v = 0.4). Asimismo, presentamos los resultados para
un rango de correlaciones entre el retorno instantaneo y la variaciéon de la volatilidad instantanea
(p € {-0.9,-0.5,0,0.5,0.9}) y un rango de vencimientos (T € {0.1,0.5,0.75,1,2,5}).

Table 5.6: Evaluacién del tercer resultado usando el modelo SABR
(Elaboracién propia)

Aproximacidn de Carr y Lee del volatility swap rate con K=F=188, SABR Model

T=068.1 T=B8.5 T=08.7% T=1 T=2 T=25
rho=-8.5 B8.8959478 ©.8%97392 ©.899688% 8.8924783 8.8589557 8.8973917
rho=-8.5 B8.85999958 ©.8%99792 6.899%687 ©.8999583 8.8999167 8.8997917
rho = @ g8.186e33 g.18a8167 &.1aa25 8.186333 8.1e8aa67 8.181667
rho= 8.5 B8.188846 8.168229 8.1e8a8344  0.16B8458 8.168917 8.1a2292
rho= 8.9 B8.1882838 8.1681329 8.188284 0.168373 8.18a757 8.1a1292

Parametros del SABR model: sigma 8 = 8.1, nu = 8.2 y beta = 1
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Por otro lado, se considera necesario presentar la sensibilidad de este resultado a la eleccion del
modelo. En ese sentido, también se presenta el resultado obtenido al utilizar el modelo de volatilidad
fraccionaria presentado en Alos y Shiraya (2019)[3]. Para ello se fija el pardmetro Hurst en 0.3
(H = 0.3), al igual que en la tabla anterior, presentamos los resultados para un rango de correlaciones
entre el retorno instantaneo y la volatilidad instantanea (p € {—0.9,—-0.5,0,0.5,0.9}) y un rango de
vencimientos (7' € {0.1,0.5,0.75,1,2,5}).

Table 5.7: Evaluaciéon del tercer resultado usando un modelo de volatilidad fraccionaria
(Elaboracion propia)

Aproximacidén de Carr y Lee del wolatility swap rate con K=F=188, rough volatility model

T=8.1 T=08.5 T=08.75% T=1 T=2 T=25
rho=-8.9 8.8775412 ©.8621689 ©.8651554 ©.8565676 ©.8468224 @.B8378598
rho=-2.5 ©.8882519 0£.02e4182 @.875097 B8.8756788 ©.07206 8.060805802
rho = @ g.168832 8.0294047 @.0997672 ©.392943 2.8996432 @.8984680
rho= 8.5 B8.11813 @.124762 8.12768%5 8.138544 8.134119 8.156473
rho= 8.9 B8.128485% @.143122 a8.147826 8.153893 B8.17634 a8.285765

Pardmetros del modelo: sigma @ = 8.1, nu = B.2 v hurst = 8.3

Siguiendo el tercer resultado de Carr y Lee (2009)[8], una buena aproximacion de K, es la volatilidad
implicita ATM. Sin embargo, esta aproximaciéon es buena cuando p = 0, siendo el orden de conver-
gencia del error significativamente mayor para otros casos, como se senala en el trabajo de Alos y
Shiraya (2019)[3]. Podemos ver que, los resultados de las tablas no son muy diferentes cuando p = 0;

sin embargo, para otros casos las diferencias son significativas.
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Extension del tercer resultado

En esta seccién mostramos una extension a la aproximacion de Carr y Lee (2009)[8], el cual no asume

independencia entre la volatilidad y los retornos instantaneos del activo.

Rolloos y Arslan (2017)[24] proponen una aproximacion para K, igual de elegante a la propuesta
por Carr y Lee (2009)[8], pero robusta a la existencia de correlacion entre el proceso de volatilidad y

del subyacente.

Pese a la significativa mejora de esta aproximacion, la tnica diferencia fue cambiar el punto donde se

evalua la volatilidad implicita.

Considerando los mismos supuestos de Carr y Lee (2009)[8], pero permitiendo que los incrementos
del proceso de la volatilidad estén correlacionados con los retornos del subyacente, Rolloos y Arslan
(2017)[24] prueban lo siguiente:

Proposicion 16. Bajo los supuestos H1 y H2 presentados al inicio de la seccion podemos
aproximar K,, como:
K’Uol ~ I(KdzaT)y (61)

donde K4, es un strike elegido de tal forma que do = 0; es decir, I(K4,,T) es la volatilidad implicita
obtenida cuando da(Fy, K, I(K,T)) =0

Proof. Siguiendo la misma notacion de la seccion anterior, el precio inicial de una opcién Call puede
reescribirse de la siguiente forma si aplicamos la transformacion de Willard (1997)[25], la cual funciona

cuando p # 0:

T
[ES(Fr — K)*|F7]
Black(FyMr(p), T, K,5/1= 7 )|
Co (FOMT(P),T, K,&M)L

2 T 2 T o
donde My = e~z Jo oudute [y ouwdW?

El primer paso es aproximar esta expresiéon usando la expansiéon de Taylor, aldedor de p = 0:

Co(Fo, K, T) =E§ | Black (FoMr(p), T, K,5/1= 7 )
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r aBzack(FoMT(p),T, K,5/1— p2)
Co(Fo, K, T) ~ES Black:(Fo,T, K, a) n 5 p+0(p?)
L p p=0
[ aBlack‘( *)
~EQ Black(Fo,T, K, a) gt P00
L P p=0
r 8Black:(*> T T
~EQ Black(Fo,ﬂK,a) + WFOMT(p)(—p/() o—idu+/0 audWo>
oBlack(+) 5 )
+ ——=501-p")""(-2p) p+O0(p”)
05+/1 — p2 2 =0
aBzack(Fo,T, K, 5) T
~E Black(Fo,T, K, a) + pFy o ( / o—udW") +0(p?)
0 0

s
~E8 | Co(Fo. T.K.5) + pFol s (Fo. T K. / oud W + 0(%)
0

donde Apg(x) es el Delta de Black and Scholes, el cual mide la sensibilidad de la opcion Call respecto
a cambios en el precio del activo subyacente:

Antes de continuar, es necesario presentar otros griegos:

1. El vega, vps = aggs , es la sensibilidad de la opcion Call respecto a cambios en la volatilidad.

VRS = Ke_TTn(dg)\/T.

2. El vanna, vaggs = 86255305 , es la sensibilidad del Delta de la opcién Call respecto a cambios en
la volatilidad
vare — VBS da
¥ a W% 15N
3. El vomma, vogg = 828?;?5 , es la sensibilidad del vega de la opcién Call respecto a cambios en
la volatilidad
dady

voBs = VBs K.T)

Al respecto, en Rolloos y Arslan (2017)[24] aprovechan que el vanna y el vonna son directamente
proporcionales a ds.
Por lo tanto, ambas cantidades son zero cuando dy(K,T) = 0.

Recordemos que
_ In(F) - Ln(K) I(K,T)VT
I(K,T)VT 2 '

Por lo tanto, debe existir un K tal que dy = 0, denotemos dicho K como Ky,, €l cual es la solucién al

siguiente proceso iterativo:
2
Ky, = Fe KT,

El siguiente paso es aproximar Black (Fo, T K, 6) v Apg (FO, T K, 5) usando la expansion de Taylor
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cuando & esta alrededor de la volatilidad implicita I(K,T):
Black (* 5) ~Black (* I(*)) +ups (%, 1(%)) (5 — I(%))
1
+ vons(x,1(+) (6 = 1)+ O(j — I(=)]*)

Apg (* a) ~Apg (* 1(*)) +vaps(+ 1(+) (7 — I(x)) + O(l6 — I(+)2).

Si evaluamos ambas cuando K = K4, tenemos que:

Black (F T, K, a) ~Black (F T, Kdz,I(Kdz,T)) +vps(FT, Kay, 1(Ka,, 7)) (6 — I(Kq,, T))
+ O(|6 - I(Kdsz)P)
Aps (F T, Ky, a) ~Ags (F T, KdQ,I(KdZ,T)> +0(|6 — I(Kay, T)[?).

Por lo tanto, si evaluamos la opcién call en Kg4, tendriamos que:

Co(*) = B |Co(*) +vps(+) (7 = 1(x) + O(lo — I(x)I°)

9

+0Fy(8ps(+) +0(l ~1(0P)) [ iV + O

Co(+) ~Co(*) +vas(+)ES (0~ 1(+)] + EF |07 — 1(+))]
+PF0ABS(*)E32{/OT o dW? | + B¢ |O(o — 1()?) /OTaudW“}
58 o]

Notar que los términos de la segunda linea contienen la esperanza de la integral de It6 de un proceso

adaptado e integrable (la volatilidad), luego esos términos son iguales a zero
Co(*) = Co(*) +vas(+)EE (2 — 1(0)] + EF [0(7 - 1()F) | + EF [0(s*)].

Asumamos que la esperanza de los residuos de Taylor de esta expresion van a zero. En consecuencia,

tendriamos la siguiente aproximacion:
Col+) ~ Co(*) +vps(+)EE| (7~ 1(%))].

Lo cual es cierto si y solo si,
ES M — I(Ka,,T).

Esto concluye la prueba. O
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CAPITULO 6. EXTENSION DEL TERCER RESULTADO

Este resultado es mucho méas general que el descrito por Carr y Lee[§], ya que es robusto al grado de

correlacion entre el subyacente (F}) y su volatilidad (o).

Table 6.1: Evaluacién de la aproximacién de Rolloos y Arslan usando el modelo SABR
(Elaboracién propia)

Aproximacion de Rolloos y Arslan del volatility swap rate con K=F=18@, SABR Model

rho=

Parametros del SABR model: sigma © = ©.64,

0.0399885
©.0400334
0.0400533
0.0400333
©.0399885

©.0399422
©.0401672
0.0402668
0.0401662
©.0399428

©.039913

0.0402512
0.0404003
0.0402489
©.0399144

o8

0.0398835
0.0403355
0.0405338
0.0403314
0.039886

nu = 0.4y

0.0397632
0.0406754
0.0410686
0.0406591
©.8397732

beta =1

©.0393799
©.0417236
0.0426814
0.0416197
©.0394419



Capitulo 7

Conclusiones

El objetivo y motivacion de esta investigacion fue crear una referencia sobre los métodos utilizados
para determinar el precio de los derivados financieros con volatilidad estocéstica que sea 1til tanto

para la academia como para la industria.

En ese sentido, considero que esta investigaciéon es de utilidad para la academia por la presentacion de
algunos topicos avanzados en procesos estocasticos como el movimiento Browniano fraccionario y el
calculo de Malliavin, pero sobre todo por la explicacién de algunas de sus aplicaciones en las finanzas

cuantitativas, lo cual espero amplie el espectro de investigaciones en estos temas en un futuro cercano.

Por otro lado, considero que esta investigacion es de utilidad para la industria por las siguientes

razones:

e la revision de conceptos: desde los més basicos como el modelo Black and Scholes o los tipos de
volatilidades hasta modelos de volatilidad estocéastica y la determinacion del precio de instru-
mentos derivados con subyacentes no negociables, permiten al lector captar la intuiciéon detras

de estos conceptos.

e los numerosos ejemplos, a lo largo de esta investigaciéon se introducen y utilizan una gran
variedad de modelos con el fin de familiarizar al lector. Si bien, la presentaciéon de cada modelo
es muy puntual, ya que cada modelo merece una investigacion propia para profundizar en sus
detalles, siempre se recomiendan las referencias que se consideran apropiadas en caso se quiera

profundizar en un modelo particular.

e los fragmentos de codigo, es muy dificil encontrar investigaciones sobre finanzas cuantitativas
con fragmentos de c6digo listos para usar. Sin embargo, considero que esta parte es vital para

que el lector termine de entender cada concepto presentado.

e la recopilacion y estudio de resultados sobre derivados de volatilidad, la verdad no hay muchos
resultados disponibles sobre derivados de volatilidad, el trabajo de Carr y Lee[8] es uno de los
mas populares. Sin embargo, poco se escribe sobre sus criticas u oportunidades de mejora, ya
que en el mercado financiero la informacién es un bien rival muy preciado. Por este motivo, en
el capitulo 5 se muestra como podemos poner a prueba todo resultado que nos presenten sin la

necesidad de contar con datos de mercado.
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A Meétodos Generales para discretizar EDE

La gran mayoria de los modelos en las finanzas mateméticas son modelos en tiempo continuo. La
gran ventaja de trabajar en este espacio es que se cuenta con una gran variedad de herramientas, las
cuales permiten alcanzar soluciones de forma cerrada. Sin emnbargo, en la practica, observamos y/o
generamos los datos en tiempo discreto. En ese sentido, suele ser mas conveniente expresar nuestro
problema en forma de pasos de tiempo (dt). En las finanzas, los métodos mas populares para hacer

esto son:

1. El método de Euler Maruyama

2. El método de Milstein

En esta seccion se explica el fundamento de ambos métodos.

El método de Euler Maruyama

Consideremos una ecuacion diferencial estocastica en el sentido de Ito:

dXt = a(Xt7t)dt + b(Xt7t)thVt S [O,T}

Esta ecuacién puede expresarse en su forma integral para la distancia dt, es decir:

t+ot t+ot t+ot
/ dX, = / a(X, s)ds Jr/ b(Xs, s)dWs
t ' t

t+5t 48t
Xitor = Xo + / a(Xs, s)ds + / b(Xs, s)dWs.
t t

Si utilizamos la regla de integracion por la izquierda, Xy, 5 puede aproximarse como:

t+6t t+ot
Xitor = X¢ +a(Xy, t) / ds + b(Xht)/ dW,
t t

Xt+§t ~ Xt + CL(Xt, t)5t + b(Xt7 t)(Wt+6t — Wt)

Este es el esquema mas simple para aproximar un proceso de It6 a tiempo discreto. Este método de
aproximacion es conocido como el método de Euler Maruyama. El orden de convergencia del error

por discretizacion de este método es 1 o O(V/dt).

El método de Milstein

Partamos de la misma ecuacién diferencial estocastica:

t+ot t+ot
KXipor = Xy + / a(Xs, s)ds + / b(Xs, s)dWs.
t t
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El paso clave en esta aproximacion es utilizar el lema de It6 para reexpresar el drift:

da Oa 1 9%a

da/(Xt’t) = ( + — (Xt, ) + 5@
t

da
2
=t 5% b( Xy, 1) )dt+ o VX DT,

fr0a  Oa 1 0% * da
X,,s) = a(X;,t o ~ 2 W,,.
a(Xs, s) = a(Xy, )+/t ( t3 - a(Xy,t) + 25 th(Xt,t) )du+/t 3 tb(Xt’ t)d

y la volatilidad de nuestra EDE:

) ab L1 0% , b

De tal forma que nuestra EDE se puede reescribir como:

f+6t 2 s
1 0%a Oa

X =X a(X X —b(X,, t)?)d —b(X W.,

45t H‘/t b / 8Xt 1) + 20X? (X, )) U+/ axX, (X¢,t)d )ds

t+ot 2 S
1 0% ab
(X a(X. L 2 9 .
+/t ( 1t / (axt 0 1)+ 5 gzt (Xt )du+ A )qu)dws

Recordemos que, ds - du = O(6t?) y que ds-dW, = O(ét%), debido a que buscamos una aproximacion
de orden 1 o O(dt) estos términos pueden ser ignorados. Por lo tanto, podemos aproximar la EDE

como:

t+5t t+ot it s ogp
Xivor = Xy + / a(Xy, t)ds + / b(Xe, t)dWs + / X o5 0(Xe, ) AW dW.
t t t t t

Notemos que el dltimo término puede reescribirse como

t+5t s t+4dt
b(Xy, )W, dW,y = —b(Xy, ¢ (W, — W,)dw,
/ \ 8Xt tt) t /t t)

t+ot
= b(X ) (WE = W Wi + W,dW, ).
t

Sea Y; = f(t,Wy), tal que dY; = Wi dW;. Si aplicamos el lema de Ito sobre Y; tenemos que:

oy oY 1 9%
av, = 7 dt+wdw+§wdt

Y 10%y _
St aewe =0y S =W

En consecuencia
. . w2 t+5t w2 w2
Esto quiere decir que, Y; = =& — %t Por lo tanto, + dYs =Yiyse — YV, = =52 — =5+ — %&.

Reemplazando este resultado en nuestra EDE obtenemos la siguiente expresion:

1 0b

Xt+5t ~ Xt + a’(Xta t)at + b(Xt7 t)(Wét Wt) 2 8X
t

——b(X¢,t) - (Wipse — Wi)* = 6t).
Este método de aproximacion es conocido como el método de Milstein. El orden de convergencia del
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error por discretizacion de este método es 1 o O(dt).

B Meétodos numéricos usados para determinar el precio de las

opciones

La gran mayora de modelos disenados para el pricing de opciones no cuentan con soluciones analiticas.
Sin embargo, muchos de estos modelos permiten una mejor gestion de riesgos; por lo que, no deben

ser dejados de lado.

En esta seccion, se explica los métodos numéricos utilizados en este trabajo en el pricing de opciones

y en el célculo de la volatilidad implicita.

Monte Carlo Condicional

La simulacion de Monte Carlo Condicional es un método muy popular, ya que reduce una dimensién de
incertidumbre en nuestro problema. Su mayor ventaja es su generalidad, es decir, podemos aplicarlo

a cualquier modelo de volatilidad estocastica.

Pese a ello, el Monte Carlo Condicional (CMC, por sus siglas en ingles) no es muy popular en la
industria, porque es computacionalmente mucho méas demandante que utilizar una férmula analitica
renunciando de esta forma a utilizar modelos que permitan una mejor gestion de riesgos. La idea
detras del CMC es usar la Ley de Esperanzas iteradas para re-escribir nuestro problema. Dada una
apropiada eleccion de sendas condicionadas, podemos reducir la dimension de incertidumbre en nuestro

problema objetivo y obtener una expresiéon adecuada para realizar simulaciones.

Un modelo de volatilidad estocéstica estandar estd caracterizado por al menos un sistema de dos
ecuaciones, como las siguientes:

dFt = FtO'tth(l)

Ot = f(Wt(Q))

donde, Wt(l) y Wt(z) son dos movimientos Brownianos correlacionados, C’orr(Wt(l), t(2)) =p

Nuestro problema objetivo general es calcular el precio de una opciéon Call, Vy, la cual puede re-

escribirse utilizando la Ley de Esperanzas Iteradas:
Vo = E[e*’“T(FT ~K), }

) . (1)
—E[B[eT(Pr - K0 | {Wan ) fo)] ]

Un problema que encontramos cuando queremos usar el CMC para calcular el precio de una opcién
siguiendo algtin modelo de volatilidad estocéstica es la correlacion entre Wi ; (componente estocéstico
del retorno instantaneo) y Wa; (componente estocastico de la volatilidad instantanea). Normalmente,
necesitamos procesos no correlacionados para aplicar este método. Sin embargo, podemos solucionar

este problema con una simple transformacion[25].

Para empezar, notemos que todo par de movimientos Brownianos correlacionados (W1, Wa ) con p

como correlacion, puede descomponerse en un par de movimientos Brownianos independientes W5 ; y

Wit =+1—p?By+ pWa,
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Luego, el modelo del precio forward resulta en

dFt = FtO't(\/ 1-— ,02dZt + deQ’t). (2)

En consecuencia, nuestro problema objetivo puede re-escribirse como la esperanza de una version

modificada de la formula de Black:
Vo = E[e_TT(FogoProb(x < dy) — KProb(z < ds)) } =F [Black(Fogo, K,G,,T,r)) ]

donde

T 1 T
€0 = exp {p/ o dW ) — *02/ UgdS}
0 2" Jo

. 1 /T , T
Gp =1 = o2ds — p2/ o2ds
p \/T( o o )

m(5E) 1

oNT 2

d2: Urp\/f; d1:d2+0_p\/f

Proof. Sabemos que, el precio de una opcién Call es:

Vo = E[e"‘T(FT _K), }

Usando la Ley de Esperanzas Iteradas podemos re-escribir V como:

Vo=E[BleT(Fr - K)+ | {WP}g {on}g ] |

Vo = E[efrTE[(Foe—%fOT o2dst+~/1=p2 [T 0 dZs+p [T odW D _ K)+ | {Wt(iZ)}OT’ {Uti}oT } }
Asumamos que conocemos 6,2 := % ( fOT o2ds — p? fOT o?ds), podemos re-escribir V4 como:
Vo = E[G,TTE[(FOefé(cFPZTerZ I 02ds)+1/1=% [T 0udZotp [T oudW® _ K)+ | {Wt(f)}g ] }
Asumamos que conocemos In(&p) := pfOT O'SdWS(Z) — %pz fOT o2ds; por lo que, Vp seria:

Vo = B|e T B (Fogoe 27" T+VImP [ owtZe _ k) ] |

Notar que, v/1 — p? fOT osdZs = N(0,5,°T).

Por lo tanto Vj es igual a:

Vo = E[e " TE[ (Fygoe™ 2" THonVTNOD _ i) ] |

Recordemos que, (Foﬁoe*%‘fpzT*‘fpﬁN(o’l) — K)Jr £0 < Foloe 39 THVINQOD) 5 K

F _
e ) _%‘792

!
Luego N (0,1) < dg := n(’;—\/TT Por lo tanto, podemos re-escribir V{y como:
P

_ (m—a’pﬁ)z

Vo E[efrT(f:iio Foby e dz — K Pr(x < dy)) ]
Vo = E[e—rT(Fogo Pr(z — o, VT < do) — K Pr(z < dy)) ]

Vo = B|e (Foo Pr(w < di) — K Pr(z < dy)) |.

En consecuencia, el precio de la opcion Call es equivalente a resolver la siguiente esperanza:
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VO = E[BS(FO&O,Ky OTp7T) T')) :|
O

Como resultado, la esperanza en puede calcularse facilmente, gracias a la Ley de los Grandes

Numeros, como el promedio de muchas realizaciones de la formula de Black y Scholes.

Usando el precio de la opcién para calcular la volatilidad im-
plicita
Empecemos este capitulo explicando como calcular el precio de una opcién europea utilizando CMC.

En esta seccion explicaré como calcular la volatilidad implicita (I) dado este precio siguiendo la

definicion de volatilidad implicita descrita en [13].
Podemos calcular I resolviendo el siguiente problema de optimizacién:
2
I = argmin (67TT(F0Prob(x < d2+ IVT) — KProb(z < d2)) — V0> (3)
>

donde

ln(&) 1
d2=-—K/ _“1/T
VT 2

z ~N(0,1)

Notar que este problema es altamente no lineal, por lo que necesitamos utilizar métodos numéricos
de optimizacion, los méas populares son el metodo de biseccion, el algoritmo de Newton-Raphson y el
algoritmo de Brent—Dekker[7].
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C Cédigo en Python

El codigo utilizado para computar nuestros resultados se encuentra en el siguiente repositorio de

GitHub:

https://github.com/AbrahamSoldevilla?tab=repositories
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