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Resumen

Enrique Hernan Aviles Mendoza
Maestria en Matematica
Tépicos de algebra homoldgica sobre anillos conmutativos.

En esta tesis desarrollaremos los funtores extension Ext’(—, M) y m;(M, -)
como los i—ésimos funtores derivados derechos de los funtores Hompg(—, M)
y Hompg(M, —), respectivamente, y demostraremos que estos dos enfoques
producen la misma nocion, es decir, Ext’é es un bifuntor balanceado. Asimismo,
obtendremos el funtor torsién Tor’(—, N) como el i—ésimo funtor derivado
izquierdo del funtor — &z N. Construiremos las Ext-sucesiones y Tor-sucesiones
exactas largas y por medio de estas sucesiones estableceremos algunos criterios
que nos permitiran determinar la inyectividad, proyectividad y planitud de un
R—médulo dado.

Palabras clave: algebra homoldgica, funtor, funtor torsion, funtor extension,
bifuntor.
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Introduccion

En primer lugar, los prerequisitos para la lectura de este trabajo son un
conocimiento basico de grupos, anillos conmutativos y médulos.

Se puede considerar que la nocién de R—moOdulo proporciona una
generalizacion comun de las nociones de espacio vectorial y grupo abeliano.
Por lo tanto, si R es un cuerpo, entonces un R—moddulo es simplemente un
espacio vectorial sobre R, mientras que, un homomorfismo de R—modulos es
una transformacion lineal. Asimismo, si R es igual a Z, entonces un Z—mddulo
es simplemente un grupo abeliano y un homomorfismo de Z—modulos es un
homomorfismo de grupos abelianos.

En el capitulo 1 tratamos el lema de la Serpiente, resultado que sera
necesario para establecer la existencia de las sucesiones exactas largas en
homologia y cohomologia, las cuales corresponden a cada sucesion exacta corta
de complejos y co-complejos, respectivamente.

En el capitulo 2 estudiamos los modulos inyectivo, proyectivo, divisible y plano,
y observamos que cada méddulo estd inmerso en un R—mddulo inyectivo. De
igual manera, investigamos brevemente los modulos inyectivos sobre un dominio
de ideales principales. Por otro lado, los médulos inyectivos sobre dicho dominio
disfrutan de una propiedad de divisibilidad que es equivalente a la inyectividad.
Otra propiedad que posee un R—médulo inyectivo M es hacer al funtor
contravariante Hompg(—, M) exacto. Similarmente, una propiedad importante de
un R—modulo proyectivo M es hacer al funtor covariante Homg(M, —) un funtor
exacto, otra es que cada mddulo es la imagen homomérfica de un mddulo
proyectivo. Adicionalmente, los modulos planos son aquellos para los que el
funtor M ®r — es exacto.

En el capitulo 3 tratamos el algebra homoldgica que se puede describir
acertadamente como el estudio de los funtores derivados de los funtores aditivos,
en particular, de los funtores Hom y producto tensorial. Los funtores derivados
de funtores aditivos se definen en este capitulo. Para definir estos se necesita



la existencia de resoluciones proyectivas e inyectivas para cada médulo y esto
también se establece. Asimismo, los funtores derivados del producto tensorial
son llamados funtores de torsidn; mientras que, aquellos derivados de Hom son
llamados funtores de extension.

Un aspecto importante a resaltar es que no se investigaron el funtor derivado
izquierdo de Hompg(—, X') ni tampoco el funtor derivado izquierdo de Hompg(X, —)
porque los funtores derivados izquierdos de Hom no estan conectados a Hom,
como lo estan sus funtores derivados derechos. En efecto, si § = Hompg(—, X)
0 § = Hompg(X,—) entonces R°F y § son funtores naturalmente equivalentes,
y debido a esto, Homg(—, X) y Homg(X, —) estan vinculados a las sucesiones
exactas largas; sin embargo, £,§ y § no son naturalmente equivalentes.

Caracterizamos los médulos proyectivos e inyectivos a través de los funtores
Ext’(—, X) y Exth(X, —), respectivamente. Por otra parte, se demuestra con la
ayuda de las sucesiones exactas largas en la primera y segunda variable, que los
bifuntores Ext’, y Wﬁ son naturalmente equivalentes. Como resultado de esto
se tiene que Ext’% (M, N) puede calcularse usando una resolucion proyectiva de
M o usando una resolucién inyectiva de N.

Finalmente, nos enfocamos en los funtores derivados izquierdos que pueden
desarrollarse a partir del producto tensorial en su primera y segunda variable y
vemos que hay una conexién entre los funtores Tor” y los médulos planos.

Debemos mencionar que los resultados de esta tesis fueron tomados de las
referencias mencionadas en la bibliografia.



Capitulo 1
Algebra homologica

En este capitulo definimos y caracterizamos sucesiones exactas cortas
escindidas, definimos complejos, co-complejos, médulos de homologia y de
cohomologia y sus mapeos correspondientes. A continuacion definimos funtores
de la categoria de R—moddulos en si mismo. Demostramos que todo funtor
aditivo preserva sucesiones exactas cortas escindidas, complejos y aplicaciones
de complejos, también homotopias y equivalencias homotdpicas. En la ultima
seccién probamos el lema de la serpiente y con la ayuda de ella asociamos a
cada sucesién exacta corta de complejos y co-complejos una sucesidén exacta
larga de modulos de homologia y cohomologia. Las principales referencias de
este capitulo han sido de [3], [1] y [5]-

1.1 Sucesiones exactas en ;M

Definicion 1.1. Se dice que una sucesién M, ENG VEEN My de R—modulos y de
R—homomorfismos es exacta en M si Im(f) = Ker(g). Una sucesion de la forma

My = g

M — -

es exacta si es exacta en M, para cada i € Z.
Mientras tanto, una sucesion 0 — M; ENSVEEN My — 0 que es exacta en My, M,
y M, se llama sucesion exacta corta.

Proposicion 1.2. Sean f : N - M y k : M — N R—homomorfismos tales que
ko f =idy. Entonces M = Im(f) @ Ker(k).

Demostracion. Sea = € M, entonces k(z) € Ny asi f(k(z)) € M. Si z =



x — f(k(z)), entonces tenemos lo siguiente

donde la segunda igualdad se deduce de ko f = idy. Asi, z € Ker(k) y
r = f(k(z)) + z € Im(f) + Ker(k). Por lo tanto, M = Tm(f) + Ker(k). Ahora
demostramos que Im(f) N Ker(k) = {0}. De hecho, si y € Im(f) N Ker(k),
entonces y = f(x), para algin z € N,y asi 0 = k(y) = k(f(z)) = =. Por lo
tanto, y = f(0) = 0. O

Proposicion 1.3. Seanh: N — Myl : M — P homomorfismos de R—mddulos.
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) N ML P — 0es exacta y hay un homomorfismo de R—mddulos

r: M — Ntalque roh =idy;

(i1) 0 — N % M L P es exacta y hay un homomorfismo de R—mddulos
s: P— Mtalquelos=idp;

(7ii) o h =0y hay homomorfismos de R—moédulos r: M — Ny s: P — M tal
queroh =ridy,los=1idpy sol+hor=idy;

(7v) Hay un diagrama conmutativo con la primera fila exacta

0 N—r pm—L .p 0
N—~NeP-21-pP

en el cual i y ¢ son los homomorfismos canénicos definidos por = — (z,0)
y (z,y) — y respectivamente.

Demostracion. Probaremos que (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (i).
(i) = (ii). La proposicion 1.2 demuestra que M = Im(h) & Ker(r). Ahora
observemos que para cada x € M se cumple

x — h(r(z)) € Ker(r) (1.1)
esto se debe a que
r(@ —h(r(z))) = r(z) —r(h(r(z))) = r(z) —r(z) = 0.

A continuacion definamos s : P — M por s(y) = x — h(r(x)), donde x € M es
tal que I(z) = y. Tal x existe ya que [ es un epimorfismo, pero puede haber mas
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de uno. Demostramos que s esta bien definida. Supongamos que para ' € M
también se cumple /(z') = y. Entonces x — 2’ € Ker(l) = Im(h), asi

De esta manera, por (1.1) y (1.2) tenemos
(x = h(r(z))) = (' = h(r(z'))) € Ker(r) N Im(h) = {0},

de esto se sigue que x — h(r(z)) = 2’ — h(r(z')) y s esta bien definida.
Mostremos a continuacién que los = idp. En efecto, siy € Py s(y) = x—h(r(z)),
donde x € M es tal que [(x) = y, entonces

l(s(y)) = l(x = h(r(z))) = U(z) = (h(r(2))) = l(x) =y,

yaqueloh =0.

N

idN:VT

N—-ltopm—top 0

A 7
sl , 7 )
I los=idp
P

(11) = (i7i). Si m € M, entonces I(m) € Py m — s(l(m)) € Ker(l), esto es
porque

l(m = s(l(m))) = I(m) = U(s(I(m))) = I(m) = I(m) = 0
y como Ker(l) = Im(h), hay un n € N con h(n) = m — s(l(m)), de donde
m = h(n) + s(I(m)). Esto demuestra que M = Im(h) + Im(s).
Demostramos ahora que Im(h) N Im(s) = {0}. En efecto, si h(n) = =z = s(a),
entonces I(z) = I(h(n)) = 0, ya que [ o h = 0; mientras que, I(z) = I(s(a)) = a
porque [ o s = idp. Por lo tanto, x = s(a) = s(0) = 0. Se concluye asi que
M =TIm(h) & Im(s).

S
T /o::idp

P
Por lo demostrado antes, si m € M, entonces hay Unicos n € Ny a € P con
m = h(n) + s(a). La funciébn r : M — N dada por r(m) = n esta por lo tanto



bien definida. Es claro que r es un homomorfismo. Ademas, h(n) = h(n) + s(0)
implica r(h(n)) = n por lo que r o h = idy. Finalmente, si m € M, entonces
m = h(n) + s(a) y como r(m) =ny
I(m) =1l(h(n)) +i(s(a)) = idp(a) = a
=0
se tiene m = h(r(m)) + s(l(m)) lo que demuestra que idy; = hor +sol.
(131) = (iv). En primer lugar, notemos que para a € P tenemos

s(l(s(a))) + h(r(s(a))) = s(a).

Ya que [ o s = idp, lo anterior puede ser escrito como s(a) + h(r(s(a))) = s(a), de
donde h(r(s(a))) = 0. Puesto que h es uno a uno resulta r(s(a)) = 0. Por lo tanto,
ros = 0. A continuacién definamos ¢ : NP — M por p(n,a) = h(n)+s(a). Como
hy s son R—homomorfismos, ¢ también lo es. Definamos también ¢ : M — N®P
mediante la regla v(m) = (r(m),{(m)). Es claro que ) es un homomorfismo;
ademas, para cada m € M

p((m)) = @(r(m),l(m)) = h(r(m)) + s(l(m)) = idx(m) = m,
también para cada (n,a) € N & P

U(p(n, a)) = ¢(h(n) + s(a))

I
—~
=3
—~
=
—~
S
~—
+
VA
—~
Q
~—
~—
=
=
—~
S
~—
_|_
VAl
—~
S
~—
~—
~—

Esto demuestra que ¢ es un isomorfismo.

A continuacién comprobemos que la primera linea en el diagrama de (iv) es
exacta. Como [ o h = 0 se tiene que Im(h) C Ker(l). Con el fin de probar la
inclusion reciproca supongamos que ((m) = 0 para m € M, entonces también
tenemos s(I(m)) = s(0) = 0, asi que

m=(sol+hor)(m)=(sol)(m)+ (hor)(m)=h(r(m)) e Im(h).
Finalmente, verifiquemos que el diagrama en (iv) conmuta. En efecto,
p(i(n)) = ¢(n,0) = h(n) + s(0) = h(n),
y también

l(p(n,a)) = I(h(n) + s(a)) = l(h(n)) +1(s(a)) = a = q(n, a).

{



(iv) = (i). Sear = pop'tdondep: N® P — N es el homomorfismo
candnico dado por p(z,y) = z. Se cumple r o h = idy. En efecto, sean € N,
entonces como h = ¢ o i tenemos

roh=poyp lopoi=poi=ridy.
O

Definicion 1.4. Se dice que una sucesion exacta corta escinde si satisface las
condiciones equivalentes del proposicién 1.3.

1.2 Complejos y co-complejos

Definicion 1.5. Una sucesién M, de R—modulos y de R—homomorfismos
denotada por

(673

Qi1
M. L /> i+1 Mz Mi—l

se dice que es un complejo si «; o a1 = 0 para cada ¢ € Z. Cada aplicacién «;
se llama un operador diferencial. Un complejo M, se dice que es exacto en M;
si Im(a;41) = Ker(a;). M, es un complejo exacto, si es exacto en M;, para cada
1 € 7.

Un complejo de la forma

a; aq

M.I"' Ml Mi—l M1 M() 0,

donde los ceros adicionales a la derecha fueron omitidos se llama un complejo
positivo.

Definicion 1.6. Una sucesién M* de R—modulos y de R—homomorfismos
denotada por

i—1

Me ... M-t il it

se dice que es un co-complejo si o' o a'~! = 0 para cada i € Z. Asimismo, un
co-complejo M* se dice que es exacto en M* si Im(a’~') = Ker(a'). Por otro lado,
M* es un co-complejo exacto, si es exacto en M?¢, para cada i € Z.

Un co-complejo de la forma

0

M*:0 MO® =~ M? M —=

i

Mitl o ...

donde los ceros adicionales a la izquierda fueron omitidos se llama un co-
complejo positivo.



Definicion 1.7. Si M, es un complejo de R—maddulos, entonces

M) =

se llama el i—ésimo mddulo de homologia de M,.
Por otra parte, si M* es un co-complejo de R—maodulos, entonces

H'(M*) = —Iﬁgﬁ))

se llama el i—ésimo mddulo de cohomologia de M*.
Ejemplo 1.8. Consideremos la siguiente sucesion de Z-médulos

(75)

(32)

M,: 0 Z 7?2 V) 0.

Para mostrar que esta sucesién es un complejo, solo necesitamos verificar que
los productos de pares de matrices adyacentes son ceros:

(3 2) (_g> — (0).

Calculando los médulos de homologia de cada grado, obtenemos

Ker(Z — 0 Z Z

Im(22 (32) Z) (3,2)2> Z

Ker (Z@Z2)
0Z

m0—2) 07
Es importante notar que las otras homologias H;(M,) son nulas, por el hecho

HQ(MO) = 0.

de que los M; = 0 paratodo i # 0, 1, 2.

A continuacién, haremos una generalizacién de las sucesiones exactas
de R—modulos a sucesiones exactas de complejos de R—modulos, esto es,
podemos construir una sucesion exacta del tipo L, ELNS Y/ JELNS N



Definicion 1.9. Sean M, y N, dos complejos. Una aplicacion de complejos
fo : My — N, es una familia de R—homomorfismos f, = {f; : M; — N, }icz
tal que el siguiente diagrama conmuta para todo i € Z

(&7}

Q41
Mi+1 Mz Mi—l —

fi+1L fil fill

Bit+1 Bi
Nip N; Nig ——---

Al respecto, la definicién de aplicacidn de co-complejos es similar.
Definicién 1.10. Sean M* y N* dos co-complejos. Una aplicacion de co-
complejos f* : M* — N°* es una familia de R—homomorfismos f* = {f*: M —
N'}.ez tal que el siguiente diagrama conmuta para todo i € Z

MmO e

fill/ le fH»lL

Ni-1 Ni P it

Teorema 1.11. Si f, : M, — N, es una aplicacion de complejos, entonces para

Bi71

cada i € Z, existe una aplicacién R—lineal H;(f,) : H;(M,) — H;(IN,) definida
por
Hi(fo)(z + Im(ai1)) = fi(z) + Im(Bis1)

para cada z € Ker(«;).
Demostracion. Para cada i € Z tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

&%)

Qi1
M;q M;

fi+1L le

Bit+1 Bi
Nit1 N; Nig ——---

M; | —---

Si z € Ker(«;), entonces
Bi(fi(x)) = fimi(au(x)) = 0.

Asi que fi(z) € Ker(p;). Por consiguiente, H;(f.) aplica Ker(«;)/Im(c;11) en
Ker(3;)/Im(p;41). Ademas, la aplicacion esta bien definida. En efecto, si = +
Im(a;y1) = 2’ + Im(ay41), donde z,2" € Ker(o;), entonces z — 2’ € Im(a;41),
de manera que existe y € M, tal que = — 2’ = «;11(y). Al aplicar f; a esta
ecuacion se obtiene

filw) = filx") = filx = 2') = filiz1(y) = Bira(fisr(y)),

por lo cual, fi(z) — fi(2') € Im(5;41). Finalmente, H;(f,) es R—lineal, ya que f; lo
es. O



De un modo analogo, se pueden definir aplicaciones entre cohomologias.

Sean M y N R—médulos y Homg(M,N) el conjunto de todos los
homomorfismos de R—moddulos h : M — N. Este conjunto lleva una estructura
natural de R—mddulo dada para h,l € Homgr(M,N)y a € R por

(h+10(m):=h(m)+1lm) y (ah)(m):= ah(m)
param € M.

Definicidon 1.12. Sean Ry S anillos. Un funtor aditivo covariante de la categoria
de R—modulos, denotado por M, a la categoria de S—maddulos, denotado por
sM, es una asignacion

F=5(0): (M5 N) — (F(M) T 3(n))

que, a cada R—modulo M asigna un S—médulo §(M) y, a cada homomorfismo
h : M — N de R—mddulos asigna un homomorfismo de S—méddulos §(h) :
§(M) — §(N), tal que se cumplen las siguientes condiciones:

1. §(idy) = idgar), para cada R—moédulo M,

2. §(goh)=35(g)oF(h),donde h: M — Ny g: N — P sonhomomorfismos de
R—modulos;

3. 3¢9+ h) = F(g) +Fh), donde ¢g,h : M — N son homomorfismos de
R—mdédulos.

Definicién 1.13. Sean R y S anillos. Un funtor aditivo contravariante de la
categoria de R—mddulos a la categoria de S—mddulos es una asignacion

F=5(0): (M5 N) ~ (F(N) U 5(ar))

que, a cada R—moédulo M asigna un S—modulo F(M) y, a cada homomorfismo
h : M — N, de R—mobdulos asigna un homomorfismo de S—médulos §(h) :
S(N) — §(M) tal que se cumple lo siguiente:

1. §(idy) = idgr), para cada R—modulo M;

2. F(goh)=F(h)oF(g),donde h: M — Nyg: N — P sonhomomorfismos de
R—mbdulos;

3. 8¢+ h) = F(9) + F(h), donde g,h : M — N son homomorfismos de
R—modulos.

10



Ejemplo 1.14. 1. Sea S C R un subconjunto multiplicativamente cerrado.
El funtor localizacion de la categoria de R—mobdulos a la categoria de
S~!R—modulos es el funtor covariante y aditivo

)

S = 5(e) s (M % N) ~ (5710 ) 51,

que, a cada R—mbdulo M le asigna un S~'R—modulo S~'M y a cada
R—homomorfismo i : M — N le hace corresponder un S—! R—homomorfismo
S~th:S7'M — S7'N de S~'R—mddulos.

2. Sea X un R—mddulo fijo. Entonces Hompg(—, X) es un funtor contravariante
aditivo de la categoria de R—méddulos, que denotamos con zM, sobre si
mismo:

Homp(—, X) = Homp(e, X) : (M L N)~s(Homp(N, X) & Homp(M, X)),

el cual, a cada R—médulo M lleva a un R—mddulo Hompg(M, X) y a cada
R—homomorfismo f : M — N lleva a un R—homomorfismo

Hompg(f, X) = f*: Homg(N, X) — Homg(M, X)
donde f*(h) = ho f paratodo h € Hompg (N, X).

3. Sea X un R—modulo fijo. Entonces Hompz(X, —) es un funtor covariante de la
categoria yrM a la categoria pM:

Homp(X, —) = Homa(X, o) : (M L N)~s(Homp(X, M) &5 Hompg(X, N)),

que, a cada R—modulo M lleva a un R—modulo Hompg(X, M) y a cada
R—homomorfismo f : M — N lleva a un R—homomorfismo

Hompg (X, f) = fi : Homg(X, M) — Hompg(X, N)
donde f.(h) = f o h paratodo h € Homg(X, M).

Definicion 1.15. Sean R y S anillos conmutativos y § un funtor covariante de
R—mobdulos a S—mddulos.

(7) Elfuntor § se dice que es exacto a la izquierda si para cada sucesion exacta
de R—mddulos 0 — N & M 5 P se tiene que

3(h) 3(0)

0—=F(N) §(M) 3(P)

es una sucesioén exacta de S—modulos.
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(73) El funtor § se dice que es exacto a la derecha si

3(h)

F(V) 2 g (ar) 0

§(P)—=0

. s P Ny h
es una sucesidn exacta de S—modulos para cada sucesion exacta N —
l .
M — P — 0 de R—mddulos.

(771) El funtor § es exacto si es exacto a la izquierda y es exacto a la derecha.

Definicion 1.16. Sean Ry S anilos conmutativos y § un funtor contravariante de
R—mobdulos a S—mobdulos.

(7) El funtor § se dice que es exacto a la izquierda si para cada sucesion exacta
de R—mddulos N 25 M 5 P — 0 se tiene que

3(1) ) 3(h)

0—=3F(P) (M S(N)
es una sucesién exacta de S—moédulos.

(77) El funtor § se dice que es exacto a la derecha si

es una sucesion exacta de S—méddulos, para cada sucesion exacta 0 —
h l P
N — M — P de R—modulos.

(17i) Si § es exacto a la izquierda y a la derecha, entonces § es un funtor
contravariante exacto.

Teorema 1.17. Para cualquier R—médulo X, los funtores contravariante
Hompg(—, X) y covariante Homg(X, —) son exactos a la izquierda.

Demostracion. Demostraremos que el funtor Homg(—,X) es exacto a la
izquierda. Sea M, Iy M % M, — 0 una sucesion exacta de R—médulos. Vamos
a probar que la sucesion

0 — Homp(Ms, X) & Homp(M, X) & Homp (M, X).

es exacta. En primer lugar demostramos que ¢* es inyectiva. En efecto, si
h € Homg(M,, X) es tal que ¢g*(h) = 0, entonces h o g = 0. Consideremos ahora
xr € M,. Ya que g es sobreyectiva, hay un m € M tal que = = g(m), de donde
resulta que h(x) = h(g(m)) = 0. Por tanto, h(z) = 0 paratodo x € My y h =0, de
manera que g* es inyectiva.
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A continuacion se verificara la exactitud de la sucesion en Homg(M, X). Si
h € Im(g*), entonces hay un b’ € Hompg(M,, X) tal que h = ¢g*(h'). Es por esto
que f*(h) = f*(¢* (1)) =h ogo f =0yaque go f = 0. Por lo tanto, h € Ker(f*)
y asi Im(g*) C Ker(f*). Sea ahora h € Ker(f*), entonces ho f = f*(h) = 0.
Dado y € M,, por la sobreyectividad de g hay un = € M con y = g(x).
Definase [ : My — X por laregla i(y) = h(z). A continuacion, veamos la buena
definicion de (. Si 2’ es otro elemento de M para el que también se cumple
y = g(z’), entonces tenemos = — 2’ € Ker(g) = Im(f), de manera que hay un
w € M, con x — ' = f(w), pero entonces h(x) — h(z') = h(f(w)) = 0, esto es,
h(z) = h(z"). Por otra parte, es claro que [ es un R—homomorfismo. Ademas,
log(zx) =1(g9(x)) = h(x) paratodo = € M, por lo que ¢g*(I) = hy h € Im(g*). Esto
prueba que Ker(f*) C Im(g*).

La prueba para el funtor Homg(X, —) es similar. N

Teorema 1.18. Para cada R—mddulo X, los funtores covariantes X®@r—y —®r X
son exactos a la derecha.

Demostracion. Haremos la prueba para el funtor — ®z X. Consideremos la
sucesion exacta de R—mddulos M; ERSVEER Ms; — 0. Queremos demostrar
gue la sucesion

My @p X 2% M op X 25 0, 08 X ——0

es exacta. Primeramente se demuestra que g ® idx es sobreyectiva. En efecto,
seamy®x € My ® X. Como g es sobreyectiva hay un m € M tal que g(m) = ma,
entonces m®@x € M @r Xy

(9 ®idx)(m®@z) =g(m) Ridx(r) =mqQ z.

Asi, Im(g ® idx) contiene a todos los generadores de M, ®g X, por lo cual
Im(g®idx) = My ®r X Yy g ® idx €s sobreyectiva.

Pasemos a demostrar que Im(f ®idx) = Ker(g®idy). En efecto, observemos
que g o f = 0 implica que

(g@ldX)O(f@)de):(gof)®<ZdXOde):0®ZdX:0

En consecuencia, Im(f ® idx) C Ker(g ® idx). Es por esto que existe una
aplicacion inducida

13



tal que el siguiente diagrama conmuta y donde la fila es exacta.

My @ X M @ X —= (M @5 X)/Im(f @ idx) —=0

g®idx

My @p X
En particular, h(y ® x + Im(f ® idx)) = g(y) ® x para cada generador y ® x de
M ®pr X.

Consideremos ahora la aplicacion R—bilineal p’ : My x X — (M ®rX)/Im(f®
idx) dada por p'(z,z) = y® z + Im(f ® idx), donde y € M es tal que g(y) = z.
Sera preciso mostrar la buena definicion de esta aplicacién. Sea 3’ otro elemento
de M tal que g(v') = z, entonces y — v’ € Ker(g) = Im(f), asi que es posible
obtener un m; € M, tal que f(m,) =y — y/. Entonces

y@x+Im(f @idx) = (y' + f(m1)) @ x + Im(f ®idx)
=y @z+ f(m) @z + Im(f ®idy)
=y Qz+ Im(f Qidx),
donde la ultima igualdad se deduce de f(m,) ® x € Im(f ®idx). Es asi que, por
la definicion del producto tensorial M; ®z X existe un homomorfismo
h:My,®r X — (M @k X)/Im(f ®idx)

tal que h o p = p/, donde p es el mapeo bilineal candnico; es decir, h(z ® ) =
yRz+Im(f ®idy)cong(y) =z, y € M.

M @ X %5 M @ X —"= (M ®p X)/Im(f @ idx) —=0

h /

p

My, ®p X

My x X
Afirmamos que h = h~'. En efecto,
h(h(z® ) =hy @z +Im(f ®idx)) = g(y) @z = 2z @,
también,
hh(y @z +Im(f ®idx))) = h(gly) ®z) =y @ x + Im(f ® idx).

Asi, pues, h es un isomorfismo. Finalmente, de ¢ ® idx = h o 7, donde 7 es el
epimorfismo candnico, se obtiene

Ker(g ® idx) = Ker(hon) = Ker(r) = Im(f ® idy).

La prueba de que el funtor X ®x — es exacto a la derecha es similar. O
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Teorema 1.19. Sean Ry S anillos conmutativos, y § un funtor aditivo de cualquier
varianza de R—modulos a S—modulos. Si0 - N &% M 5 P — 0 es una
sucesion exacta de R—modulos que escinde, entonces

(h)

0—>3(N)3—> ﬂ

§(M) — §(P) =0

es una sucesion exacta de S—maodulos que escinde.

Demostracion. Puesto que la sucesion exacta corta de R—maddulos
h l
0—>N—->M-—=P—0

escinde, por el item (iii) de la proposicion 1.3 se tiene que [ o h = 0 y hay
homomorfismos de R—modulos » : M — Ny s: P — M tal que r o h = idy,
los=1idpy sol+hor =1idy. De esto podemos derivar, dado que § es un funtor
covariante y aditivo, que los homomorfismos de S—médulos §(r) : §(M) — F(N)
y §(s) : §(P) — F(M) satisfacen (1) o F(h) = 0, F(r) o F(h) = F(idy) = idg),
§(1) 0 §(s) = $lidp) = idgpy Y

S(s)oF() +F(h) oF(r) =F(sol+hor)=F(idy) = idg)-

Por tanto, por la proposicion 1.3 nuevamente se tiene que

w0,

0— F(N) 2 g(r) 2 5Py = 0

es una sucesioén exacta de S—maodulos que escinde. O

Teorema 1.20. Los complejos (co-complejos) de R—modulos y aplicaciones de
complejos (co-complejos) forman una categoria aditiva, que denotaremos por
¢ (¢3). Ademds, paracadai € Z, H; : € -pMy H' : €5 —rM son funtores
covariantes aditivos llamados el i—ésimo funtor de homologia y cohomologia
respectivamente.

Demostracion. Si f,,g9. : Le — M, son aplicaciones de complejos, entonces
fo+ 6o : Ly — M,, donde fo + 9o = {fi +9; : Li — M,}icz €S también una
aplicacion de complejos, y con esta operaciéon Mor(L,, M,) tiene la estructura
de un grupo abeliano. Ademas, la composicion en €% de dos aplicaciones de
complejos f, : Ly — M,y g. : M, — N, es el complejo ¢, f, : L, — N, dado por
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Gofe = {gi ofitL; — Ni}ieZ-

Q41 a;

=L L; Liy——
fit1 fi fi—1
gi+10fit1 giofi gi—19fi—1
N Misa Bi+1 M; Bi Miy —
A % gi1
Nit1 N; Ni—1 e

Yi+1
A continuacion, se demuestra que H; : €% — My es un funtor covariante aditivo.
Para ello se debe verificar que:

2.Si fe: L, - M, VY g, : M, — N, son aplicaciones de complejos, entonces

Hi(QOfo) = Hz(go) © Hz(f')’

3. Hi(fs +9.) = H(fs) + H;(g,) para cada par de aplicaciones de complejos
fo, Go : Le — M,.

La comprobacion de los items 1 y 3 es inmediata, de manera que probamos el
item 2. En efecto, como g, f. : Le — N, tenemos H;(g.f.) : H;(L.) — H;(N,), de
manera que para cada = € Ker(a;) tenemos

Hi(QOfO)(x + Im(aiJrl)) - gz(fl(x)) + Im(%+1)

Hi(ge)(fi(x) + Im(Bi11))
= Hi(gs) (Hi(fo) (2 + Im(cis1)))
= (Hi(ge) o Hi(f)) (2 + Im(ait1))

O

Definicion 1.21. (i) Si f,,¢9. : M, — N, son dos aplicaciones de complejos,
entonces ¢, es una homotopia de f, a g., denotado por ¢, : fo — ge, Si
es una familia de R—homomorfismos ¢, = {¢; : M; — Ni1}iez tal que
fi—g9i = Pir10¢i+¢;_10a; para cadai € Z. Si existe una homotopia ¢, : fo — g
entonces diremos que f, Y go Son homotépicos y escribimos f, ~ g,.

Q41 a;

o My > M; r My ————
fit1 gi+1  ¢; fi 9i  ¢i—1 fia gi—1
Bit1 5
- —— Ny > N; » Nj—g ——————> -
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(1) Dos complejos M, y N, se dice que son del mismo tipo de homotopia si
existen aplicaciones de complejos f, : M, — N,y ¢ : N, — M, tal
que gefe = idn, Y foge = idn,, donde idy, Y idn, SON las aplicaciones de
complejos identidad en M, y N, respectivamente.

Teorema 1.22. Si f,,9. : M, — N, son dos aplicaciones de complejos
homotdpicos, entonces H;(f,) = H;(g.) para cada i € Z.

Demostracion. Si ¢, = {¢; : M; — Nii1}icz €8 una homotopia de f, a g,
entonces f; —g; = fir10¢;+¢;_10q; paracadai € Z. Sea z+ Im(a;y1) € H;(M,)
donde z € Ker(a;), entonces vemos que

fi(r) = gi(x) = Bir1(di(r)) + gi1 (i) = Bira(Pi(w)) € Tm(Biy1)
T

por lo que

Hi(fo)(@ + Im(ait1)) = fi(z) + Im(Bi11)
= gi(x) + Im(B;11) = Hi(ge) (2 + Im(ciy1))

Por lo tanto, H;(f.) = H;(ge)- O

Teorema 1.23. Sean Ry S anillos conmutativos y sea § : kM —sM un funtor
aditivo.

a) SiM, € €L, entonces §(M,) € €.

b) Si f, : M, — N, es una aplicacién de complejos en ¢, entonces F(f,) :
F(M,) — F(N,) es una aplicacion de complejos en €.

c¢) Si fo,9o : M, — N, son aplicaciones de complejos homotdpicos en €%,
entonces F(f.),5(9.) : §(M,) — F(N,) son aplicaciones de complejos
homotoépicos en €.

d) Si f.,9. : M, — N, son aplicaciones de complejos homotoépicos en €r,
entonces H;(F(f.)) = Hi(T(gs)) : Hi(F(M,)) — H;(F(N,)) en € para cada
1 € 2.

Demostracion. a) Si M, es un complejo, entonces «; o o;11 = 0 para cada i € Z.
Al ser un funtor aditivo, § debe preservar las aplicaciones nulas, de manera
que tenemos F(«;) o F(a,41) = 0 para todo i € Z. Esto significa que §(M,) es
también un complejo.

17



b) Si fo = {fi : M; — N,;}icz : My — N, €s una aplicacion de complejos, de
modo que §; o f; = fi_1 oy para cada i € Z, entonces §(5;) o F(fi) = §(fi—1) o
§(a;). Esto muestra que §(f.) = {S(fi) : §(M;) — F(N:) biez : §(M.) — §(N,)
es una aplicaciéon de complejos.

c) Si ¢po = {¢; : M; — N,;i1}icz €S una homotopia entre las aplicaciones de
complejos f., go : M, — N,, entonces f; — g; = Bi11 0 ¢; + ¢;_1 0 a; para cada
i € Z. Al aplicar § obtenemos

S(fi) = 8(9:) = F(Bit1) 0 F(¢i) + §(di—1) o §(a;)

de manera que §(¢.) = {F(¢:) : §(M;) = §(Ni+1) biez €S una homotopia entre
§(/e),8(ge) - (M) — F(No).

d) Es consecuencia de la parte ) y el teorema 1.22.
O

Hay una version dual del teorema 1.23 que se cumple para co-complejos y
aplicacones de co-complejos.

1.3 Sucesiones de homologia y cohomologia

Sucesiones exactas en la categoria €y €r.

Definiciéon 1.24. Se dice que una sucesion L, ELN M., & N, de complejos es
exactasi L; EIN M; 25 N, es una sucesién exacta de R—modulos para cada i € Z.
De igual manera, una sucesion de complejos (similarmente para co-complejos)

0— Lo 2% M, 2N, =0

es una sucesién exacta corta si el siguiente diagrama es conmutativo:

0 Liv1 fony My 255 Niyy —0
Qi1 Bi+1 Yit1

0 Li—l e M2 N, 0
Q; Bi Vi
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donde las filas son sucesiones exactas cortas de R—modulos y de
R—homomorfismos y las columnas son los complejos L,, M, y N,,
respectivamente.

Lema 1.25. (El lema de la Serpiente ) Se considera el diagrama conmutativo de
R—modulos y de homomorfismos de R—mddulos

[e31 B1 Y1
Ly My —2- N, 0
[e%) B2 V2
0 Ly My %+ N,
as B3 V3

donde las dos filas del medio y las columnas son exactas. Entonces existe un
homomorfismo & : N; — L, tal que la sucesién

Lo v 25 Ny S S v 2 N,

es exacta. Si ademas, f, : L, — M, es un monomorfismo, entonces también
loes f; : L1 — M. Y sigs: M3 — N3 es un epimorfismo, entonces asi lo es
gs : M4 — N4.

Demostracion. Probamos en primer lugar la exactitud en M;. Puesto que 0 =
g20 faoar = y10g; 0 fi Y s un monomorfismo, se sigue que g; o fi = 0,
de donde Im(f;) C Ker(g;). Sea ahora ¢;(y;) = 0 donde y; € M;. Entonces

920 Bi(y1) =110 91(y1) = 71(91(v1)) = 0, de modo que 51 (y1) € Ker(ga) = Im(f2),
por lo que 51(y1) = fa(z2) cOn x5 € Lo. Pero

fzo 062($2) =0 f2($2) = 52(f2($2)) = 52(51@1)) =0,

de modo que, por ser f; monomorfismo, se tiene as(xs) = 0, por tanto z, €
Ker(ay) = Im(ay) y 2 = ay(x1) con z; € Ly. Luego

Bi(y1) = folw2) = falau(z1)) = fao ar(w1) = Bio fi(x1) = Bi(fi(21))
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y por ser 3; monomorfismo, y; = fi(z1). Esto prueba que Ker(g;) C Im(f1).
Seguidamente definimos ®. Sea z; € N;. Entonces, ya que ¢, es sobreyectiva,
hay un y, € M, tal que v (z1) = g2(y2). Ademas,

93(B2(y2)) = 12(92(y2)) = 12(n(21)) = 0,

de modo que Fs(y2) € Ker(gs) = Im(f3), por lo cual B2(y2) = f3(x3) con x3 € Ls.
Definase ®(z;) = a3(z3). Para demostrar que ¢ esta bien definida, es preciso
demostrar que ¢ es independiente de la eleccién de y,. Sea y, € M, otro
elemento tal que ¢2(y5) = 71(21). Entonces v} — yo € Ker(go) = Im(f;), de manera
que existe un z, € Ly tal que yb = y2 + fo(z2). Luego

Ba(ys) = Ba(y) + Ba(fa(x2)) = fa(ws) + fa(aa(w2)) = fa(s + aa(w2)).
—_———

A
CC3.—

Pero entonces a;(z4) = as(xs) + az(aa(xs)) = as(xs).

0 0 0
T AP
o1 b1 71

Lo— oMy, —2 - N,

0
) J

( a2 B2 Y2
0 Ly f3 M 93 N,

as B3 Y3

M, —2 -~ N,

o5
-
-

A seguir se demuestra que ® es un R—homomorfismo. En efecto, sean z1, 212
elementos de N;, asi como r,s € R. Sean también ys1, Y22 € My Y 31,232 € L3

tales que ’)/1(212‘) = gg(yQi) y ﬁg(yzi) = f3($3i) parai = 1,2 Entonces (I)(ZM) =
as(zs;) parai = 1,2. Asi que

Yi(rzi1 + sz12) = ry1(211) + $7(212) = rg2(y21) + 592(Ya2) = g2(Y21 + Sy22)

como también

Ba(ryar + sYy22) = rB2(y21) + 5B2(y22) = 7 f3(x31) + sf3(ws2) = f3(ras + s232).
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Por lo tanto,
(1)1(7"211 + 8212) = 063(7‘1331 + 8]332) = 7’0(3(1?31) + SOég([L’gQ) = T@(ZH) + Sq)(zlg).

A continuacién probamos la exactitud en N;. Si z; = ¢1(y1) con y; € M,
elegimos y, := 1 (y;) como el elemento yo € M, tal que g2(y2) = 71(21). Entonces
Ba(12) = 0 = £5(0), de modo que ®(z;) = 0. Por lo tanto, ® o g, = 0, de manera
que Im(g;) € Ker(®). Reciprocamente, sea ®(z;) = 0. Entonces v1(z1) = g2(y2),
Ba(ya) = f3(x3) ¥ as(zs) = 0. Luego x5 € Ker(az) = Im(as), por lo que podemos
escribir z3 = as(x9), donde x5 € L. Al sustituir esto en la ecuacion 5z (y2) = f3(x3)

se obtiene 5y (y2) = f3(az(xs)) = Ba(f2(x2)). POongamos yh := y2 — fo(z2), entonces

92(?5) = g2(y2) — 92(fo(72)) = 92(v2) = 1 (21)

asi como
Ba(h) = Ba(yz — fa(ws)) = 0.

Entonces vy, € Ker(f;) = Im(8;), de manera que vy, = pfi(y1) con y; €
M,. Reemplazando esta igualdad en la ecuacion ¢»(y,) = 71(z1) se obtiene
m(g1(y1)) = g2(B1(y1)) = 71(z1). Como ~; es un monomorfismo resulta que
z1 = q1(y1) con y; € M. Por lo tanto, z; € Im(g;). Hemos demostrado que
Ker(®) C Im(gy).

La prueba de la exactitud en L, es similar a la anterior y sera omitida.

Seguidamente probamos la exactitud en M,. Yaque 0 = 30930 f3 = g40 froas
y a3 es sobreyectiva, resulta que g4 o fy = 0, y por lo tanto Im(f;) C Ker(gy4). Si
ahora g4(y4) = 0 con y4 € My, entonces, como 35 es sobreyectiva, hay un y; € M;
tal que v, = 53(y3). En vista de que

73(93(%)) =730 93(93) =040 63(y3) = 94(53(93)) = 94(y4) =0,

tenemos gs3(y3) € Ker(ys) = Im(v2), por lo que gs3(ys3) = 72(z2) con z, € N,. Por
otra parte,

94(B3(y3)) = ga 0 B3(y3) = 3 0 g3(y3) = 13(g3(y3)) = 3(72(22)) = 0,

es asi que (3(y3) € Ker(gs) = Im(f1), por esto ys = B3(y3) = fi(v4) donde x4 € Ly.

Por lo tanto, y, € Im(f4) y Ker(gs) C Im(fs). o
Lema 1.26. Si
M, : o — My 22 M —25 M 255 M,
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es un complejo de R—médulos y de R—homomorfismos, entonces la aplicacion
a; + M; — M, induce un homomorfismo @; : Coker(a;y1) — Ker(a;—1) de
R—mébdulos. Ademas, H;(M,) = Ker(@;) y H;—1(M.,) = Coker(a;).

Demostracion. Como Im(«;1) € Ker(a;), podemos definir un homomorfismo
sobreyectivo ¢ : M; /Im(c;11) — M;/Ker(a;) mediante la regla (z + Im(a;11)) =
x + Ker(«oy;). Por otra parte, por el primer teorema del isomorfismo para modulos
tenemos M, /Ker(«o;) = Im(e;) € Ker(a;_1), luego hay un monomorfismo g :=
io¢: M;/Ker(a;) — Ker(a;_1), donde ¢ : M;/Ker(«;) — Im(«;) es el isomorfismo
e i : Im(a;) — Ker(as_1) es el mapeo inclusion. Sea @; := 5 o 1. Notemos que
@;(z + Im(a;41)) = a4 (x) para cada = € M;. Entonces,

Ker(@;) = Ker(¢) = {z + Im(ci1) /¢ (2 + Im(ait1)) = Ker(a;)}
— {2 + Im(as1)/x + Ker(c) = Ker(c)}
= {z + Im(ait1)/z € Ker(a;)}
= Ker(o)/Im(ai4+1) = Hi(M,).

Asimismo, como
Im(@;) = Im(B) = Im(«;),
tenemos
Ker(a;—1)  Ker(a;_1)
Im(@;))  Im(q)

Coker(a;) = = H; 1(M.,).

]

Antes de establecer la existencia de la sucesion exacta larga en homologia
notemos que si el diagrama

0 — Ker(a) Ly —~ 1, Coker(a) —=0

N

0 —— Ker(8) — My —= M, —= Coker(8) —= 0

de R—modulos y de homomorfismos de R—maodulos es conmutativo, entonces
existen mapeos inducidos

~

fo : Ker(a) — Ker(3)

z— fo(z) = fo(2)

f1 : Coker(a) — Coker(p)

y + Im(a) — f,(y +Im(a)) := fi(y) + Im(B)
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Notemos que si x € Ker(«), entonces

B(f2(x)) = (Bo f2)(x) = (froa)(z) = fila(x)) = f1(0) =0

es por esto que f»(x) € Ker(3). De esta manera f» mapea Ker(a) en Ker(5).
A continuacion, veamos la buena definicion de f,. En efecto, si y + Im(a) =
vy + Im(«) entonces y — iy € Im(a), luego existe x € L, tal que a(z) = y — v/.
Entonces

fily) = AW) = fily =) = fila(z)) = B(fo(z)) € Tm(B)

asi que fi(y) + Im(8) = fi(y') + Im(B). Por dltimo, notemos que f> y f, son
homomorfismos pues f, y f1 lo son.

Teorema 1.27. Se considera la sucesion exacta corta de complejos
0— Lo 2 M, 2 N, - 0.
Entonces, existe una sucesion exacta larga de R—méddulos de homologia
o Hyy (NG5 H (L) S (VL1 (NG) 2 H (L) — -

La aplicacién ®; es un R—homomorfismo de conexiébn de R—mobdulos de
homologia, para cada i € Z.

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama en el que los mapeos con una
barra encima son aquellos inducidos por los mapeos sin la barra.

fi
_ Coker(a 1+1)—3>Cok’€r(3’t+1)—>Cokm( viv1) —>0
g Pi
/ T Fica / 9i—1
00— Ker(ai—1) Ker(Bi—1) Ker(vi—1)
Lili1 M1 N1
@it /3'i+1 ‘ /
fi gi
L; Mi N;
fi—1 gi—1
0 L M; 1 Ni—1 0
Lo M;_» Ni—2

La cara superior del paralelepipedo del diagrama anterior conmuta y por el lema
de la Serpiente, sus filas son exactas. Dado que

Ker(@i) = HZ(L.) Coker(@i) = H,;_

Ker(3,) = Hi(M,)  Coker(8;) = H;_1(M,)
Ker(7,) = H;(N.,) Coker(7;) = H;—

~
—
~—~
=
L]
~—

)
—_
Z
L]
~—
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por el lema 1.26, el lema de la Serpiente produce la sucesion exacta

H;(fe) H;(ge) q)z

H;(L,) —— H;(M,) —— H;(N,)

Coker(a;41) A Coker(f;41) % Coker(7;11) 0

@ Bz Yi
0 Ker(a;_1) L Ker(8;i-1) i Ker(v;-1)

H;_1(fe) H;_1(ge)
H; 1 (Le) — Hi—1(Ms) — H;—1(N,) 0
Corolario 1.28. La sucesién exacta larga de homologia es natural, es decir, si

tenemos el siguiente diagrama conmutativo de complejos con filas exactas,

0 L,—l M, "N, 0
0 | WARELING Y, (RS \ ) 0

entonces el siguiente diagrama de sucesiones exactas largas conmuta:

Pit1 ) Hilge) @,
I i+1(No)éH(L. M (N )—> i—l(Lo)—>"'
le(w-)[ Hi (e \ Hi (v, L L Lﬂilw.)
Y i) el o
+ = Hyy1 (N,) —— Hy( ( Al (Ng) —— Hi1 (L) —— -

Demostracion. Sea =z € Ker(y;), entonces ®;(z + Im(vy;41)) = « + Im(e;) para
alguny € M; con g;(y) = zy x € L;_, con f;_1(x) = B;(y). Por lo tanto,

Hi_y(ue)(®i(2 + Im(vi41))) = wim1(2) + Im(aj).
Por otra parte, tenemos

fii(uica(2)) = vica(fima(2)) = vica(Biy)) = Bi(vi(y))

de donde
O (Hi(we) (2 + Im(yig1)) = w1 (2) + Im(ay).
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Wi41

/
, it+1 Nin
sz | gz'+1/1
-
/ ) i+1
, i+1 ' Mita
i+1 |, fit1 _
/ i+ / Yitl
w
/ i+1
i+1 : Liwa
|
i1 v Bit+1
/ Wi
B R
a{H—l / : Oéi+1 V
Vg y
M! i : M;
/ 1 A
i I, fi
I’Y,- i
Ug
L : L;
(] K]
|
67, \‘/ Wit 52’
/ i
/ Nz?l(__ _____ - = =N
, 9i—1 | gi—1
a; / | €73 /
) Vi—1 ,
oM, . M;_,
Jiz1 |, fi—1
/ Ivi,l / Yi—1
Uj—1
L;‘,—l } Li,1
|
i1 v Bi—1
/
Nig=--F---- R
gi—2
o4 / Q-1 1/1
/
i—2 M;—s
~ P
/
i Li—s

O

De manera semejante podemos también obtener una sucesién exacta larga

de R—maodulos de cohomologia.

Teorema 1.29. Considere una sucesion exacta corta de co-complejos

0—-L 5me S

N*—=0

entonces, existe una sucesion exacta larga de R—modulos de cohomologia

. Hi—l(N.)LPi Hi(L')HZ_(f}-[i(M'{p—(g;)]{i(N') g_ Hit1 (Lo) ..

La aplicacion @ es un R—homomorfismo de conexién de R—modulos de

cohomologia, para cada i € Z.
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Capitulo 2
Tipos de modulos

En esta capitulo demostramos que la categoria de los R—mbdulos tiene
suficientes inyectivos y proyectivos. Se demuestra también que los funtores
Homg(X,—), Homp(—, X), X ®p — Yy — ®r X son exactos, es decir, siempre
llevan secuencias exactas cortas a secuencias exactas cortas, cuando X es
proyectivo, inyectivo y plano, respectivamente. Asimismo, demostramos que cada
mddulo libre es proyectivo y que cada mddulo proyectivo, a su vez, es plano. En
la dltima seccidn contruimos resoluciones proyectivas e inyectivas de modulos.
Las principales referencias de este capitulo son [1], [5] y [2].

2.1 Moébdulos libres

Definicion 2.1. Un R—modulo F es libre si es isomorfo a una suma directa de
copias del R—mddulo R, esto es, si hay un conjunto A tal que F = RW,

Proposicion 2.2. Cada R—médulo M es la imagen homomoérfica de un
R—mdédulo libre.

Demostracion. Sea M un R—médulo y supongamos que {z,}, €s un conjunto
de generadores de M. Si f : R — M, donde R™Y) = @,caR, se define por
f((ay)) = 3" axxy, entonces para todo (ay), (by) € R* y r € R tenemos

f((ax) + (bx)) = f((ax +by))

= Z(a)\ + b)\)ZE)\ = Za)\x,\ + Zb)\l,’)\
= f((ax)) + f((bx))

asimismo,
Fr(an) = f(ra)) = Yo (ranax =7 (3 anea ) = rf((an)
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Por lo tanto, f es R—lineal. Sea = € M, entonces podemos escribir z = > ayzy,
donde a, = 0 para casi todo A\ € A. Se sigue que (ay) € R*, asi f((ay)) =
> xaay = x y por tanto f es un epimorfismo. O]

2.2 Modulos inyectivos

Si W es un subespacio vectorial de um espacio vectorial V' de dimensién finita,
entonces W es un sumando directo de V. Esto se sigue del algebra lineal
pues una base de W puede ser extendida a una base de V. Hay R-modulos
que poseen esta propiedad de sumando incluso si no tienen una base. Tales
mddulos, son llamados méddulos inyectivos, y estos forman una clase importante
de mddulos.

Definicion 2.3. Un R-médulo M es inyectivo, si dada cualquier sucesion exacta a
laizquierda 0 — X % N de R-méddulos y un R-homomorfismo f : X — M, existe
un R-homomorfismo h : N — M, tal que el diagrama de abajo es conmutativo:

0—=X-2-N

Ve
fl 2 h
M
Una propiedad que posee un R-moédulo inyectivo M es que el funtor

contravariante Hompg(—, M) es exacto.

Proposicion 2.4. Un R-modulo M es inyectivo si, y solamente si para cada
sucesion exacta 0 — N; % N, de R-médulos y R-homomorfismos, la sucesion
de R—mddulos Hompg(No, M)QHomR(Nl, M)—0 es exacta.

Demostracién. Supongamos que M es inyectivo. Sean 0 — N; % N, una

sucesion exactay f € Homg(N;, M). Como M es inyectivo existe una aplicacion
lineal h : Ny — M, talque f = hog = g*(h). Esto muestra que g* es sobreyectiva.
Por tanto, Hompg/( Vs, M)QHomR(Nl, M)—0 es exacta.

Supongamos ahora que se satisface la segunda parte de la proposicidén. Sean
g : Ny — Ny un R—monomorfismoy f : Ny — M un R—homomorfismo. Ya que
g* es sobreyectiva, existe un h € Homg(N,, M) tal que ho g = g*(h) = f.

0—=N, —2=N,

En consecuencia, M es inyectivo. O
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Corolario 2.5. Un R-médulo M es inyectivo si, y solamente si el funtor
contravariante Hompg(—, M) es exacto.

Teorema 2.6. (Criterio de Baer) Sean R un anillo y E un R-méddulo. Entonces
E es inyectivo si, y solamente si, para cada ideal I de R, cada mapeo R—lineal
j: I — E puede extenderse a un mapeo R—lineal k: R — F

0——=I1—+R

Demostracion. Supongamos que E es un R—modulo inyectivo. Sea j : I — E un
R—homomorfismo, donde I es un ideal de R. Notemos que / y R son R—modulos
y que el mapeo inclusion + : I — R es un R—homomorfismo. Ya que E es
inyectivo, existe un R—homomorfismo k : R — F tal que j = ko . Asi, j = k|;.

Reciprocamente, Supongamos que FE tiene la propiedad de extensién
indicada. Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de
R—modulos con la fila inferior exacta

E
]
0—=M-LoN

Necesitamos hallar un homomorfismo de R—médulos h : N — E de tal forma que
el diagrama conmute. Para esto usamos el lema de Zorn. Sea & el conjunto de
todos los homomorfismos de R—moddulos he : C — E tales que Im(f) CC C N
y hef = g. El conjunto & no es vacio ya que gf~! : Im(f) — E es un
elemento de & dado que f es un monomorfismo. Ordenamos parcialmente &
de la siguiente manera: (h¢ : C — E) < (her : C' — FE) siy solosiC C '
Yy herle = he. Afirmamos que & satisface las hipotesis del lema de Zorn. En
efecto, sea € una cadena no vacia en &. Definimos D = J, .. C. Ya que € es
una cadena en &, se deduce que D es un submddulo de N tal que Im(f) C D
. Definimos | : D — FE como sigue. Para cada = € D, existe ho € € tal que
x € C; pongamos I(z) := hc(z). Como € es una cadena, resulta que I(z) es
independiente de la elecciéon de he € €. Puesto que € es una cadena y cada
hc € € es un homomorfismo de R—mdédulos, se sigue que [ es un homomorfismo
de R—moddulos y que If = g. Es decirl : D — E estd en &. Por construccion
(he :C —- FE)<(l:D — F)paracada hc € ¢€,de modoquel: D — E es una
cota superior para € en S.
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El lema de Zorn implica que & tiene un elemento maximal h : ¢ — FE.
Usaremos la maximalidad para demostrar que C' = N. Si C # Ny n € N\C,
entonces I = {r € R/rn € C} es un ideal de R. El mapeo I — FE dado por
r — h(rn) es un homomorfismo de R—mddulos bien definido. Por hipdtesis hay
un homomorfismo de R—modulos & : R — E'tal que k(r) = h(rn) paratodor € I.
Sea a := k(1z) y definimos un mapeo h : C + Rn — E por ¢ + rn — h(c) + ra.
Afirmamos que h esta bien definida. En efecto, si ¢; + rn = ¢, + ron € C + Rn,
entonces ¢; — ¢y = (rs —rm)n € CN Rn. Porlotanto, ry —ry € 1y

h(c1) —h(ce) = h(ci —co) = h((ra —r1)n) = k(ro—11) = (ro —r1)k(1g) = (ro —11)a.

De esta manera,

h(cy +mn) = h(cy) + ria = h(c2) + rea = h(ca + ran)

y h esta bien definida. Ademas,  : C + Rn — E es un homomorfismo de
R—mdédulos y un elemento del conjunto &. Esto contradice la maximalidad de
hyaquen ¢ C'ydeaquique C C C+ Rn. Porlotanto, C = N y E es inyectivo.

O

Proposicion 2.7. Si M es un Z—mddulo inyectivo, entonces Homy (R, M) es un
R—modulo inyectivo.

Demostracion. El Z—mo6dulo Homy (R, M) es un R—modulo con la multiplicacién
escalar
R x Homg(R, M) — Homgz(R, M)
(a,h) —» ah: R — M
x — ah(x) = h(az)

En efecto, para z,y € R arbitrarios tenemos
(ah)(z +y) = h(a(z +y)) = h(az + ay) = h(az) + h(ay) = (ah)(x) + (ah)(y)

esto muestra que ah € Homy (R, M). Es sencillo comprobar que con esta accion
Homy (R, M) es un R—mddulo. Sea ahora I unidealde Ry f : I — Homy(R, M)
un mapeo R—lineal, tenemos entonces el siguiente diagrama

Homy (R, M)
d
0 I— =R




y queremos hallar un R—homomorfismo F' : R — Homgz(R, M) que extienda f
a R.Sia € I, entonces f(a) € Homz(R, M) y para cada r € R, f(a)(r) € M. Se
sigue que g : I — M dado por g(a) = f(a)(1) es un mapeo Z—lineal. En efecto,
para a,b € I tenemos

g9la+b) = fla+0)(1) = (f(a) + f(0))(1) = f(a)(1) + f(0)(1) = g(a) + g(b).

Como M es un Z—moddulo inyectivo, hay un mapeo h € Homy (R, M) que extiende
gaR.

~
N h
gT ;

PR
0——1——

Sea F': R — Homy(R, M) definido por F(r) = rh para cada r € R, entonces
F es R—lineal, ya que para r, s € R arbitrarios tenemos

F(r+s)=(r+sh=rh+sh=F(r)+ F(s)

asi como
F(rs) = (rs)h = r(sh) =rF(s);

ademas, F' completa el diagrama conmutativamente. En efecto, para a € Iy
r € R arbitrarios tenemos (F' o i)(a) = F(a) = ah,y

(ah)(r) = h(ar) = g(ar) = f(ar)(1) = (rf(a))(1) = f(a)(r1) = f(a)(r)

por lo que ah = f(a) y por lo tanto Foi = f. O

2.3 Modulos divisibles

Definicion 2.8. Sea R un dominio de integridad. Un R-mo6dulo M es divisible, si
rM = M para todo elemento no nulo » € R. En otras palabras, si la aplicacion
producto r- : M — M es sobreyectiva para cada r € R\{0}.

Observemos que, un R-mddulo M es divisible si, y solamente si, dado un
r € Rnonuloyunue M, existe unv € M tal que rv = .

Ejemplo 2.9. 1. Todo médulo sobre un cuerpo k es divisible, pues cualquier
x # 0 en k es una unidad.

2. Q es un Z-mo6dulo divisible. Mas generalmente, si R es un dominio, su cuerpo
de fracciones Frac(R) es divisible.
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3. Si M es divisible y N es un submédulo de M, entonces N es divisible.
4. Sumas directas y productos directos de médulos divisibles son divisibles.

5. Cualquier médulo inyectivo es divisible.

De hecho, sean E un R-médulo inyectivo, v € E y x € R no nulo.
Consideremos el siguiente diagrama

‘T
0—=R—=R

Entonces, existe g : R — F tal que

u=1-u=g(l-z)=uxg(1).

Asi, basta tomar v = ¢(1) € E.

6. Si R es un dominio de ideales principales, entonces un R-moédulo E es
inyectivo si, y solamente si, E es divisible.

De hecho, si E es inyectivo, entonces E es divisible segun el ejemplo anterior.
Reciprocamente, supongamos que F es divisible. Tomemos = € R no nulo y
consideremos el siguiente diagrama

E
]
0——(z)—=R

donde ¢« es el mapeo inclusién. Como R es un dominio de ideales principales,
para mostrar que E es inyectivo, por medio del criterio de Baer, basta mostrar
que existe ¢ : R — FE que hace el diagrama conmutativo, o que sigue
directamente del hecho de que E es divisible. En efecto, si u := f(x), entonces
hay un v € E, tal que f(z) = u = xv, luego basta tomar g = -v. Por lo tanto, el
resultado sigue.

7. Sean M un R-médulo y N un submoédulo de M. Si N 'y M/N son divisibles,
entonces M es divisible.

En efecto, siz € R esnonuloy u € M, entonces como M/N es divisible hay
unciertov+N € M/N talque u+ N = z(v+ N) = zv+ N, estoes, u—zv € N.
Por otro lado, ya que N es divisible podemos escribir u — zv = xw, para algin
w € N. Entonces u = z(v + w), donde v + w € M.
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Lema 2.10. Cada Z—mdédulo esta inmerso en un Z—mddulo inyectivo.
Demostracion. Sea M un Z—modulo. Por la proposicion 2.2 hay un epimorfismo
f:Z"™ — M. Entonces por el primer teorema del isomorfismo para médulos

N 7,(8) QW
M= Ker(f) 7 Ker(f)

Por otra parte, por el item 2 del ejemplo 2.9, Q es Z—divisible, luego F es un Z-

= F.

médulo divisible, por los items 4 y 3 del ejemplo 2.9. Finalmente, E es inyectivo
por el item 6 del ejemplo 2.9, pues Z es un dominio de ideales principales. ]

Proposicion 2.11. Hay una inmersion R—lineal de un R—mddulo M en un
R—mddulo inyectivo.

Demostracion. Puesto que M es un grupo abeliano aditivo, por el lema 2.10,
existe un Z—monomorfismo f : M — D, donde D es cierto Z—modulo inyectivo.
Definase ahora el mapeo ¢ entre los R—mddulos M y Homgz (R, D) mediante la
regla

g: M — Homg(R, D)
m+— g(m): R— D
z— g(m)(x) = f(am)

y obsérvese que g(m) € Homy(R, D). Notemos que para cada m,m’ € M,

)
g(m+m’) = g(m) + g(m’) pues para cada = € R tenemos
g(m+m')(z) = f(z(m +m')) = flem +zm’) = f(zm) + f(zm)
= g(m)(x) + g(m)(x) = (g(m) + g(m"))(x).

También, observemos que paracadam € M y r € R, se tiene g(rm) = rg(m), ya
que para cada x € R,

grm)(x) = f(z(rm)) = f((zr)m) = g(m)(zr) = g(m)(rz) = rg(m)(z).

Por lo tanto, g es un R—homomorfismo. Finalmente, demostramos que ¢ es uno
a uno. Sea m € Ker(g). Entonces

0=g(m)(1) = f(Im) = f(m)

de manera que m € Ker(f). Como f es un Z—monomorfismo resulta que m = 0.
Por consiguiente, g es un R—monomorfismo. De aqui, dado que Homy(R, D) es
inyectivo por la proposicion 2.7, M estd inmerso en un R—médulo inyectivo. [
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2.4 Modulos proyectivos

Un R-mddulo proyectivo puede considerarse como el dual de un R-médulo
inyectivo. Para obtener la definicion de un R-médulo proyectivo simplemente
podemos invertir las lineas del diagrama dado en la definicion de R-mddulos
inyectivos. Mas precisamente, definimos a continuacién cuando un R-médulo es
proyectivo.

Definicion 2.12. Un R-médulo P es proyectivo, si se cumple la siguiente
condicién. Dada cualquier sucesion exacta a la derecha M % N — 0 de R-
modulos y un R-homomorfismo f : P — N, existe una aplicaciéon h : P — M, la
cual es un R-homomorfismo, tal que el siguiente diagrama conmuta

P
h Ve
L7 jf
# g
M——N——0
Proposicion 2.13. Un R-mdédulo P es proyectivo si, y solamente si, para
cada sucesion exacta N; —— N, ——= 0 de R-médulos y R-homomorfismos, la
sucesion
Homp (P, N;) 2~ Hompg(P, Ny) — 0

es exacta.
Demostracion. Sea f € Hompg(P, N») y consideremos el siguiente diagrama,

P

|

N, —+ N, — 0 (exacta)

entonces como P es proyectivo existe h € Homg(P, Ny), talque f = goh = g.(h).
Esto demuestra que g, es sobreyectiva y, por tanto, la siguiente sucesion es
exacta

Homp(P, Ny) £~ Hompg (P, Ny) —=0 .

Reciprocamente, consideremos el siguiente diagrama de fila exacta de
R—modulos y de R—homomorfismos



entonces por hipotesis la sucesion
Homp(P, M) -~ Hompg(P, N) —0

es exacta y por tanto ¢. es sobreyectiva. Asi, para f € Homg(P, N) existe
h € Homg(P, M), tal que g o h = g.(h) = f. Por lo tanto, P es proyectivo. O

Corolario 2.14. Un R-médulo P es proyectivo si, y solamente si, el funtor
covariante Hompg (P, —) es exacto.

Proposicion 2.15. Sea {P,}\ca una familia de R—modulos y sea P := @ cp P
El médulo P es proyectivo si y sélo si P, es proyectivo para cada A € A.

Demostracion. Supongamos que cada Py, A € A, es proyectivo. Sean fy g
R—homomorfismos y consideremos el siguiente diagrama de fila exacta

P
|1
N—2-M—0
Queremos hallar un R—homomorfismo i : P — N, de forma tal que el diagrama
anterior conmute. Definamos fy, := f o\ : P. — M, donde los ¢y son las

inyecciones candnicas. Puesto que P, es proyectivo existe hy, : P, — N, tal
que g o hy = fi.

P, = P
hx X f
N r M 0

Por la propiedad universal de la suma directa existe h : P — N, tal que hoty = h,.
Por tanto, se deduce que (go h) oty = go hy = f,. Como también se cumple que
foun = f, porla unicidad de la propiedad universal de la suma directa concluimos
que goh = f.

Supongamos ahora que P es proyectivo. Sean g : N — M una suryeccion
y fs : Ps — M un R—homomorfismo, de manera que tenemos el siguiente
diagrama de fila exacta

Dp
fs
N-—2-M—0

Elijamos f, : P\ — M como f, = 0 para A € A\{S}. Por la propiedad universal de
la suma directa obtenemos un R—homomorfismo f : P — M, tal que f o5 = f5.
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Ya que P es proyectivo existe h: P — N, talque go h = f.

Entonces go (ho i) = fois = fs. Porlo tanto, P; es proyectivo. ]

De la proposicion anterior se sigue que un sumando directo de un médulo
proyectivo es proyectivo.

Lema 2.16. Un anillo R es un R-mddulo proyectivo

Demostracion. Necesitamos demostrar que el siguiente diagrama de fila exacta

Ve
27 jf
-
N——M—0
puede completarse conmutativamente por un R-homomorfismo g : R — N. Sea
y:= f(1)y z € N, tal que h(z) = y. Definamos g : R — N por laregla g(r) = rx.
Asi, g es un homomorfismo y f = h o g, esto Ultimo porque para cada r € R se
tiene

h(g(r)) = h(re) = rh(x) = ry = rf(1) = f(r1) = f(r).

Proposicion 2.17. Cualquier R-médulo libre es proyectivo.

Demostracion. Si F' es un R-moédulo libre, entonces, por definicion existe un
conjunto de indices A tal que R™ =2 F. Ahora bien, como RY) = @, R, por
el lema 2.16 y la proposicion 2.15, RN es proyectivo, luego F también lo es
dado que R™ y F son isomorfos. O

Corolario 2.18. Cualquier R-mddulo es la imagen homomorfa de un R-médulo
proyectivo.

Demostracion. Por la proposicidbn 2.2 tenemos que cualquier R-modulo es
la imagen homomorfa de un R-mddulo libre y un R-médulo libre es, por la
proposicién 2.17, proyectivo. O]

Proposicion 2.19. Si f : N — M es un R-homomorfismo sobreyectivo y M es
un R-méddulo proyectivo, entonces M es isomorfo a un sumando directo de V.
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Demostracion. Como la fila en el siguiente diagrama es exactay M es proyectivo

M
Ve
97 jidM
L
N—M——0

este puede completarse conmutativamente por un R-homomorfismo g, tal que
f o g = idy. Por la proposicién 1.2, tenemos que N = Im(g) & Ker(f). Asi, el
resultado sigue pues Im(g) = M. O

Proposicion 2.20. Un R-médulo M es proyectivo si, y solamente si es isomorfo
a un sumando directo de un R-modulo libre.

Demostracion. Supongamos que M es un R-modulo proyectivo. Por la
proposiciéon 2.2 hay un R-médulo libre F' y un homomorfismo sobreyectivo
f: F — M. Ahora aplicando la proposicién 2.19 obtenemos que M es isomorfo
a un sumando directo de F.

Reciprocamente, supongamos que F' es un moédulo libre y que M = N, donde
N es un sumando directo de F'. Por la proposicién 2.17, I’ es proyectivo y como
un sumando directo de un médulo proyectivo es proyectivo, segun la proposicion
2.15, se tiene que N es proyectivo y por tanto también lo es M. O

2.5 Moddulos planos

Definiciéon 2.21. Un R-médulo M es plano, si la sucesion de R-médulos

0——> M e N, "M M opN,

es exacta, siempre que 0 — N; EN N, sea una sucesién exacta de R-mddulos,
es decir, M es un R-médulo plano si el funtor M @i — es exacto a la izquierda.

Proposicion 2.22. Si dos R—mddulos son isomorfos y uno de los modulos es
plano, entonces el otro médulo es plano también.

Demostracion. En primer lugar, demostramos que si M = M’y N = N’ entonces
M®@rN = M'@rN'.Enefecto,si f: M — M'yg: N — N’ son R—isomorfismos,
entonces tenemos que f ® g: M ®zr N — M’ ®r N’ es un R—isomorfismo con
inverso f'®g ! M@z N — M ®g N, ya que

(flogHo(fog = of)@(g  og)=idy Qidy = idye,N-
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Similarmente, (f @ g) o (f ' ®@ ¢71) = idpro N

Supongamos ahora que g : M — M’ es un isomorfismo y que M es plano. Si
0—— N, A N, es una sucesién exacta de R—méddulos, entonces el siguiente
diagrama es conmutativo

M @p Ny 2L @p Ny

g@Zle l/ lg@idNQ
idyp ®f

M, ®RN1—>M, ®R Ng

Como g ® idy, ¥ g ® idy, son isomorfismos, segun lo demostrado lineas arriba,
se deduce que M’ es plano. O

Proposicién 2.23. Cada anillo conmutativo R es plano como R—médulo.

Demostracion. En primer lugar, se demuestra que si N es un R—mddulo,
entonces R ®r N = N. En efecto, si p' : R x N — N se define por p/(a,z) = ax,
entonces p' es una aplicacion R—bilineal. Asi, por la definicién del producto
tensorial, hay un Gnico mapeo R—lineal f : R®r N — N, tal que fop = p,
donde p es la aplicacion R—bilineal candnica.

Rx N-—2+N

| A

R®r N

De aqui, vemos que f(a ® =) = ax para cada generador a ® = de R ®x N. Ahora
definamos f': N - R®pr N por f'(z) = 1 ® x. Entonces f’ esta bien definida y
es aditiva. Ademas,

fllar) =1®ar=a®r=a(l®z)=af' ()

asi, ' es R—lineal. Puesto que f'of(a®x) = f'(f(a®x)) = f'(ax) = 1Qax = aQx
para cada generador a @ x de R®@xr N, vemos que f'o f = idgrg,~. Similarmente,
f o f' =idy. Porlo tanto, f es un isomorfismo.

Debido a lo anterior, estamos en condiciones de demostrar la proposicion.
Sea 0 — M % N una sucesion exacta de R—moédulos, entonces el diagrama
que sigue es conmutativo

M N
/| g
R ®pg M@-R@)RN
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y en este caso ¢’ y k' son isomorfismos y estan definidos como en la discusion
anterior. Por lo tanto, se tiene que la sucesion

0—=R®r M idL@i R®r N
es exactay R es un R—mddulo plano. O

Definicion 2.24. Sea M un R-médulo, el R-médulo M+ = Homgz (M, Q/Z), donde
Q/Z es el grupo de los numeros racionales modulo 1, se llama el mddulo traza
de M. La R-estructura de M es dada por

R x Homgy (M, Q/7Z) —s Homy(M,Q/Z)
(a,f)—af: M — Q/Z
z— (af)(z) = f(az)
Proposicion 2.25. Sean M y N R—mddulos, entonces existe un isomorfismo

IN,Q/Z - HOmz(M XR N, Q/Z) — HOHIR(N, I‘IOle(]\I7 Q/Z))

Ademas, el siguiente diagrama es conmutativo

Ny Homgz(M ©p Ny, Q/Z) —22% Hom p(No, Homz (M, Q/Z))
f| (ldpf)* f*
N, Homy (M @ Ny, Q/Z) —2Y% Homp(N,, Homg (M, Q/Z))

donde f : Ny — N, es un R—homomorfismo.
Demostracion. Definase n = ny gz por
1 : Homz (M @g N, Q/Z) — Hompg(N, Homz (M, Q/Z))
fr—=n(f) : N — Homg(M,Q/Z)
zr—n(f)(z) = fo: M — Q/Z
mr— fo(m) = f(m @)

Demostramos que f, € Homz(M,Q/Z). En efecto, para m, m’ € M tenemos que

fom+m) = f(m+m)@z)=fm@r+m @)

= fm@x)+ f(m' @) = folm) + fa(m)

A continuacion, se demuestra que n(f) € Hompg(N, Homz(M,Q/Z)). En primer
lugar observemos que para z, 2’ € N,a € Ry m € M se cumple

forw(m)=f(me (r+2) = f(mo@ar+mea)
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=fmez)+ f(mex) = f.(m)+ fo(m),
asimismo,
(af:)(m) = fo(am) = flam @ x) = f(Mm ® ax) = fo.(m).

Esto demuestra que f. . = fo + for ¥ fazx = afe-
En consecuencia,

yn(f)(azx) = for = af, = an(f)(x). Por lo tanto, n(f) es R—lineal.
Ahora veamos que 1 es R—lineal. En efecto, sean f,g € Homz(M ®r N, Q/Z),

a € Ry x € N;entonces, para m € M arbitrario tenemos

(fo + g2)(m) = fa(m) + go(m) = f(m @ x) + g(m @ x)
=(f+g)mez)=(f+g)(m)

también
(@f)z(m) = (af)(m @ 2z) = fla(m @ x)) = flam @ z) = fo(am) = (afs)(m)
por consiguiente, para cada z € N

n(f+9) (@) =(f+9)e = fo+ 9= =n(f)(x) +n(g)(x)

n(af)(x) = (af). = afe = an(f)(z);

asi, n(f +g) =n(f) +nlg) y n(af) = an(f).

Para demostrar que n es un isomorfismo basta mostrar que 7 tiene un inverso.
En efecto, sea g € Homg (N, Homy(M.Q/Z)) y definamos g : M x N — Q/Z por la
formula g(m, z) = g(x)(m). Entonces g es R—bilineal. En efecto, para m,m’ € M
y a € R tenemos que

g(m+m',z) = g(x)(m +m') = g(x)(m) + g(x)(m’) = g(m, ) + g(m', ),
también para x, 2’ € N se tiene

glm,z + ') = g(z +2')(m) = (g9(z) + g(z"))(m)
= g(x)(m) + g(«')(m) = g(m, ) + g(m, z),
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asimismo

glam,z) = g(z)(am) = ag(z)(m) = ag(m, x)

g(m, ax) = g(ax)(m) = ag(x)(m) = ag(m, x)

Por la definicién del producto tensorial, hay un tnico homomorfismo de grupos
h:M®r N — Q/Z, que completa el siguiente diagrama conmutativamente

MxN—1-Q/Z

| A

M ®r N
de donde h(m ® x) = g(x)(m) para cada (m,z) € M x N. Definimos
77_1 : HOHIR(N, HomZ(M7 Q/Z)) — HomZ(M Or Nv @/Z)

por n~t(g) = h. Asi, n71(g9)(m ® ) = h(m ® x) = g(x)(m), para cada generador
m ® x de M ®r N. La aplicacion ! es la inversa de 7, ya que

(= on)(f)(m @) =n~(n(f))(m @ x) = n(f)(x)(m) = fo(m) = f(m® z),

por lo que 7! o n = idhomy(MepN0/z)- EN forma similar se comprueba que

1

701" = idHomp(N,Homs(M,Q/Z))-

Finalmente verifiquemos que el diagrama conmuta. Tenemos por una parte
para g € Homy(M ®g Ny, Q/Z) y x € Ny que

(f"om)(9)(x) = f*(n2(9))(x) = (m2(g) o [)(x) = n2(9)(f (7)) = Gf(a)-

Por otra parte,

(m o (idy ®r f)*)(9)(x) = m((idy @r )" (9))(z)
=m(goidy ®r f)(x) = (9oidy ®r )z = 91 ()

donde la dltima igualdad vale porque para m € M arbitrario tenemos lo siguiente
(goidy g [la(m) = (goidy ®r f)(m@z) =g(m® f(x)) = gpw)(m).
O

Lema 2.26. Si G # 0 es un grupo abeliano entonces para cada 0 # = € G hay un
Z—homomorfismo g : G — Q/Z tal que g(x) # 0.
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Demostracion. Sea Zx C G el Z—submodulo de G generado por z, y Anng(z) =
{n € Z/nz = 0}. Es claro que Annz(z) es un ideal de Z. En realidad, Anny(z) es
el nucleo del epimorfismo 7 : Z — Zax dado por 7(n) = nxz. Sea 7 : Z/Anng(z) —
Zzx el isomorfismo inducido, definido por 7(n + Annz(x)) = nz. Ya que = # 0,
tenemos Anny(z) C Z, esto es, Annz(x) es un ideal propio de Z . Entonces hay
un numero primo p € Z tal que Anngz(x) C pZ. Consideremos el monomorfismo
de Z—médulos « : Z/pZ — Q/7Z dado por a(n+pZ) = n/p+Zysea ¢ : Zx — Q/Z
la composicién de los siguientes mapeos

Zx = 7/ Anng (z) —= Z/pZ —~ Q/Z

donde 7 : Z/Anngz(z) — 7Z/pZ es la suryeccion dada por 7 (z + Anng(z)) = z+pZ.
Por definicion tenemos

¢p(z) =aomo7 Hz) =aonw(l+ Anng(z)) = a(l +pZ) =1/p+Z # 0.

Ya que Q/Z es inyectivo, ¢ puede extenderse a un Z—homomorfismo g : G —
Q/7Z de forma que el siguiente diagrama conmuta

0 Zx ——G
) A
Q/Z
esto es, g o1 = ¢; en particular, g(z) = g o 1(z) = ¢(z) # 0. O

Proposicion 2.27. una sucesion de R—modulos A Iy B % C es exacta si y solo
si la sucesién de médulos traza C+ L BT L A+ es exacta.

Demostracion. Si la sucesidén original es exacta, entonces también lo es la
sucesion de los modulos traza, pues el funtor contravariante Homy(—,Q/Z) es
exacto, porque Q/Z es un Z—mddulo inyectivo.

Reciprocamente, demostramos que Im(f) C Ker(g). En efecto, si z € A
y f(z) ¢ Ker(g), entonces g(f(z)) # 0. Por el lema 2.26 anterior, hay un
homomorfismo h : C' — Q/Z con h(g(f(z))) # 0. Asi, h € CT y hogo f # 0,
lo que contradice la hipotesis de que f* o g* = 0. A continuaciéon se demuestra
la otra inclusién Ker(g) C Im(f). Siy € Ker(g) y v ¢ Im(f), entonces y + Im(f)
es un elemento distinto de cero de B/Im(f). Por lo tanto, hay un homomorfismo
[:B/Im(f) — Q/Zconl(y+Im(f)) # 0, segun ellema2.26. Siv: B — B/Im(f)
es la suryeccion natural, definimos I’ = [ o v € B™; notemos que '(y) # 0, pues

U'(y) = lov(y) = l(y + Im(f)). Por otra parte, I'(f(z)) = I(f(x) + Im(f)) = 0
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paracada z € A,de maneraque 0 = "o f = f*(I') y I' € Ker(f*) = Im(g*).
Asi, ' = g¢*(h) para algun h € C*, esto es, ' = h o g. Por consiguiente,
I'(y) = hog(y) = h(g(y)) = 0, pues y € Ker(g), lo que es una contradiccion,
pues '(y) # 0. O

Proposicion 2.28. Un R-médulo M es plano si, y solamente si, M* es un R-
maodulo inyectivo.

Demostracion. Supongamos que M es un R-modulo plano. Para demostrar
que MT es R-moddulo inyectivo, segun la proposicion 2.4, basta demostrar
que el funtor Homp(—, M ") es exacto a la derecha. Con este fin tomemos un
homomorfismo inyectivo de R—modulos f : Ny — N,. Vamos a demostrar que la
sucesion

Homp(Ny, M) -5 Homp(Ny, MT) — 0

es exacta. En efecto, como M es un R-modulo plano, el funtor covariante M @z —
es exacto a la izquierda, y por tanto, la sucesion

0——=Map N, "™ M opN,

es exacta. Asimismo, ya que Q/Z es un Z-—modulo inyectivo, el funtor
Homyz(—,Q/Z) es exacto a la derecha, por lo que (idy; ® f)* es un homomorfismo
sobreyectivo. Por otra parte, por la proposicién 2.25 el siguiente diagrama es
conmutativo

Homgy (M ®pg Ny, Q/Z) —2> Homp(Ny, M)
(idM®f)*L lf*
Homgz(M @z Ny, Q/Z) —~ Homp(N,, M+)

donde n; y 1, son isomorfismos. De todo esto resulta que f* es también
sobreyectivo, y Mt es un R-médulo inyectivo.

Reciprocamente, supongamos que M+ es un R—modulo inyectivoy f : Ny —
N, es un monomorfismo entre los R—méddulos N; y N,. Por la proposicion 2.25,
el siguiente diagrama conmuta

Homz(M ®r NZ,Q/Z)MHomZ(M ®r N1,Q/Z) 0
772l lm
Homp(Ny, M*) I Homp(N,, M*) 0

en este diagrama los mapeos verticales 7, y 7, son isomorfismos. Como
M™ es inyectivo, por la proposicion 2.4 la fila inferior es exacta. Entonces
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la fila superior también lo es, y por la proposicion 2.27 la sucesién

0——=M ®pg Nlm“—’®>fM ®r Ny es exacta. Por lo tanto, M es plano. O

Corolario 2.29. Si (M)), es una familia de R—maddulos, entonces &, M), es plano
si y sélo si cada M, es plano.

Demostracion. La suma directa & M, es un R—mddulo plano si y solo si
(e M,)T es inyectivo, segun la proposicion 2.28. Ahora,

(©aM,)" = Homg, (94 My, Q/Z) = [ [ Homz (M, Q/Z) = [ My
A A

Demostremos esta afirmacion. Sea
¢ : Homg (@3 My, Q/Z) — | [ Homz (M), Q/Z)
A

definida por ¢(f) = (f o)), donde ¢y : M, — ®M, es la inyeccidn candnica.
Entonces ¢ es un homomorfismo de R—modulos. En efecto, para f, g en
Homgz (&AM, Q/Z) y r € R tenemos que

p(f +9)=((f+g)oir)=(feirtgoir)=(foir)+(goin) = e(f) +»(g),

también
p(rf) = ((rf)oir) = (r(foir) =r(foin) =re(f).

Sea ahora f € Ker(p), entonces (foiy) = ¢(f) = 0, de donde for, = 0 para cada
A € A. Asimismno, si (z)) € @xM,, entonces como (z)) = >, ta(z,) tenemos
f((@x) = F (aw(@n) = 22, flu(za)) = 0. Asi, f =0y ¢ es inyectiva.

A continuacién, se demuestra que ¢ es sobreyectiva. Sea (g\) €
[1, Homy(My,Z/Z), definimos g : @aAM, — Q/Z por g((zy)) = >, g:(zy) para
cada (z)) € ®xM,. Como para cada (z,), (y») en &pM, y r € R se cumple que

g((zr) + (yn)) = ng(m +yn) = ng(m) + ZQA(Z/A) = g((xx)) + 9((yr))

g(r(@x) = g((rza)) = > galraa) = > _rga(za) =73 galwn) = rg((x))

A A

resulta que g € Homgz(®a My, Q/Z),y v(g) = (goir) = (gr)-

Debido al isomorfismo anterior basta demostrar que [[, M} es inyectivo.
Ahora bien, [], M, es inyectivo si y solo si cada M} es inyectivo y cada M,
es inyectivo si solo si M), es plano. O
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Teorema 2.30. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un R—méddulo
M.

a) M es un R—mddulo plano.

b) La sucesion 0 - M @r I — M ®gr R es exacta para cada ideal I del anillo
conmutativo R.

c) La sucesion 0 - M @ I — M ®gr R es exacta para cada ideal finitamente
generado I del anillo R.

Demostracion. Las implicaciones a) = b) y b) = ¢) son inmediatas.

c)=10). Si Jesunidealde Ry > ! (z; ® a;) € M ®p J, entonces [ =
(ay,as,...,a,) < J. Ademas, por hipétesis, la composicidbn de los mapeos
M®rlI - M ®rpJ — M ®r R es un monomorfismo. Por consiguiente, si
Yoo (ri®a;) € M®gJesceroen M ®g R, entonces > (z;®a;) € M Qg Jes
ceroen M ®pr I y asi debe sercero en M ®g J. Porlo tanto, M ®r J - M ®r R
es un monomorfismo.

b) =>a). Si I es un ideal de R, entonces la sucesion 0 — M ®@r I — M ®p R
es exacta. Ya que Q/Z es un Z—modulo inyectivo, esto nos proporciona una
sucesion exacta

HOH’lz(M QRr R, Q/Z) — HOle(M QR [, Q/Z) — 0.
Por la proposicion 2.25 hay isomorfismos 1;.q/z Y Mr,0/z

HomZ(M ®R R, @/Z)

HomZ(M Rr I, @/Z)

MR,Q/Z n1,Q/z

Hompg(R, Homz(M,Q/Z))

Hompg (7, Homz(M,Q/Z))

de manera que la sucesion Homg(R, M*) — Homg(I, M) — 0 es exacta. Asi
pues, si f : A — M* es un mapeo R—lineal, entonces hay un g € Homg(R, M ™)
gue extiende f a R. De esta forma, el criterio de Baer demuestra que M+ es un
R—modulo inyectivo, asi M es, por la proposicion 2.28, un R—mddulo plano.

Proposicion 2.31. Cada R—maédulo libre es plano.
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Demostracion. Por el definicion cada R—modulo libre es isomorfo a R para
cierto conjunto A. Ya que RY) es una suma directa de R—médulos planos, R
es plano, debido al corolario 2.29 anterior. O

Corolario 2.32. Cada R—mddulo proyectivo es plano.

Demostracion. La proposicién 2.20 afirma que cada médulo proyectivo M es
isomorfo a un sumando directo de un R—modulo libre F. Por tanto, se sigue de
la proposicion 2.31 y el corolario 2.29 que el sumando directo es plano y por la
proposicidn 2.22 que sigue a la definicion de médulo plano, M es plano. O

2.6 Resoluciones proyectiva e inyectiva

Sabemos que cada modulo es la imagen homomorfica de un médulo proyectivo,
y que cada mddulo esta inmerso en un modulo inyectivo. Estas observaciones
nos proporcionan las herramientas necesarias para construir resoluciones
proyectivas e inyectivas, que desempefian un papel central en el algebra
homoldgica y en la teoria de los funtores derivados. Para este fin, haremos una
introduccién sobre los conceptos de resolucién inyectiva y resolucién proyectiva
de un R-modulo dado.

Definicion 2.33. Si M es un R-modulo cualquiera, una sucesion exacta de la
forma

al

P,: - P, P, P, Py -2 M 0

se denomina una resolucion proyectiva de M si P, es un R-mddulo proyectivo
paracadai=0,1,2,3,....

Observemos que si en la definicion 2.33 se retira el R-mo6dulo M, obtenemos
el siguiente complejo

[e%1

Poy: -—=P—P  —>...—P P

Nos vamos a referir a este complejo como la resolucion proyectiva reducida del
R-modulo M.
La resolucion inyectiva de un R—moddulo M se define de forma semejante.

Definicion 2.34. Sea M un R-modulo cualquiera, la sucesion exacta de la forma

-1

I*: 0 M-

0 i1

]1 . Ii—l a Iz
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se llama una resolucién inyectiva de M, si I' es un R-mddulo inyectivo para cada
i=0,1,2,3,....

De forma andloga a lo expuesto anteriormente, si removemos el R-mddulo M
de la sucesién I*, obtenemos el co-complejo

1—1

M. 0 o . imre g

y este co-complejo se llama una resolucion inyectiva reducida del R-médulo M.
El siguiente lema es muy importante, pues nos garantiza la existencia de
resoluciones inyectivas y proyectivas de cualquier R-mddulo M.

Lema 2.35. Todo R-modulo M posee una resolucién inyectiva y proyectiva.

Demostracion. Si M es un R-mddulo, entonces por el corolario 2.18, sabemos
qgue existe un modulo proyectivo P, y un epimorfismo g, : Py, — M. Por tanto,
tenemos una sucesién exacta 0 — K, - P, oy M — 0 donde Ky = Ker()
Yy 1o €s el mapeo inclusién. Continuando con este proceso, existiran sucesiones
exactas cortas de R-moédulos y R—homomorfismos de R—maoddulos

Py M0
/KOL1 Pl B1
07 K P K
N
0" K, m\o
7
A ~
NG
Kz . Ki—l
S
0 \0

donde P, es proyectivo, K; = Ker(3;) y ¢; es el correspondiente mapeo inclusion,
para i = 0,1,2,.... Al superponer estas sucesiones exactas cortas de forma tal
qgue los R—méddulos K; coincidan, obtenemos el siguiente diagrama

a2 aq

P, Py M 0

P,
N N N
K K

2 ’ 1 ' KO
N N

donde ag := By y a; := 1,10 f; parai = 1,2,3,..., entonces, como [;,; €s

0

epimorfismo y ¢;_; €s monomorfismo, tenemos que
Im(a;y1) = Im(l;) = Ker(p;) = Ker(ay)
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parai=0,1,2,3,...,y

P,: - P,

es una resolucion proyectiva de M.

Por otra parte, sabemos por la proposicion 2.11 que existe un R-méddulo
inyectivo 7° y un homomorfismo inyectivo I° : M — [°. De aqui, tenemos una
sucesion exacta 0 — M 25 10 5 o0 0, donde C° = Coker(l%) y p°
es la aplicacion cociente. Continuando de esta manera obtendremos sucesiones
exactas cortas de R—modulos y de homomorfismos de R—mddulos

/
/

CZ
.

donde I* es inyectivo, C* = Coker(l') y p' es la aplicacion cociente, para i =
0,1,2,.... Cuando estas sucesiones exactas cortas se empalman se obtiene el
siguiente diagrama

0— M 410
po\ / p\ / \ /
! e
donde d ! =1y d' ="' opparai=0,1,2,... Asimismo, en este diagrama la

fila es exacta, es decir,
Ker(d') = Ker(p') = Im(l") = Im(d" ).

para i = 0,1,2,..., debido en parte a que ‘"' es un monomorfismo y p*~! un
epimorfismo. Todo esto nos da la sucesion exacta

I*: 0 M4 o i
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Al respecto, observamos que, si

o, ai

P,: - P, P, P, Py M 0

es una resolucién proyectiva de M, entonces la resolucion proyectiva reducida
de M es

Poy: o> P—>P—> - —>P —>FP—=0
y el médulo de homologia de grado 0 de P, es
Hy(Papr) = Ker(Py — 0)/Im(ay) = Fy/Ker(ag) = M.
Similarmente, si

1—1

I*: 0 M7= -t

es una resolucioén inyectiva de M, entonces la resolucion inyectiva reducida de
M es

0 i—1

M. 0 O e J Ky

y el médulo de cohomologia de dimensién 0 de I* es
HO(I*M) = Ker(ag)/Im(0 — I°) = Im(a™1)/0 = Im(a™') = M.

Todo esto significa que incluso calculando homologias o cohomologias, no
perdemos ninguna informacion de M, salvo isomorfismos, cuando retiramos M
de las resoluciones.

Ejemplo 2.36. En este ejemplo haremos un procedimiento para calcular una
resolucion proyectiva del R—médulo R/I, donde R = k[x,y,z] e I es el ideal
(x,y, 2). Yaque R es un mbdulo proyectivo, podemos empezar con

R— R/I — 0.

Observemos ahora lo siguiente. Como I = (z, y, z), existe un mapeo sobreyectivo
By : R? — I definido por

(a,b,c) — ax + by + cz.

Por lo tanto, podemos construir la sucesién exacta

0= K, S RrRPu 1 50,
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donde K = Ker(f,). Para poder continuar primero debemos calcular Ker(3;). Ya
que el nucleo de «; := g o 51, donde 1, es mapeo inclusién, es igual al nucleo
de 3, y la representacion matricial de a; es a; = <a: y z) podemos calcular el
nucleo de esta aplicacién. Observemos que

Y z 0
(03] —T = 0 = z = 0,
0 - -y

y, en realidad, estos elementos generan K, entonces tenemos

Y z 0
Kl = —X y 0 5 z == <'U17'U2,'03>.
0 —x —y

Al igual que antes, tenemos un mapeo sobreyectivo 3, : R? — K, definido
por (a, b, ¢) — avy + bvy + cvs. Con esto podemos construir el siguiente diagrama
conmutativo

" R/I

\/\/
/\/\

donde «; es la aplicagion inclusidbn y a; = ¢; o 5,. Observemos que la fila del
diagrama anterior es exacta pues Ker(a;) = Im(as).

Como antes, vamos a calcular el nucleo de f,. Dado que el diagrama
conmuta, tenemos que el ndcleo de a, es igual al nucleo de (,, esto es,
K5 := Ker(fs) = Ker(az) y como la forma matricial de a, es

Y z 0
a=\| —x 0 =z
0 —z —y

podemos calcular el nucleo de esta aplicacién, y vemos que
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Este elemento genera K, por lo que K; = —y = (wy). Como siempre

xz
definamos (3 : R — Ks, f3(a) = aw;. Se obtiene asi el siguiente diagrama.

\/\/A/
/\/\/\

donde ¢, es lainclusién y a3 = 15 0 3. Como de costumbre, calculemos el nucleo

Bo

R/I—=0

de 5. Ya que el diagrama de encima conmuta, el nucleo de a3 es igual al nucleo
de p3 y como la forma matricial de a3 es

2 y z 0
(_g> g—o(c) —2 —52{ (zy 2)
0 R R 3 R R/I — 0.

El siguiente ejemplo muestra que pueden existir resoluciones proyectivas
infinitas.

Ejemplo 2.37. Sea R = Z/4Z. Entonces Z/27Z es un R—mo&dulo con la accién

dada por
R x 7.)27, — 7.)2Z

(a+4Z,b+ 2Z) — (a +4Z)(b+ 2Z) = ab + 2Z

Sea la sucesién de R—moaddulos,

(67

P,: - 7./A7. 2)A7 — - —— 1[4 > 7.JAT -~ 7./27. — 0 ,

donde «;(a +47Z) = 2a + 4Z paracada i > 1y ogy(a + 4Z) = a + 2Z. Podemos ver
facilmente que esta sucesién es una resolucion proyectiva infinita de Z/27Z.

A continuacién se mostrara que dos resoluciones proyectivas reducidas
cualesquiera de un modulo son del mismo tipo de homotopia. Para eso,
precisamos de los dos lemas siguientes.
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Lema 2.38. (Teorema de comparacion) Sea

(82

P,: - P,

Py——P

una resolucion proyectiva de M y supongamos que

Bi B81 Bo

Q.Z"' Nz NO N 0

N Ny

es exacta. Entonces para cualquier homomorfismo f : M — N de R-modulos
existe una aplicacion de complejos f, : Poyy — Qen tal que 5y o fo = f o ag. En
este caso, f, se llama una aplicacion de complejos generada por f.

Demostracion. Ya que Q, es exacta, la sucesién N % N — 0 también lo es.
Asimismo, debido a la proyectividad de P, existe un R-homomorfismo f, : Py —
Ny tal que el diagrama

Py~ M—0
fol fl
Bo
Ny—— N ——=0
conmuta. Supongamos ahora que los R-homomorfismos fy, f1,. .., fi_1 han sido
hallados tal que el diagrama que sigue es conmutativo

i Qlj— (o7
—>P—>P_ —>P y—> - —>P—>M—0
|
fil filj fi2L fol ft
¥ ; i i
"ﬁ'Ni&'Ni—l Bi—1 Ni—2ﬂ ! Ny Bo N 0

A partir de esto hallaremos un R—homomorfismo f; : P, — N; tal que §; o f; =
fi—10«a;. En efecto, por el proceso de induccion y de la ultima celda del diagrama
anterior tenemos, 3,_; o fi_1 = fi_2 o ;_1, entonces

Bicio ficioa; = figoa10a;=0

de donde Im(f;_jo0q;) C Ker(p;_1) = Im(3;). Sea~; := f;_10a; y sean los mapeos
inducidos 7; : P, — Im(3;) y B, : N; — Im(3;), luego v; = o7, y 3; = 1o 3;, donde
¢ : Im(B;) — N;_1 es el mapeo inclusion. Como P; es proyectivo, tenemos que el
diagrama



puede completarse conmutativamente por el R-homomorfismo f; : P, — N;.
Entonces tenemos lo siguiente

Biofi=toB;0fi=107, == fi10q
lo cual completa la construcciéon inductiva de f,. O

El lema anterior no asegura que tal aplicacion de complejos sea Unica. Sin
embargo, tenemos el siguiente lema.

Lema 2.39. Sean P, y Q, como en el lema anterior. Si f : M — N es
un homomorfismo de R-mddulos, entonces cualquier par de aplicaciones de
complejos f., ge : Perr — Qen generadas por f son homotopicos.

Demostracion. Supongamos que f,,g9. : Pey — Qe.n SONn aplicaciones de
complejos generadas por f, necesitamos exhibir una familia ¢ = {¢; : P, —
Ni11}iez de homomorfismos, tal que f; — g; = Biy1 09 + i1 0, paracada i € Z.
Ya que P, es positivo, p; = 0 para todo i < 0. Asi, en el nivel 0 necesitamos
hallar ¢, : Py — Ny, tal que fy — go = P10 ¢o. Para esto consideremos el siguiente
diagrama:

Py~ M 0

Ya que By o (fo — go0) = f o (g — ) = 0, tenemos

m(fo — go) € Ker(8y) = Im(51).
Entonces, a partir de la proyectividad de P, se obtiene un homomorfismo ¢, :
Py — N tal que fo — go = 51 0 vo.
F
i lfo—go
Ny = Tm(By) — 0
Supongamos ahora que los homomorfismos ¢, : P, — N, han sido hallados

talque fr — gx = Brs1 0 or + i1 0, parak =0,1,2,...,7i — 1, y consideremos
el siguiente diagrama

Q41
P P

/H/

fir1 Gi+1 }01 i J Yi<1 fio1 Gi-

‘L/ﬁm l L/m

Nit1 N;

Ni Ni o
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Yaque fi_1 —gii1 — Biopi1 = @i_2 0 a;_1, tenemos lo siguiente:

5i°(fi—gi—90i7100éi) =Biofi—Biocgi—Biopi_iow
= ficioq; —gi100; — Biopi10q;
= (fi_l — gi—1 — Bi 0901'—1) o«

= Yi—200Q;,_100Q; = 0.

De lo anterior obtenemos que Im(f; — g; — ;1 0 ;) € Ker(5;) = Im(S;11). Ya que
P; es proyectivo, hay un homomorfismo ¢, : P, — N,;; que completa el diagrama

conmutativamente
P,
iy Ji—gi—pi—1004
Niot —ETm(Bie) — 0
Por lo tanto, f; — g; = Bit1 0 i + pi—1 0 ;. O

Proposicion 2.40. Si P, y Q, son dos resoluciones proyectivas de M, entonces
P.y Y Qe SON del mismo tipo de homotopia.

Demostracion. Por el teorema de comparacion el mapeo identidad idy, : M — M
genera mapeos de cadenas f, : Poyy — Qenr Y 9o : Qenr — Paas. Entonces
GJofe : Perr = Parr Y foge : Qenr — Qenr SON aplicaciones de complejos generados
por idy,. También idp,,, : Poyr — Penr Y idq,,, : Qenr — Qens SON aplicaciones de
complejos generados por id,,. Por el lema 2.39 anterior resulta que g, f, ~ idp,,,
Y fege = idq,,,- ASi, Py Y Qens SON del mismo tipo de homotopia.

[

Hay versiones duales de los ultimos tres resultados.
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Capitulo 3
Los funtores Ext’ y Tor;

En este capitulo vamos a definir a través del lema 2.35 y el teorema
de comparacion los funtores derivados derechos e izquierdos de un funtor
aditivo, en particular los funtores extension y torsion seradn derivados de los
funtores aditivos Hom y producto tensorial; después por medio del lema
de la Herradura construiremos las Ext-sucesiones y Tor-sucesiones exactas
largas. Posteriormente se demostrard que los funtores extension y torsion
son balanceados. Finalmente, se establece una conexién entre los moédulos
proyectivos e inyectivo y los funtores extension, asi como entre modulos planos
y los funtores torsion. Las principales referencias de este capitulo son [4], [8], [7]

[6].

3.1 Funtores derivados

En el algebra conmutativa o en el algebra homolégica, ciertos funtores pueden
ser obtenidos o derivados a partir de otros que estan estrictamente relacionados
con los funtores originales. A continuacién, haremos una descripcion de los
funtores derivados a la izquierda y de los funtores derivados a la derecha.

El Funtor £,5 (e) : RkM — M.
Sea § : kM — M un funtor covariante de R-mddulos a S-modulos, y M un
R—modulo. Como se sabe M tiene una resolucién proyectiva, digamos

aq

P,: - pP—2p Py M 0.

Al aplicar el funtor § a la resolucion proyectiva reducida P,;, del R—mddulo M
obtenemos la sucesion

P ——F(P) YL 5Py - S 5Py 2L 5 (M) ——0.
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Si § es ademas aditivo, entonces tenemos
3(041‘) o 3(0@“) =0,

y por consiguiente F(P,) es un complejo de S-mddulos.
Para cada i € Z definimos £,;§ :xr Mod — 5 Mod como sigue.

1. Si M es un objeto de ypMod,
L8(M) := Hi(F(Parr)) = Ker(F(ew))/Im(F(cvis1))

2. Sea f : M — N un morfismo en ypMod. Si P, y Q, son resoluciones
projectivas de M y N, respectivamente, entonces por el teorema de
comparacion, existe un diagrama conmutativo

(&7}

P,:--- Py L Py 2 p M 0

f¢+1l le filj fol fj
Bit1 Bi Bi B Bo

Qe:--- Qi1 — Q; Qi1 > = Q N 0

donde f, = {fi: P, = Qi}i>0 : Pessr — Qen €S una aplicacion de complejos

generada por f. Asi, como § es un funtor covariante aditivo de R-modulos
a S-modulos obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

() S(a1)

FPu) o —=F (Pt 5(P) 25 (P ) — - V() ——0
(fo)l

5(fv+1)l F(fs) F(fiz )l
(BH—I) 3(61)
F(Qun) : - ——FQn T 500 (i) — - T F(Qg) — 0

donde las filas del diagrama son complejos. Por lo tanto, por el teorema

S

1.11, existe una familia de homomorfismos

Hi(3(f)) : Hi(F(Penr)) — Hi(F(Qen))
z + Im(§ (1)) — §(fi) (@) + Im(F(Bis1))
Si denotamos £,5(f) := H;(5(f.)), entonces tenemos

E5(f) : LF(M) — LiF(N).

Por tanto, hemos definido, para cada funtor covariante aditivo §, una sucesién de
funtores aditivos y covariantes £;§, donde i = 0,1, 2, ..., también de la categoria
de R—mddulos en la categoria de S—mddulos.

El siguiente resultado asegura que los modulos de homologia (o
cohomologia) son unicos salvo isomorfismos. Asimismo, afirma que H;(5(f.))
depende solamente de f y no de la aplicacion de complejos (o co-complejos) f.
generada por f.
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Proposicion 3.1. Sea § un funtor aditivo covariante de R-médulos a S-mdédulos.

a) Si P, e Q, son dos resoluciones proyectivas del R-modulo M, entonces
H(F(Penrr)) = Hi(F(Qenr)), para todo i > 0. Ademas, si f : M — N es un
homomorfismo de R-médulosy P,, asi como, Q, son resoluciones proyectivas
de M y N respectivamente, entonces H;(§(f.)) : Hi(§(Pear)) = Hi(F(Pon)),
para todo ¢ > 0, es independiente de la eleccién de la aplicacion de complejos
fo : Per = Qe n generada por f.

b) SiI* e J* son dos resoluciones inyectivas del mismo R-médulo M, entonces
HY(F(I>M)) =~ HY(F(I*M)), para todo i > 0. Ademds, si f : M — N es un
homomorfismo de R-modulos y I*, asi como, J* son resoluciones inyectivas de
My N respectivamente, entonces H'(F(f*)) : H/(F(I*M)) — HY(F(T*Y)), para
todo ¢ > 0, es independiente de la eleccidn de la aplicacién de co-complejos
f* 1M — J*N generada por f.

Demostracion. Si P, y Q. son dos resoluciones proyectivas del R—modulo M,
entonces por la proposicion 2.40, P, ,; y Q. »r son del mismo tipo de homotopia,
esto es, hay aplicaciones de complejos fo : Perr — Qens Y 9o : Qonr — Pos, tal
que f.g. Y 9. fo SON homotdpicos a las aplicaciones identidad de complejos idq, ,,
y idp, ,,, respectivamente. Por el item (d) del teorema 1.23, tenemos

Hz<8:(g'f')) = Hi(g(idP.,M)) = Hi(idE(P-,M))>
luego
H;i(§(ge)) 0 Hi(§(fs)) = Hi((g4)3(fe))
= H;(§(g0/s))

= H;(idgp, 1))

= idHi(S’(P-,AJ))

Similarmente, H;(§(f.)) o Hi(§(gs)) = idm,5(q...0))- POr lo tanto,

Hi(F(fe)) : Hi(F(Por)) — Hi(F(Qenr))

es un isomorfismo.

Para concluir, supongamos que f,, ge : Po sy — Q. n sON dos aplicaciones de
complejos generados por f : M — N. Entonces f, y g son homotépicos segun
el lema 2.39. Asi que por el item d) del teorema 1.23 obtenemos lo siguiente:

Hi(F(fe)) = Hi(F(90)) : Hi(§(Penr)) = Hi(F(Qenr))-
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La parte (b) se prueba de forma similar usando las versiones duales del lema
2.39 y de la proposicion 2.40. O

Teorema 3.2. Si § :xr M —¢ M es un funtor covariante y aditivo, entonces
2.5 :r M — g M también lo es.

Demostracion. 1. Yaque §(idp,,,) = idgp.,,) Yy dado que idp,,, €s una aplicacion

oM

de complejos generada por id,;, tenemos
L§(idy) = Hy($(idp,,,)) = Hi(idg®,,,))) = idm,ge.an) = idegon-

2. Sea R, una resolucién proyectiva de L, asi como g, : Q.nv — R.; uUna
aplicacién de complejos generada por g : N — L. Entonces g, f. €s generada
por g o f y tenemos

L£8(go f) = Hi(§(gefo)) = Hi(F(94)T(fo))
= Hi(g(go)) o Hz(g(fo)) = Qig(g) ° szg(f)

3. Si ahora f,, 9. : Peny — Qen son aplicaciones de complejos generadas por
f,g: M — N, entonces f, + g, €S generada por f + g y tenemos que:

LiS(f +9) = Hi(F(fo + g0)) = Hi(F(fe) +T(g0))
= H;(5(f,)) + Hi(S(ge)) = &3 (f) + £:F(9)-

El Funtor R'F (e) : kM — ¢M.
Escogemos una resolucién inyectiva del R-modulo M:

1

I*: 0 M2 0 | A (A

y despues de aplicar el funtor § a la resolucién I* obtenemos
(@ 1)

51 0— 50500 — T () ——

gue es un co-complejo de R-mddulos. Con este resultado, definimos los médulos
de cohomologia Hi(F(I*})), y denotamos esto como

RIF(M) == H(F(IM).

Ademas, para cada R-homomorfismo f : M — N tenemos una aplicacién de
S-moédulos de cohomologia en el nivel i:

H'((f%)) : H(F@)) — H(F(I*Y))
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donde J* es una resolucion inyectiva del R-médulo Ny f* : I*¥ — J*N es una
aplicacion de co-complejos generada por f. Por el item b) de la proposicién 3.1,
tenemos que H'(F(f*)) depende solamente de f y no de la aplicaciéon f* de co-
complejos generada por f, como ya se ha explicado anteriormente. Al denotar
RF(f) .= H(F(f*)), tenemos que

RF(f) : RF(M) = RF(N).

De esta manera, se obtiene para cada funtor covariante aditivo §, una sucesion
de funtores S3‘F aditivos y covariantes, parai = 0, 1, 2, ..., también de la categoria
rM en la categoria sM.

Definicién 3.3. Si § es un funtor aditivo y covariante de R-mddulos a S-modulos,
entonces £,F y R'F son llamados el i-ésimo funtor derivado a la izquierda
de § y el i-ésimo funtor derivado a la derecha de §, respectivamente, para
i=0,1,2,3,...

Observemos que, si § es un funtor aditivo y contravariante de R-mddulos a
S-moédulos, también existen los funtores £,F y R‘F. En este caso, para construir
el funtor £,5 es suficiente escoger una resolucion inyectiva, y para construir R'F
es suficiente escoger una resolucion proyectiva.

Un resultado Gtil y general es el siguiente: si § es un funtor aditivo y exacto a la
derecha, entonces £,§ y § son naturalmente equivalentes. De manera similar, si
S es un funtor aditivo y exacto a la izquierda, entonces SR°F y § son naturalmente
equivalentes. Antes de ver esto vamos a definir un tipo de equivalencia de dos
funtores.

Definicion 3.4. Sean §,® : RM — M dos funtores.

(1) Supongamos que para cada M € yM existe un homomorfismo 7y, : F(M) —
& (M) em sM, tal que para cada R-homomorfismo f : M — N en gM el

diagrama
Mo F(M) - 8(M)
f‘ S(f)] \6(.1”)
N F(N) - &(N)

es conmutativo. La clase de homomorfismos n = {ny : F(M) — &(M)}
indexado sobre los objetos de ;M se llama una transformacion natural de
5 hacia &.
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(1) Si ny; es un isomorfismo en sM para cada M € rM, entonces 7 lleva
el nombre de isomorfismo natural y § y & se dice que son funtores
naturalmente equivalentes. En este caso, denotamos § ~ &.

Proposicion 3.5. Sea § : RM — M un funtor covariante aditivo. Entonces:

a) Si § es exacto a la derecha, entonces £,§(M) = §(M), para cada R-mddulo
M. Ademas, £,F e § son funtores naturalmente equivalentes. Si M es un
R-mddulo proyectivo, entonces £,5(M) =0, paratodoi =1,2,....

b) SiF es exacto a la izquierda, entonces R°F(M) = F(M), para cada R-mddulo
M. Ademas, R°F y § son funtores naturalmente equivalentes. Si M es un
R-médulo inyectivo, entonces R'F(M) = 0, paratodoi =1,2,.. ..

Demostracion. Probaremos solamente el item a); la demostracion del item b) es
anéloga.

Si P, es una resolucién proyectiva del R-modulo M, entonces el siguiente
pedazo de la sucesién P, es exacta,

a1

P, Py -2 M 0,

Como § es exacto a la derecha, tenemos que

) S(a1) ) T (o)

(P (P (M) —=0

es una sucesion exacta. Ahora, consideramos la sucesion
F(a1)
F(P) == F(P) —=0
y calculamos la homologia de §(P..,) en el nivel O:

Lo§(M) = Ho(S(Pear))

Ker(F(Py)—0)
Im(F(c))
S(Po)

Ker(F (o))

Im(F(ag)) = F(M)

I

Como observamos, existe un isomorfismo de S-médulos 7, : £,F(M) — F(M)
definido por 7y (z + Ker(F(ao))) = F(ap)(z). Siendo asi, podemos afirmar que la
familia {na : LoF(M) — F(M)} constituida por estos R-isomorfismos naturales
nos proporcionan un isomorfismo natural n : £,§ — §. De hecho,sea f : M — N
un homomorfismo de R-modulos y Q, una resolucidén proyectiva del R-modulo
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N. Por el teorema de comparacion hay una aplicacion de complejos f, : Po yy —
Q..~ generada por f,

P,: - —Py —>PF—>P .. =P M ——0
fi+1l fit filj fot fl
Quio Qi Qe iy P Py e N0
entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
M £oF(M) ——F(M)
f| ﬂo%(f)\ \S(f)
N LoF(N) ——F(N)

donde el isomorfismo de R—modulos 7y : £,F(N) — §(N) esta definido por

v (2 + Ker(F(bo))) = §(6o) (x).
En efecto, por una parte tenemos,

§(f) o mu(x + Ker(§(ao))) = F(f)(§(ao)(x)) = F(f © ao)(x)

mientras que, por otra parte

v © LoF(f)(x + Ker(§(ao))) = nn (§(fo)(x) + Ker(F(5o)))
= §(B0)((fo)(x)) = F(Bo o fo)(x)

Asi, £0§ y § son funtores naturalmente equivalentes.
Asimismo, M es un R-médulo proyectivo, entonces

P,:--- 0 M M ap 0,

es una resolucién proyectiva de M (observemos que como M es un R-mddulo
proyectivo, todos los R-modulos colocados detras de M en la resolucidn anterior
pueden ser considerados como los R-modulos nulos). Con esto, obtenemos el
complejo:

SPers): - —=0—>F(M)—0,

y conseguimos, por tanto, que £,;F(M) =0, paratodoi=1,2,3,.... O

La demostracion de la siguiente proposicion es analoga a la de la proposicién
3.5. Por eso, solo vamos a enunciar el siguiente resultado sin su prueba.

Proposicion 3.6. Sea § un funtor aditivo y contravariante de R-modulos,
entonces tenemos lo siguiente:
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a) Si§ es exacto a la izquierda, entonces R°F (M) = F(M), para cada R-moddulo
M, de modo que R°F y § son funtores naturalmente equivalentes. Si M es un
R-médulo proyectivo, entonces R'F(M) = 0, paratodoi=1,2,....

b) Si § es exacto a la derecha, entonces £,§(M) = §(M), para cada R-mddulo
M, de modo que £,F y § son funtores naturalmente equivalentes. Si M es un
R-mddulo inyectivo, entonces £,5(M) =0, paratodoi =1,2,....

3.2 Los funtores derivados derechos del funtor
Homp(—, X)
Sea X un R-médulo fijoy
P,:-- - >PX%P .. . oP3P38M-0

una resoluciéon proyectiva del R-médulo M. Como Hompg(—, X) es un funtor
aditivo, contravariante en la categoria de R-médulos y R-homomorfismos, al
aplicar este funtor a la resolucién proyectiva reducida P, se obtiene el co-
complejo

* *
Qy a,

HOmR(PoM,X) . 0—>HOmR(P0,X)—>-..._>H0mR(Pi’X)Oﬁ>1”.

Ahora podemos calcular la i-ésima cohomologia del co-complejo anterior y
obtener el R-mddulo

Exti, (M, X) = H'(Homg(Pay, X)).

Ademas, si consideramos un homomorfismo de R-modulos f: M — N y una
resolucién proyectiva Q, del R—médulo N, entonces tenemos

Ext%(f, X) := H (Homg(f,, X)),

donde f, : P.yy — Q.n €S una aplicacion de complejos generada por f. Por
tanto, tenemos
Ext%(f, X) : Exth(N, X) — Exth(M, X).

De esta manera para cada i > 0 tenemos un funtor aditivo y contravariante

Ext’(—, X) : gM — M.
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Observemos que, por construccion, Ext%(—, X) = 9R'Homg(—, X) es
el i—ésimo funtor derivado a la derecha del funtor aditivo contravariante
Homp(—, X) , de esto también se sigue que Ext’(—, X) es un funtor aditivo pues
Homp(—, X) y H' son aditivos.

Asimismo, notemos que el R-mddulo Ext’(M, X) depende solamente de los
R-médulos M y X, y no depende de la eleccién de la resolucién proyectiva para
M.

Definicién 3.7. El funtor contravariante Ext’(—, X), se llama el i—ésimo funtor
extension de Hompg(—, X), o simplemente el funtor contravariante Ext, para todo
i=0,1,2,....

Ejemplo 3.8. Sea N un R-médulo. Supongamos que = € R no es un divisor de
cero de Ry N. Entonces hay isomorfismos de R-mdodulos

. N/xzN, si i=1
Extp(R/xR,N) = _
0, sl 1> 2.
Dado que x no es un divisor de cero de R, hay una sucesion exacta corta de

R-modulos

0—=R—2+R—" R/ztR—>0

Esto proporciona una resolucion libre de R/xR que puede usarse para
calcular Ext',(R/xR, N) como cohomologia del co-complejo

0 — Homp(R, N) — Hompg(R,N) —=0
Finalmente, como Hompg (R, N) = N tenemos el complejo

0 N —==N 0

Por tanto, la afirmacién se sigue de este complejo. Ahora Ext%(R/zR,N) =
Hompg(R/zR, N) se sigue de la proposicién 3.6.

Ejemplo 3.9. Para cada entero m,n > 2, calcularemos Ext}, (Z,, N) para
ciertos moédulos N. Considérese la resolucion proyectiva y la resolucion
proyectiva reducida de Z,, sobre Z,,,,, respectivamente




Al aplicar Homgy,, (—, N) al complejo reducido P, 7, obtenemos el siguiente co-
complejo Homy,, (Pez,, N)

0 — Homg,,, (Zyn, N) = Homg,, (Zyn, N) == Homg,  (Zym, N) —--- .

Como Homg,,,(Zm,, N) = N, entonces el co-complejo Homy,, (P.z,, N) se
transforma en

0 N2 N2 N
Calculemos Ext, (Z,,N) cuando N = Z,,,. El co-complejo Homgz,,, (P, z,, N)

es

Se observa que esta sucesion es exacta excepto en el nivel : = 0, en este caso

tenemos
Ker(Zonn = L)

(02 Ziny)
Por lo tanto, tenemos

=mZ/mnZ = Z|nZ = L,

Zp, SI i=0

Exth,  (Zon, Zonn) =
Fomn {0, si i+#0.

Calculemos Ext, (Z,,N) cuando N = Z,,; el co-complejo Homg,,, (P, z,, N) es

O Zm n Zm -m=0 Zm n Zm -m=0 .

A continuacion, calculamos la imagen y el nucleo de estas aplicaciones. Sea
d = mdc(m,n) y observe que n/d € Z, luego

Im (Zm Rt Zm) = (0)Zm = (m,n)Z/mZ = dZ/mL.
El ndcleo se calcula como antes y
Ker <Zm it Zm> — Z/dZ.

Po lo que tenemos,




Ext) (Zn,Zp) =

De manera semejante, se calcula

Extly, (Zn, Zn) = Za

para todo i > 3.

Para cada sucesion exacta corta 0 — L 5 M % N — 0 de R-médulos y de
R-homomorfismos existe una sucesién exacta larga para el funtor contravariante
Ext%(—, X). Para obtener esta sucesion, precisamos del siguiente lema llamado
lema de la Herradura.

Lema 3.10. (/lema de la Herradura para proyectivos) Consideremos el diagrama,
constituido por R-médulos y por R-homomorfismos:

a2 Y2
P Ry

aq Y1
Py Ry

aQ Yo

0 Ay Y 0

0 0
f g

donde la sucesion 0 — L - M = N — 0 es exactay P, y R, son
resoluciones proyectivas de L y N, respectivamente. Entonces, existe una
resolucién proyectiva Q, de M y aplicaciones de complejos f, : Por, — Qe Y
Je - Qear — Rey tal que el diagrama que sigue es conmutativo con filas exactas.
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Ademas, ;, = P, ® R;,paracadai=0,1,2, ....

a2 B2 2
0—P > -2~ R —0
(3] b1 Y1
00— Py~ Qy -2~ Ry ——0
o Bo 70
0 Lt -Mm—2onN 0

0 0 0

Demostracion. Probaremos por induccion. Para cada i = 0,1,2,3, ..., tomemos
Q; = P, ® R; y definamos f; : P, — Q;, g; : Q; — R; por la formulas f;(x) = (x,0)
y gi(z,y) =y, € P, y € R;. Entonces @; es un R—mddulo proyectivo, f;, g; son
R—homomorfismos y la sucesion 0 — P, 7% Q, % R, — 0 es exacta.
Como Ry es proyectivo, existe un R-homomorfismo hy : Ry — M tal que ghy =
Y- Sea by : Qo — M un homomorfismo definido por fy(x,y) = f(ao(z))+ho(y). Es
claro que By fo = fag 'y 980 = Y090- Afirmamos que [, es sobreyectiva. De hecho,
sea z € M, entonces g(z) € N, luego existe uny € R, tal que vy(y) = g(z). Ahora
como
9(z = ho(y)) = 9(2) — (gho)(y) = g(2) —70(y) =0
tenemos que z — ho(y) € Ker(g) = Im(f). Se sigue que existe un = € P, tal que
flao(z)) =z — ho(y). Asi, Bo(z,y) = 2.
Sean K¢, K/, K los nucleos de aq, S0, 70 y ¢2, ¢7, «] mapeos inclusién:
K§ = Ker(ayp) Ky — By
K =Ker(B,) Kl — Q
K] = Ker(vo) ' KJ — Ro.
Restricciones de f, y g0 a K¢ y K, inducen homomorfismos f, : K¢ — K.,
g, : K} — K] tales que f, es un monomorfismo y g,f, = 0 de donde

Im(f,) € Ker(g,)- Con el fin de demostrar la inclusién reciproca consideramos
(z,y) € K = Ker(f,). Entonces y = go(x,y) = go(x,y) = 0, ademas

flao(x)) = flao(x)) + ho(y) = Bo(z,y) = 0.

Ya que el homomorfismo f es uno a uno se tiene que «ay(x) = 0, es decir,
r € Ker(ag) = K§ Yy (7,y) = (z,0) = fo(x). Esto prueba que Ker(g,) C Im(f,)
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y por lo tanto, Ker(g,) = Im(f,). Sea ahora y € K; = Ker(q). Entonces
g(ho(y)) = v(y) = 0, de donde resulta que hy(y) € Ker(g) = Im(f), y dado
que ag es sobre hay un x € P, tal que ho(y) = f(ao(z)), de esto se obtiene

Bo(=z,y) = flao(—=)) + ho(y) = —f(ao(z)) + ho(y) = 0.

Asi, (—z,y) € K = Ker(By) ¥y go(—z,y) = v lo que prueba que g, es un
epimorfismo. Hemos demostrado que la fila de linea discontinua del diagrama
de abajo es exacta.

Sean p¢ : P — K§, p] : Ry — K los epimorfismos inducidos por «; y 71,
respectivamente, de manera que oy = $p$, 1 = ¢{p]. Como R; es proyectivo
existe un homomorfismo &, : R, — K/ tal que g,hi1 = p]. Definamos un mapeo
P o Q1 — K§ por pi(z,y) = fopf(x) + m(y), (z,y) € Q1. El mapeo p/ es
un R—homomorfismo, p?f; = fop%, plgi = Gopo y como en el caso de 3, se
demuestra que p/ es un epimorfismo. Pongamos 3, = ¢/ p?. Entonces

Bifi = prigfl = Lf?op? = fotf'p = foau

y, similarmente, v1g1 = go31. Ademas, ya que ! es el mapeo inclusién se tiene
Im(p;) = Im(pr’f) = Im(pf) = Kg = Ker(fp).

Hemos probado que el diagrama de lineas continuas siguiente es conmutativo y
tiene filas y columnas exactas.

fi g1
0 P1 Ql /7R1 0
e 7 7 hh _ -7 7
/ / /// //'y
g 7 -17% Lo
O0-->Ko——— 12 s k=212 12 o0
0 0 0
\\ a1 \\ B1 ~ 7
La\ ﬁ\ L’y\\
1§ RN 1 ~
O P fO go *R 0
0 Qo —= 11
ho _ -~
ao Bo _ - o
f -7 g
0 L M= N 0
0 0 0

Supongamos que las primeras n componentes
Qn—l:Pn—l@Rn—l—_>"'—>Q0:POEBROA-M—>O

de una resolucién proyectiva Q, de M han sido halladas de tal manera que el
diagrama formado al completar la columna central y las filas del diagrama original
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con estas componentes da como resultado un diagrama conmutativo con filas y
columnas exactas.

[ g
0 P, " O " R, 0
pa P B 7 h _ - - -
n Pn -~ n _ - —~
_ s | - _ /p'y
O Ka 4 fn—1 KB i - =" T .gnfl K'y - O .
il A P T I 4 7' Bl bl G A P
AN an S Bn | > - Tn
a O 8 N | ~ ~ -
bp—1 L A bp— ~
R fn—l n-l LY In—1 ! =
0 Pn—l Qn—l Rn—l 0
Qn—1 57,,71 Yn—1
fn72 gn—2
0 Pn—? Qn—Q Rn—? 0
/ g
0 L M N 0
0 0 0

Sean K° ,, K”

n—1s

K], los nucleos de los homomorfismos «,_1, fn-1 Y Yn-1,
respectivamente, y 12 | : K® |, — Py, /% | K’ | = Qu_1, ], : K| = Ry,

los mapeos inclusién. Afirmamos que f, (K% ,) C K”_,. En efecto, sea = €
KOA

n—1

entonces «,,_1(x) = 0 al aplicar f,,_, obtenemos

571—1 o fn—l(x) = fn—2 o an—l(x) = fn—2(0> =0

de donde f,_1(z) € K’ ,. De una forma similar se demuestra que g, (K’ ) C
K?_,. Por tanto, restricciones de f, 1 Yy ¢..1 a K°, y K’ . inducen
homomorfismos f, , : K, — K’ | yg, ,: K’ |, — K)  talesque f, , es
un monomorfismoy g, ,f, , = 0. Como en el caso n = 1 se demuestra que la
fila de linea discontinua del diagrama anterior es exacta. Sean p : P, — K2,
p) : R, — K]_, los epimorfismos inducidos por «, y 7., respectivamente, de
manera que «, = (& p% Y v, = ,_pl. Ya que g,_, es un epimorfismo y R,
es proyectivo, existe un homomorfismo b, : R, — K;f_l tal que g,,_1h, = pJ.
Definimos p? : Q, — K” | por pf(z,y) = f,_p%(x) + ha(y), donde (z,y) € Q.
Como en el caso de p} se demuestra que p’ es un epimorfismo, asi como
Go1P2 = Plgn Y fo1ps = plf,. Tomemos B, = «_,p} de modo que 3, es un

homomorfismo con 3, f,, = fu_100 Y 9n—10n = Yngn, @SIMiSMO
Im(B,) = Im(ey_ypl)) = Im(p}) = K, = Ker(Bn_1).
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Esto completa la induccién. O

Existe una version dual del lema de la Herradura para resoluciones inyectivas
como veremos mas adelante.

A continuacién, construiremos mediante el resultado anterior, la sucesion
exacta larga de Ext en la primera variable.

Proposiciéon 3.11. Si0 — L 4 M % N — 0 es una sucesion exacta corta de
R-mddulos y de R-homomorfismos, entonces para cualquier R-modulo X, existe
una sucesién exacta larga de R-méddulos de cohomologia:

0 — Homp(N, X) -2+ Homp(M, X) 2 Homp(L, X) 25
2 Exeh (N, X) TR Bt (v, x) PR ez, x) 2
2 B (V, X)) RS B, x0) RS B (2, x) 2

donde @ es un R-homomorfismo de conexién para cada i =0,1,2, ....

Demostracion. Si P, and R, son resoluciones proyectivas de los R-modulos L'y
N respectivamente, entonces por el lema de la Herradura podemos asegurar que
existe una resolucién proyectiva Q, del R-médulo M y aplicaciones de complejos
fo 1 Par = Qanr Y o : Qenr — Ray tal que

0 PoL I

QOM % RoN > ()

€S una sucesion exacta corta de complejos. Asimismo, el complejo Q, ha sido
construido en el lema de la Herradura de forma tal que

es una sucesidn exacta corta que escinde, con ; = P, ® R; para cada i =
0,1,2,.... Ya que por el teorema 1.19 Hompg(—, X) preserva sucesiones exactas
qgue escinden se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

0 0 0
0 —— Hompg(Ry, X) ~— Homp(R;, X) Homp(Ry, X) —— - -
9% 97 95
0 —> Homg(Py ® Ro, X) = Homp(P; & Ri, X) > Homp(Ps ® Ry, X) — - - -
I 11 53
0 — Homp(Py, X) — 2 Homp(P;, X) — = Homp(Ps, X) —> - - -
0 0 0
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donde las columnas son exactas y las filas son co-complejos de las cuales se
obtienen Ext’(N, X), Exth(M, X) y Ext,(L, X), para cada entero i > 0. Dado
que el diagrama anterior conmuta, tenemos la siguiente sucesion exacta corta
de co-complejos:

0 —— Homp(Ray, X) —2> Homa(Qer, X) —*~ Homp(Pup, X) — 0
donde, g = Homg(ge, X) Y fi = Homg(f., X). Como

Ext’% (N, X) = H' (Homgz(Rey, X)) Ext% (g, X) = H' (Hompg(ge, X)) = H'(gZ)
Exty(M, X) = H'(Homp(Qay, X)) Exti(f, X) = H'(Homg(fo, X)) = H'(fJ)
Exth(L, X) = H (Homp(P,p, X))

por el teorema 1.29 se tiene la siguiente sucesion exacta larga en cohomologia

Ext% (g,X) Ext% (f,X)

0 — Ext%(N, X) — BExt% (M, X) — Ext%(L, X)

@0/)
W Exth (f,X)
Exth(N, X) s Exth(M, X) —— Exth(L, X)

o //)
W Bxt%(f,X)

Ext2(N, X) — Ext% (M, X) — Ext%(L, X) - -

ExtR(q X) ExtR(fX) P

* Extiy(N, X) — Exth (M, X) —— Extiy(L, X) —

Puesto que el funtor contravariante Homg(—, X) es aditivo y exacto a la izquierda,
por la proposicion 3.6 a) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas
exactas

xt% (9,) Ext (f,X)

0—— Ext%(N, X) Z2 2T Extd (M, X) Y Bt (L, X) —2 Exct L (V, X) ——

lmv in lm H
* 0qp—1

0—— Homp(N, X) —L~ Homp(M, X) L~ Homp(L, X) "% ExtL(N, X) ——

donde 7y, na Y 1z Son isomorfismos. O

La siguiente proposicion demuestra que, no puede darse el caso de que £, Y
§ sean naturalmente equivalentes cuando § = Hompg (X, —), ya que Hompg(X, —)
generalmente no es exacto a la derecha.

Proposicion 3.12. Si § es un funtor covariante y aditivo, entonces el funtor £,§
es exacto a la derecha.
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Demostracién. Sea 0 — L % M % N — 0 una sucesién exacta corta de
R—médulos y de homomorfismos de R—médulos. Si P, y R, son resoluciones
proyectivas de L y N, respectivamente, entonces por el lema de la Herradura
para proyectivos, hay una resolucion proyectiva Q, de M y mapeos de complejos
fo :Per = Qanr Y 9o : Qs — Roy tal que

00— Pup %5 Qi 25 Roy — 0

€s una sucesion exacta corta de complejos, donde Q; = P, & R; para cada i > 0.
Adema@s, por la manera en la que Q. fue construido en el lema de la Herradura,
la sucesion exacta corta 0 — P, = Ql s R; — 0 escinde. Por el el teorema 1.19
el funtor § preserva sucesiones exactas cortas que escinden, y en consecuencia
la sucesion 0 — §(P, M 5(Q)) L"Q §(R;) — 0 es exacta. Tenemos asi una
sucesion exacta corta de complejos

§(fe)
)

0 — §(Por) Y 3(Qurr) Y F(Run) — 0.

Por el teorema 1.27, existe una sucesion exacta larga de R—mddulos de
homologia y mapeos de homologia

e — > H

JEPu)) Tt (3 (Qua) I H (F (R ) — -

de donde por la definicién de funtor derivado izquierdo tenemos

£:5(9)
)

o3 2 e m () 2L e H(N) 2 2 F(L) —

0

e s 2 e () 2L g 3 (V)

y en particular, la sucesién

£o5(L) 2L 250 =ML 23 (N) —=0

es exacta. Por lo tanto £,F cumple la definicion 1.15. O

3.3 Los funtores Ext} (X, —)

Proposicion 3.13. Sea 7 : § — & una transformaciéon natural entre los
funtores contravariantes y aditivos §,® : RkM — rM. Entonces 7 induce una
transformacion natural de los funtores derivados derechos 7, : R'FA — R'GA,
i=0,1,2,....
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Demostracion. Para una resolucion proyectiva del R—modulo A

(627

P.:"' Pi+1ai+1 P’L

obtenemos un mapeo de co-complejos 7p,, : F(Pes) — B(P,4) definido por
(7p,)i = T, : §(P;) — &(P;), donde i = 0,1,2, ....

Saq « a; Foy
§Pus: 0 5h gp 2. S sp sp
TPe A L TPy l TP L TP, L TPit1 l
GPuy:0— =GP 2% op 22 ... S gp Ygp

Entonces 7p,, induce para cada i € Z un i—ésimo mapeo de cohomologia
definido por
M= H'(1p,,) : RF(A) = H'(§(Pan)) — RS(A) = H'(S(Pan))
z+ Im(Fo;) — 7p,(z) + Im(Bay)
Afirmamos que ' : R'F — R'G, es una transformacién natural entre los
funtores derivados derechos R'F y R'G

Debemos demostrar que si f : A — A un R—homomorfismo, entonces el
siguiente diagrama conmuta

un

A RiF(A) RiG(A)
/ w‘s(f)l |W®(f) (3.1)
A RIF(A) — 2 RiB(A')

Con la finalidad de probar esta afirmacién sea @), una resolucién proyectiva del
R—modulo A’

B1

Bi f B
Qe —= Qi > Q, b, L. Q1 Qo —— A’ 0

De un modo similar a lo que hicimos lineas arriba, para la resolucion proyectiva
Q. Obtenemos la aplicacion de co-complejos 7, ,, : §(Qea’) — &(Q.4) definida
por (g, )i = 1, : §(Qi) = &(Q;),donde i =0, 1,2, ....

SBit+1

B1 SP2

FQenr : 0 ——FQ i Fh §5Qi §Qit1 — -
TQear l TQo L Q1 l TQ; L TQi41 l
GQen : 0 ——= 80y o G o &Q; oy Qi1 — -
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Entonces 7, ,, induce, para cada i € Z, un R—homomorfismo dado por
Nyt RFA — R'eA
w~+ Im(F5;) — 70, (w) + Im(B ;)

Por otra parte, por el teorema de comparacién hay una aplicacion de
complejos f, generada por el mapeo f:

Bi+1 i B
Qo —= Qi1 - Qs LI @1 i o - A 0
fot fit fiJ fll/ foJ f[
Poioi Py == P P = By A0

de donde obtenemos después de aplicar el funtor contravariante § el diagrama
conmutativo

St

3P0 A5, wp Fu_ §P_ 3P,

Efoj Sft Sfot Sfilt Sfil/ 3fi+1t
SBi+1

§Pipy— -

FQ.: 0 SA 55 $Qo 54 §Qi1 5 SQi SQig1—+-
de modo que
. , K i ; , K ;
() - R(4) = i) i) - K1)

z + Im(Fay) — Ffi(z) + Im(F6:)

Al aplicar ahora el funtor contravariante & a la aplicacién de complejos f,
generada por f obtenemos

GP, : 0 GA-2 Bp, SN 6P, 2P, St ep,
Qﬁf.l ﬁfl Q5f0l ®fi—1j Qile Q5fi+1j
BQu: 00— BA 2 Q) e s BQ e Qs GQy g —— -
de manera que
; ; Ker(@aiﬂ) ; , Ker(@ﬁiﬂ)
R’ RGB(A) = ——~ ROA)= ————=

u+Im(Ga;) — &f;(u) + Im(&p5;)

A continuacién se demuestra que el diagrama (3.1) conmuta. En efecto, por
una parte tenemos

R'G(f) o ny(z +Im(Fa;)) = RE(f)(7p,(x) + Im(Sa;))
=& fi(7p,(z)) + Im(& ;)
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mientras que por otra se tiene
My 0 RF(f)(x + Im(Few)) = n'y (§fi(x) + Im(FB6:)
=70,(8/fi(2)) + Im(85;).

Los resultados anteriores coinciden debido a que el siguiente diagrama
conmuta, porque 7 es una transformacién natural

=

Q; §(P) —~&(P)
fi Sfi & fi
P, F(Qi) —~&(Q)

]

Sean M un R—mddulo, X un R—modulo fijo y P, una resolucion proyectiva
de X:
P,:- - > P3P ... oP3P %X 0.

Al aplicar el funtor contravariante y aditivo Homg(—, M) a la resolucion proyectiva
reducida P,x obtenemos el co-complejo

Homp(Pax, M) : 0 — Homp(Py, M) 23 Homp(Pr, M) %% Homp(Ps, M) — - --

Asi, podemos calcular la i—ésima cohomologia del co-complejo Homg(Pex, M)
y obtener el R—modulo

Ext’ (X, M) := H' (Homg(P.x, M)).

A continuacién, consideremos un homomorfismo de R—modulos f : M — N.
Este mapeo R—lineal f induce una transformacion natural definida por

f« : Hompg(A, M) — Hompg(A, N)
h+— fu(h):=foh

entre los funtores contravariantes y aditivos Hompg(—, M) y Hompg(—, N). Esta
transformacién natural da lugar, segun la proposicién 3.13, al mapeo de co-
complejos f, : Homg(Pex, M) — Hompg(P,.x, N), entonces el i—ésimo mapeo
de cohomologia inducido por esta aplicacién de co-complejos es

H'(f,) : Exth(X, M) — Ext%(X, N).
Definimos Exty (X, f) = Hi(f,).
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Proposicion 3.14. Para cada entero i > 0, Exth(X, —) :x M —x M es un funtor
covariante y aditivo.

Proposicion 3.15. Para cada R—médulo M, Ext%(X, M) = Homg(X, M) de
manera que Ext% (X, —) y Homp(X, —) son funtores naturalmente equivalentes.

Demostracion. Sea P, una resolucion proyectiva del R—maodulo X:
P,:-- P3P .- . 5oP3P8X -0

entonces P, & P, ¥ X — 0 es exacta. Ya que el funtor contravariante
Hompg(—, M) es exacto a la izquierda se tiene que

0 — Homp(X, M) % Homp(Py, M) % Hompg(Py, M)
es una sucesion exacta. Ademas, considerando
0 — Homp(Py, M) 5 Homp(P;, M)
vemos que
Ker(af)

Ext% (X, M) = H°(H P.x. M)) = ~ Ker(a?).
X R( ) ) ( OmR( X’ )) Im(o _) HomR(PO,M)) er<a1)

Por ello, Ext%(X, M) = Ker(a}). Asimismo, como «;, es inyectivo tenemos
Hompg(X, M) = Im(ag) = Ker(a]),
de manera que Homp(X, M) = Ext% (X, M). Por lo tanto, existe un isomorfismo

nar : Homp(X, M) — Ext%(X, M)
h— of(h) +0

En tal sentido, afirmamos que la familia {ny; : Homgz(X, M) — Ext%(X, M)}
de estos isomorfismos produce un isomorfismo natural n : Hompg(X,—) —
Ext%(X,—). Con el fin de comprobar esta afirmacion tomemos un mapeo
R—lineal f : M — N y verifiquemos que el siguiente diagrama conmuta

M Homp(X, M) 2> Ext% (X, M)

fJ f*t LEXt%(Xaf)

N Hompg (X, N) -2~ Ext%(X, N)

En efecto, para h € Homg(X, M) arbitrario, tenemos por una parte que

(Exty(X, f) omr)(h) = Extp(ag(h) +0) = fu(ag(h)) + 0= fo(hoa) +0,
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mientras que por otra parte,

(nw o fo)(h) = nn(fu(h)) = ag(fo(h)) +0 = (f o h) o ap +0.
0
La sucesion dada en la proposicidon 3.11 se llama Ext-sucesion exacta larga

en la primera variable. De igual manera, existe también una Ext-sucesién exacta
larga en la segunda variable. Para obtener esta ultima sucesién supongamos que

0—L-1s M2 N—0

es una sucesion exacta corta de R-médulos y R-homomorfismos. Estos
homomorfismos f y ¢ dan origen a la transformaciones naturales definidas por

fe: Hompg(A, L) — Hompg(A, M) gx : Homg(A, M) — Hompg(A, N)
h— f.(h):=foh I g.(l) :=gol
Sea ahora P, una resolucién proyectiva del R—mddulo X:
P,: - - >P3P 5. ... P3P %X -0
entonces obtenemos los mapeos de co-complejos

0 0 0

Homp(Pux,L): 00— Homg(Fy, L) > Homp(P;, L) % Homp(Ps, L) — - -
f*L f f S
Homp(Pox,M):  0—Hompg(Py, M) > Homp(Py, M) ~% Homp(Py, M) — - - -
g*L gx gx 9=

Homp(Puox,N):  0— Hompg(Py, N) % Homp(Pr, N) ~% Hompg(Py, N) —> - -

0 0 0
El diagrama anterior conmuta porque tanto f, como g, son transformaciones
naturales y las columnas son exactas porque siendo P un R-médulo proyectivo,
Hompg(P, —) preserva sucesiones exactas cortas, es decir, es un funtor exacto,
segun el corolario 2.14. Por lo tanto se tiene una sucesidén exacta corta de co-

complejos
0 —— Homp(Pox L) —> Homp(Pux M) 2= Homp(Pox N) —= 0

Al tomar cohomologia en esta sucesion y utilizar las proposiciones 1.29 y 3.15,
se obtiene la siguiente proposicion.
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Proposiciéon 3.16. Si 0 — L 5 M % N — 0 es una sucesion exacta de R-
médulos y R-homomorfismos, entonces para cualquier R-mddulo dado X, existe
una sucesién exacta larga de R-médulos de cohomologia,

0 — Homp(X, L) -2 Homp(X, M) £+ Homp(X, N) >
2 b (X, L) TS el (x, ) RS Bl (x, ) 2
2 Bt (X, 1) S B () PRS0 B (x, N s
donde ®‘ es un R-homomorfismo de conexién para cada entero i > 0.

Asi, conforme con las proposiciones que fueron dadas arriba tenemos un
funtor contravariante Ext’,(—, X) y un funtor covariante Ext’, (X, —) de R-mddulos
a R-médulos, para cada entero ¢ > 0.

Al respecto, el siguiente resultado nos proporciona algunas propiedades para
el funtor Ext.

Proposicion 3.17. Si M es un R—modulo, las condiciones siguientes son
equivalentes:

a) M es proyectivo;
b) Ext’ (M, X) = 0, para todo entero i > 1y para cualquier R-modulo X;
c¢) Extyp(M, X) = 0, para cualquier R-modulo X.

Demostracion. a) = b). Sea M un R-mddulo proyectivo, ya que Hompg(—, X) es
un funtor aditivo contravariante y exacto a la izquierda, se sigue a partir del item
a) de la proposicion 3.6 que Ext’ (M, X) = R'Homg(M, X) = 0 para i > 1.

(b) = (c). Se sigue de forma inmediata.

(¢) = (a). Considere la sucesion exacta corta

0— N —N-—N"—0

de R-modulos. Segun la proposicidn 3.16, existe una sucesidén exacta larga de la
forma:

0 — Hompg(M,N') — Homg(M,N) — Homg(M,N") — ExtL(M,N') —

Ya que por hipotesis Ext},(M, X) = 0 para cualquier R-modulo X, la siguiente
parte de la sucesion anterior es exacta

0 — Homp(M, N') — Homp(M, N) — Homp(M,N") = 0.
Por lo tanto, por el corolario 2.14, se tiene que M es un R-mddulo proyectivo. [
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Al respecto, tenemos mas propiedades suministradas por la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.18. Si M es un R—mddulo, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) M es inyectivo;
b) Ext’ (X, M) = 0, para todo entero i > 1, y cualquier R-médulo X;
c¢) Extyp(X, M) = 0, para cualquier R-médulo X;
d) Extp(X, M) = 0, para cualquier R-médulo ciclico X;
e) BExth(R/I, M) = 0, para cualquier ideal I de R.
Demostracion. a) = b): Sean M un R-médulo inyectivo, y
ani1

P,: - Py —5 PP = - 5P% X0

una resolucién proyectiva del R-médulo arbitrario X. Como M es inyectivo, por el
corolario 2.5, el funtor Homg(—, M) es un funtor exacto. Entonces, se sigue que el
co-complejo Hompg(P. x, M) es una sucesion exacta, excepto en Hompg(FPy, M).
Por lo tanto, tenemos para todo entero i > 1,

Ext’ (X, M) = H'(Homg(P..x, M)) = 0.

Las implicaciones (b) = (¢) y (¢) = (d) son inmediatas.
(d) = (e): R/I es ciclico generado por 1 + 1.
(e) = (a): Consideremos la sucesion exacta corta

0—ISRSR/T—0

de R-mbédulos. Entonces por la proposicién 3.11, sabemos que existe una
sucesion exacta larga en la primera variable

0 — Hompg(R/I, M) — Homg(R, M) — Homg(I, M) — Extp(R/I, M) — - -

Como por hipotesis Ext,(R/I, M) = 0 para cualquier ideal I de R, se deduce
que el R-homomorfismo

Homp(R, M) < Homp(I, M)

es sobreyectivo. Por lo tanto, por el criterio de Baer (cualquier homomorfismo se
extiende a R) logramos probar que M es un R-mddulo inyectivo. O
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3.4 Los funtores derivados derechos del funtor
Hompg(X, —)

Sean X y M R—mddulos y sea D* una resolucién inyectiva de M:
afl aO 1 i1 aifl . Ozi i1
D*:0--M> D% D' ... 5 D7 DVES D
Como el funtor Homg (X, —) es covariante tenemos el co-complejo:

ol

ao .
Homp(X,D*) : 0—Hompg(X, D) = Homg (X, D")— - -- —Hompg(X, D") = ---
Denotamos al i—ésimo médulo de cohomologia de Hompg (X, D*M) por
Exty,(X, M) := H'(Homp(X,D*M)).

Sean ahora f : M — N un mapeo R—lineal y E* una resolucién inyectiva de N,
entonces hay un diagrama conmutativo

-1

D* -0 ML po_ef Do pi_ ot pivl

fj fol lej fzj fi+1j
1—1 7

E*:0 N B! EO Ei_1—>-Ei—>Ei+1—>---
en el que f* = {ff : D' — FE},5 : D — E*¥ es un mapeo de

/80

co-complejos generado por f. Dado que Hompg(X,—) es un funtor aditivo y
covariante obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

a0 ab .
0 — Hompg(X, D) —>--- —Homg(X, D*) —> Hompg(X, D"*') —- .-

‘| ‘| |
B2 :

0 — Homp(X, E°) = ... — Homp(X, E¥) 2~ Homp(X, E*1) —> - ..
donde las filas superior e inferior son co-complejos. Asi,
f2:=Homg(X, f°) : Homp(X,D*™) = Homp(X,E*Y),

donde f* = {f! : Homg(X,D') — Homg(X,E')};>0 €s un mapeo de
co-complejos. Por lo tanto, para : = 0,1,2,---, hay una aplicacion entre
cohomologias H'(f?) que mapea el i—ésimo moédulo de cohomologia de
Hompz(X,D*M) al i—ésimo médulo de cohomologia de Homz(X, E*V):

H(f?) : H'(Hompg(X,D*M)) — H'(Hompg(X, E*Y)).
Si ponemos Exty (X, f) := Hi(f*), entonces
Extp(X, f) : Bxty(X, M) — Exty(X, N).

Asi, Ext(X,—) : RM — zM es un funtor derivado derecho de Homp(X, —) que
es aditivo y covariante.
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Definicion 3.19. El funtor covariante E_xt;(X,—) . gM — rM es también
llamado el i—ésimo funtor extension de Homg(X,—), parai =0,1,2,---.

La prueba de la siguiente proposicién es analoga a la prueba del lema 3.10.

Proposicion 3.20 (E/ lema de Herradura para inyectivos). Si 0 — L ERS VR
N — 0 es una sucesion exacta corta de R—mddulos y de homomorfismos de
R—modulos y D* y F* son resoluciones inyectivas de L y N, respectivamente,
entonces hay una resolucion inyectiva E* de M y aplicaciones de co-complejos
fo:DL 5 EMyge:EM - FVN tal que

0D SESF S0

es una sucesion exacta corta de co-complejos, donde £ = D! @ F* para cada
1> 0.

Proposicion 3.21. Correspondiente a cada sucesidén exacta corta 0 — L EN
M % N — 0 de R—médulos y de homomorfismos de R—médulos, hay una
sucesion exacta larga de cohomologia

0 — Hompg(X, L) LN Homp (X, M) 25 Homp(X, N)

BtR (/) Bt (X,9)

N ExtR(X L) Ext (X, M)

EXtR(X f)

Extrn(X, N) 2

EXtR(X 9) 3’

L ERU(X, L) Exty(X, M) Exty(X, N) 2

donde &' es un homomorfismo de conexion para cada i > 0.

Demostracion. Sean D* y F* resoluciones inyectivas de L y N, respectivamente,
entonces el lema de la Herradura para inyectivos prueba que hay una resolucion
inyectiva E* de M vy aplicaciones de co-complejos f* : D*t — E*M y ¢* : E*M —
F*V tal que

0D LE S F S0
es una sucesion exacta de co-complejos. Por la forma en la que E* se construye
en la prueba de la proposicion 3.20

0D 5 B % F 0

es una sucesion exacta corta que escinde con E‘ = D' @ F* para cada i > 0.
Como Hompg (X, —) preserva sucesiones exactas cortas que escinden, segun el
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teorema 1.19 tenemos un diagrama conmutativo con columnas exactas y las filas
son los co-complejos Hompg (X, DY), Homg(X, E*M) y Homg(X, F*V)

0 0 0

1

a9 a
0 — Hompg (X, D) —= Homg(X, D') —> Homp(X, D?) — - -

Aqui las columnas se obtuvieron al aplicar Homg(X, —) a la sucesidn exacta corta
anterior, mientras que las filas resultan de aplicar Homg(X, —) a las resoluciones
proyectivas reducidas D*L, E*M y F*V. Por tanto,

0 — Homp(X, DY) 55 Homp(X, B*M) % Homp(X, F*Y) — 0

es una sucesion exacta corta de co-complejos donde f = Homg(X, f°*) vy
gs = Hompg(X, g*). Ya que

Extp(X, L) = H'(Homp(X,D*L))
Extp(X, M) = H(Hompg(X, E*M))
Exty(X, N) = H'(Homp(X,F*N))

Exty(X, f) = H'(Hompg(X, f*)) = H'(f?)
Extp(X, ) = H'(Homg(X, g*)) = H'(g?)

por el teorema 1.29 obtenemos el resultado.
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ExtR(X ) ExtR(X g)

0 — Extp(X, L) — = Exty(X, M) ——> Exty(X, N)

o /,)
m BT (,9)

Exty(X, L) —— Bxtp(X, M) —— Extp(X, N)

. /}
(m Bxin(X,0) o

Extr(X, L) —— BExtp(X, M) — Extnp(X,N)

ExtR(X g)

= (X, ) g (X, M) g (X, N) ——

Puesto que el funtor Homg (X, —) es aditivo y exacto a la izquierda por el item b)
de la proposicion 3.5 obtenemos el diagrama conmutativo con filas exactas

=0
0 — Homp(X, L) —> Homp(X, M) —2~ Homg (X, N) 2 Exty, (X, L) —=

A R

0 Exi (X, L) “H B (¢, M) RO B (X, N) — s Bty (X, L) ——

donde 7y, i Y 1z, son isomorfismos. O

3.5 Los funtores Exty(—, X)

Proposicion 3.22. Sea 7 : § — ® una transformacion natural entre los funtores
covariantes y aditivos §, ® : RM — zpM. Entonces 7 induce una transformacion
natural de los funtores derivados derechos 7, : R'FA — R'GA,i=10,1,2, ...

Demostracion. Es similar a la prueba del teorema 3.13. O

Sea M un R—mddulo, recordemos que Homg (M, —) : kM — rM es un funtor
covariante, aditivo y exacto a la izquierda. Si X es un R—modulo fijo y E® una
resolucién inyectiva de X:

E 05 XS S E ... s g1 iy

entonces al aplicar el funtor Homg(M, —) a la resolucién reducida E** se obtiene
el co-complejo

i

al .«
Homg(M,E*Y) : 0—=Hompg(M, E°) = Homg(M, E*)— - - - =Hompg(M, E*) =5 - -
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tomamos ahora cohomologia, esto es, formamos los mddulos de cohomologia
en Homp(M, E**) y definimos

Bxty,(M, X) := H'(Homg(M, E*X)).

Consideremos ahora un homomorfismo de R—médulos f : M — N. Como antes
este mapeo induce una transformacion natural dada por

f*: Homg(N, B) — Hompg(M, B)
hv+—— f*(h):=ho f
entre los funtores covariantes y aditivos Homg (N, —) y Homg(M, —). Segun la

proposicién 3.22, esta transformacion produce una aplicaciéon de co-complejos
f* : Homg(N, E*X) — Hompz(M, E*¥) y esta a su vez un R—homomorfismo

i+ Exty(N, X) — Exty(M, X).
Definimos Exty(f, X) = ni == Hi(f.).

Proposicion 3.23. ExtiR(—, X) : kM — gM es un funtor contravariante y aditivo,
para cada i > 0.

Hay también una Ext—sucesion exacta larga en la primera variable
correspondiente a cada sucesién exacta corta 0 — L LM S N - 0de
R—modulos y de homomorfismos de R—mdédulos.

Proposicion 3.24. Para cada sucesion exacta corta 0 — L LME5 NS0
de R—mdbdulos y de homomorfismos de R—mdéddulos, existe una sucesion exacta
larga de cohomologia

0 — Hompg(N, X) AN Hompg (M, X) AN Hompg(L, X)
2 BT (N, X) Extl (M, X) P20 Tt o x) 2

it ExtR(gX)—z ExtR(fX)

-2 Exty(N, X) Ext (M, X)

ExtR (9,X)
Exty(L, X) 25
donde &' es un homomorfismo de conexion para cada i > 0.

Hay resultados similares a los de las proposiciones 3.17 y 3.18. Las pruebas
de las siguientes proposiciones son omitidas ya que ellas son analogas a las
pruebas de las proposiciones antes mencionadas.

Proposicion 3.25. Sea M un R—médulo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes
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(a) M es inyectivo.

(b) Bxtyp(X, M) = 0 para cada R—mddulo X y cada i > 1.
(¢) Bxty(X, M) = 0 para cada R—mbdulo X.

(d) Extp(X, M) = 0 para cada R—médulo ciclico X

(e) Extp(R/I, M) = 0 para cada ideal I.

Proposicion 3.26. Sea M un R—mo0dulo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(a) M es proyectivo.
(b) W}%(M, X) = 0 para cada R—médulo X y cada i > 1.
(¢) Bxty(M,X) = 0 para cada R—médulo X.

Definicion 3.27. Sean ¢, 2 y & categorias y supongamos que .% : 6 x 2 — &
es un funtor. Llamaremos a este funtor .%# de dos variables un bifuntor.

Teorema 3.28 ( Teorema fundamental de los bifuntores). Sean ¢, 2, & categorias
y supongamos que tenemos un conjunto parametrizado de funtores .%, : ¥ — &
y ¥ : € — &, donde A es un objeto en ¥ y B es un objeto en 2, tal que
F4(B) = 95(A) para todo A, B. Entonces existe un bifuntor % : € x 2 — &
tal que 7 (A,e) = Z, y F (o, B) = ¥ si y solo si para cada par de morfismos
f:A—>Aen¥yg: B— B en 2 el siguiente diagrama es conmutativo:

A ! A’
ar Y5(f) / ar
B Fa(B) = Yp(A) 220 g A = Z,(B)
gt ﬁA(g)l lgA/(Q)
’ , ffB/ f ’ ’
B Fa(B) = Fp(A) 2L g Ay = Z4(B)

Demostracién. Sean A L5 A’ y B % B’ morfismos en € y 2, respectivamente,
entonces

(f,idg) : (A, B) — (A’, B) (ida,g) : (A, B) — (A, B')
(idar,g) : (A", B) — (A, B) (f,idg): (A, B") — (A", B
son morfismos en ¥ x 2. Como
(idar, 9)(f,idp) = (ida f, gidg) = (f,g) = (fida,idpg) = (f,idp)(id s, g)
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al aplicar el bifuntor .# a esta ecuacion resulta
Fidy, 9)-F (f,idp) = F(f,idp)F (ida, g)

como un diagrama conmutativo esta condicién es

g

F(A,B) 2V 4, B)

f}(z‘dA,g)L lﬁ(idm,g)
F(AB) —>)<95(A’, B’

F(f,idg

Ya que # (A, B) = Z4(B) = ¥5(A) para todo objeto Aen¥y Ben %y

F(f,idp) = 9s(f) F(ida, g) = Fa(g)
F(idar,g) = Fua(g) F ([ idp) =9 f)
obtenemos el diagrama conmutativo del enunciado.

Reciprocamente, definimos el funtor .7 : € x ¥ — & que asigna a cada objeto
(A,B)en % x Z el objeto #(A, B) = .Z4(B) = ¥95(A) en &, y a cada morfismo
(f.9) : (A,B) — (A',B') en € x 2 el morfismo Z(f,g9) = Fa(9)¥9(f) =
Y5/(f)F4(g) en &. A continuacion se verificaran las propiedades requeridas para
que .# sea un funtor.

(1) Yaqueidap) = (ida,idp) : (A, B) — (A, B) es el morfismo identidad en ¢ x 2
tenemos

F(ida,p)) = F(ida,idg) = Fa(idp)9p(ida)

idz,(B)idyya) = tdgz,(B) = idza,B)
para cada objeto (A, B) en ¢ x 2.

(2) Sean (A, B) REN (A,B")y (A, B DN (A", B") morfismos en ¢ x 2,

entonces

F((h,)(f,9)) = F(hf,1lg) = Far(lg)9s(hf)

donde la tercera igualdad vale debido a que por hipétesis para los morfismos
h:A - A"en¥éyg: B — B en % se tiene que el siguiente diagrama
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conmuta

A h A"
ar ! 9B (h) " ar
B Fa(B) =95(A) ——=9(A") = F(B)
g ?A/(g)l l%w (9)
G h) ” ,
B Fa(B) = %p(A) L2 g (A7) = F4n(B))

Teorema 3.29. Para cada entero i > 0, Exth(—, —) : RM” x xM — zM es un
bifuntor covariante en la segunda variable y contravariante en la primera.

Demostracion. Sean AJA', BB ¢ pMy f : A - A g : B —» B
R—homomorfismos. Por el teorema anterior, basta demostrar que el siguiente
diagrama conmuta

Ext% (f,B)

Exth(A, B) Exth(A’, B)
Extlh(A,g)L lExt’h(A’,g)

Ext(A, B') ) Ext}(A', B')

pero esto es consecuencia de la proposicién 3.13. O

Teorema 3.30. Para cada entero i > 0, Extp(—, —) : xM” x M — M es un

?

bifuntor.

Teorema 3.31. La asignacién de morfismos n4 5 : # (A, B) — 9(A, B) es una
transformaciéon natural n : .% — ¢ para los bifuntores 7,9 : € x 9 — & siy
solo si la asignacion de mapeos n4. Y 7. 5 definen transformaciones naturales
Nae: F (A e) = G(Ae)yn.p: F(e,B) — Y (e, B) para todos los objetos A € ¢
y B € 9. Ademas, 7 es un isomorfismo natural si y solo si 14 Y 1. 5 10 son.

Demostracion. Supongamos primero que n4. Y 7.5 SON transformaciones
naturales para cada par de objetos Ay B en sus respectivas categorias. Lo que
necesitamos demostrar es que dado un morfismo (A, B) (A/ "Yen€ x 9
el siguiente diagrama conmuta

(A, B) F (A, B) 22~ 4(A, B)
(f,g)L «?(f,g)l l%(ﬁg)
(A',B)  F(A,B)2LE @A, B
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esto es, Y(f,9)nas = na 5 Z(f,g). En efecto, como (A, B) —% Y9, (A, B’) es un

morfismo en ¢ x 2 se tiene que A I, A" es un morfismo en % y B% B esun
morfismoen 2. Yaque n. : (A, 0) -G (A, @)y nep : F(e,B') — Y (e, B') son
transformaciones naturales los siguientes diagramas conmutan

B F (A, B) 2% 4(A, B) F(A,B) 224 (A, B A
9] ff(idA,g)l L‘f(idmg) ﬁ(deB/)L lg(ﬂidy) lf
B F(AB)2%9(A B FA, BV g, By A
esto es,
G(f idp)nap =napF(f,idp)
y
G(ida,g)na = NapF (ida, g).
Entonces
na g F(f,9) =na pF(f,idg).F (ida, g)
= g(fa idB’)nA,B’ﬂ(ldAa g)

=Y(f,idp)¥ (ida, g)nap
=9 (f,9)na5.

Reciprocamente, sea g : B — B’ un morfismo en 2. Ya que id, : A — A es un
morfismo en ¢ se tiene que (id4, g) : (A, B) — (A, B') es un morfismo de ¢ x Z.
Puesto que n : # — ¢ es una transformacion natural tenemos que el siguiente
diagrama conmuta

(A,B)  F(A,B)—"~9(A,B)
(idA7g)l y(idmg)l lg(idmg)
(A,B))  F(AB)22%9(A B

esto es, Y(ida, 9)nap = NapF(ida,g). Asi, nae : F (A e) — Y(A e) €s una
transformacién natural.

De un modo similar se prueba que 7. 5 : % (e, B) — ¥ (e, B) es también una
transformacion natural. O
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Lema 3.32. Considere el siguiente cubo

M7/M5 4]\/[~87M6

donde las flechas indican homomorfismos de R—modulos f;; : M; — M;.
Supongamos que el cuadrado superior y todos los cuadrados que forman los
lados del cubo son diagramas conmutativos. Si la funcion fi5 : M; — M; es un
mapeo sobreyectivo, entonces el cuadrado inferior es un diagrama conmutativo.

Demostracion. Observemos que frz o f57 0 fi5 = fes © f56 © f15 Ya que

frs o fs7 0 fis = frs o f37 o f13 conmutatividad de la cara izquierda
= fis o f34 o f13 conmutatividad de la cara frontal
= fag © fas © f12 cOnmutatividad de la cara superior
= fes © fag © f12 cOnmutatividad de la cara derecha

= fes © f56 © f15 conmutatividad de la cara posterior

Como fi5 es sobreyectiva, es cancelable por la derecha, se sigue entonces de la
igualdad que acabamos de demostrar que f7s o f57 = fes © fs6- O

Lema 3.33. Supongamos que el diagrama de R—mddulos y de homomorfismos
de R—modulos

0 N—* . p—2 .(C 0
0 N Y g P 0

conmuta, entonces el siguiente diagrama también conmuta

i Ext (M,u) i Exth (M,p) i Pt i+l
s Exth (M, N) Bt (M, B) L et (M, C) Exti+! (M, N) — -

l Ex l Exth (M,p’ l l

i , t%(]&],u’ﬁ i , }E s , o' it ,
> Bty (M, N') =2 Bty (M, BY) =2 Bty (M, C") —2> Bxti (M, N') —— -+

87



Demostracion. Observemos que

Hompg(—, N) Hompg(—, E) Hompg(—,C)
f hx g
Hompa(—, N') —"“ ~ Homp(—, E') Hompg(—, C)

es un diagrama conmutativo de funtores contravariantes y transformaciones
naturales como puede verificarse facilmente. Sea ahora P, una resolucién
proyectiva de un R—mdédulo fijo M:

Po:--- > Py 3 P—. . 5P 3P R M-0.

Entonces tenemos un diagrama conmutativo de co-complejos de R—mddulos

0 — Homp (P, N) —> Homp (P, E) == Homp (P, C) —= 0

.| | | | e

0 —> Homp(Pays, N') —= Homp(Payr, E') 2> Homp(Payy, C') —= 0
El resultado es ahora consecuencia del dual del corolario 1.28. O]

Proposicion 3.34. Los bifuntores Ext}, y Exty son naturalmente equivalentes
parai > 0.

Demostracion. La prueba es por induccién. Sea M un R—médulo fijo e i = 0.
Los funtores Ext%(M,—) y Homp(M,—) son naturalmente equivalentes, como
también lo son los funtores ExtR( —) y Homg(M, —). Ya que la equivalencia
natural es una relacion de equwalenma resulta que Ext%(M,—) y E_xt(;{(M,—)
son naturalmente equivalentes.

Supongamos que la sucesion exacta corta 0 — N = F 5 C — 0 representa
una inmersion de N en un R—maodulo inyectivo E. Entonces la proposicion 3.16
produce la Ext-sucesion exacta larga

0 — Hompg(M, N) -5 Homp(M, E) 25 Homp(M, C) =

xth (M,u X o1 (3.2)
2 Exeh (M, N) TEE Bt o, ) PR Bl (0, 0) 2
y de la proposicion 3.21 obtenemos la Ext—sucesion exacta larga
0
0 — Hompg(M, N) 2% Homg(M, E) 25 Hompg(M, C) = 3.3)
, Extu(M, N) PR 5 or ) PR gl (o) B
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Por las proposiciones 3.18 y 3.25, tenemos Ext’ (M, E) = 0y Exté(M, E)=0
parai=1,2,3,---, asi tenemos el siguiente diagrama con filas exactas

Homp (M, E) 2 Homp(M, C') 2= Extk (M, N) — ExtL (M, E) = 0

1

Homp(M, E) 2> Homp(M, C) 2 Exty(M, N) — Bxty(M, E) = 0

donde nl,y : ExtL(M,N) — Extn(M,N) se define como sigue. Sea 3 ¢
Ext,(M, N). Como ®° es sobre hay un o € Homg(M,C) tal que ®°(a) = 3.
Definimos nl,y(3) = @ (a). Debemos demostrar que 7}, es independiente de
la eleccion de «.. Sea o’ € Hompg (M, C) otro elemento tal que ®°(a’) = 8 = °(«a),
entonces o/ — a € Ker(®%). Como las filas superior e inferior del diagrama
anterior son exactas tenemos Ker(®°) = Im(p,) = Ker@o), de manera que
o —a € Ker(?') y por tanto & (o) = 3 (a).

Es claro que 7}, es un homomorfismo y que el diagrama de arriba es
conmutativo, se sigue entonces que 7}, es en realidad un isomorfismo.

Sean ahora N’ un R—m¢édulo, f : N — N’ un mapeo R—lineal y supongamos
que la sucesion exacta corta 0 — N’ “ B Py ¢' - 0 es una inmersién del
R—modulo N en el R—mdédulo inyectivo E’, entonces por repeticion del proceso
anterior obtenemos el diagrama

Homa(M, E') % Homp(M, C') ¥ ExtL (M, N') — ExtL(M, E') = 0

1
/

—0 __
Hompz(M, E') = Homp(M, C") 2> Ext (M, N') — Ext (M, E') = 0

Ademds, usando la inyectividad del R—moddulo E’ podemos ver que hay un
mapeo inducido g : C' — C'. En efecto, consideremos el siguiente diagrama

0 N—“.-p—-" ¢ 0
\ I I
| |
I u'o h, 9,
\ \ Voo Y
0 N —“ o~ p ' 0

Ya que E’ es inyectivo, hay un mapeo R—lineal h : £ — E’talque hou =u'o f.
Definamos el mapeo g : C — C’ de la siguiente manera. Sea y € C. Como p
es sobre existe un x € E tal que p(z) = y, entonces p/(h(x)) € C'. Definimos
g(y) = p'(h(x)). Debemos demostrar que g esta bien definida. Sea =’ € E con
p(z') =y = p(x), entonces 2’ —x € Ker(p) = Im(u), luego 2’ —x = u(z) para cierto
z € N. Alaplicar h a esta ultima igualdad se obtiene h(z'—z) = h(u(z)) = v/ (f(2)).

89



Se sigue que h(z' — x) € Im(u') = Ker(p'), pero entonces p'(h(z')) = p'(h(x)).
Estamos en condiciones de demostrar que n3,, €s una transformacién natural.
La discusion hasta este punto da como resultado el siguiente diagrama

Hompg(M,C) o Hompg (M, C")
(id]u)* (idlw)*
Homp(M, C) S Hompg(M,C") 310
CI)O
X 1
- ExtL (M, N) BROLD gl (M, N7
y ‘@0 /
=1 M
Ext (M, N) Exta (M) Exton(M, N')

Afirmamos que este diagrama es conmutativo. En efecto, el cuadrado posterior
es conmutativo por la naturalidad de la Ext-sucesion exacta larga, conforme al
lema 3.33, el cuadrado frontal por razones analogas para Ext. El cuadrado de la
izquierda es conmutativo por la definicién de 7}, ., el cuadrado de la derecha por
la definicién de n;,,/, ¥ la conmutatividad del cuadrado superior es obvia. Por el
lema 3.32 se deduce que el cuadrado inferior es también conmutativo, ya que el
mapeo ®° es sobreyectivo. Por lo tanto, n},, es un isomorfismo natural, de esta
manera los funtores Exty (M, —)y E_xt;(M, —) son naturalmente equivalentes.
Para finalizar, supongamos que se han hallado isomorfismos naturales
e Mhres *~+» Nhye Qque se ajustan a los requirimientos de la proposicion.
Considerando las sucesiones (3.2) y (3.3) nuevamente, vemos que hay un

diagrama conmuattivo con filas exactas

0 = Ext ' (M, E) —= Ext's (M, C) -2 Ext’,(M, N) —= Ext, (M, E) = 0

1 .
nﬁuc l 775\/IN l/

0=Exty (M,E)—Extr (M,C)-2>Extea(M, N) — Exto(M,E) =0

Un argumento paralelo al dado para 7},, demuestra que 7',, €s un isomorfismo
natural, asi se deduce por induccién que Ext, (M, —) y m;(M, —) son funtores
naturalmente equivalentes para cada i > 0.

Mediante un argumento similar se demuestra que Ext’(—, N)y E—xt;(—,N)
son funtores contravariantes naturalmente equivalentes para cada : > 0. En
consecuencia, por el teorema 3.31, los bifuntores Ext’, y m; son naturalmente
equivalentes para cada i > 0. O]
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3.6 Los funtores derivados izquierdos del funtor
_ ®R X

En esta seccion, desarrollaremos el funtor derivado a la izquierda del funtor
producto tensorial — @z X. Recordando siempre que R es un anillo conmutativo
con identidad no nula.

Sea X un R-médulo dado, y supongamos que

Po::--=»P 3P, — - -P3PR% M0

es una resolucién proyectiva del R-modulo M. Si aplicamos el funtor covariante
— ®g X al complejo reducido P,,,, obtenemos el complejo Py @ X :

S PR XYY P opX . s PO X Y pog X — 0.
Definamos para cada i > 0,
Torf (M, X) := H;(Poys ®r X).

Sea N otro R-modulo y supongamos que Q, es una resolucion proyectiva de
N.Si f: M — N es un homomorfismo de R-méddulos entonces, a través del
lema 2.38 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de complejos

aq®idx

e B XTEEP @ X P @ X R @ X —0

fz‘®RidXL fi1®RidXL f1®idXL fo®idx

B1®id x

QiR XY, @ X — Q1 Or X Qg @r X —>0
donde f, : P.yy — Q.n €S una aplicacion de complejos generada por f. Entonces
Tor'(f, X) = H;(fo ®r X) : H;(Pey ®p X) = Hi(Poy ®r X),

De esta manera se obtiene un funtor aditivo y covariante
Tor®(f, X) : Tor®(M, X) — Tor®(N, X).
tal que Tory(—, X) = — ®x X segun la proposicion 3.5.

Definicion 3.35. El funtor covariante Tor!(—, X), se llama el i-ésimo funtor
torsion de — ®r X, o simplemente funtor covariante Tor, paratodo i =0,1,2,.. ..

Ejemplo 3.36. Consideremos el Zs;-mddulo Z, y la siguiente resolucidon
proyectiva de Z,

P,: - Ly —= 7, Ty —2 7,257, 0,
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donde «;(a) = 2a para cada i > 1y ay(a) = a. Tensorizando por Z, la resolucién
reducida de Z, como un Z,-mddulo, obtenemos el complejo P,z, ®z, Zo :

; ®idg, o) ®idg,,

1y Rz, Z2—>Z4®Z4 Ly — -+ - g Rz, Ly —> Ty Qg, Lig —=0 .

Obsérvese que para i > 1, las aplicaciones «; ® idz, = 0 se anulan, de manera
que la sucesién anterior toma la forma

=1y @z, Z2—0>Z4®Z4229"'—>Z4®Z4ZQ—0>Z4®Z4ZQ—>0.

A continuacion calculemos los médulos Tor’ (Z,, Z,) para i > 0. Por el item (a)
de la proposicién 3.5 se tiene que Tor*(Zy, Z,) = 74 ®z, Z,. Ademas, la Gltima
sucesion exacta larga puede sustituirse por

Ly —2> 7, Lo —2> 7, 0
de donde, por calculo directo, tenemos que Torl.Z4 (Z9,79) = 7o parai > 1.

La sucesién dada en la siguiente proposicidn se llama la Tor-sucesién exacta
larga en la primera variable.

Proposiciéon 3.37. Si 0 — L L M % N — 0 es una sucesion exacta corta
de R—mddulos y de homomorfismos de R—médulos, entonces para cualquier
R—mdédulo X, hay una sucesion de homologia exacta larga

Torl ( X) Torf? ( X)

Tor®(N, X) 2

Tor(N, X) 25

. — Tor®(L, X) Torf (M, X)
.—>Tor1(L,X) Torf (M, X)
Lor X 2% M op X 2% N @g X—0.

Tor1 (f,X) Tor1 (9,X)

donde ®; es un homomorfismo de conexién para cada i > 1.

Demostracion. Sean P, y R, resoluciones proyectivas de los R—médulos L y
N respectivamente, entonces, por el lema de la Herradura hay una resolucién
proyectiva Q, de M y aplicaciones de complejos f, : Po — Q. ¥ g6 : Qo — R, tal
que

fo

0 P.7L Q.7M g0 RO,N — O 9

es una sucesion exacta corta de complejos.
En la demostracién del lema de la Herradura, Q, fue construido de forma tal que

0P B0 =PaR %R —0
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es una sucesion exacta corta que escinde, para cada i > 0. Aplicando — ® X a
esta sucesion exacta corta y teniendo en cuenta que —®r X preserva sucesiones
exactas cortas que escinden, segun el teorema 1.19, obtenemos las columnas
exactas del siguiente diagrama conmutativo

ao®id a1 ®id

P Qr X P g X —S Py Qr X —=0
fo®idx f1®idx fo®idx

Ba®idx B1®idx

= g X —— Q1 Qr X —= Qo ®p X —0
g2®idx gl®idX g0®idx

Y2 ®idx 71 ®idx

=R Qr X ——= R Qp X —= Ry ®r X —=0

0 0 0

Las filas de este diagrama son obtenidas al aplicar — ®z X a las resoluciones
proyectivas reducidas P,;, Q.i; ¥ Re.y. Hemos construido asi, una sucesién
exacta corta de complejos

0— P.’L ®RX f.(gid}X Q.7M ®RXQ@>X R.JV ®RX — 0.

Ahora, tomando homologia en la sucesion exacta corta de complejos anterior y
teniendo en cuenta que

Tor{ (L, X) = &L @z X = H;(Pur, ®r X)
Torf (M, X) = &M ®r X = H;(Qen ®r X)
Tor[(N,X) = &N ®r X = H;(Rey @g X)

Torl(f,X) = &if ®p X = H(fs ®idx)
TOI‘lR(g,X) = 219 ®p X = Hl(g. ® ’ld)()

obtenemos, por la proposicion 1.27 la sucesion exacta larga
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Torf*(f£,X) Torf (g,X)
- —— Torf(L, X) — Tor(M, X) — Torf(N, X) --

Tor2 (f,X) Tor2 (9,X)

" Torf(L, X) — Torf(M, X) — Tor}(N, X)

@2/2
m Torl (9,X)

Torf (L, X) — Tor{{(M, X) — Tor[*(N, X)

N //)
(’ﬁ/ g@idx

L®p X M ®r X

N ®r X 0

Ya que el funtor covariante — ® X es exacto a la derecha y aditivo, por el item

a) de la proposicién 3.5 tenemos el diagrama conmutativo

1 . .
e TorB (N, X)) 2 Lo X L M op X - Nog X

H nL v N L

e Tor®(N, X) = Torf(L, X) ™ or (M, X) 2 or (N, X) —— 0

0

donde 7., ny Y na son isomorfismos. Como la fila inferior es exacta se sigue que
la fila superior también lo es. O

3.7 Los funtores Tor’'(X, —)

Proposicion 3.38. Sea 7 : § — & una transformacién natural entre los funtores
covariantes y aditivos §,® : kM — rM. Entonces 7 induce una transformacién
natural de los funtores derivados izquierdos 7', : £,FA — £,6A,i=10,1,2,....

Demostracion. Es anéloga a la prueba del teorema 3.13. O

Sea M un R—modulo. Como sabemos, —®r M es un funtor covariante, aditivo
y exacto a la derecha en la categoria de R—maodulos y de homomorfismos de
R—mdédulos.
Sean X un R—mddulo fijo y P, una resolucién proyectiva de X:

Po:---=» P3P, = - P3P %X -0
Al tensorizar por M la resolucion reducida P, x se obtiene el complejo Pox @z M:

o; ®id
="Pp

S POy M QR M = PLog MY poos M0
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de manera que podemos calcular el i—ésimo mddulo de homologia del complejo
P.x ®r M y obtener

Torf (X, M) := H;(Pox @ M).

Consideremos ahora un homomorfismo de R—modulos f : M — N. Este mapeo
produce una transformacion natural definida por

da® f=Tp: AR M — A®Rr N

entre los funtores covariantes y aditivos — @z M y — ®r N. Entonces por la
proposicién 3.38, para cada i € Z, hay un R—homomorfismo

n' : Torf (X, M) — Torf'(X, N).
Definimos Tor! (X, f) = ni = H;(7p, )-
Proposicion 3.39. Para cada i > 0, Tor’(X, —) es un funtor covariante y aditivo.
La prueba de la siguiente proposicion es analoga a la de la proposicion 3.5.

Proposicion 3.40. Para cada R—modulo M, Torf (X, M) = X ®z M de manera
que Torf (X, —) y X ®x — son funtores naturalmente equivalentes.

Existe tambiém una Tor-sucesion exacta larga en la segunda variable.

Proposiciéon 3.41. Si0 — L M % N — 0 es una sucesion exacta corta
de R—mddulos y de homomorfismos de R—mddulos, entonces para cualquier
R—modulo X, hay una sucesiéon de homologia exacta larga

-oo — Tor(X, L)—Tor®(X, M)—Tor (X, N)—
222 Tor®(X, L)— Tor®(X, M)—Tor (X, N) 25

donde ®; es un homomorfismo de conexién para cada ¢ > 1.

Demostracion. Los homomorfismos f y ¢ dan lugar a la transformaciones
naturales definidas por

da® f=1Ta: ARr L - AQr M tda®g=:pa: ARg M — ARg N
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Sea P, una resolucion proyectiva del R—mddulo X. Entonces se obtienen los
mapeos de complejos

0 0 0
Poy ®n L i B LEE P oy LYY P @ L—— 0
TPy x l idp2®f idp1 Rf idpo f
) 2®idns 1Qidps
Pox @r M : i ——= P Qg M — P, Qg M — Py g M —0
PP x l tdp, ®g tdp, ®g tdp,®g
P.x Q5 N - e o P @p N P @, NN D o N ()
0 0 0

El diagrama anterior conmuta porque tanto 7 como p son transformaciones
naturales y las columnas son exactas porque como P, es un R—modulo
proyectivo, por el corolario 2.32, P, es plano, de esto y de la teorema 1.18 se
deduce que el funtor P, @z — es exacto y por tanto preserva sucesiones exactas
cortas. De esta forma, tenemos la siguiente sucesion exacta corta de complejos:

TP.X PP.X

0 0

P.x ®r L

P.x ®r M

P.x ®r N

Tomando ahora homologia y empleando las proposiciones 1.27 y 3.40
obtendremos la Tor-sucesidn exacta larga en la segunda variable. O

Por lo tanto, tenemos dos funtores covariantes y aditivos
Torf(—, X): Mr — Mp vy Torl(X,—): Mg — Mg

para cada i > 0.

En forma similar a como se hizo en el caso del funtor extension podemos

hallar los funtores derivados izquierdos ﬂf(X, —) del funtor covariante X ®gz —
asi como los funtores T_orf(—, X) para luego demostrar que los bifuntores T_orfé y
Torf son naturalmente equivalentes.
Asi, para M y N R—modulos cualesquiera Tor’ (M, N') puede obtenerse como el
valor del i—ésimo funtor derivado izquierdo de —@z N en M o el valor de i—ésimo
funtor derivado izquierdo de M ®xr — en N. A un funtor con esta propiedad se le
llama bifuntor balanceado o equilibrado.

Lema 3.42. Si P es un R-mddulo proyectivo, entonces Tor’(N, P) = 0, para
cualquier R-médulo N y para todo i > 1.
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Demostracién. Como el functor Tor?(N, —) es un funtor derivado a la izquerda
de N ®p —, esto es, £;,(N ®z —) = Tor’*(N, —), la demostracion de este lema se
sigue de la proposicion 3.5, item a). O

A continuacién, tenemos una conexion que relaciona R-modulos planos con
el funtor Tor.

Teorema 3.43. Para cualquier R-médulo M las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) M es plano;

(2) Torf(M,N) = 0, para cualquier R-médulo N y para todo i > 1;
(3) Torf(M, N) = 0, para cualquier R-médulo N;

(4) Torf(M,N) = 0, para todo R-médulo N finitamente generado;
(5) Torf(M, R/I) = 0, para todo ideal finitamente generado I C R.

Demostracion. (1) = (2). Vamos a probar por induccién sobre i. Sea P un R-
maodulo plano y sea N un R-mddulo cualquiera. Entonces, por el corolario 2.18,
existe una sucesion exacta corta

0O0—-K—P—-N—=0

de R-modulos, donde P, un R-modulo proyectivo. Para i = 1, tenemos la
sucesion exacta de la forma:

0 = Torf(P, P,)—Tor®(P,N) — P ®p K—P ®p P,

donde Tor(P, P,) = 0 por el lema 3.42. Sin embargo, como P es un R-modulo
plano tenemos que P ®x K— P ®p P, es una aplicacion inyectiva. Se sigue
entonces que Tor’ (P, N) = 0 ya que

Torf(P,N) = Im(Torf(P,N) — P ®r K) = Ker(P ®z K—P ®p P,) = 0.

Ahora asumiendo la hipétesis de induccion, de la sucesion exacta corta anterior
obtenemos la sucesién exacta larga:

- —Torf (P, P,)—Torf (P, N) — Tor[* (P, K)—> - .

Al usar el lema 3.42, vemos que Tor®(P, P;) = 0y por hipbtesis de induccién
tenemos que Tor” (P, K) = 0. Se sigue Tor’ (P, N) = 0 esto pues

0 = Im(Tor?(P, P,) — Tor?(P, N)) = Ker(Tor?(P, N) — Tor? (P, K))
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= Torj'(P, N).

Las implicaciones (2) = (3) = (4) = (5) son directas.

(5) = (1). Sea I un ideal finitamente generado del anillo R, entonces la
sucesion exacta corta 0 — I — R — R/I — 0 da lugar a la Tor-sucesion exacta
larga

oo — Torf(P,R/I) - P®rl - PRr R — P®r R/I — 0.

Por hipotesis, Tor®(M, R/I) = 0, de manera que la sucesion 0 — M @z I —
M ®p R es exacta; asi, el teorema 2.30 demuestra que M es plano. O

Proposicion 3.44. Sea M” un R-modulo las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) M" es plano;
(2) Para cualquier sucesion exacta corta
0— M — M—M"—0
y cualquier R-mddulo N la sucesién
0—M @r N — M@z N—M" @ N—0
es exacta.

Demostracion. Sea 0—M' — M—M"—0 una sucesién exacta corta y
supongamos que M” es plano. Entonces, por la proposicion 3.43, Tor! (M" N) =
0 para cualquier R-modulo N y la sucesion exacta larga

. —Torf(M",N) — M' @ N—M @ N—M" @ N—0.

demuestra que (1) implica (2).
Reciprocamente, asuma que vale (2) y considere una sucesién exacta corta

0—M — M—M"—0
de modo que M sea proyectivo. Entonces la sucesién
00— M N—M r N—M" @ N—0.

es exacta para cualquier R-modulo arbitrario N por hipétesis. Por el lema 3.42,
Torf (M, N) = Torf (N, M) = 0 pues M es proyectivo y la sucesion exacta larga

- — Torf(M, N) — Torf(M",N) = M'@g N - M @r N - M" @z N — 0
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demuestra que Tor?(M”, N) = 0, esto porque

Torf'(M", N) = Im(Torf(M", N) — M' @z N) = Ker(M' g N — M ®@p N)
= 0.

Ahora por la proposicion 3.43, (2) implica (1).
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