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Resumen

Los poligonos enteros, en particular los politopos enteros en el plano, pueden
ser descritos por vértices de puntos enteros. Por supuesto, estos puntos no son
necesariamente los tinicos con la cualidad de ser enteros dentro del poligono. A
cada punto entero dentro de estos cuerpos podemos asignarles un peso, de acuer-
do al rol que cumpla en el mismo: vértice, lado o interior. A la suma ponderada
de los puntos en el interior del poligono, respecto a sus pesos respectivos, se le
atribuye un nombre conocido por todos: es en realidad el area. Podra ser una for-
ma poco intuitiva de hallar el area, pero gracias a ella también podemos obtener
propiedades que tamabién se pueden considerar poco intuitivas, pero no por ello
menos importantes. Sin embargo, esta propiedad es unica y exclusivamente para
poligonos en el plano. Por ejemplo, el tetraedro de Reeve nos muestra una contra-
diccién si aseguramos la hipétesis para el espacio R3. La teoria de Ehrhart ayuda
a resolver cuestiones en dimensiones mayores 2.
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Capitulo 1

Introduccion

El deseo latente de entender los objetos que nos rodean lleva a preguntarnos
por las diferentes figuras geométricas que observamos. Por tanto, resulta razonable
que los problemas mas antiguos en matematicas estén relacionados con como hallar
areas de regiones geométricas.

Por supuesto, el calculo diferencial brinda una solucién: “basta” calcular una
integral. Pero, jqué es mas intuitivo, antiderivar funciones o contar puntos? Para
ciertos tipos de regiones, podemos pasar por alto las integrales y hallar la corres-
pondiente area por un atajo. Todo esto gracias al teorema de Pick.

Este trabajo (y su continuacién a modo de tesis de licenciatura) consistird
en presentar el teorema de Pick y mostrar algunas aplicaciones en problemas de
geometria y teoria de niimeros.

Para ello, en el capitulo 2 presentaremos resultados de uso comun en lo que
a andlisis convexo concierne. Posteriormente, en el capitulo 3 presentaremos gran
parte de la maquinaria a utilizarse en los capitulos siguientes. Ademas presenta-
remos algunos ejemplos rutinarios a manera de motivacién. En el capitulo 4 se
introduciran conceptos adicionales necesarios para el teorema. En el capitulo 5 se
presentara el teorema de Pick propiamente dicho. Cabe resaltar que se enunciara
y probara en un lenguaje mas amigable que el que se encuentra comtunmente,
notacion rescatada del capitulo 3. Por ltimo, en el capitulo 6 trataremos con
aplicaciones del teorema, asi como con obstrucciones que impiden una generaliza-
cién.



Capitulo 2

Un poco de analisis convexo

El presente capitulo servira para recopilar definiciones y resultados ya conoci-
dos. En particular trataremos de realizar un compendio de la teoria a usarse en el
resto del trabajo.

Primero definiremos un objeto recurrente. Dados py, ..., p, en R", definimos
su capsula convexa como el conjunto

Conv(pOJ"’apm> = {t0p0++tmpm t0++tm = 17t07"‘7tm 2 0}
En esta misma linea, diremos que P es generado por py, ..., P, Si cumple

P = conv(pg, - -, Pm),

y llamaremos a los p; los generadores de P.

Diremos que un subconjunto P € R" es un politopo convexo, o un politopo,
si es la capsula convexa de un nimero finito de puntos en R™. El hecho de abreviar
el nombre es para evitar un redundancia, ya que una propiedad salta a la vista.
Los politopos son subconjuntos convexos de R™. De este modo, dados dos puntos
p1, P2 en el conjunto, el segmento que los une se encuentra integro en el conjunto.

Lema 2.1. Todo politopo es un conjunto convexo.

Demostracion. Consideremos el politopo P = conv(py, . . ., pm). Tomamos dos ele-

mentos . -
T = Zaipia ?J:szpu
i=1 i=1

donde los a;, b; son enteros no negativos que cumplen Zzil a; = Z:’il b; = 1. Para
cualquier ¢t € [0, 1] se tiene
tr+ (L—tyy=> tap;+ Y (1—bpi =Y (ta; + (1= t)b;)p;,
i=1 i=1 i=1
donde ta; + (1 — t)b; es no negativo por ser suma y producto de nimeros no
negativos. Ademas, se tiene
(tai+ (L—t)b) =ty a;+(1—)Y b=t+1—t=1
=1

i=1 i=1

(2

Por lo tanto, los puntos de la forma tz + (1 — t)y se encuentran en P. O

2
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En general una combinacién convexa de py,...,p, sera una combinacién
lineal de dichos puntos cuyos coeficientes sean no negativos y sumen 1; bajo esta
definicion, es tautoldgico describir la capsula convexa como el conjunto de las
combinaciones convexas de sus generadores.

Ejemplo 2.2. Elijamos pg, p; € R™. Un punto en R"” es combinaciéon convexa de
Po yV p1 Si se encuentra en el segmento que los une. Es més, dicho segmento es
igual a conv(pg, p1). De hecho, bajo esta prescripcién geométrica, resulta evidente
que si p se encuentra en conv(pg, p1), entonces ambos conv(p, py), conv(p, p1) son
subconjuntos de conv(pg, p1)-

Existen tres operaciones elementales para un politopo P € R", los mismas que
permiten generar nuevos politopos.

La primera de ellas es la traslaciéon por a € R", conjunto denotado en general
por P + a, que consiste en el traslado por a de cada punto de P; es decir

P+a={zx+a:zeP}.

La segunda operacion es la dilatacion por un factor positivo, digamos t > 0,
operacion denotada comtinmente ¢ P. Esta consiste en dilatar cada punto de P por
este factor:

tP = {tx:x € P}.

La ultima operacion es la reflexion respecto al origen. En este caso hablamos
del conjunto
—P={—x:z € P}.

Lo bueno de la construccién de la capsula convexa es que es cien por ciento
compatible con las tres operaciones introducidas hace algunos parrafos: cada una
de estas operaciones da como resultado un nuevo politopo. En efecto, cada vez
que se tenga P = conv(py, .- .,Pm), se tendra de paso

a+ P =conv(py+a,...,pm+a),
tP = conv(tpo, ..., tpm) y
—P = conv(—po, ..., —DPm)-

Observemos que la construccion de la capsula convexa no depende del orden
de los generadores. Notemos que con esta definicion, el politopo es un conjunto
cerrado, ademds de ser acotado. Como trabajamos en R"™, todo politopo es un
conjunto compacto.

Ejemplo 2.3. Consideremos los puntos {1,\/5,2} sobre la recta. Observamos
que /2 es combinacién convexa de los otros dos puntos, 1(2 — v/2) +2(v/2 —1) =
V2, pues 2 — /2 y v/2 — 1 son no negativos y suman 1. Luego, del ejemplo
2.2., todos los puntos en la cédpsula convexa que son generados con ayuda de v/2
pueden ser obtenidos si ignoramos dicho elemento. En otras palabras se tiene que
conv(1,v/2,2) = [1,2] = conv(1,2).
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Como observamos en el ejemplo anterior, la capsula convexa tiene la mala
costumbre de incorporar algunos generadores innecesarios. Para remediar esto,
cuando se necesite, utilizaremos el siguiente lema.

Lema 2.4. Sean po,...,pm-1,pm € R". Si p,, es combinacion convexa de los
anteriores, entonces se tiene

conv(pi, - - s Pm—1,Pm) = conv(p1, ..., Pm—1)-

Demostracion. En cada suma tipo Y " t;p; reemplazamos p,, por pm, = A1 - p1 +
<o+ A1 - Pm—1, tacita en la hipotesis. Tras ello obtemos

3

Il
o

Es claro que todos los t; + A;t,,, son mayores o iguales a 0 y suman 1. O]

Para aligerar la escritura, diremos que el punto u € R" es un punto entero
si todas sus entradas son enteras; es decir, se tiene u € Z". En ese sentido, un
politopo es un politopo entero si todos sus vértices son puntos enteros.

Debido a los ultimos lemas, tenemos una “tnica” y canénica forma de presentar
politopos enteros. Dados py,...,p, un conjunto de puntos enteros, su capsula
convexa conv(po, . .., pm) €s un politopo entero. Este resultado es obvio desde el
instante que los vértices pertenecen al conjunto de generadores.

Hay un pequeno detalle en el que debemos reparar en la presentacién de un
politopo. Para que un politopo sea declarado entero no es necesario que todos los
generadores sean enteros pues puede haber redundancias. Ello es lo que acontece
en el ejemplo 2.3.

Nosotros requeriremos que los politopos enteros puedan solo ser representados
como la capsula convexa de puntos de coordenadas enteras. Para ello, el lema 2.4
indica que debemos revertir a la presentacion minimal para decidir este hecho.
Observemos que gracias a este lema y a que la cdpsula convexa no depende del
orden de los generadores, podemos hablar de generadores minimales, también
llamados vértices, de un politopo, es decir, aquellos que no pueden escribirse
como combinacién convexa de los otros. Notemos que no fomentamos ninguna
ambigiiedad al llamarlos también vértices, puesto que desempenan el mismo rol
que antes. Lo importante, y lo que queriamos conseguir, es que estos generadores
son Unicos.

Teorema 2.5. El conjunto de generadores minimales de un politopo es unico.

Demostracion. Consideremos dos lotes de generadores minimales, {pg, ..., Pm,} ¥
{qo, - -, qm, }. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que se tiene m; < ms.
Consideremos un elemento ¢, del segundo lote, el cual por estar en la capsula
convexa puede representarse como combinacién convexa cual ¢p = Y "% a;p;. Su-
pongamos ninguno de los a; es 1. Entonces, al reescribir p; = "% b;;q; uno por

uno tenemos =
mi1 mo m2 mi
q = Z Zaibiij = Z <Z aibij) qj-

i=0 j=0 =0 \i=0
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Como Y 7" a; = 1, al ponderar por b;; > 0 se obtiene algo estrictamente menor
pues Z?ﬁo b;j = 1. Asi, las expresiones dentro del paréntesis, y por tanto también
los a;b;;, son todos no negativos y suman 1 al variar j. Como ya hemos argiiido por
qué ninguno de ellos vale 1, resulta que ¢; es combinacion convexa de elementos
del segundo lote, lo que contradice la minimalidad. Por dicho motivo se tendra
a;, = 1 para cierto ip; es decir, para cada elemento ¢; del segundo grupo, existe
un p; del primero sujeto a ¢; = p;.

En particular, los lotes son iguales y se concluye la igualdad m; = ms. O

Antes de terminar este capitulo hacemos una acotacién. Hemos definido todo lo
anterior en espacios arbitrarios aunque en realidad trabajaremos apenas en R%. En
este contexo un politopo acotado en R? recibe el nombre de poligono convexo.
Nos reservamos la palabra poligono para cualquier conjunto del plano limitado
por segmentos contiguos sin autointerseccion. Incluso llamaremos poligono a la
union de poligonos bésicos siempre y cuando tengan interiores disjuntos. En la
misma linea llamaremos poligono entero a cualquier poligono que tenga como
vértices a puntos enteros, sea convexo o no.



Capitulo 3

Rumbo al teorema de Pick

En este capitulo desarrollaremos el trabajo preparatorio para entender el resul-
tado mas importante de esta tesis: el teorema de Pick. En particular, se introducira
la terminologia para enunciarlo. Este resultado basicamente reduce la tarea de cal-
cular el drea de poligonos enteros a la accién de contar (de una manera sui generis)
los puntos enteros que encierra el poligono.

Para ello es indispensable cierta terminologia. Consideremos un poligono entero
P. Recordemos que esto sefiala a una o mas regiones planas disjuntas encerradas
por curvas lineales por trozos y cuyos vértices tienen coordenadas enteras. En otras
palabras, cada componente conexa de P esta definida por una sucesion ciclica
de vértices V(P) = vy1,..., 05, Up11 = v € R? con lados dados por segmentos
[v;, vi11]. No se permite intersecciones més alla de la coincidencia obligada en el
ultimo vértice.

Denominaremos como I (P) al conjunto de los puntos enteros que se encuentran
en el interior de P; es decir,

I(P) = int(P) N Z2.

De forma andloga, denominaremos como B(P) al conjunto de los puntos enteros
que se encuentran en el borde de P pero que no son vértices; es decir, tenemos
como descripcién

B(P)=0PNZ?—V(P).

El primer conjunto denota los puntos enteros dentro de P, y el segundo aque-
llos que se encuentran en los lados del mismo, pero sin contar los vértices. Por
supuesto, por definicién los dos conjuntos son disjuntos y su unién con V(P) con-
forma el conjunto de todos los puntos enteros encerrados por P. Si escribimos
I =0o(I(P)),B=0o(B(P))y V=0(V(P)) tenemos la cuenta

olPNZ*)=1+B+V.

Curiosamente, esta tiltima cantidad es superflua para nuestros fines. El propdsi-
to de presentarlas es asegurarnos de que las definiciones previas han sido entendi-
das. Las cantidades que si importan se introducen a continuacion.

Procedamos entonces a asignar a cada tipo de punto entero un peso. Los pun-
tos en el interior I(P) recibiran peso m; = 1. En contraste, los otros recibirdn

6
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una ponderacién parcial. Aquellos en B(P), netamente en los lados, recibirdn de
peso m, = 1/2; debido al cardcter de estar con “medio pie dentro y medio pie
fuera”. En cuanto a un vértice v, consideremos el dngulo interno 6, del poligono
en dicho vértice: midamos como midamos el angulo, el peso asignado sera la frac-
cion de vuelta que este representa; por ejemplo, en grados sexagesimales se tendra
T, = 0/360; en radianes u otras formas de medir, por su puesto, el numerador y
denominador cambian acorde.

Si gustan, los pesos asignados a puntos en B(P) pueden considerarse un caso
especializado muy particular de los pesos en vértices V(P). En efecto, por una
parte, degradar un punto frontera a vértice modifica la presentaciéon minimal del
poligono, més no altera ninguna caracteristica analitica, geométrica o topoldgica
del objeto; mientras por otra, interpretado como vértice se abre 180° hacia el
interior, es decir, debe asignérsele un peso m, = 1/2 correspondiente a un angulo
plano. Incluso, estirando un poco el argumento, podemos considerar a un punto
interno como un vértice con angulo interno de 360°, o como un punto frontera con
dos frentes, lo que resulta inevitablemente en peso m, = 1.

La conveniencia de unificar estos conjuntos o no es retérica. Veremos en breve
que es mas ordenado trabajar con paquetes separados.

La magnitud a la que le echamos el ojo es precisamente la suma asi ponderada
de los puntos enteros en P N Z; es decir la cantidad

Zﬂp Zm Zmﬂ—Zm

pEPNZ icI(P beB(P) veV (P

Asi separada la suma en tres partes, en la préctica la cuenta final se reduce a
tomar nota de cuantos elementos intervienen. En resumen, para poligonos enteros
queda asignado el valor A(P) dado por

B suma de angulos internos en grados
AP)=T+= + S e "
2 360°

Esta férmula nos facilitara algunos calculos.

Procedamos a calcular el numero A(P) en algunos ejemplos. Hallaremos el
nimero magico para ciertas figuras geométricas basicas y manejables.

Ejemplo 3.1. Sea T; el tridngulo generado por (2,3), (4,3), (3,5). Este politopo
contiene un solo punto entero interior, I(7}) = {(3,4)}. Ademds aparece un punto
entero en el segmento que une (2, 3) con (4, 3), en otras palabras B(T7) = {(3,3)}.
Los otros tres puntos son los vértices. A final tenemos la cuenta

1 180°
AT =1+ - =2
L) =145+ 360 =%

donde hemos usado el hecho de que la suma de dngulos internos de un triangulo
es 180°.

Ejemplo 3.2. Ahora consideremos el triangulo rectangulo 7, generado por los
vértices (0,3),(2,2), (2, 3). Ademas de los vértices, este politopo contiene un punto
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en uno de sus lados, especificamente B(T7) = {(1,3)}. Sin mds, tenemos la cuenta

1 180°
A(Tg) :0+§+ 3600 — 1

Podemos considerar incluso al tridngulo T} generado por (4,2), (6,3), (4,3) como
una “variacién” de Ty (es la reflexién sobre la recta x = 3). En efecto, también
posee un tnico punto entero que se encuentra sobre un lado: B(7Ty) = {(5,3)}. La
cuenta es exactamente la misma que la anterior, con lo que concluimos

A(TY) = 1.

Luego de practicar con tridngulos, procederemos a analizar algunas figuras ya
no tan simples. Continuaremos los ejemplos con algunos cuadrilateros, ya no solo
para practicar, si no también para destapar una caracteristica especial que posee
este numero.

Ejemplo 3.3. Sea R; el rectangulo generado por (0,2), (2,2), (2,3), (0,3). Pode-
mos inmediatamente observar que no hay puntos enteros en I(R;), hay solo dos
puntos enteros en B(R;) y los vértices son los generadores. Luego tenemos

2 360°
A pr— —_— 2
(Ry) 0+2+3m°

Este ejemplo es una cruda repeticion de lo que hicimos en los ejemplos ante-
riores. Sin embargo, notemos algo interesante al contrastarlo con el ejemplo 3.2.
Sea el tridngulo rectangulo T3 generado por (0,2),(2,2),(0,3). Al igual que Ty,
este nuevo triangulo es otra “variacién” del triangulo 75. Producto de ello, obte-
nemos A(7y) = 1. Ademds, notemos la descomposicién Ry = T» U Ty. Hasta este
momento no hay mucha magia; sin embargo, analicemos qué ha ocurrido con los
puntos enteros. En primer lugar, los angulos de los vértices (0, 3), (2,2) de cada
triangulo son de 30° y 60°, respectivamente. Estos se complementan para formar
angulos de 90° alrededor de dichos vértices del rectangulo. Luego, cada porcién de
angulo en la férmula del A(P) es el resultado de la suma de cada porcién en su
respectivo vértice. Los otros dos vértices no se ven afectados por la unién. Por otro
lado, los puntos que se encontraban en los lados de los tridngulos ahora también
pertenecen a los lados del rectdngulo, sosteniendo su peso de 1/2. De esta forma,
podemos hallar A(R;) como la unién de dos tridngulos de la forma Ty; es decir,

A(Ry) =2A(Ty) =2(1) = 2,
que es exactamente la cantidad que habiamos hallado anteriormente.

Hay muchos casos que permiten ser analizados como en el ejemplo anterior.
De hecho, en breve procederemos al andlisis de las distintas alternativas Antes de
ello, presentaremos otro ejemplo que muestra el comportamiento que se obtiene
de arrumar poligonos enteros.
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Ejemplo 3.4. Sea C] el cuadrado bésico, generado por (0,0), (1,0),(1,1),(0,1).

Directo conseguimos
0 360°

A(Cy) =0+ 5 + 360°
Ahora, en esta misma linea, consideremos la dilatacion Cy = 2C. Aqui si necesi-
tamos detenernos y pensar.

Por inspeccion logramos I(Cs) = {(1,1)}, B(P) = {(1,0),(2,1),(1,2),(0,1)},
con V(P) compuesto por los generadores. De acd pasamos a

4 360°
A(P)—1+2+36OO =4.

Curiosamente, los C'5 se pueden construir adjuntando traslaciones disjuntas de Cf.
De los 16 vértices apenas 4 deben ser considerados vértices de Cy (de peso 1/4)
pues cuatro dan génesis a un punto interior (de peso 1/4 +1/4+1/4+4+1/4) y
cuatro parejas a sendos puntos enteros que descansan en los lados (cada uno de
peso 1/4 4 1/4). Operemos como operemos, la cuenta final siempre serd 4.

Antes de enunciar la propiedad que estamos insinuando de a pocos trabajare-
mos con un poligono entero no convexo.

Ejemplo 3.5. Consideremos el cuadrilatero C3 = C3(ABCD) en la parte izquier-
da de la figuray Cy = Cy(B, E, F,G) a la derecha.

Répidamente vemos que I(C3) y B(Cy) son ambos vacios, y los vértices son los
puntos (1,0), (3,1),(2,1), (2,2), cuyos angulos internos suman 1. Con ello logramos

360° .
360°

Con los mismos puntos podemos considerar los politopos T, 7" generados por
A,C,By A,D,C. Sin mucho esfuerzo obtenemos que los correspondientes A(P)
para cada uno es 1/2. Luego se cumple la igualdad A(Cs) = A(T) + A(T") = 1.

Por otro lado, al considerar Cj el cuadrilatero de la derecha, tendremos la
misma cuenta y por lo tanto

A(C3) =040+

A(Cy) = 1.

Lo que sigue es el resumen de todo el analisis que hemos efectuado. La tnica
razén por la que definimos el nimero A(P) como lo hicimos es para que sea obvia
su aditividad. Enunciamos el siguiente teorema, que suponemos razonable con lo
elaborado.
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Teorema 3.6. Para Py, P, poligonos enteros con interiores disjuntos se cumple
A(PLUPRy) = A(P)) + A(P,).

Demostracion. La prueba se reduce a observar de donde provienen los puntos en la
interseccion, pues los demas puntos mantendran la misma categoria: vértice, lado
(en esta prueba no incluimos a los vértices como puntos en los lados) e interior.
Si P, P, son disjuntos, entonces la identidad se cumple directamente. Por otro
lado, si la interseccién es no vacia, entonces esta o es un punto o es un segmento.
Entonces consideremos lo siguiente.
e Si solo se intersectan en un punto, entonces podemos observar que dicho punto
es un vértice. Ademas, puede provenir de la interseccién de un lado con un vértice,
o de un vértice con un vértice. Recordemos que el peso asignado a un vértice es
su porcion relativa de vuelta. De esta forma, en el primer caso la porcién relativa
de vuelta es la suma de media vuelta con la porciéon que tenia anteriormente como
vértice, lo cual se cumple desde que asignamos peso de 1/2 a puntos en los lados.
En el segundo caso tenemos un andlisis similar: las porciones de vuelta se suman,
y desde que la interseccion es convexa, las porciones no se intersectan, por lo que
en efecto es la suma de las porciones que tenian anteriormente como vértices en
sus respectivos poligonos.
e Si se intersectan en un segmento, los vértices pueden perder su estatus y aparecer
sobre un lado. Incluso algunos puntos en los lados pueden ganar estatus de vértices.
En ambos casos la identidad se cumple desde el momento en que los puntos en
B(P) pueden imaginarse como vértices, con una porcién de 180°. Por otro lado,
también puede ocurrir que los vértices y puntos en los lados reaparezcan en el
interior. Sin tomar mucha atenciéon, esto pasa desapercibido si desde un principio
reinterpretamos los puntos internos como vertices a los que se asigna 360° como
angulo.

Esto termina la prueba. O]

Gracias a este teorema, y a todas la observaciones que hemos hecho en este
capitulo, podemos armar nuestro propio “Frankenstein” con pedazos de los ejem-
plos analizados.

Ejemplo 3.7. Consideremos el poligono entero ( de la figura.
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Como pueden apreciar, la estrella estd ensamblada como unién de poligonos
enteros descritos antes es esta mismo capitulo. Debido al teorema, para calcular
A((¢) basta sumar

A(C) = A(Ty) + 2A(Ty) + A(Cy) + 2A(C5) = 10.

Antes de concluir el capitulo ilustremos una suerte de sustraccion basada en
una astuta estrategia.

Ejemplo 3.8. Deseamos calcular el area del poligono P que se muestra en la
siguiente imagen.

Para ello, consideremos el cuadrado Cj generado por (1,0),(5,0),(5,4),(1,4)
y al cuadrado C¥, resultado de trasladar Cy del ejemplo 3.4 por (2,1), es decir,

C% = Cy+(2,1). Observamos que P = Cy—C!,. Podemos contar los puntos enteros:
I =0,B=16,V = 8. Asi, tenemos

4(90°) + 4(270°)
360°

A(P)=0+8+ =/}

Por otro lado, observamos que se cumple Cy = Cy U P, con int(Cy) Nint(P) = ().
Por lo tanto, del teorema 3.6 obtenemos

A(P) = A(Cy) — A(Cy) =16 — 4 = 12.

En muchos de los ejemplos hemos tanteado una propiedad que intuitivamente
se cumple: las traslaciones y reflexiones preservan el nimero A(P). En el siguiente
capitulo formalizaremos esta propiedad.



Capitulo 4

Simetrias en la cuenta

Sea P un poligono entero. Introducimos la respectiva reflexion sobre los ejes
X eY cual

P, ={(a,—b): (a,b) € P}
P, ={(-a,b) : (a,b) € P}

Con esta notacion, formalizaremos una idea dejada suelta en el capitulo anterior.

Teorema 4.1. Sea P un poligono entero. El valor A(P) es invariante por tras-
lacion por puntos enteros y por reflexion sobre cualquier eje. En otras palabras,
para cualquier (m,n) € Z?, se tiene

A(P + (m,n)) = A(P),

y ademas

A(P) = A(F)) = A(P).

Demostracion. La prueba es inmediata. Dado un entero a su negativo —a también
es entero; ademds, cuando le sumamos b, entero también, la respuesta a + b sigue
siendo un entero. En consecuencia cada coordenada de los puntos enteros en P
seran llevadas a otras coordenadas enteras, y la cantidad de puntos enteros sera
preservada. Como estas translaciones y reflexiones son movimientos rigidos, los
puntos en la frontera y en el interior se mantienen como tales tras efectuar las
operaciones. ]

De hecho, enunciamos un par de propiedades adicionales, corolarios directos
del teorema anterior.

Lema 4.2. Sea P un poligono entero. Entonces el valor A(P) es invariante por
reflexion respecto al origen; es decir, satisface

Demostracion. Este resultado es evidente al cumplirse —P = (F;),. ]

Lema 4.3. El nimero A(P) es invariante por reflexion sobre rectas horizontales
o verticales enteras (i.e., de la forma x = x¢ 0 y = yo, con xo,yo enteros).

12
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Demostracion. Digamos que deseamos reflejar respecto la recta vertical x = xg.
Esta accién equivale a reflejar P — xy respecto al eje de las abscisas y luego tras-
ladarlo xy unidades. El resto corre por cuenta del teorema. El caso horizontal,
Y = Yo, es totalmente analogo. O]

En el capitulo anterior presentamos varios ejemplos que ilustran los teoremas
aca enunciados, aunque de una forma mas intuitiva. A continuacién analizamos
un ejemplo donde se puede apreciar en accién esta nueva arma.

Ejemplo 4.4. Consideremos triangulos P; y P, generados por (0,0), (3,0),(3,3)
y (1,1),(4,4), (1,4), respectivamente.

El comportamiento de ambos triangulos se representa en la imagen anterior.
Al cumplirse P, = —P; + (4,4), del teorema 4.1 obtenemos A(P;) = A(F,). Del
teorema 3.6 se logra entonces A(PyU Py) = A(Py) + A(P2) = 2A(P) =2-4,5=09,
acd A(P;) = 4,5 es hallado de modo directo por inspeccién.

Hemos visto que el nimero A(P) es aditivo, ademés de ser compatible con la
traslaciéon y reflexiéon de poligonos enteros. Veamos qué ocurre con la dilatacion
de politopos enteros en el plano.

Ejemplo 4.5. Sea P, el tridngulo generado por (0,0), (1,0), (1,1). Rapidamente
obtenemos A(F,) = 0,5. Ahora es licito preguntarnos qué sucede si dilatamos FP,.
Consideremos P; del ejemplo anterior. Tenemos entonces P; = 3P, pero A(P;) =
A(BP) = 45 # 3-0,5 = 3A(F). Si tratamos con el tridngulo generado por
(0,0),(10,0), (10, 10), nuevamente fracasamos pues A(10F)) = 50 # 10-0,5 =

10A(Fy). En conclusién, no existe compatibilidad inmediata al dilatar politopos.

A pesar de no obtener lo que buscamos, se puede encontrar una relacién entre
A(P) y A(tP) para t entero. Pero para objetivos més generales se precisa la teoria
de Ehrhart, a la que aludiremos brevemente en el tltimo capitulo.



Capitulo 5

Cuentas del teorema de Pick

Para simplificar la notacion del capitulo, llamaremos triangulo primitivo a
todo tridngulo entero que no contenga mas puntos enteros que sus vértices.
En el siguiente lema se engloba el trabajo duro de este capitulo.

Lema 5.1. Fl drea de todo triangulo primitivo es 1/2.

Demostracion. Por definicion de area, si el triangulo se traslada por puntos enteros
o se refleja por rectas enteras paralelas a los ejes (0 una combinacién de éstas),
entonces el drea se mantiene. Primero movemos el vértice de menor ordenada al
origen; el tridangulo se ubica ahora en la unién del primer y segundo cuadrante.
Si los vértices se encontraran todos en uno de ellos, siempre podemos reflejarlo
de ser necesario y asumir que todos los vértices se alojan el primer cuadrante. De
este modo, queda por estudiar el caso de vértices con una abscisa estrictamente
positiva y una estrictamente negativa. Entre estos dos, elijamos el que tenga mayor
ordenada (de ser iguales, tomamos cualquiera de los dos) y lo reubicamos en el
origen. Claramente el triangulo resultante estd integro en un cuadrante. De donde
podemos por reflexiones llevarlo al primero.

De esta forma, podemos considerar sin pérdida de generalidad que nuestro
tridngulo primitivo T} tiene todas sus coordenadas no negativas y que uno de sus
vértices, digamos A, es el origen. Llamemos al resto B = (a,b) y C = (¢,d). Por
geometria analitica basica su drea es calculada mediante la férmula

_ |bc — ad|

S(To) 5

En resumidas cuentas, nuestro trabajo se reduce a probar que |bc — ad| vale 1.

Probaremos ahora que el triangulo Ty no contiene otros puntos enteros salvo sus
vértices si y solo si los vectores v = (a,b) y w = (¢, d) generan Z?2. El subgrupo por
ellos generado, llamémoslo G C Z2, es caracterizado por traslaciones del rombo
fundamental {0,v,w,v + w}. Luego, se tendrd G = Z?* si y solo si el rombo
fundamental no contiene puntos enteros en su interior. Descomponemos este rombo
como la unién de Ty = {0,v,w} y T} = {v,w,v+w} = =T+ v +w. Como éste es
el mismo triangulo nombrado dos veces, la equivalencia queda asegurada en tanto
no haya puntos enteros en Tj.
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En una direccién, exigir que los vectores v y w generen Z? equivale a pedir que
todo vector (z,y) € Z* pueda ser expresado como una combinacién Z-lineal v y
w; es decir, deberan existir m,n € Z tales que

R

Como Z? es un Z-médulo libre, sobreyectividad implica inyectividad y los valores
de m,n son tnicos; es decir, la aplicacién (m,n) — (x,y) es invertible, y por tanto

la matriz
a c
=[]

es invertible y su inversa representa la transformacién Z-lineal (z,y) — (m,n).
Esto implica que la matriz

1 dwi—c
M=
ad — be {—b a }
tiene todas sus entradas enteras, lo cual ocurre si y solo si det M = ad — bc es una

unidad de Z; es decir, ad — bc = =£1.
La reéiproca se infiere de manera trivial de este analisis. O

De este resultado se derivan dos corolarios directos, presentados en forma de
lema.

Lema 5.2. El drea de todo tridngulo primitivo Ty es igual a A(Tp).

Demostracion. Ambos cantidades son 1/2. O
Ahora facilmente extendemos nuestro resultado a tridangulos enteros.

Lema 5.3. Para un tridngulo entero T' el drea vale A(T).

Demostracion. Por el teorema 5.1, el lema 5.2 y la aditividad basta probar que
todo triangulo entero se puede desglosar como la unién disjunta de triangulos
enteros primitivos (casi realmente, en el sentido de tener interiores disjuntos).
Para ello, primero observaremos que si existen puntos enteros recostados sobre
un lado —que no son vértices—, desde el vértice opuesto trazamos segmentos y
el tridngulo original queda subdividido en dos o més tridangulos enteros, cada uno
de los cuales tiene menos puntos enteros que el original. Si B(P) es vacio (es
decir, si no hay ya puntos enteros sobre los lados), nos fijamos en puntos enteros
interiores. De no haberlos es un triangulo primitivo. De haberlos tomamos uno
de ellos y trazamos segmentos hacia los tres vértices. Nuevamente el triangulo ha
quedado subdivido y cada pieza tiene menos puntos enteros que su ancestro. En
consonancia, inductivamente es posible realizar una descomposicion en triangulos
con menos vértices hasta llegar a los primitivos. O]

Sin mas, procedemos a enunciar y demostrar el teorema central de este trabajo.

Teorema 5.4 (Pick). Sea P un poligono entero. Entonces el drea de P es A(P)
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Demostracion. Todo poligono puede descomponerse en triangulos que se interse-
can a lo mas en una cara. Debido al ultimo lema y a la aditividad el resultado se
torna trivial. O

Como nota aparte, en las referencias de los libros el teorema de Pick nos ofrece
una formula un tanto distinta. Al considerar b = B + V/, el area se calcula via

A(P):IJrg—l.

Sin embargo, se puede observar facilmente que las definiciones son equivalentes.
Para ello basta recordar que si V' es el nimero de vértices de un poligono, la
suma de dngulos internos arroja 180°(V —2). La ventaja de nuestra férmula recide
simplemente en el hecho de tornar trivial la aditividad.



Capitulo 6

Mas alla del teorema de Pick

En este capitulo presentaremos algunas aplicaciones y resultados que se des-
prenden del teorema de Pick.

Un resultado inmediato, que tendra el grado de teorema por su importancia,
es la naturaleza racional del drea de un poligono entero.

Teorema 6.1. El drea de cualquier poligono entero o es un entero o la mitad de
un entero.

Demostracion. Del teorema de Pick observamos que tanto I como B 4+ V son
enteros. Luego, el area de un poligono es entero si B + V es par y es la mitad de
un entero si B + V es impar. O

A continuacién desarrollaremos una cuestién que nos servird a modo de apli-
cacion del teorema.

Pregunta 6.2. ;Se puede dibujar un triangulo equildtero en el plano con vértices
enteros?

La respuesta es negativa. Supongamos que existe un triangulo equilatero en el
plano de lado [, con vértices enteros. No conocemos [, pero si podemos observar
la naturaleza entera de [2. En efecto, tomemos dos vértices (a1, b;), (ag,by) del
tridngulo. Del teorema de Pitdgoras obtenemos > = (ay — a1)” + (by — by)*. Por
ser aj, as, by, by enteros, concluimos que [? es entero. Por otro lado, el drea de un
tridngulo equildtero es v/3 /412, que resulta irracional. Esto contradice el teorema
anterior. Por lo tanto, resulta impensable dibujar tal triangulo.

Estamos a punto de enunciar un teorema realmente importante: jnos otorga
una férmula para hallar areas de dilataciones de poligonos! En parte este teorema
ata un cabo suelto dejado en el capitulo 4.

Teorema 6.3. Sea P un poligono entero yt un entero positivo. Entonces se cumple
A(tP) = t*A(P).

Demostracion. Por la aditividad del area, podemos reducir el problema a probar el
teorema apenas para triangulos enteros. Por el mismo argumento usado en el lema
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5.1, podemos suponer que un triangulo entero 7" arbitrario tiene una coordenada
en el origen y sus otros vértices tienen coordenadas no negativas. De esta forma,
si los vértices son O = (0,0), B = (x,y),C = (m,n) entonces el rea sera

_ [my — na|

A(T) =

De esta forma, los vértices de A(T") seran O = (0,0), B = (tz,ty),C = (tm,tn), y
asi se logra
Pmy — t*nz|  ,|my — nx|

A(tT) = 5 5

=t*A(T).
0

Para culminar, es valido preguntarse a estas alturas si el teorema de Pick se
puede generalizar a otras dimensiones. La respuesta es negativa como se desprende
del andlisis siguiente.

Pregunta 6.4. Sea &, el tetraedro Reeve, generado por
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,7) € R?,

donde r es entero positivo. Nos preqguntamos dos cuestiones sencillas: jcudl es el
volumen de este poliedro?, y ;cudntos puntos enteros encierra?

Podemos tomar prestado cualquier texto escolar para dar rapidamente con la
respuesta a la primera pregunta:

1
Ve = =Aph =
&r 3 b

P = =4

6

N | —

1
3
donde V. A, y h representan el volumen, drea de la base y la altura del poliedro,
respectivamente.

Responder la segunda cuestion tampoco es complicado: los puntos que se en-

cuentran en &, deben ser combinacién convexa de los generadores. En forma de
ecuaciones, escribimos

a(0,0,0) +b(1,0,0) + ¢(0,1,0) + d(1,1,r) = (b+d,c+ d,dr),

donde a, b, ¢, d son no negativos y suman 1. En particular, cada punto en &, tiene
las dos primeras coordenadas acotadas por 0 y 1. Si la primera coordenada es
0, entonces estamos hablando del caso en que b y d son 0 a la vez, por lo que
podemos formar dos puntos enteros, (0,0,0) y (0,1,0). Obtenemos un resultado
similar en el caso en que la segunda coordenada sea 0, pues ahi se tiene c =d = 0
y logramos hallar un nuevo punto entero: (1,0,0). Por otro lado, si la primera o
segunda coordenada fuese 1, y como queremos obtener puntos enteros, estamos
obligados a hacer d =1y b = ¢ = 0. De esta forma, encontramos el punto (1,1, r).
En resumen, podemos encontrar los tres puntos de la base, y apenas un punto
fuera de ella, el (1,1, 7); es decir, los generadores de ¢&,..
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Este resultado estropea cualquier generalizacion: acabamos de encontrar un
politopo en R? con exactamente cuatro puntos enteros cuyo volumen es arbitra-
riamente grande.

A pesar de esto, existe la motivacién de estudiar los puntos enteros contenidos
en dilataciones enteras de poliedros. De ello se encarga la teoria de Ehrhart, que
fue introducida en el capitulo 4 y que nosotros desarrollaremos en la tesis de
licenciatura.
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