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RESUMEN

La presente investigacion emerge luego de identificar las dificultades que presentan
los alumnos al estudiar la derivada y el énfasis que pone la ensefianza de este objeto
matematico en desarrollos formales y algoritmicos, dejando de lado las ideas
geométricas. Por ello, nos interesa comprender y estudiar el trabajo matematico
personal de los estudiantes de Ingenieria cuando resuelven tareas sobre la
interpretacion geomeétrica de la derivada de una funcion real de variable real. Para
alcanzar este proposito, utilizamos, como fundamento teorico, la teoria del Espacio
de Trabajo Matematico (ETM) y, como metodologia de investigacion, aspectos de la
Ingenieria Didactica. La parte experimental de la investigacién se realiza con 15
estudiantes de primer afo de la carrera profesional de Ingenieria de Sistemas de la
Universidad Nacional de Moquegua (UNAM), a quienes se les aplicd las tareas
propuestas. Para ello, se elabora dos tareas: la tarea exploratoria y la tarea |,
disefiadas con la finalidad de identificar las génesis que se activan en el estudiante,
asi como analizar qué planos logran activar al enfrentarse a las tareas propuestas.
Asi también, con los recursos del ETM, identificar en qué paradigmas del dominio del
Analisis enmarca su trabajo matematico. En base a las acciones de los estudiantes,
concluimos que los alumnos evidencian la activaciéon del Plano Semidtico-
Instrumental y el Plano Instrumental-Discurso al resolver tareas sobre la interpretacion

geométrica de la derivada.

Palabras clave: Derivada; Interpretacion Geométrica; Espacio de Trabajo

Matematico; Paradigmas.



ABSTRACT

This research emerges after identifying the difficulties that students have when
studying the derivative and the emphasis placed on teaching this mathematical object
in formal and algorithmic developments, leaving aside geometric ideas. Therefore, we
are interested in understanding, studying the personal mathematical work of
engineering students when they solve tasks about the geometric interpretation of the
derivative of a real function of real variable. To achieve this purpose, we use the
Theory of the Mathematical Workspace (MWS) as a theoretical basis and as a
research methodology aspect of Didactic Engineering. The experimental part of the
research is carried out with fifteen students of the Systems Engineering professional
career of the National University of Moquegua to whom the proposed tasks were
applied. For this, two tasks are elaborated: exploratory task and task |, designed with
the purpose of identifying the genesis that is activated in the student, as well as
analyzing what plans they manage to activate when facing the proposed tasks.
Similarly, with the resources of the MWS identify in which paradigms of the Analysis
domain they frame their mathematical work. Based on the actions of the students, we
conclude that the students demonstrate the activation of the Semiotic-Instrumental
plane and the Instrumental-Discursive plane when solving tasks on the geometric

interpretation of the derivative.

Keywords: Derivative; Geometric Interpretation; Mathematical Working Space;

Paradigms.
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INTRODUCCION

La ensenanza del calculo diferencial, se inicia en el primer aio de universidad en
estudiantes de ingenieria. Gracias a innumerables investigaciones, de diferentes
lineas de investigacion en Didactica de las Matematicas, se ha podido evidenciar, las
grandes dificultades de aprendizaje que presenta nuestros estudiantes. Ademas, que
una de las causas recae en el excesivo uso de definiciones formales, dejando de lado

las ideas geométricas para llegar a la formalizacién del objeto en estudio.

En este sentido desarrollamos la presente investigacion, de corte cualitativo, tiene por
objetivo analizar el trabajo matematico personal que realizan estudiantes de
Ingenieria cuando resuelven tareas que promueven la interpretacién geométrica de la
derivada de una funcion real de variable real. Para ello trabajamos con estudiantes
de la Facultad de Universidad Nacional de Moquegua, a quienes se les enfrenta a
tareas sobre la interpretacion geométrica de la derivada; para estudiar sus acciones
y de esta manera, identificar en su trabajo matematico las génesis que activa: la
génesis semidtica, instrumental o discursiva , asi también estudiamos si ellos logran
activar los planos verticales: el plano Semidtico-Instrumental, el plano Instrumental-
Discursivo y/o el plano Semidtico-Discursivo. Finalmente analizar en qué paradigmas
del analisis estructurd su trabajo matematico. Para poder realizar todo este estudio
nos fundamentamos en el marco de la teoria del Espacio de Trabajo Matematico de

Kuzniak.

Para tal fin, estructuramos la investigacién en cuatro capitulos: En el capitulo I,
presentamos las investigaciones de referencia, investigaciones relacionadas a la
derivada de una funcién real de variable real, en diferentes marcos teoricos, asi como
investigaciones que utilizan el software GeoGebra para el estudio de este objeto
matematico, se justifica el problema de investigacién y formulamos la pregunta de
investigacion y los objetivos respectivos. También presentamos aspectos de la
Ingenieria Didactica de Artigue como fundamento metodolégico de nuestro trabajo de

Investigacion.

En el capitulo Il, presentamos el marco tedrico de la investigacion; es decir, aspectos
de la teoria Espacio de Trabajo Matematico (ETM). Se enfatiza en el Dominio del

Analisis.



En el capitulo Ill, presentamos brevemente algunos aspectos histéricos de la
evolucion de la nocion derivada de una funcion y la forma didactica como se aborda

la derivada de una funciéon en los textos universitarios referidos.

En el capitulo IV, presentamos la parte experimental de la investigacion que
comprende la descripcion de los sujetos de investigacion, la secuencia de dos
actividades, asi como el analisis de las producciones de dos estudiantes en cada uno

de los items, asi como los resultados de la experimentacion.

Finalmente, presentamos las conclusiones de la investigacion en relacion con el
marco teorico y metodoldgico, a la pregunta de investigacién, al objetivo general y las
recomendaciones para futuras investigaciones que surgiran a raiz de nuestra

investigacion.



CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este capitulo, presentaremos investigaciones de referencia que consideramos
importantes relacionadas con el aprendizaje de la derivada en el primer afio de
universidad que nos ayudaron a construir la problematica del estudio, la justificacion
que esta fundamentada en estas investigaciones y en documentos curriculares, asi

como la pregunta de investigacién y los objetivos de estudio.
1.1 Investigaciones de referencia

En esta seccion, presentamos las investigaciones que nos permitieron evidenciar las
dificultades de los alumnos en el estudio de la derivada de una funcién, en el nivel
superior, fundamentadas en diferentes marcos teoricos, asi como investigaciones que
utilizaron mediacién de medios tecnolégicos, tales como el GeoGebra. Analizamos
sus resultados, alcances, conclusiones, las actividades disefiadas y estructura, lo que
nos permitié dar forma a la presente investigacién, asi como disefiar las actividades

propuestas.

En relacion a las investigaciones sobre |la derivada de funciones reales de variable
real, tenemos el estudio de Rodriguez, Pochulu y Ceccarini (2011), quienes realizan
una investigacion preocupados por la formacion del profesor de Matematica Superior
en Argentina, a quienes creen se les deberia preparar y brindar herramientas
didacticas (técnicas y conceptuales) para que tengan una mejor comprension de la

Matematica, que es aprendida y que luego sera ensenada.

Los autores infieren que, después de haber revisado muchos estudios, se interesaron
en hacer aportes para reducir la brecha entre la Matematica que se deberia ensefiar
y la que realmente se ensefia. Ademas, pudieron observar que donde mas se

evidencia esta diferencia es en el transito del nivel medio superior al nivel superior.

Sefalan que la problematica del aprendizaje, en el nivel superior, se da en el curso
del Calculo, donde los estudiantes deberian aprender los conceptos matematicos
fundamentales de la Matematica Superior, en la que consideran que los temas
desarrollados en el curso no deberian ser abordados de manera aislada. Las nociones
mas importantes del Calculo deberian ser abordadas desde sus diferentes
representaciones, la coordinacion de diferentes registros, las imagenes le permitiran

a los estudiantes una real comprension del objeto matematico. En este sentido, el uso



de tecnologias de la informacion jugaria un papel muy importante, no solo en el uso

de diferentes representaciones sino también en la parte motivacional del estudiante.

Rodriguez, Pochulu y Ceccarini (2011) comentan que, en Argentina, la formacion de
profesores se da en dos niveles: el Universitario y el Superior no universitario, v,
durante el desarrollo de la investigacidn, presentaba importantes cambios curriculares

y frente a ello consideraron relevante recibir recomendaciones de ambos niveles.

Por otro lado, a partir de un programa denominado “1 a 17, el Estado les facilita
computadoras a docentes y a futuros profesores. Este hecho motiva a los autores a
desarrollar una investigacién utilizando tecnologia, para un mejor proceso de
aprendizaje. En virtud a todo ello, los investigadores, fundamentados en las
investigaciones en Educacién Matematica, proponen criterios que permiten organizar
la ensenanza de la Matematica. Ademas, infieren que proporcionaran herramientas
que ayudaran a cada docente a direccionar sus sesiones y asi puedan desarrollar su
clase utilizando como fundamento tedrico aquella teoria que mas se adecua a su

contexto.

Los criterios considerados por los autores son: a) Plantear preguntas que permitan al
estudiante movilizar sus conocimientos en las diferentes areas de la Matematica; b)
Utilizacidn de estrategias didacticas en el proceso de ensefianza y el andlisis y
evaluacion de su aprendizaje; ¢) Uso de Tecnologias de informacion para ayudar a

interiorizar y garantizar un aprendizaje duradero.

Los autores consideran un ejemplo con el tema de aproximaciones polindmicas. Los
investigadores esperan que el estudiante identifique el significado del objeto y si
conoce la definicion formal, sélo extraera dicho significado. Resaltan que extraer y

asignar significados aportan en el aprendizaje de estas nociones.

Bajo los criterios, es posible el aprendizaje del objeto, desde el punto de vista
solicitado por documentos curriculares y los que se propone en la Educacion
Matematica, buscando enfrentar al estudiante a una situacion matematica adecuada,
de manera organizada y sin tener siempre la respuesta final. Los autores afirman que
sera un gran reto para el estudiante, ya que les permitira realizar conjeturas,

demostraciones y generalizaciones.

Del mismo modo, Vega, Carrillo y Soto (2014), después de observar el bajo

rendimiento de los estudiantes que ingresan a las Universidades de Chile, se



interesan en investigar el proceso de aprendizaje de los estudiantes, buscando
evidenciar como los estudiantes aprenden Matematica, especificamente la derivada
de una funcién real de variable real y sus aplicaciones. Para ello, utilizan, como
fundamento tedrico, la teoria APOS, la cual les permitira observar como los
estudiantes construyen el conocimiento nuevo y determinar qué nivel de aprendizaje

alcanza.

Utilizaron dos casos de un estudio anteriormente realizado por ellos, enmarcado en
un estudio de casos multiples. En ese sentido, utilizan los resultados existentes y
realizan un seguimiento de aprendizajes de los estudiantes del primer semestre del
curso de Matematica | de la facultad de Ingenieria de Alimentos de una universidad
chilena, a quienes les aplica una prueba diagndstico al inicio del curso y después de
un mes de haberlos reforzado con los temas que los autores consideraron necesarios
para desarrollar el curso, seleccionan estudiantes con altas y bajas calificaciones de
manera aleatoria, de los cuales analizan los dos casos mencionados, a quienes

denominaron Daniela 'y Lola.

Para su propdsito, disefian un entorno que les permitiera interactuar en el proceso de
aprendizaje, en la que utilizan mddulos de clases, trabajos practicos y talleres

utilizando computadoras.

Los autores utilizan, como instrumento principal de medida, la Prueba de Medicién de
Estandares (PME), que fue disefiada basada en el modelo APOS, considerando los
estandares de aprendizajes de la asignatura de Calculo y la prueba se realiza ocho
meses después de haber sido dictado el curso. Con este modelo cognitivo, se pudo
evidenciar en qué etapa de aprendizaje se encontraba. Se pudo observar que existe

mucha relacion entre los resultados de evaluaciones y la PME.

Vega, Carrillo y Soto (2014) concluyen que, si el concepto de derivada en un punto
no es entendido por los estudiantes a nivel de Accion, tendran dificultades para
ampliar las definiciones y asi transitar a un nivel superior de comprension e interpretar
el concepto geométricamente. También observan dificultades para identificar
proposiciones falsas y verdaderas sobre las propiedades de la derivada relacionadas
con la monotonia y la concavidad de una funcién. Se evidencié ademas el aprendizaje

y la estrategia de ensefanza.



Goémez (2017), en su investigacidn, propone un método para la ensefianza de la
derivada de una funcion real de variable real en el nivel superior, motivando una nueva

forma de aprendizaje fundamentada en un aprendizaje autonomo.

El investigador desarrolla esta propuesta en respuesta a su preocupacion por la
dificultad que evidencia en los estudiantes del curso de Calculo, especificamente en
el proceso de abstraccion de los conceptos, como el concepto de limite y ver que esta

dificultad aumenta al verla relacionada con la definicién de la derivada.

El autor afirma que, a pesar de existir muchos estudios, las dificultades persisten, ya
que considera que puede ser porque existen textos importantes de este curso y que
presentan ejercicios resueltos de forma mecanica, aunque resalta que el responsable

de la ensefanza es el profesor.

Por ello, Gbmez (2017) disefa una propuesta para un aprendizaje de forma autbnoma
de la nocién derivada, la cual es organizada en cuatro fases denominadas:
Apropiacion del concepto de Derivada; Extension del concepto; Aplicacion tedrica de
los conceptos y; Transferencia de aprendizaje, donde cada fase desarrolla
contenidos, intencionalidad, actividades previas, actividades de desarrollo y
actividades de cierre, cada item con sus indicaciones descritas con el propésito que
el estudiante movilice sus habilidades cognitivas y desarrolle habitos académicos,
utilice la nocidn derivada en la solucion de problemas con un aprendizaje autbnomo

y la solucion de problemas.

Para validar su propuesta, trabaja con dos grupos de estudiantes del primer semestre
del curso de Calculo durante dos semanas, cinco horas cada dia. Un grupo de 18
estudiantes, a quienes se les facilita un texto, computadoras y guia y al otro grupo de

42 personas se les facilita el texto y la guia.

El autor afirma que se evidencid en los estudiantes la costumbre a la catedra del
docente, asi como también a la resolucion de ejercicios por métodos algoritmicos que
fueron un obstaculo para el proceso de abstraccién de la nocién, las demostraciones
realizadas y la formalizacion de las definiciones. Cabe mencionar que, antes de
validar el método, se dictd una introduccidén para alcanzar el aprendizaje autobnomo

deseado donde se utilizé el método de la clase integral.

El investigador infiere que este método de ensefianza desea facilitar al estudiante una

nueva forma de aprendizaje, de manera participativa, significativa y autébnoma, para



que éste desarrolle habilidades cognitivas y metacognitivas y a la vez conseguir
mejores habitos académicos, pero ello dependera de su motivacion para la ejecucién
y un compromiso responsable para desarrollar las tareas encargadas, con una idonea
orientacion del profesor. Luego, la validacion realizada, le permitié al autor afirmar que
hubo transferencia del aprendizaje, ya que los estudiantes alcanzaron Ia
conceptualizacion de la derivada considerando la definicion del limite y ademas que
el facilitar herramientas computacionales no fue importante en la aprehension del

concepto.

Estudios como los de Vrancken y Engler (2014) y Montoya y Vivier (2015) enfatizan

la importancia de analizar las acciones de los estudiantes.

En primer término, Vrancken y Engler (2014) se interesan por el estudio de la derivada
de una funcidon real de variable real, resaltando lo fundamental de analizar las
acciones que realiza el estudiante en el proceso de aprendizaje, enfocada desde la
variacion y el cambio, después de observar que el estudio del calculo universitario,
en la actualidad, hace énfasis en la aplicacion de métodos tradicionales y procesos
algoritmicos, a pesar que desarrollan la capacidad de calcular limites, derivar o
integrar haciendo usos de técnicas que estan dejando de lado nociones variacionales

muy importantes que el estudiante debe interiorizar.

La derivada, como variacion y cambio, es un conocimiento que los estudiantes
necesitan frente a problemas reales en los diferentes contextos profesionales. Los
autores sustentan esta investigacion en el Pensamiento y Lenguaje Variacional,
relacionando la Matematica desde la variacion y cambio y los procesos del

pensamiento.

Desde este punto de vista, en un contexto real, la derivada representa la rapidez de
cambio. El asignar significados a los elementos de variacion permitiran que se
desarrolle un pensamiento variacional, ademas que si coordina al menos dos

representaciones del objeto de estudio habra alcanzado la comprension del mismo.

Con la intencién que el alumno construya ese conocimiento, los autores analizan las
nociones que se desprenden de la derivada relacionadas a la variacion y al cambio.
Para este fin, elaboran una secuencia didactica con la metodologia de la Ingenieria
Didactica considerando sus cuatro fases y para su construccion consideran saberes



previos de la velocidad, grafica de funciones y la razén de cambio como pendiente de

una recta.

Vrancken y Engler (2014) implementan la secuencia en el aula del curso de
Matematica Il de la Carrera de Ingenieria Agrondmica de la facultad de Ciencias
Agrarias de la Universidad Nacional del Litoral en Argentina, en la que trabajan con
estudiantes con saberes previos necesarios sobre funciones. Esta secuencia se
desarrolla en tres clases de cinco horas en las cuales, antes de iniciar, se realiza un
repaso de la clase anterior, practicas compartidas para interactuar y el profesor
siempre observando e induciendo a que ellos respondan sus propias interrogantes y
sobre todo que desarrollen un pensamiento variacional. La secuencia les permite
afirmar que los estudiantes movilizaron diferentes nociones variacionales, lo que

permitid emerger el concepto de la derivada, vista desde la cuantificacion.

Los resultados obtenidos evidenciaron el uso de diferentes representaciones vy
estrategias del estudiante. Los autores infieren que este hecho les permitié conjeturar
y participar de las discusiones, asi como los trabajos grupales que ayudaron en la

aprehension del concepto, lo cual motivé al estudiantado.

Se presentaron algunas dificultades por la falta de conocimientos previos necesarios
para el desarrollo del tema, asi como el numero de sesiones, que fue muy corto para
desarrollar la validacién e institucionalizacion. Cabe resaltar que fue muy significativo

para los estudiantes, mas alla de haber alcanzado las respuestas correctas.

Montoya y Vivier (2015) refieren que algunas nociones del Calculo, en la mayoria de
los paises, se desarrolla desde antes de la universidad, pero de manera superficial
priorizando los tratamientos calculatorios. Es en la universidad donde se desarrolla a
profundidad y es en este transito donde los estudiantes presentan mayores
dificultades debido al grado de abstraccién de algunas nociones que generan en
estos, ya que muchos obstaculos, en adelante, impediran un buen desarrollo de los
cursos de Matematica, como la tangente que es ensefiada en el colegio como un

objeto auxiliar a la circunferencia.

Existen diversas investigaciones analizadas que les permitieron a los autores
evidenciar las grandes dificultades en el aprendizaje en el dominio del Analisis,
dificultades ligadas a la conceptualizacién de nociones basicas de este dominio, asi
como dificultades ligadas a la ruptura del aprendizaje del analisis y la reconstruccién



de un objeto matematico en estudio, que es la tangente, nocion que conoce
empiricamente y sobre la cual se fundamenta una nocién importante del Calculo,

como lo es la derivada.

Es por ello que los autores desarrollan una investigacion con el propésito de mostrar
la concepcién de la tangente, desde un punto de vista grafico, que tienen los
estudiantes cuando ingresan a la universidad y tiene un primer roce con el curso de
Calculo o Analisis y el estudio de la derivada, asi como el cambio de dominio en sus
analisis y los diferentes puntos de vista de sus analisis realizados desde un punto de

vista local, global y puntual, segun Vandebrouck (2011).

Para alcanzar su proposito, desarrollan un taller con 44 estudiantes de Matematica
de una universidad de Chile de segundo semestre del curso de Calculo Il en el afio
2014, fundamentando su estudio en la teoria del Espacio de Trabajo Matematico ETM

en el contexto de la Ingenieria Didactica.

Montoya y Vivier (2015) evidencian que el estudio de la derivada se da desde un
enfoque geométrico y su analisis desde una perspectiva local y global del “limite de
una secante”, nocion que, en su desarrollo, privilegia principalmente en el paradigma
del andlisis calculatorio AC y sobre todo con una idea intuitiva de la tangente. Esto les
permite afirmar que la concepcion intuitiva del estudiante no es suficiente para
construir la nocidn del concepto de la derivada, la misma que considera una nocion

fundamental del Calculo.

Por otro lado, Bustos y Vasquez (2016) resaltan que la dificultad del aprendizaje de
la nocién derivada se encuentra en el exceso de la notacién formal de los conceptos,
dejando de lado las ideas geométricas. Por ello, desarrollan una investigacion con el
proposito de disefiar un conjunto de situaciones a didacticas que aprovechen el
potencial del software CaRMetal y den vida a estrategias para la resolucién de
problemas de optimizacién, utilizando la nocién de derivada y favoreciendo su
interpretacion geométrica. Asimismo, los autores recalan que el uso del software no
es un afan motivacional o de innovacion, sino como un medio para que el estudiante

construya su conocimiento.

Para alcanzar su proposito, desarrollan actividades direccionadas para que los
estudiantes desarrollen ideas geomeétricas, para ello toman como sustento tedrico la

Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) y como metodologia de investigacion



consideran aspectos de la Ingenieria Didactica. En tal sentido, proponen a los
estudiantes dos problemas de optimizacidén y su modelacién en el SGD (Software de
Geometria Dinamica), de tal manera que interaccionen con el software y les permitan

validar sus acciones y asi determinar estrategias matematicas.

El docente sugiere algunas acciones a partir de retroalimentaciones, de tal manera
que podra determinar las acciones que le permitiran resolver el problema, y propone
una actividad con objetos fisicos para que el estudiante encuentre mayor sentido a la
estrategia matematica de encontrar una tangente horizontal que le permita determinar
el punto maximo o punto minimo de una curva y de esta manera se lograra que los
estudiantes desarrollen sus propias ideas geométricas. Para ello, proponen dos
problemas: el problema del hexagono y el problema de la caja, cada uno con cuatro

actividades.

Las autoras logran formalizar el tema sin hacer uso de las definiciones formales de

limites y derivadas.

De la misma manera, Ruiz, Cérdova y Rendoén (2014) desean responder ;Coémo
utilizar GeoGebra para mejorar la comprension del concepto de derivada en el analisis
de los puntos donde una funcién es derivable o no, a estudiantes de bachillerato?, ya
que su experiencia profesional les permitié identificar dificultades importantes en la

comprensioén de la nocion derivada en sus estudiantes de bachillerato en Colombia.

En tal sentido, realizan una investigacion, de corte cualitativo, en la que desean
brindar una propuesta de trabajo que permita mejorar la comprension de esta
importante nocion del Calculo, relacionando aspectos visuales y geométricos, ya que
uno de los problemas mas evidenciados es el andlisis de las graficas, en donde los
autores refieren a Salazar (2009). Ademas, con esta metodologia, desean que el
estudiante integre los conceptos de la tasa de variacion y la derivada, haciendo uso

de un software como el GeoGebra.

Los autores infieren que la representacion de imagenes dinamicas que nos brinda el
GeoGebra facilitara la visualizacion de los conceptos, asi como un mejor
entendimiento del infinito y la representacién de las funciones, que en muchas
ocasiones son dificiles de visualizar a través de graficas realizadas con ayuda solo de
un lapiz y papel. Los autores afirman que el uso de los ordenadores para brindar a los

estudiantes el concepto de derivada de una manera mas accesible y menos formal,
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asi también que las tecnologias computacionales tienen un fuerte impacto profesional

en la practica de las Matematicas.

Para alcanzar su objetivo, adaptan categorias teoricas y analiticas que pueden utilizar
del marco ensefianza para la comprension (EpC), alcanzando la construccion de la
descomposicion de la nocion derivada y la definicion de los niveles de comprension

del esquema de la derivada en dos dimensiones definidas: grafica y analitica.

Utilizan como metodologia de la investigacion un estudio de casos, dirigido a un grupo
de tres a cuatro estudiantes de bachillerato del municipio de Medellin, y utilizan como
fuente de informacion la entrevista semi-estructurada con la finalidad de identificar los
conocimientos y las dificultades que tienen los estudiantes acerca de la derivada.
Utilizan computadoras y brindan a los estudiantes el concepto de la derivada desde
un punto de vista menos formal con la intencion que no sea una limitante a la
memorizacion de los mismos y construyen actividades buscando que el estudiante, a
través de la observacion, construya sus propios conocimientos relacionando la
derivada y la tasa de variacion media. Luego de la aprehension de esta relacion, se
les brinda la interpretacién geométrica de la derivada como pendiente de la recta
tangente a la curva, logrando con todo ello la posibilidad de asumir una postura
racional y critica del estudiante frente a la tecnologia existente que le permite una

mejor comprension de la derivada.

Gonzales, Vigo y Advincula (2018) disefian una secuencia didactica con la intencion
de lograr en el estudiante la comprension del concepto de derivada de manera mas
dinamica haciendo uso del software GeoGebra, en la que refieren multiples
investigaciones de la nocioén derivada e indican dificultades para los estudiantes, asi
como su experiencia como docente. En esta investigacion, las autoras realizan
actividades que permiten la comprension de la funcidén derivada en el marco de la
teoria de Registros de Representacion Semidtica, de la cual utilizan aspectos que les
permiten identificar el significado de la derivada, su interpretacion, representacion y
coémo la utilizan los estudiantes para dar solucion a los problemas, todo mediado con

el software GeoGebra.

Para ello, utilizan una metodologia cualitativa descriptiva de la que se proponen cuatro
actividades disefiadas con la intencién de facilitar a los estudiantes la comprension

de la nocidon de derivada de manera intuitiva, utilizando la tasa de variacion media e
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instantanea. Luego se da institucionalizacién del objeto matematico, para después
proponer otras dos actividades donde se emplea la derivada en la resolucion de
problemas, utilizando diferentes registros de representacion con énfasis en el registro

grafico. Para cada actividad propuesta, se presenta un analisis didactico.

Las autoras infieren que el uso del software facilité la comprensién del concepto de la

funcién derivada.
1.2 Justificacion

En las ultimas décadas se ha desarrollado un numero considerable de investigaciones
acerca de la ensefianza y el aprendizaje de temas relacionados con la derivada, entre
ellas las investigaciones de Rodriguez, Pochulu y Ceccarini (2011); Vega, Carrillo y
Soto (2014); Vrancken y Engler (2014) y Gémez (2017), quienes afirman que
observaron dificultad en los alumnos al estudiar la derivada de una funcién real de
variable real en su primer afo de universidad. Estos hallazgos en sus estudios
permitieron a los autores inferir que uno de los motivos es el exceso de definiciones

formales en su ensefianza y el uso de algoritmos en la resolucion de problemas.

Estas investigaciones aportan al proceso de ensefianza y aprendizaje de la nocion
derivada de una funcion real de variable real en las universidades como una
herramienta, ya que los estudiantes tienen la posibilidad de observar en estos
estudios las dificultades mas comunes que presentan, pero sobre todo encontraran

propuestas para ayudar a superarlas.

Artigue (1998), menciona que los estudiantes encuentran notorias dificultades al inicio
de la etapa universitaria en el desarrollo de los cursos de Analisis, relacionadas con
la complejidad matematica de los objetos matematicos basicos de este campo

conceptual.

Igualmente, Tall (20011) (citado en Menares. 2016), infiere que estas dificultades se
presentan particularmente de la idea que tenemos de tangente en Geometria y su

transicion a la definicion en Calculo.

En ese sentido, refiere que la concepcion de la tangente a un circulo, en Geometria,
no es necesariamente la definicion en Calculo cuando nos referimos de tangente a
una curva, ya que los estudiantes que inician un curso de Calculo tienen saberes

previos de la recta tangente y para hablar de la derivada definida como la pendiente
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de la tangente a la curva en un punto. Todo ello genera dificultades, ya que no siempre
ambas definiciones concuerdan, lo que genera un obstaculo en el desarrollo de su
aprendizaje. Por ello, Vrancken y Engler (2014) y Montoya y Vivier (2015) concuerdan
que para construir conceptos y procesos matematicos es necesario analizar las

ejecuciones de los alumnos.

Ademas de todo ello, en el presente estudio se analiza los documentos que
fundamentan la ensefianza de la derivada en la universidad, ya que sabemos que
cada institucion universitaria desarrolla sus propias mallas y planes de estudio, por lo
cual tomaremos en cuenta las mallas y planes de estudio de la carrera profesional de
Ingenieria de Sistemas de dos universidades ubicadas en la provincia de llo, en el
departamento de Moquegua, la Universidad Nacional de Moquegua (UNAM) vy la
Universidad Privada José Carlos Mariategui de Moquegua (UJCM), instituciones
universitarias que constituyen importantes centros de formacién en el departamento

referido.

En términos generales, se observa concordancia con los cursos abordados en los

primeros semestres denominados cursos de formacion general.

A pesar de registrar en la malla curricular con nombres diferentes, en la universidad
nacional se lleva Matematica Il y en la universidad privada al curso se le denomina
Calculo I. Los contenidos que involucran, entre otros, son los axiomas de cuerpo
ordenado y completo para los numeros reales, las nociones de convergencia de
sucesiones, limites, funciones continuas y la derivada de una funcién real de variable
real. Se trabaja ademas el teorema del valor medio e integral y la convergencia de
series, limites y continuidad. También estudian integrales de linea, integrales

multiples e integrales de superficie.

Ambas instituciones universitarias consideran en sus planes de estudio el objeto
matematico derivada de una funcion real de variable real, las propiedades y sus
aplicaciones, pero en los planes de estudio no es posible analizar a profundidad el

desarrollo de las nociones de nuestro interés, como la derivada de una funcion.

En cuanto a la definicion de derivada, lo abordan en un primer ciclo de estudio en el
cual desarrollan el concepto de derivada, justo después del estudio de la continuidad
de funciones. En cuanto al enfoque y las propiedades tratadas en torno a las
derivadas, declaran dar inicio por las propiedades de diferenciacion, llegando a la
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definicion del limite. Luego, desarrollan la interpretacion geométrica de la derivada,
continuando con algoritmos de calculo de derivadas, derivadas de orden superior,
derivacion implicita, aplicaciones de la derivada, aplicaciones en otras areas, planteo
de problemas y calculo, teoremas o propiedades de las derivadas relacionados con
la continuidad, la continuidad de las funciones derivables en un punto, algebra de
derivadas, regla de la cadena y maximos y minimos de una funcion. Los teoremas de

Rolle y del valor medio.

Con ayuda de las figuras 1y figura 2, observaremos la necesidad del estudiante de
aprender tépicos del curso de Matematica Il y Calculo | para poder desarrollar mas
adelante cursos especificos de Ingenieria de Sistemas que permitirdn que se

desenvuelvan en cursos propios de su especialidad.

A continuacion, algunos cursos de la malla curricular de la UNAM:

CICLO1 CICLO 2 CICLO 3 CICLO 4 CICLO 5 CICLO 6

ALGEBRA LINEAL PROBABILIDAD

MATEMATICA |

METODOS INVESTIGACION

MATEMATICA Il MATEMATICA Il MATEMATICA IV NUMERICOS OPERATIVA

" Formacién Formacién
Formacién General e .
Especifica Especializada

Figura 1. Algunos Cursos de la malla curricular de la carrera de Ingenieria de Sistemas de la UNAM.

Fuente: Elaboracion propia en base a la malla curricular de la carrera Ingenieria de Sistemas de la
UNAM. https://www.unam.edu.pe/index.php/plan-de-estudios

En la figura 1, aparece parte de la malla curricular de la carrera de Ingenieria de
Sistemas de la Universidad Nacional de Moquegua (UNAM), donde se puede
observar que el curso de Matematica Il es un pre requisito de Matematica Ill del
segundo ciclo y este curso es pre requisito de Matematica IV correspondiente al Ciclo
3, que es un pre requisito para desarrollar cursos especificos de Ingenieria de
Sistemas del siguiente ciclo que deberan aprobar para llevar cursos de su

especialidad.
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En la Figura 2, presentamos algunos cursos de la Universidad Privada José Carlos

Mariategui de Moquegua (UJCM):

CICLO1 CICLO 2 CICLO 3 CICLO 4 CICLO S5 CICLO 6

0 METODOS DINAMICA DE
Gldliol \ NUMERICOS SISTEMAS
CALCULO Il CALCULO Il
INVESTIGACION INVESTIGACION INVESTIGACION
DE DE DE
OPERACIONES | OPERACIONES Il OPERACIONES Il

Formacion General Formacién Formacién
Especifica Especializada

Figura 2. Algunos Cursos de la malla curricular de la carrera de Ingenieria de Sistemas de la UJCM.

Fuente: Elaboracion propia en base a la malla curricular de la carrera Ingenieria de Sistemas de
UJCM.https://www.ujcm.edu.pe/sites/default/files/field/transparencia/mallas/pregrado/faing/malla-

sistemas.pdf

De igual manera que en la universidad anterior, en la figura 2 se observa que en el
curso de Calculo | se aborda la interpretacibn geométrica de la derivada que los
estudiantes deben conocer para poder desarrollar el siguiente curso de Calculo Il y
asi los contenidos abordados en el mismo son necesarios para poder llevar el curso
de Calculo lll y este a su vez es pre requisito de los cursos especificos de Ingenieria
de Sistemas como Métodos Numéricos e Investigacion de Operaciones, que deben

aprobar para poder desarrollar cursos de su especialidad.

Cabe resaltar que los cursos pertenecen al area curricular de estudios generales. En
este sentido, el articulo 41 de la Ley Universitaria (2014) establece que los cursos
generales de pregrado son de caracter obligatorio y estan orientados a la formacion

integral de los estudiantes.

Por lo importante que es el estudio de la derivada de una funcién real de variable real
evidenciada en los planes de estudio, estos responden a la necesidad de que los
estudiantes de las carreras de Ingenieria tengan conocimiento de los conceptos
matematicos basicos para luego poder desenvolverse en el mundo. En base a las
investigaciones de referencia, inferimos investigar ; Como un alumno de la carrera de
Ingenieria interpreta geométricamente la derivada de una funcién real de variable

real? ¢ Qué conocimientos utiliza? ; Qué conceptos matematicos moviliza (utilizando
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un software) para la construccion de su conocimiento?, fundamentado en el Espacio

de Trabajo Matematico, es pertinente.

En funcidn a las investigaciones de referencia y la justificacion descrita, proponemos

la pregunta y los objetivos para este estudio.
1.3  Aspectos Teédricos: Espacio de Trabajo Matematico

En esta seccion, presentaremos algunos aspectos tedricos que utilizaremos para
estudiar el Espacio Matematico que desarrollan los estudiantes de Ingenieria cuando
resuelven tareas que contribuyen a la interpretacion geométrica de la derivada de una
funcion real de variable real, asi como herramientas para el disefio y analisis de dichas

tareas.

El marco tedrico que elegimos se denomina Espacio de Trabajo Matematico,
desarrollado por Houdement y Kuzniak (2006) (al que denominaremos ETM),
inicialmente fue creado para la Geometria y mas adelante se amplié a otros dominios

matematicos, segun lo que senala Kuzniak (2011).

En la actualidad, la teoria considera que un ETM depende de un dominio matematico
(Kuzniak, 2011) como la Geometria, el Algebra, probabilidades y el Analisis, que es
el dominio que a nuestra investigacion le interesa. Ademas, Gémez-Chacén, Kuzniak
y Vivier (2016) refieren que los paradigmas son la caracterizacién del ETM en un

dominio especifico, entonces hablaremos de los paradigmas en el Analisis.
Espacio de Trabajo Matematico-ETM

El Espacio de Trabajo Matematico fue concebido para describir la naturaleza del
trabajo matematico del estudiante cuando se enfrenta a un problema, ya que esta
organizado para tareas matematicas. Segun esta teoria, del estudio inicial en
Geometria se conserva el principio de articular dos planos: uno de naturaleza
epistemoldgica, en relacion estrecha con los contenidos y contenidos matematicos
del ambito estudiado y, el otro, de naturaleza cognitiva, que concierne al pensamiento
del sujeto que resuelve tareas matematicas. Ademas de ello, esta articulacién permite

la activacion de diferentes génesis.

El analisis que se realiza en el ETM tiene como propdsito estudiar como interactuan
estos diferentes planos, a fin de dar cuenta de la forma en que un conjunto

determinado de tareas o actividades eventualmente dan forma a un trabajo
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matematico. En nuestra investigacion, especificamente, analizaremos el espacio de
trabajo matematico del estudiante, que es llamado, ETM personal y que

presentaremos mas adelante.

Entonces, el trabajo matematico se realiza articulando los dos planos, uno
epistemoldgico y otro cognitivo, mediante la activacién de las génesis semidtica,

instrumental y discursiva (ver figura 3).

Figura 3. Planos del Espacio de Trabajo Matematico
Fuente: Kuzniak, Delgadillo y Vivier (2016, p.248)

Plano Epistemolégico y sus componentes

De acuerdo a Gémez-Chacdn, Kuzniak y Vivier (2016), en el plano epistemoldgico,
se encuentran las herramientas que ayudan a desarrollar el trabajo matematico. Estas
herramientas son denominadas: representamen, artefactos y el referencial. Ademas,
refiere que en el modelo de los ETM, los objetos matematicos pueden convertirse en
herramientas o viceversa, declara que esto esta fundamentado en Douady (1986;
1992).Estas componentes en interaccion son caracteristicas de la actividad en su
dimensién puramente matematica: un espacio real y local como soporte material, con
un conjunto de objetos concretos y tangibles; un conjunto de artefactos como
herramientas o software de dibujo o de calculo; un sistema tedrico de referencia

basado en definiciones, teoremas, propiedades y axiomas.

Los autores consideran a nocion de signo, de acuerdo con Peirce (1931), el signo o
representamen como algo que representa otra cosa y de acuerdo a la investigacion
el conjunto de representamen puede organizarse en representaciones semioticas,
segun Duval (1995, 2006), o la interaccion entre registros semiéticos segun (Arzarello,

2006). Asi también refiere que la nocién de artefacto que utiliza la teoria proviene de
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Rabardel (1995) e incluye todo lo que sufre una transformacion, por pequefia que sea,

de origen humano.
El plano cognitivo y sus componentes

En el plano cognitivo, se encuentran tres procesos que a través de los cuales se

observa la actividad del individuo: visualizacion, construccion vy justificacion.

Siendo la Matematica una ciencia humana, es importante entender coémo los
individuos o grupo de individuos hacen uso de sus conocimientos matematicos y
cdmo los ponen en practica. La visualizacion relativa a la representacion del espacio
y al soporte material, la construccién que depende de los instrumentos y técnicas
asociadas y la demostracion apoyada en el proceso discursivo de validacion, basados

en el referencial tedrico.

Es necesario precisar la visualizacion en este amplio contexto, ya que el proceso de
visualizacion extendida puede concebirse como un proceso de estructuracion de la
informacion proporcionada por los diagramas y los signos, diferente a una simple

vision o percepcion de objetos.
Génesis del ETM
Los planos epistemoldgicos y cognitivo se articulan mediante tres génesis:

La génesis semidtica. “Es el proceso asociado con signos y representamen que

permite pasar de una perspectiva sintactica a una perspectiva semantica de objetos
matematicos organizada en la representacion semidtica. La génesis semidtica
proporciona el estado de los objetos tangibles y sus operaciones. De esta manera, se
asegura las relaciones entre la funcion y estructura en los signos” (Gomez-Chacén et
al., 2016, p.9).

Se activa al conectarse el proceso de visualizacion del plano cognitivo con el
representamen en el epistemologico. Esta génesis se puede iniciar por el sujeto que
codifica y produce un signo o por el signo de representacion representamen que sera

decodificado mediado por la visualizacion.

La génesis instrumental, Cuya activacion articula el plano cognitivo con el

epistemoldgico conectando el proceso de construccion del plano cognitivo con el
artefacto del plano epistemoldgico. Cuando se trabaja con herramientas materiales,
informaticas o simbdlicas, , segun Rabardel (1995) (citado en Gémez-Chacon, Kuzniak,
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A y Vivier,2016) se considera dos procesos, el procesos de instrumentalizacion la
emergencia y evolucion de los esquemas de uso del artefacto y la utilizacion de las
posibilidades que ofrece el artefacto y el proceso de instrumentalizacion que parte del
individuo y es relativo a la emergencia y evolucion de los esquemas de uso y de las
acciones instrumentadas, su constitucion, funcionamiento, coordinacion,
combinacion, inclusion y asimilacion de artefactos nuevos a esquemas ya

constituidos.(p,9)

La génesis Discursiva. Se activa con la conexion del proceso de justificacion con las

herramientas tedricas del plano epistemolégico relacionado al proceso de

razonamiento deductivo mediante teoremas y propiedades.

“En la génesis discursiva de la prueba, las propiedades utilizadas en el razonamiento

matematico dan el significado” (Gémez-Chacdn, Kuzniak y Vivier, 2016, p. 10).

Por un lado, un razonamiento discursivo basado en el referencial tedrico y, por el otro,
identificar definiciones y/o propiedades necesarias que deben ser incluidas en el

marco de referencia luego de desarrollar tratamientos instrumentales o semiéticos.

La activacion de una de las génesis referidas no implica necesariamente que las otras
génesis no se activen, ya que en el trabajo matematico a veces se observa un trabajo
con dos o tres al mismo tiempo; sin embargo, como veremos en la siguiente seccion,
muchas veces no es facil realizar una separacion y el trabajo matematico se describe

a través de planos verticales.

Figura 4. Planos Verticales del Espacio de Trabajo Matematico

Fuente: Kuzniak, Tanguay y Elia (2016, p.726)
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En la figura 4 se presenta lo que senala Coutat y Richard (2011) citados en Gémez-
Chacon, Kuzniak y Vivier (2016); quienes describen las interacciones de los tres
planos verticales que aparecen en el diagrama de los ETMG. Los planos verticales se
pueden relacionar con las fases del trabajo matematico implementado en la ejecucién
de una tarea: descubrimiento y exploracién, justificacion y razonamiento,
presentacion y comunicacion. Ademas, los autores afirman que es posible
caracterizar el trabajo matematico conectando dos génesis mediante algunos de los

tres planos verticales: semidtico-instrumental, semiético discursivo.

El plano semiético-instrumental [Sem-Ins] esta relacionada a la génesis semidtica
y a la génesis instrumental y que se puede observar en dos formas de trabajo cuando
hay un trabajo de construccion de resultados bajo ciertas condiciones y la
interpretacion de los datos por medio de los artefactos. Cabe resaltar que ha adquirido

mayor importancia debido a la aparicidon de software digital.

El plano Semiético Discursivo [Sem-Dis], relacionado a las génesis semidtica y
discursiva (prueba matematica), considera dos enfoques: Del lado semidtico, las
transformaciones visuales estructuran la descripcion de los signos y organizan un
razonamiento perceptivo. Por el contrario, si la atencion se centra en una prueba o
demostracion el razonamiento hipotético y deductivo se basa en propiedades, signos

y la visualizacidn desempefia un papel heuristico.

El plano Instrumental Discursiva [Ins-Dis] esta relacionado con las génesis
discursivas de prueba y la instrumental. Se observa en el proceso de justificaciéon
fundamentado en la utilizacion de herramientas algoritmicas o cuando una

construccion se basa en elementos del referente tedrico.

En nuestra investigacion, nos enfocaremos en analizar la génesis semiética y la
génesis instrumental que activan el plano Semidtico-Instrumental [Sem-Ins] (ver
figura 5), utilizando el GeoGebra como herramienta informatica a la cual referimos

anteriormente.
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Figura 5. Planos Vertical del Espacio de Trabajo Matematico: [Sem—Ins]

Fuente: Kuzniak, Delgadillo y Vivier (2016, p.248)

Niveles del Espacio de Trabajo Matematico

Gbémez-Chacon, Kuzniak y Vivier (2016) declaran que debemos considerar el trabajo
matematico desarrollado en un ambiente escolar para distinguir tres ETM. En el ETM
estd definido paradigma como “orienta y estructura la organizaciéon de los
componentes que, debido a sus funciones diferentes, participan en la especificidad
de los diversos paradigmas en juego. Un paradigma se instituye cuando una
comunidad de individuos acuerda formular problemas, asi como organizar sus
soluciones, privilegiando ciertas herramientas o ciertas formas de pensamiento. Al
espacio de trabajo paradigmatico, tal como es definido por esta comunidad, se le

llamara ETM de referencia” (Gomez-Chacoén et al., 2016, p. 12).

El ETM idéneo depende de la institucién, ya que se define de acuerdo a como sera
ensenada en la institucion en relacion con su lugar y su funcion especifica dentro del

curriculo nacional.

Su eleccién y organizacion es esencial para poder ser estudiado. Estas elecciones
del profesor van a dirigir el trabajo personal del estudiante y se haran en conformidad

a las condiciones institucionales y a la adecuacion del nivel de los estudiantes.

El ETM personal se relaciona con cada persona, ya que se define como el individuo
se enfrenta a una tarea matematica, sus conocimientos y capacidades. Por lo tanto,
las tareas deben ser elegidas por el docente propiciando asi el desarrollo de su ETM;
ello se evidenciara en las acciones que estos desplieguen para resolver un problema.
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Cabe senalar que la construccion de la tarea debe estar de acuerdo a las

competencias del estudiante.

Por todo ello, los autores afirman que en una institucion educativa el trabajo
matematico se define en base a tres niveles, el espacio correspondiente a la
institucién (ETM de referencia), el que disefia el docente (ETM idoneo) y el que
desarrolla el estudiante o el profesor (ETM personal). En nuestro caso, estudiaremos

el ETM Personal de los estudiantes de Ingenieria.

En esta investigacion, el objetivo es identificar las génesis activadas por los
estudiantes en el desarrollo de una tarea matematica (ETM-personal) para entender

el trabajo matematico que desarrolla.

El ETM de referencia del andlisis esta guiado globalmente por el andlisis estandar

(Montoya, E., Vivier, L., 2015, p.4), caracterizado con los tres paradigmas:

Analisis geométrico/aritmético (AG): permite interpretaciones nacidas de la
Geometria, del calculo aritmético o del mundo real. Analisis calculatorio (AC): donde
las reglas del calculo son definidas, mas o menos explicitamente, y se aplican
independientemente de la reflexion de la existencia y naturaleza de los objetos
introducidos. Analisis Infinitesimal (Al): es caracterizado por los trabajos que implican

aproximacion (Gomez-Chacon et al., 2016).

A continuacién, presentamos en la tabla 1, una sintesis de los paradigmas que se

esperan activar en la presente investigacion.

Tabla 1.

Estudio de los Paradigmas del Dominio del Analisis Matematico en la derivada

PARADIGMA EXPRESION SIMBOLICA DESCRIPCION

Analizando desde un punto de vista
global, consideramos la percepcion de
la tangente graficamente.

El estudiante relaciona intuitivamente
la direccidn de la recta tangente con la
pendiente de dicha recta. Ademas, que
la recta tangente a la curva en el punto
P, se observa es la recta que pasa por
el punto P y tiene la misma direccion
que la curva alrededor del punto P.
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Analisis geométrico/

aritmético (AG) La recta tangente a la curva en un

punto puede ser identificada
observando el comportamiento de la
curva dada. De esta manera, el
estudiante visualiza la imagen e
identifica caracteristicas dadas. Hace
uso de sus saberes previos o0
referencial tedrico y construye un
concepto mas amplio de recta tangente
a una curva.

Si la derivada existe, relaciona la
, derivada en un punto con la pendiente
m = f(a) de la recta tangente en ese punto
Anadlisis calculatorio von o JOO—f(@ P(a, f(a)) (analiza desde una
(AC) fr@) = iﬂﬁ perspectiva puntual). Asi también
desde el punto de vista global, es la
percepciéon de la tangente como una
recta con una ecuacion.

El punto de vista local estd mas
relacionado con el paradigma del
Analisis Infinitesimal (Al). Siempre que
( ; el limite existe en el dominio de la
e e te , . fe+h)—f(x) funcion f en el intervalo ]a, b[ relaciona
Andlisis Infinitesimal fe)= }llf(}— a la funcién derivada como objeto que
(Al) permite hallar la pendiente de la recta
que es tangente a la grafica de una
funcién f en cualquier punto de abscisa

X.

1.4 Pregunta y objetivos de la investigacion

Teniendo en cuenta la problematica planteada con relacion a la derivada de una
funcién real de variable real e interesados en observar como los estudiantes

desarrollan su trabajo personal se plantea la siguiente pregunta de investigacion:

¢Cual es el trabajo matematico personal que realizan estudiantes de Ingenieria al
resolver tareas que promueven la interpretacion geomeétrica de la derivada de una

funcion real de variable real?

Para dar respuesta a las preguntas de investigacion, planteamos los siguientes

objetivos
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Objetivo General

Analizar el trabajo matematico personal que realizan estudiantes de Ingenieria
cuando resuelven tareas que promueven la interpretaciéon geométrica de la derivada

de una funcién real de variable real.
Objetivos especificos
Para lograr el objetivo general, establecemos los siguientes objetivos especificos:

e Estudiar la activacidon de las diferentes génesis en el trabajo matematico de los
estudiantes.

e |dentificar los paradigmas del analisis geométrico/aritmético (AG) y del analisis
calculatorio (AC) en el trabajo matematico de los estudiantes al desarrollar la

tarea.

1.5 Aspectos metodolégicos

Dado que a nuestra investigacion le interesa analizar qué conocimientos movilizan los
estudiantes en tareas que favorecen la interpretacion geométrica de la derivada de
una funcion real de variable real , consideramos que la investigacion de tipo cualitativa
es la que mejor se adecua a nuestro estudio, ya que Hernandez, Fernandez y Baptista
(2010) infieren que una investigacion cualitativa es aquella que estudia, describe
situaciones, hechos, interacciones y el comportamiento observado de los sujetos de
estudio. Ademas, afirman que, si en la recoleccion de datos no se realiza una

medicion numérica, entonces es del tipo cualitativa.

Dentro de la investigacion cualitativa consideraremos aspectos de la Ingenieria
Didactica, definida por Artigue (1995), quien la describe como “un esquema
experimental basado en las ‘realizaciones didacticas’ en clase. Es decir, sobre la

concepcion, realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefanza” (p. 36).

La observacion y la validacion de la secuencia, en este tipo de metodologia, es interna
luego de confrontar los resultados del analisis a priori y a posteriori y, como
mencionamos que nuestro interés es analizar los conocimientos que movilizan los
estudiantes en tareas que favorecen la interpretacion geométrica de la derivada de

una funcién, consideramos que esta metodologia es idonea para nuestro estudio.
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En ese contexto, presentaremos a continuacion las cuatro fases de la Ingenieria

Didactica que considera la autora: analisis preliminares, concepcion y analisis a priori,

experimentacion y analisis a posteriori y validacion relacionados con nuestro estudio.

Analisis Preliminares

Artigue (1995) refiere

que la fase de concepcidn se basa no solo en un cuadro tedrico didactico general

y en los conocimientos didacticos previamente adquiridos en el campo de estudio,

sino también en un determinado numero de analisis preliminares, como el analisis

epistemologico de los contenidos contemplados en la ensefianza. Los mas

frecuentes tocan el analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos, el analisis

de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos que

determinan su evolucion y el analisis del campo de restricciones donde se va a

situar la realizacién didactica efectiva (Artigue, 1995, p.38).

En el andlisis preliminar de nuestra investigacion, estudiaremos las siguientes etapas,

Desarrollaremos un analisis historico del objeto matematico “derivada de una
funcion”, considerando los hechos importantes que nos permitan comprender
el inicio y la existencia de la derivada, sucesos que nos informen cémo se fue
construyendo la derivada a través de la historia, qué hechos provocaron su
desarrollo, qué restricciones y dificultades afrontaron los matematicos desde
los inicios de la civilizacion para definir la derivada. El desarrollo de este
analisis se encontrara en el capitulo Il.

Analisis de las concepciones de los estudiantes sobre la derivada de una
funcién real, de las dificultades que emerjan y los obstaculos que determinan
su evolucién. En esta dimension, consideramos las investigaciones de
referencia que mencionan las dificultades de los estudiantes en el proceso de
ensenanza aprendizaje de la derivada de una funcién real.

Un analisis didactico, relacionado con la interpretacion geométrica de la
derivada de una funcion real y el efecto en la construccion de su conocimiento.
Para ello, revisaremos dos textos de Calculo Diferencial propuestos en el
silabo del curso de Matematica | y analizaremos especificamente como se
aborda la nocién derivada en estos textos y como se desarrolla la interpretacion
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geomeétrica de la derivada, de acuerdo con los lineamientos de nuestro marco

tedrico.
Concepcidn y analisis a priori
En esta fase, Artigue sefiala que,

...el investigador toma la decision de actuar sobre un determinado numero de variables
del sistema no fijadas por las restricciones. Estas son las variables de comando que
él percibe como pertinentes con relacién al problema estudiado. Nos parece Uutil, para
facilitar el analisis de una ingenieria, distinguir dos tipos de variables de comando: Las
variables macro-didacticas o globales, concernientes a la organizacién global de la
Ingenieria y las variables micro-didacticas o locales, concernientes a la organizacién
local de la Ingenieria. Es decir, la organizacién de una secuencia o de una fase
(Artigue, 1995, p.42).

En ese sentido, disefiaremos la secuencia de tareas que favorezcan la interpretacion
geométrica de la derivada de una funcién de variable real, en la que utilizaremos como
medio el software GeoGebra y estas estaran fundamentadas en el ETM de Referencia
en el dominio del Analisis Matematico. En estas tareas que seran propuestas a los
estudiantes, también desarrollaremos un analisis a priori de las posibles soluciones
de parte de estos, las estrategias que podrian utilizar para su resolucion, asi como

prever los errores que puedan tener durante su desarrollo.
Experimentaciéon

En esta fase, realizaremos la aplicacién de la secuencia de tareas que favorecen la
interpretacion geométrica de la derivada que fueron disefiadas en la fase anterior. Se
aplicara a 15 estudiantes que cursan primer afio de Ingenieria de Sistemas de la
Universidad Nacional de Moquegua, en un laboratorio provisto de computadoras para

poder hacer uso del software.

Analizaremos las acciones de los estudiantes al enfrentarse a la secuencia de tareas,
observaremos de forma exhaustiva el proceso, con una ficha de observacién se
tomara nota de todo lo que acontece y es en este momento donde se utilizaran los
instrumentos para recoger la informaciéon como fichas de tareas, archivos de

GeoGebra, archivos de video y fichas de observacion.
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Analisis a posteriori y validacion

En esta fase, realizaremos el analisis del trabajo matematico realizado por los
estudiantes al resolver las tareas dadas, esto bajo el contexto del ETM vy
procederemos a la confrontacién del analisis a priori y a posteiori para realizar la

validacion interna de acuerdo con la ingeniera didactica.
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CAPITULO II: ESTUDIO DE LA DERIVADA

En nuestra investigacion, abordaremos el estudio de la representacion geométrica de
la derivada de una de una funcion real de variable real y en este capitulo mostraremos
un resumen historico de la evolucion de la derivada de una funcién real de variable

real.
2.1 Aspectos histéricos del concepto de la derivada

Segun Vazquez y del Rincén (1998), la evolucion de la derivada no ha sido de forma
lineal, ya que avanzé con muchos cambios en el camino, los cuales se dieron luego
de la necesidad de retroceder y de muchas indecisiones que llevaron a los

matematicos a diferentes concepciones que se concibieron.

El concepto de la derivada nace con una serie de actividades matematicas
direccionadas a resolver problemas con el trazado de tangentes, problema de la
velocidad, el problema del area bajo una curva y el problema de maximos y minimos.
Estos problemas emergen en la época de los griegos, donde tres grandes
matematicos, como lo son Euclides, Arquimedes y Apolonio, delimitaron el camino de
las Matematicas, en el que desarrollaron grandes obras que permitieron a esa época,

entre los afios 300 al 200 a.C, ser llamada la edad de Oro de las Matematicas.
Vera (1970), citado en Pino-Fan (2014), declara que,

Al parecer, fue Euclides el primer matematico que utilizé la nocién de la recta
tangente; pues, en su libro Il de Euclides, de la gran obra de elementos de
Geometria, existen algunas definiciones y proposiciones relacionadas a la
tangente. Y considera, algunas de ellas:

Definicidn Il. Se dice que la recta es tangente al circulo cuando la toca 'y
prolongada no se cortan.

Definicion IV. Se dice que dos circulos son mutuamente tangentes
cuando se tocan mutuamente y no se cortan

Proposicién XVI. La recta perpendicular en el extremo de un diametro
cae fuera del circulo, entre esta recta y la periferia no se interpondra
ninguna otra y el angulo del semicirculo es mayor que cualquier angulo
rectilineo agudo y lo restante menor.

Proposicién XVII. Desde un punto dado trazar una recta tangente un
circulo dado.

Proposicion XVIII. Si una recta es tangente a un circulo y se traza el
radio el punto de contacto, este radio es perpendicular. (p, 72)
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Pino-Fan (2014) refiere que, Euclides en sus libros argumenta de manera sintética las
proposiciones propuestas. Utiliza la proposicion XVII del libro de Euclides y
describe el razonamiento de Euclides y que sintetiza en la Figura 6 que se muestra

posteriormente;

Sea el punto A el punto y BGD el circulo, tomes el centro E de éste y trace el segmento
AE; con centro en E y radio EA trace el circulo AZH; desde D trazar DZ perpendicular
a AE y una E con Zy con B. Por ser E centro de los circulos BDG y AHZ, las recta EA
y EZ son iguales y también ED y EB, luego las dos AE y EB son iguales a ZEy ED y
forman el angulo comun en E. Por tanto, DZ y AB son iguales e iguales los triangulos
DEZ y EBA vy, por consiguiente, el angulo EDZ sera igual al angulo EBA, y como el
angulo EDZ es recto, el angulo EBA también sera recto y por ser EB perpendicular
desde el centro en el extremo del diametro, la AB es tangente al circulo. (Pino-Fan,
2014.p.73)

Figura 6. Solucion de Euclides de la proposicion XVII
Fuente: Pino Fan (2014, p.73)
Estas descripciones ya dejaron de verse en libros posteriores de Euclides; por

ejemplo, en su libro IV, el matematico ya utiliza de manera implicita estas nociones

Luego del trabajo e Euclides, uno de los primeros referentes de la definicién de
derivada en la historia de las Matematicas aparece en las obras de Apolonio de
Pérgamo, el Gran Gedmetra de su época (262-190 a.C). El desarrollo problemas de

las tangentes en una de sus obras que se titula Tangencias.

Uno de sus problemas mas conocido al respecto es conocido como E/ Problema de
Apolonio: Dados tres elementos cada uno de los cuales puede ser un punto, una recta
0 una circunferencia, tracese una circunferencia que sea tangente a cada uno de los
tres elementos dados, donde la solucién de Apolonio no es exacta, pero con la

informacion brindada por Pappus es posible inferirla.

En el Libro Il de Las Cronicas de Apolonio de Pérgamo, se puede observar un estudio
relacionado a las tangentes de una coénica y en el V un estudio sobre maximos y

minimos y trazados sobre tangentes y normales a una seccion conica. Se puede
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observar que existe una gran similitud entre las concepciones sobre la tangente que

tiene Euclides y Apolonio.

En los afos 287,212 a.C, Arquimedes desarrolla sus trabajos utilizando el problema
de las tangentes de manera implicita, ya que utiliza la nocién de recta tangente y sus
propiedades para el trazado de poligonos circunscritos a circunferencias. Ademas,
pudo encontrar la recta tangente a la curva que lleva su nombre: La espiral de

Arquimedes, que da inicio a los métodos infinitesimales.

Después de estas contribuciones en la edad de oro de la Matematica, no hubo mas

contribuciones importantes hasta la edad media.

En el siglo XVI, se inicia el estudio del cambio y el movimiento de los filésofos T.
Bradwardine y R. Swineshead que estudiaron la latitud de formas, definieron el
movimiento uniforme, aceleracién uniforme en términos de tiempo y distancia,
conocida como la Regla de Merton. Este trabajo los llevo al planteamiento de varias

series finitas.

Basado en estos trabajos, Oresme presenta cinco nuevas ideas en el area de las
Matematicas: 1) La medida de diversas variables fisicas por medio de segmentos; 2)
Relacion funcional entre variables; 3) Una aproximacion a la introduccion de las
coordenadas mediante la representacién grafica de las relaciones funcionales; 4) La
constancia de la disminucién de la variacion en las proximidades de un extremo; 5)
Una sumacion continua para calcular la distancia del area bajo el grafico velocidad-
tiempo. Vale resaltar que en esos tiempos los resultados fueron determinados con
fundamentaciones de manera verbal o geométrica mediante la representacion de la

forma.

Los matematicos del siglo XVI retoman los trabajos referentes a los procesos de
variacion y los plantean desde la mecanica, en la que consideran los avances de

Eudoxo y de Arquimedes sobre el método de exhauston para hallar areas bajo curvas.

En este periodo, el rigor matematico toma mayor fuerza y buscan nuevas formas de
fundamentar los procesos matematicos, en la que estudian las relaciones del
movimiento, areas bajo curvas, recta tangente y maximos y minimos como procesos

de variacion.

Para la época, la intuicion y el razonamiento matematico fueron esenciales. Los

trabajos de Fermat, Descartes Galileo y Barrow fueron realzados en este tiempo por
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su rigurosidad, ya que los matematicos del siglo XVII se preocupan por resolver

problemas de cuadraturas y curvaturas.

D’ Lorenzo (1971) (citado por Vazquez y del Rincon,1998) menciona que a inicios del
siglo XVII la preocupacion era encontrar solucion a los problemas como: a) Encontrar
los limites de los elementos geométricos; b) Medir magnitudes y los elementos
“diferenciales”, asociados a las curvas superficies; C) Calcular las formas
indeterminadas; D) Evaluar el orden de las magnitudes de sumas parciales de series

divergente o de restos de series convergentes.

En los afios 1601 a 1665, Fermat desarrolla un método para dar solucién a problemas
de maximos y minimos, ya que no conocia él la definicion de limites debido a que su
trabajo se desarrollé de forma paralela al que vemos hoy en los textos. No considera
al limite, ya que su razonamiento es netamente algebraico y aqui se evidencia un
germen de la nocion de limite y derivada. Utilizé su método de valores propios a la

variable para determinar la tangente a una curva algebraica de la forma y=f(X).

Segun Pino-Fan (2014), en esta época surgen los problemas de diferenciacion bajo
el estudio del problema de la velocidad, el problema de la recta tangente, problemas
de maximos y minimos. Este trabajo desarrollado los llevaria mas adelante a los
diferenciales en el momento del calculo de fluxiones de Newton y el calculo diferencial

de Leibniz.

En los afios 1642-1717, Newton desarrolla un analisis cinematico en su libro de
cuadratura Curvarum. En 1671, Newton desarrolla su método de fluxiones que fue
publicado en 1736. Este retraso en hacerlo publico fue un motivo para aumentar

suspicacias sobre el autor de la invencion del Calculo.

La intencion es relacionar las cantidades variables con los cuerpos en movimiento.
Considera las variables x e y como cantidades que van fluyendo y que emiten
fluxiones p y g o velocidades de variacion y las simboliza con x e y respectivamente

y a la fluxion de la fluxion la denotaria con dos puntos.

En un primer momento, los describe como los infinitamente pequenos, luego Newton,
cambia las cantidades fluentes por la teoria de Razones primera y ultima, donde habla
de la razén primera de los incrementos nacientes o la razén ultima de incrementos,
los evanescentes, que juegan un papel muy importante en el desarrollo de la historia

de la derivada.
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Rey Pastor y Babini (1985) (citado en Vazquez y del Rincén, 1998) realizan una
descripcion, del método de Newton, inician con la presentacion del triangulo
caracteristico que se observa en la Figura 7; para luego, basado en esta informacion

desarrollar la descripcidén, como se precisa a continuacion:

Figura 7. Triangulo Caracteristico
Fuente: Vazquez y del Rincén (1998, p.90)

Considera el triangulo caracteristico mixtilineo (ver Figura 7), y, formado por
los incrementos MP, PN y el arco MN que compara con los triangulos MPN vy
MPT. Al coincidir N con M, la cuerda y el arco coinciden con la tangente y el
triangulo mixtilineo y evanescente MPN en su ultima forma semejante al MPT
y sus lados evanescentes MP, PN y MN son proporcionales a los lados del
triangulo MPT, donde las fluxiones de la abscisas, la ordenada y el arco son
proporcionales a los lados del triangulo MPT, o lo que es o mismo, a los lados
del triangulo MRM’, formado por la ordenada, la tangente y la sub-tangente,
pero esas fluxiones no son otras cosa que las razones de los incrementos
evanescentes (Citado por Vazquez y del Rincén, p 90).

Newton afirma al respecto, que “las razones ultimas en las que las cantidades
desaparecen no son realmente razones de las cantidades ultimas, sino los limites
hacia los cuales las razones de las cantidades decrecientes sin limite se aproximan
también y hacia las cuales pueden aproximarse tanto como cualquier valor dado, pero
gue no pueden pasarlas o alcanzarlas antes de que las cantidades sean disminuidas

indefinidamente” (Opera Omnia, citado en Vazquez y del Rincén, 1998, p.90).

Newton estaba interesado en la razén de cantidades, cuando estas tienden a cero se
aproximan a un limite. Con su invencion del método de fluxiones, nos entrega una

nocion de la derivada.

Segun Bos 1984 (citado por Pino-Fan, 2014), por los afios 1646 a 1716, Leibniz
desarrolla el calculo infinitesimal; y se baso en tres ideas: una filosofica relacionada
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con charcteristica generalis. Es decir, la creacion de un lenguaje simbodlico que
garantice la argumentacion y el razonamiento; la segunda relacionada con las
sucesiones de diferencias y; la tercera y mas importante fue el estudio del triangulo
de Pascal y el uso del triangulo diferencial para transformar las cuadraturas (ver figura
8).En esta figura , estudia el triangulo cc’d , situado en la curva de la figura, donde
ademas observa que es semejante al triangulo formado por la ordenada, la tangente

y la sub-tangente 6 la ordenada, la normal y la sub normal.

Figura 8. Triangulo Diferencial
Fuente: Pino-Fan (2014, p.97)

En base a todo esto, Leibniz incluye los simbolos [ y d. Verifica la relacién tiene
lados infinitesimales y se verifica la relacion (dx)? + (dy)? = (ds)2. Ellado ds sobre
el poligono o la curva se debe aproximar a la tangente a la curva en el punto (x,y),

se determina que la tangente de la recta estara dada por 42, en términos de los
dx

diferenciales. Leibniz nunca logré definir la derivada como un limite, ya que se le hizo
muy dificil trabajar con cantidades infinitamente pequefias y por ello no pudo

formalizar sus avances.

Newton y Leibniz utilizaron métodos parecidos a los utilizados por sus antecesores a
diferencia de Fermat, Descartes y Roverbal, que utilizaron un conjunto de reglas para
dar solucién a problemas concretos que Newton y Leibniz lo transforman en una regla
general para hallar tangentes y cuadraturas de la mano de algoritmos para calcular
magnitudes infinitesimales. Mantuvieron el rigor euclideo a pesar de tener
concepciones infinitesimales diferentes, ya que utilizaron cantidades infinitesimales
para agilizar sus demostraciones, para luego de ello regresar al rigor geométrico.
Utilizando este método fueron los primeros que desarrollaron el concepto de limite,
que en el siglo XIX los matematicos Cauchy y Weierstrass fundamentaran el calculo

infinitesimal.
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En 1696, otro gran matematico como es L Hopital escribe el primer libro de Calculo
titulado “Analyse des infiniment petit pour I'intelligence des lignes courbes”, donde
define: “Si se prolonga uno de los pequefios lados Mm de la poligonal que compone
a una linea curva, éste pequefio lado, asi prolongado, sera llamado la tangente de la
curva en el punto M o m” y para ello utiliza la curva Leizbiana. En la actualidad, se
conoce que este libro es la reproduccion de las clases particulares que impartiera

L "Hopitala Juan Bernoulli.

La poca claridad con las cantidades evanescentes y el uso de lo infinitamente
pequeno crea conmocion entre los matematicos de la época fue duramente criticado,
Berkeley y D’Alembert refieren que era necesario despojar al Calculo de su
metafisica. Luego fue Maclaurin intenta responder escribiendo su libro Teatrise of
fluxions de manera rigurosa desde un punto de visita geométrico y es ahi donde
presenta su mas famosa serie. Por su parte, Euler integra el calculo diferencial y el

método de fluxiones, dando origen al campo del Analisis.

Afos mas tarde, el matematico Cauchy rechaza el planteamiento de LaGrange
basado en el desarrollo de series de potencias del Teorema de Taylor y considera
importante el limite de D’Alembert, aunque para ser mas preciso le dio un enfoque

aritmético.

Cauchy deja de lado la Geometria, los infinitésimos de las velocidades de cambio y
logra definir el limite y, a partir de este concepto, define la derivada. Entonces, para
definir la derivada de una funcion y = f(x)conrespectoax, le adiciona un

. . . . +i)—
incremento Ax = i ala variable xy forma el cociente &x = fath 1)
Ay i

y al limite cuando

i — 0, de esta manera define la derivada de y con respecto a x, como esta definida
actualmente. Cabe resaltar que la notaciéon f'(x) que defuine a la derivada f'(x) =

“mw es una notacion propuesta por Lagrange en 1973.
h—0

2.2 Analisis didactico de los textos universitarios

En esta seccion de la investigacion, desarrollaremos un analisis de dos textos
propuestos en el silabo del curso de Matematica I, que son usados como libros de
consulta en la en la ensefanza de la derivada de una funcién real de variable real,

como son Espinoza (2012) y Mitacc y Toro (2009).
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Iniciamos observando el orden de los contenidos en cada texto, donde pudimos ver
que ambos abordan la nocién derivada como parte del calculo diferencial. A

continuacion, presentaremos el orden de los contenidos del capitulo donde aborda la
nocion derivada el texto de Espinoza (2012).

Figura 9. Orden de contenidos Capitulo 4.
Fuente: Espinoza (2012)
Se puede apreciar en el indice de este texto que en el capitulo cuatro se da inicio al
desarrollo de la nocién derivada, con una definicion de la derivada en la pagina 495,
que asumimos que ha de ser la definicion formal de esta nocién. Luego, en la pagina
498, desarrolla la interpretacion geométrica de la derivada, aparentemente de manera
muy escueta, ya que en la pagina 499 se refiere a dos definiciones y continda su
estudio con derivadas laterales, derivabilidad y continuidad, para luego abordar las

reglas de derivacion y otros topicos que se observan en la imagen.

De manera similar, presentaremos el orden de los contenidos del capitulo donde
desarrollan la derivada en el texto de Mitacc y Toro (2009),

CAPITULO 5: DERIVADAS

Derivada de una Funcion en un Punto..niineee 197
Interpretacian Geométrica de la derivada. ......cccciienionionrnoesan 199
Derivadas Laterales. .. .oouvrorriiinriorrrriiasisin s e 200
Recta Tangente y Recta Normal a una Curva en un PO, o sususs 204
Reglas de Derivacion. .....eeveeevrnes Ty T 206
Regala de la Cadena o Derivada de una Funcion Compuesta......... 209
Derivadas de Orden Superior...........o..oen S e RS 5o 22':.’.
Derivacion Implicita. ... ... '.:?/
Diferenciales......... L - I 235

Figura 10. Orden de contenidos Capitulo 5.
Fuente: Mitacc y Toro (2009)
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A diferencia del texto anterior, aqui se estudia a la derivada en el capitulo cinco, a
partir de la pagina 196. Se presenta, en la pagina 197, la definicién de la derivada de
una funcion en un punto, donde es mas precisa la informacién sobre la definicion que
presenta. Luego, desarrolla la interpretaciéon geométrica de la derivada en la pagina

199, continuando en la pagina 200 el desarrollo de los limites laterales.

Esto nos hace pensar que se toca la interpretacion de manera mas escueta que la
anterior, pero luego observamos que desarrolla la recta tangente y la recta normal a
una curva en un punto desde la pagina 204 a la 206 y continua con el estudio de
reglas de derivacion, lo que nos hace pensar que el autor vuelve a enfrentar a los

estudiantes con la interpretacion geométrica de la derivada o ejemplos relacionados.

Luego de observar los contenidos, analizamos en el extenso de los textos, como dan
inicio al estudio de nocion derivada y el detalle del desarrollo de la interpretacion
geométrica de la derivada. En la siguiente figura, se puede apreciar como abordan la

derivada los autores en los textos propuestos.

5 DERIVADA DEUNA FUNCION EN UN PUNTO
Definicicn 1. Sea f2 B — B una funcidn definida e el pumo o £ By,
Se dite gue [ es derivable ema si ol sipwiente limie

vy v dl0FE)=fla) .
e
exisle. 5 la funcion [ es derivable em a, f (0] g llams derivads de Jema L2
eotscion [ '{iz) se debe a Lagrange

Tamiién s usan |23 potaciones:

. df(xl .
O.fla). e M- fa)

¥ 4tz 5= deben a Cauchy, Ledbaiz v Newton, respectivamente,

Figura 11. Definicién de la derivada.
Fuente: Espinoza (2012) y Mitacc y Toro (2009) respectivamente.

Podemos apreciar que en ambos textos se presenta, como primera definicion, a la
derivada, pero en el texto de Espinoza (2012) esta dada de manera general y en el
de Mitacc y Toro (2009) se enfoca desde una perspectiva puntual, ya que la define en

un punto (a, f(a)).

Cabe resaltar que Mitacc y Toro (2009) presentan luego, como segunda definicion, a
la funcién derivada y Espinoza (2012), después de desarrollar la interpretacion
geométrica, considera una observacién del analisis en un punto de la funcion.

Podemos observar también en la figura que Mitacc y Toro (2009) les brinda a los
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estudiantes herramientas importantes que pueden ayudar a enriquecer su referencial
respecto a la notaciéon de la derivada, pero quizas no es el momento oportuno, ya que
bastante tiene el estudiante con afrontar una nueva nocién. En el caso de Espinoza

(2012), también brinda estas herramientas mas adelante.

En ambos textos, luego de ello, desarrollan la interpretacion geométrica de la derivada
y pudimos observar que Espinoza (2012) aborda, de manera muy sutil, el tema, ya
que presenta su definicion en la pagina 497 y un comentario relacionado a las
pendientes de las rectas con la pendiente de la recta vertical en la pagina 503 y no
desarrolla ningun ejemplo al respecto. Da mayor énfasis al desarrollo de aplicaciones

y desarrollos algoritmicos.

A continuacion, observamos cémo se enfoca la interpretacion geométrica de la

derivada el libro de Espinoza (2012).

Figura 12. Interpretacion geométrica de la derivada en Espinoza (2012).
Fuente: Espinoza (2012, p.497)
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Analizando la figura 12, podemos inferir que se observa que el texto presenta una
imagen impactante para ser el primer contacto con la derivada. Es una imagen
cargada de simbolos. El estudiante debe identificar y decodificar los simbolos que
aparecen en la grafica para lograr entender la definicion. Necesita hacer uso de un
referencial respecto curvas en el plano, rectas tangentes y secantes, pendiente de
una reta, pares ordenados, angulo de inclinacién. Segun (Gémez-Chacén et al., 2016)
la génesis semidtica es el proceso asociado con signos y representamen que permite
pasar de una perspectiva sintactica a una perspectiva semantica de objetos
matematicos organizada en la representacion semidtica. La génesis semidtica
proporciona el estado de los objetos tangibles y sus operaciones. En ese sentido se
espera que el estudiante active una génesis semiética empleando la representacién
grafica para representar a las pendientes de la recta, y una génesis instrumental
utilizando la férmula de pendiente para representar a la pendiente. También se define
cuando se trabaja con herramientas materiales, informaticas o simbdlicas, se
considera dos procesos y la utilizacion de las posibilidades que ofrece el artefacto y
el proceso de instrumentalizacion que parte del individuo, entonces también se espera
que active una génesis instrumental al hacer uso de la regla representada en las

rectas.

Propone al estudiante realizar un analisis de su registro grafico enmarcado en el

paradigma del analisis Geométrico (AG), para construir el nuevo concepto.

Quizas seria mas conveniente para el trabajo matematico del estudiante observarlo
en graficas diferentes. También se observa otra representacion que, es interesante
para el estudiante poder observar otra representacion de la pendiente de una recta
(como la tangente del angulo), en su representacion geométrica y su representacion
algebraica ya que esto permitira movilizar su referencial y activar una génesis
discursiva ya tendra mas herramientas para construir y asimilar el nuevo concepto, a
través de una génesis instrumental. Luego se observa la presentacion rigurosa de la
definicion de manera muy formal como la existencia del limite de una funcién; y
demostrando en lenguaje algebraico que la derivada de la funcion representa a la
pendiente de la recta lo que permitira que el estudiante active una génesis discursiva

Enmarcado en el paradigma del andlisis infinitesimal.

También hemos estudiamos y revisado como abordan la interpretacion geométrica de
la derivada en el texto de Mitacc y Toro (2009) y observamos que presenta una
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definicion en lenguaje algebraico inicialmente y luego en un lenguaje grafico, tal como

veremos a continuacioén en la figura siguiente.

53 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Consideremas una funcién f derivable en a, P(o; f{a)) e punto de tangencia y
(. (a + h; fla = k1) otro punto sebre Ja grafica de [ (Fig. 5.1}, La pendiente de
la recta secante ﬁ £s

_fla+k)-fla) fla+h)-fla)

My = =
g {e+h)~a f
Y‘}
LX
O,
1
: Z,
3 :
1
/\u/ o, : | e
a a+h X
Fig. 5.1

Se qbscrva en el grafico que cuando h - 0, el punto Qy varia sobre la grafica
tendiendo hacia P. Esto significa que los dngulos de inclinacion ay se apro'ximan
al 4ngulo a, donde « es el angulo de inclinacion de la recta tangente a la a.-a';'lca
de f en el punto P. Luego, las pendientes de las rectas secantes PQ, liendzru ala
pendiente de |a recta tangente a la graficade y = f(x) en el punto P. S

Mas concretamente,

. . fla+h)-
imme = i EEEDT@

Por tanto, f ‘(a) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f(

punto P(a; f(a)). x)Eiel

Figura 13. Interpretacion geométrica de la derivada Mitacc y Toro.
Fuente: Mitacc y Toro (2009, p.199)

Realizando un analisis de la forma de abordar el tema el texto Mitacc (2009), podemos
afirmar al igual que el texto anterior presenta una imagen que el alumno debe
decodificar haciendo uso de su referente tedrico, lo que también se espera es que el
estudiante active una génesis semidtica a partir de observar la representacién grafica
e identificar los pares ordenados de las rectas y construir la pendiente de la recta.
Para ello activara una génesis instrumental utilizando la férmula de pendiente como

herramienta para representarla.

A diferencia del texto anterior Mitacc (2009) presenta una grafica mas limpia, una
notacidon menos cagada de simbolos para el estudiante, luego vuelve a retomar la
grafica para senalar otras caracteristicas lo que puede evidenciar la activaciéon del
plano semidtico Instrumental. Presenta la demostracion haciendo uso de una génesis

discursiva y en lenguaje natural. Es interesante observar que a diferencia de la
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anterior aqui se presenta solo en su representacion grafica a la pendiente de una
recta (como la tangente del angulo), y no en su representacion algebraica. Luego se
observa la presentacion rigurosa de la definicion de manera muy formal como la

existencia del limite de una funcién al igual que el caso anterior.

Mitacc y Toro (2009) mas adelante vuelven a tocar el tema definiendo a la recta
tangente y a la recta normal a la grafica de la funcion en un punto. Es en este momento
donde desarrollan algunos ejemplos, que seguramente permitira que el estudiante

refuerce lo aprendido hasta el momento.

A continuacion, presentaremos el ejemplo n°13 de la pagina 205.

Ejgm[J,Io 13. Sea f{x) = 2 — x — x2. Determine la ecuacién de la recta tangente
a la grafica de f que es paralelaa larecta L:x — y—4=0. Nl

Solucién

o f+R) -
f'lx) = }llll"]) . f&) = Lig(x)(—l -2x—h)=—-1-2x

Como la recta L de pendiente m, = 1 es paralela a la recta tangente, entonces

mr=f'(x)=-1-2x=m, =1, de donde se obtiene que x = —1.

Asi, e:l punto de tangencia es P(—l;f(—l)) = P(—1;2). Por consiguiente, la
ccuacion de larecta tangente es Lp: x —y + 3 = Q.

Figura 14. Ejemplo N°13 sobre la interpretacion geométrica
Fuente: Mitacc y Toro (2009, p.205)

El autor solicita al estudiante que encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva
y le brinda otra recta paralela a ella, en ese sentido el autor espera que el estudiante
utilice su referencial respecto a rectas y curvas e interprete los datos dados, asi
también propone activar su nuevo referencial tedrico y activar una génesis
instrumental al utiliza la definicién para encontrar a la derivada de la funcién con el

proposito de identificar luego la pendiente de la recta tangente cuando x=-1.
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CAPITULO lll: PARTE EXPERIMENTAL Y ANALISIS DE LA
INVESTIGACION

En este capitulo, describiremos a los sujetos de investigacién, la planificacién de las

tareas, el analisis a priori y el analisis a posteriori desarrollado por los estudiantes.
3.1 Descripcion de los sujetos

El docente del curso de Matematica Il tiene la tarea de propiciar interacciones entre
el estudiante, el docente y el saber matematico puesto en juego. En este caso, la

interpretacion geométrica de la derivada.

En nuestra investigacion, la docente actua de investigadora y observadora al mismo
tiempo y es por ello que queda bajo de su responsabilidad el disefo de las dos tareas

propuestas.

La investigacion se desarrolla con un grupo de quince estudiantes de primer afio de
universidad de la carrera profesional de Ingenieria de Sistemas de la Universidad

Nacional de Moquegua.

En la presente investigacion, se analiza la produccién de dos estudiantes. En ese
sentido, necesitamos seleccionar dos estudiantes del grupo. Para ello seleccionamos

dos estudiantes, de entre los que mostraron interés en participar en la investigacion.

Aunque el grupo que participo de las actividades fue de quince estudiantes, como se
indicé en el parrafo anterior, se seleccion6 a dos de ellos. A quienes, para fines del

estudio, se les denomind A1 y A2.

A continuacion, en la tabla 2 se muestra la tabla con la informacién de los sujetos de

estudio.

Tabla 2.

Informacién de los sujetos

Nivel Carrera profesional Curso Nro. de estudiantes

Universitario Ing. de sistemas Matematica Il 15
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3.2 Descripcion de la secuencia de tareas

Se propusieron dos tareas para la investigacion, a las cuales denominamos, Tarea

exploratoria y la Tarea 1.y las organizamos de la siguiente manera ve Tabla 3,

Tabla 3.

Estructura de las tareas propuestas

Tareas Tarea Exploratoria Tarea 1
propuestas
Clasificacion P1 P2 P3 P4 P5 P6 P1 P2 P3
De preguntas
N° de items 1 1 3 1 2 3 3 3 5

Podemos observar que la tarea exploratoria tiene 6 preguntas y cada uno con sus

respectivos items. De manera similar la Tarea 1, contiene 3 preguntas con sus

respectivos items; para realizar un mejor analisis, dividimos esta tarea en tres partes:

Primera pare, lo que corresponde a P1, segunda parte, o que corresponde a P2 y

tercera parte lo que corresponde a P3.

Estas tareas fueron disenadas, orientadas a que el alumno realice comparaciones

con las rectas, asi como, que haga uso de sus diferentes representaciones, utilizando

sus ecuaciones, la relacione con la pendiente de la recta tangente a una curva. A

continuacion, en la tabla 3, se muestra la planificacion de las secuencias de tareas y

el tiempo utilizado en cada una de ellas.

Tabla 4.

Resumen de informantes y técnicas

Nombre Finalidad Tiempo Fecha

Tarea Reunir informacion sobre los conocimientos de

Exploratoria los estudiantes participantes en relacién a: recta
Yy Sus representaciones, recta secante y tangente,
pendiente de una curva, existencia del limite de
una funcién.

45 Del 07-13 de
minutos octubre

Tarea 1: Conjeturar lo que ocurre con la pendiente de una
recta secante a medida que se va reducido el
intervalo dado. Diremos que una funcién es
derivable en un punto si graficamente es
localmente indistinguible de una recta. Es decir,
si al elegir un punto e ir ampliando
sucesivamente, llegase un momento que no
pudiéramos distinguirlas.

100 Del 28 al 31 de
minutos octubre

Interpretacion
Geomeétrica
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Esta planificacion se llevo a cabo en dos encuentros de los estudiantes con el profesor
investigador. La tarea exploratoria se aplicé durante la primera semana de octubre

del 2019 y la Tarea 1 en la ultima semana de octubre del 2019.

En el proceso del analisis de sus productos, las respuestas se clasificaron de acuerdo
a los paradigmas en los cuales desarrollaron su trabajo los estudiantes al momento

de su resolucion de las tareas.

Todo este proceso sera grabado, fotografiado y la informacion sera recogida con

fichas de observacion y fichas de registro.
3.3 Tarea exploratoria

Es importante recordar que los estudiantes inician el desarrollo de esta nocién con
definiciones de diferenciabilidad, como preambulo a la interpretaciéon geométrica, y
para mejores logros del sujeto, seria importante refrescar o administrar saberes
previos, necesarios para la adquisicion de la nueva nocion. Es en ese sentido que,
para obtener una informacion mas especifica sobre los sujetos de estudio y conocer
un poco a los estudiantes con los que trabajaremos, les administramos una Tarea

exploratoria (ver anexo B).

Las respuestas de los estudiantes a esta tarea fueron muy importantes, ya que esto
nos permitid disefiar una Tarea 1 pertinente, lo mas ajustada a su realidad y que
permita al estudiante propiciar las mayores interacciones. A continuacion, en la Tabla
5, presentamos un consolidado de las respuestas dadas por los estudiantes a la

“Tarea Exploratoria” referida.

Tabla 5

Resumen de los resultados de la tarea exploratoria

PREGUNTA CONTESTADAS CONTESTADAS TOTAL
(Semejante a lo (Diferente a lo
esperado) esperado)

Rectas: Tangente y 13 2 15
secante.

Pendiente de una recta. 10 5 15
Calculo de la pendiente de 14 1 15
una recta.
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Identifican pendientes 13 2 15
positivas, negativas o que

no existen

Fundamentan la pregunta 1 14 15
anterior

Calculo de limites de una 15 0 15
funcién (algoritmos)

Identifica limite de una 9 6 15

curva (algoritmos)

Identifica limite de una 7 8 15
funcion

De estos resultados, podemos observar que la representacién grafica es el mas
utilizada por los estudiantes, ya que no se observé una definicidn representada
algebraicamente de la recta que identifique a la pendiente como parte importante de
ella; sin embargo, los 15 estudiantes conocen la formula para determinar el valor de
la pendiente de una recta, que en nuestro estudio es importante para poder formalizar

la interpretacién geométrica de la derivada.

Nuestra intencidn es explotar el modelo de la recta y sus representaciones a las que
estan mas familiarizados y crearles una idea intuitiva de la interpretacion geométrica
de la derivada. La tarea exploratoria nos ayudé a disefiar la Tarea 1, enfatizando en

el reconocimiento de la pendiente.
3.4 Tarea 1
Trabajemos con la Recta y analicemos la derivabilidad de una funcion.

Se observa, en el analisis de los textos desarrollados, que, a la hora de introducir la
nocion de derivada de una funcidén en un punto, se relaciona con el estudio del

problema de la recta tangente a la grafica de dicha funcién en dicho punto.

También se observa que la manera de introducir la interpretacion geométrica de la
derivada se da, de tal manera que el estudiante actua de forma pasiva e incentiva a
seguir indicaciones del autor, a retener algunos conceptos y visualizarlos como
proponen los textos. Es por ello, que sugerimos recordar aspectos importantes y
esenciales de la recta en el plano y sus representaciones, con la finalidad de que esto

no sea un obstaculo en la adquisicion de nuevos conceptos.

Existen definiciones de objetos como el punto, rectas y tangentes, que son muy

intuitivos y tienden a diferir entre la idea del estudiante y la definicion formal.
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Para nuestro estudio, consideraremos una funcidn cuadratica, a cuya grafica haremos
corresponder un punto (a, f(a)) que queremos aproximar con una recta en dicho
punto de la mejor forma posible. Tomamos un cierto valor h > 0 y consideramos el
punto de la grafica (a + h, f(a + h)) y luego lo relacionaremos con lo anterior, de tal

manera que obtenemos una recta L de pendiente m = fath 7@ haciendo tender h
h

a 0. Intuitivamente se observara que la grafica tiende a un solo punto, entonces la
pendiente de la recta que buscamos se corresponde con el siguiente

limite: lim£&P=f(@ o utilizando la variable X tendremos
h—0

equivalentemente: lim HO=Ha pe esta manera, definimos a la derivada con la

x—a X—a

f)—-f(a)

expresion f'(x) = lim y definiremos a una funcién derivable en un punto,

x—a XxX—a
como aquella que graficamente es localmente indistinguible de una recta. Es decir, si
al elegir un punto e ir ampliando sucesivamente, llegase un momento que no

pudiéramos distinguirlos.

Para lograr lo detallado, disefiamos la Tarea 1 (ver Anexo D) con la finalidad de
evidenciar las acciones de los estudiantes que activen la génesis semidtica, génesis
instrumental o génesis discursiva y con ello podamos identificar la activacion de los
planos verticales, asi como los paradigmas del dominio del Analisis en el que
resuelven las tareas solicitadas (Montoya y Vivier, 2015). Recodemos que nuestro
proposito es estudiar el trabajo matematico personal de los estudiantes de Ingenieria,
ya que queremos comprender como utilizan su referencial teérico, como ellos
interactuan, como se apropian del nuevo concepto, como es la interpretacion

geométrica de la derivada con ayuda del software GeoGebra.

En este sentido, proponemos a los estudiantes la Tarea 1. Organizada en tres partes
como se refirié anteriormente: la primera parte contiene tres items; la segunda parte
compuesta por tres items también; y la tercera parte contiene cinco items, disefiada

para ser desarrollada por los estudiantes en un tiempo de 100 minutos.

Esta tarea. fue aplicada en el laboratorio de Informatica de la UNAM. Se dio inicio a
la aplicacion, considerando 10 minutos mas para las indicaciones, reparto de la ficha
de tareas, el lapiz correspondiente, borrador y una regla. Luego de recogido los

productos estos fueron analizados.
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A continuacién, un analisis detallado de los productos de los estudiantes
seleccionados, que para fines de nuestro estudio llamaremos A1 a la estudiante
seleccionada y A2 al estudiante seleccionado. Luego, describiremos algunas de las
respuestas o procedimientos posibles de los estudiantes frente a las preguntas de la
Tarea 1y contrastaremos con los productos seleccionados. Es decir, desarrollaremos
un analisis a priori de la Tarea 1 y un analisis a posteriori de la Tarea 1 desarrollada

por los alumnos A1y A2.
3.5 PRIMERA PARTE DE LA TAREA 1

PRIMERA PARTE

v" Abra el archivo P1 de GeoGebra, realice
las indicaciones y responda las
siguientes preguntas:

a) ¢Qué cambios observa al mover el
deslizador?

b) ¢Qué relacion tienen con la recta?

c) ¢Observa cambios en la ecuacion de la

recta? Explique qué sucede.

Figura 15. items de la primera parte de la Tarea 1
Fuente: Anexo D y archivo GeoGebra
Nuestro propdsito, en esta primera parte, es que el estudiante reconozca elementos
matematicos relacionados a la recta y sus representaciones, lo que permitira activar

sus génesis respectivas en el proceso de construccion de nuevos conocimientos.

Para alcanzar nuestro propésito, la docente da inicio al experimento indicando la ruta
para ubicar el archivo P1 y solicita que lo abran. Enseguida, interactua con la clase
preguntando ¢Qué observan? y a continuacién solicita a los estudiantes mover el
deslizador y observar lo que sucede, para luego responder las preguntas planteadas

en la tarea.
Analisis a priori de la primera parte

Las respuestas esperadas y el analisis en el marco de la teoria, correspondiente a la
primera parte de la Tarea 1, que consta de tres items, la presentamos a continuacién,
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En el item a), se desea que el estudiante recuerde a la recta construida por un vector.
En esta pregunta, se les proporciona un deslizador al cual denominamos A, para que

manipulen y observen como varia el vector que formara la recta en el plano.

Esperamos en este item que el estudiante tome como representamen el cambio de
signo del parametro y realice un proceso de visualizacién para identificar infinitos
vectores paralelos y para ello debe hacer uso de su referencial teorico referente a
vectores paralelos. Para detallar estas observaciones, el estudiante puede utilizar lo

que puede detallar en registro de lengua natural.

Esperamos también que esta exploracidén con el deslizador le permita al estudiante
activar una génesis instrumental al construir diferentes representaciones del vector
director, utilizando como artefacto el parametro A, que lo ayudara a identificar

diferentes direcciones.

En ese sentido, esperamos como respuesta una representacion semiética de su

construcciéon ayudado de la representacion algebraica del vector y que reconozca un

vector AX en la misma direccién del vector v, de la forma AX = Av, V A€ R, ademas
que reconozca que podria formar una recta alineado con el punto Ay la direccién del
vector v. Con las acciones descritas, esperamos que su trabajo matematico privilegie

el paradigma del Analisis Geométrico.

Luego que los estudiantes analizan el item a), la docente da indicaciones a los
estudiantes para que habiliten en el archivo GeoGebra la representacion grafica de la
recta formada con el vector del item anterior y solicite a los estudiantes observar e

identificar qué relacion tiene el parametro con la recta formada por vectores.

De esta manera, pueden dar respuesta al item b), en el que esperamos la activacion
de una génesis semiodtica, tomando como representamen los valores del parametro A
que le permite visualizar la construccion de la recta, tomando su referencial tedrico

sobre vectores, suma de vectores y la recta para representarla vectorialmente.

Este referencial tedrico activara en el estudiante una génesis instrumental al
reconocer que un vector se puede expresar como una suma de vectores que puede
representar graficamente a través de una génesis semiotica, utilizando como artefacto
la regla del paralelogramo y con tratamientos con vectores le permitira construir la

representacion vectorial de la recta.

48



Ademas, haciendo uso de sus representaciones semioticas, se espera: una definicion

del vector: Sea AX un vector en la misma direccion del vector v, de la forma AX =

Ay, V A €R, se cumple: (ver figura 16)

Figura 16 Desarrollo esperado al item b)

De aqui podemos observar que se prueba que la recta que se construye con el
referencial teérico detallado, lo que no permite esperar la activacion de una génesis

discursiva:

L: (x,¥) = (x1,y1) + A(v, v2)

Se espera que en el registro de lengua natural afirme que A(v, v;) representa al
conjunto de vectores directores que forma la recta que en cualquier direccion por los

diferentes valores que tome construira la recta.

Las acciones esperadas de los estudiantes evidencian la activacion del Plano
Semidtico Instrumental y el Plano Instrumental Discursivo. Este proceso se enmarca

en el paradigma del Analisis Geométrico (AG) y Analisis Calculatorio (AC).

Luego que los estudiantes construyeron la ecuacidn paramétrica de la recta e
identificaron la relacion con el parametro A, la docente indica los pasos para que
puedan visualizar la ecuacion paramétrica de la recta con ayuda de las propiedades

del GeoGebra y finalmente puedan dar respuesta al item c).

Del item c), se espera que el estudiante, al realizar exploraciones con ayuda del
mouse, perciba los diferentes vectores que forman a la recta, activando de esta

manera una genesis instrumental.

También se espera que utilice la ecuacidn de la recta obtenida en el ejercicio anterior

para fundamentar su repuesta, que utilice como su representamen a la pendiente y
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active una génesis semiottica al explorar sobre el parametro A en la recta y de esta

manera pueda afirmar que recta no cambia de direccion.

Esperamos que identifique que A (v, v2) representa al conjunto de vectores directores,
que el vector director esta relacionado con la pendiente de la recta. Es decir, la

direccion de la recta en el plano denotado por “m” estara representada por m = 2y
V1

de esta manera que afirme que la pendiente de la recta sigue siendo la misma, a
pesar que los valores de vectores directores varian al ser multiplicados por el

parametro A .

Lo descrito, evidencia la activacién del plano [Sem-Ins], ademas al observar que el

trabajo matematico realizado privilegia el paradigma de Analisis Geométrico.

Analisis a posteriori de la primera parte

A continuacion, presentamos el analisis de los procedimientos desarrollados por los
estudiantes en base a las tareas solicitadas y, de acuerdo con este resultado, se
establece qué paradigmas privilegiaron los estudiantes. Cabe resaltar que, para el
analisis, ademas de la hoja de resultados, se consideraron las observaciones del

investigador, que actué como observador.

La tarea planteada en la primera parte se muestra a continuacion:

Abra el archivo P1 de GeoGebra, realice las indicaciones y responda las

siguientes preguntas:

Analisis de las respuestas de la estudiante A1 a la primera parte
Analisis de item a) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta del item a es la siguiente:

a) ¢Qué cambios observa al mover el deslizador?

Se observo que la estudiante A1 manipulé el deslizador), dandole todos los valores
posibles que le permite el artefacto Vale aclarar que primero son los valores positivos
y luego los valores negativos, esta accion evidencia la activacion de una génesis

instrumental y obtiene la siguiente figura.
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Figura 17. Manipulacion del artefacto realizado por A1

Las acciones de la estudiante A1 evidencian la activacién de una génesis instrumental
con el uso del artefacto y su construccion del conjunto de vectores con ayuda de su
referencial de vectores y rectas. Esto le permite conjeturar y validar sus afirmaciones.
Esta construccion le permite inferir que, dependiendo del valor del parametro,
cambiara y que se prolonga en el plano, pero no evidencia explicitamente el cambio
de signo, pero realiza un proceso de visualizacién a identificar que la recta se puede
construir con los elementos que observa. Estas acciones evidencian la activacion de
una génesis semidtica; entonces podeos inferir que la estudiante activo el plano

Semidtico Instrumental.

Sus afirmaciones explicitas las hace en el registro de lengua natural, tal como se

observa a continuacion en la figura 18.

Cambia las coordenadas, se prolonga el vector, formando una recta; si el vector crece
indefinidamente.

Figura 18. Reproduccion de la respuesta de A1 al item a) de la tarea 1

Estas acciones permiten evidenciar la activacion de una génesis semidtica e
instrumental, tal como se esperaba en el analisis a priori. Ademas, se observa que su

desarrollo matematico lo enmarca el paradigma del Analisis Geométrico.
Analisis de item b) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta propuesta en el item b) es la siguiente:

b) ¢Qué relacién tienen con la recta?
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La estudiante A1 activa su referencial tedrico sobre direccion de la recta, donde infiere
que la nueva recta formada por un vector y un punto y que la direccién no cambia, al
igual que la anterior, estas acciones nos permiten ver la activacion de una génesis
semiotica, y con el registro de lengua natural, expreso sus resultados tal como se

aprecia a continuacion en la figura 19.

Figura 19. Manipulacién del artefacto realizado por A1

La estudiante activa una génesis instrumental al manipular el mouse para visualiza
una recta, tanto graficamente como algebraicamente, pero confunde la ecuacién en
el punto pendiente de la recta con la ecuacion vectorial de la misma. Podemos afirmar
entonces la activacién de plano semidtico instrumental. A pesar de definir la
correctamente la ecuacion de la recta en un punto especifico, tal como que se observa

en su construccion a continuacion (ver figura 20).

Figura 20. Respuesta de A1 al item b) de la tarea 1
Es importante rescatar que presenta a la recta en su representacion vectorial, lo que

nos perite inferir que activa una génesis semiotica.

Analisis de item c) desarrollado por la estudiante A1

A continuacion, la pregunta correspondiente al item c)

c) ¢Observa cambios en la ecuacion de la recta de la recta? Explique qué

sucede.




La estudiante A1 activa una génesis instrumental para construir la recta como indicé
la profesora y luego, mediante la activacion de la génesis semidtica, identifica a la
recta en su forma algebraica, estas acciones evidencian la activacion del plano [Sem-
Ins], ademas ello le permite afirmar en el registro de lengua natural, lo siguiente (ver
Figura 21).

Figura 21. Respuesta de A1 al item c) de la tarea 1

Anadlisis de las respuestas del estudiante A2 a la primera parte
Al igual que la estudiante A1, analizamos las respuestas dadas por el estudiante A2.

Analisis de item a) desarrollado por el estudiante A2

El estudiante A2 activa una génesis instrumental, tal como esperabamos en nuestro
analisis a priori, ya que manipula el artefacto y realiza una construccion que le permite
percibir las diferentes representaciones de los vectores paralelos, tal como se observa
en su construccion (ver Figura 22).

Figura 22. Manipulacion del artefacto realizado por A2
Asi también activa la génesis semiotica esperada tomando como representamen el
signo del parametro y visualizar vectores paralelos con sentidos opuestos y lo detalla

en registro de lengua natural y algebraica, tal como se aprecia en la figura siguiente
(ver Figura 23).
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Figura 23. Respuesta de A2 al item a) de la tarea 1

Podemos afirmar que ambos estudiantes activan el plano [Sem-Ins] y privilegian el
registro de lengua natural, enmarcando su trabajo matematico en el paradigma del

Analisis Geomeétrico.
Analisis de item b) desarrollado por el estudiante A2

El estudiante A2 visualiza la recta graficamente y pregunta si debe expresarla
vectorialmente, luego inicia una exploracion con ayuda del artefacto A e infiere que
la recta no cambia de direccidn. Las acciones descritas permiten afirmar la activacion

de una génesis instrumental. A continuacion, sus construcciones (ver Figura 24).

Figura 24. Manipulacion del artefacto realizado por A2

Luego, el estudiante activa una génesis semiotica e infiere que la relacion que existe
entre ellos es de un multiplicador del vector director. Ademas, afirma que con ese
vector se construye la recta y expresa la ecuacion vectorial de la recta de forma

general, tal como se aprecia a continuacién (ver Figura 25).

Figura 25. Respuesta de A2 al item b) de la tarea 1
El estudiante, en este caso, no muestra la construccion de la ecuacién, pero la escribe

para inferir.
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Analisis del item c) desarrollado por el estudiante A2
El estudiante A2 activa una génesis instrumental al realizar exploraciones con ayuda

del mouse e interpreta el comportamiento de los vectores que forman a la recta y con
su referencial tedrico la ecuacién de la recta obtenida en el item anterior tome como
representamen a la pendiente que intenta visualizar qué sucede en la ultima expresion
obtenida al explorar sobre el parametro al afirmar la recta no cambia de direccion.

L . . b
Ademas, identifica la representacion de m = _ sjgue siendo la misma y visualiza que
a

la direccion de la recta no varia (ver Figura 26).

Figura 26. Respuesta de A2 al item c) de la tarea 1

Se observa que el estudiante A2 hace uso de representaciones semiodticas

matematicas en sus respuestas, a pesar de hacer uso del registro de lengua natural.

Las acciones evidenciadas y descritas en las respuestas permiten observar la
activacion del plano [Sem-Ins] en ambos estudiantes. Ademas, los procedimientos
utilizados y las observaciones desarrolladas privilegian el paradigma del Analisis
Geométrico/Aritmético (AG). En nuestro analisis a priori, también se considerd este
punto de vista, por lo que concluimos que las acciones y desarrollo presentados por

los estudiantes A1y A2 coinciden con el analisis a priori.

El analisis, de los productos de la primera parte del Tarea 1, permite inferir que ambos
estudiantes activaron la génesis esperada y el plano [Sem-Ins], privilegiando en su

trabajo matematico, el paradigma del analisis geométrico/aritmético (AG).
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3.6 SEGUNDA PARTE DE LA TAREA 1

SEGUNDA PARTE

v Siga las indicaciones y abra el archivo P2 de GeoGebra. Luego, responda las
siguientes preguntas:
a) Como se observa, puede
manipularse lo puntos P y Q
sobre la recta y su ecuacién
varia. ¢ A qué se debe eso?
b) Trata de eliminar “y” de la
ecuacion, fijarse con mover P y
Q ¢Te basta con mover uno?
Si necesitas precision, puede
utilizar el teclado e ingresar su informacion.

c) Coloca los puntos en forma vertical 4, Qué podrias afirmar sobre su pendiente?

Figura 27 items de la segunda parte de la Tarea 1
Fuente: Anexo D y archivo GeoGebra
Luego que los estudiantes han visualizado la recta vectorialmente, lo volvemos a
presentar esperando que identifiquen sus diferentes representaciones y su relacion
con la pendiente. Para ello, la docente indica la ruta para ubicar archivo de GeoGebra
P2, que contiene la segunda parte y solicita que lo abran. Interactua con la clase y
pregunta ¢ Qué observan?, ; Qué puntos?, ;Solo se puede expresar graficamente la
recta?, ¢Pueden encontrar su ecuacion?, ;Qué necesitan?, todo ello para que

retroalimenten sus saberes previos.

Luego indica explorar qué pasa si, mueven sélo un punto de la recta y si mueve ambos
y al final solicita regresar a la posicion original para que puedan responder la pregunta

planteada.
Analisis a priori de la segunda parte correspondiente al item a)

En respuesta al item a), se espera que el estudiante active su referencial teérico sobre
las representaciones de la recta y su relacién con la pendiente para responder. De
eta manera estara en la capacidad de observar los cambios en la ecuacion, lo que le
permitira activar una génesis semidtica, tomando como representamen la pendiente

de la recta que le permitira visualizar la recta en su forma grafica con intencién de
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convertirla y representarla en su forma algebraica, para de esta manera poder

visualizar los cambios en la ecuacion.

Este trabajo esta estructurado en el paradigma del Analisis Geométrico de la siguiente

manera:
Consideremos la ecuacion de recta en su forma mas basica:
L:y=mx+b

Segun la informacién dada, la recta pasa por los puntos P (0,6) y Q (4,0) y para
determinar su ecuacion de L necesitamos hallar su pendiente y e identificar el punto

de interseccidn con el eje de las ordenadas, de la que sabemos que m esta definida

por: m = ¥*~*1 En el caso particular de L, tendremos que m = 0 = —3/2 y que b=6,
x2—Xx1 4—0

por lo tanto, la representacion algebraica de la recta dada sera

3
L:y=—-x+6.Enese sentido, se espera que el estudiante afirme lo siguiente:
2

e Si Py Q se mueven sobre la misma recta L, no cambia en la ecuacién la
pendiente ni el punto de interseccion “b”.
e Si Py Q se mueven fuera de la recta dada y forman nuevas rectas, la

inclinacion de las rectas varian y por ende las pendientes varian.

Este proceso activa una génesis instrumental al manipular la recta para observar y
comprobar sus afirmaciones, en donde podemos evidenciar la activacion de una
génesis discursiva basada en su nuevo referencial y una prueba explorando en la

representacion grafica gracias al GeoGebra.

Luego que los estudiantes desarrollaron este trabajo matematico, la docente indica
cémo visualizar la ecuacion de la recta con ayuda de las propiedades del software y
de esta manera pueda corroborar sus resultados. En ese sentido, podremos afirmar
que dichas acciones evidenciaran la activacion del plano [Sem-Ins] y el plano [Ins-
Dis]. Este trabajo matematico se realiza en los paradigmas del Analisis Geométrico y

del Analisis Calculatorio (representacién algebraica de la recta).
Analisis a priori de la segunda parte correspondiente al item b)

Como se indicé en el item anterior, los estudiantes adquirieron un conocimiento nuevo

que aumentaron a su referencial respecto al software GeoGebra. Esto les permite
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obtener la representacion algebraica de la recta dada en su forma grafica, lo que

facilitara su analisis en esta pregunta.

El item b) fue disefiado con la finalidad de que se active una génesis instrumental,
considerando al mouse como artefacto que mueve la recta. Moviéndolo en diferentes
direcciones alrededor de un punto, se podran construir infinitas rectas diferentes, cada
una con una ecuacion diferente, en donde el estudiante explorara con la recta con la

“ye

intencidén de conseguir una recta cuya ecuacion no tenga a la variable “y”.

Estas acciones permiten activar una génesis semidtica en el estudiante al visualizar
diferentes direcciones que puede tomar la recta hasta qué sucede cuando no se

observa la variable “y”. Se espera, mediante la génesis semidtica y el uso de su

referencial tedrico, las siguientes observaciones:

e Se observa en el plano una recta horizontal con una sola variable (y) de la
formalL L:y = kconm = 0.
e De la misma manera, se observa el plano una recta vertical con una sola

variable (x) de la forma x = k. con m no definida.

Esperamos que los estudiantes afirmen que so6lo es necesario mover un punto, asi
como también se espera la activacion de la génesis discursiva al fundamentar sus
aseveraciones en su referencial tedrico de rectas. De tal manera que podemos
evidenciar la activacion del [Sem-Ins] y el plano [Ins-Dis]. Este trabajo matematico se

realiza en los paradigmas del Analisis Geométrico.
Analisis a priori de la segunda parte correspondiente al item c)

En respuesta al item c), se espera que el estudiante active una génesis instrumental,
al igual que el item anterior, pero esta vez solo construira una recta vertical y asi
activar una génesis semiética, tomando como representamen la pendiente de la recta
que le inducira a un proceso de visualizacion de la recta que la definira con ayuda de
su referencial como L : x = k. Este trabajo matematico esta en el marco del

paradigma del Analisis Geométrico.

En la pregunta anterior, ya se observa a la pendiente, entonces para afirmar que no
esta definida realiza un proceso de prueba en base a su referencial tedrico sobre

pendiente de una recta y se prueba de la siguiente manera:
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a) Sabemos que el valor de la pendiente se puede determinar haciendo uso

de la formula m = , en ese sentido activara una génesis instrumental
xX2—x1

en el estudiante al utilizar la formula como artefacto para construir la prueba
y luego esta prueba le permitira afirmar y fundamentar sobre la pendiente
haciendo uso del registro de lengua natural, lo que evidencia la activacién

de una génesis discursiva.

Consideremos dos puntos cualesquiera de larecta L : x = k Sean los

puntos P(x1,y1) Yy Q(x1,y2) € L entonces

m =Y =% por ello podemos afirmar que la pendiente es indeterminada.
X1—X1 0

b) Otra forma de comprobar que su pendiente es indeterminada es haciendo
uso de la definicién de la pendiente como el angulo de inclinacion. Segun
su referencial, activara una génesis semiética e interpretara a la pendiente
como el angulo que forma la recta L con el eje de las abscisas. Es en este
momento, al igual que el caso anterior, que se activara la génesis
instrumental al utilizar la férmula de la pendiente para realizar su prueba y
su referencial una génesis discursiva para fundamentar su prueba en el

registro de lengua natural.

Sea el angulo de 90°, conocemos que la pendiente también esta definida

Sen 90°
Cos90°

como: m =tana = tan90° =

!
0
Por lo tanto, podemos afirmar que la pendiente de la recta de la forma de la
forma x = k tiene pendiente indeterminada.

Esta prueba que permite su afirmacién, se realiza con ayuda de tratamientos

algebraicos y esto lo hara en el paradigma del Analisis Calculatorio.

Estas acciones evidencian la activacion el plano [Sem-Ins] y el plano [Ins-Dis] y el
desarrollo de las tareas se da en el paradigma del Analisis Geométrico (AG) y Analisis
Calculatorio (AC).
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Analisis a posteriori de la segunda parte

La tarea planteada al estudiante fue la siguiente:

Abra el archivo P2 de GeoGebra, realice las indicaciones dadas y responda las

siguientes preguntas:

Analisis de item a) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta del item a) es la siguiente

a) Como se observa, puede manipularse lo puntos P y Q sobre la recta y su

ecuacion varia. ¢ A qué se debe eso?

Se observé la activacion del proceso de visualizacion de la recta y, a través de la
génesis semidtica, la estudiante reconoce a la recta con su representacion algebraica
en su forma general, ademas que activa una génesis instrumental al mover los puntos
Py Q y construir diferentes rectas en el plano. Luego, activa una génesis semidtica al
visualizar como va cambiando la recta segun va cambiando la pendiente. Esto le
permite responder en el registro de lengua natural, tal como apreciamos en la figura

a continuacién (ver Figura 28).

Figura 28. Respuesta de A1 al item a) de la segunda parte

Analisis de item b) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta del item b) es la siguiente:

b) Trata de eliminar “y” de la ecuacion, fijarse con mover P y Q ;Te basta con
mover uno? Si necesitas precision, puede utilizar el teclado e ingresar su

informacion.

Se observé que la estudiante A1 activa la génesis instrumental al utilizar el mouse

para construir rectas en diferentes posiciones y haciendo uso de un lapicero,
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simulando ser una recta, comenta con sus compaferos que las rectas hacia arriba
positivas y hacia abajo negativas, refiere textualmente “a veces positiva, a veces
negativa’. Esto evidencia el reconocimiento de la pendiente de la recta, lo que
evidencia la activacion de su referencial tedrico que le permiti6 activar su
representamen y activar una génesis semiética al identificar las diferentes ecuaciones
de la recta. Aqui se evidencia la activacién del Plano Semidtico Instrumental, a

continuacion, algunas de sus construcciones (ver Figuras 29 y 30).

Figura 29. Manipulacién del artefacto (A1) Figura 30. Manipulacién del artefacto (A1)

Esta construccion utilizando en mouse que se convirtié en instrumento al permitir a la
estudiante construir la recta solicitada, permitié también utilizar la recta como artefacto
para que el estudiante pueda fundamentar, que en la recta vertical no se observa la
pendiente e interpretar la informacién utilizando representaciones algebraicas para
expresar a la recta obtenida, tal como se observa en su respuesta continuacion (ver
Figura 31).

Figura 31. Respuesta de A1 al item b) de la segunda parte.
Fuente: Anexo D y archivo GeoGebra

También podemos observar, que la estudiante activa una génesis semidtica al

relacionar las pendientes cero con la ecuacion obtenida.
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Analisis de item c) desarrollado por la estudiante A1

Continuacién la pregunta del item c)

¢) Coloca los puntos en forma vertical ¢, Qué podrias afirmar sobre su pendiente?

La estudiante, activa una génesis instrumental al construir la recta vertical solicitada,
con ayuda del mouse, quien, en este caso, representa al artefacto que se convirtié en
instrumento al permitirle al permitirle la construccién. Entonces la estudiante ya puede
visualizarla graficamente en el plano, y haciendo uso de su referencial sobre rectas,
identifica la pendiente de dicha recta y construye algebraicamente a la recta en su
representacion algebraica L: x=4, lo que evidencia la activacion de una génesis
semidtica. Estas acciones permiten afirmar la activacion del Plano Semitico
Instrumental. Luego, la estudiante A1 infiere verbalmente que la pendiente no existe
o es indeterminada, lo que le genera una duda, y desarrolla los siguientes calculos

que se muestra a continuaron en la Figura 32.

Figura 32. Respuesta de A1 al item c) de la segunda parte

Realiza tratamientos algebraicos y algoritmicos para realizar un proceso de prueba,
utilizando como instrumento a la formula para hallar la pendiente este proceso
evidencia la activacion de una génesis instrumental, y luego interpreta el resultado
utilizando su referencial tedrico sobe operaciones aritméticas, afirmando que la
pendiente es indeterminada. Estas acciones observar la activacion de una génesis
discursiva. En ese sentido podemos afirmar que la alumna A1 activo el plano [Sem-
Dis].

Analisis de las respuestas del estudiante A2 a la segunda parte

De manera similar, presentamos el analisis de las respuestas de los items a), b) y c)

del estudiante A2 a la segunda parte.
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Analisis de item a) desarrollado por el estudiante A2

Al igual que la estudiante A1, A2 activa una génesis semioética y visualiza a la recta y
la expresa en su representacion algebraica utilizando su referencial tedrico de la
ecuacion punto pendiente, donde estudia a la pendiente tal como se esperaba y
fundamenta que cambia si los puntos cambian, activando con esta accion la génesis
semidtica, entonces se observa la activacion del plano [Sem-Ins], a continuacién, la

respuesta detallada (ver Figura 33).

Figura 33. Respuesta de A2 al item a) de la segunda parte

También activa una génesis instrumental al mover los puntos P y Q. Considero a los
puntos como el instrumento que le permite verificar en el plano, utilizando su
referencial tedrico al respecto que le permitié corroborar con su ecuacién. Esta accion
evidencia la activacion de una génesis semidtica. Entonces podemos observar la

activacion del plano [Sem-Ins].
Analisis de item b) desarrollado por el estudiante A2

Al dar inicio a su trabajo, el estudiante lee la pegunta e infiere verbalmente que existe
un modelo de ecuacion para la recta donde no se observa a la variable “y”, pero que
no recordaba cual era. Asi que al igual que la estudiante A1, activd una génesis
instrumental y construy6 diferentes rectas en el plano. A continuacién, algunas de sus

construcciones (ver Figuras 34 y 35).

Figura 34. Manipulacion del artefacto (A2) Figura 35.Manipulacion del artefacto
(A2)
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Luego de observar su construccion, el estudiante activo su referencial tedrico sobre
rectas y defini6 que la recta que no tiene a la variable y esta definida en su
representacion algebraica x=A y ademas afirma que la pendiente no existe. Aqui se
puede observar la activacion de una génesis semiética. En ese sentido activada la
geénesis instrumental para construir las rectas y una génesis semidtica para interpretar
su resultado, podemos afirmar la activacion del plano [Sem-Ins]. A continuacion, su

afirmacién en registro de lengua natural (ver Figura 36).

Figura 36. Respuesta de A2 al item b) de la tarea 2

Estas acciones también son parte del analisis a priori.
Anadlisis de item c) desarrollado por el estudiante A2

El estudiante A2 activa una génesis semiotica tomando como representamen el
angulo de inclinacion de la recta y percibe la pendiente de la recta que representé
algebraicamente como “x=a”, lo que evidencia la activacién de una génesis semidtica.
Asi también, utiliza su referencial tedrico sobre la pendiente de una recta y el valor de
las funciones trigonométricas, también utiliza como artefacto la definicion de
pendiente como la tangente del angulo y construye la pendiente de la recta vertical
que forma un angulo de 90° con el eje x, estas acciones evidencian la activacion de
una génesis instrumental; por lo tanto inferimos la activacion del plano [Sem-Ins],tal

como se observa a continuacion (ver Figura 37).

Figura 37. Respuesta de A2 al item c) de la tarea 2

Por todas las interpretaciones y calculo aritméticos expuestos, en el analisis a
posteriori de la segunda parte de la Tarea 1; podemos inferir que: el trabajo
matematico realizado por los estudiantes A1y A2, en la segunda parte de la Tarea 1

esta estructurado en el paradigma del Analisis Geométrico/Aritméticos.
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3.7 TERCERA PARTE DE LA TAREA 1

TERCERA PARTE

v' Abra el archivo P3 de GeoGebra, utilizando la lupa amplie la imagen y responds

las siguientes instrucciones

a) ¢Puede hallar la pendiente de
la recta secante cuando B pasa
por x= 10?7 y 4Cual es el
incremento en x e y respecto al
punto A?
b) ¢Puede hallar la pendiente de
la recta
Secante cuando B pasa por x=
5?
c) Acerque el punto B hacia el punto A, ;,Qué cambios observa?
d) ¢Qué sucede con la recta secante cuando se proxima cada vez mas el punto B a
punto A? Amplie la imagen y halle la pendiente de la recta cuando el
Ax =1, Ax = 0.05, Ax = 0.005, Ax = h en un punto cualquiera. Explique.

e) ¢Podemos afirmar que en ese punto la recta y la curva se confunden?

Figura 38 Items de la tercera parte de la Tarea 1
Fuente: Anexo D y archivo GeoGebra
Esta tercera parte de la Tarea 1, también esta disefiada en el registro grafico, fue
hecho con la finalidad que los estudiantes activen la génesis semidtica y la génesis

instrumental y la génesis discursiva.

Las preguntas propuestas, permiten aproximar al estudiante a la interpretacion
geométrica de la derivada. Para dar respuestas a estas tareas, la docente indica a los
estudiantes la ruta para ubicar el archivo de GeoGebra P3, que contiene la Tarea 3 y
solicita abrirlo. Interactia con los estudiantes y pregunta ;Qué observan? y da

indicaciones sobre la lupa, que ayuda a maximizar o minimizar la imagen.
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Analisis a priori de la Tercera parte

Con la tercera pregunta, deseamos que el estudiante utilice el conocimiento adquirido
gradualmente en las preguntas previas y analice la recta secante a la funcion a f(x)
e interprete qué sucede con la recta a medida que se aproxima a ser una recta
tangente a la funcion f(x), considerando lo definido anteriormente que ser derivable
en un punto es parecerse a una recta localmente. En este caso, la recta a la que se

parece pasa por el punto (x1, f(x1)).
Analisis a priori de la tercera parte correspondiente al item a)

En los items a) y b), se espera que los estudiantes activen una génesis semiottica
tomando como representamen los puntos dados de la recta e interpreten la
informacion, tomando su referencial tedrico sobre pendiente de una recta y su relacion

con los incrementos y de esta manera construyan la pendiente solicitada.

Para dar una respuesta especifica, los estudiantes deben ubicar correctamente el
punto B. Por ejemplo, en el caso del item a), se debe considerar un incremento en x,
que son 8 unidades. Para poder ubicar correctamente el punto, utilizara el mouse que
le ayudara a construir su conocimiento lo que activara una génesis instrumental y
luego una génesis semidtica al interpretar L: y = 12x — 20, e inferir que la pendiente

de L es 12. Con estas acciones esperamos la activacion del plano [Sem—Ins].
De igual, manera sucedera en el item b).

Otra forma de hallar la pendiente es utilizando la formula de la pendiente como
artefacto. Ello evidencia la activacion de la génesis instrumental realizando

tratamientos algebraicos y se puede obtener la pendiente de la siguiente manera:
Para el item b) tenemos:

Sean los puntos A(2,4) y B(10, f(10))

100—4 96 . . . .
= = _ =12, al visualizar este proceso, el estudiante debe relacionar los
10-2 8

. . A . 2
incrementos con los valores de la pendiente % = >, esta nueva representacion que
8 Ax

le dara el estudiante permitira la activacion de una génesis semiética. De tal manera

que el estudiante vuelve a activa el plano [Sem-Ins].

Se observa que el trabajo esperado se estructuro en el paradigma del Analisis

Geométrico/aritmético.
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Analisis a priori de la tercera parte correspondiente al item b)

Tenemos:
25—-4 21 . .
=_" =_=3Aligual que la pregunta anterior, esperamos que represente la
5-2 7

. . . A
pendiente con los incrementos con los valores de la pendiente 2L = = esta nueva
7 Ax

representacion que le dara el estudiante permitira la activacion de una génesis

semiotica. De tal manera que el estudiante vuelve a activa el plano {Sem-Ins].
Analisis a priori de la tercera parte correspondiente al item c)

En respuesta al item c), se espera que el estudiante active una génesis semiotica,
considerando como representamen la variacion del incremento en x Ax, que utilice la
representacion semidtica Ax paraindicar un incremento infinitesimal de x y a partir del
uso de su referencial tedrico sobre rectas, limites y aproximaciones interprete lo que
sucede con la recta, ello evidencia la activacién de una génesis semiodtica, luego
visualice el acercamiento del punto B hacia el punto A y perciba esa aproximacién
como incrementos infinitamente pequefios, accién que nos permite afirmar la
activacion de la génesis instrumental, donde el punto B es utilizado como artefacto
para construir diferentes rectas secantes, lo que evidencia la activacién de una
génesis instrumental. Las acciones descritas evidenciaran la activacion el plano [Sem-
Ins]. Se espera también que el estudiante afirme que los incrementos se van haciendo
infinitamente pequefos y la recta tangente va aproximandose a ser una recta
tangente. Puede activar otra génesis semiotica al detallar La respuesta en el registro
de lengua natural, ademas de una solucién haciendo uso de signos, definiciones y

representaciones para formalizar lo analizado, tal como se muestra a continuacion,
Sean f una funcion continua en f:]a,b[ - R ,consideremosun x €1 =]a,b[

Sean A(xy, f(x1)) y B(xz, f(x2) los puntos de interseccion de la recta secante a la

funcion f = x2, definiremos a los incrementos en x e y estan dados por:
Ax =x2, —x1 , Ay =y —y1, VAER.

Se observa que, si B toma valores cada vez mas préximos al punto A, los incrementos
tienden a ser muy muy pequenos. Es decir, tienden a ser cero; Ax — 0, Ay - 0y
tendremos una recta que pase por los puntos nuevos A(x1, f(x1)) y B(x1, + Ax, f(x1 +
Ax)).

67



Se observa que, este trabajo se desarrolla en el paradigma del Analisis Geométrico.
Analisis a priori de la tercera parte correspondiente al item d)

Para el item d), se espera que el estudiante utilice su referencial teérico sobre
incrementos y aproximaciones para activar una génesis semiotica, considerando
como representamen al incremento de x: Ax y le permita visualizar que los valores de

los incrementos son cada vez mas pequefos.

También se espera la activacion de una génesis instrumental en el proceso de
construccion de diferentes rectas con puntos de interseccion a la curva C cada vez
mas cerca, llegando a confundirse. Para ello, es necesario utilizar otro artefacto: la
lupa del GeoGebra para ampliar la imagen y le permita construir una recta casi
indistinguible de la funcidn f, lo que debe activar su referencial teérico sobre funciones
continuas y derivables que define que una recta y la curva son indistinguibles, donde
la curva es derivable, lo que le permite afirmar que la funcidon f es derivable. Estas

acciones evidencian la activacion del plano [Sem-Ins] y [Ins-Dis]

Se espera también que haga uso de tratamientos algebraicos para obtener los valores
numeéricos de las pendientes solicitadas, lo que lo lograra utilizando a la férmula como
artefacto. Este trabajo desarrollado se enmarca en el paradigma del Andlisis
Geométrico (AG).

Haciendo uso de su referencial teérico se fundamentara en el registro de lengua
natural que cuando el Ax se hace mas pequefio la recta secante va pareciendo una

recta tangente a la curva f(x).

Después de las acciones anteriormente descritas, el alumno puede identificar

m=02=vD _ %% yAx Ay €R

X2,—X1 Ax
i. ml = M = E
2+1)-2 1
i m3 = [@H005-f(») _ 02025
(2+0.05)—2 0.05
i m4 = J@H0005)-f(2) _ 0.020025
(240.005)—-2 0.005

iv.  Entonces la pendiente de una recta en un punto cualquiera de f(x),sera:

Consideremos A(x1, f(x1)) con Ax = h,

_ flath)=f(x1)
(x1,+h)—x1,

mh
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mh = flxa+h)=f(x1)
x1,+h—x1,
x1+h)—f(x

mh = [+ —=f(x1)

h

La pendiente mh es la pendiente de la recta secante que se confunde con una recta
a la curva f(x) en el punto B, cuando B se aproxima al punto A implica que x2, = x1, su
incremento en x se va haciendo infinitamente pequefio casi indistinguible. Es decir, si

Ax = h, h - 0 esta relacionado con el limite de una funcion.

Estas acciones evidencian la activacion de una génesis semidtica que con ayuda de
su referencial tedrico respecto pendiente, incrementos y limite de una funcion realiza
tratamientos algebraicos, ademas se espera la activacién de una génesis instrumental
en dos acciones: al hacer uso del software para ampliar la imagen y poder visualizar
la recta que pasa por dos puntos cada vez mas cercanos y al utilizar la formula de la
pendiente como artefacto para determinar el valor de la pendiente con los diferentes

incrementos solicitados.

También esperamos la activacion de una génesis discursiva para fundamentar sus
respuestas basadas en su referencial tedrico, lo que evidencia la activacion del plano

[Sem-Ins]. Se espera que los estudiantes clasifiquen su trabajo en el paradigma AG.

Analisis a priori de la tercera parte correspondiente al item e)

En respuesta al item e), esperamos que el estudiante active su referencial tedérico
adquirido anteriormente y las definiciones de derivabilidad para fundamentar que la
pendiente alrededor del punto es la misma la grafica visualizada en el plano donde la
curva es confundida con la recta representa a una funcion derivable. Esto evidencia

la activacion de una génesis semiotica.

Analisis a posteriori Tercera Parte

La tarea planteada al estudiante fue la siguiente:

Abra el archivo P3 de GeoGebra, utilizando la lupa amplie la imagen y responda las

69



Analisis de item a) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta del item a) fue la siguiente:

a) ¢Puede hallar la pendiente de la recta secante cuando pasa por x= 10?7 y ;Cual es

el Cual es el incremento en x e y respecto al punto A?

Se observod la activacion de la génesis instrumental cuando la estudiante manipula el
punto buscando que el punto B tome el valor de su abscisa igual a10 y luego construya
la recta secante haciendo uso de su referencial respecto a rectas que activara una
génesis semidtica para interpretar sus resultados, esto evidencia la activacion del

plano [Sem-Ins], a continuacién, en la Figura 39 observamos trabajo realizado

Figura 39. Manipulacion del artefacto realizado por A1

En su trabajo también se observa que utiliza la formula de la pendiente de la recta
para determinar el valor de la pendiente de dicha recta, entonces observamos que

utilizo la formula como utilizando como artefacto y activo una génesis instrumental.

La estudiante A1 consultd a la profesora si puede determinar lo solicitado utilizando
la funcién cuadratica, entonces se observa la activacion de la génesis semidtica al
interpretar la funcién de la parabola para determinar el punto que pasa por x=10 y
luego con tratamientos algebraicos, con ayuda de la formula de pendiente de una
recta, determina el valor del pendiente de la recta solicita, tal como se aprecia en su

trabajo realizado (ver Figura 40).
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Figura 40. Respuesta de A1 al item a) de la tercera parte de la Tarea1

Analisis de item b) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta del item b) planteada es la siguiente:

b) ¢Puede hallar la pendiente de la recta secante cuando pasa por x= 5?

Se puede observar que el procedimiento de la estudiante es el mismo que en la

pregunta anterior, tal como lo vemos a continuacion (ver Figura 41).

Figura 41. Respuesta de A1 al item b) de tercera parte de la Tarea 1

En este caso, la alumna utilizé su nuevo referencial adquirido en la pregunta anterior,
que le sirvio como un instrumento para obtener la respuesta y la interpretacion de sus
resultados evidencia la activacion de una génesis semiética. En ese sentido, también

se evidencia la activacion de del plano [Sem-Ins].
Analisis de item c) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta del item c) es la siguiente:

c) Acerque el punto B hacia el punto A, ;Qué cambios observa?

La estudiante activa una génesis instrumental al aproximar el punto B hacia el punto
A, construyendo diferentes rectas secantes. Infiere en su respuesta que existe una

aproximacion del punto en este momento, donde la estudiante activa una génesis
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semiotica al percibir esa aproximacion y haciendo uso de registro de lengua natural

detalla su respuesta que se aprecia a continuacion (ver Figura 42).

Figura 42. Respuesta de A1 al item c) de la tercera parte de la Tarea 1

Analisis de item d) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta propuesta del item d) fue la siguiente:

d) ¢Qué sucede con la recta secante cuando se préxima cada vez mas el punto B al

punto A? Amplie la imagen y halle la pendiente de la recta cuando el Ax =1,

Ax = 0.05, Ax = 0.005, Ax = h en un punto cualquiera. Explique

La estudiante A1 activa una génesis instrumental manipulando el mouse, de tal
manera que acerca el punto B a 0.05 cm de distancia sin perder de vista lo que

acontece y construye el grafico siguiente (ver Figura 43).

Figura 43. Manipulacion del artefacto realizado por A1
Luego, hace llegar una observacion al docente referente al hecho que la distancia
entre los puntos cada vez es mas pequefia. Por ello, aseveramos que activd una

genesis semiotica luego de la visualizacion de esta aproximacioén e interpretarla. Estas

acciones evidencian el plano [Sem- Ins].
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La estudiante continua explorando y utiliza la lupa como artefacto que le permitira
ampliar este pedazo de recta y realizar afirmaciones, en ese instante activa la génesis
instrumental. Luego de, un proceso de visualizacién, donde observa muy
entusiasmada que la recta y la curva no se distingue, infiere, utilizando su referencial,
que es continua y por lo tanto es derivable, estas acciones sefialan la activacion del
plano [Sem-Ins]. A continuacién, se aprecia su respuesta en el registro de lengua

natural (ver Figura 44).

Figura 44. Respuesta de A1 al item d) de la tercera parte de la Tarea 1

Analisis de item e) desarrollado por la estudiante A1

La pregunta del item €e) es la siguiente:

e) ¢Podemos afirmar que en ese punto la recta y la curva se confunden?

Se observa que luego del trabajo realizado por la estudiante; para responder a la
pregunta anterior, y utilizando su referencial sobre derivabilidad, interpreta sus
resultados y los refiere en el registro de lengua natural, tal como se aprecia a

continuacién (ver Figura 45).

Figura 45. Respuesta de A1 al item €) de la tercera parte de la Tarea 1

Podemos afirmar que las acciones descritas en esta pregunta, evidencian la

activacion de una génesis semidtica.
Analisis de las respuestas del estudiante A2 a la tercera parte

De manera similar que los anteriores, presentamos un analisis de las respuestas de

brindadas por el estudiante A2 a la tercera parte de la secuencia de tareas.
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Analisis de item a) desarrollado por el estudiante A2

El estudiante A2 activa su referencial teérico sobre rectas en el plano y activa la
geénesis instrumental utilizando como artefactos a los puntos con los que explora y
construye una recta que pase por x=10, asi también activa una génesis semidtica al
representar sus resultados, a continuacion, se muestra una de sus construcciones
(ver Figura 46).

Figura 46. Manipulacién del artefacto del alumno A2

Asi también activa una génesis semidtica, tomando como representamen los
incrementos Ax y Ay lo relaciona con la pendiente de la recta. Todo ello con ayuda de
su referencial tedrico sobre pendiente de una recta, lo que le permite inferir en el

registro de lengua natural lo siguiente (ver Figura 47).

Figura 47. Respuesta de A2 al item a) de la tercera parte de la Tarea 1

Analisis de item b) desarrollado por el estudiante A2

El estudiante A2 realiza las mismas acciones en el desarrollo del ejercicio anterior,

como se puede observar a continuacién en la Figura 48.
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Figura 48. Respuesta de A2 al item b) de la tercera parte de la Tarea 1
Podemos afirmar que el estudiante A2, utiliza lo aprendido en la pegunta anterior y lo utiliza
como artefacto para dar solucion mecanica a esta pregunta. Se evidencia la activacion de

la génesis semiodtica. Podemos afirmar que no se activa ningun plano.
Analisis de item c) desarrollado por el estudiante A2

El estudiante infiere verbalmente que se aproxima tanto que aparentemente cortara
en un punto. Ademas, recalca que siempre existira distancia entre esos puntos. Activa
una geénesis instrumental, al igual que la estudiante A1, y una génesis semiotica

utilizando como representamen el incremento (ver Figura 49).

Figura 49. Respuesta de A1 al item c) de la tarea 3 de la tercera parte de la Tarea 1

Podemos observar que en el registro de lengua natural expresan sus conocimientos,

ademas que por las acciones descritas se evidencia la activacion del plano [Sem-Ins].
El trabajo de los estudiantes esta estructurado en el paradigma (AG).
Analisis de item d) desarrollado por el estudiante A2

El estudiante A2, con ayuda de su referencial teérico sobre aproximaciones, activa
las génesis instrumentales esperadas. También activa una génesis semiética
tomando como referencia el incremento en x observando que esas aproximaciones

tienden a ser cero, lo que evidencia la activacion del plano [Sem-Ins] (ver Figura 50).
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Figura 50. Manipulacion del artefacto realizado por A2

Ademas, desarrolla los tratamientos algebraicos necesarios, ya que activa una
génesis instrumental con el artefacto lupa para visualizar la recta activando una
génesis semiodtica, lo que le permite afirmar que la recta y la funcién f son casi
indistinguibles y afirma que esta frente a una funcién derivable, fundamentado en su
referencial tedrico de derivabilidad de funciones. Se evidencia entones que activo el
plano [Ins-Dis]. A continuacion, mostraremos los tratamientos algebraicos realizados
que le permiten al estudiante generalizar la pendiente haciendo uso de su referencial

tedrico (ver Figura 51)

Figura 51. Respuesta de A2 al item d) de la tercera parte de la Tarea 1
Analisis de item e) desarrollado por el estudiante A2
El estudiante A2, al igual que A1, utiliza lo aprendido en la respuesta anterior

referencial tedrico sobre definiciones de derivabilidad y los representa haciendo uso

del registro de lengua natural, activando una génesis semiética, (ver Figura 52).

Figura 52. Respuesta de A2 al item e) de la tercera parte de la Tarea 1

76



Con el referencial tedrico adquirido, formalizamos la interpretacion geométrica de la
derivada, tomando como representamen a la pendiente de la recta tangente que pasa
por los puntos A(x1, f(x1))y B ((x1, + h), f(x1 + h)), con h real para que sea una recta
tangente tomamos un h — 0 y visualizamos la pendiente de dicha recta de dos

maneras.

v" En su presentacion algebraica, m esta definida por:

m= v2=y1 _ fxa4+h)—f(x1) _ flxa+h)—f(x1)
X2—X1 (x1,+h)—x1, h

v" En su representacion vectorial, m esta definida por:

v2
m="",

V1

donde v,v; son coordenadas del vector director de la recta, por lo que el vector

director estara representado por:

AB =B — A= ((x1,+h),f(x +h)),—((x1, f(x1)) = (b, f a1 + h) = f(x1))

Conocidas ya las componentes del vector director, podemos representar a la

pendiente como:

Como h — 0, entonces podemos representar la pendiente de la recta tangente como:

pendiente de la recta tangente = m; = lim fOo, + h})l —f(a)
h—0

Y nuestro referencial tedrico nos permite visualizar a la definicién de la derivada.

fOa +h) —flx) _
h

f(x) = lim ¢
h—0
Por lo tanto, la derivada de una funcién f representa a la pendiente de la recta

tangente a la funcién f en un punto.

De manera similar a la segunda parte, después de todo lo expuesto, en el analisis a
posteriori de la tercera parte de la Tarea 1; podemos afirmar los estudiantes A1y A2
privilegian el paradigma del Analisis Geométrico/Aritméticos en su trabajo matematico

desarrollado en la tercera parte de la Tarea 1.
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Asi, también pudimos observar que el analisis a posteriori desarrollado concuerda con

el analisis a priori esperado.

3.8 Resultados Finales

En la tabla 6 a continuacion, se muestra un resumen de las acciones desarrolladas

por los 15 estudiantes que fueron sujetos de esta investigacion:

Tabla 6.

Resumen de los resultados de la Tarea 1

Activacion  Activacion Activacién Planos Paradigmas
de de de verticales privilegiados
Génesis Génesis Génesis activados
Semidtica  Instrumental Discursiva Geomé- Analisis
trico/ Calculato-
Aritmé- rio
tico
PRIMERA 8 7 0 [Sem-Ins] 3 0
PARTE
[Sem-Ins] 3 0
SEGUNDA 11 8 1 [Ins-Dis]
PARTE
TERCERA 12 9 1 [Sem-Ins] 5 0
PARTE [Ins-Dis]

En términos generales, podemos inferir que el trabajo matematico desarrollado por
los estudiantes en respuesta a la primera parte de la Tarea1, se identificé ocho
acciones de los estudiantes que activaron una génesis semiotica, asi como siete
acciones activaron una génesis instrumental. Diez acciones evidenciadas, también
formaban parte del analisis a priori. En esta parte del trabajo los estudiantes activaron
el plano [Sem-Ins], donde ademas privilegian al paradigma del Analisis Geométrico

(AG), que es el paradigma esperado.

De manera similar, podemos afirmar que, en el analisis de la segunda parte de la
tarea 1, se identificaron once acciones de los estudiantes que activaron una génesis
semidtica, ocho acciones que activaron génesis instrumentales y una accion que
activd una génesis Discursiva. En esta parte, los estudiantes consiguen activar el
plano [Sem-Ins] y el plano [Ins-Dis]. Se observa que el trabajo de los estudiantes fue

estructurado en el paradigma del Analisis Geométrico.
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Asi también el trabajo matematico de los estudiantes en la tercera parte, de la Tarea
1, fue clasificado en el paradigma del Analisis Geométrico. En este trabajo se pudo
identificar doce acciones de los estudiantes que activaron la génesis semidtica, nueve
acciones que activaron génesis instrumentales y una accién que activo una génesis

Discursiva. Logrando de esta manera activar el plano [Sem-Ins] y el plano [Ins-Dis].
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CONCLUSIONES

El estudio del trabajo matematico, de estudiantes de Ingenieria cuando resuelven
tareas orientadas a la interpretacién geométrica de la derivada, es tema de la presente
investigacion. Con el afan de desarrollar este estudio, de manera pertinente
consideramos como marco tedrico la teoria del Espacio de Trabajo Matematico (ETM)
de Kuzniak (2006), teoria de la cual utilizamos aspectos muy utiles para nuestro
analisis, como son las génesis del ETM y la activacion de los planos verticales,
paradigmas del analisis y los ETM personales. Todos ellos, fueron herramientas que
nos permitieron enriquecer el analisis realizado.

Haciendo uso de estos aspectos, logramos identificar las acciones de los estudiantes,
que activaron las diferentes génesis del ETM. Asi también, que planos verticales
lograron ser activados, motivados por las dos tareas propuestas. Para finalmente
clasificar el trabajo matematico personal de los estudiantes en el paradigma del

Analisis Geométrico/Aritmético.

Otro aspecto importante en esta investigacion ,es el software utilizado como
herramienta mediadora, llamado GeoGebra; el cual tuvo como propédsito que el
estudiante interaccione con este y pueda observar, de manera dinamica, la
construccion de la recta y sus diferentes representaciones, los cambios de
pendientes de las rectas asi como la aproximacion de la recta secante a una curva,
en la que pudieron manipular los objetos matematicos y observar los cambios
buscando crear sus estrategias para identificar a las pendientes de las rectas

manipuladas y tomar decisiones que crean convenientes.

Se estudiaron investigaciones referidas que sustentan que el uso de un software
facilita en el estudiante la construcciéon del conocimiento, particularmente Ruiz,
Codrdova y Rendon (2014) resaltan lo importante que el uso de alguna herramienta
tecnologica que ayude al estudiante a entender ciertos conceptos, en nuestra
investigacion los conceptos de recta, pendiente, recta tangente, recta secante, recta
tangente a una curva y comportamientos de la recta secante cuando se aproxima a

la recta tangente a la funcion.
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En relacion al primer objetivo especifico planteado, “Identificar los paradigmas del
Analisis geométrico/aritmético (AG) y del Analisis calculatorio (AC) en el trabajo
matematico de los estudiantes al desarrollar la tarea”, podemos afirmar que en el
grupo de estudiantes con el que se experimentd, conocen, en su mayoria, la definicion
formal de la derivada. Relacionaron este objeto con la pendiente de la recta tangente
a la curva, utilizando su representacion algebraica y su representacion vectorial.
Construyeron la definicion de la interpretacion geométrica de la derivada al finalizar
las tareas propuestas. Es en este desarrollo de las tareas donde se pudo evidenciar
como estructuraron su trabajo matematico los sujetos de estudio.

En este sentido, podemos afirmar que ambos estudiantes enmarcaron su trabajo

matematico en los paradigmas del Analisis Geométrico (AG) en todas sus respuestas.

En relacién al segundo objetivo especifico planteado “Analizar la activacién de las
diferentes génesis en el trabajo matematico de los estudiantes”, estudiamos las
acciones Yy los productos de los estudiantes, donde pudimos observar los procesos
en la que lograron activar la génesis semidtica, asi como la instrumental y la
discursiva.

A continuacion, puntualizaremos las génesis activadas en los estudiantes al
desarrollar |la tarea propuesta. Cabe resaltar que la tarea propuesta se estructurd en
tres partes, las cuales consideraremos para detallar los resultados obtenidos. En la
primera parte (Ver paginas 47-55), se obtuvo los siguientes resultados:

En referencia al item a: ambos estudiantes activaron el plano [Sem-Ins] y privilegian
el registro de lengua natural, enmarcando su trabajo matematico en el paradigma del

Analisis Geométrico.

En referencia al item b: ambos estudiantes activaron la génesis semiodtica y génesis
instrumental esperada, activando también plano [Sem-Ins], privilegiando el paradigma

del analisis geométrico.

En referencia al item c: se pudo observar la activacion del plano [Sem-Ins] en ambos
estudiantes. Ademas, los procedimientos utilizados y las observaciones desarrollados

privilegian el paradigma del Analisis Geométrico/Aritmético (AG).
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Lo correspondiente a la segunda parte del analisis del trabajo matematico personal
de los estudiantes A1 y A2, también estructurado en tres items podemos inferir lo
siguiente (ver paginas 56-64):

En referencia al item a: se observd que ambos estudiantes activaron el plano

activacion plana [Sem-Ins] y el plano [Ins-Dis].

En referencia al item b: estas acciones evidenciaron la activacién del plano [Sem-Ins]

y caracterizan su trabajo en el paradigma del Analisis Geométrico (AG)

En referencia al item c: las acciones analizadas de la estudiante A1 nos permiten
evidenciar la activacion el plano Semidtico Discursivo, a diferencia de las acciones
del estudiante A2, que evidencia la activacién del plano [Sem-Ins], pero ambos

coinciden en su trabajo privilegiando paradigma del Analisis Geométrico (AG).

Lo correspondiente a la tercera y ultima parte del andlisis del trabajo matematico
personal de los estudiantes A1y A2, estructurado en cinco items (ver paginas 65-78),
se pudo evidenciar lo siguiente:

En referencia al item a: el estudiante A2 infiere verbalmente que se aproxima tanto
que aparentemente cortara en un punto, donde ademas recalca que siempre existira
distancia entre esos puntos. Activa una génesis instrumental y una génesis semioética
utilizando como representamen el incremento, al igual que la estudiante A1, lo que
nos permite observar la activacion del plano [Sem-Ins] y que su trabajo esta

estructurado en el paradigma (AG).

En referencia al item b y c: ambos estudiantes activan una génesis instrumental al
manipular el artefacto y luego una génesis semidtica que lo llevan a realizar
tratamientos algebraicos, todo ello activa el plano. Las acciones del estudiante
activaron el plano [Sem-Ins], asimismo su trabajo matematico privilegia el paradigma
(AG). En referencia al item d: la estudiante A1 activa una génesis instrumental
manipulando el mouse, de tal manera que acerca el punto B, o que evidencia que
activo una génesis semidtica, luego vuelve activar una génesis instrumental al utilizar
el artefacto lupa y amplia este pedazo de recta y activando el proceso de
visualizacion. Ademas, utilizando su referencial tedrico sobre derivabilidad, infiere que
es continua y por lo tanto es derivable. Lo que nos permite afirmar la activacion de un
de la génesis semidtica Podemos afirmar que, en consecuencia, esta estudiante

activo parcialmente el plano [Sem-Ins] a diferencia del estudiante A2, que desarrolla
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tratamientos algebraicos necesarios y activa una génesis instrumental con el artefacto
lupa para visualizar la recta y luego activa una génesis semiotica que afirma que la
recta y la funcién f son casi indistinguibles y afirma que esta frente a una funcion
derivable fundamentada en su referencial teérico y se evidencia la activacion de su
plano [Ins-Dis]. También realiza tratamientos algebraicos que le permite generalizar a
la pendiente haciendo uso de su referencial tedrico. El trabajo matematico queda

enmarcado en el paradigma AG.

En referencia al item e: los estudiantes A1 y A2 infieren haciendo uso del registro de
lengua natural cuando la recta y la curva se confunden y por ello son derivables, esto
fundamentado en su referencial tedrico sobe definiciones de derivabilidad. Ademas,
con el nuevo referencial tedrico adquirido en el ejercicio anterior, activan una génesis

discursiva y formalizan la interpretacién geométrica de la derivada

Alcanzados los objetivos especificos del presente estudio, podemos inferir que
conseguimos estudiar lo propuesto en nuestro objetivo general:

“Analizar el trabajo matematico personal que realizan estudiantes de Ingenieria
cuando resuelven tareas que promueven la interpretacion geométrica de la
derivada de una funcion real de variable real”

El estudio del trabajo matematico personal de los alumnos de Ingenieria se realiz a
través del analisis de las respuestas brindadas por cada uno de los estudiantes que
fueron parte de nuestra investigacion, todo bajo los fundamentos de la teoria del
Espacio de Trabajo Matematico (ETM). En consecuencia, con estos alcances,
podemos dar respuesta a la pregunta de investigacion planteada lograr el objetivo
general de investigacion:

“z Cual es el trabajo matematico personal que realizan estudiantes de Ingenieria
al resolver tareas que promueven la interpretacion geométrica de la derivada de
una funcion real de variable real?”

Se observo el espacio de trabajo matematico personal desarrollado por los
estudiantes A1 y A2, donde también se identificé que, con ayuda del GeoGebra y su
referencial tedrico, fue posible la activacion de las diferentes génesis y que la relacion
de estas génesis logré activar algunos los planos verticales, como son el plano [Sem-

Ins] y el plano [Ins-Dis].
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Comentarios y sugerencias para futuras investigaciones

Segun el trabajo realizado, observamos que es parte primordial, para un buen trabajo
de investigacion, el disefio de tareas adecuadas, muy bien direccionadas para que el
estudiante logre activar los planos esperados y esto fue posible con la ayuda de
referencial tedrico y las herramientas brindadas en dicha investigacion. Este disefio
estuvo a cargo del docente investigador, que fue influenciado por su ETM personal,
pero esperamos que sea lo mas idéneo posible. Es bueno destacar que este trabajo
es una propuesta y se puede ampliar la investigacion y analizar estos diferentes
Espacio de Trabajo Matematico referidos, ya que pudimos observar que son aspectos
muy importantes que considerar.

El uso del software GeoGebra permitio las interacciones con las rectas, las pendientes
y las aproximaciones de la recta secante. El analisis de los estudiantes se
desenvuelve alrededor de una funcion sobre una funcion cuadratica considerada en
la tercera actividad, lo que les permitié construir sus propias estrategias de solucion
activando las génesis, tal como se detall6 anteriormente.

Puede extenderse esta investigacion considerando el analisis sobre una funciéon no
derivable o haciendo uso del Teorema del valor medio, entre otros, para lo que
creemos importante que deberia programarse un numero mayor de sesiones.
También consideramos importante que el docente, en el desarrollo de sus sesiones
de clase, promueva el andlisis geométrico de las diferentes nociones tocadas,
ademas de brindar al estudiante actividades que le permita al estudiante enmarcar su
trabajo matematico los diferentes paradigmas en diferentes paradigmas de un

dominio matematico.
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MALLA CURRICULAR DE LA ESCUELA PROFESIONAL DE INGENIERIA DE SISTEMAS

ANEXO B
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Apellidos y nombres :

Caddigo

1. ¢Qué entiende por recta tangente y recta secante? Explique detalladamente.

Recta tangente

Recta secante

2. ¢Qué entiende por pendiente de una recta? Explique detalladamente.

Pendiente de una recta

3. Con la siguiente informacion, halle el valor de la pendiente de una recta que pasa

por:

a) Los puntos P (3,7)y Q (2,0)

b) Los puntos Ry S que se observa en siguiente figura:

c) En base al item b), 4 podria identificar la pendiente de la recta L sin utilizar los

puntos dados? Explique.
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4. Observe las representaciones graficas (A), (B) y (C) e indique como identifica si la
pendiente de la recta es: positiva, negativa, cero o no existe.

item Representacion grafica Completar

A ¥

//‘ Ly

e

v

Xn X

ki

xn

5. Encuentre los siguientes limites:
a)

li 2_2)-%
i (2= 2) =

b)

lim 2=*=2
x—2 x—2




Observe las siguientes funciones, analice y determine si existe el limite de la funcion
cuando x — 0. Explique:

item Representacion grafica Analisis
A
xX2—x—2
=—_
/ x—2
B v |
|- |
II |
| ',
J,f' 1+ '\‘
A N
0 i
1
fo=c **°
1, x =
C
f(x) = [x]
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ANEXO C

IMAGENES DEL ARCHIVO GEOGEBRA

PRIMERA PARTE: Archivo P1 de GeoGebra.

SEGUNDA PARTE: Archivo P2 de GeoGebra.

TERCERA PARTE: Archivo P3 de GeoGebra.

92



ANEXO D

I o 61 G strica de Ia Derivad

Apellidos y nombres :

Caddigo

1. Abra el archivo P1 de GeoGebra, realice las indicaciones que dé la profesora y
responda las siguientes preguntas:

a) ¢Qué cambios observa el mover el deslizador?

b) ¢Qué relacién cree Ud. que tiene con la recta?

c) ¢Observa cambios en la ecuaciéon paramétrica de la recta de la recta? Explique qué

sucede.

2. Abra el archivo P2 de GeoGebra, realice las indicaciones dadas y responda las

siguientes preguntas:

a) Como se observa, pueden manipularse los puntos P y Q sobre la recta y su ecuacién

varia. ¢ A qué se debe eso?
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b)

Trata de eliminar “y” de la ecuacion, fijarse con mover P y Q ¢ Te basta con mover

uno? Si necesitas precision, puedes utilizar el teclado e ingresar su informacion.

Coloca los puntos en forma vertical. ¢ Qué podrias afirmar sobre su pendiente?

Abra el archivo P3 de GeoGebra, utilizando la lupa amplié la imagen y responda

las siguientes preguntas:

Acerque el punto B hacia el punto A, indique qué cambios observa

b)

¢ Puede hallar la pendiente de la recta secante cuando B pasa por x= 10?7 y ;Cual es

el incremento en x e y respecto al punto A?

¢ Puede hallar la pendiente de la recta secante cuando B pasa por x= 57

d)

¢ Qué sucede con la recta secante cuando se proxima cada vez mas el punto B al
punto A? Amplie la imagen y halle la pendiente de la recta cuando el

Ax =1,Ax = 0.1, Ax = 0.005, Ax = h en un punto cualquiera. Explique.

¢ Podemos afirmar que en ese punto la recta y la curva se confunden?
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ANEXO E

FICHA DE OBSERVACION

Nombres y apellidos del observador:

Tiempo de observacién

Fecha

TAREA 1:

Describa las acciones que realizan los estudiantes durante el desarrollo de la Tarea 1.

ITEM a)

ITEM b)

ITEM c)

Detalla las dificultades observadas en las acciones del estudiante.

ITEMA

ITEMB

ITEMC

Aspectos relevantes de su observacion.
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TAREA 2:

Describa las acciones que realizan los estudiantes durante el desarrollo de la Tarea 2.

ITEM a)

ITEM b)

ITEM c)

Detalla las dificultades observadas en las acciones del estudiante.

ITEM a)

ITEM b)

ITEM c)

Aspectos relevantes de su observacion.

TAREA 3:

Describa las acciones que realizan los estudiantes durante el desarrollo de la tarea 3

ITEM a)

ITEM b)

ITEM c)

ITEM d)

ITEM e)

Detalla las dificultades observadas en las acciones del estudiante.

ITEM a)

ITEM b)

ITEM c)

ITEM d)

ITEM e)

Aspectos relevantes de su observacion.
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