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Resumen

ESTRATIFICACION DEL ESPACIO DE FOLIACIONES HOLOMORFAS DE GRADO 4 EN
EL PLANO PROYECTIVO COMPLEJO

Nélida Salomé Medina Garcia de Correa
2021

Asesora: Liliana Puchuri Medina
Titulo obtenido: Doctora en Matematicas

La clasificacién de las foliaciones holomorfas en PZ es un problema
parcialmente resuelto. Cano et al describen las de grados 0, 1 en P y
Cerveau et al las de grado 2 en PZ, con una sola singularidad. Mumford y
Fogarty demuestran que restringiendo la accion lineal de un grupo reductivo
G a los puntos semiestables de una variedad proyectiva X se obtiene un
cociente bueno. El objetivo de este trabajo es estratificar el espacio de
foliaciones holomorfas de grado 4 en el plano proyectivo complejo, denotado
por §4. Para ello, estudiamos la accién lineal por cambio de coordenadas
del grupo de automorfismos de PZ en §, en el sentido de la Teoria
de invariantes geométricos. Aplicando resultados y métodos desarrollados
por Hesselink, Kirwan y Alcdntara construimos una estratificacion de las
foliaciones inestables de §; mediante subvariedades algebraicas no-singulares,
irreducibles, localmente cerradas. Caracterizamos la foliacién genérica de los
estratos con singularidades aisladas segtin el numero de Milnor y multiplicidad
de un punto sigular comun, primer jet no trivial, existencia de recta invariante,
y calculamos la dimension del estrato. Demostramos que el conjunto de
foliaciones inestables de §, tiene dos componentes irreducibles. Obtenemos
foliaciones de §, con un tnico punto singular.

Palabras clave: foliaciones holomorfas, teoria de invariantes geométricos,
estratificacion.



Abstract

The classification of holomorphic foliations in PZ is a partially solved problem.
Cano et al describe those of degrees 0, 1 in P{, and Cerveau et al those of
degree 2 with only one singularity in P%. Mumford and Fogarty prove that
by restricting the linear action of a reductive group G on semistable points
of a projective variety X we obtain a good quotient. The aim of this work is
stratify the space of holomorphic foliations of degree 4 in the complex projective
plane, denoted by ;. For that, we study the linear action of the automorphisms
group of PZ by change of coordinates on §, in the sense of the Geometric
invariant theory. Applying results and methods developed by Hesselink, Kirwan
and Alcantara we construct a stratification of §, by locally closed, irreducible,
non-singular algebraic subvarieties. We obtain a characterization of the generic
foliation of strata with isolated singularities according to the Milnor number
and multiplicity of a common singular point, first non trivial jet, existence of
invariant line, and we calculate the dimension of the stratum. We prove that
the set of unstable foliations of §; has two irreducible components. We obtain
foliations of §, with a unique singular point.

Key words and phrases. holomorphic foliation, geometric invariant theory,
stratification.
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Secondary: 3702.



... A mis padres
Sara Bethzabé Garcia y Téofilo Medina ...



indice general

i Tucaidnl

(1. Teoria de invariantes geométricos|

[2. Foliaciones holomorfas de grado d en P
[2.1. Foliaciones holomorfasen P/ . ... ... ... ..........
[2.2. Acciones lineales de un grupo reductivoen §,|. . . . . . ... ..
[2.3. Caracteres, subgrupos a un parametro virtuales|. . . . . . .. ..
[2.4. Estratificacion de una variedad proyectival . . . . . ... ... ..

13. Estratificacion del espacio de foliaciones de grado 4 en P%|

[3.1. Foliaciones inestablesde &, . . . . .. . ... ... ... .....
[3.2. Subgrupos a un parametro virtuales de SL;(C) . . ... ... ..
[3.3. Representacion asociada y diagrama de pesos|. . . . .. ... ..
[3.4. Estratificacion del espacio de foliaciones §4 . . ... .. ... ..

[3.4.1. Conjunto de indices B para la estratificacion de F4 . . . .

[3.4.2. Formacionde Zzy Ys . .. .. ... ... L.
[3.5. Estratos de §, con singularidades aisladas| . . . . ... ... ...

3.5.2. Estrato 11 . . . . . . . . . . . . e

3.5.4. Estrato 15| . . . . . . . . . . . . e

[3.5.6. Estrato 18| . . . . . . . . . . . . . . . .
3.5.7. Estrato 19 . . . . . . . . . ... e
3.5.8. Estrato 21 . . . . . . . . . . . .. ..o
3.5.9. Estrato 22 . . . . . . . . . . ..
3.5.10.Estrato 24| . . . . . . . . . . .. e

11
13

17
17
21
24
28



Bibliografia



Agradecimientos

A DIOS

A Liliana Puchuri por la orientacion de esta tesis, infinita paciencia,
ensefianzas y ayuda a lo largo del desarrollo de este trabajo

A Claudia Reynoso Alcdntara por el tema de tesis, confianza,
generosidad en brindarme sus ensefianzas y cuidar mi bienestar
en mis estancias en Guanajuato.

A los profesores Percy Ferndndez, Rudy Rosas por sus ensefianzas;
valiosas sugerencias y comentarios relacionados a este trabajo.

A Roland Rabanal, Andrés Beltrdn, Mariano Gongdlez, Abelardo
Jorddn por su apoyo y aliento.

Agradezco la hospitalidad del Centro de Investigaciones Matemdticas
y a la Universidad de Guanajuato durante mis dos estancias.

Al Departamento Académico de Ciencias de la PUCP por el
financiamiento de las estancias de investigacion.

Carifio y gratitud a mi esposo Lupercio e hijos Alberth, Elizabeth y
Esther por estar siempre presentes, su amor y animo.



Introduccion

El problema de clasificacién de las foliaciones holomorfas en el plano
proyectivo complejo P% es parcialmente resuelto. Las clases de foliaciones de
grados 0 y 1 son conocidas después del siglo XIX. Cano et al en [[CCD13]
describen las foliaciones de grado O en el espacio proyectivo P{ y las de grado
1 en P%. Cerveau et al en [CDGM10] demuestran que en P hay cuatro clases
de foliaciones de codimension 1, grado 2 y una sola singularidad.

David Hilbert [Hil] dicté un curso introductorio de la teoria de invariantes
en la Escuela de verano de 1897 de la Universidad de Goéttingen basado
en la teoria de invariantes algebraicos y sus trabajos de investigacion en
esta area realizados durante los afios 1885-1893. Mumford y Fogarty en la
primera edicién de Geometry Invariant Theory (GIT), 1965, presentan en forma
geométrica, incluyendo resultados de Hilbert, la teoria de invariantes y sus
aplicaciones. El criterio de Hilbert-Mumford, [MFK94, Teorema 2.1] caracteriza
los puntos estables, semiestables, inestables de una variedad X por la acciéon
lineal de un grupo reductivo GG. Un resultado relevante de GIT en el contexto de
variedades proyectivas establece que si un grupo reductivo GG actta linealmente
en una variedad proyectiva compleja X, entonces existe un cociente bueno del
subconjunto abierto de los puntos semiestables X** por G.

Gomez-Mont y Kempf en [GMK89] demostraron que una foliacién
holomorfa de grado d >1 en P{ con singularidades no degeneradas es
PGL,(C) estable. Esteves en [EM11]] obtuvo condiciones para que una foliacién
de grado mayor que 1 en P2 sea no estable.

La estratificacion algebraica de una variedad proyectiva compleja
(Definicion [2.21]) esta basada en los trabajos de Kempf [Kem78]], Hesselink
[Hes79]] y Kirwan [Kir85]. La teoria de invariantes geométricos asocia a la
accién lineal de un grupo reductivo G en una variedad proyectiva compleja
X dos categorias de puntos: semiestables e inestables. El tinico estrato abierto
es el conjunto de los puntos semiestables de X y los otros estratos, cuya union
es el conjunto cerrado Zariski de puntos inestables, son subvariedades de X



no singulares localmente cerradas G— invariantes (Teorema[2.23)). El estrato al
cual un punto inestable pertenece es determinado por una clase de subgrupos
a un parametro virtuales (Definicién [2.17]) de un subgrupo parabdlico de G.
Alcantara en [Alc16] realiza una estratificacion del espacio de foliaciones de
grado 2 en PZ. Alcantara y Ronzén en [AR16] construyen una estratificacion
del las foliaciones de grado 3 en P4 con singularidades degeneradas.

En el presente trabajo estudiamos la accién lineal por cambio de
coordenadas de PGL3(C), que es el grupo de automorfismos de P%, en
54, €l espacio de foliaciones holomorfas de grado 4 en el sentido GIT. El
objetivo principal es construir una estratificacién algebraica de F", conjunto
de foliaciones inestables de §;.

En el capitulo 1 revisamos la teoria de invariantes geométricos, el criterio
de Hilbert-Mumford, subgrupos a un pardmetro diagonales de SL3(C). En
el capitulo 2 presentamos nociones y resultados relacionados al espacio de
foliaciones holomorfas de grado d en P%. Debido a que PGL3(C) y SL3(C') son
isdgenos y los subgrupos a un pardmetro de SL3(C) son conjugados a grupos
diagonales, analizamos la accién por cambio de coordenadas de SL;(C') en F4
en el sentido GIT. Obtenemos los subgrupos parabdlicos de SL3(C). Definimos
el Q—espacio vectorial de los subgrupos a un pardmetro virtuales de un grupo
reductivo. Describimos la forma de construir la estratificacién de los puntos
inestables de una variedad proyectiva compleja asociada a la accion lineal de
un grupo reductivo.

Para obtener los subespacios maximales de las foliaciones inestables de §,4
definimos una base del espacio H°(P%, TPP4(3)) que diagonaliza la accién lineal
por cambio de coordenadas de SL3(C) en §4 y determinamos la inestabilidad
de una foliacién F de §, aplicando el Criterio de Hilbert- Mumford (L,23).

Teorema 0.1. El conjunto cerrado de foliaciones inestables de grado 4 en P4 es

— SLy(C)PV; U SLs(C)PVs,

donde
B ) B ,0 . 0 L0 40 ,0 5, 0
Vi = gen({zawzax,y 5 Y ig Y oga T2 a,wyza 5
0 2 O 4 0 2 0 0 0 0 )
22¢Y 30U v 39 22 3,0yt 39
R A T a Yoy Y ay Y0y Y g P
) B
2_
fvyza,yaz})
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‘/2_ gen({z ax7yz any’Z 8x’yzax7 y 81'7 Tz 61” $yZ 8x7xy Zaxa
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2.2 7 4 = 3 7 2.2 7 3, 7 3 7 2.2 7
r z ax, z ay, yz ay7 Yy z ay, y28y7 xrz ay,ZEZ ay,
0
:cyzQa—y He.

Para construir una estratificacién de §}", primero hacemos un Diagrama de
pesos de la representacion de un toro maximal

T = {diag(t**,t*2 t%3) . k; + ky +ks =0, t € C*} C SL3(C)

en C*°.

Segun Kirwan [Kir85, Definiciéon 12.8], el conjunto B de indices para la
estratificacion de §, consiste de los puntos ; mas cercanos a 0 situados en la
camara de Weyl seleccionada. Usando la representacién de los pesos de campos
vectoriales que definen foliaciones inestables presentados en la Tabla 3 y la
Figura 1, y aplicando el algoritmo descrito por Popov en [Pop10] conseguimos
férmulas para calcular los indices 3; del Conjunto de indices 5. Obtenemos 26
lineas £; que se muestran en las Figuras 2, 3, 4, y 26 indices (.

Por la definiciéon 2.16, Z. es la proyectivizaciéon del subespacio lineal
complejo generado por los campos vectoriales asociados a los pesos en la linea
L; y Y, es la proyectivizacion de la envolvente convexa de L, generada por los
campos asociados a los pesos «; tales que el producto interno «;. 5; > q(/5;).
En la subseccién formamos Z;, Y;, i € {1,...,26}, y con base en ellos
construimos los estratos S;, i € {1,...,26}, de F}". Descartamos el estudio
de foliaciones con una curva de singularidades, pues al quitarlas pueden verse
como foliaciones de grado menor ya estudiadas por Alcdntara en [Alcl3] y
[AR16].

Caracterizamos la foliacion genérica con singularidades aisladas de los
estratos S;, ¢ € {8,11,13, 15,16, 18,19, 21,22,24, 25,26}, segin el nimero de
Milnor y la multiplicidad de un punto singular comtin. También obtenemos el
primer jet no trivial, la dimensién del estrato, una recta invariante de algunos
estratos.

La estratificacion de §}" es descrita en el siguiente Teorema.

Teorema 0.2. Los espacios S; = SL3(C)Y;*, i € {1,...,26}, son subvariedades
algebraicas localmente cerradas, irreducibles, no singulares de §4. Ellas forman
una estratificacion del conjunto cerrado de foliaciones inestables 4", y S; C

U,<;S;. Estas variedades también satisfacen



Estrato Caracterizacion de foliaciones genéricas de "
S1, S, S3, 54, Toda foliacion tiene una curva de singularidades
Ss, 56, 57, 59,
5107 5127 5147
S17, 520, 523
Ss Toda foliacion F tiene un tnico punto singular p
dim Sg =8 con my,(F) =4, u,(F) =21, 4—jet linealmente
equivalente a (2') y recta invariante z = 0
S11 Contiene un subconjunto abierto tal que sus elementos F
dim S7; = 10 | tienen un punto singular p con m,(F) =4y pu,(F) =20
Si3 Contiene un subconjunto abierto tal que sus elementos F
dim S;3 = 12 | tienen un punto singular p con m,(F) =4y p,(F) =19
Sis Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim S5 = 16 | tienen un punto singular p con m,(F) =4y p,(X) = 16
Si6 Toda foliacién F tiene un punto singular p con
dim Sy = 13 my(F) =3, u,(X)=17 3—jet linealmente
equivalente a (203) y recta invariante z = 0
S Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim Sjs = 15 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, u,(F) = 16
y 3—jet linealmente equivalente a (2 )
Sig Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim Sy = 17 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, u,(F) =15
So1 Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim Sy; = 17 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, u,(F) = 13
y 3—jet linealmente equivalente a (7 )
Sa9 Toda foliacion F tiene un punto
dim Spp = 18 singular p con m,(F) = 3, p,(F) =12 y 3—jet
linealmente equivalente a (%)
Soq Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos
dim Sy = 19 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, p,(F) = 12,
y recta invariante z = 0
Sas Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos
dim Sp5 =20 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, p,(F) = 12
Sae Toda foliacion F tiene un punto singular p con
dim S = 18 | m,(X) =2, p,(X) = 13, 2—jet linealmente equivalente

2 . . o
a (%) y recta invariante z = 0.

La recta z = 0 es invariante para X € Y;** i € {8,11,13,16, 18,19, 21, 24, 26}.

Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente resultado,




Teorema 0.3. Sea X € §, con singularidades aisladas. Si X es inestable, entonces
1. X tiene un punto singular con multiplicidad 4 o

2. X tiene un punto singular con multiplicidad 3 y 3—jet linealmente

equivalente a z*2- o
Y

3. X6819USQ4USQ5 0o
4. X tiene un punto singular con multiplicidad 2.
Las componentes irreducibles de Fy" son las cerraduras de las subvariedades

localmente cerradas So5 y Sag que tienen dimensiones 20 y 18, respectivamente.

Ademas, obtenemos las foliaciones inestables de §; con un punto singular,
es decir con numero de Milnor 21.

Teorema 0.4. Las foliaciones inestables de grado 4 en P% con un tnico punto
singular son

1. El estrato Sg que tiene dimension 8.

2. El subespacio de Sy,

0
SLg(C){(CLLoIZg +yt + (Io,gy?’Z + a072y222 + a0’1y23 + ao’oz4)%—|—

0
(bo,1y23 + b0’024)6_y : (al,o 7é 0, bo,1 = 0) o (a1,0 =0, bo,1y + bo,oZ Jf P4<ya Z))}U
de dimension 9.

3. El subespacio de Si3

0
SL;:,((C){(amxyz2 + a1,0x23 +yt + a073y32 + a072y222 + a071yz3 + a07024)£+
0
(booy®2* + boay2” + 50,024)8—y t(a11bo2 # 0, bo2y” + bo1yz + booz” =
clar1y + a102)?) o (a1 # 0, boa =0, boy = 0) 0 (ar; # 0, bga =0, byy # 0,
(11,050,1 = (11,150,0, bo,ly + bo,oz J( P4(y, 2)) 0 ((11,1 =0, bo,z # 0, ayp =0,
b0,23/2 +bo1yz + 50,022 1 Py(y,2))},

de dimension 10.



4. El subespacio de Si;

SLs(C){(ary — Br2)(aay — B22)(sy — B3z) + y* + a0 3y’ z + ao 2”2+
ao1yz” + a0,024)% + (a1y — B12)*(cny — Boz)(zy — 532)(% s (on, ag, a3)
#(0,0,0), arapas = 0 0 acy =1, (B, B2, B3) # (0,0,0)},

de dimension 12.

5. El subespacio de Sig

SLg((C){(aLgnyz + alleyz2 + a1701?Z3 +yt + a0’3y32 + a0,2y2z2 + a071y23—|—

0 0
a0,024>% + (bL()Q?Zg + bo,3y32 + b0,2y222 + bo’ly23 + bO’OZ4)a_y . <a1,2 = 0,

/ ! /
bo,3 7’é 0, G0,4bl,0 - G1,150,3, a3 = 0, Ay = 0, Ay = 0, Cbo,obl,o 7’é al,obo,o) 0
(@12 # 0, boz =0, agabi o = a1,2b0.2, ao3b10 = a12b01 + a11bo2, ag2b1o =
a1,2b0,0 + a1,1b01 + a1,0bo2, ao1b10 = a1,1b0,0 + a1,0b0,1, @0,0b1,0 # a1,0b0,0,

bo2 # 0},
donde a’; = ag ;b1 — (a1,1boj-1 + a10bo;), j = 1,2,3, de dimensidn 10.
6. El subespacio de Sig
SL3(C){(az02*2* + a1 02y’ 2 + a112y2” + a1082° + aoay* + a0 3y°z + ao 29”2

0
+ ao,ly?«‘3 + a0,024)% + (bl,1$yz2 o 51,09023 < 50,3932 + 50,2y222 + bo,lyzg‘f‘
0

bO’OZ4)8_y : (a2,o = b1,1 — bo,3 =0, 1.2 75 0, bl,o =0, Q2 | LiLyz, Qz Jf P4(y, Z))},

Qg(y, Z) = b0,2y2 + bgylyz + 60702’2, boyg 7é 0, de dimension 13.

El punto singular tiene multiplicidad 4 en Ss, Sy1, Si3, Si5 y multiplicidad 3 en
518) 519'

Nélida Salomé Medina Garcia de Correa
Lima, Pertl.
2021



Capitulo 1

Teoria de invariantes geomeétricos

Revisamos definiciones y resultados relevantes de la teoria de
invariantes geomeétricos (GIT) orientados a la construccion de
cocientes algebraicos por acciones lineales de grupos reductivos
en variedades proyectivas complejas. Las oOrbitas del cociente
por la accién de un grupo lineal en una variedad algebraica
no siempre pueden ser separadas. Quitando algunos puntos de
la variedad, llamados inestables, el cociente de los llamados
puntos semiestables por la accion lineal de un grupo reductivo
es un cociente (bueno) que tiene estructura de una variedad
proyectiva. El Criterio de Hilbert-Mumford caracteriza los puntos
semiestables, inestables de una variedad proyectiva mediante las
acciones de subgrupos a un pardmetro de un grupo reductivo
en una variedad proyectiva. Los subgrupos a un pardmetro de
SL,(C) son conjugados a una matriz diagonal de forma conocida.
Las principales referencias son: [BrilO], [Dol03], [MFK94],
[Hos12], [New06].

1.1. Acciones de grupos algebraicos

Presentamos definiciones y resultados importantes sobre acciones de grupos
algebraicos lineales en variedades algebraicas.

Definicion 1.1. Una accion (izquierda) de un grupo algebraico G en una
variedad algebraica X es un morfismo de variedades algebraicas

p:Gx X=X, (9,2)— ¢(g,x)

tal que paratodo ¢,¢' € G, =z € X:



i) p(e,x) =z, eeselelemento identidad de G,

i) ¢(g.9(9',2)) = »lgg, ).
Decimos que G actua en X y X es una G—variedad. Por simplicidad
escribiremos ¢ - x en lugar de ¢(g, x), asi las condiciones anteriores se escriben
erx=ux, g-(92)=(99) .

Un punto = de X se llama G—invariante o, simplemente, invariante si g-z = x
para todo ¢ € G. Un subconjunto ¥ C X se denomina (G—invariante o
G—establesigY ={g-y:yeY} CY.

Definicion 1.2. Dada una G—variedad X y un punto z € X, la orbita de z es
el conjunto
Gr:={g-z: g€ G} CX,

el estabilizador de «
Estab(z) ={g€G:g-x =z}

es un subgrupo cerrado de G llamado también grupo de isotropia de .
Si todas las drbitas de X son cerradas, se dice que la acciéon de G en X es
cerrada.

Ejemplo 1.3. El morfismo
GL,(C)xC"—=C", (g,z)—>g-z

que consiste en multiplicar la matriz g por el vector columna = es una accidn.
La orbita del punto cero es {0} y su estabilizador es GL,,(C). La 6rbita de un
punto z € C", x # 0, es C"\{0} y el estabilizador es la matriz identidad 7,.

Algunas propiedades fundamentales de las érbitas y sus cerraduras son
dadas en la proposicion siguiente.

Proposicion 1.4. ([Bril0O, Proposiciéon 1.11]) Dada una G—variedad X y un
puntoz € X,

i) La orbita Gz es una subvariedad de X suave localmente cerrada y toda
componente de Gz tiene dimension dim Gz = dim G — dim Estab(x).

ii) La cerradura Gx de una drbita es la union de la drbita Gx y drbitas de
dimension menor. En particular, la cerradura de cualquier orbita contiene
una orbita cerrada (de dimensiéon minima).



La estructura de una orbita como variedad algebraica estd determinada por
el estabilizador.

Definicion 1.5. Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensidn finita. Una
representacion (p,V’) de un grupo algebraico G en V' es un homomorfismo
de grupos algebraicos p : G — GL(V). En este caso decimos que V' es un
G'—mddulo. Si los tnicos subespacios invariantes de V' son {0 } y V' se dice que
(p, V') es una representacion irreducible de G.

Toda representacion (p, V') de G en V define una accién (lineal) de Gen V :
p:GXV =2V, (g,0) = p(g) - v.

Reciprocamente, toda accién ¢ : G x V' — V define una representacion de G en
V:
g—(—e(gv), geG, veV

Definicion 1.6. Una accion G x X — X de un grupo algebraico lineal G en
una variedad proyectiva X C P = P(C"*!) es lineal, o G actuia linealmente
en X, si existe una representacion de G en el espacio vectorial C"*!,

p:G — GL(C™Y)
P B ) ISTIE )\ C
r = plg),

tal que la accién de G en X es inducida por la accién lineal de G en C**!
p:GxC - C"Y (g,2) = g-xi=p(g)x
donde p(g)x se obtiene aplicando la transformacidn lineal p(g) al punto .

De la definicion 1.6, resulta que toda accidn lineal de G en X C P induce una
accion lineal de G en X C C*"!, cono afin de X.

Ejemplo 1.7. Sean G el grupo multiplicativo C* y X = P%. El morfismo

Y C* x P2
(t,(z:y:2))

P¢

%
— (tw:ty:t712))



Entonces, ¢ es una accién de C* en PZ. Definimos

p:C* = GL(C?

t 0 0
t = pt)=]01t 0
00 ¢t
Debido a que
tx
(t(z:y:2)—=>t-(x:y:2)=pt)| v | = ty = (tx : ty : t712),
2 12

¢ es una accion lineal de C* en P% .

Un morfismo ¢ : X — Y de dos G—variedades es llamado invariante o
G—morfismo si ¢(g - x) = ¢(z) paratodo g€ Gy z € X.

Una accién de un grupo algebraico lineal G en una variedad algebraica X
determina una accién de G en C[X], dlgebra de las funciones regulares de X,
definida por

(g- f)(z) := f(g~" - z), paratodo g € G, f € C[X], z € X.

Esta accién es lineal.

Un elemento f de C[X] se denomina G—invariante si f(g-z) = f(x) para
todo g € Gyx € X o, equivalentemente, f es constante en todas las (G—drbitas
de X. El subdlgebra de elementos de C[X| que son G—invariantes se denota
C[X]“.

Definicion 1.8. Sea GG un grupo algebraico lineal. El radical R(G) de G es el
subgrupo normal, soluble, conexo, maximal de G. El radical unipotente R,(G)
de G es el subgrupo normal, conexo, unipotente, maximal de G. El grupo G es
reductivo si R,(G) = {e}. G es semisimple si R(G) = {e}.

En forma equivalente, G es reductivo si G no contiene subgrupo cerrado normal
isomorfo al grupo aditivo C", para algun n > 1. [Bril0, Teorema 1.23].

Por ejemplo, el grupo multiplicativo C*, los toros algebraicos (7" = (C*)", para
algun n natural), GL,(C), SL,(C), PGL,(C) son grupos reductivos. Los grupos
SL,(C) también son semisimples.
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1.2. Cociente bueno, cociente geométrico

Si un grupo algebraico lineal G actia en una variedad algebraica X, el
conjunto de drbitas por la acciéon de G en X no siempre admite una estructura
de variedad. En la topologia de Zariski, la cerradura de dos o mas Orbitas
pueden contener otra drbita de dimensién menor y asi no pueden separarse en
el cociente. La teoria de invariantes geométricos demuestra que para algunos
grupos algebraicos es posible construir un subconjunto abierto U C X tal que
el cociente de U por la accién de G tiene estructura de variedad algebraica.

Definicidon 1.9. ([New06, Pagina 4]) Sea G un grupo algebraico actuando en
una variedad afin X.

Un cociente bueno de X por GG es un par (Y, ¢) donde ¢ : X — Y es morfismo
de variedades que satisface:

i) ¢ es G—invariante.
ii) ¢ es suryectiva.

iii) Si U C Y abierto, ¢ induce el morfismo ¢* : C[U] — C[¢'(U)| que es un

isomorfismo del dlgebra C[U] en el subdlgebra invariante C[¢~1(U)]“.

iv) Si W esun subconjunto de X cerrado y G—invariante, entonces su imagen
¢(W) es cerrada en Y.

v) Si Wy y W, son subconjuntos de X cerrados disjuntos y G—invariantes,
entonces ¢(W,) y ¢(Ws) son disjuntos.

Un cociente geométrico es un cociente bueno ¢ : X — Y que es también un
espacio de orbitas, es decir la preimagen de cada punto de Y es una tnica
orbita. Las orbitas de Y estdn en correspondencia uno a uno con las érbitas de
los puntos geométricos de X mediante ¢.

Con frecuencia diremos que Y es un cociente bueno (geométrico) de X por G
y escribiremos Y = X//G (Y = X/G).
De v) inferimos que ¢ separa drbitas cerradas.

Proposicién 1.10. Si (Y, ¢) es un cociente bueno para la accién de G en X,
entonces

ii) Gzy NGy # 0 siysolosi ¢(z1) = ¢(x2).

iii) Para cada y € Y, la preimagen ¢~'(y) contiene una tinica drbita cerrada.
En particular, si todas las orbitas son cerradas, entonces ¢ es un cociente
geométrico.
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Demostracion. [[Hos12| Proposicion 2.38] . O]

Ejemplo 1.11. . Sea la accién de C* en C*\{0} por multiplicacién por un
escalar. Consideremos la proyeccién candnica  : C"\{0} — C"\{0}/C* = P
Las 6rbitas son rectas sin el origen. (P{', ) es un espacio de érbitas.

Ejemplo 1.12. Sea la accién de C* en C? definida por
(t, (21, 22)) —t- (21, 22) = (tZl, t7122>.

Las Orbitas cerradas son las hipérbolas {(z1, z2) : 2122 = ¢, ¢ # 0, constante}
y el origen. Las drbitas {(z1,0) : z; # 0} y {(0,22) : 22 # 0} no son cerradas
debido a que sus cerraduras contienen el origen. El morfismo ¢ : C* — C
definido por (z1,22) — 2129 es invariante y suryectivo. Asi, (C, ¢) define un
cociente que no separa las drbitas {(z1,0) : z; # 0}, {(0,22) : 22 # 0} y
{(0,0)}. Por tanto (C, ¢) no es un espacio de 6rbitas. El estabilizador del origen
Estab((0,0)) = {t € C* : t-(0,0) = (0,0)} = C* tiene dimensién 1. El
estabilizador de cualquier punto {(z1, z2) : 2122 # 0} es {1}.

Cocientes proyectivos

David Mumford demostré que quitando algunos puntos de X, denominados
inestables, el cociente de los llamados puntos semiestables por la accién de G
tiene estructura de un cociente bueno.

Las siguientes definiciones y resultados son tomados de [BrilOl], [New?78] y
[New06].

Supongamos que G actua linealmente en X C P{. Consideramos la acciéon

inducida de G en Clzy, ..., Ty 41]-

Definicién 1.13. Sea X una variedad proyectiva en P¢. Para cualquier accién
lineal de un grupo reductivo G en X, un punto = de X es llamado

e semiestable, si existe un polinomio f homogéneo, GG—invariante, de
grado mayor o igual que 1 tal que f(x) # 0.

e estable, si x es semiestable, la érbita Gx es cerrada en X* vy el
estabilizador E'stab(x) es finito.

e inestable, si x no es semiestable.
Denotamos por X**, X*y X"" los conjuntos de puntos semiestables, estables e

inestables de X, respectivamente.
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Por tanto, un punto x de X es inestable si f(z) = 0 para todo polinomio f
homogéneo, no constante, G-invariante.

Lema 1.14. X*° y X* son subconjuntos de X abiertos y G—invariantes.
Demostracion. [New78|, Lema 3.13]- O

El conjunto de puntos inestables X“" es un subconjunto cerrado de X.

Definicion 1.15. ¢ : X — Y es un cociente bueno si ¢ es un morfismo afin (la
imagen inversa de un conjunto Zariski-abierto afin en Y es afin) y son validas
las condiciones de la definicion 1.9.

El principal teorema de GIT en el contexto de variedades proyectivas es:

Teorema 1.16. Sea G un grupo reductivo que actua linealmente en una variedad
proyectiva X. Entonces,

i) Existe un cociente bueno ¢ : X** — Y yY = X*//G es una variedad
proyectiva.

ii) Existe un subconjunto Zariski—abierto Y* de Y tal que ¢~ '(Y*) = X*y
Y*® = X*/G es un cociente geométrico.

iii) Para x1, 1o € X*, ¢(x1) = ¢(x3) siy sélosi Gay N GryN X5 # (.

iv) Para x € X*°, x es estable si y sdlo si x tiene estabilizador finito y la drbita
Gx es cerrada en X*°.

Demostracion. [New06, Teorema 3.12] O

1.3. Criterio de Hilbert-Mumford

Las definiciones originales de estabilidad y semiestabilidad requieren
conocer polinomios homogéneos invariantes por la accidon. Por el teorema
de Nagata [Nagb65]], si G es reductivo y actua racionalmente en un dlgebra
finitamente generado, entonces el algebra de elementos G —invariantes es
finitamente generado. Sin embargo, el cédlculo de los generadores no siempre
es facil. Derksen y Kemper [DKO2] han desarrollado algoritmos para calcular
generadores del dlgebra de invariantes K[V]%, cuando G es un grupo
linealmente reductivo, K un cuerpo algebraicamente cerrado y V wuna
representacion n—dimensional de G.
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Criterio geométrico

Si un grupo reductivo G actia linealmente en una variedad proyectiva X en
", entonces existe una accién inducida de G en el cono afin de X, X ¢ C"*'.

Proposiciéon 1.17. Sea G un grupo reductivo actuando linealmente sobre una
variedad proyectiva X en P¢. Sean x un punto de X y = # 0 un punto, en la clase
de z, del cono afin X. Entonces,

i) x es semiestable si y sélo si 0 ¢ GZ.

ii) x es estable siy sdlo si es semiestable, el estabilizador E'stab(x) es finito y
la 6rbita G es cerrada en X.

iii) = esinestable siysélosi 0 ¢ Gz.
Demostracion. [Hos12|, Proposicion 5.1] O

La Proposicion 1.17 caracteriza la estabilidad de un punto = de una variedad
proyectiva en términos de la cerradura de la érbita de z en su cono afin, = en
la clase de z.

Denotamos el conjunto de puntos semiestables de X por X**, el conjunto de
puntos estables de X por X* y el conjunto de puntos inestables por X*".

Criterio de Hilbert-Mumford

El Criterio de Hilbert-Mumford es un criterio numérico para determinar
la semiestabilidad, inestabilidad, estabilidad de un punto de una variedad
proyectiva en términos de la restriccién de la accion a subgrupos a un parametro
de G.

Definicion 1.18. Un subgrupo a un parametro de un grupo algebraico G es
un homomorfismo no trivial de grupos algebraicos

A:C =G, t— ).

Sea GG un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad proyectiva
X C P¢. La accién de un subgrupo a un pardmetro de G, A : C* — G induce
una representacién de C* en C**!

C* — GL(C")
t = At Cctto— o vt
v = A(t) - .
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Proposicion 1.19. La representacién de C* en C"*! inducida por la accién de un
subgrupo a un pardmetro de G, X : C* — G, en X es diagonalizable. Es decir,
existe una base {ey, ey, ..., e,1} de C"™! tal que

A(t) - e; =t"e;, paraalginr; € Z.
Demostracion. [Alc010, Proposicion 5]. ]

Los exponentes r; son llamados pesos de ¢; respecto a la accion de
A(t). Dados un punto x € X y T € z en el cono afin X C C"*! escribimos
= Z?j a;e; respecto a esta base.

Definicidon 1.20. Sean x € X y A : C* — G un subgrupo a un parametro de G.
SiterxenX CcC'lyz = ngf a;e; entonces,
n+1
At)-Z =) triae;.

=1

Definimos la funcién siguiente
u(x, \) = min{r; : a; # 0}. (1.1)

La definicién de la funcién i es independiente de la seleccion de & en el
cono afin de X y de la base de C"*!,

Aplicando (1.1 se demuestran las propiedades de la funcién p.

Proposicion 1.21. Sea \ un subgrupo a un pardmetro de un grupo reductivo G.
Sean x un punto de la G— variedad X, T € X en la clase de x. Entonces,

D) u(x,\) >0 siysdlosi lim, 0 A(t) T existey es igual a cero,
i) u(x,\) <0 siysdlosi lim; o A(t) - T no existe,
i) u(g-z,\) = u(r,g ' \g), paratodo g € G.

De la Proposicién 1.21 (i) se deduce: si existe un subgrupo a un pardmetro
de G tal que lim; o A(t) - Z = 0, entonces 0 € GZ y por tanto z €s Un punto
inestable de X.

Mumford demostrd

Proposicién 1.22. ( [MFK94, Proposicion 2.2]) Si un grupo reductivo G actiia
en una variedad X, entonces x es un punto semiestable si y solo si 0 no estd en la
cerradura de la orbita GZ para todo 7 en la clase de x.

15



Teorema 1.23. (Criterio de Hilbert-Mumford) Sea G un grupo reductivo
actuando linealmente en una variedad proyectiva X en P{. Sea x un punto
cualquiera de X, entonces

i) x es semiestable siy solo si pu(xz, \) < 0 para todo subgrupo a un pardmetro
de G.

ii) x es estable siy sélo si ju(x, \) < 0 para todo subgrupo a un pardmetro de G.

iii) x es inestable siy sdlo si j(x,\) > 0 para algun subgrupo a un pardmetro
de G.

Demostracion. [New78, Teorema 4.9]. O
Segun la Proposicion 1.21,

w(g -z, A) = p(z,g ' Ag), g € G,

es posible reemplazar un subgrupo a un pardmetro A(¢) por un conjugado
conveniente para los célculos. Estos cdlculos se simplifican cuando A(¢) es
diagonalizable.

Todo subgrupo a un pardmetro de SL,(C) es conjugado a un subgrupo a un
parametro diagonal.

Proposicién 1.24. Para todo subgrupo a un pardmetro \ : C* — SL, (C) existen
enteros ry > ro > -+ > 1, 11+ 712+ -+ 1, =0, para los cuales \(t) es
conjugado en SL,(C) a una matriz diagonal de la forma

tt 0 0
TNE AN A
t — diag(t"™,...,t™) = ] ! ] ) (1.2)
0 tr
Demostracion. [MOO03], Proposicién 7.5]. O
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Capitulo 2

Foliaciones holomorfas de grado d
en P%

Revisamos las definiciones bdsicas y resultados importantes sobre
el espacio §,; de foliaciones holomorfas de grado d en P3.
Describimos la accion lineal por cambio de coordenadas del
grupo SL3(C), isdgeno al grupo de automorfismos de PZ%, en
$a4. Construimos el Q—espacio vectorial de los subgrupos a un
pardmetro virtuales de un toro maximal T' de un grupo reductivo
y el Q—espacio dual. Describimos resultados relevantes de la
estratificacion algebraica de una variedad proyectiva por accion
lineal de un grupo reductivo basados en el trabajo de Kirwan.
Las principales referencias son: [GMOB89], [CDGM10],[AR16],
[Kir85] .

2.1. Foliaciones holomorfas en P%

Consideramos foliaciones holomorfas de dimensién 1 con singularidades
aisladas en el plano proyectivo complejo PA.

Definicion 2.1. Una foliacion holomorfa F de dimensién 1y grado d, d > 0, en
P% es un morfismo de fibrados vectoriales no trivial

F:Op(1—d) — TP

donde TP% es el fibrado tangente de P4, médulo multiplicacién por un escalar
distinto de cero.
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De la sucesién de Euler
0 — Op — Opz(1)* — TPZ — 0 (2.1)
obtenemos
0 — Opz(d —1) — Op2(d)*® — TPE(d — 1) — 0
y pasando a la sucesién en cohomologia
0 — H°(PE, Opz(d — 1)) — H°(PZ, Opz (d)®°) — H°(PE, TPZ(d — 1)) — 0

pues H'(P%,Op:(d — 1)) =0, parai > 1.

Entonces,

 H(F%, Op ()
= HO(®Z, Ong(d— 1))
Identificando las foliaciones que difieren una de otra en una constante
multiplicativa distinta de cero, el conjunto de foliaciones holomorfas de grado
d en el plano proyectivo complejo se define por

F € HO(PZ, TP(d — 1)) (2.2)

Fq = P(H (P2, TP4(d — 1))).
$4 tiene estructura de espacio proyectivo complejo de dimension

dim §q = dim H° (P4, TP%(d — 1)) — 1
= dim H(PZ, Opz (d)®®) — dim H*(PE, Op2(d — 1)) — 1

d+2 7 iy
= 4 =
dimF,; = d? + 4d + 2. (2.3)

En particular, el espacio de foliaciones holomorfas de grado 4 en P% tiene
dimension 34.

Proposicion 2.2. Toda foliacion F en §y4 puede ser definida por un campo
vectorial polinomial

X = Ploy,2) 5+ Qo) + Ry, 2) 5
mddulo F R, donde P,Q, R € Cl[z,y, z] son polinomios homogéneos de grado d,
F € Clx,y,z] polinomio homogéneo de grado d — 1, R = x% + y% + z% es el
campo radial, médulo multiplicacién por un escalar distinto de cero. X y X + F R
definen la misma foliacion.
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La forma dual para describir una foliacién holomorfa F de grado d en P%
(Cerveau et al, [CDGM10]) es mediante una 1—forma

w = A(z,y,z)dz + B(x,y, 2)dy + C(z,y, 2)dz

donde A, By C € Clz,y, z] son polinomios homogéneos de grado d + 1 que
verifican la condicién de Euler Ax + By + C'z = 0, mdédulo multiplicacién por
un escalar distinto de cero.

En este trabajo, suponemos que F estd definida por un campo vectorial
polinomial homogéneo de grado d

8 a 8 P(.I’,y,Z)
X:P(ZL‘,y,Z)—+Q(C(Z,y,2)—+R(ZE,y,Z)—: Q(x7yaz) . (24)
ox oy 0z Riz.y,

Definicidon 2.3. Sea F una foliacién definida por un campo vectorial polinomial
(2.4). Un punto p = (zy : yo : 20) € P es un punto singular de F si existe algtin
k € C tal que

(P(xo,ymZo),Q(%’yo,zo),R(iKo,yo,ZO)) = k?(xo’yo,zo)-

El conjunto de puntos singulares de F se denota por SingF.

Definicién 2.4. Supongamos que p = (1 : yo : 2z0) es un punto singular de una
foliacion F definida por X con generador local

fly:2)
9(y, 2)
El nimero de Milnor de p, 11,(F), se define por

11,(F) = dimg ——2

donde Oz, denota el anillo de gérmenes de funciones holomorfasen py (f, g)
denota el ideal generado por fy g.
La multiplicidad de p se define por

my(F) = min{ord,(f),ord,(g)}.

Teorema 2.5. Sea F una foliacion de grado d en P2%. Si py, ..., px son puntos
singulares aislados de F y ji1, ..., ju los numeros de Milnor correspondientes,
entonces

p+ e =d>+d+ 1.
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Demostracion. Cano et al [CCD13], Proposicion 9.2]. O]

De este teorema se deduce que no existen foliaciones regulares en P%.

Definicién 2.6. Una curva plana definida por un polinomio F(z,y, z) es una
hoja algebraica de X' o invariante para X si existe un polinomio H(z,y, z) tal
que

OF (z,y,2)
ox

OF (z,y,2)
dy

OF (x,y, 2)

P(z,y,z) o

+Q(z,y,2) +R(z,y,2) = FH. (2.5)

Teorema 2.7. El conjunto de foliaciones holomorfas F de grado d > 2 tales que
F no tiene hojas algebraicas es un subconjunto abierto y denso en F.

Demostracion. Lins Neto y Soares [LNS96, Teorema II ]. ]

Supongamos que p = (1 : 0 : 0) es un punto singular de una foliacién F
definida por un campo vectorial polinomial homogéneo de grado d

P(x,y,z2)
X =1 Qz,y,2)

iR\~
Entonces, en la carta afin Uy : z = 1, (0,0) es un punto singular de
X|U _ f(y,Z) — Q(Lyaz) —yP(l,y,Z) :
2 9(y, 2) R(1,y,2) — zP(1,y, 2)

Fulton [Ful09, Teorema 3] demuestra que

Oc2
dim¢ P — Io(f, g
F.g) ~ U9
donde Iy(f, g) representa el numero de interseccién de las curvas planas f y g

en (0,0).
Analizamos el caso particular R(x,y, z) = 0.

Lema 2.8. Si una foliacion F estd definida por un campo vectorial polinomial
homogéneo de grado d
P(x,y, z)
X=|Qy,2) |,
0

entonces
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1. z = 0 es una recta invariante de X.

2. El numero de Milnor del punto singular p = (1:0:0) es
:u’p(F) = IO(Q(L?J; Z) - yp(17y7 Z)?’Z) + IO(Q(lvya Z)v P(l,y,2>>

Demostracion. .
1. Aplicar la definicién 2.6.

2. El campo vectorial polinomial correspondiente a X en la carta U
alrededor del punto (0,0) es

X| i f(yvz> . Q(layu Z) —yP(x,y,z)
Uyp — —
g(y,Z) _ZP(17y7Z)
El nimero de Milnor de p = (1 : 0 : 0) es el nimero de interseccién en
(0,0),

1p(F) = 1o(f(y, 2), 9(y, 2))
= IO(Q(lvyv Z) - yP(17y7 Z),Z) i IO(Q(17y7 Z) - yP<17y7Z)7 P(Lyaz))
= 1o(Q(1,y,2) —yP(L,y,2),2) + [o(Q(1,y,2), P(1,y, 2)).

2.2. Acciones lineales de un grupo reductivo en §,

Gomez-Mont y Kempf analizaron la accién lineal del grupo PGL,(C) de
automorfismos del espacio proyectivo complejo P en §, espacio de foliaciones
holomorfas de grado d en el sentido de Mumford (GIT).

Una foliacion holomorfa es no degenerada si todos sus puntos singulares
tienen numero de Milnor 1.

Teorema 2.9. ([GMK89, Teorema]) Sea PGL,(C) actuando linealmente en el
espacio de foliaciones holomorfas de grado d > 0. Una foliacion no degenerada es
PGL,(C)— estable.

Definicion 2.10. Un morfismo suryectivo de grupos algebraicos con nucleo
finito es llamado isogénia. Dos grupos algebraicos se llaman is6genos si existe
una isogénia entre ellos.
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Lema 2.11. La funcién

¢ : SL3(C) — PGL3(C) = GL3(C)/ Z(GL3(C))
g9 —ldl

es una isogénia.

Demostracion. La funcién ¢ es un morfismo suryectivo de grupos algebraicos.
Su nducleo es

ker(¢) = {g € SL3(C) : ¢(g9) = als, a € C*}.

Debido a que det(g) = 1 = a?, el nticleo ker(¢) consta de tres matrices escalares
dadas por la matriz identidad /5 multiplicada por las raices ctuibicas de la unidad.
En consecuencia, ¢ es una isogénia. ]

El grupo PG L3 (C) de automorfismos de P% actia linealmente en la variedad
proyectiva compleja §, por cambio de coordenadas: Si g € PGL3(C) yv F es
una foliacion de grado d definida por un campo vectorial X’ de la forma (2.4,
entonces

PGLg(C) ng — Sd
(9,X) = g - X=DgXo(g").

Los grupos PGL3(C) y SL3(C) son iségenos. De las proposiciones y
deducimos que la inestabilidad de un punto X € §, para la accién de
SL3(C) en §, estd determinada por la funcién p(z, \) donde A es un subgrupo
a un parametro diagonal de SL;(C) de la forma (1.2)).

Por tanto, estudiaremos la accion lineal por cambio de coordenadas del grupo
reductivo SL3(C) en el espacio proyectivo §,

SLg((C) X Sd — Sd
A@#),X) — At)-X =DAXB)X oA Ht) = ANt)X o A7(2)

P(z,y, 2) P(ATH(0)(,y, 2))
At), | Qz,y,2) = Al [ QLX) (x,y,2) |- (2.6)
R(z,y, 2) ROATH) (@, y, 2))

Definicién 2.12. Un subgrupo parabdlico de un grupo algebraico lineal G es
un subgrupo P C G cerrado en la topologia de Zariski, para el cual el espacio
cociente (G/ P es una variedad algebraica proyectiva.
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Si A : C* — (G es un subgrupo a un pardmetro de (7, entonces
P,:={geG: 111% A(t) g AH(t) existe en G} 2.7)
—

es un subgrupo parabdlico de G. [Kir85] Definicién 12.11].

Aplicamos (2.7)) con el fin de obtener los subgrupos parabdlicos de SL;3(C)-

Lema 2.13. Los subgrupos pardbolicos P, de SL3(C) correspondientes a
subgrupos a un pardmetro

A:C* = SLs(C)

0 0
t — 0 t2 0 , T1L>T3>T3
0O 0 ¢

son:

i) El subgrupo de las matrices triangulares superiores de S L3(C)

911 gi12 913
Py = 0 g2 g3 | €SL3(C) p, siry >19 >3,
0 0 gs3
de dimension 5.
ii) Los subgrupos
( \
g11 912 913
Py =< g21 922 923 € S3(C)L p, si r; =19 > 13,
L 0 0 gs3 J
( )
911 Ggi12 G13
P)\ = 0 go2  g23 - S3(C)L , Si Ty >r9 = Is,
L 0 932 gs3 J

de dimension 6.

Demostracion. Por definicion,
P, = {g € SL;(C) : 11_{% A(t) g A1 (t) existe en SL3(C)}.

Analizamos la existencia del limite

0 0 g1 gi12 913 =0 0

lim{ 0 = 0 921 922 Go23 0 ¢t 0
t—0 ” -
0 0 ¢ 931 932 933 0 0 ¢
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g1 g2t gyat™ "
= 11_{% g21t™ 7" 922 ga3t™™ "
g1t ggat™ T 933
Siry > ry > r3, el limite existe cuando ¢go; = g31 = g30 = 0
Siry = ry > r3, el limite existe cuando g3; = g3» = 0
Siry > ry = r3, el limite existe cuando g, = g3; = 0.
Entonces, los correspondientes subgrupos parabdlicos P, de SL;(C') son:

-
-~
-

) € SL3(C), siry > ry > 1'3}
) € SL3(C), siry =19 > rg}

*
*
*
*
*
*
)ESLg sir1>r2:r3}.

O% % OO*

*
*
0
*
*
0
*
*
*

* ¥ %

2.3. Caracteres, subgrupos a un parametro
virtuales

El objetivo de esta seccion es definir el ()—espacio vectorial de los subgrupos
a un parametro virtuales de un grupo reductivo. Nuestras referencias son
[GM16], [Perrl5]], [Mak11], [Ron14].

Un toro 7 de dimensidn n es un grupo algebraico isomorfo a (C*)". En

forma equivalente, un toro es un grupo algebraico conexo que consiste solo
de elementos semisimples, condicién que implica conmutatividad. Todos los
toros maximales de un grupo algebraico lineal conexo son conjugados. [Gorl1),
Teorema 14.0.1]. La dimension de un toro maximal de GG es llamado el rango
de G.
Un grupo algebraico GG es llamado diagonalizable si existe una representacion
fiel (p,V) de G tal que su imagen estd contenida en el subgrupo de matrices
diagonales. (G es diagonalizable si y sdlo si es conmutativo y consiste de
elementos semisimples. [Perr15, Proposicién 3. 3. 2].

Definiciéon 2.14. Sean G un grupo reductivo conexo. Un caracter de G es
un homomorfismo de grupos algebraicos « : G — C*. Un subgrupo a un
parametro de G ( o cocaracter) es un homomorfismo de grupos algebraicos
A:Cr = G.

El conjunto X (G) de caracteres de G con la multiplicacién es un grupo abeliano.
Si G es abeliano, el conjunto Y (G) de los subgrupos a un pardmetro de G
también es un grupo abeliano.
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Supongamos que G es un toro, 7' = (C*)". Los homomorfismos de grupos
algebraicos de 7' = C* son Hom(C*,C*) = {t — t™, m € Z}. Asi tenemos,
X(C*) =Y(C*) = Z. Entonces,

Y(T) = Hom(C*, (C*)") = (Hom(C*,C*))" = X(T) = Z".

Por consiguiente, X (7') y Y (T') son Z— mddulos libres de igual rango.
La funcién compuesta de un subgrupo a un pardmetro A : C* — T y un
caracter « : ' — C* es el homomorfismo

C"—=C" t—=(aoN)(t)=1t", rel.
Por tanto, la forma bilineal

() X(T)xY(T) = Z
(a,\) = r={(a,\) donde (a0 \)(t) =t",t € C".

define un emparejamiento natural de X (7") y Y/(T).

Teorema 2.15. (Teorema de estructura de grupos diagonalizables) Sea G un
grupo algebraico lineal. Son equivalentes:

1. @ es diagonalizable.
2. El grupo de caracteres X (G) es finitamente generado.

3. Toda representacion de G es isomorfa a una suma directa de representaciones
unidimensionales

Demostracion. [Perrl5) Teorema 4.1.8] O

Notamos que los elementos de (C*)" son diagonales y conmutan. Asi, por
las propiedades de la descomposicién de Jordan, sus imdgenes bajo cualquier
representacion p : (C*)" — GL(V) son diagonalizables. Lo mismo vale para
cualquier toro T'. El espacio vectorial V' es la suma directa

v — V. (2.8)
(1)

donde
Vo={veV:h-v=a(h)v, paratodoh € T}. (2.9

Los V, son llamados espacios pesos de V respecto al toro 7 y los
homomorfismos de grupos algebraicos o : 7' — C* son llamados pesos.
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Sea GG un grupo reductivo conexo con toro maximal 7'y g el algebra de Lie
de G. La accién adjunta de 7" en g estd dada por conjugacion. Consideremos la
representacion adjunta Ad : G — G L(g). Para un caracter o € X(7'), tenemos

0o :={A€g:Ad(h)- A= a(h)A, paratodoh € T}.

Los o € X(T') distintos de cero tales que g, # 0 son llamados raices de 7" en
G. El conjunto (finito) de las raices se denota por .

Definicién 2.16. Sea G un grupo reductivo conexo y 7" un toro maximal
T C G. El grupo de Weyl de T en G es W(G,T) := Ng(T)/T donde
Ng(T):={g € G:gTg ' =T} es el normalizador de T en G.

Los toros maximales de G son conjugados, asi que sus grupos de Weyl son
isomorfos. Nos referiremos a W grupo de Weyl de cualquier toro maximal de G
como el grupo de Weyl de G. El grupo W actia en 7, por lo cual W actia en
Y (T)y X(T).

Definicion 2.17. [Hes79, 2.1]. Sean G un grupo reductivo, Y (G) el grupo de
subgrupos a un pardmetro de G. El cociente del producto Y (G) x N (conjunto
de los nimeros naturales N) por la relacion de equivalencia

(A\,n) ~ (u,m) siysélosi A(t"™) = pu(t"), paratodote C".

se denomina conjunto de subgrupos a un parametro virtuales (S1PV) de G 'y
se escribe M (G).

La accién adjunta de G en Y (G) se extiende a una accién en M (G).

Sea T un toro maximal de G. Los elementos [(\, n)] de M (T) se escriben 2.
M(T) con las operaciones:

+: M(T) x M(T) — M(T), (%’%)_}2_:1
1 Qx M(T) — M(T), (5%)_*;/_;

tiene estructura de Q—espacio vectorial.
Notamos que M(T) = Y (T) ® Q.

Definicion 2.18. Una norma en M (G) es una aplicaciéon ¢ : M(G) — Q tal
que
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) G(ghg™!) = G(N), paratodo g € G, A € M(G)

ii) Para cualquier toro maximal 7' C @, existe una forma bilineal definida
positiva (, ) tal que g(\)? = (A, \).

Los elementos de M (T)* se identifican con elementos de M (7T') usando el
producto interno (, ) del )— espacio vectorial M(T).

Ejemplo 2.19. Caracteres y subgrupos a un parametro de SL;(C)

SL3(C) es un grupo semisimple (por tanto reductivo), conexo.

El grupo de las matrices diagonales 7" = {diag(h1, ho, h3) : hy hy hy = 1} es un
toro maximal de SL3(C).

El grupo de Weyl de SL3(C) es isomorfo al grupo de matrices de permutacién
de tres elementos, es decir W = Ss.

El grupo de subgrupos a un pardmetro (o cocaracteres) de 7" es

Y(T)={X:t — diag(t"™,t",t") : 1y + 19 + 13 =0, 11, 19,15 € Z}
y el grupo de caracteres de 7 es
X(T) = {a: diag(hy, hy, hg) — hI™hy2h3* : hihohy = 1, my, my, m3 € Z}.
Y (T)y X(T) son Z—mddulos libres con emparejamiento
(o, Ay = myry + maory + mars. (2.10)

Sea M (T) el ()—espacio vectorial de los subgrupos a un pardmetro virtuales
de T. Sean 2, % € M(T) con A(t) = diag(t™,t",t™) y pu(t) = diag(t*, t%2,t%).
La aplicacién M (T") x M(T) — Q definida por
A NG A YR (2.11)

n’'m n m nm

(

es un producto interno invariante por la accién del grupo simétrico Ss.
En particular, la aplicacion

A
~— =
n

M(T) - Q
AA
-

es el cuadrado de una norma, denotada ¢, invariante por la acciéon del grupo
simétrico S; . Es decir, si b; = ™,

q((t — diag(t™,t”2,1%))) = b} + b3 + b3, by + by + b3 = 0. (2.12)

Identificamos M (T') y su dual M (T")* usando el producto interno ({2,11)).
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2.4. Estratificacion de una variedad proyectiva

En esta seccién exponemos la definicién y resultados relevantes de la
estratificaciéon de una variedad proyectiva compleja no singular X C P{ actuada
linealmente por un grupo reductivo complejo. Esta basada en los trabajos de
Kirwan [Kir85, Sec. 12, 13], quien aplica los resultados de Hesselink [Hes79] a
la accién de G en el cono afin X c C"*! de X.

Sea GG un grupo reductivo complejo actuando linealmente en una variedad
proyectiva X C P¢. Los puntos estables, semiestables e inestables de X son
caracterizados por el Criterio numérico de Hilbert-Mumford (Teorema 1.23).
El conjunto de puntos semiestables X*¢ es abierto y el cociente X**//G es una
variedad proyectiva (Teorema 1.16). Estamos interesados en la estratificacion
del conjunto X*“* de puntos inestables de X.

La representacién de un toro maximal 77 C G en el espacio vectorial
V = C"*! da la descomposicién peso

V= V., (2.13)
donde o € {ov, ..., @41} C M(T)*y Vu,, ..., Va,., son subespacios de C"*.

Definicion 2.20. El elemento § € M(7T) mds cercano a 0 de la envolvente
convexa generada por un subconjunto no vacio de pesos de M (7') se denomina
una minima combinacidn de pesos. El conjunto B de las minimas combinaciones
de pesos que estdn en una camara positiva de Weyl se llama conjunto de indices
para la estratificacién de X.

Definicién 2.21. Sea X C P{ una variedad proyectiva compleja no singular.
Una coleccién finita {S; : § € B} de subconjuntos de X forman una
estratificacion de X si X es la unién disjunta de los estratos {Ss : 8 € B},
y existe un orden parcial > en el conjunto de indices B tal que

Ssc s,

<B

para todo 3 € B.
Describimos un estrato Sz de la estratificacion de X.
Definicion 2.22. Sean

Zg=A{(x1:-- ranpn) € X 25 =0siq;. B#5.8:=q(B)}
Ys={(z1: - 12p1) € X: 2;=0sla;.8 <q(B); x; #0sialgin ;.5 =q(B)},
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donde a; € M(T). Se define el morfismo de variedades

s Y — Zg, pa(@1 st @ngr)) = (@] 1o 0 @)
donde z; = z;, si a;. 8= q(B), 2} =0, deotro modo.

Zg es una subvariedad cerrada de X y Y es una subvariedad localmente
cerrada de X.
Las definiciones de Z3, Y3 y pg dependen solo de 5.

Denotamos por Estab(f) ={g € G : g-8 = gBg~' = B} C G el estabilizador
de [ bajo la accion adjunta de . Segun Kirwan, existe un unico subgrupo
reductivo conexo Gz de Estab(/5) tal que

M(Gg) ={X € M(Estab(B)) : \. 5 =0}.
Con este grupo, Alcantara en [Alc13] define

75" = {x € Zg : xessemiestable bajolaacciondeGgen Zs} (2.14)

y Y5 =p;'(Z5).
73 es invariante por la acciéon de FEstab(8), Yz y Y;® son invariantes por la
accion del grupo parabdlico Pg.

Teorema 2.23. ( [Kir85| Teorema 13.5]) Sean X C P{ una variedad proyectiva
compleja no singular y G un grupo reductivo complejo que acttia linealmente en
X. Entonces, existe una estratificacion {Ss : § € B} de X tal que:

i) El tnico estrato abierto de X es Sy = X*°.
ii) En el conjunto de los puntos inestables de X, para cada (5 € B el estrato
S =G xp, Y5° (2.15)

donde Yj3* es una subvariedad no singular localmente cerrada de X y Py es
un subgrupo parabdlico de G.

iit) Existe una fibracién algebraica localmente trivial ps : Y3* — Z3° con fibras
afines, donde Z3* consiste de puntos semiestables de una subvariedad no
singular cerrada de X bajo la accion de un subgrupo maximal reductivo de
Ps.

De (2.15) se deduce: La dimension del estrato Ss es

dim S = dim G + dim Yﬁss —dimPg — 1. (2.16)
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Capitulo 3

Estratificacion del espacio de
foliaciones de grado 4 en IP?C

Estudiamos la accion lineal por cambio de coordenadas del grupo
reductivo SL3(C) en el espacio proyectivo complejo F; de las
foliaciones holomorfas de grado 4 en P% en el sentido de la
Teoria de invariantes geométricos. Nuestros objetivos principales
son construir una estratificacion de F;" y caracterizar los estratos
con singularidades aisladas mediante el numero de Milnor y
multiplicidad del punto singular; primer jet no trivial, existencia
de rectas invariantes, dimension de los estratos. Para ello,
encontramos los generadores y las componentes del conjunto
cerrado Zariski de las foliaciones inestables de grado 4 en P%,
obtenemos los generadores de M(T) espacio vectorial de los
subgrupos a un pardmetro virtuales de SL3;(C) y los de su
dual M(T)*. Después obtenemos la representaciéon de un toro
maximal de SL3;(C) en C*. Obtenemos formulas para calcular
el conjunto de indices de la estratificacion de §}", basdndonos
en un algoritmo dado por Popov, hallamos la norma de cada
indice y el caracter asociado. Construimos, en el sentido GIT, una
estratificacion del espacio de foliaciones inestables de grado 4
en PZ4. Analizamos las foliaciones genéricas de los estratos con
singularidades aisladas y las caracterizamos segun los criterios
propuestos. Caracterizamos las foliaciones de los estratos Sg, Sig
y Sa2. Ademads, hallamos foliaciones de grado 4, inestables, con un
unico punto singular. Nuestras referencias son: [Kir85|], [Pop10],
[Alc16], [AR16].
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3.1. Foliaciones inestables de 3§,

Los objetivos de esta seccidén son obtener los generadores y las componentes
de las foliaciones inestables de §, para la accion lineal de SL3(C) por cambio
de coordenadas.

Por el Criterio de Hilbert-Mumford, un punto X’ € §, es inestable para esta
accién de SL3(C) en §4 siy sélo si u(X,\) > 0 para algin subgrupo a un
parametro (S1P) A de SL3(C). Por la proposicién existe g € SL3(C) tal
que g\(t)g~! = diag(t™,"2,t™), r, > 79 > rs. Aplicando la proposicién
obtenemos

plg - X, diag(t™,£72,¢7)) = p(X, g~ diag(t™, "2, t")g) = p(X,A(¥)), (3.1

T =Ty 2 T3,
Entonces, todo punto inestable de §, estd en la érbita de un punto inestable
respecto a la accién de un S1P diagonal de la forma(T.2). Por tanto, buscaremos
foliaciones inestables respecto a la accién de tales S1P diagonales.

El espacio §, de foliaciones holomorfas de grado 4 en el plano proyectivo
complejo P4 es un espacio proyectivo complejo de dimension 34, segtn (2,3).
Su cono afin es H°(P%, TP%(3)) = C*.

Una foliacion F € §, estd definida por un campo vectorial homogéneo
X € X, de la forma (2.4). En adelante, aplicando el isomorfismo entre §, y X4,
descrito en la seccién 2.1, identificamos la foliacién F con el campo vectorial
X que la define.

Consideramos una base del espacio HY(P%,TP%(3)) que diagonaliza la
acciéon de SL3(C) en §, constituida por 35 campos vectoriales monomiales
monicos de grado 4

B— {xzyjzélzja_’ xzyJZAfzfja_, xzy4fza_ } , 0<14,7<4, 1+7 <A4.
x Y 2

Sea F € §, una foliacion descrita por un campo vectorial polinomial
homogéneo de grado 4

P(z,y,2)

0 0 0
X:P%+Q8—+R£: Qz,y, z)
’ R(,y,)
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donde

4—i— 4—i—
P(z,y,z E aij x'y 2 Q(z,y, 2 E bij x'y 2
1=0,7=0 1=0,j=0
i+j<4 i+5<4
4
i, 4—1
R(I7y7 Z) = E Cij LY (32)
i=0

y A:C* — SL3(C) un subgrupo a un pardmetro diagonal

t"t 0 0
At — | Wil !
0 0 ¢

con ry >ro>r3, ri+ro+1r3=0,r,r9,173 € ZL Obtenemos

'
At = 0 t
0 0

0 T t Mg
0 |, X0y =]ty
&8 z 7 37

La accion por cambio de coordenadas del toro maximal 7' = {diag(¢"",¢",t"3) :
r>1re >13, r1+1re+1r3 =0} C SL3(C) en §, estd definida por

SLg((C) X 3'4
(A1), &)

S4

tT1—r1i—T2j—T3(4_ =) P(“T’ Y Z)
= tTQ—T1i—T2j_T3(4_i_j) Q(Z‘, Ys Z)
tr377‘1i*7’2(47i) R(x, yy Z)

(3.3)

Reemplazamos r3 = —r; — 5 en (3,1) y obtenemos la definicién de la accién
por cambio de coordenadas de 7' C SL3(C) en los campos monomiales de B

0
Ox

At) - :1cyz41Ja6
- 9
0z

A(t) - 2ty 2

At) -2yt

— t(5—2z—j)r1+(4—z—2])r2 4—i—j
(a2t )
t(4—2i—j)7‘1+(5—i—2j)7’2 l’ 24 i—j
(z"y 8y)
— (1= (=5t (xiyz;fig)‘
0z
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Para cada campo monomial de B, el correspondiente exponente de t es su peso
respecto a la accién de A\(¢t) C T en F,.

Como A\ es no trivial, suponemos r; > 0 > r3. La condicion r3 < ry < rq
implica

—_

—r—r T T r
L 232 S <2<,
T1 T1 T1 2 ™

Se define ¢, := 2 € [—3,1]N Q.
Aplicamos la definicién (1.1)) y el Criterio de Hilbert-Mumford con el
fin de obtener los puntos X € §, para los cuales existe un S1P diagonal de la

forma (1.2) tales que:
1
p(X, diag(t" £2,4) = min{Bp, Bq, B} >0 ¥ g2 € [~1.1]
donde

Ep = min{(5-2i—j)ri + (4 —i—2j)r2: a;; # 0}
Eq = min{(4—2i—j)ri+ (5—i—2j)ra: by # 0}
Er = min{(—1—d)r + (=5 +i)ry: ¢, # 0},

Mostramos el valor de ¢, correspondiente a cada campo monomial de B

a; jxiyl 2 8% bi jxtyd 24 a%
b—=2i—g)r+@d—i—25)ra | (4=2i—j)r1 + (5 —1—2j)ry
1=4,7=0=>q¢p> 1 L =1 _gi= "= 450
i=3,]=0=¢> 1 =) (SN |
1
0

1=3,1=1=q < -2 1=3, )j=1=>q¢ >
i=2,j=0=¢>—1 i=2 j=0= ¢ >
1=2,7=1= 0> 0 1=2,7=1=q >

—_

i=2,j=2=q¢<-3
1=1,7=0=q¢ > —1
i=1,j=1= ¢ > -2
i=1,j=2=@¢p< 1
1=1,=3=q¢p<0
i=0,j=0=¢>-2
1=0,7=1=q > -2
i=0,j=2=¢<
1=0,=3=>q¢<
1=0,7=4=q¢<

= = =

1=2, ) =2=q < —2
i=1,j=0=>¢>—3
i=1,j=1=¢>—-3
1=1,7=2= 0> 0
i=1,j=3=>q¢<-3
i=0,j=0=¢>—%
1=0,7=1=q¢ > -1
i=0,j=2=q > —2
1=0,7=3=>¢p< 1
1=0,7=4=>q¢p< 0
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mey4 za
(=1 —di)r; + (— 5+i)r2
1=4, j=0=q < =5
1=3,71=1=>q < -2
i=2j=2=q¢ < -1
i=1,j=3=>q¢<-3
i=0,j=4=q¢<—1

Tabla 1. Valores ¢, para campos de B.

De la Tabla 1, obtenemos los valores de ¢, correspondientes a 19 campos de B

que definen foliaciones inestables de J,.

a; ;T iyjz‘l*i*ja2 bi jriyd 24~ iija%
(5—2i—j)r1+ (4 —i—2j)rs >0 (4—2i—])r1—|—(5—i—2j)r2>0
i=2,j=0, €]—3,1 i=2,j=0, g €0,1]
i=1,j7=0, ¢ €[-31] i=1,7=0, @ €] —3,1]
i=1j=1, ¢ €[-11] i=1, je=1, g [-1,1]
i1=1,75=2 CI2€[_%»1[ i=0,j=0, €[~ %’1]
i=17=3, g€[-30 i=0,j=1, ¢€[-31]
i=0,7=0, ¢€[-31] i=0,7=2, ¢ €[—31]
i=0,j=1, ¢ €[-31] i=0,j=3, g@¢c[-31]
i=0,j=2, q€[-351] i=0,j=4, ¢ €[-30]
i1=0, j=3, QQE[_%vl[
i=0,j=4 @el-3il
cmzvy‘l“9
(=1—=d)ri+(=5+i)ry >0
i=0,j=4, ¢@ecl-3—1

Tabla 2. Valores de ¢, de campos de B que definen foliaciones de §}".

De los célculos anteriores, deducimos que: los coeficientes ay, as1, aso,
az2, (21, 54,0, b3,1, b3,0, b2,2, 5271, 51,2, 51,3, €40, C3,1, C22, C13 SON 0, ¥ agy, a1,
ai 1, @10, Qo35 402, 401, 40,0, b11, b1,0, bo 3, bo2, bo1, boo pueden ser distintos de
0. Hacemos una particién de [—%, 1] N Q para determinar los subespacios de
foliaciones inestables respecto a un S1P diagonal de SL;(C)
¢ € [— 1—%[ = bao =0

@ € [—1 5 0 = b2, Cou = 0
=0 = ai3,b20,c04,004 =0
Q2 G]O i = aisboa,c0a=0
1] =

1 _
¢ €[5, 1] o4, 01,3, bo4,Coq =0
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Hay cinco subespacios de foliaciones inestables correspondientes a la
particion descrita contenidos en dos subespacios maximales de H°(P%, TPZ%(3)):

0 0 0 0 0 0 5 0 0
_ 4 3 2.2 3 4 3
‘/1 - gen<{z 7 yz 8I7 y < axJ y Zalj y ax7 rz axJ xyz a 'ry Z@x
8 8 0 0 0 o 4,0 0
2.2 3 7 4 3 2.2 3 3
Ty _8 })
Y ay’ y' 92

B 0 .0 ,.,0 o ,0 .0 L0, 0
Vo= gen({z* ,yza,yza,y 2o Yigs B g, aYR oAy g
223 4 0

0 0 0 0 0
x°z 7 z a_y’ yz3a—y, v, yPa——, r2*—, 1?2,

0
2
TYzZ — Y
Yy By He
En consecuencia, hemos demostrado

Teorema 3.1. El conjunto cerrado de foliaciones inestables de grado 4 en P% es

§u" = SLy(C)PV; U SLs(C)PVa.

3.2. Subgrupos a un parametro virtuales de
SL;(C)

Sea M (T) el ()—espacio vectorial de los subgrupos a un pardmetro virtuales
de un toro maximal diagonal 7" de SL3(C).
La correspondencia natural

(t — diag(t", %2, ¢701702)) — (by, by)

permite identificar una clase de equivalencia de M (T') con un elemento de
(Q*)2%. Asi, M(T) y su dual M(T)* son Q—espacios vectoriales isomorfos a
Q2.

En M(T)*, los caracteres L; : M(T) — Q, i =1, 2, 3, se definen por

t 0 O
L;:|t— 0 t*= 0 — a;,
0 0 ¢

COH(I1+CL2+(I3:0.
Ly, Ly y L3 generan M(T)*y (Ly + Lo + L3)(t — diag(t*,t*?,t*3)) = 0, para
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todo t € C*. ASi, LQ = _Ll — L3.

En M (T)* se define el producto interno S;— invariante

1

donde §;; es el simbolo delta Kronecker.

Identificando M (7T')* y M(T) mediante el producto interno ((3,4)) obtenemos
los subgrupos a un pardmetro virtuales de SL3(C) definidos por

230 0 =130 0
Li:t— ] 0 ¢35 0 , Lo e 0 3 0 :
0 b\ el/3 0 0 ¢t
13 0 0
Lyt — 0 t3 0
0 0 23

correspondientes a L, Lo ¥ L3, respectivamente, que generan M (7).
Hacemos las identificaciones

2 1 1 12 1 1 12
L'=(2,-2,-2), Lt=(-=,2,—2), Lt=(-=,-=,2 . 3.5
1 <37 37 3>7 2 ( 3737 3)7 3 ( 37 373) ( )

Cada «w en M(T)* corresponde a un subgrupo a un pardmetro virtual A en
M(T)

2a—b—c

3 0 0
a=alq+bLy + cly — t— 0 t%iaic 0
0 0 t2c—3a—b

que identificamos con

20 —b—c 2b—a—c 2c—a—0b

( 3 ’ 3 ’ 3 )
Definimos ¢(a) := («, «) cuadrado de la norma inducida por el producto
interno (3,4). Un célculo directo muestra que el dngulo formado por L; y Lj,

i#j,es 2.
El 4ngulo formado por L} y L%, i # j, también es 2.

En razén de que la dimensidén del espacio vectorial M (7T)* es el nimero real
2, el angulo formado por L; y L;, i # j, es 2 y q(L1) = q(Ls) = q(L3) = 3
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podemos representar graficamente los caracteres L,, L, y L3 como vectores en
R? en las direcciones de las raices ctibicas de la unidad.
El conjunto

® = {+(L1 — Ly), +(Ls — Ls), +(Ly — L)}

es un sistema de raices del espacio vectorial M (T).

Consideramos M(T) ® R provisto de las lineas H, = {A € M(T) ® R :
(a, \) = 0} para o € ®. Las componentes conexas del complemento de UH,,
son llamadas caAmaras de Weyl.

3.3. Representacion asociada y diagrama de pesos

Estudiamos la accidn lineal por cambio de coordenadas de un toro maximal
T = {diag(t¥, t*2 %) : ky + ky + k3 = 0} C SL3(C) en HO(P%, TP4(3)) = C*.
De [3.3] obtenemos

9 —1 (4r2\—F (473\i+I— U= 9
MO) - eyl o ()i () () i D
0 . A L . ) . .0
4—i—j a ri\—t (yra\1—7 (4r3\i+j—4 (0,5 4—1—]
AE) @A Sl = () ) () (@
2 i, 4—1 a

M) @iy = ()T ) () (5.

Cada exponente de ¢ es el peso del campo vectorial monomial asociado respecto
ala accion de T en H°(PZ, TP4(3)).

Los pesos de x'y/ 2477 o, oyl 24~ By aty*™' o son (1) +ra(—j)+rs (it
j—4), ri(=i)+ro(1—7)+rs(i+j—4)y 7”1( )+r2(z—4)+7"3, respectivamente. Los
caracteres asociados a los campos monomiales son: (1—4)L; —jLo+(i+j—4)Ls,
—iL1+(1—j)Lo+(i+j—4)Ls y —iLy+ (i —4)Ly+ L3, respectivamente. Como
Ly = — L, — L3, expresamos los caracteres descritos en términos de L; y Ls.

La dimension de T es 2, entonces los caracteres de la representacién de
T C SL3(C) en C* pueden mostrarse como puntos de R?.

Ejemplo 3.2. Para el campo vectorial monomial yz*£-, el peso respecto a la
accion de T' en HO(P%, TP%(3)) es 71 —rg — 3r3 = 2r) — 27"3 El caracter asociado
es 2L; — 2L3 que se representa por el punto 2n(1,0) — 2n(3, %g) =n(3,V3),

donde n = \/g

Procedemos en la misma forma con los otros elementos de B.

La Tabla 3 muestra los campos vectoriales de B y sus caracteres asociados a
la representacién de T en C*°. Los 19 primeros campos vectoriales de la tabla
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generan foliaciones inestables en J,.

Tabla 3. Campos vectoriales de la base de H°(PP%, TIP4(3)) y caracteres asociados

L Ly — AL
y' 2 5L, + 4L,
xy3a%, 3L+ 3L3
922’23%, Ly —

L

:Eyzza%, —L; — 2L,

yzga%, 2l — 2L3
x23 L — 3L,
fL’QZ —, —L1 — 213
Yz, 201 + Ly

xzzza%, —3f =37,
2?y? 2, Ly + 2Ls
xyzza%, 0

x%%, B N

w3y, —2L1 + 2L

Y z2 d , 3L,
xyz? 2, Ly — Ls
A, —Li —5L3
Yty 3L1 + 3Ly
yt a , 401 4+ 5L3
x3z =L, — Lg
nyg(%, L+ 213
—3L4

3, 0
xya_ya

z?y? 2 3Ls

Y222, ALy + 2L
x> z 2L1 + Lg
y23%, _3L3

:Ezg’a%, — 214

— 413
2%y gms —2L1 + Ly

xzyza%, —2Ly — L3
ZL‘4%, —5L1 - L3

xy* L 2Ly +4L;

La Figura 1 muestra los pesos de la representacién de 7' en C3°. Los pesos
en el interior de la Figura 1 son tomados dos veces. Las lineas punteadas
representan las lineas Hy, 1., Hr,-r1,, Hr,—1,. Las componentes conexas del
complemento de Hy, , U Hy, 1, U Hy, 1, son las cdmaras de Weyl. La regién
limitada por las lineas rojas (incluyéndolas) es la cAmara de Weyl seleccionada:

{T’Ll — bLg,

r, b>0}.
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@xz°0y )/ @ 5,
/
/
2 26 / 3
‘< Z70y @ <2 0«
\\ / yz38y
| 2.2, /7
3 \ X“Z“0y 7
@x 20y \ ’xyzza;(// @235,
\
@ ‘o o X205 /// X220y
y X2 yza \\ // y2 22 ay
\
4 \ 5
X0y X“yz0y
------ qm o= O o e — - - - - - - — @2 725,
x“ydy 7 Xy z8y
/ \
X°yo Xy“<z0
® o, 0/ N\ A
y oy AN y~z0y
/ 2 2\
3 / X“y“Ox\
@Yoz / o .y3zax
/ WOy N
/ \
.szzaz \qu3ax
\y46y
\
3 \
.Xy 0z \\ o y4ax
\
[ ] y4az

Figura 3.1: Diagrama de pesos de la representaciéon de 7' C SL3(C) en C3>.

3.4. Estratificacion del espacio de foliaciones §,

3.4.1. Conjunto de indices B para la estratificaciéon de 3,

El conjunto B de indices para la estratificaciéon de §, en PZ se describe
en términos de los pesos de la representacién de un toro maximal diagonal
T C SL3(C) en H°(P%,TP4(3)) = C* definida por la accién cambio de
coordenadas en §,. Un elemento § de B se interpreta como el punto mas

cercano a 0 de la envolvente convexa de un subconjunto no vacio de pesos
de M (T)*.

Vladimir Popov [Pop10]] describe un algoritmo para obtener el conjunto de
indices B . Considera todas las posibles lineas £ en el diagrama de pesos de la
representacion de T C SL3;(C) en C*, salvo la accién del grupo de Weyl, con
las propiedades siguientes:
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1. £ no pasa por 0.
2. L pasa al menos a través de un peso.

3. El punto de intersecciéon de la perpendicular trazada desde 0 a £ estd en
la Camara de Weyl seleccionada.

4. Si £ no es paralela a ninguna raiz o es paralela a alguna raiz pero no
contiene dos pesos diferentes entonces tomamos esta linea L.

Alcantara [Alc13]], afirma que los indices 3; € B estdn en la cAmara de Weyl
{rLy —bL3:7,b> 0}.

Obtendremos formulas para calcular los indices 3; € B.

Calculo del conjunto de indices 3
Supongamos que los campos vectoriales monomiales X;, X; de B definen
foliaciones inestables en §4. Sean a;L; + ¢;Ls y a;Ly + ¢;Ls en M(T)*,
sus respectivos caracteres, representados por los puntos P, y P; en RZ
respectivamente.
En M (T)* usamos el producto interno (3.4]).

Sean L; la linea que pasa por P,y P;, y L; la linea ortogonal a L; trazada
desde 0

Ei P = CZZ'Ll + CiLg + tl [(aj _ Gl)Ll + (Cj o Ci)Lg} > ﬁ; : Q = riLl + b;Lg,
t;, 75, b; € Q. La ortogonalidad de las lineas £; y £; implica

(riLy + biLs, (a; — a;)Ly + (¢; — ¢;)Ls) = 0
ri2(a; — a;) — (¢; — &)] + b[—(a; — a;) + 2(c; — ¢;)] = 0.

Las lineas L; y [,; se intersectan en (; cuando P = (). Resulta el sistema de
ecuaciones

ri=a; +ti(a; —a;), b, = ¢+ ti(c; — ).
Casos:
i) r; =0, si(a; —a;)=2(c; — c;). Entonces, 3; = b;L3;, donde

’ Ci(CL]’ — ai) — ai(cj — Ci)

b, = . b, < 0.
aj—ai

(]
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i) b; =0, si(c;—c)=2(a; —a;). Asique, 3; = r;L;, donde

r, = ai(¢; — &) — ci(a; — az’), o> 0.
C; — G

iii) r; # 0, b; # 0. Con el fin de simplificar los célculos escribimos

/

/ / b
ﬁi 1 Q=mrLy + biL3 = Tz‘(Ll + biLg), donde b; = .

T
De la ortogonalidad de las lineas £; y £; obtenemos
(L1 + biLg, (aj iy ai)Ll + (Cj - Ci)Lg) =0

Q(Gj — ai) ~ (Cj —= Ci) — bl'<Clj — ai) + 2bi(Cj — Ci) =0

2(a; — a;) = (¢j — ¢;)

b, = (3.6)
(a; —a;i) — 2(¢; — &)
y como estas lineas se intersectan cuando P = (), conseguimos
T, = a; —+ ti(aj — ai), Tibi = C; + ti(Cj ] Ci)
i ai(c; — ¢i) — ci(a; — ai) (3.7)
Cj —C; — bi(aj — ai)
El punto de interseccién de £; y £, es
Bi = TZ'(Ll + biLg), T, > 0, bz < 0. (38)

El cuadrado de la norma ¢(;) se consigue usando (3.4). El subgrupo a un
parametro virtual (S1PV) correspondiente a (3; se obtiene aplicando (3.5)).

Definimos una relacion de orden parcial en el conjunto de indices B

i < B siq(Bi) = q(5;)-

Ejemplo 3.3. (Linea 8). Los campos vectoriales 248%, ?/48% definen foliaciones

inestables. Los caracteres asociados son — Ly —5L3, 5L +4Ls, respectivamente.
La linea correspondiente en el diagrama de pesoses £ : P = 5L;+4L3+t(6L,+
9Ls),t € Q. Lalinea £’ ortogonal a £ trazada desde 0 es L' : Q = r(L; + bL3).
Aplicando (3.6)) obtenemos b = —7 y usando conseguimos r = 2. El punto
de interseccién de Ly £ es § = 2(L; — 3L3) = 2L, — 3L, el cual estd en
la cdmara de Weyl seleccionada. El S1IPV correspondente es (3, —1,—1) y el
cuadradado de su norma ¢(f) = g =3.5.
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Realizando este procedimiento construimos 26 lineas y a continuacién 26
indices para la estratificacién de §4".

La Tabla 4 muestra el conjunto de indices 5.

Tabla 4. Conjunto de caracteres «;, indices ; y cuadrado de normas ¢(z;)

?

10

11

12

13

14

15

o7}

Ly —4L;
201 —2L4
3L,

—3L;
71— 1iLs
2l =5Ls
sl 15Ls
2L, — %Lg
8Ly — 2L,
1—72L1 o
1, - BLs
Ly — Ls
1~ il
—%Lg

2L

Bi
(2,1,-3)
(2,0, —2)
(2,-1,-1)
(1,1,-2)

25 5 20
(ﬁ7_ﬁ> 14)

(%7 _%7 _1)
B
(1_707 _%7 _g)

35 10 25
(38> — 25— %)

(1,0,-1)

15 3 12
(ﬁv 14° 14>

42

qa(5;)

14

8

6

6

B =5,357
9=45

5 =4,154
7=35

2 —=3,428
2 =3428
=284
2

2 =1,928
3=15
3=15



i o Bi q(B;)

16 BLy— 2L (& -2 1 2 =1,263

17 IL-SL (D) = 0.857
18 SLi— 2L, (2,-3,-32) $=0,857
19 dLi-iL o (3,0,-D) =05

20 &Ly — 15 L3 (& = —15) 2 = 0,461

21 2L —ZL; (L, —2, —2) & =0,461

22 2Ly —zLs (3,—-2,-2) 2=0,285

23 2Ly — 3L, (4 4 —3) 2 =0,214
3 3 5 1 4 3

24 7[/1 - ﬁLg (ﬁ, _ﬁ, _ﬂ) ﬁ | 07214

25 2L — L3 (% -5 15 2 =0,115

26 Q.. (IS N 2 =10,0789

3.4.2. Formacion de Z3y Yj

Siguiendo la definicion 2.16, [Kir85, Definicion 2.18], Z; es la
proyectivizacion del subespacio lineal complejo generado por los campos
vectoriales asociados a los pesos en la linea L; y Y; es la proyectivizaciéon de
la envolvente convexa de L; generada por los campos asociados a los pesos «;
tales que el producto interno «;. 3; > ¢(5;).

Ejemplo 3.4. Examinando la linea 8, Figura 3, deducimos
Zg = Pgen {y4§ 24%}

4a,yzﬁ,y222£,yz3gz4£z4g}.
) ¢

Yy =P
s gen{ya B 027" 9" or’

En forma similar formamos Z; y Y}, i € {1,2,...,26}.
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.x3 20y

4
®x dy
x46X
3
x“ydy
(] x4az
.X3yaz
.F(zyzaz PY xy3ﬁx
At
Yoy
.xy3az @'
Y ox
o y40z

Figura 3.2: Lineas £, Ly, L3, L4, L5, Lo, L7, Lo, L0, L12, L14, L17, Lo, Lo3.

Subvariedades 7, y Y;

0
7, =Y, =P =
1 1 {CLO,OZ (91:}(C

0 0
ZQ = ]P’{a()’lyz?’@—x + b0’024a—y}(c
Yy = P{(ap1y2* + a z4))i+b 242}(@
2 0,1 0,0 833 0,0 ay

0
Z3 = PY; = {(a0’4y4 + 00,3932 S 00,29222 = CL(),l?JZ3 + a0,024)%}c

0 0
Ly = ]P){(a1,0$23 + (ao,lyz?’)% + (51,()%23 e bo,1y23)a—y}<c

0 0
Y, = P{(ao,lyzg + a1,0x23 + a0’024)6_x + (5,109623 + bo,lyz3 + bO’OZA)@_y}C
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) x46y
x46X
x3y6y

] x462
.Xsyaz

® o,

Figura 3.3: Lineas £87 EH, £13, £15, L167 £18-

0 19)
Z5 = P{ao’ngZz% -+ b0’0248—y}c

0 0
Vs = P{(anay’s” + aoay2* + a0oz!) 5+ booz'5 e

0 0
ZG = P{a072y222% + b071y238—y}(c

0 0
Yo = P{(GO,QCUQZQ + CL1,09€Z3 + ao,1y23 + a0,024)% + (bo,1y23 + 50,024)8—y}c

0 0
Z7 = P{ao,gy?’z% + b070246—y}c

0 0
Y7 = P{(aosy’s + ao2y’z” + aoay2” + ao,oz4)% + bo,oz4a_y}<c

0 0
Zg = P{%,zﬂf% + bo,oz4a—y}<c
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@ X 29y

() x46y
x46X
x3y6y

L x462
.x3y62

Figura 3.4: Lineas £19, 621, £22, 524, 525, £26-

0 0
Ys = IP){(CLO,AJf1 + ao,gy?’z +a 0,29222 + Clo,lyz3 i a0,024)% + bo,oz4a—y}<c

0 0
Zg = P{a072y2228—x + bLol'Zga—y}(C

0 0
Y, = P{(a0,2y222 + aLo:cz?’ + aoﬁlyz‘?’ + a070z4)% + (bl,oxz:” + bg71yz3 + b0’0z4)8_y}c

0 0
ZlO = ]I”{(a073y3z —+ ClLonS)% + bo,lyz?)a—y}(c

0 0
Yio = P{(ao,sygz + 6L1,017€Z3 + a072y222 + aO,lyZS + G0,024)% + (%,1?/23 + 50,02’4)8—y}<c
Zn = {(apsy* + a1 o$Z3)ﬁ + by 11;232}@
’ ’ ox ’ dy
0
Yii = {(ao,4y4 + a0,3y3z + CL1,0$Z3 + ao,2y222 + ao,lyz3 - a0’024>8_x + (b0,1y23+
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0
b0’0Z4>3_y}C

0 0
Zh1g = P{(ay j2y2* + ao,gy?’z)a—x + (byox2® + b0,21/222)a—y}<c

0
Yig = P{(amgygz + CL17033'23 + aleyzQ + &072y222 + (1071?/23 + (107024)— + (b170$23+

Ox
. 0
b072y222 + bo,lyZ5 + b0’0Z4>8_y}C

0 0
Zhs = P{(apay* + a1,1xy22)$ + bo,2y2220—y}<c

Yis = P{(ao,4y4 + a1,1$y22 + 6L1,0$Z3 + a073y3z + CL(),2?J222 + Olo,lyZ3 + a0,0z4)%+

0
(bo,2y222 + bo,1yZ3 + 50,024)a—y}<c

0 0
Zh4 = P{(ag02?2* + a1 170y2° + ao,QyzzQ)% + (bg o122 + by 17y2® + 60’2y222)8_y}c

2.2 2 3 2.2 3 4
Yia = P{(az 022" + a112y2° + a1022° + ag2y 2" + ap1y2° + aopz” )=+

ox
0
(b270x222 + blylxyzQ + 61,01'23 —+ b072y222 + b071y23 -+ b07024)8_y}(c

0
5 = IP’{(aLoxz?’ + aleyzQ + a172xy22 + al,ga:yg’)% + (bo,lyz?’ + bg,2y222+

0 0
b 3 b 4 b 4\ 4 7
0,3Y°2 + 004y + Dooz )8y + Co,4Y B te

Y5 = P{(CLLO:L‘ZS & a1,1$yZQ & a1,2$922 + a173xy3 + a074y4 i ao,sy32 + 0l0,2?/222ﬂL

0 0
Clo,lyZ3 + a0,024)% + (bo,l?JZ3 T bo,z?fz2 + b0’3y3z + bo,4y4 + b0’0Z4>8_y+

Co,4y4%}<c

Zhe = IP’{ao,,4y4%7 + bl,ong%}c

Yie = P{(a1120y2® + a1,022° + apay* + ao3y°2 + ao2y?2* + ap1yz> + G0,024)%+
(b1022” + booy?2* + bo1y2” + bo,024)§y}<€

0 0
Zl7 = P{(CL270£E22’2 + G,Q,gng)% + b171xyz28—y}@

Yiz = P{(a200°2* + a1,022° + a112y2” + ao3y°2 + ag2y° 2 + ag1yz” + G0,024)£
0
+ (b1,0$2’3 + 51,1!Ey2’2 + bo,2y22’2 + bo,1y23 + 50,024)a—y}<c
Zlg = IF’{(al 2]3y223 —+ (bl 01323 + b() 3y32)2}c
’ ox ’ ’ dy
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Vis = P{(a1229%2 + a112y2” + a1072° + apay”* + ao3y°2 + ag2y®2” + ag1yz>+
0 0
a07024)% + (51703323 + b073y3Z + b072y2z2 + b071y23 + b070Z4)a—y}@

0

2.2 2 2 3 4 3 2.2
Yig = P{(az02°2" + a1 20y 2 + a110y2° + a1,022° + apay” + aos3y°z + ag 2y 2"+

0 0
Zyg = P{(a270x222 + (ll,QZEyQZ + a0,4y4)—x + (bumyz2 + b073y3z)8—y}c

0
apay?® + apoz") = + (biaryz® + b1 or2® + bo3y®z + booy?2? + boy2°+

ox
0
boo2")=tc
dy
0 0
oo = P{ag 3y°2— + by ga?2?—
20 { 0,3Y o 2,0 y }(C
0
Yoo = ]P{(ag,0$222 + aLla:yzQ + a170xz3 + ao73y3z + a072y222 + ag,lyz?’ + ao,oz‘*)%
0
+ (627035222 + bl,lxyzQ + b17oazz3 + b0,2y222 + bo,lyz3 + 60’024)8_3;}@
Zy = P{ay 3%32 + (by 0$Z3 + bo 494)2}6
’ ox ’ ’ oy

Yo = P{(m,axyg + a1,2$y22 + a1,1$y22 R a1,0$23 + a074y4 . a073y3z - a072y222+

0
ao,1y23 s a070z4)— + (51,05523 + b074y4 g 50,33/32 + 50,211222 + bo’lyzg—i—

or
0
bo.ozt)=—
0,0° )3y }(C
0 0
Z22 = ]P){bLoiL'Zga—y + 0074y4£}@

Yo = ]P’{(al,3$y3 + a17235y22 + a171xy22 + al,oa:z?’ + ag,4y4 + a073y3z + a072y2z2+

0
ao,1yz3 + Clo,o'zél)% + (51,0952’3 + 50,494 + 50,39375 " 50,2?J2?«'2 + b071y23—|—

0 0
b0’024)8_y + 00,494&}C

0 0
s = P{(ay 229> 2— + (boor?2? + by 3y 2) —
23 {( 1,22Y o ( 2,0 0,3Y )ay }C
Yoz = P{(ag,07%2” + a127y%2 + ay12y2* + a1022° + ao3y°z + ap2y®2® + ao yz +

0
CL0702’4)% + (b270x222 + b171$y22 + bl,oiL'Zg + b073y3z + b072y22’2 + b071y23+

0

50,024)a—y}c

0 0
Zoy = P{(a1 379> + a270x222)% + (by1zyz? + bo,4y4)a—y}<c
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2.2 3 2 2 3 4 3
You = P{(ag02°2" + a132Y° + a1220y°2 + a1 12y2" + a1,022° + apsy” + ao3y° 2+

0
a072y2z2 + ao,lyz?’ + @07024)% + (bl,la:yzQ + b17oa:z3 + bo,4y4 + bg,3y3z+

0
b072y222 + bo,1y23 + bo,024)a—y}cc
0 0 0
Zos = Plag g2 2% — + by 12y2° — + cout—
25 { 2,0 O 1,17Y By 0,4Y 92 }C
Yos = IP>{(a2,0$222 + Gl,:ﬂyg + Cl1,295y22 + Cl1,1$y22 + a1,0$23 + a074y4 + a0,3ysz+

0
a072y222 + a0,1y23 + aogoz‘l)% + (bl,lxyz2 + bl,oxz?’ + b0,4y4 + b073y3z+

0 0
boot?2? + by 192> + by ozt)— + coayt—
0,2Y 0,1Y 0,0 )ay 0,4Y w» }c

0 0
o = Plagsy* = + by gr22? =
26 { 0,4Y O 2,0 By }(C
Yo = P{(a270x222 + a172xy22 + alyla:yz2 + al,oa:z?’ + a0,4y4 + ag73y3z + a072y222+

0
ao,lyzg + a0,024)% + (b2,0m222 + b1,1$y22 + bLoxz?’ + b073y32 + b072y2z2+

boayz” + 50,024)%}41

3.5. Estratos de 3§, con singularidades aisladas

Analizando la informacién de la seccién 3.4 deducimos que toda foliacion

en Y; con i € {1,2,3,4,5,6,7,9,10,12,14,17,20,23} tiene una curva
de singularidades. Quitando la curva de singularidades estas foliaciones
pueden ser vistas como foliaciones de grado 2 o 3 estudiadas en [Alcl3]
y [AR16], respectivamente, asi que descartamos el estudio de los estratos
correspondientes.
En esta seccién calculamos la multiplicidad y el nimero de Milnor de un punto
singular comtn en la foliaciéon genérica con singularidades aisladas de cada
estrato S;, ¢ € {8,11,13,15,16, 18,19, 21,22,24,25,26}. También calculamos el
primer jet no trivial, la dimensién de los estratos y averiguamos la existencia de
una recta invariante de la foliacién.

Obtendremos 7y Y;** para i € {8,11, 13,15, 16, 18,19, 21, 22,24, 25, 26}.
En [Kir85) Definicién 12.20 ],
75 ={X € Zg: p(X,\) < \. 3, paratodo A € M(Estf)} (3.9

y Y5* es la imagen inversa de Z3° bajo la aplicacion definida en (2.14).
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Con el fin de obtener Z3* aplicamos

Lema 3.5. [Alc13| Lema 3.1] Si X € Zg tal que el S1P virtual diag(t*!, t*2, t*s)
correspondiente a (3 satisface ki > ko > k3, entonces X € Z3* siy solo si 3 es el
punto mds cercano a cero en la envolvente convexa C'x, respecto a T, formada con
los pesos de X.

El tnico S1P virtual diagonal correspondiente a un indice del conjunto B
que no satisface el Lema 3.5, es 35 = diag(t,t~/2,t71/2). En la subseccién
3.4.2 hemos obtenido

0
Zhis = P{(a1 022" + a117y2° + a1 27y 2 + al,gq:y?’)% + (bo1y2® + booy?2*+

0 0
bosy°z + boay® + boozt) o + coay’ =}c.
0,3Y = 0,4Y 0,07 )8y CoaY az}c

Calculamos Z:§ aplicando (3.9).
En [Kir85, Seccién 21], Kirwan explica que F'stab(f3;5) es el estabilizador de /35
bajo la accién adjunta de SL3;(C) en M (SL3(C)), es decir

Estab(By5) = {g € SL3(C): gdiag(t,t™/2,t71/2) g7t = diag(t, t~¥/2,t71/2)}

gu 0 O
= 0 g2 g3 | € SL3(C)
0 932 gs3

Si A € M(FEstab(p5)), entonces extendiendo la acciéon adjunta de
Y (SL3(C)) a M(SL3(C)) y la proposicién [1.24] a S1P virtuales de SL3(C),
existe g en Estab(B15) tal que gA\(t)g~' = diag(t™,t",t™) con r; > ry > r3,
T + T9 + rs = 0
Asi,

755 ={X € Zys: p(X,\) = p(g- X, diag(t™, t°2,1")) < diag(t", t"2,t"%). B3

=7r — %2 — %, conry >ry >r3y g€ Estab(By5)}.

Para Y € 75 tenemos diag(t",t"2,t) Y =
a1t~z + an tT ey 4 an ot TP TRy e + an gt Ry’

bO,lt_SrgyZ3 + bO’Qt—rg—QrngZZ + bo’st—Qm—myBZ + b074t—37"2y4 + bO’OtT2—4r3Z4
0074tr3—4r2y4
En consecuencia,

,U/(X, )\) = Hll,n{—37“3, —T9 — 27’3, —27"2 — T3, —37“2, To — 47’3, s — 47'2} S n————
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implica

—3T3§T1—%—g—3<:>7”2§7”3
—7‘2—27‘3§7’1—%—g—3<:>7”2§7”3
—2T2—7’3§7’1—%—2—3<:>7‘3§7”2

—3T2§T1—%—g—3<:>7”3§7"2

7"2—47"3§7"1—%—;—3<:>r2§r3
7’3—47’2§r1—%—%<:>r3§7"2.

Por tanto,

Zys ={X € Zi5 : (m10,01.1,D01,b02,000) # (0,0,0,0,0), (a12,a13,b03,b04,C04)
2em + (0,0,0,0,0)}.

En esta seccion, las foliaciones F en Y;**, i = 8,11, 13, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24,
25,26, son definidas por campos polinomiales homogéneos de grado 4
0 0 0
X=P — —+R -
(w,y,2)3x<+(9(w,y,2)ay-+ (9. 2) 5

Notamos que todas ellas tienen punto singular p = (1 : 0 : 0). El campo
polinomial correspondiente alrededor del punto (0,0) es

(Q(17y72> - yP(lay7z>)a§y iz (R(lay72> i ZP(17y7 2))%

Definimos

Calculamos el numero de Milnor de p = (1 : 0 : 0) aplicando [Ful09, Teorema
3]
/“L(I:O:O)('F) = IO(Q(]‘J Y, Z) - yP(17 Y, Z)7 R(17 Y, Z) - ZP(17 Y, Z))7
donde I, es el numero de interseccion de las curvas planas f; y g; en el punto
(0,0).
En un examen preliminar,
1. Obtenemos de la férmula (2.16) y del Lema [2.13] férmulas para calcular
la dimesién de los estrato S;
dim S; = dim Y;* + 2, i € {8,11,13,16, 18,19,21,22, 24, 25,26}, (3.11)
dim 815 = dim Y1555 + 1. (312)
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2. Deducimos del Lema para las foliaciones F definidas por

campos vectoriales X = P(z,y,2)5 + Qz,y,2)5 en Y, i €

{8,11,13,16,18,19,21,24,26}, que: z = 0 es una recta invariante para
X y el numero de Milnor del punto singular p = (1:0:0) es

MP(F) = [O(fi(ya Z)v Z) + IO(Q(lvya Z)v P(l,y,Z)) (313)

3.5.1. Estrato 8

0 0
Z3 = P{ao,4y4% + bo,024a—y D aga # 0,bopo # 0}

o5 0 0
Y = IED{(ao,4y4 + a073y3z +a 0,23/222 + a0,1y23 + a0’0z4)— » bo,024— D aga # 0,

ox Ay
bo’o 7é 0}
Si un campo vectorial

4 3 2.2 3 4
04y~ + Qo 3Y 2 + a0y 2° + ap1y2” + agp2
X = 60,024 S }/SSS,
0

entonces ap4 # 0y by # 0. Definimos

fs(% Z) = Q(lv Y, Z) _ yP(la Y, Z) = bo,OZ4 — a074y5 - a073y4z —a 0,29322—
a0,1y2z3 - ao,oyz4

4 83 2.3 4 5
9s(y,2) = —2P(l,y,2) = —apay " 2 — o3y 2" — @ 02y 2" — Qo 1Yz~ — Ap02°.

Calculamos el nimero de interseccién de fs y gs en (0,0). Notamos que
P(1,y,2) y Q(1,y, z) no tienen factor comudn. Aplicamos (3.13),

IO(f87 g8) = IO(fS(Z/? Z)a Z) + [0(Q<17 Y, 2)7 P(17 Y, Z))
= 1.0(57()7024 - ao,4y5 - a073y4z —a 0,2932’2 - CLo,lyzz3 - a070yz4, Z)
+ 10(50,0247 a074y4 + a073y3z +a 0,2?J2»’52 + Go,lyzg + CL0,024)

= Ip(—aoay’, z) + lo(booz*, aoay*) =5+ 16 = 21.

El nimero de Milnor en p = (1 : 0 : 0) es u,(F) = 21 y la multiplicidad es
my,(F) = 4, por que byy # 0. El 4—jet de (:2) es <ZO4> cuando byp =1 yel
3—jet es trivial.

Las foliaciones de este estrato tienen recta invariante z = 0.
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)
;) define una foliacién F de grado 4 con

[STRSIRS

P(z
Reciprocamente, si X = <Q(m
R(z

)
)
)

N

Y
Y
7y
4
my(F) =4, p,(F) =21y4d—jet ( ), entonces en la carta z = 1,

(@(Ly, 2) —yP(Ly, z)) _ (Q(y,z) —y(Py(y, ) + P4<y,z>>>

o

R(lu Y, Z) - Zp(lvya Z) R<y7 Z) - Z<P3<y7 Z) + P4(y7 Z))

donde Ps(y,z) y Pu(y,z) son polinomios homogéneos de grados 3 y 4,
respectivamente. De la condicién sobre el 4—jet de X, inferimos que Q(y, z) =
yP3(y,2) +2* v R(y,2) = 2P3(y, z). El numero de Milnor

fi(1:0:0) (F) = [0(34 —yPu(y, 2), —2Pu(y,2))
= Io(z*' —yPu(y, 2), ) + 1o(z" — yPu(y, 2), Paly,z))
= Io(yPu(y, 2), 2) + Io(2*, Py(y,2)) =21

si y s6lo si Iy(yPy(y, 2), z) = 5y Iy(z*, Pi(y,z)) = 16 que sucede si y sélo si
ap4 # 0. Entonces,

P4(y72>—|—[)’}P3(y7Z) P4(y,Z))
X=| 24ybly,2) |~ 2!
ZPB(y7Z) 0

En consecuencia.

aoay* + aos3y’z + a 02y?2% + ap1yz® + agoz?
X = 24 € Sg.
0

Por(3,11)), la dimensién del estrato Ss es 8.

Hemos probado la siguiente caracterizacion de las foliaciones del estrato Ss.

Proposicidn 3.6. Sea F € §,. F € Sg siy solo si tiene un punto singular con
multiplicidad 4, niimero de Milnor 21y su 4—jet es linealmente equivalente a z* a%:

recta invariante z = 0. Este estrato tiene dimension 8.

En adelante, denotaremos

Py(y,2) = aoay” + ao3y°z + ag2y?2* + ap1yz* + ag oz (3.14)
Ps(y, 2) = a1 39° + a12y%2 + a11y2° + a;02° (3.15)
Qa(y, 2) = boay* + bosy®z + boay®2* + bo1yz* + by oz (3.16)
Q3(y, 2) = bisy® + broy?z + biyz® + by o2 (3.17)
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3.5.2. Estrato 11

0 0
fo = P{(a0,4y4 =+ al,Ong)% + b071y238—y . CL074 7£ 0, (CLL(), b071) % (0, 0)}

SS a
Y = P{(apay” + aosy’z + 1,072 + agy?2* + ap yz® + a07024)% + (bo1yz+

0
50,024)8—y Dags # 0,y (al,OabO,1> # (0,0)}-

Entonces,

_ 3 4 5 4 3.2 2.3 4
fuly, 2) = (bo,l - al,o)yz +o,02" — @y’ — @03y z — aopy’z” — g1y 2" — apoyz

4 4 3.2 2.3 4 5
gll(ya 2) = —0102 —Ao4Y 2 — Qo3Y 2 — QoY 2 — Qp1Yz — Ap,0< -

Sea X € Y}5° con singularidades aisladas, ap4 # 0y (a1,0,b0.1) # (0,0).

Calculamos el numero de interseccién de fi; y g11 en (0,0),

Io(fi1, g11) = Io(f11, 2) + 1o(Q(1,y, 2), P(1,y,2))
= Ip(agay®, 2) + Io(23(boay + boo2), P(1,y,2))
=5+ Io(2°, a102° + Py(y, 2)) + Io(boy + booz, a1,02° + Pi(y, 2))
= 17 + Ip(bo 1y + boo2, a102° + Pi(y, 2)).

Supongamos a; g # 0. Si by ; # 0, obtenemos
Io(bo1,y + booz, 611,023 + Py(y,2)) =3,
y si b1 = 0, entonces by o # 0, pues X" tiene singularidades aisladas,
To(booz, a102”® + Py(y, 2)) = I(booz, apsy*) = 4.
Supongamos a; o = 0. Por las condiciones de X, b, ; # 0. En este caso,
To(bo,1y + booz, Pi(y,2)) =4, bopy +booz 1 Pa(y, 2).
Por consiguiente, el nimero de Milnor de la foliacién F definida por X" es

20, siayg boy # 0,

F) = .
,up( ) { 21, si (al,o 7’é 0, bo,l = 0) o (Ch,o = Oybo,ﬂJ + 50,02’ Jf P4(?/a Z))

Si a1 # 0, la multiplicidad m,(F) = 4. Si ayo = 0, entonces by; # 0, y
_a 23 4
también mp(f’) — 4. Fl 4—jet de (;”11) es (bo,1—a1,0)yz>+bo,0 >
11

—a1’0z4
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La dimension del estrato S;; es 10.

Por tanto, en el conjunto abierto de S;; donde ag4 # 0y a1 0bo1 # 0 toda
foliacion de grado 4 tiene un punto singular con multiplicidad 4 y namero de
Milnor 20.

3.5.3. Estrato 13

0 0
755 = P{(apay* + a1,1$y2’2)% =in 50,292226—?/ tapq # 0, (a11,b02) # (0,0)}.

Yss = P{(agsy* + a117y2* + a1072> + ap3y°2 + ag2y*2* + ag1y2® + agpzt) =

ox

0
+ (bo’2y222 -+ b0,1y23 = 60’024)a—y . CLO,4 7é 0, (CLLl, b072) 7é (0, 0)}

En este caso, segun (3.10)),
flS(y7 Z) = (bo,z - al,l)y2Z2 + (bO,l - al,o)y23 + bo,OZ4 - a0,4y5 Y @0,3942—
3 — CLO,O?JZ4

_ 3 4 4 3.2 2.3 4 5
913(1/72) = —Q11Y? — A102 — Qo4Y 2 — Ap3Y 2 — Aoy 2" — Ap1Y<Z — QppX -

3 2 2
a072y Z — (1071y %

Notamos que X estd en Y;% cuando ap4 # 0y (a11,b02) # (0,0).

Calculamos el numero de interseccién de fi3 y g13 en (0,0),
Io(fi3, 913) = Lo(fi3, 2)) + Lo(Q(1,y, 2), P(1,y,2))
= Io(aoay’, 2) + Io(2%, P(1,y, 2)) + Io(bo2y® + bo1yz + boo”,
P(l,y,2))
=5+ 8+ Io(bo2y” + bo1yz + boo2”, a1,1y2” + a102° + Pi(y, 2))

e Consideramos a; 1by 2 # 0. Obtenemos
[0(50,292 + bo,1yz + 50,022, (a11y + 611,02)22 + Py(y, 2))
=6, si (a1,1y +a102) 1 boay® + bo1yz + boo2”.
En caso b072y2 + bo}lyz -+ 60’022 = (Cll,ly —+ alyoz)Fl(y,z), donde Fl(y,2> €S un
polinomio homogéneo de grado 1, tenemos
Io((ay1y + a102) Fy, (a11y + a102)2° + Py)
= ]O(amy + a1.0%, (aLly + CLL(]Z)Z2 + P4) + I(](Fl, (al,ly + CL1702)Z2 + P4)
=3+3, si (a11y+ ai102) 1 Fi(y,2)

=7, si Fi(y,z) = c(a11y + a102), cconstante.
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e Consideramos (a1 # 0,bp2 = 0),
Io(boayz + booz, P(1,y,2)) = Io(z, aoay") + Io(bo,1y + booz, (a1,1y + a102)2* + Py).

Evidentemente, Iy(z, ag4y*) = 4. En el dltimo sumando tenemos las siguientes
posibilidades:

Si b1 =0, In(booz, (a11y + a102)2* + Py(y, 2)) = 4

) a
Si bo1 # 0, In(boay + booz, (a11y + 611,02’)22 + Py(y, 2) — %22(b0,1y + booz))
0,1

b
)2+ Paly. 2)

= Io(boay + booz, (a1, — b
0,1

=3, a10bo,1 — a1,1bop # 0
=4, a10bo1 — a11b00 =0, b1y + bz 1 Py(y, 2).

e Consideramos (a;; = 0,092 # 0),

To(booy® + bo1yz + boo??, a102® + Py(y,2)) =6, si arg#0
=8, si aio =0, booy® + boayz + ooz 1 Pi(y, 2).

Por consiguiente, el nimero de Milnor 4, (F) es

(19, si (a11bo2 # 0, (a1,1y + a1,02) { bo2y® + bo1yz + bopz?) o
(a1 =0,b02 # 0, a10 # 0), o (a11y + a102) 1 Fi(y, 2))
20, si (a11bo2 # 0, (a11y + a102) | (bo2y® + bo1yz + boo2?),
0 (a11 # 0,bp2 =0, bo1 # 0, a10bo1 # a11bop)
21, si (a11boa # 0,b02y* + bo1yz + boo2? = c(a11y + a102)?) o
(Gl,l 7é 0, bo,z =0, bO,l = 0) o (Gl,l 7’é 0, 50,2 =0, bo,l 7& 0, al,obo,l =
a1,1bo, bo1y + ooz { Pi(y,2)) o (a1 = 0,bp2 # 0, a1 =0,
bo2y* + bo1yz + booz* 1 Pi(y, 2)).

\

Si bga, # 0y a;; = 0, entonces la multiplicidad m,(F) = 4. Si by» = 0, se
cumple a;; # 0y, también m,(F) = 4. El 4—jet de (/1) es

(bo,2—a1,1)y%2%+(bo,1 —a1,0)yz3+bo,02*
—a1,1y23—ay,02* :

La dimensién del estrato S;3 es 12.

Por tanto, en el conjunto abierto de S;3 donde ap4 # 0y a1,1bp2 # 0, toda
foliacién de grado 4 tiene un punto singular con multiplicidad 4 y numero de
Milnor 21 si bay® + boayz + booz? = c(ar1y + a102)? 0 19 si (a11y + a102) 1
(boyzy2 + bo,lyz + b07022).
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3.5.4. Estrato 15

0
Z5 = ]P’{(alyoacz‘3 + aleyzQ + &1233@]22 + al,ga:y?’)% + (bo,lyz?’ + bo,ngZz + bo,gy?’z
0

0
+ 50,494 + bo,024)8—y + 00,494& : (a12,a13,b03,b04,¢04) # (0,0,0,0,0) y

(al,Oaa1,17b0,0>b0,1a bo,z) 7’é (070a07070)}'

Ve =P{(a1022” + a1170y2° + a1270y%2 + a1329° + aoay® + ao3y°z + ag2y? 2>+

0
a071yz3 + a0702’4)— + (b071y2’3 + b072y2z2 13 b073y32 + b0,4y4 + b07024)

Ox 8_y+
0
60,4?/4& : (a1,2,a1,3750,3750,4,00,4) 75 (0,070,070) A (@1,0,a1,1,bo,ovbo,1, bo,z)
#(0,0,0,0,0)}.

En la carta x = 1, tenemos

f15(y7 Z) - Q(L Y, Z) I yP(17 Y, Z) = (bO,l - al,O)yZ3 + (b(],2 - G1,1)y222+
(50,3 - a1,2)y32 + (50,4 - G1,3)y4 =+ 50,024 = Z/P4(3/7 Z)

g15(y,2) = R(1,y,2) —2P(1,y,2) = Co,4y4 = Cl1,024 o amyz?’ 7 a1,2y222 - a173y3z
- ZP4<y7 Z)7

con las condiciones

(a1,27 1,3, bo,3> 50,47 00,4) 7é (07 0,0,0, O) y (al,(b a1,1, bo,o, b0,1> bo,z) 7& (O, 0,0,0, O)-

Sea X € Y}¥ con singularidades aisladas. El nimero de interseccion de estas
curvas es

Io(fi5, g15) = Io(Qu(y, 2) — yPs(y, 2) — yPa(y, 2), coay” — 2P3(y, 2) — 2Py(y, 2))
=16, si (coay’ — 2P3(y, 2)) 1 (Qu(y, 2) — yPs(y, 2)).

Si (a12,a13,¢c04) # (0,0,0), entonces m,(F) = 4, y si (a12,a13,c04) = (0,0,0)
serfa (bo3,bo,4) # (0,0) y también m,,(F) = 4.

El indice de este estrato es ;5 = (1,—1, —3), entonces por (3.11), la
dimension del estrato S5 es 16.

El conjunto de las foliaciones F de grado 4 tales que (co4y* — 2P5(y, 2)) ¢
(Q4(y,2) — yPs(y, 2)), con un punto singular de multiplicidad 4 y nimero de
Milnor 16 es abierto en Sis.
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3.5.5. Estrato 16

0 0
Zig = P{%A?f& + bl,ol‘zga—y apa # 0,b19 # 0}.

0

Ve = P{(ar12y2* + a1072® + agay® + aosy’z + agay?2? + ag yz® + a0,024)%+

0
(bLo.%'Zg + b0’2y222 + b0’1y23 + bO’OZ4)8_y - Qo4 7é 07 bl,O 7& O}

Si un campo vectorial

r2%(a11y + a1,02) + aoay* + ao3y°z + ao2y%2% + ag1yz® + agpz?
X = bLOZEZg + 22(b0’2y2 + bo,lyz -+ 607022) € Ylsﬁs
0

entonces apq # 0 y b1o # 0. En la carta x = 1 estos campos vectoriales X
tienen la forma ( fi6, g16) donde

fi6(y, 2) = 51,023 + (bo2 — al,l)QQZz + (bo1 — al,o)y23 + bo,oz4 = ao,4y5 = ao,3y4z—
a072y3z2 - a071y223 T Clo,oyz4

_ 3 4 4 3.2 2.3 4 5
916(% Z) = —Q11Y2 —A108 — @o4Y Z — QAp3Y 27 — QoY 2 — Qp1Y<Z — Qo<

con las condiciones ap4 # 0y b1 # 0.

Calculamos el numero de interseccién /( fi6, g16) €n (0,0). En este estrato,
escribimos Pi(y, z) = a1y + @102, Q2(y,2) = bo2y” + boayz + booz® y Pa(y, 2)
segun (3.14)). Entonces,

Io(f16, 916) = To(f16, 2) + 1o(Q(1,y,2), P(1,y,2))
= Io(a0,4y5, Z) + 10(517023 + 2’2@2, 22P1 + P4)
=35 + ]0(22, 22P1 + P4) + ]0(()1702 + Q27 Z2P1 + P4>
2P
=134 Iy(b1oz + Q2, 2P+ Py — b—l(bmz +@2))
1,0
=13 + Io(b1 02 + Qa, agay™ + z(ag3y® + agay®z + ag1yz* + ago??)

z
R o8
1,0

=17.

El punto singular p = (1 : 0 : 0) tiene multiplicidad m,(F) = 3 por que

bio # 0. El 3—jet de (]i¢) es linealmente equivalente a(’ ), pues podemos
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suponer b; o = 1. La recta z = 0 es invariante para X'.

Por otro lado, supongamos que un campo vectorial X define una foliacién
F € §4 que tiene punto singular p = (1 : 0 : 0) con multiplicidad m,(F) = 3
y numero de Milnor ., (F) = 17, 3—jet linealmente equivalente a 238% y recta

invariante z = 0.
P(z,y,2) ) )

Sea X = Q(m,y,z)) € §4. Ya que z = 0 es una recta invariante para X, por la
R(z,y,2)

definicién (2.5]), existe un polinomio H(z,y, z) en C[z,y, 2| tal que :
R(z,y,z) = zH (z,y, 2).
Considerando la definicién (3.2),
R(z,y,2) = 00,494 + c137y° + 02721‘2?;2 + 0371x3y + C4,OI47

inferimos que R(x,y, z) = 0.
El campo X en la carta x = 1 es

Q(l,y,Z)—yP(l,y,Z) _ (QB_yP2>+(Q4_yP3>_yP4
—zP(1,y,2) B —zPy — zP3; — 2P,

donde P, = Pi(y,2), Qr = Qk(y,z) son polinomios homogéneos de grados
k =2,3,4, respectivamente. Como el 3— jet de X es linealmente equivalente a
236%, deducimos que Qs(y, z) = yPs(y, 2) + 23, 2P2(y, 2) = 0. Asi,

IQPQ(y72)+xP3(y7Z)+P4(ya 2) IPg(y,Z)+P4(y,Z)
X=| ayPy(y,z)+22°+Qu(y,2) |~ | 22°+Quy 2)
xzPy(y, 2) 0

El nimero de Milnor del punto singular, por (3.13)),

1p(F) = Io(2° + (Qu(y, 2) — yPs(y. 2)) — yPaly, 2), 2)+
Io(2® + Q4(y, 2), Ps(y, 2) + Py(y, 2))

es 17 siy sélo
o (2 + (Quly, 2) —yPs(y,2)) —yPuly, ), 2) =5,
que sucede si'y s0lo si ans £ 0 = | (Qu(y, 2) — yP3(y,2)) ¥

o [p(23 + Qu(y,2), Ps(y,z) + Pi(y,z)) = 12, que se cumple si y solo si
Z ’ Q4(y72)'
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2 | (Qa(y, z) — yPs(y, 2)) significa
Qu(y,z) — yPs(y, 2) = (boa — a1,3)y4 + zH3(y, 2), boa = a3,

donde H; es un polinomio homogéneo de grado 3.

Se presentan las posibilidades: a3 # 0y a; 3 = 0.

En el caso a; 3 # 0 deducimos que Q4(y, z) = yPs(y, z) + 2H3(y, z); posibilidad
que descartamos pues z | Q4(y, 2). En el caso a; 3 = 0, obtenemos Q4(y, z) =
2G3(y, 2), Ps(y,z) = zFs(y,2); Gy, F) polinomios homogéneos de grados k.
Entonces,

IO(Z3 + Q4(y7 Z)? P3(y7 Z) + P4(y7 Z)) - ]0(23 + ZG3<y’ Z)7 ZFQ(y7 Z) + P4(y7 Z))
= Iy(z, 2F5(y, 2) + Py(y, 2)) + Io(2* + Gs(y, 2), 2F3(y, 2) + Py(y, 2))

con

In(z, zF5(y, 2) + Pu(y, 2)) =4

IO(Z2 + G3(y> Z), ZFQ(y7 Z) T P4(ya Z)) =38

que se verifica si y solo si G3(y,z) = 2Gs(y, z), G5 polinomio homogéneo de
grado 2,

10(22+ZG2(:(/, 2)7 ZF2<y7 Z) i P4(y7 Z))
= ]0(2, ZF2(y7 Z) + P4(ya 2)) + ]O(Z + GQ(y7 Z)7 ZF2<y7 Z) i P4(y7 Z))
=4+ IO(Z + G2(y7 Z)? P4(y7 Z) = FQ(y7 Z)G2(y7 Z)) =38
el cual se cumple si y solo si Fy(y,z) = zFi(y, z), donde F; es un polinomio
homogéneo de grado 1.
En conclusion,
xz2F1(y, Z) iy P4(y7 Z)
X = 23 + 22Gy(y, 2) € Sis.
0

Observaciones. Hacemos un andlisis del nimero de Milnor p,(F) cuando

aga =00 21 (Qu(y,z) —yPs(y, 2)) 0 21 Qu(y, 2).
Denotamos por Fy, Gy, Hy € Cly, z| los polinomios homogéneos de grados k.
Se cumple

Io(2* + (Quly, 2) = yPs(y, 2)) —yPuly, 2), 2) = 4,51 24 (Qu —yPs) (1)
=5,s1 2 [ (Qs—yP3), apa # 0 (2)
=00, si 2| (Qs —yPs), aps = 0. (3)
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Siz|(Qs—yPs),aps =0,z | Q4 entonces y,(F) seria infinito.
Sizt(Qa—yPs), aps # 0, 21 Q4 tenemos bo.a # a3, boa # 0,

10(23 + Qu, Ps+ P,) =9, sibys # a13,bp4013 # 0

a a
10(23 + Qu, 2I5 + Py — %(23 +Q4)) = [0(23 + Qu, 2) + [0(2’3 + Q4, Iy — ﬁZQ
0,4 0,4
a a a
+ (ap3 — ﬁbo,s)?/g + (ap2 — ﬂbog)yQZ + (a1 — ﬁbo,l)yzz
b4 bo 4 bo.4
a
+ (CL070 — %bop)Zg
0,4
= 10, si b074 75 O,al,g = O,Z * F2
a a
=4+ (2> 4+ Qy, 2) + Iy(2* + Q4, Fy — %Z + (ap2 — %bw)?f
0,4 0,4

Qa Qa,
+ (a0 — —2bo1)yz + (age — by o)2?
b0,4 b0,4

= 12, S1 b0’4 7é 0,@173 = CLLQ = O,Z | Fl,

por consiguiente el nimero de Milnor del punto singular, considerando (1),
podria ser 13 0 14 o 16.

Siz{Qu, a0s =0, 21(Qu(y, z) —yPs(y, 2)), ocurriria
10(23 -+ Q4, P3 —+ ZF3> = 9, si b074(11’3 # 0
Io(2® + Q4, zF2 + 2 F3) = 10(23 + Q4, 2) + [0(23 + Q4, I+ F3)
= ]_07 si b074 7é 0, a3 = 07 < T FQ,

asi que f,,(F) seria 13 o 14, respectivamente.
Siz{(Qs—yPs), aps #0, z | Q4 tendriamos by 4 = 0,a; 3 # 0,

10(23+ZG3, P3+P4):Io<z, P3+P4)+10<Z2+G3, P3+P4):9

y teniendo en cuenta (1), p,(F) = 13.
Sizt(Qs—yPs), aps =0, z | Qy, sucederia

[0(2’3 + ZGg, P3 + ZFg) = [D(Z, P3 + ZF3) + 10(22 + Gg, P3 + ZFg) =9

Y 1y(F) = 13.

Siz| (Quly,2) —yPs(y,2)), 21 Qu, aps # 0, es decir by 4 = a3 # 0, implicaria
Io(z* + Q4, P3 + P;) =9 y usando (2) tenemos i, (F) = 14.

Siz| (Qs—yPs)yaps =0, 21 Q4 tendriamos por (3) que y,(F) = 14 no es
finito.

La dimensién del estrato Si4 es 13.
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Proposicidn 3.7. Sea F € §,. F € Sig siy solo si tiene un punto singular con
multiplicidad 3, niimero de Milnor 17, 3—jet linealmente equivalente a 238% y recta
invariante z = 0. Este estrato tiene dimension 13.

3.5.6. Estrato 18

0 0
ng = P{(G1,2$y22% + <b170$23 + b073y32)a—y : bl’g 7’é 0, (al’z, bo"g,) 75 (O, O)}

2 2 3 4 3 2.2 3
Yis = P{(a1220y°2 + a1 120y2" + a1 022° + aoay” + aosy°z + ap2y 2" + ap 1y

0 0
+ a0,024)% o (51,0%23 = bo,3y32 + 50,29222 Y 4 bo,ﬂJZ3 + b0’0Z4>8_y :

bl,O 7é 0, (a1,2; 60,3) 7£ (07 0)}

Siap4 =0, z = 0 serfa una recta de singularidades, asi que suponemos a4 # 0.

Las componentes de X € Y¥’ en la carta = 1 son

3 3 2.2 3 4
fis(y, 2) = b102° + (bos — a12)y°z + (bo2 — a11)y“ 2" + (bo1 — a1,0)yz° + bo o2
5 4 3.2 2.3 4

— QpaY — Qo3Y Z — QoY 27 — Ap,1Y 2 — QoY=
_ 2.2 3 4 4 3.2 2.3 4
918(1/72) = —QA12Y 2" —A11Y? — A10% — Qo4lY Z — Qo3Y 2= — Ap2Y 2" — Up,1Y=

— ao,QZE)

con las condiciones agy # 0, big # 0y (a2, bos) # (0,0).

Calculamos el numero de intersecciéon de fi5 y ¢i1s en (0,0), (usando la

notacién (3.14))

Io(f1s, g18) = Lo(f1s, 2) + 1o(Q(1,y,2), P(L,y, 2))
=5+ In(b1,02° + 2Q3(y, 2), a12y°2 + a11y2”° + a102° + Pi(y, 2))
=9+ 1.0(51,022 + Qs3(y, 2), a172y2z + Oll,lyz2 + al,OZS + Py(y, 2)).

En el calculo del dltimo sumando consideramos las siguientes posibilidades:
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L a1,2b0,3 7’é 0,

Qo,
10(51,222 + Qs(y, 2), a1,2y22 + a1,1y22 + CLLOZ3 + Py(y, 2) — = (bl,oz2 + Qs(y, 2))

bo,3
Qo,
= Io(bl,oz2 + Qs(y, 2), a1,2y2z + (a1 — b—4bl,o)y22 + G1,023+
0,3
Qy, Qo, Q0,4
(ag3 — ﬁbo,z)y?’z + (a2 — ﬁbo,1)y222 + (ap1 — —bo,o)y2’3 + a0,024)
bo 3 bo.3 bo.3
= Io(bl,()Z2 + bo,sl/3 + bo,zyQZ + bO,lyZ2 + b0,0237 z) + IO(bI,OZ2 + Qs(y, 2),
Qo, a,
al,2?/2 + (a11 — —451,0)92 + &1,022 + (ap3 — &50,2)93+
bo 3 bo 3
Qa Qo4
(a2 — LAbo,l)?JQZ + (a1 — Lbo,o)yz2 i 00,02’3)
bo 3 bo 3

=3+ 4.
o (a12=0,bp3 #0),

10(51,02’2 + Qs(y, 2), 22(auy + a102) + a074y4 + a073y3z + 610,292?«'2 + Go,lyzg‘f’

a1,1bo,3

= Io(bLoZ2 + 50,393 v bo,zy2z + bo,lyz2 + 50,0237 (aga — b )y4+
1,0
a1,1Y + a102
agoz* — To(bl,oz2 + Q5(y,2)))
a1,1bo,3
= —70(51,022 + 50,33/3 =+ b0,2y22 + bo,l?/Z2 + 50,0237 (aoa — — )?/4+
1,0
a11bgo + a1 b a11bg1 + a10b
(a03 _ 41,1%,2 1,0 0,3)ygz+ (a0,2 41101 1,0 0’2)y222+
’ b1 bio
a1,1boo + aipbo1 ai1,0bo,0
(ao1 — )z + (a0 — ——)z")
b1 b1
=8, siay; #0

=9, siay,=0,a5#0
=10, siay =0, a5 =0, ay, #0
=11, siay, =0,a3=0,a, =0, a) #0

<l / I /
= 12, St ay = O, as = O, Ay = 0, a; = O, a070b170 7A (Zl’obo’o,

donde ay = ag4b10 — a1,1bo3y a} = ag,jb1o — (Gl,1bo,j—1 + al,ObO,j>7 1<7<3.

o (a12# 0,093 =0),

IO<b1,OZ2 + bo,zZUQZ + bo,lfl/z2 + 50,0237 P(1,y,2))
= IO(Z7 P(la Y, Z)) + [(bl,OZ + bO,Qy2 + bO,lyz + b0,0227 P(L Y, Z))
=4+ I(bipz+ bo,2y2 + bo,1yz + 50,022, Z(Cl1,2y2 + a11yz + a1,022) + Py(y, 2)),
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y

Io(b1 oz + 50,2192 + bo1yz + 50,0227 2(01,23/2 + a11yz + a1,022) + Py(y, 2)

B (a129 + a11yz + a102%)

(b1702 + b072y2 + b071y2 + b07022))

b1,0
=] 2 2 ay2bo2, 4
=1o(b1,0% + bo2y” + bo1yz + booz”, (aps — b—)y i
1,0
a1,2b0,1 + a1,1bo2 a1.2000 + a1.1001 + a10bo.2
(a0 — )y 2z + (age — )22
bio bio
al,lbo,o + al’obo,l a170b0’0
+ (a071 - b )yzg + ((1070 _ —) 4)
1,0 1,0

=4, si a0,4b1,0 7é Cl1,2bo,2
=9, sl CL0,4bl,o = a1,2bo,2, a0,3bl,o 7’5 a1,2bo1 o a11bo,2, 50,2 7é 0
=6, si a0,4blo = Cl1,2bo,27 b0,2 # 0, a0,3bl,0 = a1,250,1 + a1,150,27
ap,2b1,0 # a1,2b0,0 + a1,1bo1 + aiobo2
=17, si CL0,4bl,0 = a1,2boy27 bo,2 7"é 0, G0,3b1,0 = a1,2bo,1 s G1,150,27
ag2b1,0 = a12b00 + a1,1b01 + a1,0bo2, @o1b10 # a1,1b00 + a1,0bo
=38, si agabio = a12b02, bo2 # 0, apsbio = ai2b01 + a1,1bo2, ag2bi
= a1,2b0,0 + a1,1b0,1 + ai10bo,2, ao,1b1,0 = ai1,bo0 + a1,0bo;1,

ao,ob1,0 7’é al,obo,o-

De los cdlculos anteriores, concluimos que el nimero de Milnor y,(F) es

(116, si aiobos #0
17, si (@12 =0,b3 #0, ay #0) o (a12 # 0, bog =0, apa b1 # a1.2b02)
18, si (a12=0,bp3#0, a}, =0, a4 #0) 0o (a12#0, boz =0, apsbip =
a1,2b0,2, Clo,sbl,o # (11,2501 + flnbog, bo,z a O)
19, si (a12=10,b03#0, [...]a, a4 #0) 0 (a12#0, bos =0, [...]s,
3 ao2b1 # ai2bop + ay1bo1 + aioboz)
20, si (a12=0,bo3#0, [...]a, ab =0, a} #0) o (a12#0, boz =0, [...]s,
ao2b10 = a12b00 + a11bo1 + a10bo2, ao1bio # ar1boo + a10boq)
21, si (a12=0,bp3#0, [..]a, a5 =0, a} =0, agoebio # ai0boo)
0 (a12#0,bp3=0, [...]s, ag2b1,0=a12b00+ a1,1bo,1 + a1,0bo2,
L a0,1b1,0 = a1,1b0,0 + a1,0b0,1, a0b1,0 7 @1,0b0,0)-

donde [...]a es aﬁl = O, aé =0 y []b es CLOy4bl,0 = a172b072, (1073b170 =
a1 2bo1 + a11bo 2, bo 2 # 0.
La multiplicidad del punto singular es m,(F) = 3 por que byy # 0. El 3—jet
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de (;ﬁs) os <z03 )’ suponiendo b; o = 1. La dimensién de S;s es 15.
18

En el conjunto abierto de S;s, donde b, gap 4 # 0y a12b03 # 0, toda foliacién
tiene un punto singular con multipicidad 3 y numero de Milnor 16.

3.5.7. Estrato 19

N 0 0
A P{(a2,0x222 + al,ﬂyzz + a0,4y4)% + (bl,lxyzz + b0’3y32>8_y tags 0y

(a2,07 b1,1, 1,2, b0,3) 75 (07 0,0, 0)}

2.2 2 2 3 4 3 2.2
Yy = P{(ag0x°2" + a120y°2 + a1 120y2° + a1 022" + apay” + ao3y°z + o2y 2"+

0
ao,lyzS + ao,oz‘*)% + (bl,lxyZQ + b17oa:z3 + b073y32 + 6072?/222 + bo,lyzg—i—

0
b0’024)8_y C Qo4 #0y (@2,0751,17@1,2, 50,3) #* (0707070)}'

En la carta x = 1, las componentes del correspondiente generador local de

una foliacién F de Y}’ son

2 3 3 2.2
fro(y, 2) = (big — ag0)yz” + b192° + (bos — a12)y°z + (boo — a11)y 2"+
3 4 5 4 3.2 2.3 4
(50,1 e a1,o)yz ot bo,OZ — o4y — Qo3Y Z — QoY 27 — Ap,1Y 2 — QoY=
_ 3 2.2 5 4 4 3.2 2.3
G19(Y, 2) = —A202° — A12Y" 2" — A11Y2° — Q102" — QoY 2 — o3y 2" — Gp2Y” %

4 5
— Qo1,Y= — Gp,0%

con las condiciones ags # 0 ¥ (ago, b11, @12, bo3) # (0,0,0,0).

Calculamos el numero de interseccién Iy(fi9(y, 2), g10(y, 2)),

Io(f19, 919) = To((fr9, 2) + Io(Q(1,y, 2), P(1,y,2))
=5+ Io(b1,1y2" + b1 02> + bosy®z + bo2y®2® + bo1y2° + bopz,
P(1,y,2))
=5+ Io(z, P(1,y,2)) + Lo(biayz + b1 o2” + Qs(y, 2), P(1,y,2))
=9+ Iy(brayz + bio2” + Qs(y, 2), P(1,y,2)).

Hallamos el numero de interseccion en el dltimo sumando.
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e Supongamos a by, 1a;2bo 3 # 0.

U

Io(biayz + 51,02'2 + Qs(y,2), P(1,y,2) bi1yz + bl,oz2 + Qs(y, 2)))

~ bos
= Io(bmyz + b17022 + b0,3y3 + b072y22 + b071y22 + b0’023, a2,022—|—

ap.4 Qg4
(a2 — Lbu)yQZ’ + (@11 — me)yzz + (11,02’3-1-

bo 3 bo 3
a a a

(apa — &50,3).04 + (a3 — LAbo,Q)yi)’?«‘ + (ap2 — &50,1)9222+
bo.3 bo 3 bo,3
a

(ap1 — #bo,o)yzg + a0,024)

0,3
= Ip(b11yz + b o2” + bo,3y3 + booy’z + boayz® + 507023, 2) + Io(bryz+
a
b1,022 -+ Q3<y, Z), Q2 0% -+ Ay2 -+ Byz -+ CLL()ZQ + (CLO,3 — #bog)tyg‘i‘
0,3

a a
(ap2 — Ebo,l)yzz + (@1 — &50,0)922 + G0,023)
bo,3 bo.3

b +b
=3+ Io((bigy + b1o2)z + Qs(y, 2) — BV

(az0z + Ay® + Byz+
2,0
ar02> + M), azoz + Ay® + Byz + a1 02° + M)

b bioA+ b1 B
= 3+ Iy((bos — ﬂA)yi” ..~ 21042 T P15
2,0 az0

bioa
N = Yy2? + (boo — M)ZS + M'(y, 2), asoz+
as,0 @20

Ay? + Byz + M)

=0, si (50,3)2@,0 # b1,1(a1,2b0,3 - a0,4b1,1),

)y22+

donde A = a2 — %51,1, B = a1 — %bw, M(y,Z) > (ao,s - %bo,z)y:S +

0,3 0,3 bo,3
(ape — %ﬁbm)y% + (ag1 — Zg—;lbo,o)yf + agp23, M'(y,z) = —%M(y, 2)
es un polinomio homogéneo de grado 4.
En el caso asobi1bps # 0, a2 = 0, realizando calculos similares y con
A = —Z;’—:;‘bm en lugar de A, obtenemos

To(b11yz + bl,o»’«’2 + Qs(y, 2), a2,022 + a1,1y22 + a1,023 + Py(y, z)—
a
ﬁy(buyz + 51,02’2 + Qs(y, 2)))
0,3
=6, si (b073)2a2’0 + 610,4(191,1)2 # 0,

e Supongamos aso # 0. En el caso by ; # 0, by 3 = 0, tenemos
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Io(z, P(1,y,2)) + Lo(biay + broz + bo,zy2 + bo1yz + 50,022, CL2,OZ2 + a1,2y2z+

+ 011,13/«22 + 011,02’3 + Py(y, 2))
— 67
Sibip =0, bys#D0,

b
To(b102* + b3y + booy?z + bo1yz* + bo o2 — # P(l,y,2), P(1,y,2))
2,0

b b
= [(50,33/3 + (bo2 — —al’o G1,2)y22 + (bo,1 — —al’o a1,1)y22 + (bo,o—
2.0 2,0

b1 o bio

3 2 2 2 3

- 0)2° — —P4(y, Z), G202° + a12y 2 + a11yz° + a1 02°+
2.0 20

P4(y7 Z))
— 6’
ysib 1 =byz=0,
[0(Q<17 Y, Z)a P(L Y, Z)) = [O(bl,oz3 + b0,2y222 + bO,ly'z3 + bO,OZ
Cll,lyz2 a Cll,oz3 + Py(y, 2))
= ]0(227 a0,4y4) + Io(b10z + 50,292 + bo,1yz + booz
611,13/2’2 iy (11,023 + Py(y, 2))
= 8+4,Sl b170 = Oy b072 7§ 0.

Los nimeros de interseccion obtenidos son independientes de a; 5.

4 2 2
, A2 0% -+ a2y Z+

2 2 2
, 2,07 + a12Y Z-+

e Supongamos as = 0. Denotamos
L(y, z) = b11y + bioz
= a12y° + a1.1y2 + a; 92>

L ( )LQ(yu )
Li(y,2) = a1,y + a10%
Q2(y, 2) = bo2y” + bo1yz + booz>,
Consideramos varios casos. Si aj2b11bp3 # 0, entonces
L,L LL
! 2@3)—8 SIZLTP4— 2@3,

[O(ZL + Q3, P4 —

en caso contrario, P, — %Qg = (zL)M,M,, donde Ml(y,z), Ms(y, z) son

polinomios homogéneos de grado 1,y
L,L
- 2Q3) = Io(2L + Qs, (2L)M, M)
= [O(ZL + Qg, ZL) + [O(ZL + Qg, MlMg)
= 10, sizL 'f MlMQ,

IO(ZL + Q?n P4 -
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enelcasoa; o =0,b1 #0, bys # 0, hallamos
Io(Lz + Q3(y, 2), (a1,1y + a102)2* + Pu(y, 2))

= L=+ Qs(u: ), Paly:2) — 20u(1,2)

. L
= 87 S1 LZT P4<y,2’) - leQi%(y)Z)
. L
= [O(LZ + Q3(y72)7 LZM1M277 si Lz | P4<y,Z) - leQii(yWZ)

L
=10, si zL | Py(y,2) — f1zc33(y, 2), zL t MM,
sia; o =0,b11 #0, bys =0, sucede

I(Q(L,y,2), P(1,y,2)) = 1.0(5171y22 + 51,023 + bo,zyQZ2 + bo,l?/23 + b0,0247
a1’1y22 + CLL()Z3 + f)4(y7 Z))

L
= Io(2%, aoay*) + Io(L + Qa, (a1,1y + a102)2® + Py — leQ(L +Q2))

L
=8+ Iy(L +Qo, Py — flzz(L +Qy))
L
=12, si L1 (P — szQZ)
L
=8+ I()(L I Q27 LMlMQMg), si L | (P4 LR TIZ2Q2)
L

=13,si L | (Ps— leQQZ), Lt My My Ms,

Ms3, polinomio homogéneo de grado 1,
si aip=0,b011 =0, by3 #0,
IO(Q(L Y, Z)7 P(L Y, Z)) - IO(bl,OZ3 + ZQB(Q? Z)a al,lyz2 + &17023 + P4<y7 Z))v
= Io(z, aoay®) + Io(b102° + Q3, (a1,1y + a102)2” + Py)
:4+6, si bl,O =dai =0

L )
=4+ Iy(by o2 + Q3, Py — b_1Q3)’ si big#0
1,0

= 12, si b17022 * (P4 - _Q?))a

si 1,2 7é O; bl,l = 0) b0,3 7£ 0)
Io(Q(l, Yy, Z), P(l, Yy, Z)) = Io(b1’023 + ZQg, (aLgyz -+ aLlyz + CLLQZZ)Z + P4)
= Iy(z, a04y4) + 1.0(51,022 + Qs, ((11,292 + a1 1yz + a17022)z + Py—

do4y ([?1,022 +Q3))
bo.3

a
=4+ ]0(51,022 + Qs, a1,2y22 + (@11 — %bl,o)?ﬂQ + a1,023+
0,3
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a a a
(ags — &bo,z)ygz + (ap2 — &50,1)3/222 + (ap1 — Eba,o)yzg + (10,024

bo 3 bo.3 bo 3

a
=4+ 1.0(51,022 +Qs, 2) + [0(b1,02’2 + Qs, a1,2y2 + (a11 — &51,0)y2+

bo,3
Cll,oZ2 + (a0 — ?bo,z)yg + (ap2 — %bo,l)yzz + (ao,1 — ?bo,o)yza—
0,3 0,3 0,3
&0,023)
= 11, si by #£0.

yenelcaso a;2# 0,011 =0, b3 =0,

I(Q(L,y,2), P(1,y,2)) = Ip(b1,02° + 2°Q2(y, 2), L1 L2z + Py)
= Io(2*, aoay*) + Io(b10z + Q2, L1 Loz + Py)
=8+46,s1 big=0, Q2 1 L1Lsz
=84 [p(Q2, Q2 My + Py) =16, si big =0, bp2 #0,Q2 | LiLsz, Q21 P4

LL

:8—|—[0(b1702—|-Q2, P4— 1[) 2Q2), si 6170 7&0

1,0

LL
=844, 8 big#0,21 P — = 2

b0
=8+ ]0(()1702 + Qg, ZM1M2M3)
LL
= 13, Si bl,O 7£ 0, bojg 7£ O, z i P4 e 1b 2Q2,Z Jf MlMgMg.
1,0

En conclusién, el numero de Milnor y,(F) es

15, si (a2,obl,1(11,250,3 7é 0, (50,3)2612,0 7é bl,l(a1,2b0,3 - a0,4b1,1) o (a2,051,150,3 7& 0,
a12 =0, (bo3)%as,0 + aoa(b11)? # 0) 0 (azo # 0, (b1,1,b03) # (0,0)) o
(ag0 = a12 = b1 =0,bp3 # 0,b19 = a1; = 0)

16, si (ag0=0,a127# 0,011 =0,bp3 # 0,b19 # 0)

17, si (ag0 # 0,010 = boz =0, byg =0, b2 # 0) 0 (az0 = 0,b1,1a1,2b03 # 0,
zL {1 Py — %Qg) 0 (ag0 =a12=0,b11bo3 #0, Lz 1 Py — %ng)

0 (az,o =ai2 = bo,3 =0, b1,1 #0, LJ( Py — %22Q2) 0 (az,o = Q12 =
b1y =0,bp3 # 0, b1o # 0, 51,02’2 )( Py — b%@:&% O (a2,0 =b11 =boz =0,
aro # 0,10 #0,a1 Py — %ZQZ)

18, si (aso = a1 =bos=0,b11 #0,L| Py —£22Q,, L { MiMyMs)o
(a20="011="0bo3=0,a127#0, b1o#0,2| P — %ZQQJ { My My Ms)

19, si (aso = 0,b11a12b03 # 0, Py — 22Q5 = 2LM; Ms, 2L { M;M>)
o(agp =a12=0, by1bos #0,Lz 1 Py — %ng, 2L My Ms) o (azo =
bl,l = bo,s =0, a1.2 # 0, bl,o =0,0Q> J( L1L22)

21, si (a2,0 = bl,l = b0,3 =0,a12 # 0, bl,O =0,Q- | LiLyz, Qo )( P4)7
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donde L(y, z) = b1y + b102, Li(y, 2) La(y, 2) = a12y® + a1,1yz + a102%, Mi(y, 2),
My (y, z),Mj3(y, z) son polinomios homogéneos de grado 1.

La multiplicidad es m,(F) = 3, si (az0,b11) # (0,0), v el 3—jet de (f)

g19
(b1,1—a2,0)yz2+b1,02> . T
es . Siagp = b1 = 0, entonces la multiplicidad del punto

70,2702:5

singular es 4 y el 3—jet es trivial. La dimension del estrato Si9 es 17.

En el conjunto abierto de Sy9 donde ags # 0y asgbiia12b03 # 0 toda
foliacion de grado 4 tiene un punto singular con multipicidad 3 y nimero de
Milnor 15.

3.5.8. Estrato 21

0 0
Z;f = IP’{aLgaij% + (51,0332’3 1 b0’4y4)8_y : bl,O 7"é 0, (@1,3, bo,4 7é (0: 0))}

Yo) = P{(a173$y3 + a17235y2z + a17193yz2 + al,oxz?’ + a0,4y4 + a073y32 + a072y222+

0
ao,1yz3 + a0’024)8_x + (b1 ox2® + 50,494 + bo,3y32 + booy’z” + bo,lyz3+

0
50,024)a—y : bl,O 7’é 0, (a173, bo,4) 7é (070)}

Las componentes de los campos que definen foliaciones en Y3 en la carta afin
r = 1son

fai(y, 2) = bl,oZ3 + (bo.a — a1,3)y4 + (b3 — a1,2)y32 + (bo2 — a171)y222—|—
(b0,1 - a1,0)3/23 + bo,oz4 o a074y5 ~ a073y4z - a072y322 - a0,1y223—
ao,oyz4

g21(y, 2) = —a1,3y32 - a1,2y222 - a1,1y23 - CL1,0»2'4 - a074y4z - a073y322 - a0,2y223—

4 5
CLO71yZ —CLO’OZ .

con las condiciones by o # 0 y (a13,b04) # (0,0).
Calculamos el nimero de Milnor f,(F),

Io(fa1,921) = To((boa — a13)y* — aoay®, 2) + 1o(Q(1,y, 2), P(1,y,2)).

Es evidente que, Io((bo4—a13)y* —ap4y®, —z) es 4 cuando by 4 # a1 3y 5 cuando
bou = a13y aopa, 7 0.
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Supongamos a; 3by 4 # 0,

[O(Q(L Y, Z)? P(L Y, Z)) = I(b17023 + Q4(y7 Z)u a1,3313 =+ al,Zyzz + al,l,y22+
a11,y%° + a1,02" + Pi(y, 2))
=09.

Supongamos (a3 # 0,bp4 = 0),

IO(Q((17 Y, 2)7 P<17 Y, Z)) = ]0(27 a1,3y3) + ]O(bl,OZ2 + Q3<y7 Z)7 a1,3y3+
a12y°z + a1,1,y7° + a102” + Pu(y, 2))
=9.

Supongamos (a; 3 = 0, by 4 # 0),

I(Q(L,y,2), P(1,y,2)) = I(bl,ozg + Q4(y, 2), @1,2922’ S al,l,yz2 + 611,023+

Q
P4(ya Z) - ﬁ(bLOZS + Q4(y7 Z)))

= I(bl,OZ3 + Q4(y7 2)7 Z) + ](bl,Ozg + Q4(ya 2)7 a1,2y2 )i al,l,yz+

a a a
(aro — 7=2b10)2° + (bos — T~a03)y® + (b2 — T~ 02)y’2+
b0,4 b0,4 b0,4
a a
(bo1 — &@0,1)y22 + (boo — &GO,O)ZS)
bo,4 bo,4
= 10, si Q12 7£ 0.

Los elementos de Y53 tienen niumero de Milnor

L (f) _ 137 si (a1,3b0,4 7A 07 b0,4 7é a1,3) o (al,i’) 7A 07 b0,4 — O)
P 14, si (a1,3b0,4 # 0, bo,4 = 1,3,00,4 # 0) 0 (01,3 =0, b0,4 # 0, Q1,2 #* 0)-

Como b; o # 0, el punto singular tiene multiplicidad m,,(F) = 3. El 3—jet de

( ZE} ) es (203 ), ya que podemos asumir b; o = 1.

El estrato S,; tiene dimension 17.
En el conjunto abierto de Sy tal que a; 3bp4 # 0y bos # ay 3, las foliaciones

de grado 4 tienen un punto singular p de multiplicidad 3, numero de Milnor 13,
3—jet linealmente equivalente a (%) y recta invariante z = 0.
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3.5.9. Estrato 22

SS a a
Lyo = P{bLoIZga—y + co,4y45 tbig # 0, coa # 0}

Yoy = P{(a1329° + @127 2 + a1120y2” + a1,022° + apy® + ao3y°2 + ag oy’ 2+

0
(10,1?123 + a0’024)8_x + (51,096’23 + b0,4y4 + b0,3y3z + 130,2y222 + bo,lyzg‘i‘

0 0
50,024)a—y + 00,4945 : b1o #0,c04 # 0}

Las componentes de un campo vectorial X € Y3’ en la carta afin + = 1 son

fo2(y, 2) = Q(1,y,2) — yP(1,y,2) = bioz® + (bou — a13)y" + (bos — ar2)y 2+
(50,2 . a1,1)y222 + (bo,1 - al,o)yz3 + 50,02’4 - Cl0,4y5 B ao,3y4z - a0,2y322—
610,13/223 ~= CLO,OZJZ4

922(y,2) = R(1,y,2) — 2P(1,y,2) = Co,4y4 - al,3y32 - a172y2z2 7 (11,192’3—

3 5

4 4 3.2 2 4
a1702 — QoaY < — a073y 25— QoY 2 — a071yz . (10702 .

con las condiciones: by o # 0y ¢4 # 0. Entonces,

tp(F) = Io(faz2, go2)
= Io(bLo%” + Qu(y, 2) — yP3(y, 2) = yPu(y, 2), coay’ — 2P3(y, 2) — 2Pu(y, 2))
=12, 24 (Qa(y, 2) — yP3(y, 2)).

De la condicion b, o # 0 inferimos que la multiplicidad del punto singular es
my(F) = 3. El 3—jet de ({22) es (% ), suponiendo b; o = 1.

Las foliaciones de Ss, tienen grado 4, un punto singular p con multiplicidad
3, ntimero de Milnor 12, 3—jet linealmente equivalente a (% ) y la recta z = 0
no es invariante para X.

Ahora, supongamos que una foliacién F € §, definida por un campo
P(z,y,z)

vectorial polinomial X = (Q(:c,y,z)) tiene un punto singular p = (1 : 0 : 0) con
R(z,y,2)

multiplicidad m,(F) = 3 y numero de Milnor p,(F) = 12, 3—jet linealmente
equivalente a (Z(f ), y la recta z = 0 no es invariante para X'.

Por la definicién (3.2)),
R(z,y,2) = 00,494 + c137Y° 4 Co0y” + c312%y + C4,o$4-
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Enla carta Uy : x = 1, X|y, tiene componentes

coay* + c13y° + caoy® + 31y + cao — 2P(1,y, 2)

Q(Ly?Z) - yP<17y7Z) — Q(LyVZ) - yP(17y72>
R(1,y,2z) — zP(1,y,2) '

La multiplicidad del punto singular es 3, asi que ¢y =0, c31 =0, c40 = 0.
De la condicion del 3—jet,

(Q(lv Y, Z) - yP(lv Y, Z))

R(17y7 Z) - ZP(L Y, Z) Cl,3y3 B ZPQ) + (00,43/4 - ZP3) - ZP4

( (Qs — yPy) + (Qs — yPs) — y P, )
: ,

donde Py(y,z), Qr(y,z) son polinomios homogéneos de grado k =

2,3,4,
inferimos Qs3(y, 2) = yPa(y, 2) + 2° y c13y® = 2P, (y, 2). En consecuencia,

.TQPQ(Z/, Z) T .Z'Pg(y, Z =+ P4(y7 Z)
r(yPa(y, z) + 2°) 4+ Qu(y, 2)
r2Pa(y, z) + couy?

I'Pg(y, Z) N P4(y> Z)
~ IZ3+Q4(y,Z>
Co,4?J4

El punto singular tiene nimero de Milnor

1p(F) =Io(2* + (Qu(y, 2) — yPs(y, 2)) — yPu(y, 2), coay” — 2Ps(y, 2) — 2Py(y, 2))
=12

si y solo si ¢4 # 0, condicién que se cumple por que la recta z = 0 no es
invariante para X. Por tanto,

.’L’Pg,(@/, Z) 7 P4(y7 Z)
xz3 + Q4(y, Z) € Sog.
Co,4?J4

X =
La dimensién del estrato Sy, es 18

Proposicion 3.8. Sea F € F,. F € Sy siy solo si tiene un punto singular con

multiplicidad 3, niumero de Milnor 12, 3—jet linealmente equivalente a 233%' Este
estrato tiene dimension 18.
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3.5.10. Estrato 24

0 0
Z;i = IP){(CLL?,I'Q?) —f- a270x222)% + <b1,1$y22 —I— b0’4y4)8_y . (CL270, b171> 7£ (O, 0),

(a173, b0,4) 7’é (07 0)}

2.2 3 2 2 3 4 3
Yo = P{(a202°2" + a1 32y + a120y" 2 + a110yz" + a1002° + apgay” + ao sy 2+

0
a072y222 + ao,lyz3 + a0,0z4)% + (bleyz2 + b170xz3 + boy4y4 + b0,3y3z+

0
boay® 2% + boy2® + 50,024)a—y : (ag,0,b11) # (0,0), (a1.3,b04) # (0,0)}.

En la carta afin U : = = 1, Xy, tiene componentes

Joa(y, 2) = (b1g — 612,0)3/22 + b1,023 + (boa — a1,3)y4 + (bo3 — al,z)y32+
(50,2 — a1,1)922’2 + (bo,l - al,o)yZS Bl bo,OZ4 - a0,4?/5 — 61073942—
Clo,zygz2 7 CLo,1y223 N G0,0y24,

Goa(y, 2) = —a2,023 — a1,3y3z T CL1,2?/222 - a1,13/23 — a1,024 i Go,4y42 . &0,33/322

i a072y223 - 610,1?/24 - ao,OZ5
que cumplen (azp,b11) # (0,0) y (a13,b0,4) # (0,0).
Calculamos

Io(faa, 924) = Io(fou, 2) + 1o(Q(1,y,2), P(1,y,2))
Io(fos,2) = To((br1 — a2,0)yz2 =k 171,023 + (bos — &1,3)94 + (bo3 — a1,2)932+
(bo2 — a11)y*2" + (bo1 — a1,0)yz> + booz* — y(aoay* + aosy’z+
ao2y*2? + ag Y2 + agpz), 2)
=4, sibyy # ar3
=5, sibps = a1 3y aos # 0, (si apq = 0, X'tiene una curvade

singularidades)

Supongamos as gb; 1a1 3bp 4 # 0. Tenemos
b1y + b1z
2.0
2 3 2 2 3
A202° + a13Y° + a12y"2 + a11y2” + a1,02” + Pu(y, 2))
CL2,OZ2 + G1,3Z/3 + a1,2y2z + CL1,1ZJZ2 + a1,023 + Py(y, 2))

IO(Q(17y7Z>’ P<17y72)) = ]0(b1,1y22 + bl,OZ3 + Q4(y72> - P<17y72)7
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b1 1 b b
; 4 1,1 1,0 3
= Io((boa — ——a13)y" + (boz — ——a12 — ——a13)y 2+
2.0 2.0 2.0
b1 bio b b
) ; 2.2 1,1 1,0 3
+ (boo — ——a11 — ——a12)y 2" + (b — ——a10 — ——a11)yz"+
2.0 2.0 2.0 a20
b1 0 b + b VA
, 4 1,1Y 1,0 2 3 2
(boo — P aip)z" — — Py(y, z), as02” + a13y° + a12y° 2+
2,0 2,0

CL1,1?JZ2 + CL1,023 + Py(y, 2))

b1
=8, 8ibps # ——a3.
a20

Supongamos as by 1013 # 0, bos = 0; by 3 = 0,

IO(Q(L Y, Z)v P(L Y, Z)):Io<b1,lyz2 + bl,OZ3 it 22Q2(y7 Z)v aQ,OZ2 + P3(ya Z)+

P4(y7 Z))
= [0(2'27 a1,3y3) + Lo(b1,1y + b1,02 + Qa2(y, 2), CL2,OZ2 + P3(y, 2) + Pi(y, 2))
= 8.

Supongamos aggboa # 0. Si by =0,

b
[0(@(1,:’-/,/2), P(Lyaz)):[(](bl,ozg Iy Q4(y,2) - j’zzp(layaz)a P(17y7 Z))

b b
= [0(50,4?/4 + (bo,3 — #01,3)932 + (b2 — £a1,2>y222 + (bo1—

2,0 @20
bio b b
i 3 170 4 1,0 2
—=a11)yz° + (bpo — —=a10)2" — ——2P4(y, 2), a202"+
@20 2,0 2,0

Pg(y, Z) + P4(y7 Z))
=8, nodependedea; 3,

Suponiendo ayay 3 # 0, b1 = bps = 0y ap4 # 0, obtenemos

b - bl 0 b
In(z, a1,3y5) + [o(bl,oz2 + bo,:sy5 + bo,zyzz + bo,lyZ2 + bo,oz3 - a—’(@,oz2 + a1,3y3+
2,0

a1,2y2z + Cl11,y22 + a1,023 + Py(y, 2)), a2,0z2 + a1,3y3 + a1,2y22+
a1,1y22 + CL1,OZ3 + Py(y, 2))

b b b
=3 + I()((bo’g — #al,g)y?’ -+ (5072 — ﬁCLLQ)yQZ + (bO,l — %a171)y22+

2,0 2.0 2,0
b bio 3 bop > 3 5 2
(boop — ——a10)2" — —=Pu(y,2), as02” + a13y° + a12y°2 + a1, yz"+
2.0 2.0
b

3 . 1,0

a1,0% + P4(y,Z>> - 9’ S1 b0,3 7é a ai,3-
2,0
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Consideremos by 1bp 4 # 0, azp = a1 3 = 0. Hallamos

IO(Q(]-) Y, 2)7 P(17 Y, Z)) = IO((blyly + b1,02)22 + Q4(ya 2)7 a'1,2y22 + a1,1y22+
Qa
a102° + Py(y, z) — %(bl,lyz2 +b102° + Qa(y, 2)))

0,4
= Ig((bl’ly + b1,02)22 + Q4, Z) + Io((bl,ly -+ bl’oz)ZZ + Q4, (a172y2+
a , a A a A
(a1 — ﬁbu)yz + (a10 — Lbl,o)ZQ) + (ap3 — Lb0,3)y3+
60’4 b074 b0,4
a ay, ap 4
(ago — L’450,2)?/22 + (ap1 — &50,1)y22 + (aop — Lbo,o)zg)
bo 4 bo 4 bo 4
) a a
= 10, si (a1,2y2 + (a1,1 - &51,1)3% + (al,o - &51,0)22) T
bo 4 bo 4

(biay + b1oz)2>
Consideremos ay = 0. Con la condicidén a; 3b; 1bp 4 7# 0 obtenemos

]O(Q<1a Y, Z)a P(17 Y, Z)) N IO(<b1,1y + b1702)22 + Q4(y7 Z>7 a1,3y3 + a1,2y22+
(Zl’lyZz + GJL()Z?’ + P4(y, Z))
=9, 51 by £ 0,

ysiboa =0, aizbi1 #0,

Io(z, a1 39> + a19y%2 + a11.92% + a102® + Py(y, 2)) + Io((b11y + b102)2 + bo 3y°+
bo,2y22 + bo,1yZ2 + 50,023, a1,3y3 + a1,2y22a1,1y22 ay Cll,oz3 + Py(y, 2))
= 9,Si bl,O % 0.

En conclusion, el numero de Milnor

(12, si (agobiia13b0a # 0, a13 # boa, a13b11 # a20boa) 0 (azebiia13

#0, b4 =0,bo3=0) 0 ((az0bo4 # 0,b11 =0), ars 7 boa)
13, si (agobi1a1,3004 # 0, a13 = boa, aoa # 0,a13b11 # az0bo4) 0
((az,0b04 # 0,011 = 0), a1,3 = bo4, ags # 0) 0
,up(]:) = ((a2,0a1,3 7’é 0, bl,l = b0,4 = 0) o (a1,3bl,1 75 0, 2,0 = bo,4 = 0) 0
(ag0 =0, a13b11b04 # 0, a1 3 # boa, big # 0)
14, si ((ag0 =0,b11 #0), a13 =boa # 0, agab1o # 0)o (b11bo4 # 0,
aso = ayz =0, (611,292 + (@1,1 - (;))_ﬁbl,l)yz + (Cl1,0 - %51,0)22)
L f (bray + bio2)2?).

La multiplicidad del punto singular es m,(F) = 3 por que (az, b1 1) # 0. El

. _ 2 3 . .y
3—jetde (/21) es <(b1*1 af*gifzg”%l*oz ) La dimensién del estrato Sy, es 19.
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En el conjunto abierto de Sy4 tal que as ob; 1013004 # 0 las foliaciones tienen
grado 4, un punto singular con multiplicidad 3 y nimero de Milnor 12, recta
invariante z = 0.

3.5.11. Estrato 25

En este estrato tenemos

0 0 0
Z;g = ]ID{CZQ’[).TQZZ% + b171$y228—y + 00,494& . 0074 7£ O, (a2’0, b171) 75 (O, O)}

2.2 3 2 2 3 4 3
Y55 = P{(as,02"2" + a132y° + @122y 2 + a112y2" + a1,002" + aoay” + a0y’ 2+

0
Clo,2y222 + ao,lyz3 i ao,024)— i (bl,lxyZQ 13 51,09523 + 50,494 + bo73y3z+

ox
0 0
bo,2y222 + 50,13/23 L bO’OZ4)8_y + Co,4y4& :coa # 0, (agp,b11) # (0,0)}.

Entonces,

fas(y,2) = Q(L,y, 2) = yP(L,y, 2) = (bin — ag)yz* + bio2” + (b4 — ar3)y*+
(bos — a1,2)y°z + (b2 — a11)y* 2> + (bo,1 — a1,0)y2° + bopz* — agay’—
a0,3y4z i ao,2y32’2 = ao,l?JQZB B ao,oyz4

g25(y,2) = R(1,y,2) — 2P(1,y,2) = —ag02> + couy* — a139°2 — a1 2y°2* — ay,1y2*

4 4
- Cl1,024 — Qo4Y = — Clo,sygz2 - 610,234223 — QpaYz — a0,025-
tales que co 4 # 0y (az0,b1,1) # (0,0).
Calculamos el nimero de interseccién de fa5 y g25 en (0,0).

Io(f25, g25) = 1((b11 — az,o)yz2 + b1,02'3 + (bo.a — a1,3)y4 + (bo3 — a1,2)y3z+
(bo2 — a1,1)y?2" + (box — a10)yz" + booz" — yPuly, 2), —asez’+
couy' — 2Ps(y, z) — 2Pa(y, 2)).

Supongamos as by 1 # 0. Si as ¢ = by 1, obtenemos

Io(f25, go5) = [0(51,023 + (boa — a1,3)y4 + (bos — Cll,z)y32 + (bo2 — al,l)y222+

b
(bo1 — ar0)yz® + bopz" — yPu(y, 2) + ﬁ(—%,ozg + couy’ — 2Ps(y, 2)

2.0
— 2Py(y, 2)), —612,023 + Co,4y4 — 2P3(y, z) — 2Py(y, 2))
b b
= Io((boa —a13+ L000,4)?J4 + (bos — a1 — ﬂCl1,3)y32-|—
2.0 a2.0
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b

(boo —a1q — £a1,2)y222 + (bo1 — a1 — Eal,l)yz?"i‘
2.0 2.0
b b
(bo,o - ﬁal,0)24 - (y + ﬁz)P4(y7 Z)7 —a2,023 + 00,43/4 - ZP:%(% Z)
— 2Py(y,2))
b
= 12, si b0’4 —a13 + 1—DC0’4 7£ 0.
2.0

Ahora, denotamos

Qa(y,2) — yPa(y, 2) = (boa — ara)y" + [(bos — a12)y” + (bo2 — ar1)y*z+
(bo.1 — a1,0)y2” + bo02")z = (boa — a1,3)y* + 2Q5(y, 2)
Py(y, 2) = z(ag3y® + ao2y®z + ag1y2> + apo2”) = 2P5(y, 2), aps = 0
L(y,z) = (b1q — a20)y + bipz

C C
Li(y,2) = appz + y——"——L(y,2), A= 7——,
; 0,4 — 1,3

y considerando as b1 1 # 0y as # by hallamos

Io(foss g25) = Lo((b11 — a20)yz® + b1 o2° + (boa — a13)y" + 2Q4(y, 2) — y2Pi(y, 2),
= CLz,o?«'g + Co,4y4 - ZP3(?J, Z) v ZQP:;(?J, Z))
= Io(L22 + (bo4 — al,g)y4 + 2Q% — yz Py, —ag02° + coy4y4

¢
— 2Py(y, 2) — 2°Ps(y, 2) — Do 4 E4a1 ] [Lz* + (boa — a1,3)y4 +2Q5(y, 2)

- szé(y, Z)]> bo,4 #* a3

= Io(L2* + (bos — a1,3)y" + 2Q4(y, 2) — yzPi(y, 2), 2) + Io(Lz"+
Co,4

(boa — a13)y* + 2Q% — yz P}, —(ag02 + L)z — (Ps+
b0,4 —a13
Co,4 ' Co,4 /
_0h oy (- 4 p
Ty Q) — (2 I y)FP3)
=44 Io(L2* + (boy — a13)y* + 2Q% — yz Py, L1z + (P + AQj)—
(z — Ay) Py)

L
=44 Iy((bos — a173)y4 + 2Q% — yzP; — L_1Z<P3 + AQS — (2 — Ay)Py)),

Liz+ (Ps+ AQy) — (2 — Ay) By)
= 12, si g 4 % 0.

Supongamos (asp # 0,b1; = 0). Estas condiciones implican asg # 0b1;.
Denotamos L'(y, z) = by 1y + b1 pz. Suponiendo ay4 = 0y siguiendo el proceso
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anterior, obtenemos /y( fos5, gos) = 12.
Finalmente, en el caso (ayo = 0,b11 # 0),

Io(fa5, 925) = 1((bray + b1,02)2” + (boa — a13)y" + (bos — a1.2)y° 2+
(bo2 — a1,1)y?2" + (boa — a1,0)y2" + booz* — yPu(y, 2),
coay’ — 2Ps(y, z) — 2Pu(y, 2))
=12, 81 b1y + b1z 1 (coay® — 2P5(y, 2)).

El nimero de Milnor del punto singular es

12, si (CL2,0 # 0, 2,0 # b1,17 ap4 = O) O (az,o # 0, b1,1 # 0, az0 = 51,17
pp(F) = boa —aiz+ bl—’OCoA # 0)o (agp = 0,b11 # 0,011y + b1z 1

az,0

(Co,4y4 - ZP3(ZJ, 2))

La multiplicidad del punto singular es m,,(F) = 3 pues (a2, b1,1) # (0,0).

925 —a2,02

La dimensién del estrato Ss; es 20.

En el conjunto abierto de Sy; con as by 1 # 0y ¢4 # 0, las foliaciones tienen
un punto singular de multiplicidad 3 y nimero de Milnor 12.

3.5.12. Estrato 26

0 0
Zog = P{GOA?JA‘% + 52,0$2226—y taga # 0,020 # 0}

2. 2 2 2 3 4 3 2.2
Yoi = P{(a202°2" + a122y°2 + a1120y2” + a1022° + apuy” + a3y’ z + ag2y 2"+

0
a071y23 + a0’024)8_x + (b270x222 + bmxyz2 + bl,oxzz5 + b073y32 + b072y222+

0
bo,lyz?’ + b0’024)8_y - Qo4 7é 0, bg’o 7é 0}

Las componentes de X € Y, en la carta x = 1 son

2 2 3 3 2.2
fo6(y, 2) = ba02” + (b1 — a20)yz” + b1g2° + (bos — a12)y°z + (boo — a11)y“ 2"+
3 4 5 4 3.2 2.3 4
(bo — a1,0)yz° + bo02" — apay’ — ao3y 2z — o2y 2" — apay 2" — ag oYz
3 2.2 3 4 4 3.2 2.3
926(%2) = —A202 —Q12Y 2 —Q11Y2 — A102 — Ao4Y 2 — Qo3Y =z — QoY =z —

4 5
ap 1Yz — Gp,0%
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con las condiciones ag 4 # 0y by # 0.

En este estrato denotamos Q1 (y, z) = b1y + b1 oz, Pa(y,2) = a129* + a11yz +
a102%; P, Qk, Fi, Gy, Hy € Cly, 2] polinomios homogéneos de grados k.

Aplicamos ([3.13),

Io(f26, 926) = To(a0.4y”, 2) + Io(baoz” + bi1yz® + b1 oz® + bosy’z + bo 2y 2°+
boay2” + booz?, P(1,y,2))
=5+ Io(boo?® + 22Q1(y, 2) + 2Q3(y, 2), asez” + 2Ps(y, 2) + Pi(y, 2))
=5+ Io(z, agez® + 2Py + Py) + Io(byoz + 2Q1 + Q3, az02”° + 2P + Py)
=9+ Iy(booz + 2Q1 + Qs3, az02> + 2P + Py—

a9 02 + P
(Z’Ob—Q)(bQ,OZ +2Q1 + Q3))
2,0
9 2,0
=9+ Io(booz + 2Q1 + Q3, Py — —Z Q1 — 203 — —ZQ1
bao b2
@20
- b—Q3 Al b—ZQ1(bz 02 + 201+ Q3))
2,0 2,0
a a
=94 Iy(bepz + 201 + Qs, P4—ﬂZQ3+ 20 2@1 ZQl_b_Qg
2,0
a
+ %2Q1Q3)
2,0
=13.

La multiplicidad del punto singular es m,(F) = 2, pues by # 0. El 2 — jet
de (/2¢) es (% ), suponiendo by = 1.
La recta z = 0 es invariante para X € Y.

Por otro lado, supongamos, que una foliacién F € §, definida por un campo
P(zy,2)

vectorial polinomial X' = (Q(x,y,z)) tiene un punto singular p = (1 : 0 : 0) con
R(z,y,2)

multiplicidad m,(F) = 2 y nimero de Milnor p,(F) = 13, 2—jet linealmente
equivalente a 22(% y recta invariante z = 0.

Como la recta z = 0 es invariante para X, por la definicién (2.5)), existe un
polinomio H(z,y, z) € C[z,y, 2] tal que :

R(z,y,z) = zH (z,y, 2),
donde

R(z,y,2) = Co,4y4 + 01,31’93 + 02,2952y2 + 03,135319 + C4,0$47
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asi pues R(zx,y,z) = 0.
El campo vectorial X|y, en Uy : = 1 tiene componentes

Q(lvyvz)_yp(17y7z) _ (QQ_yP1)+(Q3_yP2)+(Q4_yP3)_yP4
—2zP(1,y,2) —2P — 2Py — 2Py — 2P, '

De la informacién sobre el 2—jet, Q2 (y, 2) —yPi(y, z) = 22, —zPi(y, 2) = 0 sigue:
QQ(y7 Z) = yPl(yv Z) + 22, asi que,

2P+ 2Py + P+ Py 2Py (y, 2) + Ps(y, 2) + Pa(y, 2)
X=|2?yP + 222> +2Q3 + Qq | ~ 2% 4+ 2Qs3(y, 2) + Qu(y, 2)
22z P 0

El punto singular tiene numero de Milnor

pp(F) = Io(2* +(Qs — yP2) + (Qu — yP3) — yPy, —2(Py + P3 + Py)) = 13
siy solo si

o Io(2* 4+ (Qs — yP) + (Qs — yPs) — yPy, 2) =5,
que sucede si y solo si ags # 0y 2 | (Qs — yPs), 2 | (Qu — yPs); y

o I)(*+ Qs+ Qs, P+ P3+ Py) =8,

validosiysolosiz | P,y z | Ps.
Denotamos P»(y, z) = as2y® + a21yz + aspz>.
z | (Q3 — yP») significa:

Qs3(y,2) —yPa(y, 2) = (b13 — aga)y” + 2Hy(y, 2), biz = aga.

Existen dos posibilidades: as5 # 0y a2 = 0.

Si azs # 0, entonces Qs(y,z) = yP(y,2) + 2Ha(y, 2), y si azp = 0 tenemos
Q3(y7 Z) = ZGQ(Z/? Z) y P2<y7 Z) = ZF1<y7 Z)‘

2| (Q4 — yPs3) implica:

Qu(y,2) — yPs(y, 2) = (bou — a13)y° + zHs(y, 2), bos = a13.

De a;3 # 0 sigue Q4(y,2) = yPs(y,z) + zHs(y,2), y si a;3 = 0 sucede

Q4(y7 Z) = ZG3<y7 Z) y P3(ya Z) = ZFQ(ya 2)
Analizamos el nimero de interseccion para las diferentes posibilidades de as o
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Yy aigs.
Siazs #0yaiz#0,

Io(2+ Q3+ Qq, Po+ Py + Py) = Io(2* + yPy + 2Hy + yPs + 2Hs, Py + P3 + P,
— 4.

Siazpy =0yai3#0,

I(2* + Q3+ Qu, Po+ Py + Py) = In(2* + 2G2 + yPs + zHs, zFy + Py + Py)
= Iy(2* 4+ 2Gy + yPs + 2Hs, Py — azGy + Py, — ayPs — azHs)
=06, siFy =az,a #0.

Si az.2 ?é Oya1,3 = 0)
Io(z* + Qs + Qu, Py+ Py + Py) =Io(2* + yPs + 2Ha + 2Gs, Py + zF, + P;) = 4.

El nuimero de interseccidén es diferente de 8 en estas posibilidades.
Consideramos as» = 0y a; 3 = 0,

(2> + Q3+ Qu, P+ Py + Py) = Ig(2% + 2Gy + 2G3, 2Fy + 2F, + P,)
= Io(z, zF1 + zFo + Py) + Io(z + Go + G3, zF) + zF5 + Py—
(F1 + Fy)(z 4+ Gy + G3))
=4+ Iy(z+ Go+ G3, —F1Gy + Py — F1G3 — F3Gy — F2Gs).

Si z 1 Fi(y, 2)Ga(y, z), entonces el numero de interseccion seria 3 en el ultimo
sumando, por consiguiente: z | Fi(y,2) 0 z | Ga(y,2) 0 z | Fi(y,2) vy Ga(y, 2).
Cuando Fi(y, z) = az, a constante,

[0<Z + GQ + Gg, —CLZGQ + P4 — CLZGg = F2G2 = F2G3 + CLGQ(Z + G2 + Gg))
= [Q(Z =+ G2 + Gg, (P4 + CLG% — (ZZGg — FQGQ) — FQGg + CLGQGg)
=4

siy sélo si Gy(y, z) = 2G4 (y, 2).

Por tanto,
ax?2? + x2F5(y, 2) + Pu(y, 2)
X = | 2222 + 222G\ (y, 2) + 2G3(y,2) | € Sas.
0

Observaciones. Analizamos /,(F) cuando z { (Q3 — yFP2) 0 z 1 (Qs —yPs) o

ap4 = 0oz 'f P2 oz )f P3, donde Pg(y, Z) = a272y2 -+ a21Yz + GQ,[]ZQ.
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Conocemos el numero de interseccion

Io(2° + (Qs — yPo) +(Qu — yPs) — y Py, 2) = 3, 5121 (Q3 — yP2) (4)
=4,s12 | (Q3 —yP), 21 (Qs — yP3) (5)
=5, siz | (@3 —yl2), 2 | (Q1 — yPs),a04 # 0 (6)
=00, siz | (Q3 — yPs), z | (Qs— yPs),a04 = 0. (7)

Siz | (Q4 — yP3), es deCir b0’4 =ai3 Y=z T (Qg — yP2>, esto es b173 # 2.2, Ag 4 = O,
]0(22 + Q3 +Q4, PQ + P3 +ZF3) = 4, Sibl?gag’g 7A 0, ZTPQ
[0(2’2 + Q3+ Qu, 2Fy + P3 + 2F%)
= Ip(2*> + Q3 + Qu, Py — a20Q3 + 2F3 — az0Q4)
=0, si Q22 = Q21 = 0, 2.0 # 0, b1,3 # 0, b0,4 = a3 # 0, 1,3 #* G2,0b1,3
=8, si Q22 = Q21 = 0, 2,0 # 0, 51,3 # 0, bo,4 = a3 # 0, a13 = Gz,obl,a
y considerando (4), u,(F), seria 7, 9 o 11.
Siz|(Qs—yPs), 21 (Qs —yPFs), apa # 0 obtenemos,
]0(Z2+Q3+Q4, P2+P3+P4) :4, sib173a2727é0, Z’fPQ

bo

]0(Z2+Q3+Q4—a—(ZF1+P3+P4>, ZF1+P3—|—P4), z ’ PQ,ZJ(Pg
0,4
b b
= Io(z,2F1 + Ps + Py) + Ip(z — ﬂﬂ + (b12 — &am)ya—
Qo4 Qo4
b0,4 b0,4 2 b0,4 3
(b11 — —=a11)yz + (b1 — ——ai0)z" + (bos — ——ao3)y’+
0,4 Q.4 Qg 4
b b b
(b(),g — &CLO’Q)Z/ZZ + (b071 = ﬂCLQJ)?/Zz + (6070 o &Goyo)zg, ZFl + P3 + P4)
.4 agp 4 Q.4

=5, sibpy =a13# 0, aza =0, ag1 # 0, b1z # 0, az1a20 # 0, b1 3004 = bo 4013
Io(22 4+ 2Gy + 2G3, Py + 2Fy + Py) = Io(2, Py + 2Fy + Py)+
In(z + Go + G3, Po+ zFy + Py)
=4,sibps =a13=0, bi3=0, azs #0,

por tanto, teniendo en cuenta (4), u,(F) seria 8, 7, respectivamente..
Siz| (Qs —yP)yzt(Qs—yPs), esdecir byg = aso ¥ bos # a13, Y apa = 0
tenemos
I(2* + Q3+ Qq, o+ Py + 2F3) = 4, sibig = a0 #0, 21 P, 21 P
Io(2* + 2Go + Qu, 2Fy + 2Fy + 2F3) = Iy(2 4+ 2Ga + Qu, 2)+
= Ip(2* + 2G2 + Qu, F1 + F> + Fy)
=06, sib13 =0a22=0,0a217#0,a13=0,0b04#0, 2| P
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Io(22 + 2Gy + 2Gs, 2Fy + Py + 2F3) = Iy(z, zFy + Py + 2F3)+
Io(z+ Gy + Gs, Fy + F, + F3)
=5,81b13 =a22=0,0a01#0,a137#0,bpa=0, 2| Py
Io(2® + Q3+ Qu, Po+ 2Fy + 2F3) =4, sibig = ago # 0, a13 =0, boy # 0, 21 Py,

y considerando (5) inferimos que 1, (F) podria ser 8 0 9 o 10.
Siz|(Qs—yP)yz1(Qs—yPs), apa # 0, vemos
Io(>+ Q3+ Qu, Po+ P3+ Py) =4, sibig =a90 #0, 21 P, 21 Ps.
Io(2* + 2G5 + 2Gs, 2F, + P3 + Py)

= Io(z, 21 + Ps+ Py) + Io(2 + Go + G3, 2Fy + Ps + Py)

=3+ Io(z+Ga+Gs, 21+ P+ Py — Fi(2 4+ Gy + G3))

=3+ Ip(z+ Go + G3, Py — F1Gy + P, — [1G3)

=06, s1b1 3 =a92=0,a13# 0,bp4 =0,21(Ps — F1G2), 2z | P, 21 Ps
I(Z2+Q3+Qq, o+ 2Fy + P) =4, sibj3 = a9 #0,a13=0,bgq #0, 21 P, 2 | P,

y a consecuencia de (5), u,(F) seria 8 o 10.
Siz t (Qs3 — yP,), significa asy # bis, 2 1 (Qs — yP3), es decir bys # a13, ¥
ap4 = 0, obtenemos
Io(22 4+ Qs+ Qu, Py + Py + 2F3) = 4, siagaby 3 # 0
Io(2® + Q3 + Qu, a202° + Ps + 2F3)
= Io(2® + Q3 + Qu, a202> + P3 + 2F5 — az0(2* + Q3 + Q4))
= Ip(2* + Q3 + Qu, Ps — a20Q3 + 2F3 — a2 0Qu)
=6,sia20 = az1 =0, a13 7# 0,004 # 0, 21 (P — a20Q3), 2 | P, 21 P
I(Z2+ Q3+ Qq, o+ 2Fy + 2F3) =4,sia0 #0, a13=0, 21 P, 2 | P,

entonces /,(F) =709.
Finalmente, si z { (@3 — yP2) ¥y 21 (Q4 — yP3), ap 4 # 0, hallamos

Io(22 + Q3+ Qq, Po+ Py + Py) = 4, siagaby 3 # 0
Ip(2* 4+ Q3 + Qu, 202" + Py + Py)
=1o(2* + Qs + Qu, 202" + P34+ Py — a2 0(2* + Q3 + Qu))
= [0(32 + Q3+ Qu, P3 — a20Q3 + Py — as0Q4)
=06,slago =a21 =0, a13# 0,bps #0, z | Pa, 21 Ps
I(Z 4+ Q3+ Qu, P+ 2Fy + P)) = 4,8ia00 #0, 13 =0, 21 Py, 2 | P,

y también y,(F) =7009.
Los resultados del andlisis anterior implican descartar estas posiblidades.
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La dimensién del estrato Sy es 18

Proposicidn 3.9. Sea F € §,. F € Sy siy solo si tiene un punto singular con
multiplicidad 2, numero de Milnor 13, 2—jet linealmente equivalente a 228% y recta
invariante z = (. Este estrato tiene dimension 18.

3.6. Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo es construir una estratificacién
algebraica de §}", conjunto de foliaciones inestables del plano proyectivo
complejo PZ, en el sentido de la teoria de invariantes geométricos.

Demostramos que el conjunto cerrado de foliaciones inestables de grado 4
en PZ tiene dos subespacios maximales.

Construimos una estratificacién algebraica de §}" formada por 26 estratos.

Analizamos los estratos de §}" con singularidades aisladas. Consideramos
el punto singular p = (1 : 0 : 0) en las variedades Y, i € {8, 11, 13,
15, 16, 18,19, 21,22, 24,25, 26}. Caracterizamos una foliacion genérica de estos
estratos segun el nimero de Milnor y multiciplicidad del punto singular, jets,

existencia de recta invariante, y calculamos la dimensién del estrato.

Describimos las foliaciones inestables de grado 4 en el plano proyectivo
complejo con un Unico punto singular.

Presentamos un resumen de los resultados obtenidos en la seccion 3.5 en el
Teorema

Teorema 3.10. Los espacios S; = SL3;(C)Y;*, i € {1,...,26}, son subvariedades
algebraicas localmente cerradas, irreducibles, no singulares de §4. Ellas forman
una estratificacion del conjunto cerrado de foliaciones inestables F4", y S; C

U,<;S;. Estas variedades también satisfacen:
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Estrato Caracterizacion de foliaciones genéricas de "
S1, S, S3, 54, Toda foliacion tiene una curva de singularidades
Ss, 56, 57, 59,
5107 5127 5147
S17, 520, 523
Ss Toda foliacion F tiene un tnico punto singular p
dim Sg =8 con my,(F) =4, p,(F) =21, 4—jet linealmente
equivalente a (2') y recta invariante z = 0
S11 Contiene un subconjunto abierto tal que sus elementos F
dim S7; = 10 | tienen un punto singular p con m,(F) =4y pu,(F) =20
Si3 Contiene un subconjunto abierto tal que sus elementos F
dim S;3 = 12 | tienen un punto singular p con m,(F) =4y p,(F) =19
Sis Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim S5 = 16 | tienen un punto singular p con m,(F) =4y p,(X) = 16
Si6 Toda foliacién F tiene un punto singular p con
dim Sy = 13 my(F) =3, u,(X) =17, 3—jet linealmente
equivalente a (203) y recta invariante z = 0
S Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim Sjs = 15 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, u,(F) = 16
y 3—jet linealmente equivalente a (2 )
Sig Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim Sy = 17 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, u,(F) =15
So1 Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos F
dim Sy; = 17 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, u,(F) = 13
y 3—jet linealmente equivalente a (7 )
Sa9 Toda foliacion F tiene un punto
dim Spp = 18 singular p con m,(F) = 3, p,(F) =12 y 3—jet
linealmente equivalente a (%)
Soq Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos
dim Sy = 19 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, p,(F) = 12,
y recta invariante z = 0
Sas Contiene un subconjunto abierto cuyos elementos
dim Sp5 =20 | tienen un punto singular p con m,(F) = 3, p,(F) = 12
Sae Toda foliacion F tiene un punto singular p con
dim S = 18 | my(X) =2, p,p(X) = 13; 2—jet linealmente equivalente
a (%) y recta invariante z = 0.
La recta z = 0 es invariante para

X eYs ic{811,13,16,18,19,21,24, 26}.

Teorema 3.11. Sea X' € §, con singularidades aisladas. Si X es inestable,
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entonces
1. X tiene un punto singular con multiplicidad 4 o

2. X tiene un punto singular con multiplicidad 3 y 3—jet linealmente
equivalente a 2*£. o

3. X6519USQ4USQ5 o

4. X tiene un punto singular con multiplicidad 2.

Las componentes irreducibles de §y" son las cerraduras de las subvariedades
localmente cerradas So5 y Sag que tienen dimensiones 20 y 18, respectivamente.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de la tabla del teorema
(3.10).

En la demostracion de la segunda afirmacion, aplicamos la Proposicion 4-2
de [Hes79] que afirma que todo estrato S; es irreducible y S; = SL;3(C)Y;.
Como Yas C UjzasY; ¥ Sas € Sos concluimos que F4" = S5 U Sy es la
descomposicién de §4" en componentes irreducibles. O

De las construcciones de V7, V5 en el teorema (3.1)) 3.1 y las de Ys5 , Yo6 en 3.4.2
inferimos que V; = Ya5, V5 = Ya.
Describimos las foliaciones con un punto singular, es decir con nimero de

Milnor 21.

Teorema 3.12. Las foliaciones inestables de grado 4 en P% con un tnico punto
singular son

1. El estrato Ss que tiene dimension 8.

2. El subespacio de S,

0
SLg((C){(aLoxz?’ +yt 4 a0’3y3z + a0’2y2z2 + aojlyz?’ + a0’024)a—$+

0
(b071y23 + 60’024)0_3/ : (al,o 7é 0, bo,l = 0) o (al,o =0, bo,1y + bo,oz Jf P4(y, Z))};

de dimension 9.

3. El subespacio de Si3

0
SLg(C){(aleyz2 + a170x23 +yt + a0’3y32 + a0,2y2z2 + a071y23 + a070z4)%+
0
(bo,2y222 + bo,lyz3 + 50,024)8—y : (a1.1bo2 # 0, b072y2 +bo1yz + 50,02’2 =
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clay 1y + a102)*) 0 (a11 # 0, bpa =0, bg1 =0) 0 (ary # 0, bos =0, b1 # 0,
a10bo1 = a1,1bop, boiy + booz { Pa(y,2)) o (a1, =0, boz # 0, a1 o =0,
bo,2y2 + bo1yz + bo,oz2 t Pu(y, 2))},

de dimension 10.

4. El subespacio de Sy

SL3(C){(cry — Br2)(qay — Baz)(azy — B3z) + y'+ a0,3y32’ + a0,2y222—|—
0 0

Clo,lyZ3 + 00,024)% + (Oély - 512)2(@29 - 522)(0433/ - 632)8_3/ : (041, Qa, 043)

7£ (anvo)a 1003 = 0o = 17 (ﬁl?ﬁ??ﬁi%) 7& (07070>}7

de dimension 12.

5. El subespacio de Sig

SL3((C){(CL1,2$?J22 + CL1,1917?JZ2 + a1,0$23 +y' + Cl0,3y32 Y Cl0,29222 + @0,1923‘1‘
0 0

a0,024)a— + (51,09023 + bo,sy3Z + [)0,29222 niy b0,1y23 + 50,024)— : (a2 =0,
7 Oy

bo,a # 0, Clo,4b1,o = G1,150,37 aé =0, alz =0, Cl/1 =0, ao,obl,o %= a1,obo,o) 0

(al,z 7é 0, bo,s =0, a0,4b1,0 = Cll,Qbo,z, ao,sbl,o > a1,2501 + allbO,Q; Clozbl,o =

asbo o + a1,1b0,1 + a1,0bo 2, ao1b1,0 = a1,1b00 + a1,0bo.1, a0,0b1,0 # @1,0bo o,

bo2 # 0},
donde a’; = ag jbio — (a1,1bo;-1 + a1 0bo;), j =1,2,3, de dimensidn 10.
6. El subespacio de St
SL3(C){(a2,02°2* + a127y°2 + a112y2* + a102" + aoay* + aos3y’z + ag2y’z”

0
+ Clo,ly?i3 + a0,024)£ + (51,1903/22 + b1,0902’3 + 50,3932 + 50,2922’2 + bo,1yzg+

0
50,02’4)8—y : (a2,0 = 51,1 = 50,3 =0, 1.2 75 0, bl,o =0, Q2 | LiLyz, QQ Jf P4(y, Z))},

Q2<y, Z) = bo7gy2 + b071y2’ + b0702’2, b072 7é 0, de dimension 13.

El punto singular tiene multiplicidad 4 en Sy, Si1, Si3, Si15 ¥ multiplicidad 3 en
S18, S19-

Demostracion. Las foliaciones del estrato Sz tienen un punto singular con
multiplicidad 4; Sg posee dimensién 8 (proposicion [3.6). Las foliaciones con
un punto singular en Sy, Si3, Sis ¥ Si9 son estudiadas en la construccion de
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la estratificacién de F}". Si X es una foliacién del subespacio lineal descrito en
Y5, Yy, Yy, Yy yg € SLs(C), entonces g - X estd en el mismo subespacio si
y solo si g esta en el correspondiente subgrupo pardbolico, que es el subgrupo
de las matrices triangulares superiores que tiene dimensién 5. Por consiguiente,
la dimension del subespacio de foliaciones inestables con una singularidad es
la dimension del subespacio lineal mas tres.

Sea X € V¥ talque p = (1 : 0 : 0) es el unico punto singular. Aplicamos el
[AR16, Lema 3] que dice: Si una foliacién X de grado d en P% tiene un punto
singular p con multiplicidad d y nimero de Milnor mayor que d?, entonces
X tiene una recta invariante que pasa por p. Por el Lema, X tiene una recta
invariante ay — [$z. Existe ¢ € Pj; tal que z es invariante para gX € Yj¥’. Es
posible suponer:

1’L1(y, Z)LQ(yv 2)L3(ya Z) 2 P4(y7 Z)
X = L4(ya Z)L5<y,Z)L6(y,Z>L7(y,Z)
0

donde Ly, = ayy — Brz, Pu(y, 2) = aoay* + ao 39>z + ao 2y*2 + ag1y2* + ag pz* con
ag, B, ap; € C,k=1,...,7,j=0,...,4. El nimero de Milnor segun (3.13),

pp(F) = Lo((LaLsLeLy — yL1LyLs) — yPy, —z(L1LoLs + Py))
= ]0((L4L5L6L7 = yL1L2L3) = a0,4?/5 = a0,3y4z = CL0,2y322 - ao,lyzzg—
a070y24, Z) —+ Io(L4L5L6L7, L1L2L3 -+ P4)
=21

siy solo si

b IO((L4L5L6L7 —yls L2L3) i i CL0,4y5 3 Go,3y42 il ao,2y322 - Clo,1y223 - ao,oyz4, Z)
=5,

valido si y solo si .4 7& 0 yz | (L4L5L6L7 — yLngLg), y
o [0<L4L5L6L77 L1L2L3 -+ P4> == 16,

verdadero siy solo si LyLsL¢L; = aL?LyLs para algin o # 0y L2LoL3 | Py.
Como

z ‘ <L4L5L6L7 — yL1L2L3> = L1L2L3<05L1 — y) = L1L2L3<<04061 — 1)y — ozﬂlz),

tenemos cuatro posibilidades: a; = 0, as = 0, a3 = 0 0 aa; = 1. La condicién
X € Y{¥ implica: si oy = 0, entonces ay # 0, a3 # 0 0 si ay = 0, entonces
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a1 #0,a3 #0 o si az =0, entonces oy # 0, as # 0. Si acv; = 1, entonces fy,
B2, B3 son diferentes de cero. Por tanto,

r(oy — Br12)(ey — Baz)(azy — B32) + Pa(y, 2)
X = aloy — 512)2(%,@ — B22)(a3y — P32)
0

Comprobamos que las foliaciones definidas por campos vectoriales con esta
forma tienen numero de Milnor y,(F) = 21 para el caso particular a; = 0.
Efectivamente,

pp(F) = Io((Br12)*(a2y — Baz)(asy — Bs2) — y(—F12) (o — Boz)(asy — Psz) — y Py,
2) + Lo((B12)*(aay — B22)(asy — Bs2), Prz(aoy — Baz2)(asy — PB32) + Pi)
=5+ Iy(2%, rz(asy — Baz)(asy — B32) + Py) + Io((coy — Boz)(asy — Bs2),
Brz(aay — Boz)(azy — B32) + Pu)
= 13 + Iy(aoy — B22)(asy — B32), Py)
= 21.

La dimensién de la proyectivizacion del espacio lineal de estos campos
vectoriales es 9. Cuando movemos la linea invariante a través de (1 : 0 : 0)
obtenemos una familia de foliaciones de dimension 10. Al tomar la accion de
SL3(C) moédulo el subgrupo parabdlico P;;, de dimensién 6, obtenemos un
espacio de dimension 12. O
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