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Resumen

El trabajo que se presenta a continuacién responde a la siguiente pregunta de
investigacion: ¢jcual es el alcance del método Singapur en términos de los problemas
aritméticos que permite abordar y como han sido organizados en la propuesta basada
en este método? Para ello, se presentan antecedentes que han evaluado la pertinencia
de la aplicacién de la metodologia de Singapur en paises que lo han adoptado en sus
procesos de ensefianza. Las investigaciones mas importantes sobre esta metodologia
han sido llevadas a cabo en Singapur por el equipo de profesores de centros
educativos como National Institute of Education y Nanyang Technological University; en
Latinoamérica, sin embargo, no hay trabajos que profundicen especificamente sobre las
organizaciones matematicas involucradas en la resolucién de problemas. Este trabajo
pretende apuntar en ese sentido. El objetivo general de la investigacion es identificar
una organizacién matematica de los problemas aritméticos abordados en una coleccion
de textos de primaria que siguen el modelo del método Singapur. Para ello, tomamos
como marco tedrico a la teoria antropoldgica de lo didactico en adelante (TAD),
propuesto por Chevallard (1999), que presenta la nocion de praxeologia. Es asi como
las nociones de tipo de tarea, técnica, tecnologia y teoria permiten modelar la actividad
matematica. Como resultado de nuestro trabajo, se presenta un Modelo epistemologico
de referencia (MER) para la clasificacién de los problemas aritméticos, que permitan la
identificacion de una organizacion matematica para estos problemas en los libros de

texto Prime Matematicas de Singapur.

Palabras claves: Problemas aritméticos; praxeologia; Teoria Antropologica de lo

Didactico; Modelo epistemolégico de referencia; Método Singapur



Abstract

The following work answers the following research question: What is the scope of the
Singapore method in terms of the arithmetic problems it addresses and how have they
been organized in the proposal based on this method? The most important research on
this methodology has been carried out in Singapore by the team of teachers from
schools such as National Institute of Education and Nanyang Technological University
and in Latin America, however, there are no work that specifically delves into the
mathematical organizations involved in problem solving. This work aims to point in that

direction.

The overall objective of the research is to identify a mathematical organization of the
arithmetic problems addressed in a collection of primary texts that follow the Singapore
method model for this we take as a theoretical framework for the anthropological theory
of the didactics onwards (TAD) proposed by Chevallard (1999) that presents the notion
of praxeology, is as well as the notions of type of task , technique, technology and
theory allow us to model mathematical activity and allows us to study the mathematical
practices that are carried out in the so-called Singapore method. For this, we take as a
theoretical framework the anthropological theory of the didactic onwards (TAD),
proposed by Chevallard (1999), which presents the notion of praxeology. This is how
the notions of type of task, technique, technology and theory allow to model the

mathematical activity.

As a result of our work, we present an Epistemological Reference Model (MER) for the
classification of arithmetic problems, which allow the identification of a mathematical

organization for these problems in the Prime Mathematics of Singapore textbooks.

Keywords: Arithmetic problems; praxeology; Anthropological Theory of didactics;

Reference epistemological model; Singapore method
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Introduccion

Se conoce como “El Método Singapur” a la forma en que los estudiantes aprenden
Matematica y la forma en que los profesores aprenden a ensenar Matematica en Singapur

(Ban Har, 2014, pag. 8).

En Singapur, se le da importancia al desarrollo de habilidades y es donde se enfoca
la linea de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Segun el Ministerio de Educacion
de Singapur (2012), la construccién del curriculo de matematicas tiene como finalidad que
la matematica sea util para situaciones problematicas de la vida diaria, para esto se trabaja
en que se aprenda, se aplique y se construya habilidades matematicas, este trabajo va a
ayudar a que se desarrollen habilidades cognitivas y metacognitivas a través del enfoque

de resolucién de problemas aritméticos.

Para lograr esto, el disefio curricular de matematica en Singapur propone actividades
que plantean una variacion sistematica en el nivel de complejidad, pasos a seguir donde se
desarrollan estrategias de solucion de manera estructurada y ordenada. Por otra parte, el
curriculum espiral se sustenta en la hipotesis de que el alumno debe tener varias
oportunidades para retener el aprendizaje de cualquier tema sin repetir el mismo
ejercicio. Desarrollar el curriculo en espiral y analizarlo es un punto importante de la

presente investigacion.

La metodologia de Singapur en matematica esta estructurada siguiendo un modelo
pentagonal donde se entrelazan el desarrollo de conceptos, habilidades, procesos
matematicos, metacognicion, y que, ademas, proponga como directriz central la resolucién
de situaciones problematicas significativas para el alumno. Esta metodologia plantea como
punto de partida el uso de material concreto para después pasar a una representacion

pictérica del problema y, posteriormente, a la utilizacion de simbolos y de un lenguaje mas



abstracto. A partir de este proceso, se espera que los estudiantes puedan hacer una
matematica significativa para reconocer la relacion entre los datos y la incégnita del
problema, comprenderlo mejor y resolverlo. Segun Kho, Yeo y Lim (2009, citados en Yeap,
2012), “en Singapur, el curriculum de matematica en primaria enfatiza las relaciones
cuantitativas cuando los alumnos aprenden el sentido de los numeros y sus cuatro
operaciones basicas. Una caracteristica clave es el desarrollo y el uso del Método de

barras desde 1980” (p.14).

En el disefo curricular de Matematica (2012), se establece que la matematica esta
estructurada con criterios didacticos que relacionan las nociones del curso, promueven la
apropiacion progresiva de un lenguaje matematico, y utilizan varios recursos como medios
fundamentales para el aprendizaje. El curriculo esta estructurado con un enfoque en espira
donde los contenidos son presentados secuencialmente, esto permite articular y ampliar de
manera progresiva los contenidos que se deben ensefar en cada grado escolar. Los

alumnos deben aprender a justificar, argumentar y a realizar procesos metacognitivos.

Este disefio curricular ha permitido mejorar la ensefianza de la Matematica en
Singapur (PISA, 2018). De hecho, Singapur es uno de los primeros paises con un buen
rendimiento académico en el area de Matematica. Por su parte, de acuerdo con los informes
TIMSS, Estudio de las Tendencias en Matematicas y Ciencias (traduccién del inglés, Trends
in International Mathematics and Science Study, TIMSS), Singapur siempre ha ocupado los
primeros lugares en esta prueba desde el ano 1999 hasta el 2015. En este sentido, vale
considerar a Singapur como un ejemplo para el resto de los paises en cuanto a la
ensefanza y aprendizaje de las matematicas, ya que ha ofrecido evidencia de los 6ptimos
resultados que ha conseguido entre su poblacién educativa. Segin Cordano (2012), en
Singapur, para poder estudiar la carrera docente es un requisito indispensable que el

candidato haya tenido un desempefio sobresaliente en su etapa escolar.



Dado que hay una valoracién positiva del método en el medio, es una tarea
importante evidenciar en qué fundamentos tedricos se sustenta el curriculo de matematica
planteado por el Ministerio de Educacién de Singapur, cual es su alcance y qué contenidos

matematicos son estudiados.

Considerando como la habilidad central la resolucion de problemas en la
metodologia propuesta por Singapur, en la presente investigacion, se busco centrar el
objeto matematico en la resolucion de problemas aritméticos que involucran las cuatro
operaciones fundamentales. Este trabajo se enmarca en una investigacion cuyo foco es
identificar una praxeologia u organizacion matematica de los problemas aritméticos en el
ambito de una institucion. Se abordara el aspecto curricular, que se centrara en estudiar el
enfoque del método Singapur para la resolucion de problemas aritméticos los cuales se

empiezan a ensefiar en primer grado de primaria y hasta sexto grado del mismo nivel.

Segun Almouloud (2015), la TAD contempla, en el caso de la ensefianza de las
Matematicas, dos praxeologias. La primera es llamada organizacién matematica (OM), la
cual plantea que la matematica puede ser construida con un grupo de individuos que
estudian un tema matematico especifico. La segunda, la organizacion didactica (OD), que
muestra como se puede organizar esta matematica para ser ensefiada. El presente trabajo
pretende proponer organizaciones matematicas para la resolucion de problemas aritméticos
a partir del analisis de los libros de texto Prime Mathematics, de la editorial Schollastic

Singapur, libros elegidos para el estudio.



CAPITULO 1. Planteamiento y Justificacion del Problema

1.1 Investigaciones de Referencia

Luego de una revisién bibliografica en bases de datos y repositorios de
investigaciones de distintas universidades, se han organizado los antecedentes en dos
secciones: (a) investigaciones sobre el método Singapur con énfasis en aspectos cognitivos
y su efecto en los sistemas de ensefianza, (b) investigaciones sobre la dimension

epistemolégica de un problema didactico sobre los problemas aritméticos.

1.1.1 Investigaciones sobre el método Singapur con énfasis en aspectos

cognitivos y efectos del método en los sistemas de ensefianza.

Por un lado, Yeap (2002) investigd en su tesis doctoral la relacion entre la capacidad
matematica de plantear problemas de los nifios y tres variables: nivel de grado, capacidad
de resolucién de problemas y tipo de tarea. Mientras dos de las variables eran de sujeto,
una era de tarea. Cabe resaltar que los sujetos del estudio fueron de tercer grado de
primaria (ocho afios) y quinto grado de primaria (diez anos). Para llevar a cabo la
investigacion, el disefo implicé el desarrollo de un esquema para analizar los problemas
qgue plantean los nifios. Este asignd un problema de aritmética solucionable a un indice de
planteamiento de problemas mas alto si el problema es mas dificil para los pares del
problema. La derivacion del indice de planteamiento de problemas se basé en las
caracteristicas semanticas de los problemas de palabras. Asi, se descubrié que este
esquema podia usarse para analizar la mayoria de las respuestas problematicas de los

nifos en dicho estudio.

Un total de 330 nifios de tercer grado de primaria y 330 nifios de quinto grado de
primaria en tres escuelas de Singapur participaron en el estudio principal. Estos nifios no
habian estado expuestos a actividades explicitas de planteamiento de problemas antes de
este estudio. La relacion entre la capacidad de plantear problemas de los nifios y el nivel de

grado, la capacidad de resolucion de problemas y el tipo de tarea se investigaron



cuantitativamente. Se descubrié que los nifios en el nivel de grado superior eran mejores

para plantear problemas.

El estudio también encontré una fuerte relacion positiva entre la capacidad de
plantear problemas y la capacidad de resolucion de problemas, particularmente entre los
nifos mas pequefos. Sin embargo, el efecto de interaccion entre el nivel de grado y la

capacidad de resolucién de problemas no fue estadisticamente significativo.

La capacidad de resolver problemas verbales planteados por 220 nifios con alta
capacidad de planteamiento de problemas se analizé cualitativamente para identificar
categorias de procesos de busqueda de problemas. Se encontré6 que estos nifios
demostraban cinco categorias de procesos cuando planteaban problemas de palabras. Los
procesos fueron (1) la posesién de "primitivos", (2) la posesion de problemas relacionados,
(3) la construccién de significado para las oraciones numeéricas, (4) participar en procesos
metacognitivos y (5) establecer conexion con experiencias propias, incluidas las
experiencias con problemas de libros de texto. Algunos de los procesos eran especificos de

la tarea mientras que otros eran comunes a todos.

El estudio también incluy6 el desarrollo de un esquema para clasificar la amplia
variedad de tareas de busqueda de problemas utilizadas en estudios de instruccién e
investigacion. Se encontrd que las tareas con restricciones y tareas que incluian un texto
eran mas dificiles para los ninos de plantear problemas solucionables. Esto fue
particularmente cierto para los nifios en el nivel de grado inferior y los nifios con menor
capacidad de resolucién de problemas. También se encontré que las tareas que estaban
abiertas y las tareas que contenian informacion rica tendian a alentar a los nifios a plantear

problemas semanticamente complejos.

Esta es una investigacién muy interesante ya que a los nifios se los reto a plantear
problemas. El disefio de la investigacion implico el desarrollo de un esquema para analizar

los problemas que plantean los nifios. La relacion entre la capacidad de plantear problemas



de los nifios y el nivel de grado, la capacidad de resolucién de problemas y el tipo de tarea
se investigaron cuantitativamente y se llegd a la conclusién de que los nifios en el nivel de
grado superior eran mejores para plantear problemas. El estudio de esta tesis doctoral
también encontré una fuerte relacion positiva entre la capacidad de plantear problemas y la
capacidad de resolucion de problemas. Esto es lo que se trabaja en el curriculo en espiral
del método y sera materia de investigacién de la presente tesis para poder estudiar cémo se

organizan las organizaciones didacticas en la resolucién de problemas.

También, en linea con los objetivos de la presente tesis, Ho, Lee y Yap (2000)
describen el intento de una escuela de lograr que los niflos de primaria planteen problemas
durante una prueba tradicional de matematica. El articulo en mencién se centra en la
relaciéon del rendimiento de los nifios con los problemas que plantearon. La muestra fue
conformada por un grupo de 115 nifios de quinto de primaria, a quienes se les pidié que
escribieran un problema de palabras basado en un estimulo pictérico. Los datos se usaron
para explorar si los nifios de alto rendimiento planteaban problemas mas complejos que los

de bajo rendimiento.

La puntuacion del examen de los nifios se utilizé para formar un grupo de alto
rendimiento y un grupo de bajo rendimiento. Los problemas planteados por los nifios en
cada grupo se analizaron de acuerdo con la cantidad de informacion incluida en ellos para
revelar su complejidad matematica. Los resultados tienen implicaciones significativas para
el uso de pruebas de papel y lapiz para evaluar la capacidad de los nifios para pensar
matematicamente. Los autores definen al planteamiento de problemas matematicos como la
generacion de nuevos problemas o la reformulacion de los existentes (Silver, 1994, citado
en Ho et al, 2000). Se ha identificado como una actividad matematica esencial (NCTM,
1989) e inseparable de la resolucion de problemas matematicos (Kilpatrick, 1987, citado en

Ho et al, 2000).

El método Singapur busca el desarrollo de conceptos, habilidades, procesos
matematicos, metacognicion y actitudes necesarias para el aprendizaje. Estos resultados

6



validan la justificacion del énfasis actual en el pensamiento, la resolucion de problemas y la
tecnologia de la informacion en las escuelas de Singapur. En el documento, se tiene que el
51% de la muestra no pudo plantear un problema solucionable. Se realizaran analisis
adicionales para emerger categorias de dificultades para sugerir razones para la
incapacidad de plantear problemas solucionables.

Resulta interesante ver si alguna de estas categorias es debido a la falta de
comprension conceptual. También sera interesante investigar como responden los alumnos
a los diferentes tipos de tareas de planteamiento de problemas, y cémo responden los
alumnos de diferentes grupos de edad a la misma tarea que lo encontramos en el siguiente
antecedente.

Segun Ng y Lee (2009), resolver problemas aritméticos y algebraicos es un
componente clave del plan de estudios de matematicas elementales de Singapur. Una
ensenanza heuristica se basa en el método modelo o también llamado método de barras;
implica dibujar un diagrama para representar la informacion clave del problema. En este
articulo, se describe el método de barras y un marco tedrico que respalda su uso, que
proviene de la investigacion sobre el plan de estudios elemental ruso de Davydov (1962,
citado en Ng y Lee, 2009). Aunque el método de barras es muy similar al enfoque de
Davydov, existen dos diferencias principales. Davydov enfatizd6 el uso de letras como
variables y la construccién de ecuaciones para resolver problemas con variables. En
cambio, estos no son los focos del plan de estudios de primaria en Singapur. En el método
de barras, los rectangulos representan valores desconocidos, pero la solucién para lo

desconocido todavia se basa en el conocimiento aritmético de los nifios.

En esta investigacion, se presentaron dos estudios para examinar las percepciones
de los maestros y la aplicacion en los nifnos del modelo de barras. Los sujetos fueron 14
profesores de primaria de 4 escuelas y 151 nifios de primaria de quinto grado. El método de
barras ofrece a los nifios una mayor capacidad de acceso al algebra simbdlica. Los

resultados ofrecen vias de apoyo en la resolucion de problemas con una incognita.



Se proporcionan detalles del método de barras y se muestra cémo se usa para
resolver problemas aritméticos y algebraicos de palabras que requieren la construccion de
un solo dibujo de modelo. En segundo lugar, se discute el marco teérico que destaca las
tres fases de resolucion de problemas en las que los nifios se involucran cuando usan el
método modelo para resolver problemas con variables. Tercero, proporciona evidencia de
dos estudios que muestran cédmo los maestros y los nifios usan el método modelo para
resolver problemas con variables. Cuarto, usa ejemplos de las soluciones parcialmente
correctas de los nifios para mostrar que la representaciéon no es un proceso de todo o nada.
Dichas soluciones se utilizan para ilustrar lo que puede haber impedido que los nifios usen
el método de barras con éxito. En la seccion final, se discute las implicaciones de los

hallazgos de estos dos estudios para la educacién matematica.

Segun Silver (1994, citado en Yeap, 2000), cuando los estudiantes se involucran en
problemas matematicos, generan nuevos problemas o reformulan los existentes. En la
educacion matematica, durante mucho tiempo se ha reconocido que el problema que
plantea tareas es un componente importante de la capacidad matematica (Polya, 1954;
Brown & Walter, 1970, citados en Yeap, 2000). Asimismo, Silver (1994, citado en Yeap,
2000) argumentd que los estudiantes deberian tener oportunidades de participar en
problemas para posar porque (a) es un medio para mejorar la resolucion de problemas de
los estudiantes, (b) una manera de mejorar las disposiciones de los estudiantes hacia las
matematicas, (c) una ventana a la comprension matematica de los estudiantes y (d) una
caracteristica prominente de la actividad matematica. Desde la problematica planteada en
esta investigacion, el objetivo es estudiar las organizaciones matematicas y didacticas
presentes en el curriculo de Singapur para la resolucion de problemas que desarrollan
capacidades que dotaran a los estudiantes de herramientas para que puedan tener
recursos para dar solucidn a una situacion problematica. La herramienta del modelo de
barras presentada (Ng & Lee, 2009) muestra la importancia de enseiar a los estudiantes

mas problemas matematicos en vez de algoritmos o ejercicios repetitivos. Asi, tendran una



mejor idea de los que es la matematica y esto se articula con lo que se publicé en el libro

de Yeap (2000).

Por otro lado, Yeap y Berinderjeet (2000), se enfocan en un aspecto de una
investigacion sobre el problema matematico de los nifios. Se les pidié a todos los nifios
de Primaria 3 y Primaria 5 en tres escuelas primarias que abordaran una prueba de
resolucion de problemas y que escribieran problemas matematicos. Las respuestas de
los nifios a la prueba de planteamiento de problemas se clasificaron inicialmente como
problemas con solucion y sin solucidon. Posteriormente, los problemas solucionables se
analizaron mas a fondo para obtener un indice de complejidad del problema. EI marco
de analisis se modifica a partir de uno sugerido previamente (Silver & Cai, 1996) en

base a posibles situaciones en problemas aritméticos de palabras (Marshall, 1995).

Este documento tiene como objetivo investigar la complejidad de los problemas
planteados por nifios de diferentes edades y la capacidad de resolucion de problemas
cuando se les dan diferentes tareas de planteamiento de problemas. Teniendo el
método Singapur como estructura medular la resolucion de problemas, esta
investigacion permite validar la complejidad de problemas planteados cuando al

estudiante se le presenta reformular problemas o que genere nuevos problemas.

En esta seccidn, se presentan investigaciones que han evaluado la pertinencia
de la aplicacién del Método Singapur en paises que lo han adoptado en sus procesos

de ensefianza.

Un antecedente Importante para la presente investigacién es el estudio de
Espinoza, Matus, Barbe, Fuentes y Marquez (2016), este trabajo de investigacion
considera que con el método Singapur el proceso a seguir es el CPA (Concreto,
pictérico y abstracto) , siendo la organizacion del curriculo en espiral los estudiantes
tienen mas de una oportunidad de desarrollar habilidades en una tema y aprenderlo

significativamente ya que son planteadas en orden creciente a dificultad.



El propésito de esta investigacion es responder como la implementacion del uso de
los “textos de Singapur’, que son textos de estudios basados en la metodologia de
ensefanza de la matematica utilizada en Singapur ayuda a que los nifios y nifias de Chile
logren aprendizajes matematicos de calidad y busca comprender como aporta a que los
profesores cumplan con las expectativas de ensefianza del Estado. Asi, los resultados
indicaron un impacto positivo del Método Singapur en los alumnos de cuarto grado de
primaria en comparacion con otras estrategias de ensefianza. Esta investigacion surge
frente al reconocimiento de un problema con la educacion chilena: bajo nivel de logro
respecto a los estandares internacionales. La prueba PISA del 2012 demostré que Chile
obtuvo 71 puntos por debajo del promedio internacional y que 52% de los estudiantes

chilenos se encontraban por debajo del nivel mas basico de matematicas.

La metodologia de la investigacion consistid en tres partes: un estudio documental
de los libros de texto Pensar sin limites, basados en el Método Singapur; un estudio
cuantitativo de las habilidades de estudiantes de cuarto grado de primaria; y un estudio
cualitativo con el fin de caracterizar aspectos que han afectado la implementacién del
Método Singapur en las escuelas. La primera parte determiné qué y cuantos elementos que
se mencionaban en los textos se encontraban en las bases curriculares. Después, se
identificaron los niveles en los que se encontraban tratados estos elementos en los textos y

las bases curriculares.

Finalmente, se identificaron los principios fundamentales de aprendizaje y
ensefianza de ambos para luego compararlos. En el caso del estudio cuantitativo, se
compararon estudiantes de cuarto grado que habian implementado el Método Singapur y
los que no. Se seleccionaron estudiantes del mismo colegio a los que se puedan comparar.
Se comparaba el Método Singapur con otra metodologia de los colegios donde se hicieron
las pruebas. Finalmente, en el estudio cualitativo, se comprendieron las transiciones que

iban experimentando los docentes, los estudiantes y las escuelas con esta nueva estrategia.
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Se consideraron estudiantes de doce escuelas de Chile que participaron de esta
investigacion; seis donde se implementaba el Método Singapur y seis de comparacion. En
este estudio, solo participaron estudiantes de cuarto grado de primaria. Los resultados de la
investigacion en el estudio documental muestran que los textos Pensar sin limites abordan
casi la totalidad de los objetivos de aprendizaje de las bases curriculares y los programas de

estudio, y promueven el desarrollo de las mismas habilidades matematicas.

Los resultados del estudio cuantitativo evidencian que el porcentaje de logro
promedio de los estudiantes que implementaron el método es 4.76 puntos porcentuales
mayor que el porcentaje de logro promedio de comparacion. Segun los investigadores se
puede deducir que el Método Singapur es una buena alternativa para los estudiantes
chilenos, ya que estos logran mejores niveles de aprendizaje que aquellos que estudian
otras metodologias. Ademas, hubo un incremento en las habilidades de resolver problemas

y manipular expresiones matematicas.

Asimismo, Juarez y Aguilar (2018), en su investigacion titulada “El método Singapur,
propuesta para mejorar el aprendizaje de las matematicas en primaria”, tiene como
propdsito mejorar los aprendizajes de las matematicas en educacion primaria. Esta
investigacion consistia en implementar el método Singapur en México. Para analizar los
resultados, se utilizaron métodos cuantitativos y cualitativos, los cuales implican

evaluaciones de un antes y despues, y observaciones durante el proceso.

Asimismo, este estudio, cuyo disefio fue cuasi experimental, se realizé en una
escuela primaria publica del estado de Puebla, México, donde participaron treinta y un nifios
de segundo grado. Los nifios tenian la caracteristica de utilizar simbolos para representar
objetos, lugares y personas. Las caracteristicas principales fueron el juego simbdlico,
egocentrismo, animismo, clasificacion, conservacion e irreversibilidad. A estos nifios se les
ensefid una nueva manera de resolver los problemas que se caracterizd por seguir los
siguientes pasos: leer el enunciado del problema para decidir de qué se esta hablando, un
rectangulo sera la representacion de la unidad, se realizan las operaciones
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correspondientes para finalmente escribir la respuesta con sus unidades. Finalmente se

evaluaron las habilidades que habrian obtenido mediante el método Singapur.

En el pre-test de este método se encontré que siete de cada diez nifios mostraban
deficiencia al resolver problemas matematicos que implicaban la suma o la resta. Asi fue
como se les ensend el método Singapur durante trece sesiones en el 2016. Los problemas
consistian en campos que se tenian que completar con los pasos del método. Luego, se
incrementd la complejidad brindandoles problemas que no contenian los campos con
indicaciones precisas, ya que las cantidades las tenian que extraer de los graficos.
Finalmente, después de las trece sesiones, se noté una mejoria, ya que la mayoria de los

alumnos desarroll6 las habilidades que les hacian falta.

Como conclusiones de esta investigacion, el articulo menciona que, en México, se
deberia fomentar el desarrollo de competencias para resolver problemas de manera
auténoma. Ademas, si los alumnos reprueban o no entienden bien un tema, se atrasarian,
ya que, al llegar a la secundaria, no tendrian una base para ver temas mas complejos. Sin
embargo, de la experiencia desarrollada, se concluyé que el método Singapur puede ayudar
a los nifios con el problema de la reprobacion; entonces, ya no se daria el problema del
atraso en estudios superiores. De acuerdo con la investigacion, los nifios que no tuvieron
tanta mejoria fueron los que faltaron a algunas sesiones, por lo que no hubo continuidad
como sus companieros. En este estudio, se sefiala que, si esta estrategia se aplicara desde
el inicio del ciclo escolar, se lograria mejores resultados en matematicas. Asimismo, este

método se podria aplicar a cualquier otro grado de primaria.

Ofra investigacion importante es la de Bastias, Olea y Trincado (2015), que tuvieron
como objetivo medir la eficacia del método Singapur con resultados cuantitativos, al aplicar
un instrumento tipo ensayo SIMCE de matematica para el cuarto ano de educacién basica
en dos instituciones educativas, colegio Leonardo Da Vinci, el cual aplica el curriculo del
MINEDUC (método tradicional) y el colegio El Salvador, que implemento el método

Singapur desde el 2011.
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A su vez, Delgado, Mayta y Alfaro (2018), realizaron una investigacién en el Peru
cuyo objetivo principal fue demostrar la efectividad del “Método Singapur” en el incremento
del nivel de logro en la resolucién de problemas matematicos en estudiantes de tercer grado
de primaria en una Institucion Educativa Privada de dicho pais. Se empled un disefio pre-
experimental, donde la muestra estaba conformada por 57 estudiantes correspondientes al
grupo experimental que cursaba el tercer grado de educacion primaria, a quienes se enseid
siguiendo los lineamientos del método Singapur para trabajar la resolucién de problemas vy
se utilizé la prueba de Resolucién de Problemas de la Bateria Psicopedagdgica Evalua-3
para medir la efectividad del método. Los resultados después de aplicado el método
mostraron diferencias significativas en el nivel de logro de resolucion de problemas

matematicos en diferencia del pre-test y post-test.

En estos trabajos de investigacion la aplicacion del Método Singapur muestra una
efectividad tanto en el cuarto afo de primaria de un colegio de Chile como, en el segundo
caso, en tercer grado de primaria de un colegio peruano. En la primera investigacion, la
medicion fue de manera cuantitativa analizando un instrumento tipo ensayo SIMCE de
matematica para poder determinar la incidencia de la utilizacién de esta metodologia en los
resultados obtenidos. En la segunda, se demostré la efectividad del método empleando un

disefio experimental y se midieron los resultados con la prueba estandarizada Evalua 3.

En resumen, en estas investigaciones sobre el método Singapur con énfasis en
aspectos cognitivos y efectos del método en los sistemas de ensefianza podemos concluir
que en el aprendizaje y resolucion de los problemas aritméticos los nifios para aprender
cada concepto matematico parten de representaciones concretas donde el nifio puede
manipular objetos fisicos para poder experimentar por su propia cuenta , de ahi se pasa a
representaciones pictoricas o imagenes que permiten que el alumno pueda comunicarse
matematicamente y al final se llega a lo abstracto o simbdlico donde el trabajo se centra en
la competencia de manejar elementos simbdlicos , formales y técnicos de las matematicas ,

otra idea importante que se presentd en estas investigaciones es que el curriculo esta
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organizado en espiral donde los contenidos son presentados secuencialmente , los
problemas aritméticos tienen una variacion sistematica en el nivel de complejidad dado que
se establecen secuencias de actividades en las que la competencia de resolver problemas

matematicamente se presentan en forma progresiva.

1.1.2 Investigaciones sobre la dimension epistemoldgica de un problema

didactico, relacionado con los problemas aritméticos.

Segun Gascon (2011), para formular un problema didactico, es necesario
descripcion y una interpretacién, es decir, un modelo epistemolégico del ambito matematico
que esta en juego. En este trabajo de investigacién analizaremos las tres dimensiones
fundamentales de un problema didactico planteado desde la TAD, segun (Gascén, 2011),
siendo la dimension epistemoldgica la dimension mas importante, ya que condiciona

fuertemente la dimension econémica—institucional, y la dimensién ecoldgica.

Segun Ruiz, Bosch y Gascon (2010), como parte de la dimensién epistemoldgica, el
investigador busca identificar un modelo epistemolégico de referencia y organizaciones
matematicas OM cada vez mas complejas; desde esta perspectiva, los problemas
aritméticos también deberian organizarse de esa manera. Pero, para elaborar una
propuesta con esas caracteristicas es necesario revisar trabajos en donde se cuestiona cual

podria ser la razén de ser de los problemas aritméticos.

En los siguientes trabajos revisados se presenta una estructura de los problemas
aritméticos de varias operaciones combinadas pasando por la algebrizacion de los
programas de calculo aritmético y la forma como se introduce el algebra en secundaria,
para terminar con un modelo epistemolégico de referencia del algebra como instrumento de
modelizacion. A la Luz, del anadlisis de estos antecedentes y del estudio de las
investigaciones que en didactica de la matematica se han realizado en torno a los
problemas aritméticos, se podra analizar la OM involucrada en el llamado método Singapur

para los problemas aritméticos.
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En la investigacion de Puig y Cerdan (1996) se presentan los resultados de un
trabajo anterior, donde detallan como el proceso de resolucién de problemas aritméticos de
enunciado verbal puede considerarse dividido en las siguientes fases: la fase de lectura,
comprension, traduccion, calculo, solucion y revision-comprobacion. Este modelo se
sustenta en la teoria de Polya (1957, citado en Puig y Cerdan, 1996), la cual presenta una
diferencia en la fase de la elaboracién de un plan; los autores la denominan la fase de
traduccion, dado que, para los problemas aritméticos, este momento es crucial para su

resolucion.

Segun Puig y Cerdan (1996), Los problemas de varias operaciones combinadas (en
adelante, PAVOC) no se resuelven en un solo paso; es decir, no se resuelven con una sola
operacién, sino con mas de una. En estos problemas, la fase de traduccion es mas
compleja, pues hay que usar al menos tres componentes: las operaciones que se deben
realizar, entre qué datos, y entre qué orden. Lo anterior es muy importante para la presente
investigacion, ya que los autores proponen que, si se quiere estudiar la estructura de los
problemas aritméticos, conviene distinguir entre los problemas de una etapa con las cuatro
operaciones fundamentales de la aritmética y los problemas aritméticos de varias

operaciones combinadas (de mas de una etapa).

Oftra conclusion importante a la que llegan Puig y Cerdan (1996) es que, para
resolver problemas de una etapa, la matematica que involucran estos problemas y los

procedimientos que se pueden llevar a cabo para resolverlos utilizan en ocasiones

Procesos que no presentan una escritura aritmética, sobre todo antes de recibir instruccion.
Estas técnicas, que permiten la solucidon de un determinado conjunto de tareas, dejan de ser
utiles cuando los numeros presentados no son tan pequefios. La técnica para resolver
problemas que involucren mas operaciones debe tener como objetivo dotar de significados
a numeros y después de un analisis de la situacion problematica crear esquemas

resolviendo problemas.

15



Oftro resultado importante en la investigacién es que, cuando se hace el proceso de
traduccion de un PAVOC de mas de una etapa se necesita un trabajo de articulacion del
orden de cada una de las traducciones correspondientes a las operaciones que hay que

realizar.

Los autores presentan el método de analisis de sintesis, cuya base es el método de
Lakatos (1981, citado en Puig y Cerdan 1996), el cual presenta una validez universal para
los PAVOC. Al tener un problema aritmético se hace una secuencia ordenada para
encontrar la solucion del problema, en el siguiente ejemplo que presentaremos a
continuacion, presentamos la regla del andlisis —sintesis presentada por Puig y Cerdan

(1996).

Regla del anadlisis — Sintesis

Suponiendo que conocemos la incognita x

Verificar los antecedentes para encontrar el valor de x

Tener en cuenta estos antecedentes para que se conviertan en la nueva incégnita(Auxiliar).

Problema para aplicar el método de analisis — sintesis
Problema 1: Un helicoptero recorrio 1950 km el primer dia, el segundo dia recorrio
440 km mas que el primero y el tercero 800 km menos que entre los dos anteriores.
¢, Cuantos km recorrié el helicoptero en total?
Problema adaptado de Puig y Cerdan (1990).
Analisis

1. La pregunta final es el total de kildbmetros recorridos.

2. Teniendo como dato lo que recorre por dia, podemos encontrar el total

recorrido.
3. Las incognitas auxiliares son lo recorrido el segundo y tercer dia.
4. Para determinar los kildbmetros recorridos el segundo dia tenemos como dato

lo que se ha recorrido el primer dia y los kildmetros recorridos de mas que
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también se proporciona como dato en el problema, de la misma forma
encontraremos los kildbmetros recorridos el segundo dia.

5. A la hora de encontrar los kilbmetros que recorre el tercer dia necesitamos
saber lo que se recorre el primer dia que ya lo tenemos como dato del
problema y lo que recorre el segundo dia (Encontrado en 4) y el dato de los
kilbmetros recorridos de menos que también es dato del problema.

Sintesis

1. La suma nos permite encontrar lo recorrido el segundo dia, considerando
que tenemos como dato lo que ha recorrido el primer dia efectuando una
suma: 1950 +440 = 2390.

2. Para encontrar lo recorrido en el tercer dia basta sumar y restar: 2390 +
1950 -800 = 3540.

3. Teniendo lo recorrido los tres dias, tenemos que efectuar una suma para
poder encontrar lo recorrido en total: 1950+ 2390 + 3540 = 7880.

4. Se encontré lo que hemos denominado la incognita, luego la sintesis

finalizo.

La sintesis se reduce a efectuar los calculos correctamente para encontrar la respuesta.
Para aplicar el método del analisis sintesis para la resolucién de los PAVOC solo se
puede pasar del analisis a la sintesis en el momento que la incégnita culmina en los
datos del problema, pero esto no siempre ocurre de esa manera, en el siguiente
problema 2 mostraremos un caso donde se analiza una situacion problematica donde no
es posible que la incognita sea encontrada solo siguiendo procesos y procedimientos

aritméticos.

Problema 2: Un carro parte de un punto inicial con velocidad uniforme de 40km/ h hacia

otro punto final. Dos horas después sale del punto inicial hacia el punto final otro carro
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con velocidad uniforme de 60 km/ h. Digase a qué distancia del punto tomado como

inicial se encuentran. (Puig y Cerdan,1990)

A continuacién, se presenta en la figura 1 un esquema de solucion por el método

analisis — sintesis:

d d
60 tiempo 2° 40 tiempo 1°
RN
tiempo 2° 2
d d
60 tiempo 2° 40 tiempo 1°
RN RN
tiempo 1° 2 tiempo 2° 2
RN "N\
d 40 d 60
[d-ﬁo{dmo-z}j [d—4ﬂ(d.fﬁu+2}J

Figura 1. Esquema de solucién del problema 2 por el método analisis — sintesis

Fuente: La estructura de los problemas aritméticos de varias operaciones combinadas.
(Puig y Cerdan, 1990)

Si el proceso de traduccion no posibilita reducir la incégnita, el analisis nunca

termina y se convierte en un proceso ciclico y parece no acabar. Entonces, no se puede
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proceder con la sintesis, y no se puede resolver con los instrumentos de la aritmética. Por

ello, se debe usar la herramienta algebraica.
Segun Ruiz, Bosch y Gascén (2011):

El Algebra es interpretada en la TAD como un instrumento genérico de modelizacién
de organizaciones matematicas (en adelante OM). El algebra escolar, antes de ser
tematizada como objeto explicito de ensefianza, debe utilizarse para profundizar el
estudio de determinadas OM previamente construidas. Para ello, proponemos un
modelo epistemoldgico de referencia (MER) que sustenta la génesis, y el posterior
desarrollo del proceso de modelizacién algebraica durante la ensefianza secundaria.

(pag. 546).

En la investigacion, consideramos la definicién propuesta por (Puig y Cerdan, 1996)
donde consideran al “problema aritmético” al problema cuya solucién esta determinada por
una secuencia ordenada de operaciones aritméticas llamese suma, resta, multiplicacion y
division, resolver el problema se limitara a realizar estas operaciones para calcular la
incognita. Dicho proceso de resolucion o secuencia de operaciones aritméticas se denomina
Programa de Calculo Aritmético (PCA) (Chevallard, 2005, citado en Ruiz, Bosch y Gascon

2010).

Desde el patrén de analisis — sintesis de Puig y Cerdan (1996), se platean algunas
preguntas sobre las condiciones que necesitan de los datos, estas condiciones seran
planteadas cuando se haga el proceso de modelizacion y que nos permitira entender los

procesos de algebrizacidon que van a experimentar los PCA.

De todo lo presentado hasta aqui podemos determinar que una forma de organizar
los problemas aritméticos es ir complejizandolos hasta que requerimos la herramienta
algebraica. Segun Ruiz, Bosch y Gascon (2010), “Definiremos expresion algebraica como la
formulacién simbdlica de un PCA que, en general, podremos utilizar para modelizar tanto el

proceso de resolucion de un problema aritmético como su estructura” (pag. 548).
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Ruiz, Bosch y Gascén (2010), presentan tres etapas en el proceso de algebrizacion
siendo la primera la que considera el PCA como un todo y donde se debe construir una
formulacién escrita (simbdlica), es en este momento donde las técnicas son insuficientes y

aparece la necesidad de construir nuevas técnicas de mayor eficacia.

Aparece, entonces, la necesidad de construir nuevas técnicas que permitan

manipular las expresiones algebraicas para su simplificacion.

En el punto de partida de la modelizacion, se entiende que simplificar un PCA es
transformarlo en otro equivalente para que se pueda conseguir un modelo mas sencillo. En
la siguiente fase de este proceso de algebrizacion, se igualan dos PCA y se requieren de
nuevas técnicas, aparece entonces una nueva técnica de solucién que vendria a hacer un
nuevo objeto matematico, en este caso seria una ecuacion, debido que al igualar los PCA
nos determina ecuaciones equivalentes (Ruiz, Bosch y Gascon, 2010). En la tercera etapa
de algebrizacion, se debe culminar con la generalizacion total de las situaciones
problematicas, esto nos servira para darle el mismo tratamiento algebraico a parametros e

incognitas.

Las practicas algebraicas van a generalizar las técnicas propiamente aritméticas, por
consiguiente, el lenguaje algebraico sera la generalizacién del lenguaje aritmético. (Bolea,

2002).

1.2 Delimitacién del Problema de Investigacion

En este trabajo de investigacion se considera fundamental hacer explicito el alcance
del método Singapur para la resolucion de problemas aritméticos que involucran las cuatro
operaciones fundamentales. Esto significa determinar de manera sistematica qué tipo de
problemas, qué métodos, qué justificaciones son abordadas cuando se disefia una
propuesta curricular que tiene como soporte metodolégico el denominado método Singapur.
Una forma de hacerlo es empleando la nocion de praxeologia, definida de la siguiente

manera segun Chevallard (2006): “Una praxeologia es, de algun modo, la unidad basica en
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que uno puede analizar la accién humana en general” (p. 23). Este analisis praxeoldgico
consistira en reconstruir una praxeologia matematica en torno a los problemas aritméticos
abordados en los libros didacticos Prime Mathematics de la editorial Marshall Cavendish

International.

La pregunta de investigacion que dirige este estudio es la siguiente: Cual es el
alcance del método Singapur en términos de los problemas aritméticos que permite abordar

y como han sido organizados en la propuesta basada en ese método?

Cuando nos referirnos al alcance queremos decir cuales son los problemas
aritméticos reconocer los problemas que pueden ser abordados empleando el método
Singapur. Para ello recurrimos a la nocién de praxeologia que permite identificar los
procedimientos y justificaciones empleadas al abordar los problemas aritméticos vy

reconocer como estan organizados. Segun esto, planteamos el siguiente objetivo general:

Identificar una organizacién matematica de los problemas aritméticos abordados en una

coleccion de textos de primaria que siguen el modelo del método Singapur.

Este objetivo general se centrara en identificar contenidos matematicos, también las
condiciones que se presentan en la dimensién econdmico institucional y las restricciones
que presenta la dimension ecologica. El objetivo es tratar de entender qué tipo de tareas,
técnicas y tecnologias forman parte de la organizacion matematica para los problemas

aritméticos en el denominado método Singapur.

Para poder cumplir con el objetivo general, se deben realizar los objetivos

especificos:

1) Identificar el rol que cumplen los problemas aritméticos en la propuesta de la teoria
Antropoldgica de lo didactico TAD y su relacién con la postura que esta teoria

presenta sobre el algebra como herramienta modelizadora.

2) Reconstruir una praxeologia matematica en torno a los problemas aritméticos
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presentes en una coleccion de libros.

1.3 Justificacion de la Investigacion

Desde que este método llegd a Peru, son cada vez mas las instituciones educativas
que apuestan por adaptar el curriculo de Singapur en el curso de Matematica en el nivel
primaria. En el caso de la institucion donde se va a aplicar el presente este estudio, esta
I.E.P. ha implementado el método desde el afio 2014. Esto ha implicado la responsabilidad
de capacitarse en la comprensién y asimilacién de los aspectos tedricos del método
Singapur. Uno de los usos que tendran los resultados del estudio de la presente
investigacion sera poder identificar qué tipos de problemas pueden ser abordados con este

meétodo y para cuales podria resultar insuficiente.

Por otro lado, desde los antecedentes presentados, se reconoce que las
investigaciones se han centrado en aspectos cognitivos y metodolégicos de la
implementacion del método en diferentes paises con buenos resultados, pero no se
cuestiona la identificacion de las organizaciones matematicas presentes en la propuesta de
resolucion de problemas aritméticos. Las investigaciones mas importantes han sido
llevadas a cabo en Singapur por el equipo de profesores de centros educativos como
National Institute of Education y Nanyang Technological University y en Latinoamérica, sin
embargo, no hay trabajos que profundicen especificamente sobre las organizaciones
matematicas involucradas en la resolucion de problemas. Este trabajo pretende apuntar en

ese sentido.
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CAPITULO 2 : Aspectos tedricos y metodolégicos adoptados en la investigacion

En el presente capitulo, mostraremos los ejes directrices teéricos que tomaremos
para la la presente investigacion , los cuales se fundamentan en la Teoria Antropolégica de
lo Didactico (TAD). Asimismo, se describe la metodologia a seguir , poniendo especial
enfasis en los procedimientos metodologicos a seguir para el analisis de libros didacticos
seleccionados para lo cual se seguira la propuesta de Chaachoua (2010

Lo que sera materia de invesigacién en esta etapa es los fundamentos para
explicitar una organizacion matematica de la resolucion de problemas aritméticos en libros
de educacion primaria que se sustentan en el curriculo de matematica de Singapur,
especificamente en los libros Prime Mathematics de la editorial Scholastic Education
International (Singapore).

En la presente tesis, la pregunta de investigacion es la siguiente: ¢ cual es el alcance
del método Singapur en términos de los tipos de tareas aritmeticas que permite abordar y
cdmo estos son organizados en la propuesta que presentan los textos de una coleccién
didactica disefiados desde esta perspectiva?. Para poder entender mejor el concepto de
Organizacién Matematica (OM), esta se define como la que se ocupa por la construccion
matematica que se desarrollara en el aula y la Organizacién Didactica (OD) por la que le

preocupa como se llevara a cabo esta construccion (Varella, 2010).

2.1 Aspectos teoricos de la TAD presentes en la Investigaciéon

Segun Bolea (2002, en el seno de una institucion las actividades matematicas van a
modelizarse gracias a una organizacion matematica ( OM ) , que delimitara el proceso de

enefianza-aprendizaje que describiremos como organizacion didactica ( OD ).
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2.1.1 Nocioén de Praxeologia

Chevallard (2006) sefiala que “una praxeologia es, de algun modo, la unidad basica
en que uno puede analizar la accion humana en general” (p.23). Podemos analizar toda
actividad humana separandola en dos acciones, la de la practica y la del conocimiento:
Praxis y logos. La TAD nos brinda una herramienta para representar la actividad
matematica y aparecen las nociones de tarea, técnica, tecnologia y teoria. (Almouloud,

2015).

2.1.2 Nocion de Institucion

Una institucién es productora de un nuevo saber para el aprendizaje de los sujetos
que se encuentran en el seno de esta organizacién social y forma parte de ella, La TAD
hace explicito que la institucion delimita la actividad de estos sujetos con un fin cognitivo y

didactico. (Castella, 2017).

En las escuelas de Singapur se usan los libros de texto que son elaborados
siguiendo las directrices proporcionadas por el curriculo de matematica donde se sustenta
la elaboracion de los libros de texto. A diferencia de otros paises donde hay varios textos
que pueden diferir segun las decisiones de los autores, en Singapur, los libros de texto son
la traduccion de una directiva institucional, expresada como un programa, segun la
interpretacion del curriculo de matematica y son la base de la aplicacion del llamado
meétodo Singapur. Segun Chaachoua (2010), los libros escolares son productos de las
instituciones de transposicion. Estos pueden ser individuos o grupos de personas
encargadas por las autoridades de escribir los libros 0 manuales.

La investigacion estara centrada en estudiar como se aborda la resolucion de
problemas aritméticos (RPA) en el curriculo de matematica de Singapur en el nivel primaria,
teniendo como herramienta los libros Prime Mathematics de la editorial Scholastic
Education International (Singapore), que son los recursos elaborados a partir de los
lineamientos establecidos por el Ministerio de Educacion de Singapur mediante el curriculo
de matematica.
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Por otro lado, la investigacion busca analizar la organizacion matematica mediante
un analisis praxeoldgico de los libros de texto para determinar qué tipo de problemas, qué
métodos, qué justificaciones son abordadas cuando se disefia una propuesta curricular que
tiene como soporte metodoldgico el denominado método Singapur. Una forma de hacerlo

es teniendo como soporte técnico la nocion de praxeologia.

2.1.3 Modelo Epistemolégico de Referencia

Segun Gascoén (2011), cuando se formula un problema didactico, el MER es
fundamental para estudiar el saber matematico y hacer un analisis e interpracion de ese
saber matematico y se usa como referencia en el estudio praxeologico de lo que vamos a
realizar, que es la reconstruccién de una organizacion matematica a partir de los libros

didacticos escogidos.

2.1.4 Elementos de las praxeologias matematicas

Estos elementos tienen un modelo de representacion en la TAD : [T, t, 6,0] para

Chevallard (1999), este modelo se descompone de dos bloques:

El Saber — hacer o la praxis [T, 1], donde T es un tipo de tareas, t una técnica, es
decir, un conjunto de procedimientos (no necesariamente un algoritmo) que permite dar
solucién a un tipo de tareas .

“El Saber o el logos [ 6, ® ] donde 68 representa la tecnologia de t , es decir, el
discurso racional que es elaborado para justificar y producir esta técnica. La teoria © es la
tecnologia de la tecnologia, en particular, garantiza la validez de la tecnologia.” (Castella,
2017 p.11).

De esta manera queda modelada la actividad humana y matematica con los
elementos de una praxeologia que son las tareas, técnicas, tecnologias y teoria.
(Almouloud, 2015).

Tipo de tareas. Al conjunto de tareas , llamese asi en la condicién que una tarea t

forme parte de un conjunto de tareas T , y cuya notacién se presenta de la forma : [T, 1,
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0,0] , Chevallard (1999 ) muestra que cada institucién tiene sus propias construcciones y
que las tareas y los tipos de tareas que presenta la institucién forman parte de estas
construcciones. Lo que se entiende por tarea en la TAD se delimita por un segundo
postulado que establece, que entendiendo como técnica un sentido amplio el desarrollo de

una tarea deriva de la aplicacion de una técnica. (Bolea, 2002).

Técnica (7).

El primer paso es identificar las tareas, seguidamente debemos encontrar las
técnicas que van a dar solucion a estas tareas planteadas. Cuando se tiene un tipo de
tareas T, se debe buscar la forma de poder plantear y solucionar este conjunto de tareas, a
este procedimiento en la TAD se le llama técnica.

El llamado bloque practico- técnico que conforma una praxeologia matematica esta
compuesta por la técnica ( t ) y las tares ( T ) , en determinados dispositivos y medios estas
técnicas permiten solucionar un conjunto de tareas no siempre en su totalidad. (Castella,
2017 p.12).

A continuacion, presentamos un tipo de tarea con su respectiva técnica de solucion.

Tipo de tarea: Resolver un problema aritmético del tipo parte-todo

Como ejemplo, se analiza la técnica presente en la tarea de resolver un problema
aritmético del tipo parte —todo. Primero caractericemos este tipo de problemas:

Aqui, dos 0 mas subconjuntos (las partes) forman un conjunto (el todo).

En el método modelo, las barras rectangulares se utilizan para representar
cantidades que forman “partes”. Los largos relativos de las barras ayudan a los estudiantes
a ver y entender las relaciones entre las cantidades.

En la siguiente figura 2 vamos a representar un problema que modela una situacion
problematica de parte —todo.

Los pasos para seguir son los siguientes:

26



Construir un modelo de barras que represente y modele la situacion problematica:
Los modelos parte-todo se pueden dibujar de la siguiente manera. Para determinar
el tamano se analiza los datos que se tienen del problema planteado.

A
[ |

Parte
!—A—\
i Y )
Todo
Parte

- Todo

Y
Parte

Figura 2. Representacioén de un modelo parte-todo
Fuente: Libro Método de barras Yeap Ban Har (2012, p. 8).

En el grafico presentado se puede visualizar con mas facilidad que al sumar las
partes se obtiene un todo.

Una vez caracterizado este tipo de problemas, presentamos a continuaciéon un
ejemplo de una tarea de resolver un problema aritmético del tipo parte-todo.
Ejemplo:

Tarea: Resolver un problema aritmético del tipo parte-todo.

Problema de las Galletas
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El Sr. Davila cociné un total de 36 galletas de chocolate y vainilla. Si 15 galletas son de
chocolate, ¢ cuantas galletas de vainilla hay? Representamos la situacion problematica en la

siguiente figura 3.

I Aqui utilizamos una barra para representar -

I la cantidad conocida (15) y otra barra para I

15
r—*—m
Galletas de chocolate ;

;representar la cantidad desconocidal

. 36 . . . . .
Galletas de vainilla
?
» Por lo tanto, la cantidad total de galletas esta I
representada por las dos barras rectangulares. I
Figura 3. Representacién de un problema del tipo parte — todo.

Fuente: Elaboracion propia

Solucién del problema

1. La pregunta es: ¢ Cuantas galletas de vainilla hay?

Para determinarlo podemos usar el método de barras, que representa la cantidad de

galletas que tiene chocolate y Vainilla.

2. El analisis visual de la representacién permite identificar que las galletas de
vainilla representan un mayor valor que las de chocolate, entonces resulta de
entender ¢Cuantas galletas de chocolate me faltan para poder tener la misma
cantidad de las de vainilla?

3. De la representaciéon de la situacién problematica, se puede concluir que el
numero de galletas de vainilla se encuentra usando la diferencia de restar los

numeros, el resolver problemas y usar modelos que permitan el entendimiento,
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se desarrolla la habilidad de modelizacion en los estudiantes. Finalmente: 36 -
15=21
Respuesta: Hay 21 galletas de Vainilla

Por lo tanto, la técnica para este tipo de tareas es el modelo de barras rectangulares
que se utilizan para representar cantidades que forman “partes”. Los largos relativos de las
barras ayudan a los estudiantes a ver y entender las relaciones entre las cantidades.

En Singapur, a los nifios de primaria se les ensefia un enfoque visual y concreto
para resolver problemas aritméticos con una variable que se inicia con un término
desconocido. En 1983, el Ministerio de Educacion de Singapur introdujo oficialmente un
diagrama heuristico que involucra un diagrama o dibujo modelo conocido como el método
de barras en el plan de estudios primario de matematicas. EI método de barras puede
usarse como una herramienta para resolver problemas aritméticos y algebraicos que
involucran numeros enteros, fracciones, razones y porcentajes (Kho, 1987, citado en Swee
Fong Ng y Kerry Lee 2000).

La técnica utilizada el modelo de barras se puede usar para representar la situacion
aritmética representada por a + b = x o0 el caso algebraico de x + a = b. El modelo consta de
dos rectangulos de diferentes longitudes que representan las cantidades a y b (ver Figura
2). El total desconocido, x, esta representado por una llave que une los dos rectangulos
entre si. Lo desconocido se encuentra sumando ay b.

La representacion de esta técnica para resolver un problema es el modelo de
barras, tal rectangulo se conoce como una unidad, y este rectangulo de unidad asume el
papel de las letras como variables. Los rectangulos también se pueden usar para

representar valores numéricos especificos, como las relaciones numéricas entre dos
variables, pero tales relaciones se indican utilizando rectangulos de tamario apropiado. En
la Figura 3, el rectangulo con la letra a representa la relacion numérica dada entre b y lo

desconocido
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Figura 4. Modelos parciales: modelo aritmético (a la izquierda) y modelo algebraico (a la

derecha).
Fuente: Ng, S. F. y Lee, K. (2009). The model method.

Una técnica no presentada en el plan curricular peruano es la técnica del
modelo de barras, que es la técnica principal en la resoluciéon de problemas en el curriculo
de matematica de Singapur. En donde, un rectdngulo con un signo de interrogacion
significa un valor desconocido. Tal rectangulo se conoce como una unidad, y este
rectangulo de unidad asume el papel de las letras como variables. Los rectangulos también
se pueden usar para representar valores numéricos especificos, como las relaciones
numeéricas entre dos variables, pero tales relaciones se indican utilizando rectangulos de

tamano apropiado.

Tecnologia (6). La justificacion y la razén de ser de una técnica es la tecnologia y
asegura que la técnica a usar sea pertinente para solucionar las tareas planteadas.

Chevallard (1999).

Teoria ®. Lo que da el respaldo a las tecnologias que a su vez justifican el uso de
ciertas técnicas para la realizacion de un conjunto de tareas, es la teoria. La Teoria respalda

la validez de la tecnologia y junto a la tecnologia forman el bloque tecnoldgico —tedrico

[6/0]. (Castella, 2017).

30



Clasificacion de las organizaciones matematicas.

Praxeologia puntual (OMP), definida por un bloque practico técnico que solo
considera un tipo de tareas. Segun Castella (2017), “cuando varias praxeologias puntuales

derivan de la misma tecnologia, se habla de una organizacion praxeolégia local’. (p. 14).

Praxeologia local ( OML ) , recoleccién de praxeologias puntuales que tienen como
eje central un mismo discurso tecnologico , la tecnologia es la misma para estas

organizaciones matematicas puntuales . Chevallard ( 1999).

Praxelogia regional ( OMR ), de la misma manera que en una OML ,teniendo como
eje central una misma teoria , la unidon de estas praxeologias locales forman una OMR.

(Chevallard, 1999).

2.2 Metodologia de la Investigacion

El presente trabajo de investigacion se desarrolla dentro del paradigma cualitativo
con un enfoque documental y partiendo del constructo metodoldgico de analisis de libros
didacticos propuestos por la TAD presentados en Almouloud (2015) y Chaachoua y Comiti

(2010).

Siguiendo lo propuesto por (Gascén ,2011) vamos a considerar las tres dimensiones
de un problema didactico siguiendo lo propuesto por la TAD, es imprescindible como marco
de referencia un modelo epistemoldgico de referencia (MER) que sea relativo al ambito de
la actividad que el didacta desea investigar y permitira el posterior analisis praxeologico de

una organizacion matematica.

Para el primer objetivo especifico que es identificar el rol que cumplen los problemas
aritméticos en la propuesta de la TAD y su relacién con la postura que esta teoria presenta
sobre el algebra como herramienta modelizadora seguiremos los procedimientos

metodoldgicos que se seguiran son los siguientes:
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Se hace una investigaciéon de los problemas aritméticos, su definicion y clasificaciéon
para poder construir un modelo epistemolégico de referencia en torno a los problemas

aritméticos y en base a este MER se puede construir la OM de los problemas aritméticos.

Para el segundo objetivo especifico que es reconstruir una praxeologia matematica
en torno a los problemas aritméticos presentes en una coleccién de libros, seguiremos la
metodologia presentada por Chaachoua y Comiti (2010) u Almouloud (2015). En esta
metodologia debemos revisar trabajos previos de investigacién que nos muestren como se
debe realizar este analisis, identificar como realizar la descripcion del texto a estudiar.
Identificacion de los tipos de tareas: analizamos las actividades presentes en las diferentes,
luego se agrupan los tipos de tareas y las técnicas asociadas a ellas y finalmente se
estudian las tecnologias asociadas a la técnica para poder plantear la organizacion

matematica de los libros que se van a estudiar.
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CAPITULO 3: Dimensién Epistemolégica de los Problemas Aritméticos

En este capitulo se delimitaran y caracterizaran los problemas aritméticos,
empleando elementos de la TAD. Las preguntas mas importantes que guiaran el desarrollo
de este capitulo son las siguientes:

e ;Qué son los problemas aritméticos?

¢ ;Qué se entiende por resolucion de problemas aritméticos?

o ;CoOmo se estructuran los problemas aritméticos?

e ;Cual es larazén de ser, cOmo surgen y para qué surgen?

Otras preguntas que se responderan son las siguientes:

¢, Cual es el alcance de estos problemas aritméticos, qué tipo de problemas ya no
se pueden solucionar con los problemas aritméticos?

e ;Como se transforman estos problemas aritméticos al emigrar en diferentes

instituciones?

Si bien la TAD ubica a los problemas aritméticos en un nivel inicial de algebrizacion,
no hemos encontrado trabajos en donde estos hayan sido estudiados en si mismos vy
organizados en términos de praxeologias.

Sera una tarea importante, dar una organizacion de estos problemas a través de
una investigacién que tome como referencia estudios epistemoldgicos de los problemas
aritméticos con los estudios de la teoria de los campos conceptuales de (Vergnaud, 1990),
con sus nociones cognitivas llamese esquema, invariante operatoria, concepto y campo
conceptual, en la presente investigacion sera muy valioso el aporte de esta teoria ya que
nos va a permitir elaborar de forma progresiva los conceptos de las estructuras aditivas y
multiplicativas , nos centraremos también en el trabajo de Puig y Cerdan, (1996), donde

proponen una organizacién para los problemas aritmeéticos .
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3.1 Aritmética y operaciones

Si nuestro campo de estudio es la resolucién de problemas aritméticos, es muy
importante definir el término aritmética desde un recuento histérico epistemolégico para

poder definir qué se entiende por la definicién de un problema aritmético.

El nombre de esta ciencia deriva de la palabra griega ApiBud (numero). Los griegos
consideraban numeros solo los enteros mayores que 1, por lo cual la aritmética para ellos
era la ciencia de los numeros enteros y de sus propiedades. El arte de calcular y las reglas
de las operaciones pertenecian a la logistica, que ellos consideraban una ciencia de orden
inferior. El primer libro donde esta ciencia se interpretaba de una manera totalmente
independiente de la geometria fue Arithmetike eisagoge (Introduccién a la aritmética),
escrita por Nicdmaco. Newton se referia al algebra como el término “Aritmética general”

(1707). El primer libro impreso de aritmética aparecido anonimamente en Italia en 1475.

Los intentos de construir axiomaticamente la aritmética se remontan a los tiempos
de Leibniz. A finales del siglo XIC e inicios del siglo XX, parecia que el objetivo ya estaba
cerca (Investigaciones de Peano, Hilbert y otros). Finalmente, este problema fue resuelto
en 1932: Godel demostrd que es imposible construir un sistema de axiomas de la aritmética
de los numeros naturales que sea consistente y completo al mismo tiempo (Alexandrova,

2019).

El desarrollo histérico de la aritmética a condicionado a la forma en la que el curso
es impartido en la escuela, estd se desarrolla en tres partes: estudio de la numeracion,
estudio de las operaciones con numeros enteros y sus propiedades, y estudio de las

fracciones.

3.1.1. La numeracion oral

El objetivo de la numeracién escrita es la representacion de todos los numeros

utilizando la cantidad menor posible de simbolos (Cifras, digitos); en la Antigliedad, los
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pueblos solucionaron este problema de diferentes maneras. La solucion ideal de este
problema fue la creacion de la numeracién posicional, la cual, gracias a la existencia del

cero, permite expresar cualquier nimero con ayuda de diez cifras (Depman, 2011).

3.1.2. Los términos Cifray Cero

La palabra Cifra proviene de la palabra arabe sifr, que significa vacio (lugar). Asi,
los arabes tradujeron la palabra hindu sunya que significa vacio (Lugar), con lo que los
hindues nombraban el simbolo de ausencia de un digito en un niumero. Hasta el siglo XVIII,
el cero se denominaba cifra. Las cifras hindues aparecieron en Europa en el siglo XllI; eran
tomadas como simbolos misteriosos, como una escritura secreta (Criptografia). La

Criptografia (escritura con simbolos convencionales) se denomina cifra (Depman, 2011).

3.1.3. Adicion y sustraccién como operaciones aritméticas

Si los numeros se utilizaran solo para contar objetos, entonces, no serian de gran
utilidad. La aplicacion mas importante de los numeros naturales consiste en que con ellos
se pueden realizar diferentes operaciones matematicas y, de este modo, efectuar diferentes
tipos de calculos que permiten pronosticar qué cantidad de objetos habra en un conjunto
que aun no existe, pero que aparecera como resultado de ciertas operaciones reales. En su
actividad practica, el hombre realiza numerosas operaciones con diferentes conjuntos de
objetos, se realiza cierta operacion entre dos o varios conjuntos y se obtiene como resultado
uno nuevo. Y es asi como conociendo ciertos numeros naturales (las cantidades de objetos
en cada uno de los conjuntos dados) y realizando determinadas operaciones con ellos, es
posible hallar un numero natural que indica la cantidad de objetos del nuevo conjunto sin
haberlos contado en realidad. Es mas, este numero (la cantidad de objetos en el nuevo
conjunto) se puede hallar mucho antes de su aparicion real, antes de realizar cualesquiera

operaciones con los conjuntos dados.

Todas las diversas operaciones que el hombre realiza con los conjuntos en su

actividad practica se pueden reducir a unas cuantas operaciones que son consideradas
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como fundamentales. La eleccion de estas operaciones fundamentales tuvo lugar en el
transcurso de muchos siglos de actividad practica de la humanidad. A cada operacion
fundamental con conjuntos le corresponde una operacién matematica con numeros
naturales. Por tanto, cada operacion matematica con nimeros naturales es la imagen (un

modelo) de determinada operacion fundamental real con conjuntos. (Fridman, 2011).

Sentido de las operaciones de adicion y sustracciéon. Las operaciones mas
simples con conjuntos es la union de varios conjuntos en uno nuevo. Si se tiene dos
conjuntos A y B, como resultado de su uniéon se obtiene un conjunto C tal que cada
elemento de C es elemento del conjunto A o del conjunto B, y viceversa: cada elemento de

Ay cada elemento de B pertenecen al conjunto C.

Segun (Fridman,2011) Si la cantidad de elementos del conjunto A esa y la de los del
conjunto B es b, entonces la operacién mediante la cual se halla la cantidad de elementos
en el conjunto C, es decir, en la union de los conjuntos A y B, es la adicion de los numeros

ay b, que se escribe de la siguiente manera:a+b =c

En este caso, los nimeros a y b se llaman sumandos y el numero C, que es el

resultado de la adicion de los numeros a y b, suma

Otra operacion con conjuntos consiste en extraer (sustraer) de un conjunto los
elementos de otro conjunto. Por ejemplo, del conjunto C se puede extraer el conjunto A,
después de lo cual queda el conjunto B. A esta operacion le corresponde una operacion

matematica con numeros naturales que se denomina sustraccion.

Si los conjuntos C y A contienen, respectivamente, ¢ y a elementos, entonces la
cantidad de elementos en el conjunto restante B sera igual a la diferencia de los numeros

naturales c y a, y se escribe del siguiente modo: c- a
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El numero C se llama minuendo (la cantidad de elementos del conjunto C se
disminuye); el numero a, sustraendo, y el resultado de la sustraccion, el numero b,

diferencia (Fridman, 2011).

Este es el sentido de las operaciones de adicidon y sustracciéon de numeros naturales
¢ Qué relacidon existe entre estas operaciones? Esta relacion consiste en que estas dos
operaciones son mutuamente inversas. Esto significa lo siguiente: la adicion permite hallar

la suma de dos numerosayb:a+b=c.

Si conocemos la suma ¢ y uno de los sumandos, por ejemplo, a, entonces, con

ayuda de la sustraccién, podemos hallar el sumando b

b=c-a

y viceversa, si conocemos la diferencia b de los numeros c y a, y el sustraendo a,

entonces, con ayuda de la adiciéon, podemos hallar el minuendo, es decir,

sic-a=Db, entoncesc=>b +a

si conocemos la diferencia b y el minuendo c, entonces, con ayuda de la

sustraccion, podemos hallar el sustraendo, es decir,

si c- a = b, entonces a = c- b (Fridman, 2011).

Segun (Ramos, 2019), la operacion aritmética de diferencia tiene una mayor
complejidad que la operacién aritmética, en principio porque no es una operacién interna en

los Naturales. La resta se puede definir partiendo del concepto de suma:

M—-s=d entonces M=s+d

El termino M es el llamado minuendo, el termino s se le conoce como sustraendo y

d es la diferencia.
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3.1.4. Multiplicacién y division como operaciones aritméticas.

Segun (Ramos, 2019), Ordena el significado de la operacién multiplicaciéon de menor

a mayor complejidad de la siguiente manera:

La multiplicacion como suma repetida es el significado mas intuitivo para aproximar
a los alumnos al concepto de multiplicacion. El contar elementos distribuidos en conjuntos
similares nos lleva a tener sumas de términos iguales, presentamos un ejemplo adaptado

del libro de (Ramos, 2019).

4+4+4
3 grupos de 4
3veces 4

3x4

Se presenta mas eficaz y conveniente el poder abreviar esas sumas repetidas,
vemos en el ejemplo “3 grupos formados por 4 naranjas”, presentandose la operacion

aritmética de la multiplicacion que denotamos como: 3x 4.

El modelo de area

Al presentar tareas iniciales de contar elementos en filas y columnas, los alumnos pueden ir
formando intuitivamente el concepto del area y de esa forma estariamos conectando

competencias de cantidad con las competencias de espacio y localizacion.
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El area de un rectangulo se verifica como los cuadrados mas pequefios y unitarios,
sirve el tener un modelo pictérico en una hoja cuadriculada para tal representacion,
después de trabajar con material concreto, pasamos a la etapa del trabajo pictérico y
finalmente podemos abstraer el concepto, sin la necesidad de contar los cuadrados

unitarios. (Ramos, 2019).

Figura 5. El modelo de area de la multiplicacion
Fuente: Aritmética para maestros de (Ramos, 2019).
Modelos de proporcionalidad, escalado “multiplicado por”.
El significado de “multiplicado por” es mas complicado de conceptualizar que el
significado de “veces “, diferenciando ambas indicaciones con un ejemplo:
5x6 = si lo leemos como 5 veces 6, tenemos 5+5+5+5+5+5 una suma repetida de
sumandos iguales, pero si al 5x6 lo leemos como 5 por 6 eso significa 5 veces 6, que
resulta la suma repetida 6+6+6+6+6. La tecnologia que justifica estas técnicas usando el
lenguaje de la TAD seria la propiedad conmutativa de la multiplicacién. (Ramos, 2019).
Divisién
En la matematica de la antigledad no existia la division, esta operacion era

realizada mediante sustraccion sucesiva. El método moderno fue por primera vez descrito

por un autor desconocido (1460).

Los términos division, dividendo, divisor aparecieron relativamente tarde, en el
trabajo de Gerberto de Aurillac (El futuro Papa Silvestre Il) a finales del siglo X. El término
divisio (del verbo dividere, dividir) indicaba fraccionamiento o particion. En el transcurso de

mucho tiempo, el resultado de la division era denominado suma de divisién; la palabra
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cociente (desde luego, del latin) aparecié por primera vez en la obra de Fibonacci (1202), y
después, consecutiva y sistematicamente, en los trabajos de Nemorarius (general de la
orden de los dominicos en el primer cuarto del siglo Xlll). De los signos modernos de la
division el mas antiguo es la linea horizontal, que se encuentra en los trabajos de Herén de
Alejandria y Diofanto, mas tarde en los trabajos de Fibonacci. Sin embargo, el uso de la
linea horizontal se generalizo so6lo en los siglos XVI- XVII. Los dos puntos fueron
introducidos en la Aritmética de Jones (1633). Los dos puntos como simbolo de la division
fueron utilizados desde 1684 por Leibniz. Aparte de estos simbolos se utilizaban también
otros: durante mucho tiempo la division se denotaba con la letra D (de Division). El suizo

Rahn introdujo el simbolo + en el afio (1659). (Alexandrova, 2019).

Para formalizar la operacion aritmética division debemos partir de la multiplicacién: Sim, ny
p se encuentran en el conjunto de los naturales, podemos definir a la division como la
operacion inversa a la multiplicacion, diremos que: m+n=p si m = p x n, asi se define
entonces la division exacta sin resto, los elementos de la divisidn son m dividendo, n es el

divisor y p es el cociente. (Ramos, 2019, p.42).

La diferencia entre el concepto de division partitiva y de division cuotativa, es que en la
primera se refiere a un reparto equitativo de objetos y en la segunda resulta un problema de

agrupacion.

3.2 Nocion de problema aritmético

“Los problemas aritméticos son, en general, problemas de aplicacion, lo que hace
que aparezcan enunciados en contextos variados”. (Puig y Cerdan,1989, p. 6). Existe una
dificultad moderada para identificar si un problema es considerado aritmético. Al considerar
una situacion problematica contextualizada en el campo de la biologia, fisica, geometria si
los conceptos y conocimientos que no pertenecen al dominio aritmético no son un limitante

para resolver el problema, se considera un problema aritmético.

40



Para definir un problema aritmético tenemos como principal caracteristica que los
datos deben ser cantidades exactas que expresen un valor cuantitativo real, para su

resolucion dispondremos de varias operaciones aritméticas. (Puig y Cerdan, 1996).

3.2.1 El proceso de resolucion de un problema aritmético

La funcion principal de los problemas es producir un aprendizaje significativo,
entonces no es solo introducir un tipo de problemas en el disefo curricular escolar de
matematicas para practicar lo aprendido en clase, la resolucion de problemas permite iniciar
la produccién de conocimiento y aplicarlo en contextos nuevos que sean problemas nuevos

donde el alumno no se sienta familiarizado para verificar la transferencia de conocimiento.

“La atencion es para el proceso, no para los conocimientos. El conocimiento que se
valora por su significacion no es el conocimiento transmitido, sino el conocimiento

producido por el que esta en situacion de aprender “(Puig y Cerdan, 1996, p.7).

Conceptos perspectivas y niveles de Analisis

Conceptos. Puig y Cerdan (1996) definen el concepto de proceso de resolucion de un

problema aritmético a la actividad mental que debe realizar el estudiante.

Perspectivas. Puig y Cerdan (1996), el estudiante al resolver un problema lo puede
solucionar siguiendo patrones previamente establecidos y respetando un orden propuesto.
Pero en un problema aritmético la centralidad esta en el analisis de procesos y aspectos

cognitivos para la produccion del nuevo conocimiento.

Niveles de analisis. Segun Puig y Cerdan (1996), los problemas en el contexto
escolar aparecen tradicionalmente como enunciados, los autores presentan las fases de
analisis de un problema presentado por Polya (1957), que como veremos en el analisis de
la organizacién matematica presentada en el préximo capitulo resulta un elemento muy
importante a tomar en cuenta en las técnicas que usa la metodologia de Singapur para la

resolucion de problemas aritméticos, Polya (1957) entonces plantea los siguientes pasos:

41



1.— Comprender el problema.

2.— Concebir un plan.

3.— Ejecutar el plan.

4 — Examinar la solucion obtenida.

Variables de una tarea.

Idea de variable de una tarea. “Se Uutiliza el termino tarea porque se plantea para
estudiar lo que los sujetos hacen y no con finalidades de ensefanza, y, por tanto, esta
aislada, sin relacion con ninguna situacién o secuencia de aprendizaje” (Puig y Cerdan,

1989, pag. 16).

Segun Puig y Cerdan (1989) la variable de la tarea asume un valor particular y se
clasifican de la siguiente manera en: numéricas, clasificatorias y cualitativas. Para fines de
la presente investigacion delimitaremos las condiciones de las variables solo para las cuales
nos den aproximaciones para la resolucion de los problemas aritméticos que es el objeto a
estudiar, entonces tomaremos tres variables dela tarea que seran: sintacticas, de contexto y
de contenido.

Webb (1979, citado en Puig y Cerdan, 1989) proporciona una clasificacion a las
variables de contenido segun estos criterios: tema matematico, campos de aplicacion,
contenido semantico y variables de contexto. La mas importante es la variable de contexto
muestra una clasificaciéon para los tipos de contexto, considerando que un problema puede
ser presentado de modo manipulativo, pictdrico, abstracto o una combinacion de ellos, y
eso se puede ir estudiando gradualmente como van a apareciendo los problemas escritos,
a lo largo de la educacion basica regular en el nivel primaria, pero se empieza a presentar
las situaciones problematicas a través de material concreto para después presentarlos en
modo pictdrico .

Segun Kulm (1979, citado en Puig y Cerdan,1996), presenta la relacion entre las

variables y las fases.
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Situacién problemética

Evaluacién
Asuncién de consacuencias

Variables
sinticticas |

Variables

Problema enunciado sintécticas
seméanticas
de contexto

Revision

Comprobacién

Variables

sintécticas

text Variables
g:mﬁntlcaa sem#fnticas

de contexto

Traducién

Recursos

Variables aritméticos
de contexto
seménticas

Figura 6. Esquema para los PAEV que ilustra la relacion entre variables y fases.

Fuente: Problemas aritméticos escolares (Puig y Cerdan, 1996, p.36).

3.2.2 La Naturaleza estereotipada de los PAEV.

Nesher (1980, citado en Puig y Cerdan, 1989) presenta en dos esquemas la no
existencia de un problema aritmético escolar que derive de un problema cuantitativo real ya
gue un problema cuantitativo real tiene su realidad en el aula.

En la siguiente figura 7, se presenta el proceso de resolucién de un problema

aritmético.
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Figura 7. Proceso de resolucion de un problema aritmético

Fuente: Problemas aritméticos escolares (Puig y Cerdan, 1996).

3.2.3 Clasificacion de los problemas aritméticos elementales verbales (PAEV)

La clasificacion propuesta en (Puig y Cerdan, 1999) es problemas de una etapa y
problemas de mas de una etapa. Los problemas de una etapa se pueden separar en
problemas aditivos y problemas multiplicativos, para que se pueda obtener la incégnita. La
estrategia que utilicen los alumnos no caracteriza el problema estructuralmente. (Puig y

Cerdan 1989).

Vergnaud fue el primero en presentar el concepto de campo conceptual como el
agrupamiento de situaciones problematicas donde el tratamiento esta necesariamente
vinculado al uso de conceptos, procedimientos y representaciones todas interconectadas

entre si. (Vergnaud, 1983).
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La teoria antropoldgica de lo didactico ubica a los problemas aritméticos en un nivel
inicial de algebrizacion, la definicion de problema aritmético que seguiremos en la presente

investigacion es la siguiente:

Entonces, debemos considerar una forma de organizar los problemas aritméticos,
después de definir los elementos tedricos de los campos conceptuales de VERGNAUD.
Podemos tener un marco de referencia para poder clasificarlos. Siguiendo lo propuesto en
el libro de problemas aritméticos de Puig y Cerdan (1989), se propone una clasificacion
considerando lo que se tienen que investigar en la presente tesis. Después de toda la
literatura consultada, la clasificacion de los problemas aritméticos sera de problemas de
adiccidn y sustraccion y de multiplicacion y division, por la cantidad de pasos u operaciones
aritméticas involucradas que se necesitan para resolverlo tenemos problemas de una etapa
o0 de mas de una etapa y clasificandolos desde su categoria semantica tendriamos a: los

problemas de cambio, composicion y comparacion.

Tomaremos esta reconstruccion de los problemas aritméticos para poder hacer el
analisis de las organizaciones matematicas de los problemas aritméticos presentes en los

libros Prime Mathematics del Ministerio de Educacion de Singapur.

Clasificacion de los problemas aditivos. En la presente investigacién para los

problemas del campo aditivo los PAEV estaran clasificados en tres categorias:

1) Cambio.

(Puig y Cerdan, 1996) Proponen una clasificacion de estos problemas haciendo
referencia a la cantidad inicial, final y de cambio donde las relaciones légicas

aditivas se enmarcan secuencialmente.

Los autores presentan los siguientes ejemplos:

Problema 1 Julio tiene x. Le dany. 4 Cuantos tiene ahora?
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Problema 2 Julio tiene x. Da y. ¢ Cuantos le quedan?

2) Combinar.

(Puig y Cerdan, 1996) Presentan en esta categoria a los problemas que se
enmarcan en la secuencia parte-todo-parte, teniendo dos posibles acciones al

combinar, sumar y restar.

Problema 1. Hay x hombres. Hay y mujeres. ¢ Cual es el total de personas?

Problema 2. Hay x hombres. Hay z personas. ¢, cual es el total de personas?

3) Comparar

(Puig y Cerdan, 1996) incluyen en esta categoria a los problemas donde se
compara dos cantidades, la primera a la que sirve de punto de comparaciéon se
llama cantidad de referencia, con la que vamos a hacer la comparacion se llama

cantidad comparada y al hacer esta comparacion aparece la diferencia.

Se presentan los siguientes ejemplos para entender:

Problema 1. Comparar 1. Jorge tiene x. Juanjo tiene y. ;Cuantos tiene Jorge mas

que Juanjo?

Problema 2. Comparar 2. Jorge tiene x. Juanjo tiene b. ;Cuantos tiene Juanjo

menos que Jorge?

Los problemas de tipo multiplicativo.

Vergnaud (1983) clasifica a los problemas multiplicativos en dos categorias y en
tres tipos de problemas, desde su constructo tedrico que son los campos conceptuales.

Este modelo tedrico se enmarca dentro un programa cognitivo.
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La teoria de los campos conceptuales presenta en sus nociones cognitivas al
concepto de esquema, la propia definiciéon que se adopta de concepto, campo conceptual,

sentido de un conocimiento y la nocion de invariante operatorios. (Moreira, 2002).

En los problemas del campo multiplicativo, a diferencia de lo que ocurre con los
problemas aditivos, no hay una clasificacion universalmente aceptada en la clasificacion de
categorias semanticas. La que tomaremos en esta investigacion es la propuesta por
Vergnaud (1983) y Nesher (1987), presentadas en Puig y Cerdan (1989). Estas son
isomorfismo de medidas o regla de correspondencia, comparacién multiplicativa y producto

de medidas.

Clases de problemas del tipo multiplicativo: Segun (Vergnaud, 1983). Se pueden
extraer numerosas clases de problemas, segun la forma de la relacién multiplicativa; el
caracter discreto o continuo de las cantidades que intervienen; las propiedades de los

numeros utilizados, etc.

1) Isomorfismo de medidas: (Nesher, 1987, citado en Puig y Cerdan ,1996),
presenta a esta categoria con el nombre de problemas de regla de
correspondencia o de la razoén, donde la caracteristica principal entre dos

espacios de medida es que guardan una relacion directamente proporcional.

Il Comparacion multiplicativa: Esta categoria semantica no fue considerada por
Vergnaud. (Brown, 1981, citado en Puig y Cerdan, 1996) también llama a estos problemas
de factor multiplicativo y la caracteristica de estos problemas es que se parte de una
funcion escalar, la cual permite comparar dos cantidades cuya caracteristica sea tener la

misma magnitud.

lll. Producto de medidas: (Nesher citado en Puig y Cerdan, 1996) nombra a esta
categoria multiplicacion cartesiana y distingue dos clases de problemas, los de

multiplicacion y division.
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Se presentan un ejemplo adaptado de (Vergnaud,1983) para comprender mejor este tipo

de problemas.

Ejemplo: Jorge tiene 3 pantalones y 4 casacas. ¢ Cuantas formas tiene de combinar
estas prendas?

Tomando a P= {a, b, c} el conjunto de los pantalones, C= {f, g, h, i} el conjunto de
casacas y el conjunto E de las combinaciones posibles es el producto cartesiano del
conjunto de los pantalones por el conjunto de las casacas.

E = PXC

Como lo muestra la siguiente figura 8.

C
f g h i
a (af) (a,9) (a,h) (a,i)
P [b (b,f) (b,9) (b,h) (b,i)
c (c.f) (c.9) (c.h) (c.i)

Figura 8. Representacion de un problema donde se representa la multiplicacién cartesiana.
Fuente: Elaboracion propia.

Un par ordenado resulta de combinar un elemento del primer conjunto de pantalones
a un elemento del segundo conjunto de casacas, el numero de combinaciones posibles es

igual al producto del numero de pantalones por el numero de casacas.

Entendemos que, después de analizar la estructura de un (PAVOC se presentan
tareas ya no pueden ser solucionados con solo operaciones aritméticas. Entonces,
entender que es la aritmética generalizada desde una perspectiva tedrica, es analizar lo
que propone Gascéon (1993) que presenta al algebra escolar como la ampliacion del

lenguaje aritmético.

La idea de interpretar al algebra escolar como aritmética generalizada busca que las
técnicas de resolucién de la aritmética se generalicen en el lenguaje algebraico. (Bolea,

2002).
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Al plantear la solucién de un problema aritmético debemos hacer una secuencia de
operaciones aritméticas simples, de otra forma cuando uno realiza un problema algebraico,
este tipo de esquemas ya no se puede aplicar, cada etapa intermedia produce una
igualdad, de una relacion algebraica que va a representar el enunciado matematico.
Considerando que en la aritmética se manipulan niumeros concretos y en el algebra se
manipulan simbolos que se deben interpretar en el contexto que aparezcan, por lo que
presentamos en apartados anteriores en el contexto aritmético las operaciones de suma,
resta, multiplicacién y division los signos nos indican relaciones y en la actividad algebraica

la interpretacion de los signos se modifica de manera esencial (Bolea, 2002).

3.3 Modelo Epistemologico de Referencia (MER)

Tomando como referencia el trabajo de Espinoza, Gonzales y Barbe (2007), la
presente investigacion hace la reconstruccion de la clasificacion de los problemas
aritméticos tanto para lo aditivo, multiplicativo y los problemas aritméticos de varios pasos

PAVOC.

En los problemas del campo aditivo se toman los siguientes tipos de tareas:
T4. Resolver problemas aditivos de cambio y de composicién asociados a las acciones

del tipo agregar-quitar y juntar respectivamente (Tabla 1)
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Tabla 1

T1: Resolver problemas aditivos de cambio y de composicién asociados a las acciones del

tipo agregar-quitar y juntar respectivamente

TAREAS MATEMATICAS

CONDICIONES

TECNICAS

TECNOLOGIA

» Las tareas podrian ser
de tipo aditivo de
cambio y composicion.
+ Se puede agregar un
dato mas para que la
tarea tenga una
dificultad mayor, en
este caso agregamos a
los problemas aditivos
de cambio y
composicion la accién
de agregar y juntar

respectivamente.

Una o] ninguna
coleccion disponible.
El sustraendo menor
que 5.

Un ndmero de dos
cifras y un numero de
una cifra, sin cambiar

decenas.

Para las
sustracciones:
+ Desdecel
numero mayor
se cuenta
descendenteme
nte de unidad
en unidad.
15 -4 =11, ya
que se parte de
15 hacia atras:
14,13, 12,11.
En la cinta
numerada se
puede trabajar
la idea de que al
restar 1 a un
numero, lo que
se espera es un
namero que lo
antecede. (Es
claro que el
resultado sera
verificado  con
ayuda de Ia
cinta

numerada):

La sustraccion

permite
encontrar la
cantidad de

objetos de una

coleccién que se

le ha quitado
objetos,
teniendo como

dato la cantidad
inicial de objetos
y los objetos que

se van a quitar.

Fuente: Adaptado de Matematica primer afo basico — segunda unidad didactica (Barbe, Espinoza,

Gonzales y Mitrovich, 2006, p.15).

50



Tabla 2

T>:  Resolver problemas aditivos directos de composicion y de cambio

TAREAS CONDICIONES TECNICAS FUNDAMENTACION
MATEMATICAS TECNOLOGIA

= Resolver = Al ser problemas del
problemas Una o] ninguna tipo aditivo, la accion = Al tener dos
aditivos de coleccién esta del sobreconteo es una subcolecciones y
cambio y de disponible. técnica que permite la realizar la accién
composicién Tomar un numero de solucion de este tipo de de juntar, esto se

asociados a las
acciones del
tipo agregar y
juntar

respectivamente

dos cifras y un
namero de una cifra,
necesitamos que la
suma de cifras de las
unidades no sea
mayor a la decena en
un primer caso, y en
un segundo caso que
esta suma de
unidades sea mayor
o igual a una decena.
Operaciéon notables:
multiplo de 10 mas un
numero de una cifra:

20 +6, 10 + 4.

tareas.

Sobreconteo a partir del
primer sumando: 21 + 7
= 28. Se cuenta a partir
del 21, 22, 23,
24,25,26,27.

asocia a la

operacion
aritmética
adicion. Se
espera que al

juntar estas dos
subcolecciones
se obtenga una
cantidad mayor.

* La

conmutativa es la

propiedad
tecnologia  que
justifica la técnica

de, al juntar dos

colecciones, nos
resulta indistinto
considerar a

cualquiera de las
dos como primer
sumando.

= (Propiedad
conmutativa de la

suma).

Fuente: Matematica primer afio basico — segunda unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006, p.15).
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Tabla 3

Ta: Resolver problemas aditivos directos e inversos de composicion y de cambio.

TAREAS CONDICIONES TECNICAS TECNOLOGIAS
MATEMATICAS
Resolver En la adicion: La tecnologia que

problemas aditivos
directos de
composiciéon y de

cambio.

La primera condicién seria
tomar un sumando de dos
cifras para sumarlo con
uno de una cifra, pero se
busca que la suma de las
unidades sea mayor que

una decena.

En la sustraccion:

Los mismos casos
anteriores.

Ambito numérico hasta
100.

Problemas presentados a
través de un dibujo y de un

enunciado verbal.

Descomponer uno de
los numeros de dos
cifras. Se suman los
numeros con la misma
cantidad de cifras. Se
suman los multiplos de
10 y finalmente se
suman en parejas los
numeros resultantes.
57+6=50+7+6=
50+13=50+10+3=
60+3= 63.

En la sustraccion: la

misma técnica.

justifica estas
técnicas es la de
descomposicion
canonica,
encontraremos que
la suma de las
unidades es mayor
que una decena,
es necesario volver

a descomponer.

. Por ejemplo,
47+6=40+7+6=
40+13=40+10+3=
50+3= 53.

Matematica Segundo afo basico — Primera unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006)

52



Tabla 4

T4. Resolver problemas aditivos combinados directos e inversos, de composicion, cambio y

comparacion
TAREAS CONDICIONES TECNICAS FUNDAMENTOS
MATEMATICAS CENTRALES-
TECNOLOGIAS
= Resolver En la sustraccion: = sobreconteo a partir La reversibilidad de
problemas = Ambos multiplos de del sustraendo hasta la adicion y
aditivos directos 10 cuya diferencia llegar al minuendo. sustracciéon permite
e inversos de es “pequefia”. Se cuantifica la encontrar el
composicién y de 40-30, 80 - 70. diferencia. Para resultado de una
cambio. = Ambos numeros de calcular 60-50, se resta en que la
dos cifras cuya cuenta hacia diferencia de los
diferencia es menor adelante 50, 60; por numeros es menor o
que 5. lo tanto, 60-50=10. igual a 4.
81-79, 52 - 49. = Se realiza un
sobreconteo de 1 en
En la sustraccion: 1 a partir del En el caso de
= Un multiplo de 10 y sustraendo hasta resolver una resta

un numero de dos

cifras donde las
unidades del
sustraendo son
mayores a 5:

70-18

Dos numeros de
dos cifras donde las
unidades del
minuendo son
menores que las del
sustraendo.

34 -17

llegar al minuendo.
Usando
combinaciones
aditivas basicas y
las restas asociadas.
9-4=5yaque4+
5=9

de numeros de dos
cifras con “reserva “’

se hace la
descomposicion

canodnica del
sustraendo, para
finalizar con las

restas parciales.

Fuente: Matematica Segundo afio basico — Primera unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006)
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Tabla 5

Ts: Resolver problemas de proporcionalidad directa y de reparto equitativo

TAREAS CONDICIONES TECNICAS FUNDAMENTOS

MATEMATICAS CENTRALES-

TECNOLOGIAS
= Resolver Problemas = Resuelven Para resolver un
problemas presentados a través problemas con problema no es
aditivos de enunciados. la estrategia de suficiente con
combinados Los numeros tienen 5 fases, reconocer los
directos e hasta 4 cifras, son haciendo numeros que
inversos, de multiplos de 10, 100 dibujos aparecen en el

composicion,
cambio y
comparacion.
= Los célculos
son
interpretados
dependiendo
de la situacién
contextual de
cada problema.
= Crean
problemas
partiendo  de
situaciones
establecidas y
contextos
propuestos en

clase.

6 1000 o

cercanos a ellos.

estan

En los problemas de
estimacion los
numeros estan muy
cercanos a un
multiplo de 10, 100 6
1.000 por arriba y por

abajo.

esquematicos.
Calculan sumas
y restas
basandose en
descomposicio
nes aditivas
convenientes.
Calculan restas
haciendo
traslados.
Estiman
redondeando al
multiplo de 10 6
100 mas
cercano.
Evocacién de
combinaciones
aditivas

basicas.

enunciado e
identificar las
palabras  claves

contenidas en el
mismo. Se
requiere hacer un
analisis completo
del enunciado,
que permita
dilucidar la
relacion

matematica que
existe entre los
numeros y la

incognita.

Fuente: Matematica Tercer afio basico — tercera unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006).
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En los problemas del campo Multiplicativo se toman los siguientes tipos de tareas

asociadas a la clasificacion propuesta en el capitulo anterior del campo multiplicativo.

Tabla 6

Ts: Resolver problemas de reparto equitativo, con y sin resto

TAREAS CONDICIONES TECNICAS FUNDAMENTOS
MATEMATICAS CENTRALES
= Resolver = Problemas = Se divide la cantidad La multiplicacion y la
problemas de presentados de fichas entre la divisibn se parecen
proporcionalida a través de cantidad de vasos, en que, para realizar
d directa y de enunciados aproximandose lo mas los calculos, en
reparto apoyados posible a la cantidad ambos casos hay
equitativo. con ayuda de fichas. En algunos que hacer
= Calculan pictorica . casos el resto es cero; multiplicaciones. Se

multiplicacione
s y divisiones.

en otros es distinto de
cero, pero menor que
el divisor.

Para encontrar el
cociente de la division
se apoyan en las
tablas de multiplicar.

diferencian en que,
cuando

multiplicamos  dos
numeros, sumamos
repetidas veces un
mismo numero, y el
resultado es mayor
que cualquiera de
los dos sumandos.
En cambio, cuando
dividimos un numero
entre otro (dividendo

entre divisor),
restamos reiteradas
veces el divisor al

dividendo, o bien
restamos un multiplo
del divisor, y el
resultado es menor
que el numero que
se esta dividiendo.

Fuente: Matematica Tercer afo basico — Segunda unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006)
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Tabla 7

T7: Resolver problemas de iteracion de una medida, agrupamiento en base a una medida y

de reparto equitativo

TAREAS CONDICIONES TECNICAS FUNDAMENTOS
MATEMATICAS CENTRALES-
TECNOLOGIAS
= Resolver La cantidad a = Para dividir = La division y la
problemas de repartir no siempre dos numeros multiplicacion son
reparto nos lleva a una hay que operaciones
equitativo, division exacta. preguntarse: inversas entre si.
con y sin Los problemas son ¢, Cuantas
resto. de iteracion de una veces el
= Establecer medida y de reparto divisor da el
semejanzas y equitativo. dividendo?
diferencias Problemas
entre presentados a
problemas través de una
que se situacién  concreta

resuelven con
una
multiplicacion
y con una di-
vision.

= Resolver
problemas de
reparto
equitativo.

= Calcular
divisiones sin
resto de un
numero de
dos cifras por
un numero de

una cifra.

que se trabaja en
aula y a través de

enunciados.

Fuente: Matematica Tercer afio basico — Segunda unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006)
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Tabla 8

Ts: Resolver problemas de iteracién de una medida, agrupamiento en base a una medida y

de reparto equitativo

TAREAS CONDICIONES TECNICAS FUNDAMENTOS
MATEMATICAS CENTRALES
= Resolver » La divisibn se = Propiedad
problemas El planteamiento del deduce a partir distributiva de la

de iteracién
de una
medida,
agrupamient
0 en base a
una medida
y de reparto
equitativo.

= |dentificar las
operaciones
aritméticas
que
resuelven
una tarea

matematica.

problema se hace con
una representacion
grafica y un enunciado
verbal.
Las situaciones
problematicas
planteadas en torno a la
multiplicacién se
ejecutan en el uso de
las tablas de multiplicar
hasta la decena.
Operaciones con la
operacién de division,
un namero de dos cifras
como dividendo y un
namero de una cifra

como divisor.

de la
multiplicaciéon
previamente
efectuada.
Para las tareas
de  multiplicar
un numero de
tres cifras por
uno de una
cifra, la técnica
de la
descomposicio
n canonica es

eficaz.

multiplicacién.

Fuente: Adaptado de Matematica Tercer afio basico — cuarta unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006)

S57



Tabla 9

To. Plantear y resolver problemas de reparto equitativo, en base a una medida y de

iteraciéon de una medida directos e inversos.

TAREAS CONDICIONES TECNICAS FUNDAMENTOS CENTRALES

MATEMATICAS
Problemas = Comprueban el = Division como reparto

» Plantear y presentados a resultado de una equitativo, el dividendo

resolver través de una division siempre mayor que el

problemas de situacion concreta y multiplicando el divisor, siendo este Ultimo

reparto a través de divisor por el un numero natural,

equitativo, en enunciados. cociente y obteniéndose un cociente

base a una Problemas donde afiadiendo el menor que el dividendo.

medida y de se enuncia una resto.

iteracion de accion, pero la

una medida operacion que = Cada dato del

directos e resuelve ese problema debe

inversos.

problema, es una
operacion inversa.

ser identificado
para poder
articularlo con el
rol de la
incognita.
Utilizan
esquemas para
justificar sus

procedimientos
en la resolucion
de problemas
inversos.

Fuente: Matematica Tercer ano basico — cuarta unidad didactica

(Barbe, Espinoza, Gonzales y Mitrovich, 2006)
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CAPITULO 4: Analisis de una organizacion matematica de Libros didacticos de 1° a 6°

de Primaria

En el presente capitulo, se abordara el segundo objetivo especifico, que es
reconstruir una praxeologia matematica en torno a los problemas aritméticos presentes en

una coleccion de textos de primaria que siguen el modelo del método Singapur.

Para ello, se presenta el analisis de una praxeologia matematica reconstruida de la
revision de una coleccién de libros de primaria de la editorial Scholastic Education
International (Singapore) de primero a sexto grado de primaria, especificamente, las
unidades que corresponden a los problemas aritméticos. Para ello, tomamos como base el
constructo metodolégico de analisis de libros didacticos propuestos por la TAD presentados
en Almouloud (2015), y Chaachoua y Comiti (2010). El estudio epistemolégico del capitulo
anterior permitio entender el concepto de problema aritmético y organizar practicas
matematicas en torno a ellos; Asi se consideraron problemas aritméticos que podian
resolverse con el patron de analisis sintesis, asociado a un primer nivel de algebrizacion
hasta problemas que deberan modelizarse con ecuaciones lineales, algunas de las cuales

podrian resolverse usando el método de barras y otras no.

4.1 Analisis Ecolégico

El actual curriculo de matematica de nivel primaria de Singapur es guia para la
practica pedagogica de diversas instituciones y programas educativos, y es la base para
poder editar los libros de matematica con autorizacion del Ministerio de Educaciéon de

Singapur.

En principio, se observa como se aborda los problemas aritméticos en el actual
curriculo de Matematica de Singapur, ya que este documento es usado como fundamento
para la elaboracion de los libros didacticos. Se observa que los problemas ocupan un lugar

privilegiado, ya que el objetivo del curriculo nacional de Matematicas es garantizar que
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todos los estudiantes dominen las matematicas para que les sean utiles en sus vidas, y para
aquellos que tienen el interés y la habilidad, avanzar en las matematicas al mas alto nivel
posible. Las matematicas son un tema importante en el plan de estudios; por ello, los
estudiantes comienzan a aprender matematicas desde el dia en que comienzan la
educacion formal y hasta el final de la educacion secundaria (Curriculo de Matematica de

Singapur, 2012).

Los problemas aritméticos en el actual Curriculo de Matematica de Singapur se
encuentran en el estandar de numeros y operaciones, siendo la resolucién de problemas la
competencia central del método Singapur. En el curriculo de matematica del Peru, los

problemas aritméticos se encuentran en la competencia de cantidad.

A continuacién, se analizara la institucion, que es el curriculo de Matematica desde
primer grado de primaria hasta sexto grado de primaria para poder entender y situar el

objeto matematico.

Los libros seleccionados para el analisis comprenden los 6 afos de la educacion
primaria y el ente responsable de editarlos es el Ministerio de Educacién de Singapur, que
se encarga de que sigan los lineamientos didacticos y metodolégicos que presenta el
curriculo de Matematica de primaria de Singapur. Para los fines de la investigacion, se
muestra las paginas de los libros donde se encuentran disponibles los problemas
aritméticos, asi como los temas relacionados a él.

En adelante, nos referiremos a los textos escolares con la nomenclatura TE; a
continuacion, se presenta una descripcion general del TE, dado que tiene la misma
estructura para los seis grados de educacion primaria.

Descripcion del texto escolar (TE)

Los libros didacticos, elaborados por la editorial Scholastic Education International
(Singapore), estan organizados de la siguiente manera:

Primer grado de primaria 12 capitulos

Segundo grado de primaria 15 capitulos
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Tercer grado de primaria 16 capitulos

Cuarto grado de primaria 17 capitulos
Quinto grado de primaria 13 capitulos
Sexto grado de primaria 13 capitulos

El contenido en Scholastic Matematicas PRIME, se presenta bajo cinco ejes de las
matematicas a lo largo de seis grados: Numeros y Operaciones, Medicion, Geometria,
Datos y Probabilidad y Algebra. Hay dos Textos del Estudiante en el Grado 1, 1Ay 1B, y un
Texto del Estudiante a partir del Grado 2. Un Cuaderno de Practica acompana cada Texto
del Estudiante y esta disefiado para complementar y ampliar el Texto del Estudiante. Una
Guia del Profesor acompafia a cada conjunto de textos para proporcionar orientacion
efectiva sobre el uso del programa.

4.2 Analisis praxeolégico

En esta seccidon, describe la praxeologia matematica reconstruida de los libros
didacticos de la editorial Prime Mathematics de Singapur, tomando como referencia el
modelo epistemoldgico de referencia MER para la organizacion de los problemas del campo
aritmético presentado en el capitulo anterior, donde se hizo una clasificaciéon de los
problemas aditivos, multiplicativos, y el campo aritmético que es el conjunto de todos los
problemas aditivos y multiplicativos. Siguiendo la metodologia de la investigacién, en base a
la TAD, no solo se trata de clasificar los problemas como se presentan en los libros
especializados de aritmética, sino que hay que considerar las técnicas asociadas y las
representaciones, las tareas matematicas asociadas a los tipos de problemas, las
tecnologias como aparecen las propiedades y los aspectos tedricos, tomando en cuenta los
trabajos de las teorias de los campos conceptuales de Vergnaud (1990) , siguiendo con la
definicidon de un problema aritmético que lo encontramos en el trabajo de Puig y Cerdan
(1996).

Presentamos la siguiente terminologia para describir la organizacion matematica de
los problemas aritmeticos presentes en la coleccion de libros con la metodologia Singapur.

Ti = Es el tipo de tarea i.
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tij: Es la tarea j del tipo de tarea Ti.

tijk: Es la técnica; donde i es el tipo de tarea, j es el nimero de tarea y k indica el
numero de técnica de la tarea j.

0: Es la tecnologia que justifica la técnica.

O: Es la teoria que justifica la tecnologia.

Después de hacer el analisis de los libros didacticos, identificamos 7 tipos de tareas
relacionados con los problemas aritmeéticos.

A continuacioén, mostramos los tipos de tareas identificados en la coleccién de libros
didacticos analizados:
T1. Resolver problemas aditivos de cambio
T2. Resolver problemas aditivos directos de composicion y de cambio

Ts: Resolver problemas de suma y resta

T4 Resolver problemas aditivos de Composicion

Ts: Resolver problemas aditivos simples y combinados

Te: Calcular anticipadamente el resultado de un reparto equitativo: de la multiplicacion a la

division.

T7: Resolver un problema de multiples pasos que involucre las cuatro operaciones.

Presentaremos entonces la organizacion matematica reconstruida para los problemas

aritméticos:

T1. Resolver problemas aditivos de cambio

Problemas de tipo aditivo asociados a la accion del tipo agregar-quitar

El tipo de tarea T4 engloba a las tareas donde la solucion se enmarca en la
aplicacion de las operaciones de suma y resta, en la resoluciébn de situaciones
problematicas con suma y resta podemos identificar la relacion inversa de la adicion y

sustraccion.
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T11: Resolver ejercicios aditivos de cambio que involucra la acciéon del tipo agregar

Problemas que comprenden la tarea T11:

Se plantea una situacién problematica de orden aditiva que se puede trabajar con
material concreto para que se presente la necesidad de usar una técnica mas eficiente que
el conteo de objetos, llamaremos a esta técnica mas eficiente la adicion.

Ejemplo: En una suma convencional como por ejemplo 8+4, se puede verificar que
el primer sumando es mayor que el segundo. Esta tarea del tipo agregar se resuelve con el
uso de la técnica del sobreconteo “hacia adelante” a partir del primer sumando.

En el libro de primer grado de primaria se propone la siguiente actividad: se echan 7
fichas en una caja vacia contandolas una a una delante de los nifios, los nifilos no pueden
visualizar el interior de la caja. Acto seguido el profesor echa 6 fichas. La tarea matematica
consiste en calcular la cantidad de fichas sin poder contar y manipular las fichas que hay en
la caja, esa es la razon por la cual no se permite ver el interior de la caja, para resolver esta
tarea es necesario recurrir a un nuevo conocimiento para resolver la situacion problematica:
la adicion, el resultado de 7+6 permitira encontrar la cantidad de fichas en la caja sin haber
contado las fichas.

Técnica (t111) Técnica de conteo y sobreconteo

En el ejemplo del tipo de tarea T11 Se pueden tomar chapitas como un “Simbolo
concreto” de las fichas ocultas que son 7 para luego tomar 6 chapitas y cuentan todo, para
encontrar la respuesta se usa la técnica del conteo.

Al usar la cinta numerada pueden usar el sobreconteo ya que al sumar 1 a un
numero en la cinta, el resultado sera el nUmero que le sigue en la secuencia numérica.

Sobreconteo a partir del primer sumando: 7+6 =13, se da cuenta a partir del 7,8,9,10,
11,12.13. Apoyo en la cinta numerada.

Tecnologia (6):

01: La accion de Agregar esta asociada a la operacion de adicion, al agregar una

cantidad a otra obtenemos una tercera cantidad mayor que la inicial. Al usar la suma
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anticipamos la cantidad de objetos que vamos a tener al agregar, si tenemos como dato la
cantidad inicial y la cantidad de objetos por agregar.

T12: Plantear problemas aditivos de cambio y de composicién relacionados a
las acciones del tipo agregar y juntar respectivamente

Las tareas se complejizan adicionando problemas aditivos de composicion
asociados a la accion de juntar. Un ejemplo de este tipo de tareas que se encuentra en el
libro de texto son las sumas de hasta dos cifras con uno de una cifra. Por ejemplo 22+3,
17+5. En este tipo de tareas se espera que se use la propiedad conmutativa de la suma
para proceder al sobreconteo iniciandolo desde el sumando mayor. Se hace énfasis en la
suma de un multiplo de la decena y un numero de una cifra, por ejemplo, 30+6 se espera
gue de manera inmediata se encuentre el resultado 36 sin el uso del sobreconteo.

Ejemplo presente en el libro de primer grado:

En un jardin hay 40 flores entre tulipanes y geranios. Se separan los geranios de los
tulipanes y se cuentan 22 geranios. ¢ Cuantos tulipanes hay?

Las acciones de “juntar” o de “separar” pueden ser realizadas fisicamente usando
material concreto o a un nivel l6gico que seria el nivel abstracto.

Se propone la siguiente actividad: Juntando chapitas

Se presentan 10 chapitas pintadas de color rojo y 6 chapitas pintadas de color
blanco, sin poder manipularlas y juntarlas, en este caso la tarea matematica sera determinar
la cantidad de chapitas en total solo sabiendo el cardinal de ambas.

Se pueden hacer las siguientes preguntas: ;Sera posible que podamos saber la
cantidad total de chapitas rojas y blancas sin tener acceso a contar?, ;Qué operacion se
debe realizar?, ; Como realizar el calculo de esa operacion?

Técnica (t121) Sobreconteo a partir del primer sumando

Ejemplo: Resolver una suma: 22 + 7 = 29

Se cuenta a partir del 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29. Se puede usar la cinta
numerada si asi lo requiere.
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En la tarea Tq2 usando la técnica del sobreconteo se puede usar solo un grupo de
chapitas, teniendo la cantidad inicial de chapitas que hay en un grupo y anadir el otro grupo

efectuando el sobreconteo, veamos la solucion para la tarea planteada:

Si toman como base los chapitas de color blanco que son 10, se debe contar
entonces 11, 12, 13, 14, 15 ,16. Se puede concluir que hay 16 chapitas en total. Si se toma
como base los 6 chapitas rojas, deben contar 7,8,9,10,11,12,13,14,15,16 en este caso se
cuentan mas objetos, podemos inferir que la primera opciéon es mas eficaz dado que se

cuentan menos objetos.

Tecnologia (0):

02: La accion del tipo juntar es asociada a la adicidn, al juntar dos conjuntos o
colecciones de objetos se obtiene una cantidad que es mayor a cada una de los objetos

iniciales.

Es posible anticipar, a través de la adicion, la cantidad de objetos que tendra un
conjunto que se ha formado juntando dos colecciones iniciales, si se sabe la cantidad de
objetos de ambas colecciones.

T13: Resolver ejercicios aditivos de cambio y de composicion asociados a las
acciones del tipo agregar-quitar y juntar respectivamente.

En este tipo de tareas se adiciona la accion del tipo quitar a los problemas aditivos
de composicion y de cambio. Se puede utilizar como técnica la accion de contar “hacia

atras”.
Técnica (t131) Conteo descendente de uno en uno partiendo del niumero mayor
17 - 4 = 13, ya que se parte de 17 hacia atras: 16, 15, 14,13. Si es necesario se

puede usar material concreto como una cinta numerada.

Al restar 1 a un numero, el resultado corresponde al nimero que lo antecede en la
cinta numerada.
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Tecnologia (0):
03. La accion del tipo quitar, se asocia con la resta, al suprimir cierta cantidad de otra

mayor obtenemos una cantidad menor que la inicial.

Se puede entonces predecir usando la diferencia, la cantidad de objetos que
quedan en una coleccién a la que se le han quitado objetos, para esto es necesario tener
como datos iniciales cual es la cantidad que se tiene y la cantidad de objetos que vamos a

quitar.

T14: Identificar la propiedad de conservacion de la cantidad.

Un conjunto de objetos formado por dos subconjuntos no cambia si se retiran

elementos de las subcolecciones para agregar al otro subconjunto, (Se trasvasijan)

Las tareas que se presentan permiten identificar la conservacion de la cantidad,
esta propiedad es muy importante ya que permite asociar combinaciones aditivas que
seran muy utiles para el tipo de tareas donde se pide el calculo de adiciones y

sustracciones.

Técnica (t141)

Sobreconteo o conteo hacia atras usando conservacion de la cantidad

Tecnologia (0):

0s. Si con los objetos de una coleccion hacemos dos subcolecciones

aleatoriamente, la cantidad de objetos permanece invariante.

T2. Resolver problemas aditivos directos de composicion y de cambio

Por lo presentado en el capitulo 3, en la clasificacion de los problemas aritméticos,

los problemas aditivos asociados a la accién del tipo juntar si es suma, y separar si es
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resta, se les conoce como problemas de composicién, por otro lado, los problemas aditivos

en donde tenemos una accién del tipo agregar-quitar se llaman problemas de cambio.

Las acciones de “juntar” o de “separar’ son realizadas inicialmente con material
concreto, para hacer a continuacién un diagrama y trabajar la presentacion pictérica y

finalmente presentar el tema de manera abstracta a un nivel légico.

Un ejemplo en el libro de primer grado de primaria es el siguiente: Si tenemos 17
pelotas grandes y 11 pelotas pequefias, la suma de 17 + 11 nos da el resultado de calcular
cuantas pelotas tenemos sin la necesidad de poner todas las pelotas juntas para contarlas,
al hacer la operacion de la adicién las hemos juntado mentalmente, las 26 pelotas estan
ahora juntas y hacen un conjunto que tiene como caracteristica que sus elementos
pertenecen a una misma categoria que es pelotas , ya no se hace la separacion por los

tamanos.

Técnica (t211) Descomposicion canénica del nimero de dos cifras

Para las tareas del tipo aditivo la descomposicién candnica del nimero de dos cifras.

Escrito en forma simbdlica, estos pasos son: (Ejemplo de una tarea de suma directa)

43+35=40+3+30+5

40+3+30+5=70+3+5 estoresultaagrupando 70 + 9 = 79.

Tecnologia (6):

0s: Uso de la propiedad asociativa y conmutativa de la adicion.

La tecnologia (0s) que justifica la técnica (t211) se sustenta en las propiedades
asociativa y conmutativa de la adicion. En el libro de primer grado se presenta la tarea de
sumar dos numeros de dos cifras, para eso la técnica asociada es la de descomposicién de

cada uno de ellos en forma canodnica, seguidamente se suman las decenas, y luego las
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unidades.

T3:

Técnica (1212) Descomposiciéon canénica de uno de los dos sumandos

Otra técnica consiste en descomponer solo uno de los sumandos. Siendo esta
técnica menos eficiente en algunos tipos de tareas es usada como procedimiento

para sumas de cantidades de dos cifras.

Tecnologia (0):

06: Uso de la propiedad asociativa y conmutativa de la adicion.

La tecnologia que justifica esta técnica (t212) es la misma que justifica la técnica

(t211) .

Resolver problemas de suma y resta

En este tipo de tareas se plantea una adicién o una sustraccion con el fin de
encontrar un valor desconocido teniendo datos iniciales proporcionados, usan una
variedad de técnicas asociadas como por ejemplo la composicién y descomposicidon

de numeros de dos cifras.

Este tipo de tareas tendra un subtipo de tarea Tiz1 que presentaremos a

continuacion:

T31. Plantear y resolver problemas aditivos directos e inversos de composiciéon y de

cambio

En este tipo de tareas, se aplica la reversibilidad de la adicion y la sustraccion,
esto permitira algunos calculos de manera inmediata, en este tipo de tareas ya se

agregan problemas inversos.

En los problemas presentados en el libro de segundo grado de primaria, se
presentan tareas para el calculo directo de diferencias, como por ejemplo 47- 4, en

este caso se hace evidente que la técnica a usar es contar hacia atras desde el 47,
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a diferencia de otra diferencia planteada como por ejemplo 48-44, en este caso es
mas eficaz contar hacia adelante a partir del 44, esto es la reversibilidad de la suma

y diferencia.

Ofra tarea presentada en el libro de primer grado de primaria que permitira
reconocer la relacion aditiva de tres numeros es la siguiente: usando material
concreto, ponemos en una caja 18 tapas recicladas de botellas de plastico, después
se saca 6 tapas , una vez que hicieron las operaciones respectivas y determina que
queda 12 tapas en la caja, se vuelve a echar las 6 tapas que sacamos a la caja, se
debe trabajar en que se reconozca que ya no es necesario efectuar la suma de la
relacion planteada de 18-6 = 12, se puede determinar que hay 18 tapas en la caja ,
de manera analoga se plantea sacar 12 tapas de la caja y se pide encontrar la
cantidad de tapas en la caja, la respuesta es inmediata y es notable por la relacion
anteriormente planteada, al deducir que quedan 6 tapas en la caja inmediatamente
se echan las 12 tapas que sacamos se espera que puedan determinar de manera
directa que tenemos 18 tapas en la caja. Aqui es donde después de manipular el
material concreto. Se trabaja con la representacion pictérica en la pizarra para que
finalmente se escriban las operaciones involucradas y estemos en la etapa de

plantear de manera abstracta la situacion problematica.

La siguiente tabla 10 muestra la secuencia de acciones y las operaciones asociadas:

Tabla 10. Secuencia de operaciones para un problema aditivo de composicion.

Tenemos ‘ Sacamos ‘ Agregamos Operamos Nos queda
18 tapas 6 tapas 18-6 12 tapas
12 tapas 6 tapas 12+6 18 tapas
18 tapas 12 tapas 18- 12 6 tapas
6 tapas 12 tapas 6+12 18 tapas

Fuente: Elaboracion propia
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Las relaciones aditivas entre los nimeros 18, 6 y 12:

12+6 =18 6+12=18 18-12=6 18-6 = 12

Técnica (t311)

Se realiza un sobreconteo a partir del sustraendo hasta llegar al minuendo.

En tareas planteadas de calcular una sustraccion del tipo 82-78 se cuenta hacia

adelante a partir del 78, 80, 81 ,82, podemos deducir que 82-78 = 4

En el libro de primer grado de primaria se presenta la técnica del sobreconteo en la
siguiente tarea: Se pone en una caja 30 chapitas. Luego se saca 26 chapitas. Se
determina el numero de chapitas sobrantes en la caja. Una técnica que se usa es la

descomposicion del sustraendo.

30 26
/ \
20 6

A la hora de efectuar los calculos asociados a esta tarea de resolver una diferencia:
30-20-6=30-20 =10 Iluego 10 - 6 = 4. Por tanto, quedarian 4 chapitas en la

caja.

Oftra técnica asociada a este tipo de tareas es la de determinar ;Cuantos chapitas
faltan para poder sacar todas?, ahora cambiamos la estrategia y se cuenta hacia
adelante a partir del 26 hasta llegar al 40, obteniendo 4. Podemos concluir que esta
técnica es mas eficaz que la anterior y es posible que se use cuando la diferencia

entre el sustraendo y minuendo sea pequefa.

Esta técnica se sustenta en el principio de reversibilidad entre las operaciones de
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suma y resta.

30-26 =4 y 26+4 =30

Graficamente: Veamos la solucion en la siguiente figura 9.

Figura 9. Solucion de un problema aritmético por sobreconteo a partir del sustraendo.

o

30 29 28 26

Fuente: Elaboracion propia

Tecnologia (0):

0+: La reversibilidad de la adicion y sustraccion

Ts: Resolver problemas aditivos de Composicién

Este tipo de tareas presentan 4 subtipos de tareas

Ts1: Calcular ejercicios aditivos directos de composicion y de cambio

En este tipo de tareas presentes en el libro de segundo grado se presentan tareas
de calculo de sumas y restas de dos numeros hasta tres cifras, las tareas son

presentadas en enunciados practicos y situaciones problematicas.

A continuacién, presentamos tareas del tipo operativo de adicion y sustraccién:

En la adicion: En general todas las combinaciones de sumar numeros de hasta tres
cifras que la suma resulta notable y en la resta igualmente. Por ejemplo, 100+4;

200+40; 300+45.
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Técnica (t411) Realizan calculos tomando como base la estructura del sistema

de numeracion decimal .

Las sumas y restas que se operan con el fin de solucionar este tipo de tareas son

de calculo notable debido a la estructura del sistema de numeracion decimal.

Tecnologia (6) :

0s: Descomposicidon candnica de un numero de tres cifras.

La descomposicion de un numero de tres cifras en base 10 resulta intuitivo dado
qgue un numero de tres cifras se descompone en la suma de una centena, una
decena y una unidad, usando esta descomposicion se puede tener una técnica para

encontrar sumas y restas de manera directa.

Ts2: Calcular ejercicios aditivos directos de cambio e inversos de

composicion

Las tareas que se presentan en el libro de tercer grado de primaria son

del tipo aditivo directos de composicién y de cambio hasta el 1000.

Técnica (ta21)

Calculan sumas y restas basandose en descomposiciones candnicas

Tecnologia (0):

0q: Uso de la propiedad asociativa y conmutativa de la adicion.

La técnica se justifica en la propiedad asociativa y conmutativa de la adicién

llegamos a concluir que la 67= 04

T43. Calcular operaciones aditivas directas e inversas de composicion y de

cambio.
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En el libro de tercer grado de primaria se encuentran tareas presentadas a través de

enunciados y situaciones problematicas como, por ejemplo:

En la adicién: Sumar dos numeros de hasta 3 cifras (Con reserva).

En la sustraccion: Todos los casos anteriores

Técnica (t431)

Calcular adiciones y sustracciones usando el algoritmo convencional, la justificacion
de esta técnica se basa en la descomposicidon candnica de un numero que se

sustenta en el sistema numérico decimal.

Tecnologia (0):

010: Uso de la propiedad asociativa y conmutativa de la adicion.

La tecnologia que justifica la técnica es el uso de la propiedad asociativa y
conmutativa de la suma, esto nos va a permitir presentar el algoritmo de las

operaciones de adicion y sustraccion.

Tss: Plantear y resolver problemas aditivos directos de comparacion

En este tipo de tareas se plantean situaciones problematicas de comparacion
directa, se plantea una comparacién entre los problemas que se resuelven por

adicion y sustraccién para mostrar que la suma y resta son operaciones inversas.

Técnica (t41)

Calcular adiciones y sustracciones usando el algoritmo convencional, la justificacion
de esta técnica se basa en la descomposicion canonica de un numero que se

sustenta en el sistema numérico decimal.

Tecnologia:
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011: Propiedad asociativa y conmutativa de la adicion.

Ts: Resolver problemas aditivos simples y combinados

En este tipo de tareas vamos a tener ciertos datos iniciales para su resolucion, se
usa sumas y restas y la combinacién de estas. La incognita se presenta en diferentes

lugares.

Ts1: Resolver problemas aditivos combinados directos de composicion y de

cambio.

La tarea presentada en el libro de tercer grado de primaria se enmarca en el tipo de
tarea Ts1, para este tipo de tarea se espera que los estudiantes posean la capacidad
de resolver problemas aditivos simples para ir complejizando las construcciones de

sus estrategias de solucién.

La tarea presenta la siguiente informacién de la lista de precios de un restaurante
de hamburguesas y bebidas, el profesor reparte distintos pedidos a los nifios que
previamente ya los tiene listos en un papel, se hace la siguiente pregunta:  Cuanto
dinero necesitas para pagar el pedido que te ha tocado? Las combinaciones son
diferentes ya que se tienen para escoger 5 tipos de hamburguesa y 5 tipos de

bebidas.

Técnica (ts11)  Estrategia de (Polya, 1957) para la resoluciéon de problemas

La técnica presentada en el libro es resolver los problemas con la estrategia de 4
fases, haciendo dibujos esquematicos para representar las situaciones

problematicas.

Fase 1 Comprendo: Comprender el problema. Se formulan las siguientes preguntas
¢ Qué debemos encontrar?,;Qué otra cosa hay que responder?, se debe formular

en su lenguaje la situacién problematica para poder verificar el entendimiento.
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Fase 2: Planeo que hacer. En esta fase se debe identificar datos e incognita

Fase 3: Resolver usando las operaciones pertinentes para la resolucion de la

situacion problematica.

Fase 4: Comprobacién. Interpretar la respuesta en el contexto de la situacion

problematica.

Tecnologia

042: Descomposiciones aditivas.

En los problemas combinados de suma se utilizan técnicas que se justifican en las
descomposiciones aditivas.
Tarea s2: Resolver problemas aditivos combinados directos e inversos de
composicion y de cambio.
La tarea anterior Tss va a sufrir una variante, vamos a invertir el problema, y
recordando que un problema es inverso cuando se va planteando los sucesos en el
enunciado de la situacion problematica y estos no permiten inferir directamente las
operaciones aritméticas que debemos realizar. Muchas veces el enunciado del
problema nos sugiere una operacion que no necesariamente nos conduce

directamente a encontrar la incognita.

Situacion problematica: Adaptamos un problema del libro usando la moneda

nacional.

Una nifia va a una tienda donde una hamburguesa simple cuesta 14 soles y una
porcién de papa fritas cuyo costo es de 5 soles. la nifia cancelo el pedido con 50

soles. ¢ Cuanto recibié de vuelto?

Técnica (1s512) Estrategia de Polya (1957) para la resolucion de problemas
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Las tareas planteadas de este tipo se resuelven con la estrategia de las 4 fases de

(Polya, 1957). Al resolver el problema tenemos:

Fase 1: Comprendo el problema. Se debe leer y entender bien la situacion

problematica para poder hacerse la pregunta ;Qué debemos encontrar?

Al efectuar las operaciones correspondientes, se deduce que si se pagd con un
billete de s/.50 soles ya se deduce que este billete puede cubrir el gasto de la
hamburguesa y la porciéon de papas frutas, el vuelto es parte de esos 50 esta forma
de razonar es importante para poder identificar las operaciones aritméticas que

daran respuesta a este problema.

Fase 2: Planeo que hacer. Interpretar y reconocer datos e incégnitas., en esta fase
debemos preguntarnos ;Qué debemos hacer para encontrar el vuelto?, teniendo
los datos a la mano, la hamburguesa tenia un costo de s/.14 soles y la porcion de

papas s/. 5 soles

Fase 3: Resuelvo el problema, Es importante desarrollar un dibujo esquematico
para poder tomar mejores decisiones sobre qué operacion u operaciones

aritméticas se deben usar.

Se presenta la siguiente figura 10 para esquematizar el problema

Figura 10. Esquema de un problema aditivo combinado directo.

Hamburguesa simple Porcién de papas fritas

s/.14 s/.5

S/. 50 soles

Fuente: Elaboracién propia
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Las operaciones se pueden representar de la siguiente forma:

5+ 14 + =50
Calculos:
10+4+5=10+9 + =50

Fase 4: Comprobacion. ;Cémo comprobamos que nuestra respuesta sea

razonable?

“La nifa recibe de vuelto s/.31”.

Tecnologia

013: Conservacion de la cantidad en una adicion y en una sustraccion

Los argumentos mas generales y formales que justifican estas técnicas presentan la

siguiente estructura:

M+ N= (M + C) + (N- C) (En la adicién, si a un sumando se le suma una cantidad y

se le resta al otro sumando, la suma permanece invariante).

M+ N=(M-C)+ (N+ C) (Aplicando conmutatividad de la suma, de lo anterior se
puede deducir: en una suma, si a un sumando se le resta una cantidad y se le suma

al otro sumando, la suma permanece invariante).

M — N= (M+ C) — (N + C) (En una diferencia, si al minuendo se le suma una
cantidad y esta misma cantidad se le suma al sustraendo, la diferencia permanece

invariante)

M — N = (M- C) — (N- C) (En una diferencia, si al minuendo se le resta una cantidad
y esta misma cantidad se le resta al sustraendo, la diferencia permanece

invariante).
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La tecnologia que justifica las técnicas de trasvasije y de traslado para poder
convertir sumas y restas en otras que sean de mas facil operatividad se sustenta en

la conservacion de la cantidad en una suma y resta.

Ts3: Resolver problemas aditivos combinados directos e inversos, de

composicion, cambio y comparacion.

En el libro de tercer grado de primaria, se presenta la siguiente situacion

problematica:

Maria, Juan y José van juntos a visitar a una tia. En el edificio hay un ascensor que
tiene una capacidad de 150 kilos. Maria pesa 45 kilos, Juan pesa 7 kilos mas que
Maria y José pesa 60 kilos. ¢Podran subirse los tres juntos en el ascensor? ¢ Por

qué?

Técnica (ts531) Las tareas planteadas de este tipo se resuelven con la estrategia de

las 4 fases de (Polya, 1957). Al resolver el problema tenemos que:

Representar relaciones cuantitativas entre datos e incégnitas para poder determinar

las operaciones que lo resuelven.

Se necesita la representacién de las relaciones cuantitativas entre incognitas y
datos dado que es una tarea que presenta un problema aditivo simple de
comparacion inverso, esto nos va a permitir determinar las operaciones aritméticas

gue nos permiten solucionar la tarea.

Fase 1: Comprendo el problema. 4 El peso entre los tres es menor que 150kg?

Fase 2: Planeamiento del problema. El peso de Juan no es un dato del problema

directamente, pero se puede deducir a partir del peso de Maria.

Dato 1: Maria pesa 45 kilos
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Dato 2: Juan pesa 7 kilos mas que Maria

Dato 3: José pesa 60 kilos

Fase 3: Dibujo esquematico.

Se debe determinar el peso de los tres nifios juntos para que este resultado lo
podamos comparar con el limitante del peso que proporciona el ascensor. A

continuacion, en la siguiente figura 11 se muestra un esquema del problema:

Figura 11 Esquema de un problema de la tarea Ts3

Peso de Maria Peso de Juan Peso de José

45 kilos 7 kilos mas que Claudia | 60 kilos

Fuente: Elaboracién propia.

Hay que determinar el peso de Juan:

Peso de Juan: Peso de Maria + 7 kilos: 45 kilos
45 kilos 7 kilos
?
Luego, para calcular el peso de Juan se debe efectuar la siguiente operacion: 45+ 7 =7

Calculo:

A5+7=45+5+2=| 92

Entonces, el peso de Juan es 52 kilos.

En la siguiente figura 12 representamos un esquema ya con los datos encontrados

del problema:
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Figura 12. Esquema con los datos obtenidos de un problema de la tarea Tss

45 Kilos 52 kilos 60 kilos

Fuente: Elaboracién propia

45+52+60= | ?

45+52+60=60+40+5+50+2=150+7 = 157

Fase 4: Comprobacion

Al resolver la situacion problematica nos encontramos con que el peso de los tres
nifios es 157kg, por las limitaciones del peso del ascensor no pueden ir los tres

juntos ya que juntos pesan mas de 150kg.

Tecnologia

014: Conservacion de la cantidad en una adicién y en una sustraccion

Los argumentos mas generales y formales que justifican estas técnicas presentan la

siguiente estructura:

M+ N= (M + C) + (N- C) (En la adicidn, si a un sumando se le suma una cantidad y

se le resta al otro sumando, la suma permanece invariante).

M+ N=(M-C)+ (N + C) (Aplicando conmutatividad de la suma, de lo anterior se
puede deducir: en una suma, si a un sumando se le resta una cantidad y se le suma

al otro sumando, la suma permanece invariante).

M — N= (M+ C) — (N + C) (En una diferencia, si al minuendo se le suma una

80



cantidad y esta misma cantidad se le suma al sustraendo, la diferencia permanece

invariante)

M — N = (M- C) — (N- C) (En una diferencia, si al minuendo se le resta una cantidad
y esta misma cantidad se le resta al sustraendo, la diferencia permanece

invariante).

Las propiedades que permiten convertir sumas y restas en otras que sean de mas
facil operatividad, estas técnicas son llamas de trasvasije y de traslado y la
tecnologia que justifica esas técnicas es la conservacion de la cantidad en una

suma y resta.

Te: Calcular anticipadamente el resultado de un reparto equitativo: de la

multiplicacion a la division

En este tipo de tareas se asocia la operacién de multiplicacion a la relacion de

proporcionalidad y se considera a la operacion division como un reparto equitativo.

Se consideran 6 subtipos de tareas asociadas a la tarea Ts.

Te11: Resolver situaciones problematicas de proporcionalidad directa.

En el libro de tercer grado de primaria se presentan situaciones problematicas que
involucran tareas de proporcionalidad directa que se resuelven con multiplicacion,
que en nuestra definicién del MER explicamos que se llaman problemas de iteracion

de una medida, en este caso se usa el lenguaje de reparto equitativo.

En el libro de tercero de primaria, se presenta la siguiente situacion problematica:
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Figura 13. Problema de proporcionalidad directa tercer grado de primaria 2016
La tarea consiste en contestar a la pregunta ;Cuantos aviones se reparten en total
entre los tres sin contarlos?

Técnica (te11) Sumar reiteradas representando la combinaciéon multiplicativa

La técnica que permite sistematizar este tipo de tareas se basa en utilizar

sumas reiteradas que representaran la combinacion multiplicativa correspondiente.

En caso de la solucion de la tarea planteada en el libro de tercer grado de primaria
de contestar cuantos aviones se reparten entre los tres sin contarlos, se espera que

identifiquen que se ha repartido en total 3 veces 5 aviones, es decir, 3x5 = 15.

Tecnologia: 01s: La Multiplicacion como suma de sumandos iguales

Segun (Puig y Cerdan, 1996), como lo indicamos en el capitulo 3 los problemas en
donde hay una proporcion simple directa entre dos espacios de medida pertenecen

a la categoria de regla de correspondencia.

La multiplicacion permite encontrar la cantidad total de objetos que se reparten
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equitativamente teniendo como datos la cantidad de objetos que van a corresponder

a cada una de las partes, y la cantidad de partes que disponemos.

Te12: Resolver problemas de Reparto equitativo.

En el libro de tercer grado de primaria se presentan situaciones problematicas
concretas y a través de enunciados donde en primera instancia se conoce la
cantidad de objetos que se debe repartir y la cantidad de partes entre las cuales se

va realizar el reparto

Una de las tareas se llama ;Cuantas fichas le tocan a cada uno ?, se trabaja
primero con material concreto para que se pueda realizar las manipulaciones
concretas para realizar un reparto equitativo, a continuacion, se trabaja el modelo
pictérico pata visualizar lo que se pide y al final el modo abstracto para poder

resolver la tarea con una division.

Al hacer el trabajo con material concreto pueden hacer el reparto haciendo
manipulaciones concretas, anotan en su cuaderno y responden a la pregunta,
¢cuantas fichas le tocan a cada uno?, finalmente en la ultima etapa de solucion del
problema que es el modo abstracto se verifica el resultado del reparto mediante el

uso de la multiplicacion.

Ofra tarea que se presenta en el libro de tercer grado de primaria es la que
presentaremos en la figura 14, en esta tarea se pide realizar un reparto de 20 fichas
en 4 vasos de forma equitativa, la pregunta es ;Cuantas fichas corresponden en

cada vaso?
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Al repartir equitativamente estas 20 fichas en los 4

¢Cuantas fichas quedan en cada

Figura 14. Problema de reparto equitativo Tercer grado de primaria

Técnica (1te12) Asociar la division con una resta reiterada

Al resolver este tipo de tareas la técnica asociada es comprender a la divisiéon como
una resta reiterada. En la tarea presentada en el ejemplo anterior se puede distribuir de una
en una las fichas en los cuatro vasos hasta quedarse sin fichas, al final se cuentan las
fichas en cada caso. Cada vez que se inserte una ficha en un vaso se puede asociar a la
pregunta de ;Cuantas fichas se repartieron? y ;Cuantas fichas quedan por repartir? Esta

técnica asociada permite la asociacion de la division como una resta reiterada.

Tecnologia

016: La multiplicacién aplicada al reparto equitativo.

La tecnologia que justifica la técnica no necesita de la definicién de la division, este

tipo de tareas se pueden resolver sin dividir.
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Técnica ( 1612 ) * Asociar la division con una resta reiterada usando

diferentes combinaciones .

Se presenta en el libro de texto de tercer grado de primaria una técnica para
resolver este tipo de tareas de reparto equitativo que es una extension de la técnica

1511y que resulta mas eficiente.

En el mismo ejemplo de la tarea planteada en Ts; vamos a repartir una mayor
cantidad de fichas en un solo paso, ya no lo vamos a hacer de uno en uno,
entonces vamos a poder realizar combinaciones de fichas. Si en el primer reparto
se colocan tres fichas en cada vaso en esta ronda se habra repartido 12 fichas en
total, y quedara por repartir 8, o podemos poner cuatro fichas en cada vaso y luego
una nos podemos topar con el problema de que falten fichas, eso nos permite
replantear la solucién, de ahi se cuentan las fichas para responder a la tarea

planteada.

Entonces podemos concluir que la técnica (te12)* €s mas eficiente que la técnica (

Te12 ) de todas maneras la primera técnica es mas segura que la primera.

Tecnologia

047: La multiplicacidn aplicada al reparto equitativo.

La multiplicacion nos proporciona una herramienta para repartir equitativamente
objetos que corresponden a cada una de las partes disponibles.
Te13: Calcular divisiones sin resto de un nimero de dos cifras por un nimero de una
cifra.
Este tipo de tareas se presenta en el libro de tercer grado de primaria con
problemas presentados a través de una situacién concreta donde se permite el uso
de material concreto y a través de enunciados para la respectiva representacion
pictdrica.
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La tarea de nombre: “Calcular cuantas tapas de plastico recicladas le toca a cada
persona sin contar”, es similar a la planteada en la tarea Ts, con la diferencia que se
formula una condicién distinta, esta ampliacion de la tarea no permite la
manipulacién directa de las tapas. Esta variaciéon de la tarea hace que se tenga que
modificar los procedimientos de reparto para que se presente y construye la
definicion de division, la necesidad de plantear la divisién se hace presente ya que
la actividad no admite la manipulacion de las tapas en los recipientes para poder
hacer el conteo, la tarea sigue siendo la misma, debemos encontrar cuantas tapas
hay que colocar en cada recipiente para que el reparto sea equitativo, pero al hacer
esta variante complejiza la tarea y se puede plantear la siguiente pregunta : ¢es
posible saber cuantas tapas quedaron en cada recipiente después de realizar el
reparto sin contarlas ?, dependiendo del numero de tapas y de recipientes este

tarea se puede seguir ampliando en complejidad .

La actividad planteada exige que el reparto se efectué en un solo momento, se debe
entonces colocar las tapas que corresponden a cada recipiente , se van
presentando diferentes posibilidades y se debe analizar cada resultado , si se
plantea que la cantidad que permite hacer el reparto equitativo en un solo momento
es 2 vasos por recipiente , deben verificar si su procedimiento es correcto , se llega
a visualizar que solo han distribuido 8 tapas del total que son 20 y les va a quedar
12 tapas por repartir , ahi surge la idea de que en una sola ronda se puede colocar

mas tapas , por ensayo y error se va formando la definicion de division .

Técnica (t613) Aplicar el método de ensayo y error para presentar el

concepto de division.

La division es la operacién matematica cuyo resultado anticipa la cantidad de
objetos que le tocara a cada participante en un reparto equitativo. Se formaliza la

operacion de division y se puede responder a la pregunta: ¢ Cuantas veces el divisor
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esta contenido en el dividendo?

En la tarea Tez, si en la primera ronda se distribuyen 4 tapas por recipiente, se
reparten 16 tapas en total y nos van a quedar 4 tapas sin repartir, entonces surge la
idea de que se ha podido repartir mas tapas en cada recipiente, por ensayo y error
se verifica que la propuesta no prospera. Por el contrario, si se colocan 6 tapas por
recipientes en la primera ronda, se va a colocar 6 en los tres primeros recipientes y
al llegar al cuarto recipientes, solo quedan 2 tapas disponibles, en este caso el
reparto no es equitativo, se necesitarian 24 tapas para que el reparto sea equitativo,
por ensayo y error esta propuesta fracasa. Siguiendo con el proceso si ahora se
colocan 5 tapas por recipiente en la primera ronda, se va a poder distribuir todas las

tapas y el reparto es equitativo, se logra contestar la pregunta de la tarea planteada.

Tecnologia

04s: La division de dos numeros por aproximaciones sucesivas.

En el caso de la tarea planteada en Tsp, que se resumia en la operacion de division
20: 4, lo que debemos encontrar es cuantas fichas deben entrar en cada vaso que
al multiplicarlo por la cantidad de vasos (4), nos dé como resultado el total de fichas

(20).

4.+ ] =20.
Te14: Plantear y resolver problemas de reparto equitativo, con y sin resto.

En este tipo de tareas no siempre el reparto equitativo resulta exacto, manipular
material concreto que permita a los estudiantes verificar este resultado nos permite

introducir la definicion de la division con resto.

En el libro de tercer grado de primaria se presenta la siguiente situacion
problematica: Se quiere repartir 22 tapitas de botellas de plastico recicladas en 4

recipientes disponibles.
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Técnica (t614) Algoritmo de la division

La técnica para este tipo de tareas es usar el algoritmo de la divisién, vamos
a dividir la cantidad de tapitas de botellas de plastico entre la cantidad de
recipientes disponibles, la aproximacién debe ser la mas exacta a la cantidad de
tapas , al realizar esta técnica vamos a tener en ciertos casos un residuo igual a
cero lo que va a significar que el reparto es exacto ; y en otros casos distinto de
cero, aqui aparece la nocidon de resto de una divisibn no exacta y se puede
presentar con casos practicos y manipulables que el residuo siempre sera menor

que el divisor.

Tecnologia

Tecnologia

019: Definicion de division como reparto equitativo con resto

En las tareas de tipo reparto equitativo, no en todas las ocasiones se puede repartir
todos los objetos, la idea que va a surgir es la de repartir la mayor cantidad de
objetos que nos permita la situacion planteada en el problema. La cantidad de
objetos que queda sin repartir se conoce como el resto de la divisién y siempre es

menor que el divisor.

Te1s: Establecer semejanzas y diferencias entre problemas que se resuelven

con una multiplicaciéon y con una division.

El libro de tercer grado de primaria presenta problemas de iteracién de una medida
y de reparto equitativo cuya solucién se realiza con la operacién de multiplicacion o
division y que fueron presentados en el capitulo anterior para poder tomar
decisiones de los tipos de problemas que se iban a considerar en el MER de los

problemas aritméticos. Una vez que se determina que operacion se debe realizar
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020:

para la tarea determinada lo siguiente es analizar las diferencias y semejanzas

entre estas dos operaciones.

Técnica (t615) Algoritmo de la divisiéon — divisiéon con resto

En este caso la técnica para resolver estos problemas es congruente con

la tecnologia usada para la técnica (te14) de la tarea Te14.

Los problemas tendran ahora una dificultad mayor, no sera posible hacer
el reparto equitativo, lo que se puede es repartir equitativamente una cantidad
menor de tapas que las que nos piden repartir y nos va a quedar una cantidad de
tapas por repartir, en el momento de abordar la tarea de manera abstracta se va a
definir que esa cantidad de tapas que faltan se definen como el residuo de la

division.

Tecnologia

La division y la multiplicacion son operaciones inversas entre si.

Te1e: Resolver problemas de proporcionalidad directa y de reparto equitativo.

En este tipo de tareas hay una proporcion simple directa entre dos espacios de

medida (Puig y Cerdan, 1996, p.130).

En el libro de tercer grado de primaria aparecen las siguientes situaciones
problematicas que se encuentran en esa categoria definida en el MER de la

presente investigacion.

Problema: Hay 60 libros en la habitacion de Carla. Hay 12 estantes. ¢ Cuantos libros

vamos a tener por estante?

Problema: Hay 12 estantes de libros en la habitacién de Carla. Carla puso 5 libros

en cada estante. ¢ Cuantos libros puso Carla en total en su habitaciéon?

Problema: Hay 60 libros en la habitacién de Carla. Hay 5 libros en cada estante.
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¢, Cuantos estantes tiene la habitacion de Carla?

Técnica (te16) Definicion de division partitiva

En este caso la técnica para resolver este tipo de tareas es la de dividir, y en la
tarea planteada tenemos un problema de divisién partitiva que hemos desarrollado
en el capitulo anterior al presentar los tipos de divisiones y que nos permitieron la
estructura y clasificacion de los problemas aritméticos. Segun (Puig y Cerdan, 1996)
la multiplicacion no es semanticamente conmutativa, entonces es por eso que los
autores presentan tres escenarios dentro de esta categoria de tareas de
proporcionalidad directa o también llamado de isomorfismo de medidas, estos tres
tipos de problemas presentados en el parrafo anterior y construidos sobre una
misma situacion problematica nos sirve de ejemplo para que se pueda ver que se

diferencian segun cual de las tres cantidades sea la incognita.

Tecnologia
021: La division y la multiplicacion son operaciones inversas entre si.

En la multiplicacion se hace la suma repetida de un mismo sumando obteniéndose un

numero que es mayor a los dos sumandos iniciales.

Técnica (te16) * Asociar la divisiéon con una resta reiterada

Para este tipo de tareas se presenta otra técnica que es una variante presentada a
la tarea 1515 pero que resulta menos eficiente y se puede ser de utilidad en
situaciones problematicas donde los numeros no son tan grandes , para poder

realizar menos operaciones.

Por ejemplo, para calcular 25: 5 se procede de la siguiente manera:

25-5=20

20-5=15
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15-5=10

10-5=5

5-5=0

Después de hacer reiteradas veces la diferencia llegamos al resultado de 5, dado

que hemos restado 5 veces el 5 hasta llegar a 0.

Tecnologia

022: Division por restas reiteradas

En la division (dividendo entre divisor), hacemos implicitamente restas reiteradas, al
dividendo se le resta el divisor o un multiplo del divisor, y se hace estas restas hasta

que el resultado sea menor que el divisor.

T7: Resolver un problema de miltiples pasos que involucre las cuatro

operaciones.

En el libro de quinto grado de primaria (Pag. 51) encontramos la siguiente situacion

problematica:

Un vendedor de frutas compré 386 duraznos. El boto 14 duraznos que estaban

podridos y puso el resto en bolsas de 12 duraznos cada una. ¢ Cuantas bolsas uso?

Técnica (171) Las tareas planteadas de este tipo se resuelven con la estrategia de

las 4 fases de Polya (1957). Al resolver el problema tenemos:

Fase 1. Comprendo el problema

Las siguientes preguntas nos ayudan a plantear el problema:

¢, Cuantos duraznos compré el vendedor de frutas? 386
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¢, Cuantos duraznos podridos boto el vendedor de frutas? 14

¢, Qué debemos encontrar?

Fase 2. Planeo qué hacer

¢ Qué debemos hacer para obtener la respuesta? Se debe encontrar el numero de
duraznos que no estaban podridos y luego usar la operacion de division para dividirlo por el

numero de duraznos en cada bolsa.

Fase 3 . Resuelvo el problema

¢, Como podemos encontrar el nimero de duraznos que no estaban podridos?

Aparece la operacion de la resta: 386 -14 = 372, al encontrar 372 duraznos ya podemos

dividir este numero por el nUmero de duraznos en cada bolsa. 372: 12 = 31

Fase 4. Compruebo

¢, Como podemos comprobar si nuestra respuesta es razonable?

La respuesta es habia 31 bolsas de durazno.

Tecnologia

023: Definicion de las cuatro operaciones aritméticas.

Tarea T71: Resolver un problema no rutinario que involucre las cuatro operaciones

usando las estrategias de estimar y comprobar.

La tarea presentada en la pagina 53 del libro de quinto grado es la siguiente:

Tarea: Coloca dos pares de paréntesis en la frase numeérica para que sea correcta.

560: 14 -12x 10 +16 = 7280
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Técnica (t711)

Las tareas planteadas de este tipo se resuelven con la estrategia de las 4 fases de
Polya (1957). Al resolver el problema tenemos:

1. Comprendo el problema. Explicar que lo que se necesita es colocar dos paréntesis
para expresar la frase numeérica correcta.

2. Planeando el problema. Se puede estimar y comprobar para decidir dénde colocar
el paréntesis para obtener la respuesta de 7280.

3. Resuelvo el problema.

Intentando colocar el paréntesis de esta forma:

(560: 14) — 12x (10 +16) Haciendo los calculos respectivos no llegamos a la

respuesta.

Moviendo el paréntesis tenemos:

560: (14 — 12) x (10+ 16), esta operacion si resulta 7280.

4. Compruebo
Para comprobar la respuesta, aplicar correctamente el orden de las operaciones y

asegurase de realizarlas en el orden correcto.

024: Definicion de las cuatro operaciones aritméticas.

4.3 Técnicas de resolucion de problemas aritméticos usando el método de barras

Una representacion matematica del mundo real es lo que se denomina un modelo
matematico. En el curriculo de Matematica de Singapur, existe un modelo de representacion
para los problemas aritméticos y algebraicos que se denomina el método del modelo de
barras. EI Método Modelo para resolver problema fue una innovacién en el proceso de

enseflanza—aprendizaje de la matematica gestado por el Instituto de Desarrollo Curricular
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de Singapur para hacer frente a las dificultades de los estudiantes con los problemas con

enunciados (Kho, Yeo, & Lim, 2009, p. 2)

En un problema aritmético con enunciado como este, el método modelo ayuda a los
alumnos a visualizar las situaciones involucradas, por lo tanto, son capaces de construir
una frase numérica que las represente, por lo tanto, para resolver las tareas de resolucién

de problemas parte —todo se presenta una técnica llamada el método de barras.

No es sorprendente que el método del modelo de barras sea prevalente en las
escuelas de Singapur. Fue introducido como un tipo heuristico de resolucion de problemas
en 1983, como una herramienta para resolver problemas que involucraran numeros,

fracciones, proporciones y porcentajes (Kho, 1987, pag. 4).

Como ejemplo, analizaremos la técnica que el texto modelo de barras presenta para hacer
la tarea de resolver un problema aritmético de parte —todo. Analizando el procedimiento
podemos caracterizar los pasos que se sigue para la resolucién de un problema parte —

todo.

Aqui, dos 0 mas subconjuntos (las partes) forman un conjunto (el todo).

En el método modelo, las barras rectangulares se utilizan para representar cantidades que

forman “partes”.

Ejemplo:

En problemas con enunciados que involucren situaciones de parte-todo, lo
desconocido puede ser el todo (ej. Problema de los Nifios y Nifias) o una parte (ej.

Problema de las Galletas y Problema de los Libros). Presentamos algunos modelos en la

siguiente figura 15.
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Ejemplo: 5
Problema . o
de los Nifios C.a~1nt1dad. fi € Todo
. nifios y nifias
y Nifnas
(pag. 11) @
ﬁ—l L Y J
15
15
l—‘—|
Galletas de
Ejemplo:
Problema de Cantidad de R Parte
las Galletas galletas - 36
(pag.- 11)
Galletas de
vainilla ( .
?
Figura 15. Problemas de relacién parte-todo

Fuente: (Yeap Bun Hur Método de barras p.11, 2012)

EJEMPLO: Problema de las Frutas

Dos manzanas y un mango cuestan s/4. Dos manzanas y tres mangos cuestan s/9.

Encuentra el precio de un mango.

En la siguiente figura se representa un problema que se resuelve usando la técnica

del método de barras.
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s/4

A

[ |
- - - I e ———— I
I para .
- - --- . repl&r = I
\ J
5/9
s/9

Entonces/I ] representa s/5 + 2 = s/2.50.

Un mango cuesta s/2.50.

Figura 16. Representacion de un problema por el método de barra.

Fuente. Libro método de barras (Yeap Ban Har ,2012).

Modelos de Comparacion: Introducciéon

En situaciones que involucran modelos de comparacién, una cantidad es

comparada con otra. Veamos dos ejemplos de estas situaciones.

Representamos en la figura 17 dos problemas aritméticos de comparacion, que se
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va a resolver por el método de barras.

Juan tiene 3 conchas de mar mas que Susy.

HCIEGER R Juan y Susy tienen 15 conchas de mar en total.

KB CEEEs Encuentra el numero de conchas de mar que
de Mar 9

tiene Juan.

Dany tiene 3 veces mas dinero que Mario. Dany

Problema y Mario tienen s/120 en total. Encuentra la

de Dinero

cantidad de dinero que tiene Dany.

Figura 17. Problemas aritméticos para usar el método de comparacion.

Fuente: Método de barras (Yeap Ban Har ,2012).

En el Problema de las Conchas de Mar, el nUmero de conchas que tiene Juan se

compara con el numero de conchas que tiene Susy.

En el Problema de Dinero, el monto de dinero de Dany es comparado con la

cantidad de dinero que tiene Mario.

Aqui, vemos que el primer problema es un ejemplo de comparacion aditiva mientras

que el segundo, es de comparacion multiplicativa.

En la comparacion aditiva, una cierta cantidad es mayor o menor que la otra.

La siguiente figura 18 se muestra la situacién donde B es 3 mas que A.

A

B

—
3

Figura 18. Representacion de los datos de un problema de comparacion.

Fuente: Elaboracion propia.
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En la comparacion multiplicativa, una cantidad es cierto numero de veces la otra cantidad.

En la siguiente figura 19 se hace una representacion con el método de barras donde

representamos la situacion: B es 3 veces mas que A.

A

B

Figura 19. Representacion de un problema de comparacion.

Fuente: Elaboracion propia.

Un error comun que cometen los alumnos es malinterpretar “B es 3 mas que A’y “B
es 3 veces mas que A’. El método modelo ayuda a los alumnos a abordar estos
problemas. Resolveremos los dos problemas planteados por la técnica del modelo

de barras.

Ahora, resolvamos el Problema de las Conchas de Mar y el Problema de Dinero

utilizando los modelos de comparacion.

Este es el modelo de comparacioén basico para el Problema de las Conchas de Mar

Conchas de mar de Juan
15

Conchas de mar de Susy

Aqui hay dos formas de usar el modelo para encontrar el nimero de conchas de mar que

tiene Juan.
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Método 1

Conchas de Mar de Juan booened '

15-3

Conchas de Mar de Susy

2 unidades =15-3
2 unidades = 12

lunidad=12+2=6 Aqui , €S una

Susy tiene 6 conchas de mar. unidad. I:l

Entonces, Juan tiene 9 conchas de mar.

Método 2

Conchas de Mar de Juan

15+3

Conchas de Mar de Susy

- 10l -

2 unidades =15+ 3

2 unidades = 18 3
[_Aj
1 unidad=18+2=9 N N

Aaui. es una unidad.
Juan tiene 9 conchas de mar.

Este es el modelo de comparacion basico para el Problema de Dinero (pag. 97).

Danny S/120

Mario J 4 unidades =s/.120, 1 unidad =s/.30
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4.3 Resultados
Al abordar y plantear nuestro objetivo de investigacion que es identificar una
organizacion matematica de los problemas aritméticos abordados en una coleccion
de textos de primaria que sigan el modelo del método Singapur, en este capitulo
respondimos a las preguntas planteadas e identificamos el tipo de tareas , técnicas
y tecnologias que forman parte de las practicas matematicas que se llevan a cabo
en el denominado método Singapur , para plantear y sobre todo abordar este
problema didactico fue imprescindible tener como referencia el modelo
epistemoldgico de referencia que describimos en el capitulo 3 , sabemos que este
modelo es provisional y que dependera de la investigacién que se esté llevando a

i

cabo, pero este MER me permitié “deconstruir ” y “ reconstruir ” la organizacion

matematica que hemos presentado en el presente capitulo .

Después de presentar la descripcion de la organizacion matematica de los
problemas aritméticos en la serie de libros de primaria de la coleccién prime
Mathematics (Singapur) de la editorial Scholastic podemos decir que la resolucion de
problemas en el eje central en la metodologia de esta serie y que la resolucién de
los mismos se fundamenta en lo presentado por Polya (1957) y sus fases para la

resolucion de problemas. Identificamos 7 tareas y 20 subtareas.

Podemos concluir que la organizacién matematica de los problemas aritméticos propuestos
por la serie de libros prime presenta tareas que se justifican en las técnicas propuestos
en nuestro MER a excepcion de la tarea 7 que es la Unica que no se encuentra en el

modelo propuesto por la presente investigacion.

Este tipo de tarea Ty identificada en el libro presenta una tarea T71 que representa una tarea
abierta no rutinaria que permite el uso de la técnica de resolucion de problemas de

Polya (1957), pero que puede ser solucionada con la técnica del ensayo error).
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Podemos concluir que las 5 primeras tareas se refieren a la aplicacién de las operaciones
de suma y resta, tanto para tareas donde se tiene que resolver problemas aditivos de
cambio, tareas para resolver problemas aditivos directos e inversos de composicion y de
cambio, tareas para resolver problemas aditivos de composicion para llegar a los
problemas aditivos simples y combinados, esto nos muestra una presentacién de las

tareas en orden creciente, donde las tareas se van complejizando.

En la tabla 11 que mostramos a continuacién se observa la frecuencia de las tareas
que corresponden al tipo de tareas T4 en la coleccidén de libros didacticos Prime

Mathematics de primer a cuarto grado de primaria.

Tabla 11 Cantidad de tareas correspondientes al tipo de tarea T,

. Problemas Problemas

Nivel T11 T1z T13 T14 To
resueltos propuestos | tal

s TE 7 4 4 5 10 10 20

o 1

oo

°F|

s TE B\ “1q @ 4 10 6 16

o 2

oo

&

S TE 2 2 3 2 8 1 9

o 3

oo

:v,

S TE 1 0 0 0 1 0 0

o q

oo

<«

S TE 0 0 0 0 0 0 0

o 5

oo

in

TOTAL 15 10 10 11 29 17 45

Fuente: Elaboracion propia
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La tarea Ti1 es la de mayor frecuencia en la coleccién de libros didacticos
analizados, ademas podemos observar una distribucion proporcionada en la

cantidad de problemas que comprenden las tareas T12(10), T13(10) y T4 (11)

La Tarea T11 la identificamos en los libros de 1°, 2°, 3° y 4° de educacién primaria.

La tarea T12 la identificamos en los libros de 1°, 2° y 3° de educacion primaria.

La tarea T13 la identificamos en los libros de 1°, 2° y 3° de educacion primaria.

La tarea T14 la identificamos en los libros 1°, 2° y 3° de educacion primaria.

El alcance de las técnicas identificadas es satisfactorio, permiten hacer las tareas
que conforman el tipo T, las técnicas t111, T121, T131 Y T141 S€ integran a las técnicas
de los tipos de tareas que conforman el género de tareas de problemas aditivos de

cambio.

Podemos concluir que las técnicas ( t111), ( ©t112), ( ©113) y (z114) estan
ordenadas de manera creciente en orden de complejidad , pero esto nos da un resultado
importante ya todas parten de la técnica ( t111 ) que es la mas general , y analizando las
tareas propuestas podemos concluir que la técnica ( t113 ) y ( 1114 ) dependiendo de la

situacion problematica , cada una es mas eficiente en su respectiva tarea .

Las técnicas (t211) Y ( t212) son métodos parecidos y se usan en cada tipo de tareas
que se presentan , se pueden intercalar sin perder la solucion de la tarea planteada pero

cada muestra mayor eficacia en el tipo de tarea que se analizo.

En la técnica (t311), podemos ver que generaliza las técnicas (t211) y (t212) Yy la presenta
ahora para las tareas de manera indistinta para las tareas de suma y resta. Entonces la

técnica (t311) sera mas eficaz y pertinente en las tareas planteadas de diferencia.

Las técnicas asociadas a la tarea T4 estan graduadas de menor a mayor complejidad,
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partiendo de la estructura del sistema numérico decimal para después calcular sumas y
restas utilizando descomposiciones candnicas. Llegamos a encontrar las técnicas (1431) ¥
(t441), donde se aplica el algoritmo convencional tanto para las operaciones de adicién y

diferencia.

Las técnicas ( t511), ( 1512) ¥ ( T513) Son las mismas y se sustenta en el método de resolucién
de problemas de Polya (1957). Si bien todas las técnicas antes mencionadas son
presentadas en los libros de texto de manera secuencial , tienen en su aplicacion las 4
fases que presenta Polya en su método; este resultado es muy importante ya que
siguiendo la secuencia de tareas y técnicas podemos concluir que los problemas se
presentan primero para que el estudiante pueda manipular material concreto , esto le va a
permitir esquematizar el problema y pasar al nivel pictérico donde puede representar las
técnicas antes mencionadas , para que finalmente pueda llegar al nivel abstracto donde
podra se le presenta los conceptos y necesariamente este es el camino que debe seguir un
estudiante y a través de la presentacion de la organizacion matematica planteada se puede

visualizar lo que en Singapur llaman el método CPA (concreto, pictdrico y abstracto).

En las técnicas asociadas a la tarea Ts podemos concluir que estan ordenadas de manera
creciente de complejidad. donde se inicia con técnicas que se basan en presentar la
multiplicacion con sumas reiteradas, presentando las tareas primero manipulativas en
material concreto y de la misma manera asociar la division con restas reiteradas, siendo las
técnicas (ts12) Y (t612)* técnicas similares para la ejecucion de las situaciones problematicas
planteadas en la tarea Tes12 que son de reparto equitativo , para finalmente las técnicas
evolucionen para presentar al algoritmo de la division y la definicion de la division partitiva
Jlegando a las técnicas (ts16) Y (ts16)* técnicas diferentes para el tipo de tarea Te1s que

viene a ser los que presentan actividades de proporcién directa y de reparto equitativo.
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CAPITULO 5. Consideraciones Finales

La eleccion de la Teoria Antropoldgica de lo didactico (TAD) como marco tedrico y
metodolégico ha sido pertinente para esta investigacion, dado que los elementos
tedricos y metodoldgicos que hemos utilizado para poder responder al objetivo general
ofrecieron el soporte tedrico para entender qué tipo de tareas, técnicas y tecnologias
forman parte de las practicas matematicas que se llevan a cabo en el denominado
método Singapur. Para ello, hemos realizado un analisis ecoldgico y praxeologico de los
problemas aritméticos en los libros didacticos Prime Mathematics editados con

autorizacion del ministerio de educacion de Singapur.

En lo referente a nuestro objetivo general, que es identificar una organizacién
matematica de los problemas aritméticos abordados en una coleccion de textos de
primaria que siguen el modelo del método Singapur, se ha podido cumplir con el objetivo
propuesto en nuestra propuesta metodolégica nos planteamos tres objetivos

especificos:

El primer objetivo especifico fue identificar el rol que cumplen los problemas aritméticos
en la propuesta de la TAD y su relacidén con la postura que esta teoria presenta sobre el
algebra como herramienta modelizadora. Asi pues, nuestro modelo epistemoldgico de
referencia lo construimos después de hacer un estudio de la definicion de los problemas
aritméticos y construir una clasificacién de estos para delimitar el ambito matematico.
Esto se construye tomando trabajos previos de la comunidad de investigadores de la
didactica de la matematica y no de una propuesta de un investigador aislado. Este
estudio nos permitié dar criterios para la determinacion y eleccion de nuestro Modelo
epistemolégico de referencia, considerando ademas las reflexiones y conclusiones de

los trabajos de referencia de nuestra investigacion.

El segundo objetivo especifico fue reconstruir una praxeologia matematica en torno a los

problemas aritméticos presentes en una coleccion de libros didacticos de la editorial
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Prime Mathematics de Singapur. Para cumplir dicho objetivo, tomamos en consideracion
aspectos tedricos y metodologicos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, de alli que
tomando como referencia el modelo epistemolégico de referencia MER para la
organizacion de los problemas del campo aritmético presentado en el estudio de la
dimensién epistemoldgica, donde se hizo una clasificacion de los problemas aditivos,
multiplicativos, y el campo aritmético que es el conjunto de todos los problemas aditivos
y multiplicativos. Siguiendo la metodologia de la investigacion, en base a la TAD, no
solo se trata de clasificar los problemas como se presentan en los libros especializados
de aritmética, sino que hay que considerar las técnicas asociadas y las
representaciones, las tareas matematicas asociadas a los tipos de problemas, las

tecnologias como aparecen las propiedades y los aspectos teoricos.

En la reconstruccion de una praxeologia matematica en torno a los problemas
aritméticos identificamos 6 tipos de tarea (Ti: Es el tipo de tarea i) , 12 tarea (tij: Es la
tarea j del tipo de tarea Ti ) , 20 técnicas (rijk: Es la técnica; donde i corresponde al tipo
de tarea, j corresponde al numero de tarea y k indica el nimero de técnica de la tarea j )
y el bloque tecnoldgico — tedrico que justifica las técnicas dentro de la teoria del cuerpo
conmutativo ordenado ( R, +, x ). Se encontré una técnica particular en los libros de la

metodologia Singapur que es la del método de barras.

Respecto al nivel de la praxeologia matematica, afirmamos que la praxeologia
matematica reconstruida en un conjunto de praxeologias matematicas puntuales
integradas de manera parcial a través de la ampliacion de las técnicas, ya que esta

conformada por 6 tipos de tareas.

En lo referente al analisis de la metodologia propuesta en Singapur, son pocas las
investigaciones en educacion matematica donde el foco de atencidén es reconstruir una

organizacion matematica y didactica de los problemas aritméticos en los libros con esta
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metodologia, este trabajo apunta a ser referente para el analisis de una organizacién

matematica de los problemas aritméticos.

Al reconstruir una organizacion matematica de los libros con la metodologia Singapur y
después de analizar las técnicas que utilizan para resolver problemas aritméticos,
llegamos a la conclusion que el estudiante de primaria debe desarrollar la capacidad de
resolver problemas matematicos y esto implica contar con métodos pedagogicos
orientados a dicho fin. EI Método Singapur, para promover habilidades en la resolucion
de problemas matematicos, se basa en el enfoque CPA (Concreto-Pictérico-Abstracto).
Asi, el problema aritmético, al ser modelado por el método de barras, ayuda a los
estudiantes a que puedan visualizar las situaciones involucradas. Por lo tanto, son
capaces de construir una frase numérica que las represente. Adicionalmente, para un
alumno, el método de barras también es una forma de representar el problema y lo
ayuda a profundizar la comprensién de las operaciones que deben utilizar para resolver

los problemas:

El problema aritmético, al ser modelado por el método de barras, ayuda a los
estudiantes a que puedan visualizar las situaciones involucradas, por lo tanto, son
capaces de construir una frase numérica que las represente. Adicionalmente para un
alumno el método de barras también es una forma de representar el problema y lo
ayuda a profundizar la comprension de las operaciones que deben utilizar para resolver

los problemas:

Se puede concluir que en la organizacion matematica de los problemas aritméticos
reconstruida en los libros de primaria con la metodologia de Singapur , su principal
caracteristica es sentar las bases en primaria para poder desarrollar una matematica
significativa, que los alumnos adquieran los conceptos y habilidades matematicas que
les permitan desarrollar habilidades de pensamiento, razonamiento, comunicacion,

aplicacién y metacognitivas a través de un enfoque matematico para la resoluciéon de

106



problemas y que desarrollen confianza en el uso de las matematicas y aprecie su valor

al tomar decisiones informadas en la vida real.

El Curriculo de Singapur de matematica en primaria (2012) esta organizado en espiral,
lo que significa que un contenido no se agota en una unica oportunidad de aprendizaje,
sino que el estudiante tiene varias oportunidades para estudiar un concepto. Las
actividades que se plantean tienen una variacion sistematica en el nivel de complejidad.
De tal forma que se establecen secuencias de actividades en las que se desarrollan

estrategias de soluciéon de forma progresiva.

La matematica se construye de manera jerarquica. Los conceptos y habilidades
superiores se basan en los mas fundamentales y deben aprenderse en secuencia, esa
es la idea de poder plantear un curriculo en matematica, en Singapur se adopta un
enfoque espiral en la creacion de contenido en todos los niveles (Ministerio de

Educacion de Singapur).

En un futuro trabajo nos plantearemos la construccion de una organizacion didactica de
los problemas aritméticos para hacer un analisis de las OD presentes en los libros de
matematica de Singapur, tomando en consideracion el MER planteado en la presente

investigacion.

Para una futura investigacion pretendo delimitar el alcance del método Singapur para la
resolucion de problemas aritméticos propuestos en el curriculo nacional del Peru y para
este futuro trabajo estudiaremos el curriculo de matematica de nivel primaria, este
documento es usado como fundamento de la practica pedagdégica en todas las escuelas
del Peru, observamos que los problemas aritméticos en el actual curriculo de
matematica del Peru lo encontramos en la competencia de resuelve problemas de

cantidad.
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Se afade, también, para un futuro trabajo de investigacién un analisis y comparacion del
curriculo de matematica de Singapur con el curriculo de matematica del Peru en
primaria. El sistema educativo de Singapur se ha caracterizado por ser centralizado y
normalizado, con una alineacién burocratica (Sharpe y Gopinathan, 2002, citados en
Ratnam, 2019). En Singapur, el Ministerio de Educacién publica el programa de estudios
de todas las materias que se imparten en las escuelas. Estos planes de estudio
contienen los resultados deseados, detallando el contenido, las habilidades y los valores

de cada tema.
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